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ÖZET 

 

q-Balazs-Szabados operatörlerinin bir genelleşmesinin yaklaşım özelliklerinin incelendiği 

bu tezde ilk olarak Korovkin teoremi ispatlanmış; Balazs ve Balazs-Szabados 

operatörlerinin tanımı verilmiş; bazı özellikleri incelenerek Balazs-Szabados 

operatörlerinin q analoğu  ve  ilgili bazı kavramlar tanıtılmıştır. Daha sonra ise Korovkin 

teoremi yardımıyla q-Balazs-Szabados operatörlerinin Korovkin tip yaklaşım özellikleri 

incelenmiş; süreklilik modülünün tanımı ve özellikleri verilerek süreklilik modülü yardımı 

ile q-Balazs-Szabados operatörünün yaklaşım hızı elde edilmiştir. Ayrıca Volkov 

teoreminin yardımıyla iki değişkenli q-Balazs-Szabados operatörleri tanıtılarak q-Balazs-

Szabados operatörlerinin özellikleri incelenmiştir. Son olarak  ise iki değişkenli süreklilik 

modülü yardımıyla iki değişkenli q-Balazs-Szabados operatörlerinin yaklaşım özellikleri 

incelenmiştir. 
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ABSTRACT 

 

This thesis in which a generalization of q-Balazs-Szabados operators is introduced and the 

approximation properties of these operators are investigated, first of all, Korovkin theorem 

is proved; definitions of Balazs and Balazs-Szabados operators are given, some properties 

of these operators are investigated and q-analogue of Balazs Szabados operators and some 

related concepts are introduced. After that, Korovkin type approximation properties of q-

Balazs-Szabados operators are investigated via Korovkin theorem; the definition of 

modulus of continuity and some features of it are given and rate of convergence of q-

Balazs-Szabados operators are obtained via modulus of continuity. Moreover, two- 

variable q-Balazs-Szabados operators are defined and some properties of them are 

investigated via Volkov theorem. Finally, approximation properties of bivariate q-Balazs-

Szabados operators are investigated via modulus of continuity. 
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SİMGELER KISALTMALAR 

Aşağıda bu çalışmada kullanılmış simgeler açıklamalarıyla sunulmuştur. 

 

Simgeler                         Açıklamalar 

 

                                      [a,b] aralığındaki sürekli fonksiyonlar uzayı 

 

  ‖ ‖                                 C[a,b]  uzayındaki norm 

 

                              ( )nf fonksiyonlar dizisinin  f fonksiyonuna düzgün yakınsaması 

 

                                    Balazs Operatörü 

 

   
   

                               Balazs-Szabados Operatörü 

 

  
   

                              q-Balazs-Szabados Operatörü 

 

                                      f  nin süreklilik modülü 

 

       

   
                    iki değişkenli q-Balazs-Szabados Operatörü 
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1. GİRİŞ 

 

Bu bölümde lineer pozitif operatör tanımı yapılarak temel bazı teoremler ispat edilecektir. 

Ayrıca sonraki bölümlerde kullanılacak olan bazı tanım ve teoremler verilecektir. 

 

Temel Kavramlar 

 

Tanım 

 

X ve Y  iki fonksiyon uzayı olsun. 

:T X Y şeklinde tanımlanan dönüşümlere operatör adı verilir. 

 

Tanım 

 

X ve Y iki fonksiyon uzayı olmak üzere :T X Y operatörü   α,β      ve   f,g   X için 

( ) ( ) ( )T f g T f T g       

eşitliğini sağlıyorsa T operatörüne lineer operatör denir. 

 

Tanım 

 

f  bir fonksiyon 

ve T bir operatör olmak üzere 

0f   iken ( ) 0T f   

sağlanıyorsa T operatörüne pozitif operatör denir. 

 

Tanım 

 

Bir [a,b]  kapalı aralığı üzerinde tanımlı ve sürekli tüm reel değerli fonksiyonlardan oluşan 

kümeye [a,b] aralığındaki sürekli fonksiyonlar uzayı denir ve C[a,b] ile gösterilir. Bu 

uzaydaki norm  

 ,
max ( )

C a b a x b
f f x

 


 

biçiminde tanımlanır. 
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Tanım 

 

Her x [a,b] için 

lim ( ) ( ) limmax ( ) ( ) 0n n
n n a x b

f f f x f x
   

       

koşulu sağlanıyorsa ( )nf  fonksiyonlar dizisi  f  fonksiyonuna C[a,b] normunda düzgün 

yakınsaktır denir ve nf  f  ile gösterilir. 

 

Tanım 

 

:T X Y  şeklinde tanımlı T operatörü verilsin. Eğer  f X  için  

( )
Y X

T f M f  

olacak şekilde bir M>0 sayısı varsa T ye sınırlı operatör adı verilir. 

 

Teorem(Cauchy-Schwarz Eşitsizliği) 

 

   de herhangi 1 2 1 2( , ,..., ),  y ( , ,..., )n nx x x x y y y   iki nokta verilmiş olsun. Bu durumda 

2 2

1 1 1

.
n n n

i i i i

i i i

x y x y
  

    

eşitsizliği vadır. 

 

Teorem(Korovkin Teoremi)[1] 

 

   C[a,b] ve tüm reel eksende  

( ) ff x M                                                                                                                  (1.1) 

olsun. 

 

Eğer (  ) lineer pozitif operatör dizisi her x [a,b] için 

i.   (1,x) 1 

ii.   (t,x)  x 

iii.   (   ,x)     

 



3 
 

şartları sağlanıyorsa bu durumda her f   C[a,b] için [a,b] de 

  (f;x)  f(x) dir. 

 

İspat 

 

Kabul edelim ki, f   C[a,b] olsun. Sürekli fonksiyonların tanımı gereği her pozitif    

sayısına karşılık öyle bir ( )   sayısı bulunabilir ki t x     iken ( ) ( )f t f x   olur. 

(1.1) ve üçgen eşitsizliğinden 

( ) ( ) ( ) ( ) 2 ff t f x f t f x M                                                                                     (1.2) 

yazabiliriz. 

 

Eğer 

t x    ise 1
t x




  olacağından  

2

2

( )
1

t x




                                                                                                                         (1.3) 

sağlanır. 

 

(1.2) ve (1.3) den ise 

2

2

( )
( ) ( ) 2 f

t x
f t f x M




 

 
yazabiliriz. 

 

O halde 

|t-x|≤    için |f(t)-f(x)|<   

|t-x|>   için
2

2

( )
( ) ( ) 2 f

t x
f t f x M




 

 
dir. 

 

Dolayısıyla her x,t [a,b] için 

2

2

( )
( ) ( ) 2 f

t x
f t f x M




                                                                                           (1.4) 

sağlanır.   

 

Eğer (i), (ii), (iii) koşulanlını sağlayan ( nL ) operatör dizisinin 
 ,

lim ( ) 0n C a bn
L f f
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eşitliğini sağladığını gösterirsek ispat tamamlanmış olur. Şimdi bunu gösterelim. 

 

Lineerlikten; 

( ( ); ) ( ) ( ( ); ) ( ) ( ( ); ) ( ( ); )n n n nL f t x f x L f t x f x L f x x L f x x      

         = ( ( ); ) ( ( ); ) ( ( ); ) ( )n n nL f t x L f x x L f x x f x     

         = ( ( ) ( ); ) ( )( (1; ) 1)n nL f t f x x f x L x      

yazabiliriz. 

Üçgen eşitsizliğinden; 

( ( ); ) ( ) ( ( ) ( ); ) ( ) (1; ) 1n n nL f t x f x L f t f x x f x L x                                                 (1.5) 

elde edilir. 

 

Diğer taraftan lineer pozitif operatörler monoton artan ve  

( ) ( ) ( ) ( )f t f x f t f x   olduğundan  

( ( ) ( ); ) ( ( ) ( ) ; )n nL f t f x x L f t f x x   dir. O halde (1.1) yardımıyla (1.5) eşitsizliği 

( ( ) ( ); ) ( ( ) ( ) ; ) (1; ) 1n n f nL f t f x x L f t f x x M L x      olur. 

( nL ) monoton artan olduğundan (1.4) den dolayı  

2

2
( ( ); ) ( ) ( 2 ( ) ; ) (1; ) 1

f

n n f n

M
L f t x f x L t x x M L x


                                              (1.6) 

olur. 

 

Diğer taraftan ( nL ) lineer ve pozitif olduğundan  

2

2
( 2 ( ) ; )

f

n

M
L t x x


  =

2

2
( ; ) (2 ( ) ; )

f

n n

M
L x L t x x


   

     =
2 2

2
(1; ) 2 ( 2 ; )

f

n n

M
L x L t tx x x


    

     =  2 2 2 2 2

2
(1; ) 2 ( ; ) 2 2 ( ; ) (1; )

f

n n n n

M
L x L t x x x x xL t x x L x


       

     =  2 2 2 2 2

2
(1; ) 2 ( ; ) 2 2 ( ; ) (1; )

f

n n n n

M
L x L t x x x xL t x x L x x


       

     =
2 2

2
(1; ) 2 {( ( ; ) )

f

n n

M
L x L t x x
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22 ( ( ; )) ( (1; ) 1)}n nx x L t x x L x          
 

yazılabilir. Bu ifade (1.7) de kullanılacak olursa 

2 2 2

2
( ( ); ) ( ) (1, ) 2 {( ( ; ) ) 2 ( ( ; )) ( (1; ) 1)}

f

n n n n n

M
L f t x f x L x L t x x x x L t x x L x


       

 

                            
(1; ) 1f nM L x 

                                                                               
(1.8) 

elde edilir. 

 

 (i), (ii), (iii) koşulları (1.8) de kullanılırsa 

( ( ); ) ( )nL f t x f x    sağlanır. O halde  ( ) lim max ( ; ) ( ) 0n n
n a x b

L f f L f x f x
  

     

olur ve böylece ispat tamamlanır. 

 

Tanım 

 

   ve    pozitif sayılar, x≥0, n     olmak üzere 

  
0

1
( ) ( )

(1 )

n
k

n nn
kn n

nk
R f x f a x

ka x b

 
  

  
  

operatörüne Balazs Operatörü denir. [4] 

 

Teorem[4] 

 

  (x)=   , i=0, 1, 2 olmak üzere 

 

i) 0( )( ) 1nR e x   

ii)
1( )( )

1

n
n

n n

a xn
R e x

b a x



 

iii)

2

2 2 2

( 1)
( )( )

1 1

n n
n

n n n n

a x a xn n n
R e x

b a x b a x

 
  

    

sağlanır. 

 

İspat 
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i)   0

0

1
( )

(1 )

n
k

n nn
kn

n
R e x a x

ka x 

 
  

  
  

            =
1

(1 )
(1 )

n

nn

n

a x
a x




 

            =1 

ii)   1nR e x   =
0

1
( )

(1 )

n
k

nn
kn n

nk
a x

ka x b

 
 

  
  

  =
1

1
( )

(1 )

n
k

nn
kn n

nk
a x

ka x b

 
 

  
  

  =
1

1

0

1 1
( )

1(1 )

n
k

nn
kn n

nk
a x

ka x b






 
 

  
  

  =
 

1

0

1 !
. ( )

(1 ) ( 1)! 1 !

n
kn

nn
kn n

a x k n
a x

a x b k n k







   
  

  =
 

1

0

( 1)!
. ( )
(1 ) ! 1 !

n
kn

nn
kn n

a xn n
a x

b a x k n k







  
  

  = 1. .(1 )
(1 )

nn
nn

n n

a xn
a x

b a x




   

  = .
1

n

n n

a xn

b a x
 

iii)   2nR e x  =
2

2
0

1
( )

(1 )

n
k

nn
kn n

nk
a x

ka x b

 
 

  


 

   2
1

1 !
( )

(1 ) ( 1)! !

n
k

nn
kn n

k n
a x

a x b k n k


  

  

  =
   2

2 1

1 ! !
( ) ( )

(1 ) ( 2)! ! ( 1)! !

n n
k k

n nn
k kn n

n n
a x a x

b a x k n k k n k 

 
 

     
   

  =
   

2 1
2 1

2
0 0

1 .( 1).( 2)! .( 1)!
( ) ( )

(1 ) !. 2 ! ! 1 !

n n
k k

n nn
k kn n

n n n n n
a x a x

b a x k n k k n k

 
 

 

   
 

     
   

  =
2 1

2

2
0 0

2 11
.( 1).( ) ( )( ) .( ). ( )( )

(1 )

n n
k k

n n n nn
k kn n

n n
n n a x a x n a x a x

k kb a x

 

 

  
  

  
   

  =

2

2 2

( 1)

1 1

n n

n n n n

a x a xn n n

b a x b a x
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Şimdi  

     ,n n k na k b c   ve  n  için 1
n

n

c
                                                                         (1.9) 

olmak üzere [3] de O. Doğru tarafından tanımlanan  

          

  
0 ,

1
( ) ( ) ,  0

(1 )

n
k

n nn
kn n k

nk
A f x f a x x

ka x b

 
  

  
 ,                                      (1.10) 

lineer pozitif operatörünü göz önüne alalım. Eğer her n ve k için 1na  , , 1n kb n k    

seçersek 1nc n   olur. Bu seçimler (1.9) şartını sağlar. Bu seçimle  (1.10) operatörü 

Bleimann, Butzer ve Hahn operatörüne dönüşür. Böylelikle bu operatöre Balazs 

operatörünün Bleimann, Butzer ve Hahn operatör  tipli bir genelleşmesi denir. 

 

[5] de K. Balazs ve J. Szabados aşağıdaki lineer pozitif operatörü tanımlamıştır. 

  1

1
0

1
( ; ) ( ) ( ) ,  x 0

(1 )

n
k

n n
k

nk
R f x f n x

kn x n

 

 






 
  

  
  

Burada 
1  ,  b  , n 1,2,3,...,  n na n n     olup ve yakınsaklığın sağlanması için 

2
0

3
   olmalıdır. Bu operatöre Balazs-Szabados operatörü denir. 
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2.  q-BALAZS-SZABADOS OPERATÖRLERİ 

 

Bu bölümde Balazs-Szabados operatörlerinin q analoğu  tanıtılacaktır. Öncelikle bu 

kısımda kullanılacak kavramları hatırlatalım. 

 

2.1 Tanım 

  

q>0 için  

 
1

;  1
(1 )

                   ; q=1

r

q

q
q

qr

r

 
  

       , 

 

 
     1 ... 1  ; r 1,2,...

!
     1               ; r 0

q q q

q

r r
r

  
 

                ,

 

 

   

!
,  r 0,1,2...

! !

q

q q q

nn
n

r r n r

 
  

 
 

dir. 

 

[2] de O. Doğru tarafından q-Balazs-Szabados operatörü 

   
 

 

 
 

( 1)
1

2
1

0,

1
; ; ( ) ( )

( )

k kn
q k

n q
k qn q q q

k n
R f q x f q n x

kn x n



 







 
  

 


 

şeklinde tanımlanmıştır. Bu tezde ( )nq q  dizisi alarak bu operatörü  
1

0
2

   , 

lim 1n
n

q


 , lim[ ] 0
nq

n
n 


  koşulları altındaki yakınsaklık özelliklerini inceleyeceğiz. 

 

 Burada 0x   ve 
1

,

0

( ) (1 )
n

s

n q

s

x q x




  dir. 

Bu operatör lineer pozitif operatördür ve q=1 alındığına klasik Balazs-Szabados 

operatörüne dönüşür. 
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3. KOROVKİN TİP YAKLAŞIM ÖZELLİKLERİ 

 

Şimdi O. Doğru tarafından [2] de ispatlanan lemmaları  hatırlatalım. 

 

3.1 Lemma[2] 

 

q-Balazs-Szabados operatörleri için aşağıdaki eşitlikler sağlanır. 

 

i)
   0; ; 1nR e q x


  

ii)    
 

1 1
; ;

1
n

q

x
R e q x

n x



 



 

iii)    
 

     

2 2

2 1 1

1
; ;

(1 )(1 )

q

n

q q q

n x q
R e q x

n n x n qx



  




 
 

 

İspat 

 

i)
   0; ;nR e q x


=
 

 
( 1)

1
2

1
0,

1
( )

( )

k kn
k

q
k qn q q

n
q n x

kn x











 
 
 

  

 

( 1)1

2
,

00

( ) (1 )
k kn n

k k

n q

kk q

n
x q x q x

k





 
    

 
  

olup [7,syf 293] x yerine  
1

q
n x

 
 alınmasıyla 

   0; ; 1nR e q x


  bulunur. 

 

ii)    
 

 

 
 

( 1)
1

2
1 1

1,

1
; ; ( )

( )

k kn
q k

n q
k qn q q q

k n
R e q x q n x

kn x n



 







 
  

 
  

 

=
 

 

 
 

( 1)1
1 12

1
0,

11
( )

1( )

k kn
q k

q
k qn q q q

k n
q n x

kn x n
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=
 

 

 

 

   
   

( 1)1
1 1

2
1

0,

1 !1
( )

1 ! 1 !( )

k kn
q q k

q q
k q qn q q q

k n
q n x n x

k n kn x n

 

 


 






  
  

 

=
 

 

   
 

( 1)1
1

2
1

0,

1 !1
( )

! 1 !( )

k kn
q k

q
k q qn q q

n
q x n x

k n kn x













 
  

 

=
 

 
2

1
1

2
1

0,

1
( )

( )

k k k kn
k

q
k qn q q

nx
q n x

kn x





  





 
 
 

  

 

=
 

 
( 1)1

1
2

1
0,

1
( )

( )

k kn
k

q
k qn q q

nx
q n qx

kn x











 
 
 

  

 

=
   

 
( 1)1

1
2

1 1
01,

1
( )

(1 )( ( ))

k kn
k

q
k qn qq q

nx
q n qx

kn x n qx



 




 


 
 

  
  

 

=
 

1
1

q

x

n x
 


 

 

 

iii)
   2; ;nR e q x



 

 

 
 

2
( 1)

1
2

1 2
1,

1
( )

( )

k kn
q k

q
k qn q q q

k n
q n x

kn x n



 







 
 
 

  

 

  =
 

 

 

 

   
 

2
( 1)

1
2

1 2
1,

!1
( )

! !( )

k kn
q q k

q
k q qn q q q

k n
q n x

k n kn x n



 





 
  

 

  =
 

 

 

 

   
 

( 1)
1

2
1 2

1,

!1
( )

1 ! !( )

k kn
q q k

q
k q qn q q q

k n
q n x

k n kn x n



 





  
  

 

  =
 

 

 

 

   
 

( 1)
1

2
1 2

2,

1 !1
( )

1 ! !( )

k kn
q q k

q
k q qn q q q

q k n
q n x

k n kn x n
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( 1)
1

2
1 2

1,

!1 1
( )

1 ! !( )

k kn
q k

q
k q qn q q q

n
q n x

k n kn x n



 








 

  

 

  =
   

 

   
 

( 2)( 1)2
1 22

1 2
0,

!1
( )

! 2 !( )

k kn
q k

q
k q qn q q q

nq
q n x

k n kn x n



 

 
 


  
  

  
 

 

   
 

( 1)
1

2
1

1,

1
( )

( )

k kn
q k

q
k qn q q q q

k n
q n x

kn x n n



  







 
  

 
  

 

  =
   

 

 

 
 

1 2 ( 2)( 1)2
1

2
2 1

0,

1 ( ) 2
( )

( )

k kn
q q q k

q
k qn qq q

n n q n x n
q n x

kn n x





 


 






  
 
 

  

  +
   

1

1

1
q q

x

n n x
  


 

 

  =
   

 

 

 
 

2 2 2 ( 1)2
12 1 2

2 1
0,

1 2
. ( )

( )

k kn
q q q k k

q
kn qq q

n n q n x n
q q n x

kn n x





 









  
 
 

  

  
   

1

1

1
q q

x

n n x
  




 

 

  =
   

   
 

( 1)2 2 2
1 22

2 1
0,

1 2
. ( )

( )

k kn
q q k

q
kn qq q

n n nx q
q n q x

kn n x











  
 
 

  

  
   

1

1

1
q q

x

n n x
  




 

 

  =
   

       

2 2

2 1 1 1 2

2,

1 1
.

(1 )(1 ) ( )

q q

n qq q q q

n n x q

n n x q n x n q x
    





 
 

  

 
( 1)2

1 22

0

2
( )

k kn
k

q
k

n
q n q x

k








 
  

 


   
1

1

1
q q

x

n n x
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2 2

1 1

1

(1 )(1 )

q

q q q

n x q

n n x n qx
  




 
 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 
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4. q-BALAZS-SZABADOS OPERATÖRÜNÜN SÜREKLİLİK  

MODÜLÜ  İLE YAKLAŞIM HIZI 

 

 f   [0,∞)  da düzgün sürekli ve sınırlı fonksiyon olmak üzere f  nin süreklilik modülü 

, 0

( ; ) : sup ( ) ( )
x t
t x

f f t f x



 


 

    dir. 

 

Süreklilik modülü aşağıdaki özelliklere sahiptir.  

 

i) ( ; ) 0f    

 

ii) 1 2   ise 1 2( ; ) ( ; )f f     

 

iii)    için ( ; ) ( ; )f m m f     

 

iv)     için ( ; ) ( 1) ( ; )f f       

 

v)
0

lim ( ; ) 0f


 


  

 

vi) ( ) ( ) ( ; )f t f x f t x    

 

vii) ( ) ( ) 1 ( ; )
t x

f t f x f 


  
   

 
 

 

İspat 

 

i)Tanım gereğince mutlak değerin supremumu 0 a eşit ya da daha büyüktür. 

 

ii) 1 2   için 2t x    kümesinin 1t x    kümesini kapsadığı aşikardır. Bölge  

büyüdükçe  alınan supremum artacağından ispat açıktır. 
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iii)Süreklilik modülünün tanımı gereğince 

  
, 0

( ; ) sup ( ) ( )
x t
t x m

f m f t f x



 


 

                       

yazabiliriz. 

  t x m x m t x m           olup, 

t x mh   seçimiyle h   ve   
, 0

( ; ) sup ( ) ( )
x t
h

f m f x mh f x



 



      şeklinde yazabiliriz.  

 

Diğer taraftan 

1

, 0 , 0 0

sup ( ) ( ) sup ( ( 1) ) ( )
m

x t x t k
h h

f x mh f x f x k h f x kh

 



  
 

        

olup sağ tarafa üçgen eşitsizliği uygulanırsa 

1

, 0 , 00

sup ( ) ( ) sup | ( ( 1) ) ( ) |
m

x t x tk
h h

f x mh f x f x k h f x kh

 



 
 

        

       ( ; ) ... ( ; )f f       

bulunur. Buradan 

 

( ; ) ( ; )f m m f     

elde edilir. 

 

iv)⟦ ⟧ ile       sayısının tam değerini gösterirsek 

⟦ ⟧    ⟦ ⟧ +1 

ifadesinin doğruluğu aşikardır. Bu eşitsizlik ve (ii) özelliği kullanılırsa 

             ⟦ ⟧      eşitsizliği yazılabilir. Bu eşitsizliğin sağ tarafına (iii) özelliği 

uygulanırsa 

     ⟦ ⟧        ⟦ ⟧           elde edilir. Ayrıca her      için 

 ⟦ ⟧        eşitsizliğinden dolayı 

     ⟦ ⟧                   eşitsizliği geçerli olur. 

 

v) t x    eşitsizliğinde 0  olması t x olması anlamına gelir. f fonksiyonu düzgün 

sürekli olduğundan t x  için  ( ) ( ) 0f t f x   olması ispatı bitirir. 
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vi) ( ; )f   ifadesinde t x    seçilirse 

, 0

( ; ) sup ( ) ( )
x t

f t x f t f x


    elde edilir. O halde 

, 0

( ) ( ) sup ( ) ( )
x t

f t f x f t f x


    olduğu göz önüne alınırsa ispat biter. 

 

vii) (vi) özelliğinden dolayı 

| |
( ) ( ) ( ; )

t x
f t f x f 




   yazılabilir. Bu eşitsizlikte (iv) özelliği kullanılırsa 

| |
( ) ( ) ( 1) ( ; )

t x
f t f x f 




    olur. 

 

  

4.1 Lemma[2] 

 

Her n   , x≥0  için 

   
   

2 2

1 1 1

1
( ) ; ; ( 1)

(1 )(1 )
n n

n n n

nq q

R e x q x q x
n x n q x



  
  

 
 

   +     
1 2 23 4(1 )

n n n
n nq q q

n x q n x n q x
       

  

sağlanır.
 

 

İspat 

 

   2

1( ) ; ;n nR e x q x


             2

2 1 0; ; 2 ; ; ; ;n n n n n nR e q x xR e q x x R e q x
  

   

 

=
 

           

2 2 2
2

1 1 1 1

1 1 2

(1 )(1 ) 1 1

n

n n n n n n

q n

q nq q q q q

n x q x x
x

n n x n q x n n x n x
       


  

   
 

    

 

=
           

     

1 1 12 2 2 2 3

1 1

1 2 2

(1 )(1 )

n n n n n n

n n n

n n nq q q q q q

nq q q

n n x q x x n q x n x n n q

n n x n q x

    

  

  

 

    

 
 



18 
 

   
     

     

2 1 12 3

1 1

( )(1 )

(1 )(1 )

n n n

n n n

nq q q

nq q q

x n x n n q x

n n x n q x

  

  

 

 

 


 
       

             

     

3 2 2 1 2 1 1 14 3 2 2

1 1

( ) ( 1 )

(1 )(1 )

n n n n n n n

n n n

n n n nq q q q q q q

nq q q

x n q x n q n x n n q n q n x

n n x n q x

     

  

    

 

       


 
 

 

             

   

2 2 1 1 1 14 3 2 2

1 1

( ) ( 1 1)

(1 )(1 )

n n n n n n n

n n

n n n nq q q q q q q

nq q

x n q x n q n x n n q n q x n

n x n q x

   

 

     

 

       


 
 

   

   
     

1 2 22 3 4

1 1

1
( 1) (1 )

(1 )(1 ) n n n

n n

n n nq q q

nq q

q x n x q n x n q x
n x n q x

  

 

  

 
       

 

olur ki bu da ispatı tamamlar. 

 

4.2 Teorem[2] 

 

1
0

2
   olmak üzere ( )nq ; lim 1n

n
q   ,  lim 0

nqn
n


  ve 

1
1

2
nq   şartlarını sağlayan bir 

dizi olsun. Eğer f  0,  da  sürekli bir fonksiyon ise 

 

 

1

2(1 )( ; ; ) ( ) 2 ( ; )((1 ) )

n

n n

q

x
R f q x f x f x x

n

 


     

sağlanır. 

 

İspat 

 

Bir önceki özelliklerden (vii), Lemma 3.1 ve Cauchy-Schwarz eşitsizliği kullanılırsa 

 

 

 

 
 

( 1)
1

2
1

0,

1
( ; ; ) ( ) | ( ) ( ) | ( )

( )

n

n

n
n n

k kn
q k

n n n q
k qn q q q

k n
R f q x f x f x f q n x

kn x n
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( 1)
1

2
1

0,

1
( ; ) (1 ) ( )

( )

n

n

n

nn n

q

k kn
q k

n q
k qn q q

k
x

n n
f q n x

kn x






 











 
   

 
  

   2

1

1
( ; )(1 (( ) ; ; ))n nf R e x q x 


    

 
nq

x

n


   seçersek ve Lemma4.1 i kullanırsak 

 

 

     

   

2 1 3 22 3 1

2
1 1

( 1) 1 (1 )
( ; ; ) ( ) ( ; ) 1 ( )

(1 )(1 )

n n n

n n n

n n nq q q

n n

nq q q

n x q n x q n x qx
R f q x f x f

n n x n q x

  



  


 

 

     
   
  
 

olur. 

 

1
1

2
nq   olduğu kullanılırsa

 

 

 

   

   

2 1 3 22 3 1

2
1 1

1 (1 )
( ; ; ) ( ) ( ; ) 1 ( )

(1 )(1 )

n n

n n n

n nq q

n n

nq q q

n x q n x qx
R f q x f x f

n n x n q x

 



  


 

 

   
   
  
 

 

 

 

 

 

 

32 1 3 2

22 2

1 1

1
( ; ) 2

(1 ) (1 )

n n

n n n

n nq q

nq q q

q n x q n xx
f

n n x n q x

 

  


 

 

 
 

   
  

 

 

 

 

 

2 1

2

1

(1 )
( ; ) 2

1

n

n n

n q

nq q

q n x xx
f

n n q x



 






 
 

  


  

 

 
 

 

1 2
1 2(1 )2 1

2(1 )
2

1
( ; ) 2 (1 )

1n

n n

n q

nq q

x x
f q n x x

n n q x






 









 
 

   


        

(4.1) 

 bulunur. 

 

Şimdi bir    [     için  
 

0 0( ; ; ) ( )n nR f q x f x


  noktasal yakınsaklığını gösterelim. 

 

1 2

2(1 )

1
( )

1
n

nq

x
g x

n q x















  alınırsa  

1

0

1 2

nq
n

x n
q

 
  için ( )g x ’in maximum değerine ulaşırız. 
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Böylelikle  

 

1 2
2 12(1 ) 1 2

2(1 )
2

0

(1 2 )
( )

2(1 ) n
n q

g x q n


 





 



                                                                                 

(4.2)  

elde edilir. 

1
0

2
     için   

1 2

2(1 )(1 2 )
1

2(1 )













                                                                                   

(4.3) olur. 

 

(4.3)’ü   (4.2)’de kullanırsak  

 
2 1

1 2
2(1 )

2
0( )

n
n q

g x q n

 





                                                                                                        (4.4) 

elde edilir. 

 

(4.4)’ü (4.1)’de kullanırsak  

 

 
   

1 2 1
2 1 1 2

2(1 ) 2(1 )0 2 2
0 0 0 0| ( ; ; ) ( ) | ( ; ) 2 (1 )

n n

n

n n n nq q

q

x
R f q x f x f q n x x q n

n

 
  





 

 
 

    
  

 

   
 

1

2(1 2 ) 2(1 )0
0 0( ; ) 2 (1 )

n

n

q

x
f x x q

n



 


  

 
   

  

                                (4.5) 

olur. (4.5)’de  2(1 ) 1nq



   eşitsizliği göz önüne alındığında ispat tamamlanmış olur. 

 

Sonuç:Bu teorem bize 0x  noktasında  
0( ; ; )n nR f q x


 operatörünün 0( )f x  fonksiyonuna 

noktasal yaklaşım hızını vermektedir. 
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5. İKİ DEĞİŞKENLİ q-BALAZS-SZABADOS OPERATÖRLERİ  

 

Şimdi de q-Balazs-Szabados operatörünün iki değişkenli genelleşmesini tanıtıp, yaklaşım 

özelliklerini inceleyelim. 

 

Öncelikle [6] da Volkov tarafından ispatlanan aşağıdaki teoremi verelim. 

 

5.1 Teorem[6] 

 

 ( , ) , ; ,f x y C a b c d  ve tüm reel eksenlerde ( , ) ff x y M  olsun. ( ( , ); , )nL f t r x y  lineer 

pozitif operatör dizisi için düzgün olarak  

i. (1; , ) 1nL x y 


 

ii. ( ; , )nL t x y x


 

iii. ( ; , )nL r x y y


 

iv. 2 2 2 2( ; , )nL t r x y x y

   

koşulları sağlanıyorsa her  ( , ) , ; ,f x y C a b c d  için  ,x a b ,  ,y c d  de

( ( , ); , ) ( , )nL f t r x y f x y


 olur. 

 

İspat 

 

 ( , ) , ; ,f x y C a b c d  olduğundan  ε>0 için ∃δ vardır ki ( , ) ( , )x y t r    yani 

2 2( ) ( )x t y r      olduğunda ( , ) ( , )f t r f x y   sağlanır. 

2 2( ) ( )x t y r      olduğunda ise 
2 2

2

( ) ( )
1

x t y r



  
  olup, 

( , ) ff x y M olduğunun kullanılmasıyla 
2 2

2

( ) ( )
( , ) ( , ) 2 f

x t y r
f t r f x y M



   
   

 
 

yazılabilir. O halde her durumda  
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2 2

2

( ) ( )
( , ) ( , ) 2 f

x t y r
f t r f x y M



   
    

   

  

2 2 2 2

2

2
2( )

fM
x y xt yr t r


                                                                   (5.1)

 

                                                                        yazılabilir.  

 

Diğer yandan nL  operatörünün lineerliğinden ve üçgen eşitsizliğinden dolayı  

( ( , ); , ) ( , ) ( ( , ) ( , ); , ) ( , ) (1; , ) 1n n nL f t r x y f x y L f t r f x y x y f x y L x y      

       ( ( , ) ( , ); , ) (1; , ) 1n f nL f t r f x y x y M L x y                          (5.2) 

elde edilir. nL  operatörünün monotonluğundan(lineer ve pozitif olduğundan)  

( ( , ) ( , ); , ) (| ( , ) ( , ) |; , )n nL f t r f x y x y L f t r f x y x y                                                      (5.3) 

 yazılabilir. (5.1) in (5.3) de kullanılmasıyla ve lineerlikten 

2 2

2
| ( ( , ) ( , ); , ) | ( (1; , ) 1) 2 [( )( (1; , ) 1)

f

n n n

M
L f t r f x y x y L x y x y L x y 


        

          2 ( ( ; , ) ) 2 ( ( ; , ) )n nx L t x y x y L r x y y     

                     2 2 2 2( ( ; , ) ( ))]nL t r x y x y                                                   

(5.4) 

yazılabilir. (5.4) ün (5.2) de kullanılmasıyla ve i, ii, iii ve iv koşullarının kullanılmasıyla 

| ( ( , ) ( , ); , ) |nL f t r f x y x y    elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. 

 

Öncelikle O. Doğru tarafından [2] de tanımlanan iki değişkenli q-Balazs-Szabados 

operatörünü hatırlatalım. 

 

   2 0, 0,I a a  , 
2( )f C I

 

olmak üzere
 

 

   1 2

1 1 2 21 2

, 1 2 1 1

, 1 , 2

1 1
( ; , , , )

( ) ( )
n n

n q n qq q

R f q q x y
n x n y



  
  

         
 

 

 

 

1 1 2 21 2

1 2

1 2
1 2

( 1) ( 1)
1 2

2 2
1 2

0 0 1 2

( , )
k k k kn n

q q

k k
q q

k k
f q q

n n
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          1 2

1 2

1 2

1 11 2

1 2

1 2

( ) ( )
k k

q q

q q

n n
n x n y

k k

     
   
   

 

operatörüne iki değişkenli q-Balazs-Szabados operatörü denir. 

 

5.2.Lemma[2] 

 

i.
     
1 2 1 2, 1 2 2( ; , , , ) ( ( ; , , ))

x y

n n n nR f q q x y R R f q x y
  

  

ii.
     
1 2 2 1, 1 2 1( ; , , , ) ( ( ; , , ))

y x

n n n nR f q q x y R R f q x y
  


 

 dir. 

Burada 

   
 

 

 
 

1 11

1 1

1 1

1 11 1 1 1

( 1)
1 112

1 1 11
0 1, 1 1

1
; , , ( , ) ( )

( )

k kn
qx k

n q
k qn q q q

k n
R f q x y f y q n x

kn x n



 







 
  

 
  

 

   
 

 

 
 

2 22

2 2

2 2

2 22 2 2 2

( 1)
2 122

2 2 21
0 2, 2 2

1
; , , ( , ) ( )

( )

k kn
qy k

n q
k qn q q q

k n
R f q x y f x q n y

kn y n



 







 
  

 


 

  dir. 

 

İspat 

 

İspatta Barbosu’ nun [8] tekniği kullanılacaktır. 

i.
     

 

 

 
 

2 22

2 2

1 2 1 2

2 22 2 2 2

( 1)
2 122

2 2 21
0 2, 2 2

1
( ( ; , , )) ( ( , ) ( ) )

( )

k kn
qx y x k

n n n q
k qn q q q

k n
R R f q x y R f x q n y

kn y n

  

 







 
  

 
  

 
 

 

 
 

2 22

2 2

1 2

2 22 2 2 2

( 1)
2 122

1 2 21
0 2, 2 2

1
( ( , ); , , ) ( )

( )

k kn
qx k

n q
k qn q q q

k n
R f x q x y q n y

kn y n



 







 
  

 
  

   
 

 

 

 

 

2 22 1

1 22

2

2 121 1 2 21 2 1 2

( 1)
1 2122

2 21 1
0 02, 1 , 2 1 2

1 1
( ) ( , )

( ) ( )

k kn n
q qk

q
k kqn q n qq q q q

k kn
q n y f

kn x n y n n



   




 
 

 
  

 
 

 

 
1 1

1

1

1

( 1)
112

1 1

1

( )
k k

k

q

q

n
q n x

k




 
  

 
 

 
1 2, 1 2( ; , , , )n nR f q q x y
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ii.
     

 

 

 
 

1 11

1 1

2 1 2 1

1 11 1 1 1

( 1)
1 112

2 1 11
0 1, 1 1

1
( ( ; , , )) ( ( , ) ( ) )

( )

k kn
qy x y k

n n n q
k qn q q q

k n
R R f q x y R f y q n x

kn x n

  

 







 
  

 
  

 
 

 

 
 

1 11

1 1

2 1

1 11 1 1 1

( 1)
1 112

2 1 11
0 1, 1 1

1
( ( , ); , , ) ( )

( )

k kn
qy k

n q
k qn q q q

k n
R f y q x y q n x

kn x n



 







 
  

 
  

 

   
 

 

 

 

 

1 11 2

1 21

1

1 211 1 2 21 2 1 2

( 1)
1 2112

1 11 1
0 01, 1 , 2 1 2

1 1
( ) ( , )
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6. İKİ DEĞİŞKENLİ q-BALAZS-SZABADOS OPERATÖRLERİNİN 

YAKLAŞIM ÖZELLİKLERİ 
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f f
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x y I
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Lemma3.1 ve Lemma3.3 den elde edilir. 

 

Şimdi iki değişkenli süreklilik modülünü ve teoremde kullanacağımız özelliğini 

hatırlayalım; 
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