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Bu ¢aligma ti¢ boliimden olugmaktadir,
Birinci bolimde, Fark Denklemleri ile ilgili genel tanim ve teoremleri verdik.

Ikinci bolimde, Fark Denklem Sistemleri ile ilgili yapilmig bazi calismalar

hakkinda bilgi verdik.
Ugtincti boliamde,
1
Lo = Yoa—1 1V = %, -1 3 S T X VnZns
ve
Kns1 = ! 1 Yurr = 1_1 » Zan T2
n=3 n=3

fark denklem sistemlerinin ¢dziimlerini inceledik ve bu fark denklem sistemleri ile

ilgili ornekler verdik.

Anahtar kelimeler: Fark Denklemleri, Fark Denklem Sistemleri, Coziim.
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o B A Study On Systems of Difference Equations and Computer Applications .
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SUMMARY

This study consists of three sections.

In the first section, general definitions and theorems about difference equations
are given.

In the second section, we give some information about some difference
equation systems studied before.

In the third section, the solutions of the systems of difference equations

1
K1 = 1 !yml = 1 ’Zm-l :xnynzn—z
n-2 Xp2 ™
and
1 1
Xont = 1Yo = s T THV0Z0
Yia—1 X1

are analyzed. Then, some examples related to these difference equation systems are
given.

Keywords: Difference equations, System of difference equation, Solution.
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1. BOLUM

FARK DENKLEMLERI ILE ILGILI GENEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bolimde fark denklemleri ile ilgili literatirde var olan ve galismamizda

kullanilan genel tanim ve teoremler verilmistir.

x bagimsiz degiskeninin tanimli oldugu aralikta, y(x) bagmh degiskeninin

degisimi y’(x),y”(x),,,.,y(“) (x),... tiirevleri yardimiyla agiklanabilmektedir. Ancak

x’in kesikli degerler almasi durumunda degigim tirevler yardimiyla agiklanamaz.
Bu bolimde x’ in tamsay1 degerler aldif: durumlarda ortaya ¢ikan ve iginde sonlu

farklarm bulundugu denklemler tizerinde duracagz.

Fark denklemleri, biyoloji, ekoloji, ekonomi, fizik gibi uygulama alanlar olan
diferansiyel ve gecikmeli diferansiyel denklemlerinin niimerik ¢éziimlerinde
kargimiza gikar. En bilinen fark denklemlerinden birisi Fibonacci'nin biyolojideki ilk

=F+F | F=F=1 n=23,. fark denklemidir.

n-1>

matematiksel modeli olan £, |
Fibonacci'nin modeline gore, yeni dogmus biri digi biri erkek olan bir ¢ift tavsam ele
alalim. Tavganlar ilk aymn sonunda ¢ogalmaya hazir oluyorlar, Tavsanlarin hic
olmedigini ve yeni tavsan ¢iftinin birinin digi digerinin de erkek oldugunu
varsayalim. Buna gore,

Tavsan ¢ifti sayisi

olur.
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Tamm 1.1. n bagimsiz degisken ve buna bagimli degisken de y olmak tizere,
bagimhi  degisken ve bapimsiz  degisken ile bagimli  degiskenin
E(3),E*(¥),E*(¥)...E" (¥).... gibi farklarnm igeren bagntilara Fark Denklemi

denir.

Birinci mertebeden fark denklemi;
DY, T Y0 = f(n)
seklindedir.

Ikinci mertebeden fark denklemi;

QYo T OV T DY = g(”)

seklindedir. Genel olarak;

Yok T O Vg Tt G, = h(n)

denklemi k. mertebeden lineer fark denklemidir. Burada f(n) ve g(n)’ler n'e

bagli fonksiyonlardir. Bir fark denkleminin mertebesi; en yiiksek mertebeli terimin
mertebesi ile en disilk mertebeli terimin mertebesi arasindaki farktir, Bir fark

denkleminde mertebesi kadar baglangig sart1 bulunur.
Tamm 1.2. Bir fark denkleminde bagiml degiskenler birinci dereceden ve

denklem bagimli degigken parantezine alndiginda katsayilar sadece bagimsiz

degiskenlerden olusuyor ise bu denkleme lineer fark denklemi denir. Omegin,

Y2 =3Vt ¥ —5Y, =0



tigiincli mertebeden lineer bir fark denklemidir.

Teorem 1.1. / reel sayilarin herhangi bir alt aralifi olmak iizere f: 7% — 7
strekli diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Xa X (paa Xy € I baglangig

sartlari igin

Ha=flEafaFalk 50 (1.1)

denklemi bir tek {x”}:}k ¢dziimine sahiptir,

Tamm 1.3. Eger {x,} dizisi igin x,,, =x, ise {x,} dizisi p periyotludur

nip

denir ve p bu sarti saglayan en kiigiik pozitif tam sayidir.

Tamm 1.4. Eger {x,} dizisinde sonlu sayida terim harig tutuldugunda, geriye

kalan sonsuz sayidaki terim i¢in x,,, =x, ise {x,} dizisine er ge¢ p periyotludur

denir ve p bu gartt saglayan en kiigitk pozitif tam sayidir.

Tamm 1.5. (1.1) denkleminde X = f(x,%,...,X) sartini saglayan ¥ noktasma
(1.1) denkleminin denge noktas: denir. Eger Va0 igin x, =X ise ¥’ e f’in sabit

noktasi denir.

Tamm 1.6. ¥, (1.1) denkleminin denge noktas: olmak iizere:
(a) Eger SIS FARINS € [ olmak iizere her &0 igin ,xo—ffﬂx,l 7f|+
...+|x,,( f,?| <& iken her n>=0 igin |x,, —f| < ¢ olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa

X denge noktas: kararlidir denir.



(b) Eger ¥ denge noktasi kararli ve X g Xy Xy € I iken limx, =X olacak

n—yo

<& gartii saflayan y >0 sayis1 varsa X

sekilde |x0 - 5c'|+ 'xf, —J_c| + ..+ fx_k - X
denge noktasi lokal asimptotik kararhdir denir,

(c) Eger her XXy oo €1 iken limx, =¥ ise ¥ denge noktasina ¢ekim

n—®

noktas1 denir.

(d) Eger X denge noktas: kararli ve gekim noktasi ise X denge noktas: global

asimptotik kararlidir denir.

(e) Eger X denge noktasi kararli degil ise kararsizdir denir.
(f) Eger X s X g ypoeenFo c/ iken fxo—f|+fx_, —§|+ ...+|x_k —)_c|<r ve bazi
N = -1 saylan igin |x.\;—ﬂ2r olacak sekilde bir #>0 sayis1 varsa x denge

noktasina repeller denir,

Tamm 1.7, (1.1) denkleminden elde edilen

Loof
-y (3. 12
s gﬂ papp G 12

n=i

denkleme ¥ denge noktas1 civarinda lineer denklem denir.

(1.2) denkleminin karakferistik denklemi;

Ay ﬂef (x...5)A"" =0 (1.3)

K
- OX,

n=i

seklindedir.



Teorem 1.2. (Lineer Kararhlik Teoremi)

(a) Eger (1.3) denkleminin bitiin kokleri mutlak degerce 1'den kiigiik ise ¥
denge noktast lokal asimptotik kararlidir.

(b) Eger (1.3) denkleminin koklerinden en az birl mutlak degerce 1°den bityiik

ise ¥ denge noktas: kararsizdir.

Tanm 1.8. {x,}” . cozimlerinin hepsi birden ¥ denge noktasindan ne biiyiik

ne de kiigiik ise bu ¢oztimlere X denge noktas1 civarinda salimimlidir denir. Aksi

halde salimml degildir.

Tamm 1.9, ¥, (1.1} denkleminin denge noktasi olsun. /> -k, m <o olmak
tizere {x,x,,...,x,} dizisinin her elemam ¥ denge noktasindan biiyitk veya esit,
I=—k veya Iz-kigin x_, <X ve m=w veya m<e ig¢in x_ <X oluyorsa
{%. %00, } dizisine {x,}”  céziimiintin bir pozitif yari dénmesi denir, Benzer
sekilde />—k,m<ow olmak izere {x,x,,,....x,} dizisinin her elemam ¥ denge
noktasindan kiigok, /=—k veya />-k igin x_, >X ve m=c0 veya m<® igin
%,, 2% oluyorsa {x,%,,...x,} dizisine {x,}7  ¢bziminin bir negatif yan

dénmesi denir.
Teorem 1.3. (Clark Teoremi) p,ge R ve ke {0,1,..} olmak iizere
X, tpx, +gx, =0 n=01..

fark denkleminin lokal asimptotik kararli olmas1 igin gerek ve yeter sart Ip'+rg| <1

olmasidir.

Sonug 1.1. p, e R, ke{l,2,..} olmak iizere;



Xatpx, bt px, =0

fark denkleminin lokal asimptotik kararli olmasi igin gerek ve yeter sart ZL [ p,| <l

olmasidir.

Teorem 1.4,

= (%%), n=012. (1.4)

fark denklemini goz ¢nitnde bulunduralim. Burada k > 1°dir. / =[a,b] reel sayilarin
bir aralifi olsun ve f: Ia,b] % [a, b] — [ab] nin agagidaki ozellikleri saglayan siirekli
bir fonksiyon oldugunu kabul edelim. '
(a) f(uv) fonksiyonu u’ya gére azalmayan; v’ye gbre artmayan bir
fonksiyondur.
(b) Eger (m,M)e[a,b]x[a,b]
m=f(m,M) ve M= f(M,m)

sisteminin bir ¢ézimil ise m = M dir.

Bu sartlar altinda (1.4) denkleminin her ¢ozimil ¥ denge noktasina yakimnsar.



2. BOLUM
FARK DENKLEM SISTEMLERI ILE ILGILI YAPILMIS
CALISMALAR

Bu béliimde fark denklem sistemleri ile ilgili yapilmig ¢alismalardan bir kism1

kisaca dzetlenmistir.

Schinas (1997), yapmus oldufu caligmada x,,, Bt Lyness fark denk-

n-1

leminin ¢oziimlerinin periyodikliginden ve denge noktasindan hareketle

_ay,t4 bx, + A4
ntl s A+l T 2
xn—l yn—I
_ay,+t4 _bx,+4
n+l T > Pl T >
xn-L _}’,,,1
_ max{a,y,, 4} _ max{b x,, A}
xn+l - 2 el T 2
Kl Yoo

fark denklem sistemleri ve rasyonel formdaki benzer bazi fark denklemlerinin,
fark denklem sistemlerinin ve maksimumlu fark denklem sistemlerinin denge
noktalarini ve ¢oztimlerinin periyodikligini inceledi. Calisma sonucunda; gesitli fark
denklemlerinin ve fark denklem sistemlerinin denge noktalarmi, denklemlerin
katsayilarinin  sabit olmast veya periyodik birer dizi olmasi gibi durumlarda
katsayilara ve denklemin genel terimlerine bagl olarak elde etti. Ayrica baz fark

denklem sistemlerinin de ¢éziimlerinin periyodikligini inceledi.

Papaschinopoulos ve Schinas (1998), p ve ¢ pozitif tamsayilan igin

T fark

lineer olmayan iki fark denkleminden olusan x,,, = A+i, Vou = A+
'xn-p yn-q

denklem sisteminin ¢oziimlerinin salmmh davramgmi ve smrliigini incelediler.
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Aynica bu fark denklem sisteminin pozitif denge noktasimn global asimptotik
kararhlign1 gabstilar. Bu ¢aligmada fark denklem sisteminin denge noktasmnmn
{c.€)=(1+ 4,1+ A) oldugunu elde ettiler ve sisteminin gdztimlerinin 4 e (0,0} igin
bu noktada salimimli oldugunu gordiller. Aym sartlarda sistemin ¢6ztimlerinin alt ve
iist smurlanim elde ettiler. 4>1 igin de pozitif denge noktasimin global asimptotik

kararli oldugunu elde ettiler.

Grove ve arkadaglari (2001), a,b,¢ ve d reel sayilar ve baslangig sartlarn x,

ve y, keyfireel sayilar olmak uzere, x,,, = i+i s Your =i+i fark denklem

. Xa  Va
sisteminin, her 720 igin iyi tamml oldugu (x,,y,) degerlerinin kiimesini ve

a2 3 . : X
¢ozimlerinin davramglarim arastirdilar, Bu fark denklem sisteminde, z, =—%

déniigiimil yaparak Riceati fark denklemine ulastilar ve bu denklemin karakteristik
denkleminin goéziimlerinden hareketle a,b,c ve d reel sayilari igin sartlar elde ettiler,
vani denklemin good kiime ve forbidden kiimesine ulagtilar. Denklemin ¢oziimleri

hakkinda bazi sartlar altinda genellemelere gittiler.

Clark ve Kulenovic (2002), a,b,c ve d pozitif sayilar ve x,, y, baslangig

gartlar1 negatif olmayan sayilar olmak iizere, x,,, = % s Yo = P fark
a+cy, b+dx

n

denklem sisteminin g¢dziimlerinin global kararlihik o6zelliklerini ve asimptotik

davramigini incelediler.

Papaschinopoulos ve Schinas (2002), 4, B, ie{01..,k}, x, y, i=-k,

—k+1,...,0 pozitif sayilarve p,, ¢, i=0,1,..,k pozitif sabitler olmak uzere,

k
'xn+1 = Z
i=0

pozitif ¢oziimlerin suurhhgim ve sirekliligini elde ettiler. Daha sonra sistemin bir

Ai
i
n—i

k
; ym\liz% fark denklem sistemini galigtilar. Caligmalarinda,
Yo i=0 X,

-

pozitif denge noktasmin var ve tek oldugunu gosterip bu denge noktasinin global
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asimptotik kararhhigm incelediler. Son olarak da sistemin pozitif denge noktasinda

salimm gostermeyen ¢oziimlerine ulagtilar.

Kulenovi¢ ve Nurkanovi¢ (2003), yilinda altmiginct yas ginii vesilesi ile

Profesor Allan Peterson’a ithaf ettikleri galismalarinda 4 ile B katsayilan (0,00)

araligindan segilen reel sayilar ve x,, ¥, baslangig sartlari negatif olmayan

keyfi sayilar olmak iizere x,,, = dx, 2o s You =By, % fark denklem
14y I+x

n n

sisteminin ¢éztimlerinin global asimptotik kararhligim aragtirdilar.

Li ve Zhu (2003), yaptiklan galigmada a €[0,) ve x_,,x, €(0,) baslangig

kosullan altinda x =2 Fnn Y9 g denkleminin global asimptotik kararli olmas:

n+l T
+ X

n n-1

i¢in yeterli olan kogulu bulmuglardir,

Cinar (2004), caligmasinda 3:”+I:lx+’] rasyonel fark denkleminin
—1+xx

n"*n-1
goziimlerini, bu ¢oztimlerin baglangig sartlanna gore durumlarm ve bu ¢oziimlerin

lokal asimptotik kararhligini incelemistir.

Camouzis ve Papaschinopoulos (2004), ¢aligmalarinda pozitif baglangic sartlar

altnda x,,, =1+—"—, y,, = 1+-22 fark denklem sisteminin pozitif ¢ozitmlerinin

W
n—nt n-m

davraniglarini incelemiglerdir.

X 5 i
—l fark denkleminin ¢éziimlerini,

-l+ax x

n"n-1

Cinar (2004), galismasinda x,, =

bu ¢ozimlerin baglangig sartlarma gore durumlarini ve bu ¢éziimlerin lokal

asimptotik kararliligini incelemistir.
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Cinar (2004), ¢aligmasinda x, :L, Youl = Y2 fark denklem sisteminin

Y R S

goziimlerinin dort periyotlu oldufunu ispat etmistir.

Cinar ve Yal¢inkaya (2004), literatirde g degigkenli fark denklem sistemleri

tzerine yapilan ilk ¢alismalardan olan makalelerinde, x,,, :-1—, Yt = 1 ;
2y K1V
,:ml:xL fark denklem sisteminin pozitif ¢ézimlerinin periyodiklik ozelligini

n-l
incelediler. {x,} ve {z,} coziimlerinin i¢ periyotlu, {y,} ¢ozimlerinin ise on iki

n

periyotlu oldugunu ispat ettiler.

1
Citi v Yl iilaya (200%), SAlMAIRANGE & , =i, §ipm-te, 5 om b
z X X

n n-1 n-1
fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerinin periyodikligini incelediler ve

{x", Yy z"} ¢oziimlerinin @i¢ periyotlu oldugunu ispat ettiler.

El-Owaidy ve arkadaglari {2004), vaptiklan ¢aligmada ¢zel baglangie kogullar

Xk

altinda x,,, =a+ fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin global kararltligint ve

n+l
n

periyodikligini incelemiglerdir.
Feuer (2004), yaptig1 ¢caligmada, p pozitif bir say1 ve x_,x, € (0,00) baglangig
kosullart altinda x,, = p+£ fark denkleminin g¢éziimlerinin  davraniglarmi
X,

"

incelemistir.

Clark ve arkadaglant (2005), yaptiklan galiymada a,b,h pozitif sayilar ve

. h
negatif olmayan baglangi¢ kosullari i¢in x, :ﬂ,yw1 =2 fark denklem
+y, b+x

n

sisteminin ¢oziimlerinin global karakterlerini incelemiglerdir.



n

b+y,’

Kulenovi¢ ve Nurkanovié (2005), yaptiklann g¢aligmada x =

c+y, R e+z,

. By = denklem sisteminin ¢ozimlerinin global asimptotik
d+z, fHx,

Yo =

davramiglarm incelemiglerdir.

Yang ve arkadaglan (2005), yaptiklar1 calismada p ve ¢, p=gq olan pozitif

o a by,
tamsayilar g, b pozitif sabitler olmak tizere, x, =——, y, = S,
Fuci R,

fark denklem

sisteminin pozitif ¢éziimlerinin davranislarini incelemiglerdir.

Sun ve Xi (2005), yaptiklari ¢aligmada s <¢ olmak iizere, x,,, = f(x,,_,,,xnf,)
lineer olmayan fark denkleminin tiim pozitif ¢ozimlerinin tek denge noktasina

yakinsamasi igin yeterli sartlari ortaya koymustur.,

Douraki ve arkadaglari (2006), yaptiklani galismada A,Be(0,) ve

" A B
XppsXgpars X €(0,0)  olmak izere x, = +
Xk Xp-sk

fark denkleminin

¢Oziimlerinin & periyotlu oldugunu incelemiglerdir.

Flabbasy, El-Metwally ve Elsayed (2006), yaptiklart ¢alismada a,b,c,d

pozitif sabitler ve x_,x, € R baglangi¢ kosullar1 altinda x,,, = ax, ——%— fark
ox, -

n-1

denkleminin ¢éziimlerinin belli bagli dzelliklerini incelemislerdir.

Iri¢anin ve Stevié (2006), ¢alismalarinda agapgidaki iki fark denklem sisteminin
pozitif ¢oziimlerini ¢aligmglardir:
m _ 1+ x,(,z) 2y _ 1+x,(,3) ) 1 +X,(II)

Yot =@y %1 = m et T T
n-1 Kn1 X1
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*) _ 1+x,(,1) +X(2)

2 3) (3) 4
m _1+x()+x( (2)_I+x +x( 2 LeN

n n—l " n-1 x
el 5] sl 5) ER R 3)
Xnl2 Xn2 X

Ozban (2006), ¢aligmasinda tiim baglangig sartlari ve parametreler pozitif

olmak uzere x,,,=—,¥,, =—1  fark denklem sisteminin ¢oziimlerinin

n-k R

periyodikligini aragtirmi§ ve ispat etmistir.

Sun ve Xi (2006), c¢alismasinda x,,,= f(xn,y,,,k),ynﬂ :f(y",x,,fk)

rasyonel fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerinin, pozitif baglangig sartlari
altinda global asimptotik kararlligini gostermis ve pozitif ¢oztimlerin bir denge

noktasina yakinsadiklarini ispat etmislerdir.

Sun ve Xi (2006), yilhindaki diger bir ¢aligmalarinda yukandaki teorilerini daha
da geligtirmigler. s>¢ p>g ve baglangig sartlan pozitif olmak izere

Xa=f ( y"_q,xn_J), Vo :g(xﬂ_!, y”_P) genel fark denklem sisteminin tek pozitif

denge noktasinin belirli kogullar altinda global ¢ekici oldugunu géstermislerdir.

Zhang ve arkadaglan (2006), yaptiklari ¢alismada p,r,521,420,

o, SR, =1 T Wit Yaowitpayr-o 7 c R* baslangig kosullar altinda

1
KXol = A+_’yn+l =A+A—

np Ko Vos

fark denklem sisteminin pozitif ¢ozimlerinin

davraniglarini incelemiglerdir.

a

¥, :h rasyonel fark denklem

Ozban (2007), galismasmda, x, = ;
Vs Xoogn-g

sisteminin pozitif ¢oziimlerini incelemistir.
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Zhang ve arkadaglart (2007), yaptiklann calismada x,,+,=A+h,
X,

n

xl‘l —m

Yoy =A+ fark denklem sisteminin pozitif ¢dziimlerinin plobal asimptotik

n

kararliligmi ve smurlihgm: incelemistir.

Lo+
Yalgmkaya (2008), ¢aligmada z,,, = i +a,t,,+, =579 pe denkdem
L, +z,, z,

sisteminin global asimptotik kararlilig1 igin yeterli kosullar: incelemigtir.

(2)
Yalginkaya ve arkadasglart (2008), yaptklar1 galigmada x,(,lfl= (f; 7
'xll -
S g 0
B W —_n _ fark denklem sisteminin ¢oziimlerini aragtirmagtir.

el = X:(,J] ) s Xy x,(,l) 1

Elsayed (2009), yaptigi ¢alismada a,b,c,d pozitif sabitler ve x_,x,eR"

2
baglangi¢ kosullar1 altinda x,, =ax”—L fark denkleminin g¢oziimlerinin
Cx, —aX,
belli baglt 6zelliklerini incelemigtir,
; f z
Yalgmkaya ve Cinar (2010), ¢aligmalarnda z,,, =—= 7S S et iy
Lz, . +a z L, ta

fark denklem sisteminin global asimptotik kararliligim incelemistir.

Kurbanlt  (2011), ¢alismasinda  x,,x,¥,,¥.,%,2, € R olmak (zere

X i 5 2 o
x, =—21L ~ i) ,z,,, =—2t fark  denklemleri  sisteminin
n+l 1 > P+l 1 n#l 1
Yoo = R YnZn —

¢oziimlerinin davraniglarmi incelemigtir.

Kurbanl ve arkadaglari (2011), ¢alismalarinda x,,x_,,y,,y_, € R olmak iizere
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e +x, . e .
x,,, =—=! y”], = Yoot V5 rasyonel fark denklem sisteminin ¢dziimlerinin
Yo —

n"n-1 w1

periyodikligini incelemiglerdir.

Kurbanli ve arkadaslart (2011), ¢alismasmnda x,,x_, ¥, ¥_.%,.2., € R olmak

. e g X
iizere x,,=—2=l— y . = it 1,z"+I =—t rasyonel fark denklem

n+l 1
yuxn-L - xnyuwl o ynzn o

sisteminin ¢6zimlerinin davramigim incelemiglerdir,

Keying ve arkadaslar: (2011), daha énce Kurbanli tarafindan galigilmis olan bir

denklem sistemini ele almiglardir. Calismalaninda, x,,x_,¥;,5.,,2,, 2z, € R olmak

- X, g Z, o
tzere x,, =—2=Ll — p = ot Z 21— fark denklem sisteminin

il 1 1’ ntl
Y, Xy Vna — Yulya —

atn-l T

gozimlerinin davraniglarini farkl bir yaklagim ile incelemiglerdir,

Stevi¢ (2011), ¢alismasinda a,b,c,a, 8,y parametreler ve baglangig sartlar

ax, _ 0y neN
0
by,x, +c¢

X_ys X, Vops Yo Teel sayilar olmak tizere x,,, = Wig =
bxnyn‘l o ¥

rasyonel fark denklem sistemini incelemigtir.

Touafek ve Elsayed (2012), galigmalarinda baglangig sartlar: sifirdan farkl: reel

X
sayilar olmak iizere x,, = e Y = uza rasyonel fark denklem
i x, .y, lty, 5,

sistemlerinin ¢dziimleri ve ¢oziimlerinin periyodikligini incelemislerdir.

Elsayed (2012), ¢alismasinda baglangig sartlari sifirdan farkli reel sayilar

Va1 =

x e
olmak tizere x,,, = = U rasyonel fark denklem sisteminin
ilixnflyn iliynfl‘xu

¢oziimlerini incelemistir.
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3. BOLUM

BAZI FARK DENKLEM SISTEMLERININ COZUMLERI

1 . -
Il = I V= ! < Z,0 =X, 1,2, FARK DENKLEM SISTEMININ
n-2 Kp2 ™
COZUMLERI
Bu béliimde;
1 1 L .
Xy = _”_Z 1’ Yo = ?v oy T X VuZua G.1.1)

fark denklem sisteminin ¢oziimleri incelenmigtir.

Teorem 3.1.1. Baslangig sartlan y, =a, y,=b, y,=c, x,=d, x =e,
x,=f,z,=g.z,=h,z,=/, abecd,e, =] olmakiizere (3.1.1) fark denklem
sisteminin biitiin ¢oziimleri; n>3, ke N ve

0 , k=0
F(k) = 1 ; k=
F(k—1)+F(k—2), k>1

igin

 F(2k+1)-F(2k)c
o T 2k + 1) e— F(2k+2)

_ F(2k+1)-F(2k)f
Yot = B2k +1) f - F(2k+2)

daj

TR (k)a—F (k1) | F(K)d-F(k+1)]




_ F(2k+1)-F(2k)b
ok T (2 1)b— F(2k +2)

_ F(2k+1)-F(2k)e
Yoo = 2k +1)e— F (2K +2)

o h
Z3pe2 = [F(k+[)C—F(k+2)][F(k+1)f_F(k+2)]

F(2k+1)-F(2k)a
o
%R F(2k+1)a-F(2k+2)

_ F(2k+1)-F(2k)d
Yo T F 2k +1)d - F (2 +2)

A= [F(lm—])b—F(k+2)]g[F(k+1)efF(k+2):|

F(2k+1) [~ F(2k+2)
S
O TR (2k+3)-F(2k+2) f

 F(2k+1)c—F(2k +2)
Yoot = p(2k43) - F(2k+2)c

F(2k+1)e—F(2k+2)
x5k+5:F(2k s
+3) F(2/c+2)e

_ F(2k+1)b-F(2k+2)
Yeres = F(2k+3)—F(2k+2)h

F(2k+l)d—F(2k+2)
Xokse = F(Zk
7(2k+3)-F(2k+2)d

 F(2k+1)a-F(2k+2)
Yo = F(2k+3)-F (2k+2)a
seklindedir.




ispat:
n=0 igin (3.1.1) den

1
X= ***-1

=X YoZ., = day

n=1 igin
_ 1
2 y, -1 b-1
-
2 x,=1 e=l

1 1
X = ir———
-1 a-1
.
s x-1 d-1

23 =X )5 = (b )(e 1)

oldugu agiktir,
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=3 igin x, ve y, ¢oziimlerinin dogrulugunu tiimevarimla ispatlayalim

n=23 igin

1 1 1
x, =

7-1
~7 2-f

_1_

f-1e-1 h
S B e T o 2)(f 2)

n=>5 i¢in

e-15-1 g
g = XsYsE =

G- b(b 1}(e-1) (b 2)(3 2)




n=06 igin
1 1 1 2-c
X = = = -
¥, -1 c—l_l 2e=3 20-3
2—¢ 2-c
p 1 1 1 2=F
% b | f"171 ﬁ 27-3
2-f 2-7
d-1a-1 daj daj
Iy =X V5 = ’ 2

2-d2-a(a-1)(d-1) (a-2)(d-2)
olup dogrudur.
k=0,1,2,... olmak tizere n=k igin

F(2k+1)-F(2k)c
Kepr1 =
F(2k+1)e—-F(2k+2)

F(2k+1)-F(2k)f
F(2k+1) f~F(2k+2)

Yern1 =

. daf
TR (k)a-F(k+)][F(k)d-F (k+1)]

F(2k+1)-F(2k)b
g
Ska2 F(2k+1)b—F(2k+2)

F(2k+1)-F(2k)e
F(2k+1)e—F(2k+2)

Yore =

h

T = [Fk+1)e—F(k+2) [ F(k+1) f-F(k+2)]

19
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o F(2k+1)-F(2)a
B F(2k+1)a~F(2k+2)

F(2k+1)-F(2k)d
F(2k+1)d—F(2k+2)

Yeins =

Palt= [F(k+l)b7F(k+2)]£g[F(Jc+I)efF(k+2)]

F(2k+1) f~F(2k+2)
T =
ST F(2k+3)-F(2k+2) f

 F(2k+1)e—F(2k+2)
Yot = F (2k+3)-F(2k+2)c

F(2k+1)e—F(2k+2)
Tokas = F
(2k+3)-F(2k+2)e

F(k+1)b-F(2k+2)
Yors = B (2k+3)—F (2k+2)b

L Fke1)d-F(2k+2)
T F(2k+3)-F (2k+2)d

 F(2k+1)a-F(2k+2)
oo =R (2k+3) - F(2k+2)a

oldugunu kabul edelim.

n=k+1 igin dogru oldugunu gosterelim.

1

x == x —;
6(k+1)+1 6k +7
Vorrs—1
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I
T F (k1) e-F(2k+2)
F(2k+3)-F(2k+2)c

B F(2k+3)-F(2k+2)c
F(2k+1)c—F(2k+2) - F(2k +3)+ F(2k+2)c

F(2k+3)- F(2k+2)c
[#(2k+1)+ F (2K +2) |e~[ F(2k +2) + F(2k +3)]

_ F(2k+3)-F(2k +2)c
F(2k+3)c—F(2k+4)

olup dogrudur.

1

Yoy = Yerer = 1
6k+d

1
T FRk+1)f—F(2k+2) 1
F(2k+3)-F(2k+2)f

B F(2k+3)-F(2k+2) f
D F(2k+1) - F(2k+2)—F(2k+3)+F (2k+2) f

F(2k+3)-F(2k+2) f
[F(2k+1)+F(2k+2) ]/ -[ F(2k+2) + F (2k+3) ]

_F(2k+3)-F(2k+2)f
CF(2k+3)f-F(2k+4)

dogru oldugu gériilir,
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Zageat)it = Fakes = 3003300353000

_ Flk+)-F(K)a  Flk+])-F(k)d daf
* F(k+1)a-F(k+2) Fk+1)d-F(k+2)[ F(k)a—F(k+1) | F(k)d—F(k+1)]

daj
[F(/c+l)a—F(/’c+2)]fﬁ'(k+l)d7F(k+2)]

dogru oldugu gorulir.

1

Koteatyez = Forss = 1

6k+5

B 1

-~ F(2k+1)b-F(2k+2)
F(2k+3)-F(2k+2)b

B F(2k+3)-F(2k+2)b
T F(2k+1)b-F(2k+2)- F(2k +3)+ F(2k+2)b

F(2k+3)-F(2k+2)b
[F(2k+1)+F (2k+2) [b—[ F(2k+2)+ F(2k+3)]

 F(2k+3)-F(2k+2)b
 F(2k+3)b-F(2k+4)

olup dogrudur.

1
Yograrpz = Yorss = 1

Fepis ~
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1
- F(2k+1)e-F(2k+2)
F(2k+3)—F(2k+2)e

~ F(2k+3)-F(2k+2)e
 F(2k+1)e-F(2k+2)-F(2k+3)+ F (2k+2)e

~ F(2k+3)- F(2k+2)e
- [F(2k+1)+ F(2k+2) e[ F(2k+2)+ F (2k+3) ]

| F(2k+3)-F(2k+2)e
 F(2k+3)e-F(2k+4)

dogru oldugu goriilir.

Z3katsz — Tkes = FpraYaersTrpa

 F(ke+]) f-Flke2) kA e—Fk+2) h
* Plket3) =Pkt D) f Fk+3)~F{k+2) o[ Flk+1) o~ Fliew2) | Flk+) f~FlR+2)

~ h
C[Fe+2)e-F(k+3)][F(k+2) S - F(k+3)]

olup dogrudur.

1
Ko(esiyss = Mok = 1
6k+6

1
T F(2k+1)a-F(2k+2)
F(2k+3)-F(2%+2)a
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- F(2k+3)-F(2k+2)a
T F(2k+1)a-F(2k+2)-F(2k+3)+ F(2k+2)a

B F(2k+3)-F(2k+2)a
[ F(2k+1)+ F(2k+2) |a-[ F(2k+2)+ F (2k +3) |

_ F(2k+3)-F(2k+2)a
 F(2k+3)a-F(2k+4)

olup dogrudur.

1
Yipsyss = Yokrs =

Fopes 1

B 1

©OF(2k+1)d-F(2k+2) 1
F(2k+3)-F(2k+2)d

B F(2k+3)-F(2k+2)d
 F(2k+1)d ~F(2k+2)- F(2k+3)+ F (2k +2)d

- F(2k+3)-F(2k+2)d
[ F(2k+1)+ F(2k+2) |d - F(2k +2)+ F (2 +3) ]

 F(2k+3)-F(2k+2)d
CF(2k+3)d-F(2k+4)

dogru oldugu goriilir.

Z3fatyes = Z3ka6 = FakasVarasZara



_ F{k+1)e—F(k+2) Fk+1)b—F(k+2) g
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Flk+3)=F(k+2)e Fk+3)—F(k+2)b| Flk+1)b-F{k+2) | Flk+1)e—F{k+2) |

- g
[ Fle+2)b-F{k+3)][Fk+2)e-F (k+3)]
dogru oldugu goriliir.

1

Fsprryra = Forsr0 = ]
Yo —

1
T F(k+3)-F(2k42)
F(2k+3)f - F(2k+4)

- F(2k+3) f~F(2k+4)
" F(2k+3)-F(2k+2) f —F(2k+3) [+ F(2k+4)

F(2k+3) f— F(2k+4)

B [F(2k+3)+F(2k+4)]-[ F(2k+2)+ F(2k+3)] S

_ F(2k+3) /- F(2k+4)
 F(2k+5)-F(2k+4) f

olup dogrudur.

1
Yoryra = Yeroto =

6h+T

1
T OF(2k+3)-F(2k+2)c -
F(2k+3)c-F(2k +4)
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F(2k+3)c—F(2k+4)
F(2k+3)-F (2k+2)c—F (2k+3)c+ F (2k +4)

~ F(2k+3)c-F(2k+4)
[F(2k+3)+ F (2k+4) |- F(2k+2)+ F (2k+3) |c

_ F(2k+3)c— F(2k+4)
 F(2k+5)-F (2k+4)c

olup dogrudur.

1

Kotratpes = Fore11 = 1

(735 I
1

T F(2k+3)-F(2k+2)e
F(2k+3)e—F(2k+4)

~ F(2k+3)e—F(2k+4)
T F(2k+3)-F(2k+2)e—F(2k+3)e+ F(2k +4)

F(2k+3)e—F(2k+4)
[ F(2k+3)+ F(2k+4) |- F(2k+2)+F(2k+3) Je

_ F(2k+3)e-F(2k+4)
 F(2k+5)-F(2k+4)e

olup dogrudur.

1
Vogretps = Vo1 =7

Gh48
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F(2k+3)-F(2k+2}b
F(2k+3)b—F (2k +4)

B F(2k+3)b—F(2k+4)
© F(2k+3)-F(2k +2)b—F (2k+3)b+ F (2k +4)

F(2k+3)b—F(2k+4)

T [F(2k+3)+ 7 (2k+4) |- F(2k+2)+ F(2k+3)]6

_ F(2k+3)b-F(2k+4)
CF(2k+5)-F(2k+4)b

dogru oldugu goriliir.

1
Xo(aipes — Vekel2 — 1
ke

1

T F(2k+3)-F(2k+2)d
F(2k+3)d—F(2k+4)

~ F(2k+3)d - F(2k +4)
© F(2k+3)-F(2k +2)d — F (2k+3)d + F (2k +4)

F(2k+3)d—F(2k +4)
[F(2k+3)+F (2k+4)|-[ F(2k+2)+F (2k+3)]d

_ F(2k+3)d—F(2k+4)
F(2k+5)-F(2k+4)d

olup dogrudur.
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1
Fo(rayrs = Yersnn = = 1

Xersg ~
1

T F(2k+3)-F(2k+2)a
F(2k+3)a-F(2k+4)

B F(2k+3)a—F (2k+4)
" F(2k+3)- F (2k+2)a—F(2k+3)a+ F(2k +4)

F(2k+3)a—F (2k+4)
[ F(2k+3)+ F(2k+4) |- F(2k+2)+ F(2k +3)]a

B F(2k+3)a7F(2k+4)
T F(2k+5)-F(2k+4)a

dogru oldugu goriiliir.

Boylece timevarim yardimiyla (3.1.1) fark denklem sisteminin tiim

¢oziimlerinin » =3 igin dogru oldugu ispatlanmig olur.

Sonuc¢ 3.1.1. Baslangic sartlany,=a, y =&, v,=c, x,=d, x, =e,

x,=f,z,=g,z2,=h, z, = j olmak tizere (3.1.1) fark denklem sisteminin biitiin

¢oziimleri igin

Xonsa-Youst ~ Xenea = YonraFour1 ~ Yonra

Xones-Vonsz ~ Xonis = VenssFensz = Vouss

Kont6-Vonrs ™ Xonss = VonsoFonrs ~ Vonss

egitlikleri gegerlidir.
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1
3.2, Xp1 = !yu+l = 5§ ] » Zoa

n-3 = n-3

 =x,,2,_, FARK DENKLEM SISTEMININ

COZUMLERI

Bu boliimde;

1 1
X ST v e T T L T X NI
I gl box,,-l L ’ (32.0)

fark denklem sisteminin ¢éziimleri incelenmistir.
Teorem 3.1.1. Baslangig sartlart y,=a, y,=b, y,=c¢, v,=d, x,=e,

x,=f,x,=8g, x,=h, z,=j, z,=1,z,=m, z,=n, abcde [,g.h#]

olmak tizere (3.2.1) fark denklem sisteminin bitin ¢éziimleri; n> 4, ke N ve
0 , k=0
F(k)= 1 , k=1
Flk=1)+F(k-2), k>1

igin

F(2k+1)- F(2k)d
Xy =
T F(2k+1)d - F(2k +2)

 F(2k+1)-F(2k)h
Yt T (k)R- F(2k +2)

eqan

Zapat = [F(k)guF(k+1)][F(k)€‘F(k+1)]




F(2k+1)- F(2k)c
F(21c+1)ch(2k+2)

Xgpea =

F(2k+1)-F(2k)g
F(2k+1)g-F(2k+2)

Yapsz =

[F(k+l)d—F(k+2)T[F(k+1)h—F(k+2)]

Zaker =

L _Fk+1)-F(2k)b
3k+3 —F(2k+1)b_F(2k+2)

F(2k+1)—F(2k) f
F(2k+1) f ~F (2k+2)

Maraz =

i

ot T+ T)o-F (k+2) | Fh+1) g —F (£ +2)]

F(2k+1)-F (2k)a
Xetas = F(Zk -
+1)a—F(2k+2)

F(2k+1)-F(2k)e
oy
Ysiaa F(2k+1)e-F(2k+2)

R

F(2k+1)h-F(2k+2)
Kgpas = F(2k+3)_F(2k+2)h

F(2k+1)d-F(2k+2)
F(2k+3)-F(2k+2)d

Pokss =

F(2k+1)g-F(2k+2)
x””":F(Qk s
+3)-F(2k+2)g
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F(2k+1)c-F(2k+2)

Yas =R (2k+3)- F (2k+2)c

F(2k+1) £~ F(2k+2)

T = (2k+3)-F(2k+2) f

 F(2k+1)b—F(2k+2)
M1 T 2k +3)— F(2k +2)b

F(2k+1)e-F(2k+2)
KXopiy = 3
F(2k+3)-F(2k+2)e

F(2k+1)a—F(2k+2)

s = 2k +3)- F(2k+2)a

seklindedir.

ispat:

n=0 igin (3.2.1) den

s ¥ 1
e gL

1 _ 1
Al kel
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=x_2—1_g—1

m

L= ENE, :m

=2 igin

ve n=3 igin

‘= 11
Yoy-1 a-1

1 1

y47xoflie—l

“4 xjyl 0 (b—l)(f—l)

oldugu agiktir,

n=4 igin x, ve y, ¢oziimlerinin dogrulufunu timevarimla ispatlayalim,

m=4 igin

. 1 11 h-1
’ »n-l LI 7h 2=h

—_ 27
h-1 k-1




x -1 171 2-d 2-¢
d-1 d-1
oo . ean
A w1 laTi(e=T)
n=>5 igin
o I 1 1 g1
Syl 1 2-g 2-g
g-1 -1
g [ T
S xp—l 1_1 2-¢ 2-¢
c—1 e
h-1d-1 m m
Ty =K VZ, = —
ST T T h e d (d-1)(h-1) (d-2)(h-2)
n=">6 igin
R S SR S
"om-l Ly 220 2-f
-1 Fas]
111 k-]
¥ x-1 1 , 2-b 2-»p
b-1 -1
. _g-le-1 I I}
=R YRSy g2-c(e-1)(g-1) (e-2)(g-2)
n="17 igin
P U U
’ Y-l __I_ul 2-e 2-e



¥, = = =
% x4_] 1 ) 2—-a 2—a
a-1 a-1
_S-1b6-1 / _ /
BT N0 (6-D(-D)
n=28 igin
1 11 2-d
Y ¥ -1 dfl_] 2d-3 24-3
2-d 2—-d
1 1 1 _2-h
P51 kTl 2h3 213
2- 2—h
e—1 a-1 ean ean

B M T T P Y e
olup dogrudur.
k=0,1,2,... olmak iizere n=Fk igin

 F(2k+1)-F(26)d
o S 2kt 1)d - F (2 +2)

F(2k+1)—F (2k)h
Yaean :F
(2k +1)h-—F(2k+2)

ean

Zype = [F(k)a—F(k“'i)][F(k)g_ F{k+1)]

F(2k+1)-F(2k)c
T2 T E Okt ) e F(2k+2)
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_ F(2k+1)-F(2k)g
Yo = Pk ) g —F (2% +2)

itz = [F(k+1)d—F(k+2)jﬂ[F(k+1)]1*F(k+2)]

_ F(2k+1)-F(2k)b
e = kA1) b F (24 2)

 F(2k+1)-F(2%)f
Yok = F(2k+1)f_F(2k+2)

I
TR e- Pk ) [ F(kr1)g—F(k+2)]

_ F(2k+1)-F(2k)a
Khra = F(2k+1)a-F(2k+2)

_ F(2k+1)-F(2k)e
Yk 7F(2k+1)€—F(2k+2)

R e P ) e YR )

F(2k+1)h-F(2k+2)
Xais =F(2k+3) F(Zk
o +2)h

F(2k+1)d - F (2k+2)
F(2k+3)-F(2k+2)d

Yapes =

F(2k+1)g~F(2k+2)
Ngrss =
F(2k+3)-F(2k+2)g

_ F(2k+1)e-F(2k+2)
YVares = F(2k+3)- F(2k+2)c




F(2k+1) f - F(2k+2)
Kgpar =
W F(2k+3)-F(2k+2) f

F(2k+1)b—F(2k +2)
F(2k+3)-F(2k+2)b

Yaksr =

F(2k+1)e—F(2k+2)
Fakrg = F(Zk
+3)=F(2k+2)e

F(2k+1)a-F(2k+2)
F(2k+3)-F(2k+2)a

Vorsg =

oldugunu kabul edelim.
n=k+1 igin dogru oldugunu gosterelim.

1
X, =% =
S(kelprl  NBE+9
Yaras —1

1
CF(2k+1)d-F(2k+2)
F(2k+3)-F(2k+2)d

B F(2k+3)-F(2k+2)d
" F(2k+1)d-F(2k+2)-F(2k +3)+ F (2k+2)d

F(2k+3)—F(2k+2)d

T[F(2k+1)+ F(2k+2)|d -] F(2k+2)+ F(2k+3)]

_ F(2k+3)-F(2k+2)d

F(2k+3)d-F(2k+4)

olup dogrudur.
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1
Yarann = Yapao = P
845

1
C F(2k+1)h-F(2k+2)
F(2k+3)-F(2k+2)h

B F(2k+3)-F (2k+2)h
F(2k+1)h-F(2k+2)—F(2k+3)+ F(2k +2)h

F(2k+3)-F(2k+2)}h
[ F(2k+1)+F(2k+2) |- F(2k+2)+ F (2k+3)]

_ F(2k+3)-F(2k+2)h
F(2k+3)h—F(2k+4)

dogru oldugu goriilir,
Zakayst = Zares = XapeaVareaZapn

Flie+)-F(k)a  F(k+1)-F(k)e ean
* Flk+l)a—F(k+2) F(k+1)e—Flk+2) [F(k)a-F(k+1) [ F(K)e~F(k+1)]

B [F(k+l)a7F(k+2)ejsz(k+l)e-—F(k+2)]

dogru oldugu gorilir.

1

X,

Fgrenpr = Kakaro =

Vs~ 1
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I
CF(2k+1)c-F(2k+2)
F(2k+3)-F(2k+2)c

- F(2k+3)-F(2k+2)c
T F(2k+1)e-F(2k+2)-F(2k+3)+ F (2k+2)c

F(2k+3)-F(2k+2)c
[F(2k+1)+F (2k+2) e~ F(2k+2)+F(2k+3)]

 F(2k+3)-F(2k+2)c
 F(2k+3)e-F (2k+4)

olup dogrudur.

1
Yapeatyer = Viararo = 1
Sh+6

1
F(2k+1)g-F(2k+2) |
F(2k+3)-F(2k+2)g

F(2k+3)-F(2k+2)g
F(2k+1)g—F(2k+2)~F(2k+3)+ F (2k+2) g

F(2k+3)-F(2k+2)g

[F(2k+1)+F(2k+2) | g—[ F(2k +2)+ F (2k +3)]

_ F(2k +3)7F(2k+2)g
CF(2k+3)g-F(2k+4)

dogru oldugu gorilliir.
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Zatken)ez = Zakas — FapesVarssZagea

- Flk ) -Fke+2) Flk+1)d—F{k+2) m
 F(k3) =P+ 2)h e+ Y= Flk+ D d [ Fl+ ) d—F(k+2) [ Fk+) h-F(k+2) |

m

T[Fk+2)d—F(k+3)[F(k+2)h-F(k+3)]

olup dogrudur.

1
Xgghanyes — Kpke1l = =i
847
- 1
F(Zk+1)b—F(2k+2) _
F(2k+3)—F(2k+2)b

B F(2k+3)-F(2k+2)b
" F(2k+1)b-F (2k+2)— F (2 +3)+ F(2k+2)b

~ F(2k+3)-F(2k +2)b
[F@k+1)+ F 2k +2)|b-[ F(2k+2)+ F(2k+3) ]

_F(2k+3)-F(2k+2)b
 F(2k+3)b-F(2k+4)

olup dogrudur.

1
Yaeenss = Vowrt = 3
8447
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1
T F(2k+0) [ F(2k+2)
F(2k+3)-F(2k+2) f

F(2k+3)-F(2k+2) f
F(2k+1) f~F(2k+2)-F(2k+3)+F (2k+2) f

F(2k+3)-F(2k+2) f
[F(2k+1)+F(2k+2)] 7 -[ F(2k+2)+ F (2k+3) ]

_F(2k+3)-F(2k+2)f
 F(2k+3) f - F(2k+4)

dogru oldugu gorilir.

Saia)es ~ Zaka1 — XakasYakaoFane

- Flk+1) g—F(k+2) Flk+1)c—F{k+2) /
P (ke+3)- Fk+2) g Flk+3)~F{k+2) e[ F(k+1) e~ F(k+2) | Flle+1) g~ F(k+2) ]

I
T[Fk+2)c-F(k+3)][F(k+2)g-F(k+3)]

dogru oldugu goriilir.

1
Falkst)ra ~ Yspaz T I
Bh+8

1
 F(2k+1)a—F(2k+2) |
F(2k+3)-F(2k +2)a

~ F(2k+3)-F(2k+2)a
 F(2k+0)a-F(2k+2)-F(2k+3)+F(2k+2)a




F(2k+3)-F(2%+2)a

B [F(2k+1)+ F(2k+2)|a—[ F(2k+2)+ F(2k+3)]

_ F(2k+3)-F(2k+2)a
© F(2k+3)a-F(2k +4)

olup dogrudur.

1
Yapesyea = Yarar2 =
i} Xopus 1

- F(2k+l)e71F(2k+2)
F(2k+3)—F (2k+2)e

_ F(2k+3)-F(2k+2)e
CF(2k+1)e-F(2k+2) - F(2k+3)+ F(2k +2)e

B F(2k+3)-F(2k+2)e
[ F(2k+1)+ F (2k+2) Je-[ F(2k+2) + F(2k+3)]

_F(2k+3)-F(2k+2)e
F(2k+3)e-F(2k+4)

dogru oldugu gorilir.
Zaleenyen = Zapen = Xapsr YanirZakea

 F(kH1) S F{k+2) Fk+1)b—F(k+2) 7
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F(k43)~F(k+2) £ F(k+3)=F(k+2)b[ F(k+1)0—F(k+2) [ Flke+1) £~ F(k+2)]



- [F(k+2)b—F(k+3)]j[F(k+2)f—F(k +3)]

dogru oldugu goraliir.

1
Ky(eanyes = ka3 = 1
8k+9

1

F(2k+3)-F (2k+2)h
F(2k+3)h-F(2k+4)

~ F(2k+3)h—F(2k+4)
 F(2k+3)-F(2k+2)h— F(2k +3)h+ F (2k +4)

~ F(2k+3)h—F(2%+4)
[F(2k+3)+F (2k+4)|-[ F(2k+2)+ F (2k+3) |k

_ F(2k+3)h-F(2k+4)
 F(2k+5)-F(2k+4)h

olup dogrudur.

1

Xopyo — 1

Yygieatss = Vorars =

i
T F(2k+3)-F(2k+2)d
F(2k+3)d—F (2k+4)

_ F(2k+3)d - F(2k+4)
N F(2k+3)-F(2k+2)d - F(2k+3)d + F (2k+4)




B F(2k+3)d-F(2k+4)
[ (@k+3)+F(2k+4)|-[ F(2k+2)+F (2k+3)]d

_ F(2k+3)d - F(2k+4)
CF(2k+5)-F(2k +4)d

dogru oldugu goritlir.

1
Fahatyes = Farets = 1
8kel0

1
- F(2k+3)-F(2k+2)g
F(2k+3)g—F(2k+4)

- F(2k+3)g-F(2k+4)
F(2k+3)-F(2k+2) g~ F(2k+3) g + F (2k +4)

F(2k+3)g-F(2k+4)

[F(2k+3)+ F(2k+4) |- [ F(2k+2) + F(2k+3) g

_ F(2k+3)g—F(2k +4)
T F(2k+5)-F(2k+4)g

olup dogrudur.

1
Va(onyes = Yorsra = 1
BEk+10
_ 1
F(2k+3)—F(2k+2)ci
F(2k+3)c—F(2k+4)

43
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- F(2k+3)e-F(2k+4)
T F(2k+3)-F(2k +2)c—F(2k+3)c+ F(2k +4)

- F(2k+3)c—F(2k+4)
T [F(2k+3)+ F(2k+4) ][ F (2k+2)+ F (2k+3)]e

_ F(Zk+3)c—F(2k+4)

F(2k+5)-F (2k+4)c

dogru oldugu goriliir.

1
Ve —1

Ky(rstyrr = Farars =

I
T F(2k3)-F(2k+2)f
F(Zk+3)f - F (2 +4)

- F(2%+3) f-F(2k+4)
 F(2k+3)-F(2k+2) f~F (2k+3) f + F (2k+4)

B F(2k+3) f—F (2k+4)
C[F(2k+3)+ F(2k+4) ][ F(2k+2)+ F(2k+3)] S

 F(2k+3) f-F(2k+4)
T F(2k+5)-F(2k+4) f

olup dogrudur.

1
Fateaiper = Yarnrs =
i ' Ty~ 1



1
F(2k+3)-F(2k+2)b
F(2k+3)b—F(2k+4)

- F(2k+3)b—F(2k +4)
© F(2k+3)—F(2k+2)b—F (2k +3)b+ F (2k +4)

F(2k+3)b—F(2k+4)

T[F(2k+3)+ F(2k+4) |- F(2k+2)+F (2k+3)]p

_ F(2k+3)b—F(2k+4)
 F(2k+5)-F(2k+4)b

dogru oldugu goriilir.

1

Tyeetyes = Yorrie =

Veguz =1

1
C F(2k+3)-F(2k+2)e p
F(2k+3)e—F(2k+4)

~ F(2k+3)e-F(2k +4)
 F(2k+3)-F(2k+2)e~F(2k+3)e+ F(2k+4)

- F(2k+3)e—F(2k+4)
[F(2k+3)+F(2k+4)|-[F(2k+2) + F(2k+3)]e

_ F(2k+3)e-F(2k+4)
 F(2k+5)-F(2k+4)e

olup dogrudur.
1

Yogesnyen = Vorsis = 1
Bka12
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1
T F(2k+3)-F(2k+2)a
F(2k+3)a—F(2k+4)

- F(2%+3)a—F(2k+4)
" F(2k+3)-F (2k +2)a~F(2k+3)a+ F (2k +4)

~ F(2k+3)a-F(2k+4)
[F(2k+3)+ F (2 +4) ][ F(2k+2)+ F(2k+3)]a

 F(2k+3)a-F(2k +4)
F(2k+5)-F(2k+4)a

dogru oldugu goralir.

Boylece tiimevarim yardimiyla (3.2.1) fark denklem sisteminin tim

¢oziimlerinin # = 4 igin dogru oldugu ispatlanmig olur.

Sonug¢ 3.2.1. Baslangic sartlan y,=a, y,=b, y,=c, y,=d, x,=e,
x,=f,x,=g,x,=h,z,=j, z, =1, z,=m, z, =n olmak tizere (3.2.1) fark

denklem sisteminin biitiin ¢oziimleri igin

Xnes-Yonat ~ Fanes = Yanes Tt ~ Vanas

Xense-Yens2 ™ Fpmas = VanasFam2 ~ Vaues

Xane7 Venss = Fonsr = Vens1Xanz ™ Yonar

Xones-Yonia ™ Xgues = Vonmss-Yarea ~ Voras

esitlikleri gegerlidir.
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3.3. NUMERIK SONUCLAR

Bu kisimda (3.1.1) ve (3.2.1) denklem sistemleri igin nimerik ornekler
verilmigtir. Keyfi baglangic degerleri igin verilen sistemlerin Maple Matematik

Programi kullanilarak (x,,y,.z,) ¢bzimleri elde edilmistir.

Ornek 3.3.1. X,=5, x,=4, x,=3, y,=05, y,=12, y,=38,
z,=2, z,=6, z,=10 baslangi¢ sartlari altinda (3.1.1) denklem sisteminin

coziimlerini inceleyelim:

(x,,¥,.5,) Cozitmleri

n X, Y. I, —P—f—[ X, s I

1 | -2.0000000 | 0.25000000 | 22.8000000 11 ] -0.7142857 | -0.4285714 | -0.1714285
2 | 5.00000000 | 0.33333333 | -3.0000000 12 | -0.7500000 | -0.7187499 | -1.0204081
3 | 0.35714285 | 0.50000000 | 16.6666666 13 | -0.6363636 | -0.5882352 | 0.89062499
4 | -1.3333333 | -0.3333333 | 4.07142857 14 | -0.6999999 | -0.5833333 | -0.0641711
5 | -1.5000000 | 0.25000000 | -1.3333333 15| -0.5818181 | -0.5714285 | -0.4166666
6 | -2.0000000 | -1.5555555 | -6.2499999 16 | -0.6296296 | -0.6111111 | -0.2961038
7 | -0.7500000 | -0.4285714 | 12.6666666 17 | -0.6315789 | -0.5882352 | -0.0246913
8 | -1.3333333 | -0.4000000 | -0.4285714 18 | -0.6363636 | -0.6321839 | -0.1547987
9 | -0.3913043 | -0.3333333 | -3.3333333 19 | -0.6206896 | -0.6136363 | -0.1191222
10 | -0.6999999 | -0.5714285 | 1.65217391 20 | -0.6296296 | -0.6129032 | -0.0094043

Ornek 3.32. x,=15, x,=6, x, =11, y,=20, y, =8, y, =14,
z,=62, z,=-3, z, =-3.5 baslangi¢ gartlar altinda (3.1.1) denklem sisteminin

¢oziimlerini inceleyelim:
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Tablo-2:
{x,.v,.2,) Coziimleri
n X, ¥, 2, 1 X, i 2,
1 | 0.05263157 | 0.07142857 | 9.54800000 11| -0.6923076 | -0.6842105 | -0.0013636 |
2 | 0.14285714 | 0.20000000 | -0.0112781 12 | -0.4705882 | -0.2500000 | -0.0141700
3 | 2.50000000 | 10.0000000 | -0.1000000 13 | -0.5978260 | -0.5970149 | 7.0205882
4 | -1.0769230 | -1.0555555 | 238.700000 14 [ -0.5937500 | -0.5909090 | -0.0004866
5 | -1.2500000 | -1.1666666 | -0.0128205 15 | -0.8000000 | -0.6800000 | -0.0049715
6 | 011111111 | 066666666 | -0.1458333 16 | -0.6261682 | -0.6258503 | 3.81920000
7 | -0.4864864 | -0.4814814 | 17.6814814 17 | -0.6285714 | -0.6274509 | -0.0001907
8 | -0.4615384 | -0.4444444 | -0.0030030 18 | -0.5952380 | -0.5555555 | -0.0019607
9 | -3.0000000 | -1.1250000 | -0.0299145 19 | -0.6150627 | -0.6149425 | 1.26296296
10 | -0.6749999 | -0.6727272 | 59.6750000 20 | -0.6144578 | -0.6140350 | -0.0000721
Ornek 3.3.3. x,=-15, x,=19, x,=-16, x, =45, y,=-45,
Y,=24, y =36, y, =14, z,=41, z,=-1, z, = z, =—0.5 baslangi¢

sartlari altinda (3.2.1) denklem sisteminin ¢dziimlerini inceleyelim:

Tablo-3:
F (x,.9,.2,) Chzitmleri
n . ¥, & " bl v, o
1 | -0.1818181 | -0.4444444 | 258300000 11 | -0.4927536 | -0.5142857 | 0.11111111
2 | 0.04347826 | 1.11111111 | -0.0727272 12 | -0.4800000 | -0.4166666 | 0.00020703
3 | 0.02857142 | -0.0588235 | 0.19323671 13 | -0.6315789 | -0.6486486 | 17.2200000
4 | 0.07692307 | 0.28571428 | 0.00084033 14 | -1.1428571 | -0.6716417 | -0.005689%
5 | -0.7142857 | -0.8461538 | 56.7692307 15 | -0.6603773 | -0.6699029 | 0.08528784
6 | 9.00000000 | -1.0454545 | -0.0439560 16 | -0.7058823 | -0.6756756 | 0.00009159
7 | -0.9444444 |-1.0294117 | -1.8181818 17 | -0.6065573 | -0.6129032 | 8.21303656
8 | -1.4000000 | -1.0833333 | 0.00081699 18 | -0.5982142 | -0.4666666 | -0.0021152
9 | -0.5416666 | -0.5833333 | 86.0999999 19 | -0.5988372 | -0.6022727 | 0.02380952
10 | -0.4888888 | 0.1249999Y | -0.0138888 20 | -0.5967741 | -0.5862068 | 0.00003303
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Ornek 3.3.4. x;=5, x,=9, x,=5, x,=6, y,=15, y,=24,

y,=20, y,=17,2,=24, = , =30, z_, =16, z, =—I13 baslangi¢ sartlar1 altinda

(3.2.1) denklem sisteminin ¢oziimlerini inceleyelim:

Tablo-4:

T  (%,0,.5,) Cosimleri
A A, Ya ~p 5 A o i Vi Zy
1 | 0.07142857 | 0.25000000 | 2448.00000 11 | -0.4864864 | -0.4285714 | 0.0237037
2 | 0.04347826 | 0.12500000 | 0.53571428 12 | -0.4838709 | -0.4444444 | -0.0501930
3 | 0.05263157 | 0.25000000 | 0.08695652 13 | -0.6999999 | -0.6749999 | 8.7741935
4 1 0.06250000 | 0.20000000 | -0.1710526 14 | -0.6818181 | -0.6716417 | 0.07499999
5 | -1.3333333 | -1.0769230 | 30.6000000 15 | -0.6999999 | -0.6727272 | 0.01085481
6 | -1.1428571 -1.0454545 0.76923076 16 | -0.6923076 | -0.6739130 | -0.0236363
7 | -1.3333333 -1.0555555 | 0.10389610 17 | -0.5970149 | -0.5882352 | 4.09364548
8 | -1.2500000 | -1.0666666 | -0.2407402 18 | -0.5982142 | -0.5945945 | 0.02633889
9 | -0.4814814 | -0.4285714 | 40.8000000 19 | -0.5978260 | -0.5882352 | 0.00386100
10 | -0.4888888 | -0.4666666 | 0.15873015 20 | -0.5974025 | -0.5909090 | -0.0083120
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SONUC VE ONERILER
Bu galigmada,
P 1 _ 1 .
el y"‘E o 1 E yn+1 I”_z = 1 * T+l J:yn“n—Z
ve
%, Vi = L e 1
n+l e 1 3 K el xﬂf} L 1 > “pel nF =3

fark denklem sistemlerinin ¢éziimleri incelenmis, farkli durumlar igin genel
¢oziimler elde edilmistir. Bu sistemlerde katsayilar farkli parametreler veya dizi
almarak yeni sistemler elde edilebilir ve olugturulan yeni denklem sistemlerinin

¢oztimleri incelenebilir. Ayrica bu sistemlerin en genel hali olan

2 Zan T XnVaZag

1
=.yn+1 =

" Vi —1 x, 1

X

fark denklem sisteminin ¢éziimleri, periyodikligi ve kararligi tizerine galigmalar

yapilabilir,
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