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Artan bu ilgi dolayısıyla günümüzde Fark Denklemleriyle ilgili olarak pek çok 

çalışma yapılmaktadır. Bizde bu çalışmalardan referans alarak Yüksek Lisans tezimi 

uygulamada önemli bir yer tutan Bazı Fark Denklem Sistemlerinin çözümleri ve 

çözümlerinin davranışlarını üzerine hazırladık. 
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ÖZET 

    

Bu çalışma beş bölümden oluşmaktadır. 

Birinci bölümde, Fark Denklem Sistemleri ile ilgili çalışmalara yer verildi. 

İkinci bölümde, Fark Denklemleri ile ilgili tanım ve teoremlere yer verildi. 

         Üçüncü bölümde, 
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fark denklem sisteminin çözümleri incelendi. 
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fark denklem sisteminin çözümlerinin davranışları incelendi. 

        Beşinci bölümde,  
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fark denklem sisteminin çözümleri incelendi. 

 

Anahtar kelimeler: Fark Denklemleri, Fark Denklem Sistemleri, Çözüm, Çözümün 

Davranışları 
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SUMMARY  

 

This study consists of five sections. 

In the first section, the study of systems of difference equations given. 

In the second section, the definitions and theorems about systems of difference 

equations given. 

In the third section,  
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system solutions for difference equations were investigated. 

In the fourth section,  
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behavior of solutions of difference equations system were examined. 

In the fifth section,  
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system solutions for difference equations were investigated. 

 

Keywords: Difference Equations, Difference Equations Systems, Solution, Behavior 

of Solutions. 
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1. BÖLÜM 

 

FARK DENKLEM SİSTEMLERİ İLE İLGİLİ YAPILMIŞ 

ÇALIŞMALAR 

 Bu bölümde, fark denklem sistemleri ile ilgili literatürde var olan ve 

çalışmamızda kullanılan fark denklem sistemleri ile ilgili bilgiler verilmiştir. 

 Schinas (1997) yapmış olduğu çalışmada;  1

1

1n
n

n

x
x

x





   Lyness fark 

denkleminin çözümlerinin periyodikliğinden ve denge noktasından hareketle 

1
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n
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ay A
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n
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1

1

max ,n n

n

n

b x A
y

y




  , 0,  1,  2,  ...n   

denklem sistemleri ve rasyonel formdaki benzer bazı fark denklemlerinin, fark 

denklem sistemlerinin ve maksimumlu fark denklem sistemlerinin denge noktalarını 

ve çözümlerinin periyodikliğini inceledi. Çalışma sonucunda; çeşitli fark 

denklemlerinin ve fark denklem sistemlerinin denge noktalarını, denklemlerin 

katsayılarının sabit olması veya periyodik birer dizi olması gibi durumlarda 

katsayılara ve denklemin genel terimlerine bağlı olarak elde etti. Ayrıca bazı fark 

denklem sistemlerinin de çözümlerinin periyodikliğini inceledi. 

            Papaschinopoulos ve Schinas (1998) yaptıkları çalışmada; 0,1,2,...n   ve 

,p q  pozitif tam sayı olmak üzere   

1 1,n n
n n

n p n q

y x
x A y A

x y
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lineer olmayan fark denklem sisteminin pozitif denge noktasının global asimptotik 

kararlılığını ve çözümlerinin sınırlılığını ve salınımlılığının davranışını incelediler. 

 Papaschinopoulos ve Schinas (1998) yaptıkları çalışmada;  p ve q pozitif 

tamsayıları için lineer olmayan iki fark denkleminden oluşan,  

1
n

n

n p

A y
x

x





 , 1

n
n

n q

A x
y

y





  

fark denklem sisteminin çözümlerinin salınımlı davranışını ve sınırlılığını incelediler. 

Ayrıca bu fark denklem sisteminin pozitif denge noktasının global asimptotik 

kararlılığını çalıştılar. Bu çalışmada fark denklem sisteminin denge noktasının, 

   ,   1 ,  1c c A A    olduğunu elde ettiler ve sisteminin çözümlerinin (0, )A   

için bu noktada salınımlı olduğunu gördüler. Aynı şartlarda sistemin çözümlerinin alt 

ve üst sınırlarını elde ettiler. 1A   için de pozitif denge noktasının global asimptotik 

kararlı olduğunu elde ettiler.  

 Grove ve arkadaşları (2001) yaptıkları çalışmada;  a, b, c ve d reel sayılar ve 

başlangıç şartları 0x  ve 0y   keyfi reel sayılar olmak üzere,  

1n

n n

a b
x

x y
   ,  1n

n n

c d
y

x y
   , 0,  1,  2,  ...n   

fark denklem sisteminin, her 0n   için iyi tanımlı olduğu   2

0 0,x y   değerlerinin 

kümesini ve çözümlerinin davranışlarını araştırdılar. Bu fark denklem sisteminde, 

n
n

n

x
z

y
   dönüşümü yaparak Riccati fark denklemine ulaştılar ve bu denklemin 

karakteristik denkleminin çözümlerinden hareketle , ,a b c  ve d  reel sayıları için 

şartlar elde ettiler, yani denklemin good küme ve forbidden kümesine ulaştılar. 

Denklemin çözümleri hakkında bazı şartlar altında genellemelere gittiler. 

 Clark ve Kulenović (2002) yaptıkları çalışmada; , ,a b c  ve d  pozitif sayılar 

ve 0 0, ,x y  başlangıç şartları negatif olmayan sayılar olmak üzere 



3 

 

1
n
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n

x
x

a cy
 


, 

1
n

n

n

y
y

b dx
 


 

fark denklem sisteminin çözümlerinin global kararlılık özelliklerini ve asimptotik 

davranışını incelediler. 

 Clark ve Kulenović (2002) yaptıkları çalışmada; , ,a b c  ve d  keyfi pozitif 

sayılar ve başlangıç değerleri  0 0, 0x y    olmak üzere  

1 1,  ,n n
n n

n n

x y
x y

a cy b dx
  

 
 0,  1,  2,  ...n   

fark denklem sisteminin çözümlerinin asimptotik davranışlarını ve kararlılık 

özelliğini incelediler. 

 Papaschinopoulos ve Schinas (2002) yaptıkları çalışmada; , , 0,1,..., ;i iA B i k  

, , , 1,...,0i ix y i k k    pozitif sayılar ve , , 0,1,...,i ip q i k , pozitif sabitler olmak 

üzere  

1 1

0 0

,
i i

k k
i i

n np q
i in i n i

A B
x y

y x
 

  

    

 fark denklem sistemini incelediler. 

 Papaschinopoulos ve Schinas (2002 ) yaptıkları çalışmada; ,i iA B , 

 0,1,...,i k , ,i ix y , , 1,  ... ,  0i k k     pozitif sayılar ve ,i ip q , 0,1,...,i k  

pozitif sabitler olmak üzere,   

1

0
i

k
i

n p
i n i

A
x

y


 

 , 1

0
i

k
i

n q
i n i

B
y

x


 

  

fark denklem sistemini çalıştılar. Çalışmalarında, pozitif çözümlerin sınırlılığını ve 

sürekliliğini elde ettiler. Daha sonra sistemin bir pozitif denge noktasının var ve tek 

olduğunu gösterip bu denge noktasının global asimptotik kararlılığını incelediler. 
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Son olarak da sistemin pozitif denge noktasında salınım göstermeyen çözümlerine 

ulaştılar. 

 Kulenović ve Nurkanović (2003) yılında altmışıncı yaş günü vesilesi ile 

Profesör Allan Peterson’a ithaf ettikleri çalışmada; A  ile B  katsayıları (0,  )  

aralığında seçilen reel sayılar ve 0 0,x y  başlangıç şartları negatif olmayan  keyfi 

sayılar olmak üzere  

1
1

n
n n

n

y
x Ax

y
 


, 

1
1

n
n n

n

x
y By

x
 


 

fark denklem sisteminin çözümlerinin global asimptotik kararlılığını araştırdılar. 

 Clark ve arkadaşları (2003) yaptıkları çalışmada; 

1 1,  ,n n
n n

n n

x y
x y

a cy b dx
  

 
 0,  1,  2,  ...n   

fark denklem sisteminin çözümlerinin global asimptotik davranışını incelediler. 

 Çinar ve Yalçınkaya (2004) yaptıkları çalışmada; literatürde üç değişkenli 

fark denklem sistemleri üzerine yapılan ilk çalışmalardan olan makalelerinde,  

1

1
n

n

x
z

  , 1

1 1

1
n
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y
x y



 

 , 1

1

1
n

n

z
x





  

fark denklem sisteminin pozitif çözümlerinin periyodiklik özelliğini incelediler. 

 nx  ve  nz  çözümlerinin üç periyotlu,  ny  çözümlerinin ise on iki periyotlu 

olduğunu ispat ettiler. 

 Çinar ve Yalçınkaya (2004) yaptıkları çalışmada; 

1
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 , 
1

1

1
n

n

z
x





  

fark denklem sisteminin pozitif çözümlerinin periyodikliğini incelediler ve 

 ,  ,  n n nx y z  çözümlerinin üç periyotlu olduğunu ispat ettiler. 
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 Camouzis ve Papaschinopoulos (2004) yaptıkları çalışmada; 0,1,...n  ,  

, 1,...,0i m m     için ,i ix y  pozitif sayılar ve m pozitif tamsayı olmak üzere 

1 1 ,n
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n m

x
x

y




   
1 1 n

n

n m

y
y

x




   

fark denklem sisteminin pozitif çözümlerinin global asimptotik davranışlarını, 

sınırlılığını ve sürekliliğini incelemişlerdir. 

      Çinar  (2004)  yaptığı çalışmada; 0,  1,  2,  ...n  , 
0 1 0 1, , ,x x y y 

    için,  

1

1
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n
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y
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1 1

n
n

n n

y
y

x y


 

  

fark denklem sisteminin pozitif çözümlerini incelemiştir. 

 Camouzis ve Papaschinopoulos (2004) yaptıkları çalışmada; pozitif başlangıç 

şartlar altında  

1 1 n
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n m
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x

y




  , 
1 1 n

n

n m

y
y

x




   

fark denklem sisteminin pozitif çözümlerinin davranışlarını incelemişlerdir. 

 Yang (2005) yaptığı çalışmada; 

1 1,n n
n n

n p n q n r n s

y x
x A y A

x y x y

 

   

     1,2,...n   

fark denklem sisteminin pozitif çözümlerinin davranışlarını incelediler. 

 Kulenović ve Nurkanović (2005) yaptıkları çalışmada; , , , ,a b c d  , (0,8)e f   

ve 0 0 0, ,x y z  negatif olmayan reel sayılar olmak üzere; 
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n

a x
x

b y
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1
n

n

n

c y
y

d z






, 

1
n

n

n

e z
z

f x






 0,1,2,...n   

fark denklem sisteminin çözümlerinin global asimptotik davranışlarını incelediler. 
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           Yang ve arkadaşları (2005) yaptıkları çalışmada; 0,1,...n  , ,p q   için 

p q  ve ,a b  pozitif sabitler olmak üzere  

,n

n p

a
x

y 

  
n p

n

n q n q

by
y

x y



 

  

yüksek mertebeden rasyonel fark denklem sisteminin pozitif çözümlerinin 

davranışlarını incelediler. 

 Zhang ve arkadaşları (2006) yaptıkları çalışmada; 0,1,...n   ve 1, 1,p q   

1, 1, A 0r s   , 
   1 2 0 01 max , 2 max ,

, , ..., , , , ...,r r p s p s
x x x y y y 

   
  olmak üzere  

1
,n

n p

x A
y 

   1n
n

n r n s

y
y A

x y



 

   

fark denklem sisteminin pozitif çözümlerinin davranışlarını incelediler. 

 Sun ve Xi  (2006) yaptıkları çalışmada;  

 1 ,  n n n kx f x y  ,  1 0,  ,  n n n ky f y x n    

rasyonel fark denklem sisteminin pozitif çözümlerinin, pozitif başlangıç şartları 

altında global asimptotik kararlılığını göstermiş ve pozitif çözümlerin bir denge 

noktasına yakınsadıklarını ispat etmişlerdir. 

 Sun ve Xi (2006) yaptıkları çalışmada; yukarıdaki teorilerini daha da 

geliştirmişler ve 

 1 ,  n n q n sx f y x   ,  1 ,  ,  n n t n py g x y n     

ayrıca 0,  ,  ,  p q s t , ,  s t p q   ve başlangıç şartları pozitif olmak üzere genel 

fark denklem sisteminin tek pozitif denge noktasının belirli koşullar altında global 

çekici olduğunu göstermişlerdir. 

 Özban  (2006) yaptığı çalışmada; tüm başlangıç şartları ve parametreler 

pozitif olmak üzere  



7 

 

1 1 n
n

n k

x
x

y




  , 
1 1 n

n

n m n m k

y
y

x y


  

   

 fark denklem sistemini çözümlerinin periyodikliğini araştırmış ve ispat etmiştir. 

 Iricanin ve Stevic (2006) yaptıkları çalışmada; aşağıdaki iki fark denklem 

sisteminin pozitif çözümlerini çalışmışlardır: 

(2)
(1)

1 (3)

1

1 n
n

n

x
x

x





 , 

(3)
(2)

1 (4)

1

1 n
n

n

x
x

x





 , … , 

(1)
( )

1 (2)

1

1k n
n

n

x
x

x





 , 

(2) (3)
(1) 1

1 (4)

2

1 n n
n

n

x x
x

x






 
 , 

(3) (4)
(2) 1

1 (5)

2

1 n n
n

n

x x
x

x






 
 , … , 

(1) (2)
( ) 1

1 (3)

2

1k n n
n

n

x x
x

x






 
  k . 

 Özban (2006) yaptığı çalışmada; 0,1,2,...n   için  

1

1
n

n k

x
y





 , 
1

n
n

n m n m k

y
y

x y


  

  

rasyonel fark denklem sisteminin pozitif çözümleri üzerine çalışma yapmıştır. 

 Özban  (2007) yaptığı çalışmada; 0,1,2,...n  , 3q   ve 3’ün katı olmayan 

pozitif tamsayı, a  ve b  pozitif sabitler ve başlangıç değerleri 
1 2 0, ,..., ,q qx x x   

 

1 2 0, ,...,q qy y y   
 pozitif reel sayılar olan;  

3

3

, n
n n

n n q n q

bya
x y

y x y



  

   

rasyonel fark denklem sisteminin pozitif çözümlerinin davranışlarını inceledi. 

Zhang ve arkadaşları (2007) yaptıkları çalışmada; 0,1,...n    ve A 0 için 

1 ,n m
n

n

y
x A

x


    

1
n m

n

n

x
y A

y


    

fark denklem sisteminin pozitif çözümlerinin global asimptotik kararlılığını, 

sınırlılığını ve sürekliliği üzerine inceleme yapmışlardır. 
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 Papaschinopoulos ve arkadaşları (2007) yaptıkları çalışmada; ,  i ia b  

1,  2, ... , i k  pozitif  sabitler, 3k   tamsayı ve bütün başlangıç şartları pozitif 

olmak üzere 3,  4, ... , i k  için 

1

1

( )
( 1) ,

( 1)

k k k

k

a x n b
x n

x n


 


 1 1 1

2

( )
( 1) ,

( 1)k

a x n b
x n

x n


 


 1 1 1

2

( )
( 1)

( 1)

i i i
i

i

a x n b
x n

x n

  




 


 

denklem sistemini çözümlerini incelemişlerdir.  

 Yalçınkaya (2008) yaptığı çalışmada; 

1 1
1 1

1 1

,  n n n n
n n

n n n n

t z a z t a
z t

t z z t

 
 

 

 
 

 
 0,  1,  2,  ...n   

fark denklem sisteminin global asimptotik kararlılığı için bir yeterli koşulun 

olduğunu göstermişlerdir. 

 Yalçınkaya ve arkadaşları (2008) yaptıkları çalışmada; 0,1,2,...n  , 

(0, )a   parametre ve  1,0k    için , (0, )k kz t    olmak üzere 

1 1
1 1

1 1

z ,  n n n n
n n

n n n n

z t a t z a
t

z t t z

 
 

 

 
 

 
 

fark denklem sisteminin global asimptotik kararlılığını incelemişlerdir. 

 Çinar ve Yalçınkaya (2010) yaptıkları çalışmada; 

1 1
1 1

1 1

,  n n n n
n n

n n n n

t z z t
z t

t z a z t a

 
 

 

 
 

 
 0,  1,  2,  ...n   

lineer olmayan fark denklemlerinden oluşan sisteminin global asimptotik kararlılığını 

incelemişlerdir. 

 Kurbanlı (2011) yaptığı çalışmada; 0 1 0 1 0 1, , , , ,x x y y z z    olmak üzere  

1
1

1

,
1

n
n

n n

x
x

y x









1
1

1

,
1

n
n

n n

y
y

x y









1
1

1 1

n
n

n n

z
z

y z
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rasyonel fark denklemleri sisteminin çözümlerinin davranışlarını inceledi. 

 Kurbanlı ve arkadaşları  (2011) yaptıkları çalışmada; 0 1 0 1, , ,x x y y    

olmak üzere 

1
1

1

,
1

n n
n

n n

x y
x

y x










 1

1

1 1

n n
n

n n

y x
y

x y










 

rasyonel fark denklem sisteminin çözümlerinin periyodikliğini incelemişlerdir. 

 Kurbanlı ve arkadaşları (2011) yaptıkları çalışmada; 0 1 0 1 0 1, , , , ,x x y y z z     

olmak üzere 

1
1

1

,
1

n
n

n n

x
x

y x









1
1

1

,
1

n
n

n n

y
y

x y









 
1

1

n
n

n n

x
z

y z
 


 

rasyonel fark denklemleri sisteminin çözümlerinin davranışını incelediler. 

 Keying ve arkadaşları (2011) yaptıkları çalışmada; Kurbanlı’nın 

“ 0 1 0 1 0 1, , , , ,x x y y z z     olmak üzere  

1
1

1

,
1

n
n

n n

x
x

y x









1
1

1

,
1

n
n

n n

y
y

x y









1
1

1 1

n
n

n n

z
z

y z









 

rasyonel fark denklemleri sisteminin çözümlerinin davranışları” başlıklı makalesini 

farklı yaklaşım ile incelediler. 

 Steviç (2011) yaptığı çalışmada; , , , , ,  a b c  parametreler ve başlangıç 

şartları 1 0 1 0, , ,x x y y   reel sayılar olmak üzere 

1
1

1

n
n

n n

ax
x

by x c









, 1
1

1



 
n

n

n n

y
y

x y









 0n  

rasyonel fark denklem sistemini inceledi. 

 Touafek ve Elsayed (2012) yaptıkları çalışmada; başlangıç şartları sıfırdan 

farklı reel sayılar olmak üzere 
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3
1

3 11

n
n

n n

x
x

x y




 


 

, 3
1

3 11

n
n

n n

y
y

y x




 


 

 

rasyonel fark denklem sistemlerinin çözümleri ve çözümlerinin periyodikliğini 

incelediler. 

 Elsayed (2012) yaptığı çalışmada; başlangıç şartları sıfırdan farklı reel sayı 

olmak üzere 

1
1

11

n
n

n n

x
x

x y







 

,   1
1

11

n
n

n n

y
y

y x







 

 

rasyonel fark denklem sisteminin çözümlerini inceledi. 
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2. BÖLÜM 

FARK DENKLEMLERİ İLE İLGİLİ GENEL TANIM VE TEOREMLER 

 

 Bu bölümde fark denklemleri ile ilgili genel tanım ve teoremler verilmiştir. 

x  bağımsız değişkeninin tanımlı olduğu aralıkta, ( )y x  bağımlı değişkeninin 

değişimi 
' '' ( )( ),  ( ),  ...,  ( ),  ...ny x y x y x  türevleri yardımıyla açıklanabilmektedir. Ancak 

x ’ in kesikli değerler alması durumunda değişim türevler yardımıyla açıklanamaz. 

Bu bölümde x ’ in tamsayı değerler aldığı durumlarda ortaya çıkan ve içinde sonlu 

farkların bulunduğu fark denklemleri üzerinde duracağız. 

 

Tanım 2.1. n  bağımsız değişken ve buna bağımlı değişken de y  olmak üzere, 

bağımlı değişken ve bağımsız değişken ile bağımlı değişkenin     

2 3( ),  ( ),  ( ),  ...,  ( ),  ...nE y E y E y E y  

gibi farklarını içeren bağıntılara fark denklemi denir.  

 Fark denklemlerinin mertebesi, denklemdeki en büyük indis ile en küçük 

indisin farkına eşittir.   

 Birinci mertebeden bir fark denklemi; 

0 1( ) ( 1) ( )a y n a y n f n    

şeklindedir. 

 İkinci mertebeden bir fark denklemi; 

0 1 2( 1) ( ) ( 1) ( )a y n a y n a y n g n      

şeklindedir.  
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Teorem 2.1. I  reel sayıların herhangi bir alt aralığı olmak üzere, 
1: kf I I   

sürekli diferansiyellenebilen bir fonksiyon ise
( 1) 0, ,  ... ,k kx x x I     başlangıç şartları 

için 

              1 1( ,  ,  ...,  ),     0,  1,  2,  ...n n n n kx f x x x n               (2.1) 

denklemi bir tek  n n k
x




  çözümüne sahiptir. 

 

Tanım 2.2.  (2.1) denkleminde ; 

( , ,..., )x f x x x  

şartını sağlayan x  noktasına (2.1) denkleminin denge noktası denir. 

 

Tanım 2.3. x , (2.1) denkleminin denge noktası ve ( 1) 0, ,...,k kx x x I     olmak 

üzere: 

(i) Her 0   için 

0 1 ... kx x x x x x         

iken her 0n   için nx x   olacak şekilde bir 0   sayısı varsa x  denge noktası 

kararlıdır denir. 

 (ii) x  denge noktası kararlı ve  lim n
n

x x


  olacak şekilde,  

0 1 ... kx x x x x x          

şartını sağlayan 0   sayısı varsa x  denge noktası lokal asimptotik kararlıdır denir. 

 (iii) Eğer lim n
n

x x


  ise x  denge noktasına çekim noktası denir. 
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 (iv) Eğer x  denge noktası kararlı ve çekim noktası ise, x  denge noktasına 

global asimptotik kararlıdır denir. 

 (v) Eğer x  denge noktası kararlı değil ise, kararsızdır denir. 

 (vi) Eğer  

0 1 ... kx x x x x x r         

ve bazı 1N    sayıları için  

Nx x r   

olacak şekilde bir 0r   sayısı varsa x  denge noktasına repeller denir.  

 

Tanım 2.4. (2.1) denkleminden elde edilen 

                    1

0

( ,  ... ,  )
k

n n i

i n i

f
y x x y

x
 

 





                                        (2.2) 

denklemine, x  denge noktası civarında lineer denklem denir. 

(2.2) denkleminin karakteristik denklemi 

                    
1

0

( ,..., ) 0 
k

k k i

i n i

f
x x

x

 

 


 


                                     (2.3) 

şeklindedir. 

 

Teorem 2.2. (Lineer Kararlılık Teoremi) 

 (i) Eğer (2.3) denkleminin bütün kökleri mutlak değerce 1’den küçük ise x   

denge noktası lokal asimptotik kararlıdır. 

 (ii) Eğer (2.3) denkleminin köklerinden en az biri mutlak değerce 1’den 

büyük ise x  denge noktası kararsızdır.  
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Tanım 2.5.  n n k
x




 çözümlerinin hepsi birden x  denge noktasından ne büyük ne 

de küçük ise bu çözümlere x  denge noktası civarında salınımlıdır denir. Aksi halde 

bu çözümlere salınımlı değildir denir. 

 

Tanım 2.6.   
 knnx  dizisinde her n  için nP x Q   olacak şekilde P  ve Q  pozitif 

sayıları varsa  
 knnx  dizisi sınırlıdır denir. 

 

Tanım 2.7. x , (2.1) denkleminin denge noktası olsun. l k  , m olmak üzere 

 1,  ,  ... ,  l l mx x x  dizisinin her elemanı x  denge noktasından büyük veya eşit, 

l k   veya l k   için 1lx x   ve m   veya m  için 1mx x   oluyorsa 

 1,  ,  ... ,  l l mx x x  dizisine  n n k
x




 çözümünün bir pozitif yarı dönmesi denir. 

Benzer şekilde, l k  , m   olmak üzere  1,  ,  ... ,  l l mx x x  dizisinin her elemanı 

x  denge noktasından küçük, l k   veya l k   için 1lx x   ve m   veya m  

için 1mx x   oluyorsa  1,  ,  ... ,  l l mx x x  dizisine  n n k
x




 çözümünün bir negatif 

yarı dönmesi denir. 

 

Tanım 2.8. Eğer bir  n n k
x




  dizisinde kn   olmak üzere her n  tamsayısı için     

n p nx x   

olacak şekilde bir p  pozitif tamsayısı var ise  nx  dizisi p  periyotludur denir. Bu 

şartı sağlayan en küçük p  pozitif tam sayısına ise esas periyot denir.  
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Tanım 2.9. Eğer bir  n n k
x




 dizisinde sonlu sayıda terim hariç tutulduğunda, geriye 

kalan sonsuz sayıdaki terim için  

n p nx x   

ise  n n k
x




 dizisine er geç p  periyotludur denir ve p  bu şartı sağlayan en küçük 

pozitif tamsayıdır. 
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3. BÖLÜM 

 

BAZI FARK DENKLEM SİSTEMLERİNİN ÇÖZÜMLERİ 

 

(3.1)                                      1
1

1 1

n
n

n n

y
x

x y









,   1
1

1 1

n
n

n n

x
y

x y









  

FARK DENKLEM SİSTEMİNİN ÇÖZÜMLERİ. 

 

Bu bölümde; 

            1
1

1 1

n
n

n n

y
x

x y









,   1
1

1 1

n
n

n n

x
y

x y









 

fark denklem sistemlerinin çözümleri incelenmiştir. 
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Teorem 3.1. , , , , ,a b c d e f   ve başlangıç şartları 0 1 0 1, , , ,y a y b x c x d      

0 1, ,z e z f   1bc     olmak üzere;  

                             1
1

1 1

n
n

n n

y
x

x y









,  1
1

1 1

n
n

n n

x
y

x y









                                    (3.1) 

 fark denklem sisteminin bütün çözümleri; 

1
1

0 1 1 1

y b
x

x y cb





 
 

 

1
1

0 1 1 1

x d
y

x y cb





 
 

 

0
2

1 0

( 1)

1 1
1

1

y a a cb
x

bx y cb ba
a

cb


  

   
 

 

 

0
2

1 0

( 1)

1 1
1

1

x c c cb
y

bx y cb ba
a

cb


  

   
 

 

 

2n   ve 1,2,...k   için 

      

         

1

0 0
4 1 1

0 0

1 1 1

,

1 1 1 1

k k

n n
k k k

n n

b n cb ba n ad cd n cb ba ad cd

x

n cb n ba ad cd n cb ba ad n cd



 
 

 

              


               

 

 
 

      

         

1

0 0
4 1 1

0 0

1 . 1 1

,

1 1 1 1

k k

n n
k k k

n n

d n cb ba n ad cd n cb ba ad cd

y

n cb n ba ad cd n cb ba ad n cd



 
 

 

              


               

 

 
 

         

      

1

0 0
4 2

0 0

1 1 1 1

,

1 1 1

k k

n n
k k k

n n

c n cb n ba ad cd n cb ba ad n cd

y

n cb ba n ad cd n cb ba ad cd
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1

0 0
4 2

0 0

1 1 1 1

,

1 1 1

k k

n n
k k k

n n

a n cb n ba ad cd n cb ba ad n cd

x

n cb ba n ad cd n cb ba ad cd



 


 

               


              

 

 

 

      

         

0 0
4 3

0 0

1 1 1

,

1 1 1 1

k k

n n
k k k

n n

b n cb ba n ad cd n cb ba ad cd

y

n cb n ba ad cd n cb ba ad n cd

 


 

              


               

 

 
 

      

         

0 0
4 3

0 0

1 1 1

,

1 1 1 1

k k

n n
k k k

n n

d n cb ba n ad cd n cb ba ad cd

x

n cb n ba ad cd n cb ba ad n cd

 


 

              


               

 

 
 

         

      

0 0
4 4 1

0 0

1 1 1 1

,

1 1 1

k k

n n
k k k

n n

a n cb n ba ad cd n cb ba ad n cd

y

n cb ba n ad cd n cb ba ad cd

 
 

 

               


              

 

 

 

         

      

0 0
4 4 1

0 0

1 1 1 1

1 1 1

k k

n n
k k k

n n

c n cb n ba ad cd n cb ba ad n cd

x

n cb ba n ad cd n cb ba ad cd

 
 

 

               


              

 

 
 

dır. 

 

İspat.  (3.1) denkleminde, 

0n   için 

1
1

0 1 1 1

y b
x

x y cb





 
 

, 

1
1

0 1 1 1

x d
y

x y cb
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1n   için 

0
2

1 0

( 1)
,

1 1
1

1

x c c cb
y

bx y cb ba
a

cb


  

   
 

 

 

0
2

1 0

( 1)

1 1
1

1

y a a cb
x

bx y cb ba
a

cb


  

   
 

 

 

olduğu açıktır.  

 

 2n   için n nx ve y  çözümlerinin doğruluğunu tümevarımla ispatlayalım. 

2n   için 

  

1
3

2 1

1 1

( 1)1 ( 1)1 1
1 1 1 1

b b

x cb cb
y

a cb dx y ad cb

cb ba cb cb ba cb

   
   

    
  

                  

 

     
  

  
 

  

1 1

( 1) 1 1 ( 1) 1

1 1 1 1

b b

cb cb

ad cb cb ba cb cb cb ba ad

cb ba cb cb ba cb

   
   

    
 
           
   

        

 

     
  

 

1 1 ( 1)

1 ( 1) 1 ( 1)( 1)

cb ba cbb b cb ba

cb cb cb ba ad cb cb ba ad

      
              

 

 

  

1
3

2 1

1 1

( 1)1 ( 1)1 1
1 1 1 1

d d

y cb cb
x

a cb dx y ad cb

cb ba cb cb ba cb
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1 1

( 1) 1 1 ( 1) 1

1 1 1 1

d d

cb cb

ad cb cb ba cb cb cb ba ad

cb ba cb cb ba cb

   
   

    
 
           
   

        

 

    
  

 

1 1 ( 1)

1 ( 1) 1 ( 1)( 1)

cb ba cbd d cb ba

cb cb cb ba ad cb cb ba ad

      
              

 

 

3n   için 

 
2

4

3 2

( 1)

1

1 ( 1) ( 1)
1

( 1)( 1) 1

a cb

cb bax
y

x y d cb ba c cb

cb cb ba ad cb ba

 
 

   
     

  
       

 

                    
 

 

( 1)

1

( 1)( 1)
1

( 1) 1 ( 1)

a cb

cb ba

cd cb cb ba

cb cb ba cb ba ad

 
 

  
   

 
      

 

                    
( 1)( 1)

( 1)( 1)

a cb cb ba ad

cb ba cb ba ad cd

   


     
 

2
4

3 2

( 1)

1

1 ( 1) ( 1)
1

( 1)( 1) 1

c cb

y cb ba
x

x y d cb ba c cb

cb cb ba ad cb ba

 
 

  
 

     
  

       

 

                   

 

( 1)

1

( 1)( 1)
1

( 1) 1 ( 1)

c cb

cb ba

cd cb cb ba

cb cb ba cb ba ad

 
 

  

   

 
      

 

                   
( 1)( 1)

( 1)( 1)

c cb cb ba ad

cb ba cb ba ad cd
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4n   için 

3
5

4 3

( 1)

( 1)( 1)

1 ( 1)( 1) ( 1)
1

( 1)( 1) ( 1)( 1)

d cb ba

cb cb ba adx
y

x y c cb cb ba ad b cb ba

cb ba cb ba ad cd cb cb ba ad

  
 

     
        

  
           

 

                    

( 1)

( 1)( 1)

1
( 1)

d cb ba

cb cb ba ad

cb

cb ba ad cd

  
 

    
 

 
    

 

                    
( 1) ( 1)

( 1)( 1) (2 1)

d cb ba cb ba ad cd

cb cb ba ad cb ba ad cd

      
  

        
 

                    
( 1)( 1)

( 1)( 1)(2 1)

d cb ba cb ba ad cd

cb cb ba ad cb ba ad cd

     


       
 

 

3
5

4 3

( 1)

( 1)( 1)

1 ( 1)( 1) ( 1)
1

( 1)( 1) ( 1)( 1)
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olup doğrudur. 

4 6
4( 1) 4 4 8

4 7 4 6 1

k
k k

k k

x
y y

x y


  

 

 


  olur. 

Bulunan 4 8kx   ve 4 8ky   in paydaları aynı olduğundan 4 8kx   de hesaplamış  

olduğumuz  D  nın değerini 4 8ky   de yerine yazılırsa, 
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olup doğrudur. 

 Bu sonuçlardan 2n   için doğru olur ki istenendir. 

 

Sonuç 3.1. , , ,a b c d  ve başlangıç şartları 0 1, ,x c x d   0 1,y a y b   olan, 

(3.1) denklem sisteminin bütün çözümleri için aşağıdaki 

4 1 4 3 4 1 4 3n n n nx x y y     

4 2 4 4 4 2 4 4n n n nx x y y     

eşitlikler geçerlidir. 

 

İspat.  Teorem 3.1 den açıktır. 
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4. BÖLÜM 

BAZI FARK DENKLEM SİSTEMLERİNİN ÇÖZÜMLERİ VE 

ÇÖZÜMLERİNİN DAVRANIŞLARI 

 

(4.1)          1
1

1 1

n
n

n n

x
x

y x









,  1
1

1 1

n
n

n n

y
y

x y









,  1
1

1 1

n
n

n n n n

z
z

x y y x




 


  

 FARK DENKLEM SİSTEMİNİN ÇÖZÜMLERİ VE ÇÖZÜMLERİNİN 

DAVRANIŞLARI. 

 

 Bu bölümde; 

1
1

1 1

n
n

n n

x
x

y x









,  1
1

1 1

n
n

n n

y
y

x y









,  1
1

1 1

n
n

n n n n

z
z

x y y x




 




 

fark denklem sisteminin çözümleri ve çözümlerinin davranışları incelenmiştir. 
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Teorem 4.1.  , , , , , / 0a b c d e f  ve başlangıç şartları 0y a , 1y b  , 0x c , 

1x d  , 0z e , 1z f  , 1ad  , 1bc   ve ad bc   olmak üzere; 

         1
1

1 1

n
n

n n

x
x

y x









,  1
1

1 1

n
n

n n

y
y

x y









,  1
1

1 1

n
n

n n n n

z
z

x y y x




 




             (4.1) 

fark denklem sisteminin bütün çözümleri; 
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İspat.   

0n   için                         1
1

0 1 1 1

x d
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1n   için         
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 0

2

1 0

1
11

1
1 1

y a a
y a ad

d ad adx y
a

ad ad

    
 


 

 

0
2

0 1 0 1

1 1 1 1

z e e
z

b d bc adx y y x
c a

bc ad bc ad

  


 
   

 

                 

   
  

  

   

1 1

1 1 1 1

1 1

e bc ade

bc ad ad bc bc ad ad bc

bc ad
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f f
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n k  için doğru olduğunu kabul edelim. 
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 1n k   için doğru olduğunu gösterelim.
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doğru olduğu görülür ki istenendir. 
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Sonuç 4.1.1.  , , , , , / 0a b c d e f   ve başlangıç şartları 0y a , 1y b  , 0x c , 

1x d  , 0z e , 1z f  , 1ad  , 1bc  , ad bc   ve  (4.1) denkleminde; 

0 , , , , , 1a b c d e f   olsun. O halde; 

     
2 1 2 1

, tek ise
lim lim

, çift ise
n n

n n

n
x y

n
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, 3 2 tek ise

1 1

n
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n
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dır. 

İspat.  , , , , , / 0a b c d e f   ve başlangıç şartları 0y a , 1y b  , 0x c , 1x d  , 

0z e , 1z f  , 1ad  , 1bc  , ad bc   ve  (4.1) denkleminde; 

   0 , 1 0 1 1 1 0a d ad ad          ,
 

1
1 1 0 1

1
ad

ad
        


, 

0 , 1 0 1 1 1 0b c bc bc          , 

1
1 1 0 1

1
bc

bc
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1
1

1ad
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1 1 1
1 2

1 1 1bc ad bc
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1 1 1
2 0 0
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0 , , , 1 0 1a b c d ad      ve 0 1 0 2bc ad bc       
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Sonuç 4.1.2.  , , , , , / 0a b c d e f   ve başlangıç şartları 0y a , 1y b  , 0x c , 

1x d  , 0z e , 1z f  , 1ad  , 1bc  , ad bc   ve  (4.1) denkleminde;   

1 , 2ad bc  olsun.  O  halde; 

2 1

, 0
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, 0
n

n

d
x

d




 
 

 
 

2 1

, 0
lim

, 0
n

n

b
y

b




 
 

 
 

2 2 2 2 1lim lim lim lim 0n n n n
n n n n

x y z z 
   

     

dır. 

İspat.  , , , , , / 0a b c d e f   ve başlangıç şartları 0y a , 1y b  , 0x c , 1x d  , 

0z e , 1z f  , 1ad  , 1bc  , ad bc   ve  (4.1) denkleminde;   

 1 2 0 1 1ad ad       olur. O halde  lim 1 0
n

n
ad
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1 2 0 1 1bc bc       olur. O halde  lim 1 0
n

n
bc


   

1 2ad    ve  1 2 2 4bc ad bc       olur. O halde;  lim
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n
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Sonuç 4.1.3.  , , , , , / 0a b c d e f   ve başlangıç şartları 0y a , 1y b  , 0x c , 

1x d  , 0z e , 1z f  , 1ad  , 1bc  , ad bc   ve  (4.1) denkleminde; 

, 1ad bc    olsun. O halde;
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dır. 

İspat.  , , , , , / 0a b c d e f   ve başlangıç şartları 0y a , 1y b  , 0x c , 1x d  , 

0z e , 1z f  , 1ad  , 1bc  , ad bc   ve  (4.1) denkleminde; 
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Sonuç 4.1.4.  , , , , , / 0a b c d e f   ve başlangıç şartları 0y a , 1y b  , 0x c , 

1x d  , 0z e , 1z f  , 1ad  , 1bc  , ad bc   ve  (4.1) denkleminde; 

2 ,ad bc   olsun. O halde; 
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dır. 

İspat.  , , , , , / 0a b c d e f   ve başlangıç şartları 0y a , 1y b  , 0x c , 1x d  , 

0z e , 1z f  , 1ad  , 1bc  , ad bc   ve  (4.1) denkleminde; 
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Sonuç 4.1.5.  , , , , , / 0a b c d e f   ve başlangıç şartları 0y a , 1y b  , 0x c , 

1x d  , 0z e , 1z f  , 1ad  , 1bc  , ad bc   ve  (4.1) denkleminde; 
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1 , , , , , 0a b c d e f    olsun. O halde; 
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dır.
 

İspat.  , , , , , / 0a b c d e f   ve başlangıç şartları 0y a , 1y b  , 0x c , 1x d  , 

0z e , 1z f  , 1ad  , 1bc  , ad bc   ve  (4.1) denkleminde; 
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5. BÖLÜM 

BAZI FARK DENKLEM SİSTEMLERİNİN ÇÖZÜMLERİ 
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FARK DENKLEM SİSTEMİNİN ÇÖZÜMLERİ. 
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fark denklem sisteminin çözümleri incelenmiştir. 
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Teorem 5.1.  , , , , , / 0a b c d e f   ve başlangıç şartları 0y a , 1y b  , 0x c , 

1x d  , 0z e , 1z f  , 1,ad    1bc   , ad bc   olmak üzere; 

              1
1

1 1

n
n

n n

x
x

y x









, 1
1

1 1

n
n

n n

y
y

x y









, 1
1

1 1

n
n

n n n n

z
z

x y y x




 




                    (5.1) 

fark denklem sisteminin bütün çözümleri; 
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Ispat.  , , , , , / 0a b c d e f   ve başlangıç şartları 0y a , 1y b  , 0x c , 1x d  , 

0z e , 1z f  , 1,ad    1bc   , ad bc   olmak üzere; 
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63 

 

SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu çalışmada; 
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fark denklem sistemleri tanımlanmış ve çözümlerinin davranışları incelenmiştir. Bu 

sistemlerde katsayılar farklı parametreler alınarak veya sistemlerin mertebesi 

yükseltilerek yeni sistemler elde edilebilir. Oluşturulan sistemlerin çözümleri, 

periyodikliği ve kararlılığı üzerine farklı çalışmalar yapılabilir. 
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