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OZET

Bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, Fark Denklem Sistemleri ile ilgili ¢alismalara yer verildi.

Ikinci béliimde, Fark Denklemleri ile ilgili tanim ve teoremlere yer verildi.

Uciincii boliimde,

fark denklem sisteminin ¢oziimleri incelendi.

Dordiinci bolimde,

X

n+1

X ynfl anl

1 In+l ' En+l
YnXoa -1 X\ Yna -1 XiaYn T YnaX,

fark denklem sisteminin ¢6ziimlerinin davranislar1 incelendi.

Besinci boliimde,

Xn +1

yn+1 = Zn+l =

fark denklem sisteminin ¢oziimleri incelendi.

Anahtar kelimeler: Fark Denklemleri, Fark Denklem Sistemleri, Coziim, Coziimiin

Davranislari
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SUMMARY

This study consists of five sections.

In the first section, the study of systems of difference equations given.

In the second section, the definitions and theorems about systems of difference

equations given.

In the third section,

_ yn—l y _ Xn—l
- ! n+l —
XY, +1 XY, +1

n+1

system solutions for difference equations were investigated.

In the fourth section,

X

n+1

X ynfl anl

_ n—1 y — z — __n-t
- v Jn+sl T ' oSndl T
YnXna -1 X0 Yna -1 XiaYn T YnaX,

behavior of solutions of difference equations system were examined.
In the fifth section,

Xn+1

YKL

Xn—l y _ yn—l z _ Zn—l
n+l voSn+l T
Xn yn—l +1 Xn—l yn + yn—lxn

system solutions for difference equations were investigated.

Keywords: Difference Equations, Difference Equations Systems, Solution, Behavior

of Solutions.
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1. BOLUM
FARK DENKLEM SiSTEMLERI ILE iLGILI YAPILMIS
CALISMALAR

Bu boliimde, fark denklem sistemleri ile ilgili literatiirde var olan ve

calismamizda kullanilan fark denklem sistemleri ile ilgili bilgiler verilmistir.

Schinas (1997) yapmis oldugu c¢alismada; X, = Lyness fark

denkleminin ¢6ziimlerinin periyodikliginden ve denge noktasindan hareketle

ay,+A bx, + A
Xou = v Yo = , n=0,1 2, ..
Xn—l n-1
ay +A bx +A
Xo = = v Y= — y, n=0,1 2, ..
Xn—l n-1
max{ay ,A max{b x_, A
XI’H—l:M’ yn+1:M’n:o,1’ 2’
Xn—l ynfl

denklem sistemleri ve rasyonel formdaki benzer bazi fark denklemlerinin, fark
denklem sistemlerinin ve maksimumlu fark denklem sistemlerinin denge noktalarini
ve ¢Ozlimlerinin periyodikligini inceledi. Calisma sonucunda; ¢esitli fark
denklemlerinin ve fark denklem sistemlerinin denge noktalarini, denklemlerin
katsayilarinin sabit olmasi veya periyodik birer dizi olmasi gibi durumlarda
katsayilara ve denklemin genel terimlerine bagl olarak elde etti. Ayrica bazi fark

denklem sistemlerinin de ¢oziimlerinin periyodikligini inceledi.

Papaschinopoulos ve Schinas (1998) yaptiklari ¢alismada; n=0,1,2,... ve

p,q pozitif tam say1 olmak iizere

yn ' yn+1:A+ Xn

n-p n-q

X, = A+

n+.




lineer olmayan fark denklem sisteminin pozitif denge noktasinin global asimptotik

kararliligini ve ¢oziimlerinin sinirliligini ve salinimliliginin davranisini incelediler.

Papaschinopoulos ve Schinas (1998) yaptiklar1 calismada; p ve q pozitif

tamsayilari i¢in lineer olmayan iki fark denkleminden olusan,

_A+yn _A+x

X

n+1 Xn_p ’ n+l yn_q

fark denklem sisteminin ¢oziimlerinin salinimli davranigini ve sinirliligini incelediler.
Ayrica bu fark denklem sisteminin pozitif denge noktasinin global asimptotik
kararliligin1 calistilar. Bu calismada fark denklem sisteminin denge noktasinin,
(C,C) = (1+ A 1+ A) oldugunu elde ettiler ve sisteminin ¢oziimlerinin A e (0, )
icin bu noktada salinimli oldugunu gordiiler. Ayni sartlarda sistemin ¢oziimlerinin alt
ve iist sinirlarini elde ettiler. A>1 icin de pozitif denge noktasinin global asimptotik

kararli oldugunu elde ettiler.

Grove ve arkadaslar1 (2001) yaptiklart ¢alismada; a, b, ¢ ve d reel sayilar ve

baslangig sartlar1 X, ve Y, keyfi reel sayilar olmak iizere,

a+b y C .
il — T, - T—,n=0,1 2, ..
Xn n Xn n

fark denklem sisteminin, her n>0 igin iyi taniml oldugu (Xo, yo) eR? degerlerinin

kiimesini ve ¢oziimlerinin davranislarini arastirdilar. Bu fark denklem sisteminde,

X
z,=— doniisiimii yaparak Riccati fark denklemine ulastilar ve bu denklemin

n

karakteristik denkleminin ¢oziimlerinden hareketle a, b, c ve d reel sayilart igin

sartlar elde ettiler, yani denklemin good kiime ve forbidden kiimesine ulastilar.

Denklemin ¢oziimleri hakkinda bazi sartlar altinda genellemelere gittiler.

Clark ve Kulenovi¢ (2002) yaptiklari ¢caligmada; a, b, ¢ ve d pozitif sayilar

Ve X,,Y,, baslangi¢ sartlari negatif olmayan sayilar olmak tizere



fark denklem sisteminin ¢6ziimlerinin global kararlilik 6zelliklerini ve asimptotik

davranisini incelediler.

Clark ve Kulenovi¢ (2002) yaptiklar1 ¢alismada; a,b,c ve d keyfi pozitif

sayilar ve baslangi¢ degerleri X,,y, € R" U{O} olmak lizere

X Y
=—0 =—21_ n=0,1 2 ..
a-+cy, Yoa =0 dx, L

Xn +1

fark denklem sisteminin ¢oziimlerinin asimptotik davraniglarint ve kararlilik
ozelligini incelediler.

Papaschinopoulos ve Schinas (2002) yaptiklart ¢alismada; A,B,, 1€0,1,...,k;
XY, ie—K,—k+1,...,0 pozitif sayillar ve p,,q,i€0,1...,k, pozitif sabitler olmak
uzere

k B
Xn+1 = Zi' yn+1 = —

k
=y = Xy
fark denklem sistemini incelediler.
Papaschinopoulos ve Schinas (2002 ) yaptiklari ¢calismada; A, B;,

ie{O,l,...,k}, X, Y, 1=—K,—k+1, ..., O pozitif sayilar ve p,, ¢, i=0,1,... K

pozitif sabitler olmak iizere,

fark denklem sistemini ¢alistilar. Calismalarinda, pozitif ¢oziimlerin sinirliligini ve
stirekliligini elde ettiler. Daha sonra sistemin bir pozitif denge noktasinin var ve tek

oldugunu gosterip bu denge noktasinin global asimptotik kararliligini incelediler.



Son olarak da sistemin pozitif denge noktasinda salinim gostermeyen ¢oziimlerine

ulastilar.
Kulenovi¢ ve Nurkanovi¢ (2003) yilinda altmiginct yas gilinli vesilesi ile
Profesor Allan Peterson’a ithaf ettikleri ¢alismada; A ile B katsayilar1 (0, o)

araliginda segilen reel sayilar ve X, Y, baslangi¢ sartlar1 negatif olmayan keyfi

sayilar olmak {izere

y X
—, n+ :Bn .
1+y Yoa =By

n n

Xn - AXn

fark denklem sisteminin ¢oziimlerinin global asimptotik kararliligini arastirdilar.

Clark ve arkadaslar1 (2003) yaptiklar1 ¢calismada;

K I n=012 ..

fark denklem sisteminin ¢6ziimlerinin global asimptotik davranisini incelediler.

Cinar ve Yalginkaya (2004) yaptiklar calismada; literatiirde ii¢ degiskenli

fark denklem sistemleri iizerine yapilan ilk ¢aligmalardan olan makalelerinde,

1 1
Nl = Z_ v Yo = Lin=

X H
n Xn -1 yn -1 Xn -1

fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerinin periyodiklik o6zelligini incelediler.
{Xn} ve {Zn} ¢Ozlimlerinin ii¢ periyotlu, {yn} ¢Ozlimlerinin ise on iki periyotlu

oldugunu ispat ettiler.

Cinar ve Yalcinkaya (2004) yaptiklar1 calismada;

X = Z_ v Yo = X v pa =

n n-1 n-1

fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerinin periyodikligini incelediler ve

{Xn, Yo Zn} ¢ozlimlerinin ii¢ periyotlu oldugunu ispat ettiler.



Camouzis ve Papaschinopoulos (2004) yaptiklart ¢alismada; n=0,1,...,

i=—m,—m+1,...,0 i¢in X, Y, pozitif sayilar ve m pozitif tamsay1 olmak iizere

=1+i, Yo, =1+ Yn
X

n-m n—-m

X

n+1

fark denklem sisteminin pozitif c¢oziimlerinin global asimptotik davraniglarini,

sturliligini ve siirekliligini incelemislerdir.

Cinar (2004) yaptigi ¢alismada; n=0, 1, 2, ..., X;,X 1, Y, Y, € R" i¢in,

Yn
Xyg=—, Y .=
n+1 ' n+1
yn Xn—l yn—l

fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerini incelemistir.

Camouzis ve Papaschinopoulos (2004) yaptiklar1 calismada; pozitif baslangig
sartlar altinda

X
Xni =1+ —"-, Yns =1+

N+
n-m n—-m

fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerinin davranislarini incelemislerdir.

Yang (2005) yaptig1 ¢alismada;

fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerinin davranislarini incelediler.
Kulenovi¢ ve Nurkanovi¢ (2005) yaptiklar1 ¢alismada; a,b,c,d, e, f €(0,8)
Ve Xy, Y, Z, negatif olmayan reel sayilar olmak tizere;

a+X, _C+Yy, _e+Z,

- y 2= n=0,12,...
d+z, f+x,

nil T b + ' n+1
n

fark denklem sisteminin ¢oziimlerinin global asimptotik davranislarini incelediler.



Yang ve arkadaslar1 (2005) yaptiklar1 ¢alismada; n=0,1,..., p,qeZ"’ igin

p<q ve a,b pozitif sabitler olmak iizere

a byn—p
Xn = yn =
Yo-p Xn-qYn—q

yilksek mertebeden rasyonel fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerinin

davranislarini incelediler.

Zhang ve arkadaslar1 (2006) yaptiklari calismada; n=0,1,... ve p>1, q=>1,

r21s2L A20, X\ Xors o Xo0 Yimaxgpsp Yoomaxips) -+ Yo € RT olmak iizere

X, = A v Y, = -
yn—p Xn-r Yn-s

fark denklem sisteminin pozitif ¢éziimlerinin davraniglarini incelediler.

Sun ve Xi (2006) yaptiklari ¢alismada;

Xn+1: f(xn' yn—k)’ yn+1: f (yn’ Xn—k)' nEI\IO

rasyonel fark denklem sisteminin pozitif ¢dziimlerinin, pozitif baslangic sartlari
altinda global asimptotik kararliligini gostermis ve pozitif ¢oziimlerin bir denge

noktasina yakinsadiklarini ispat etmislerdir.

Sun ve Xi (2006) yaptiklari g¢alismada; yukaridaki teorilerini daha da

gelistirmisler ve
Xn+1 = f (yn—q’ Xn—s) ’ yn+1 = g (Xn_t’ yn_p)a ne N

ayrica p, Q, S, teN,, s>t, p>q ve baslangi¢ sartlar1 pozitif olmak iizere genel

fark denklem sisteminin tek pozitif denge noktasinin belirli kosullar altinda global

cekici oldugunu gostermislerdir.

Ozban (2006) yaptig1 calismada; tiim baslangic sartlari ve parametreler

pozitif olmak iizere



Xn Yn
Xn+1 = 1+ ! yn+l = 1+
yn—k Xn—m yn—m—k

fark denklem sistemini ¢6ziimlerinin periyodikligini arastirmis ve ispat etmistir.

Iricanin ve Stevic (2006) yaptiklar1 ¢alismada; asagidaki iki fark denklem

sisteminin pozitif ¢oziimlerini ¢aligmislardir:

(2) (3) @
o X7 o _1+X 1%
n @ o @ e N @
Xn—l Xn_l Xn—l
o  1+xP+x® 5 1+xP +xY o 1Hx9 1 x@) Cx
n+l_X(—4)1 n+1_X(—5),..., n+1_X(—3) eN.
n-2 n-2 n-2

Ozban (2006) yapt1g1 ¢alismada; n=0,1,2,... igin

Yn
X = —_— y =
n+1 ! n+1
yn—k Xn—m yn—m—k

rasyonel fark denklem sisteminin pozitif ¢dziimleri lizerine ¢alisma yapmastir.

Ozban (2007) yaptig1 calismada; n=0,1,2,..., >3 ve 3’iin kat1 olmayan
pozitif tamsayi, a ve b pozitif sabitler ve baslangic deSerleri X ,,;,X 4,5, X5
Y g Yoqizr Yo pozitif reel sayilar olan;

a _ byn—3
yn—3 Xn—q yn—q

rasyonel fark denklem sisteminin pozitif ¢6zlimlerinin davranislarini inceledi.

Zhang ve arkadaslar1 (2007) yaptiklari ¢aligmada; n=0,1,... ve A>0igcin

X
hon oy, = Av TR

Xn yn

X, =A+

n+1

fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerinin global asimptotik kararliligin,

siirliligini ve siirekliligi tizerine inceleme yapmisglardir.



Papaschinopoulos ve arkadaglar1 (2007) yaptiklar1 c¢alismada; a, b,

i=1 2,..,k pozitif sabitler, k>3 tamsay1 ve biitiin baslangi¢ sartlar1 pozitif

olmak tlizere 1 =3, 4, ..., K i¢in
(e AXOEh o axmih 8,
Xk—l(n _1) Xk (n _1) Xi—z(n _1)

denklem sistemini ¢oziimlerini incelemislerdir.
Yalginkaya (2008) yaptigi ¢alismada;

bz ta o _zbatad 590

t,+z,, z,+t

n+1 ' otn+l

fark denklem sisteminin global asimptotik kararliligi i¢in bir yeterli kosulun

oldugunu gostermislerdir.
Yalginkaya ve arkadaslart (2008) vyaptiklar1 ¢alismada; n=0,12,...,
ae(0,0) parametre ve k ={-1,0} i¢in z,,t, €(0,o0) olmak iizere

n-n-1 _— n—n-1

_zt +a tz .+a
- . n+l T T, -
z, +t t,+2,,

n+1

fark denklem sisteminin global asimptotik kararliligini incelemislerdir.
Cinar ve Yal¢inkaya (2010) yaptiklar calismada;

t +2 Z +t
7, =l ot =l on=(Q1 2 ..
tz .+a Zzt . +a

n“=n-1 n-n-1

lineer olmayan fark denklemlerinden olusan sisteminin global asimptotik kararliliginm

incelemislerdir.

Kurbanli (2011) yaptig1 ¢alismada; X;, X 1, Yo, Y 112y, Z_; € R olmak iizere



rasyonel fark denklemleri sisteminin ¢oziimlerinin davranislarini inceledi.

Kurbanli ve arkadaslari1 (2011) yaptiklar1 ¢alismada; X, X,, Y, Y, €R

olmak lzere

_ Xiat+ Y y = Y1+ %,
- ' n+l
YnXna -1 X0 Yna -1

n+1

rasyonel fark denklem sisteminin ¢oziimlerinin periyodikligini incelemislerdir.

Kurbanl ve arkadaglar1 (2011) yaptiklari ¢alismada; Xy, X 1, Y, Y 4,2y, 2, €R

olmak lizere

Xn—l y — yn—l 7 — Xn
n+l _1 n+l yn Zn _1

rasyonel fark denklemleri sisteminin ¢oziimlerinin davranisini incelediler.

Keying ve arkadaslart (2011) yaptiklari ¢alismada; Kurbanli’nin

“Xos X 1y Yo Y11 251 Z_, € R olmak tizere

yn—l Zn—l

X
n-1
! yn+1 = ! Zn+1 =
YnZna -1

) YoXoa -1 X3 Yo -1

rasyonel fark denklemleri sisteminin ¢oziimlerinin davranislar1” baslikli makalesini

farkli yaklagim ile incelediler.

Stevig (2011) yaptig1 calismada; a,b,c,«, £, parametreler ve baglangig

sartlart X ;, X,, Y_;, Y, reel sayilar olmak tizere

rasyonel fark denklem sistemini inceledi.

Touafek ve Elsayed (2012) yaptiklari ¢alismada; baslangi¢ sartlari sifirdan

farkli reel sayilar olmak tizere
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_ Xn—3 y _ yn—3
- ' Jn+l T
ili Xn—3 yn—l ili yn—3xn—1

Xn +1

rasyonel fark denklem sistemlerinin ¢ozlimleri ve ¢oziimlerinin periyodikligini

incelediler.

Elsayed (2012) yaptig1 ¢alismada; baslangi¢ sartlar1 sifirdan farkli reel sayi

olmak lizere

X _ Xn—l _ yn—l
n+l ! -
+1+£X LY, 1ty X

rasyonel fark denklem sisteminin ¢oziimlerini inceledi.
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2. BOLUM

FARK DENKLEMLERI iLE iLGiLi GENEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boéliimde fark denklemleri ile ilgili genel tanim ve teoremler verilmistir.

X bagimsiz degiskeninin tanimli oldugu aralikta, Yy(X) bagimli degiskeninin
degisimi Y (X), Y (X), ..., Y™ (X), ... tiirevleri yardimiyla aciklanabilmektedir. Ancak

X’ in kesikli degerler almasi durumunda degisim tiirevler yardimiyla agiklanamaz.
Bu boliimde X’ in tamsay1 degerler aldig1 durumlarda ortaya c¢ikan ve i¢inde sonlu

farklarin bulundugu fark denklemleri tizerinde duracagiz.

Tanim 2.1. n bagimsiz degisken ve buna bagimli degisken de y olmak {izere,

bagimli degisken ve bagimsiz degisken ile bagimli degiskenin

E(y), E(), E*(y), - E"(Y), -

gibi farklarini iceren bagintilara fark denklemi denir.

Fark denklemlerinin mertebesi, denklemdeki en biiyiik indis ile en kiigiik

indisin farkina esittir.
Birinci mertebeden bir fark denklemi;
a,y(n)+ay(n+1) = f(n)
seklindedir.
Ikinci mertebeden bir fark denklemi;
ay(n-D+ay(n)+a,y(n+1)=g(n)

seklindedir.
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Teorem 2.1. | reel sayilarin herhangi bir alt araligi olmak iizere, f:1*" — I

siirekli diferansiyellenebilen bir fonksiyon ise x_, , X yyr -+ %o € | baslangig sartlart
i¢in
Xo=F(X, X 4, 0 X ), N=0,1 2, ... (2.1)

denklemi bir tek {x }”  ¢0ziimiine sahiptir.

Tamm 2.2. (2.1) denkleminde ;

X = f(X,X,....,X)

sartin1 saglayan X noktasina (2.1) denkleminin denge noktas1 denir.

Tanmm 2.3. X, (2.1) denkleminin denge noktasi ve X, X (koqyree Xo €1 olmak

lizere:
Q) Her £ >0 i¢in
% = X|+[x, = X|+..+[x —X|< S

iken her n>0 igin |Xn — Y| <& olacak sekilde bir 6 >0 sayisi varsa X denge noktasi

kararhidir denir.

(i) X denge noktasi kararli ve limx, =X olacak sekilde,

n—oo
|Xo = X|+|X, = X|+...4+|x —X| < ¥
sartin1 saglayan y >0 sayist varsa X denge noktasi lokal asimptotik kararlidir denir.

(i) Eger limx, =X ise X denge noktasina ¢ekim noktasi denir.
n—o0
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(iv) Eger X denge noktasi kararli ve ¢ekim noktasi ise, X denge noktasina

global asimptotik kararlidir denir.
(v) Eger X denge noktasi kararli degil ise, kararsizdir denir.
(vi) Eger
X = X[+ [X, = X[+ 4 %, = X| <1
ve baz1 N >-1 sayilar1 i¢in
Xy =X|>T

olacak sekilde bir r >0 sayisi varsa X denge noktasina repeller denir.

Tamim 2.4. (2.1) denkleminden elde edilen

Soof o

(X, e, XY 2.2
> R Ny 22)

yn+l =

denklemine, X denge noktasi civarinda lineer denklem denir.

(2.2) denkleminin karakteristik denklemi
k. of )
AR - Z— (X,...X)A" =0 (2.3)
i=0 aX

seklindedir.

Teorem 2.2. (Lineer Kararhhk Teoremi)

(i) Eger (2.3) denkleminin biitiin kokleri mutlak degerce 1°den kiigiik ise X

denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.

(if) Eger (2.3) denkleminin koklerinden en az biri mutlak degerce 1’den

biiyiik ise X denge noktasi kararsizdir.
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Tamm 2.5. {X,} ¢oziimlerinin hepsi birden X denge noktasindan ne biiyiik ne

de kii¢iik ise bu ¢ozlimlere X denge noktasi civarinda salinimlidir denir. Aksi halde

bu ¢ozlimlere salinimli degildir denir.

Tamm 2.6. {Xn }::_k dizisinde her n icin P<x, <Q olacak sekilde P ve Q pozitif

sayilar1 varsa {Xn }n}k dizisi sinirhdir denir.

Tamim 2.7. X, (2.1) denkleminin denge noktasi olsun. |1 >—k, m<ocoolmak {izere

{X, X1, -+ Xy} dizisinin her elemani X denge noktasindan biiyiik veya esit,

l=-—k veya I>-k igin X, <X ve m=oc veya m<o i¢in X, <X oluyorsa

m+1

{X, X1 s Xy} dizisine {Xn}:: ¢Ozlimiiniin bir pozitif yar1 donmesi denir.

—k
Benzer sekilde, | >—k, m<o olmak iizere {X,, Xiigs e s Xm} dizisinin her elemani
X denge noktasindan kiigiik, | =—k veya | >—k i¢in X, ; =X Ve m=oo veya m<o

igin X, =X oluyorsa {X, X, ..., X,} dizisine {x,}”  ¢bziimiiniin bir negatif

yar1 donmesi denir.

Tamm 2.8. Eger bir {x }”  dizisinde n>—k olmak iizere her n tamsayisi igin

olacak sekilde bir p pozitif tamsayisi var ise {Xn} dizisi p periyotludur denir. Bu

sart1 saglayan en kiiciik p pozitif tam sayisina ise esas periyot denir.
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Tanim 2.9. Eger bir {Xn}::_k dizisinde sonlu sayida terim hari¢ tutuldugunda, geriye

kalan sonsuz sayidaki terim igin

ise {x,}” . dizisine er geg p periyotludur denir ve p bu sart1 saglayan en kiigiik

pozitif tamsayidir.
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3. BOLUM

BAZI FARK DENKLEM SISTEMLERININ COZUMLERI

Yo X,
3.1 X  o=—Jnl -1
( ) n+1 Xn yml +1 yn+1 Xn yn,l +1

FARK DENKLEM SISTEMININ COZUMLERI.

Bu boliimde;

yn -1 Xn -1
= yn+1 =

- Xnyn—1+1 ’ Xnyn—1+1

n+1

fark denklem sistemlerinin ¢oziimleri incelenmistir.



17

Teorem 3.1. a,b,c,d,e, f eR" ve baslangi¢ sartlar1 y,=a, y ,=b, X, =¢, x, =d,

z,=¢€,2,="F, bc2-1 olmak iizere;

3.1)

fark denklem sisteminin biitiin ¢6ziimleri;

_ Y. b
% XY, ,+1 cb+1
X, d
Yi= =
XY,+1l cb+1
wo Yo _ a _a(ch+1)
, = = =
XY, +1 ( b ]a+1 ch+ba+1
cb+1
Y, = X, c _c(cb+1)
, = = =
XY, +1 ( b ja+1 ch+ba+1
cb+1

n>2 ve k=12,... i¢in

k-1

b] J[(n-+1)(cb+ba)+n(ad +cd)+1]f![n(cb+ba+ad +cd)+1]

4k+l_li[(njtl)(cb)+n(ba+ad+cd)Jrlﬂj[(n+1)(cb+ba+ad)+n(cd)+1],
dﬁ[(n+1)(cb+ba)+n.(ad +Cd)+1]ﬁ[n(cb+ba+ad +Cd)+1]
y4k+1= - n=0 — n=0 '
H[(n+1)(cb)+n(ba+ad +cd)+1]g[(n+l)(cb+ba+ad)+n(cd)+1]
cﬁ[(n+1)(cb)+n(ba+ad +cd)+1]ﬁ[(n+1)(cb+ba+ad)+n(cd)+1}
Yake2 = =0 n=0

ﬁ[(n+1)(cb+ba)+ n(ad +cd)+1]ﬁ![n(cb+ba+ad +cd)+1}
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alj[(n+1)(cb)+n(ba+ad +cd +1]H[ n+1)(cb+ba+ad)-+n(cd)+1]

X4k+2

ﬁ[ n+1)(cb+ba)+n(ad +cd +1]ﬁ[n ch+ba+ad+cd)+1]
n=0 =0

bH[ (n+1)(cb+ba)+n(ad +cd) +1]H[ cb+ba+ad+cd)+1]

Yakis = %

[T[(n+1)(cb)+n(ba+ad +cd) +1]g[ (n+1) cb+ba+ad)+n(cd)+1]’

n=0

dg[(n +1)(cb+ba)+n(ad +cd)+1]g[n(cb+ba+ ad +cd)+1]

e ﬁ[(n +1)(cb)+n(ba+ad +cd)+1]t[[(n +1)(ch+ba+ad)+n(cd)+1] |

n=0

k
aH[(n+1)(cb)+n(ba+ad+cd +1]H[ n+1)(cb+ba+ad)+n(cd) +1]
n=0

y4k+4
ﬁ[ n+1)(cb+ba)+n(ad+cd) +1}H[n (cb+ba+ad +cd) +1]
=0

cﬁ[(nﬂ cb)+n(ba+ad+cd) +1]H[ n+1)(ch+ba-+ad)+n(cd +1]
n=0

X4k+4

ﬁ[ n+1)(cb+ba)+n(ad +cd) +1]H[n chb+ba+ad +cd +1]
=0

dir.

Ispat. (3.1) denkleminde,

n=0 i¢in
b
X1 = yil = ,
XY, ,+1 cb+1
X d
yy=———=

Xy, +1 ch+1
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n=1 i¢in
y, = X C _c(chb+1)
2 - - 1
XY, +1 ( b ]a+1 ch+ba+1
cb+1
wo Yo _ a _a(ch+1)
, = = =
XY, +1 ( b ja+1 ch+ba+1
cb+1
oldugu aciktir.

n>2 igin X, ve Yy, c¢oziimlerinin dogrulugunu tiimevarimla ispatlayalim.

n=2 i¢in

b b
g X (cb+1) _ (Cbﬂj
oy 1 (a(cb+l) j( d j+1 ( ad (cb+1) }+1
cb+ba+1/\ch+1 (chb+ba+1)(cb+1)

(Cbb+ 1) (CbbJr 1j

(ad(cb+1)+(cb+ba+1)(cb+1)J [(cb+1)(cb+ba+ad+1)j

(cb+ba+1)(chb+1) (cb+ba+1)(ch+1)

_( bj (cb+ba+1)(ch+1) | b(cb +ba+1)
“\cb+1 )\ (cb+1)(cb+ba+ad+1) | (cb+1)(cb+ba+ad+1)

() ()
i cb+1 _ cb+1

X, = =
DXyl (a(cb+1) )( d jﬂ ad(cb+) |,
cb+ba+1/\cb+1 (cb+ba+1)(ch+1)




(o) )

~(ad(ch+1)+(cb+ba+1)(cb+1)) [ (cb+1)(cb+ba+ad +1)
(chb+ba+1)(cb+1) (ch+ba+1)(chb+1)

_[ dj (ch+ba+1)(cb+1) | d(cb+ba+1)
~Leb+1 )| (chb+1)(cb+ba+ad+1) | (cb+1)(cb+ba+ad+1)

n=3 i¢in

a(cb+1)
X (cb+ba+1)
Yo = x3y2+1_( d(cb +ba+1) J( c(ch+1) j+1
(cb+1)(cb+ba+ad+1) )\ cb+ba+1

a(cb+1)
(cb+ba+1)
cd(cb+1)(cb+ba+1) 1
(cb+1)(cb+ba+1)(ch+ba+ad +1)

B a(cb+1)(cb+ba+ad +1)
(cb+ba+1)(cb+ba+ad +cd+1)

( c(ch+1) J

« = Yo _ cb+ba+1

toxy, +1 d(cb+ba+1) ( c(ch+1) )+1
(cb+1)(cb+ba+ad +1) )\ cb+ba+1

c(cb+1)
(cb+ba+1)
( cd(cb+1)(ch+ba+1) J+1
(cb+1)(cb+ba+1)(ch+ba+ad +1)

B c(cb+1)(cb+ba+ad +1)
(cb+ba+1)(cb+ba+ad +cd +1)
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n=4 i¢in

d(cb+ba+1)
(cb+1)(cb+ba+ad +1)

4y3+1( c(ch+1)(cb+ba+ad +1) J[ b(cb+ba +1) j”

(cb+ba+1)(cb+ba+ad+cd+1) ){ (cb+1)(cb+ba+ad+1)

d(cb+ba+1)
(cb +1)(cb +ba+ad +1)

+1
(Cb+ba+ad +cd +1)]

d(cb+ba+1) (cb+ba+ad +cd +1)
(cb +1)(cb+ba+ad +1) ) (2cb+ba+ad +cd +1)

B d(cb+ba+1)(cb+ba+ad+cd+1)
(cb+1)(cb+ba+ad+1)(2cb+ba+ad +cd +1)

b(cb+ba+1)
(cb+1)(cb+ba+ad +1)

%= X y3 +1 c(cb+1)(cb+ba+ad +1) b(cb+ba+1)
(cb+ba+1)(cb+ba+ad+cd+1) )\ (cb+1)(cb+ba+ad+1)

b(cb+ba+1)
(cb +1)(cb +ba+ad +1)

+1
(cb+ba+ad +cd +1)j

3 b(cb+ba+1) (cb+ba+ad +cd +1)
(cb+1)(cb+ba+ad +1) J(2cb+ba+ad +cd +1)

_ b(cb+ba-+1)(cb+ba+ad +cd+1)
(cb+1)(cb+ba+ad +1)(2cb +ba+ad +cd +1)

olup dogrudur.
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n=k i¢cin k=12,...

bﬁ[(n +1)(cb+ba)+n(ad +cd)+1]f![n(cb+ba+ad +cd)+1]

Xps1 = %

g[(n +1)(cb)+n(ba+ad +cd)+l]ﬁ[(n +1)(cb+ba+ad)+n(cd)+1] |

dij[(n +1)(cb +ba)+n(ad +cd)+1]g[n(cb+ba+ad +cd)+1]

Yo =

[T[(n+1)(cb)+n(ba+ad +cd)+1]ﬁ[(n +1)(ch+ba+ad)+n(cd)+1] |

n=0

cﬁ[(n +1)(cb)+n(ba+ad +cd)+1]ﬁ[(n +1)(cb+ba~+ad)+n(cd)+1]

_ _n=0
Yaks2 = K

[T[(n+1)(cb+ba)+n(ad +cd)+1]t![n(cb+ba+ad +cd ) +1]

n=0

k
aH[(n+1)(cb)+n(ba+ad +cd +1]H[ n+1)(ch+ba+ad)+n(cd +1]
=0

X4k+2

ﬁ[ n+1)(cb+ba)+n(ad+cd) +1]H[n cb+ba+ad+cd +1]
n=0

bﬁ[(n +1)(cb+ba)+n(ad +cd)+1]f![n(cb+ba+ad +cd ) +1]

Yakis = %

g[(n +1)(cb)+n(ba+ad +cd)+1]§[(n +1)(cb+ba+ad)+n(cd)+1] |

dfg[(n +1)(cb+ba)+n(ad +cd)+l]f![n(cb+ba+ ad +cd)+1]

Kyksz =

H[(n +1)(cb)+n(ba+ad +cd)+1:|§[(n +1)(cb+ba+ad)+n(cd)+1] |

ag[(n +1)(cb)+n(ba+ad +cd )+1]Q[(n +1)(ch+ba+ad)+n(cd)+1]

g[(n +1)(cb+ba)+n(ad +cd)+1}ﬁ[n(cb+ba+ ad +cd)+1]
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cﬁ[(n +1)(cb)+n(ba+ad +cd)+1]f![(n +1)(cb+ba+ad)+n(cd)+1]

k+1

[T[(n+1)(cb+ba)+n(ad +cd)+1]g[n(cb+ba+ad +cd)+1]

n=0

oldugunu kabul edelim.

n=k+1 icin dogru oldugunu gosterelim.

Yarss _
Xagesnyrt = Xakes = - 1’ A= Xara Va1 olsun.
X4k+4 y4k+3 +

4k+4
A X4k+4y4k+3 +1_ 1 +l

y4k+3

k

CH[(n+l cb)+n(ba+ad+cd) +1]H[ n+1)(cb+ba+ad)+n(cd +1]

n=0

k+1

ﬁ[ n+1)(ch+ba)+n(ad +cd) +1}H[n chb+ba+ad +cd +1]

A= = T +1

bﬁ[(n+1)(cb+ba)+n(ad +cd)+1]g[n(cb+ba+ad +cd ) +1]

n=0

ﬁ[ )(cb)+n(ba+ad +cd +1]H[ 1)(cb+ba+ad)+n(cd) +1]

n=0

cﬁ[(n+1 cb)+n(ba+ad+cd) +1]H[ n+1)(cb+ba+ad)+n(cd +1]

n=0

ﬁ[ n+1)(ch+ba)+n(ad +cd) +1}H[n cb+ba+ad +cd +1}
_ =0 +1
ﬁ[ n+1)(ch)+n(ba+ad +cd +1]H[ n+1)(ch+ba+ad)+n(cd +1]
n=0

k

bH[(n+1)(cb+ba)+n(ad +cd +1]H[n ch+ba+ad +cd +1]
n=0

n=0
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c
k+1 k
H[n(cb+ba+ad +cd)+1] ch[n(cb+ba+ad +cd)+1]
=0 1 +1=—2=0 +1
- [T[n(cb+ba+ad+cd)+1]
bH[n(cb+ba+ad +cd)+1] n=0

n=0

cbﬁ[n(cb+ba+ad +cd +1]+ﬁ[n(cb+ba+ad +cd)+1]
n=0

ﬁ[ n+1)(cb+ba+ad +cd +1]
n=0

cbﬁ[n(cb+ba+ ad +cd)+1]+ﬁ[n(cb+ba+ ad +cd)+1][(k +1)(cb+ba+ad +cd)+1]
n=0

n=0

k+1

H[n ch+ba+ad+cd)+1]

H[n (cb+ba+ad +cd +1]([ k+1)(cb+ba+ad +cd) +1]+cb)

k+1

H[n cb +ba +ad +cd)+1}
n=0

i~

[n(cb+ba+ad +cd)+1]([(k +2)cb+(k+1)(ba+ad +cd)+1])

k+1

H[n(cb+ba+ad +cd)+1]
n=0

>
I
o

bulunur. Bulunan A nin bu degeri X, ., in paydasinda yerine yazilirsa,

bH[ n+1)(cb+ba)+n(ad +cd +1]H[n cb+ba+ad +cd +1]

n=0
k

H[(n+1 cb)+n(ba+ad +cd) +1]H[ n+1)(ch+ba+ad)+n(cd +1]

n=0
X4k+5

ﬁ[n cb+ba+ad +cd) +1]([ k+2)ch+(k+1)(ba+ad+cd) +1])

n=

k+1

H[n(cb+ba+ad +cd)+1}
n=0
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k
bH[ n+1)(cb+ba)+n(ad +cd +1]

ﬁ[ n+1)(cb)+n(ba+ad +cd) +1]H[ n+1)(cb+ba+ad)+n(cd +1]
_ n=0

([(k +2)ch+(k +1)(ba+ad +cd) +1])

k+1

H[n(cb+ba+ad +cd)+1]
n=0

bﬁ[(n +1)(cb+ba)+n(ad +cd)+1]ﬁ[n(cb+ba+ad +cd ) +1]

n=0

ﬁ[ )(cb)+n(ba+ad +cd)+1]([(k+2)ch+(k+1)(ba+ad +cd)+1])

n=0

k
H[ n+1)(ch+ba+ad)+n(cd) +1]
n=0

bﬁ[(n +1)(cb+ba)+n(ad +cd)+1]ﬁ[n(cb+ba+ad +cd)+1]

n=0

ﬁ[(n +1)(cb)+n(ba+ad +cd)+1]§[(n +1)(cb+ba+ad)+n(cd)+1]

n=0

dogru oldugu goriiliir.

_ KXz olur

Yawsr = Yakes =
4k+4 y4k+3 + 1

Bulunan Xx,.. ve Y, in paydalari aynt oldugundan X, .. de hesaplamis

oldugumuz A nin degerini Y,, , de yerine yazilirsa,

dH[ n+1)(cb+ba)+n(ad +cd +1]H[n chb+ba+ad +cd +1]
n=0

ﬁ[ n+1)(ch)+n(ba+ad +cd +1}H[ n+1)(ch+ba-+ad)+n(cd +1]
n=0

Yakss =

ﬁ[n cb+ba+ad +cd) +l]([ k+2)cb+(k+1)(ba+ad +cd) +1])
n=0

k+1

H[n(cb+ba+ad +cd)+1]
n=0



26

dﬁ![(n+l)(cb+ba)+n(ad +cd)+1]

ﬁ[(n+1)(cb)+n(ba+ad +cd)+1]Q[(n+l)(cb+ba+ad)+ n(cd)+1]

n=0

([(k+2)cb+(k +1)(ba+ad +cd)+1])

ﬁ[n(cb+ba+ad +cd)+1]
n=0

df![(n+1)(cb+ba)+n(ad +cd)+1]ﬁ[n(cb+ba+ad +cd)+1]

k

[T[(n+1)(cb)+n(ba+ad +cd)+1]([(k+2)ch+(k+1)(ba+ad +cd)+1])

n=0

fg[(n +1)(cb+ba+ad)+n(cd)+1]

dﬁ[ n+1)(ch+ba)+n(ad +cd +1]ﬁ[n cb+ba+ad +cd +1]

ﬁ[ n+1)(cb)+n(ba+ad +cd) +1]H[ n+1)(cb+ba+ad)+n(cd +1]
=0

olup dogrudur.

S 715 S , B =Xy.5Ya.a +1 olsun.

X =X
4(k+1)+2 4K+6
4k +5 y4k+4 1

X
_ _ Mk+5
B =X.5Yaks t1= T"‘l

y4k+4

k K+
bH[ n+1)(cb+ba)+n(ad +cd +1:|ﬁ[n cb+ba+ad+cd) +1}

ﬁ[ n+1)(ch)+n(ba+ad +cd) +1]H[ n+1)(ch+ba+ad)+n(cd +1]
= 1
k
aH[(n+1)(cb)+n(ba+ad +cd +1]H[ n+1)(cb+ba+ad)+n(cd +1:|
n=0

B = +1

ﬁ[ n+1)(ch+ba)+n(ad +cd) +1]H[n chb+ba+ad +cd +1]
=0
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bn[(n +1)(cb+ba)+n(ad +cd)+1]ﬁ[n(cb+ba+ad +cd ) +1]

=
JuN

T
IS +

i [(n+1)(cb)+n(ba+ad +cd)+1]§[(n +1)(ch+ba+ad)+n(cd)+1] 1
Q[(n+l)(cb+ba)+ n(ad +cd)+1]ﬁ[n(cb+ba+ad +cd)+1]

aﬁ![(n +1)(cb)+n(ba+ad +cd)+1]§[(n +1)(cb+ba+ad)+n(cd)+1]

b
k+1
[T[(n+1)(cb)+n(ba+ad+cd)+1] baH[ n-+1)(ch)+n(ba+ad+cd)+1]
— _n=0 1 +1= X 1 +1
- [T[(n+1)(cb)+n(ba+ad+cd)+1]
a[ J[(n+1)(cb)+n(ba+ad+cd)+1] n=0
n=0

baﬁ[(n +1)(cb)+n(ba+ad +cd)+1]+ﬁ[(n +1)(cb)+n(ba+ad +cd)+1]

n=0

_ ﬁ[(n+1)(cb)+n(ba+ad +cd)+1]

k

[T[(n+1)(cb)+n(ba+ad +cd) +1]([ (k+2)(cb)+(k +1)(ba+ad +cd)+1]+ba)

n=0

H[ (n+1)( n(ba+ad +cd) +1]

k

[ T[(n+1)(cb)+n(ba+ad +cd) +1]([ k+2)(cb)+(k+2)(ba)+(k+1)(ad +cd)+1])

n=0

_ ﬁ[(n+l)(cb)+n(ba+ad +cd)+1]

k

[T[(n+1)(cb)+n(ba+ad +cd)+1]([(k+2)(cb+ba)+(k+1)(ad +cd)+1])

n=0

lj[(n +1)(cb)+n(ba+ad +cd)+1]

bulunur. Bulunan B nin bu degeri X,,,, nin paydasinda yerine yazilirsa,
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aﬁ[(n +1)(cb)+n(ba+ad +cd)+1]n[(n +1)(cb+ba+ad)+n(cd)+1]

k+1

i g[(n +1)(cb+ba)+n(ad +cd)+1]g[n(cb+ba+ ad +cd)+1]

ﬁ[(n +1)(cb)+n(ba+ad +cd)+1]([(k+2)(cb+ba)+(k+1)(ad +cd)+1])

n=0

k+1

[T[(n+1)(cb)+n(ba+ad+cd)+1]

n=0

k
aH[ (n+1)(cb+ba+ad)+n(cd) +1]

ﬁ[ n+1)(cb+ba)+n(ad+cd) +1]H[n chb+ba+ad +cd +1]
_ n=0

([(k+2)(cb+ba)+(k +1)(ad +cd)+1])

ﬁ[(n +1)(cb)+n(ba+ad +cd)+1]

k+1

k
aH[ n+1)(cb+ba+ad)+n(cd +1]H[ n+1)(cb)+n(ba+ad+cd) +1]
n=0

ﬁ[ n+1)(cb+ba)+n(ad +cd) +l]([ k+2)(cb+ba)+(k+1)(ad +cd +1])

k+1

[T[n(cb+ba+ad+cd)+1]

n=0

k+1

aH[ n+1)(cb+ba+ad)+n(cd +l]H[ n+1)(ch)+n(ba+ad+cd) +1]

k+1 k+1

H[ n+1)(cb+ba)+n(ad +cd +1]H[n chb+ba+ad +cd +1]
n= n=0
dogru oldugu goriiliir.

X
— — 4k+4
y4(k+1)+2 =Y =" —— olur.
4k+5 y4k+4 +

Bulunan X,,.s Ve Y, nin paydalart ayni oldugundan X, ,, da hesaplamis

oldugumuz B nin degerini Y,,,, da yerine yazilirsa,
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c|k|[(n+1)(cb)+n(ba+ad +cd +1]| |[ n+1)(ch+ba+ad)+n(cd +1]
n=0
k

H[ n+1)(ch+ba)+n(ad +cd) +1]H[n ch+ba+ad +cd +1]

=0

Yaie =

[T[(n+1)(cb)+n(ba+ad+cd) +1]([ (k+2)(cb+ba)+(k+1)(ad +cd) +1])

ﬁ[(n +1)(cb)+n(ba+ad +cd)+1]

cg[(n+l)(cb+ba+ad)+n(cd)+1]

ﬁ[(n+1)(cb+ba)+n(ad +cd)+1]ﬁ[n(cb+ba+ad +cd)+1]

n=0

([(k+2)(cb+ba)+ (k+1)(ad +cd ) +1])

ﬁ[(n+l)(cb)+ n(ba+ad +cd)+1]

cﬁ[(n +1)(cb+ba+ad)+ n(cd)+1]ij[(n +1)(cb)+n(ba+ad +cd)+1]

n=0
k

[T[(n+1)(cb+ba)+n(ad +cd)+l]([(k +2)(cb+ba)+(k +1)(ad +cd)+1])

n=0

ﬁ[n(cb+ba+ad +cd)+1]
n=0

k+1

CHI:(n-l—l cb)+n(ba+ad+cd) +1]H[ n+1)(cb+ba+ad)+n(cd +1]
n=0

ﬁ[ n+1)(cb+ba)+n(ad+cd) +1]H[n chb+ba+ad +cd +1]
=0

olup dogrudur.

Yakis _
X4(k+1)+3 =Xy = S EEE— C= X4r+6 Yakss +1 olsun.

X4k+6 y4k+5 + 1

X4k 6
C = X4k+6y4k+5 +1: T++1

y4k+5
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aﬁ[(n +1)(cb+ba+ad)+ n(cd)+l]l:j[(n +1)(cb)+n(ba+ad +cd)+1]

ﬁ[(n+1)(cb+ba)+n(ad +cd)+1]ﬁ[n(cb+ba+ad +cd)+1]

— n=0 n=0 1
C 1 +

k k+
dH[ n+1)(ch+ba)+n(ad +cd) +1]ﬁ[n cb+ba+ad +cd +1]

ﬁ[ n+1)(ch)+n(ba+ad +cd +1]H[ n+1)(ch+ba+ad)+n(cd +1]
=0

aﬁ[(n +1)(ch+ba+ad)+ n(cd)+1:|ﬁ[(n +1)(cb)+n(ba+ad +cd)+1]

. ﬁ[(n+1)(cb+ba)+n(ad +cd)+1]lj[n(cb+ba+ad +cd)+1] 1
L [(n+1)(cb)+n(ba+ad +cd)+1]§[(n+1)(cb+ba+ad)+n(cd)+1]

=

I

dg[(n +1)(cb+ba)+n(ad +cd)+1]ﬁ[n(cb+ba+ad +cd)+1]

a
k+1 k
H[(n+1)(cb+ba)+n(ad +cd)+1] adH[ n+1)(cb+ba)+n(ad +cd +1]
= n=0 1 +1: klo +1
- H[(n+1 ch+ba)+n(ad +cd)+1]
=0

d] J[(n+1)(cb+ba)+n(ad+cd)+1]

n=0

adﬁ[(n+1)(cb+ba)+n(ad +cd +1]+ﬁ[ n+1)(cb+ba)+n(ad+cd)+1]

n=0

k+1

H[ n+1)(cb+ba)+n(ad +cd) +1]

ﬁ[(n+1)(cb+ba)+n(ad +cd) +1]([ (k+2)(cb+ba)+(k+1)(ad +cd)+1]+ad)

n=0

k+1

H[ n+1)(cb+ba)+n(ad+cd) +1]
=0
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k

[T (n+1)(cb+ba)+n(ad +cd)+1]([(k +2)(cb+ba)+(k+2)(ad)+(k +1)(cd)+1])

n=0

k+1

g[(n +1)(cb+ba)+n(ad +cd)+1]

[ T[(n+1)(cb+ba)+n(ad +cd)+1]([(k +2)(cb+ba+ad)+(k+1)(cd )+1])

n=0

lj[(n +1)(cb+ba)+n(ad +cd)+1]

bulunur. Bulunan C nin bu degeri X,,., nin paydasinda yerine yazilirsa,

kK K+
dH[ (n+1)(cb+ba)+n(ad +cd +1jﬁ[n ch+ba+ad +cd)+1]

ﬁ[ n+1)(cb)+n(ba+ad +cd) +1]H[ (n+1)(cb+ba+ad)+n(cd) +1]
n=0

X4k+7

ﬁ[(n+1 )(cb+ba)+n(ad +cd)+1]([ (k+2)(cb+ba+ad)+(k+1)(cd ) +1])

H[ n+1)(ch+ba)+n(ad +cd)+1]
n=0

dﬁ[n(cb+ba+ad +cd)+1]
n=0

k+1

[T[(n+1)(cb)+n(ba+ad +cd)+1]g[(n +1)(cb+ba-+ad)-+n(cd)+1]

n=0

([(k +2)(cb+ba+ ad3+(k +l)(cd)+1])

ﬁ[(n +1)(cb+ba)+n(ad +cd)+1]

dﬁ[n(cb+ba+ad +cd)+1:|ﬁ[(n +1)(cb+ba)+n(ad +cd)+1:|
n=0 n=0

ﬁ[(n +1)(cb+ba+ad)+ n(cd)+1:|([(k +2)(cb+ba+ad)+(k +1)(cd)+1:|)

n=0

ﬁ[(n +1)(cb)+n(ba+ad +cd)+1]

dﬁ[n cb+ba+ad +cd +1]ﬁ[ n+1)(cb+ba)+n(ad +cd +1]

ﬁ[ n+1)(ch+ba+ad)+n(cd) +1]H[ (n+1)(cb)+n(ba+ad+cd) +1]
=0

dogru oldugu goriiliir.
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X4k+5
X4k+6 y4k+5 + 1

y4(k+1)+3 =Y = olur.

Bulunan x,,., ve Yy,,,, nin paydalari ayn1 oldugundan X,, ., de hesaplamis
oldugumuz C nin degerini Y,,,, de yerine yazilirsa,

k k+1

b J[(n+1)(cb+ba)+n(ad +cd)+1][![n(cb+ba+ad +cd ) +1]

n=0

k+1

n=0

[(n+1)(cb)+n(ba+ad +cd)+1]g[(n +1)(cb+ba-+ad)+n(cd)+1]

ﬁ[ n+1)(cb+ba)+n(ad +cd)+1]([ (k+2)(cb+ba+ad)+(k+1)(cd)+1])

n=0

k+1

g[(n +1)(cb+ba)+n(ad +cd)+1]

k+1

bH[n cb+ba+ad+cd) +1]

k+1

[T[(n+1)(cb)+n(ba+ad +cd +1HL[[ n+1)(cb+ba-+ad)+n(cd)+1]

= ([(k+2)(cb+ba+a )+(k+1 )(cd) +1})

k+1

g[(n+1)(cb+ba)+n(ad +cd)+1]

k+1 K+1

bH[n cb+ba+ad +cd +1]H[ n+1)(cb+ba)+n(ad +cd +1]
n=0

ﬁ[ n+1)(cb+ba+ad)+n(cd)+1]([(k+2)(cb+ba+ad)+(k+1)(cd)+1])
_ n=0

k+1

[T[(n+1)(cb)+n(ba+ad+cd)+1]

n=0

k+1

bH[n cb+ba+ad +cd +1}H[ n+1)(ch+ba)+n(ad +cd +1]

k+1 k+1

H[(n+1)(cb+ba+ad)+n cd +1]H[ n+1)(cb)+n(ba+ad +cd +1]
n=0

n=0

olup dogrudur.
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Yarse _
Xakrnyra = Xaag = —++1 D = Xy,7 Yakss 1 olsun.

X4k+7 y4k+6

X
_ _ Kyt
D = Xys7Yakss +1= —1+ +1

y4k+6

dﬁ[n(cb+ba+ad +cd)+1]ﬁ[(n +1)(cb+ba)+n(ad +cd)+1]

n=0
K+1 k+1

o g[(n+1)(cb+ba+ad)+n(cd)+1]g[(n+1)(cb)+n(ba+ad +cd ) +1]

+1

1

cﬁ[(n +1)(cb)+n(ba+ad +cd)+1]ﬁ[(n +1)(cb+ba+ad)+n(cd)+1]

n=0

K+1

[T[(n+1)(cb+ba)+n(ad +cd)+1]lj[n(cb+ba+ad +cd)+1]

n=0

dﬁ[n(cb+ba+ad +cd)+1]ﬁ[(n+1)(cb+ba)+n(ad +cd ) +1]

n=0

k+1 k+1

g[(n +1)(cb+ba+ad)+ n(cd)+1]£![(n +1)(cb)+n(ba+ad +cd)+1]

= k+1 k+1 +1

g[(n +1)(cb+ba)+n(ad +cd)+1]g[n(cb+ba+ad +cd)+1]

k+1 k

cg[(n +1)(cb)+n(ba+ad +cd)+1|[ J[(n+1)(cb+ba+ad)+n(cd)+1]

n=0

d
ﬁ[(n+1)(cb+ba+ad)+n(cd)+1] , Cdﬁ[(n+1)(cb+ba+ad)+n(cd)+1] 1
T 1 +l=—pt +
K H[(n+1)(cb+ba+ad)+n(cd)+1]
c[J[(n+1)(cb+ba+ad)+n(cd)+1] n=0

n=0

cdﬁ[(n+1)(cb+ba+ad)+ n(cd)+1]+ﬁ[(n+1)(cb+ba+ad)+n(cd)+1]

n=0

ﬁ[(” +1)(cb+ba+ad)+n(cd)+1]

n=0
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ﬁ[(n +1)(cb+ba+ad)+ n(cd)+1]([(k+ 2)(cb+ba+ad)+(k +1)(cd)+1]+cd)

n=0

ﬁ[(n +1)(cb+ba+ad)+ n(cd)+1]

ﬁ[(n +1)(cb+ba+ad)+ n(cd)+1]([(k +2)(cb+ba+ad)+(k +2)(cd)+1])

n=0

ﬁ[(n +1)(cb+ba+ad)+ n(cd)+1]

ﬁ[(n +1)(cb+ba+ad)+n(cd)+1]([(k+2)(cb+ba+ad +cd)+1])

n=0

ﬁ[(n+1)(cb+ba+ad)+ n(cd)+1]

bulunur. Bulunan D nin bu degeri X, in paydasinda yerine yazilirsa,

K+1

cH[(n+1 cb)+n(ba+ad +cd) +1:|H[ n+1)(cb+ba+ad)+n(cd +1:|
=0

K+

H[ n+1)(cb+ba)+n(ad +cd) +1]H[n ch+ba-+ad+cd)+1]

=0

H

Xprsg =

ﬁ[(n+1 )(cb+ba+ad)+n(cd +1]([ k+2)(cb+ba+ad +cd +1})
=0

H[ n+1)(cb+ba+ad)+n(cd +1]
n=0

k+
cﬁ[(n+1 cb)+n(ba+ad +cd) +1]H[ n+1)(cb+ba+ad)+n(cd +1]
n=0

ﬁ[ n+1)(cb+ba)+n(ad+cd) +l:|H[n cb+ba+ad +cd +1]
=0

([(k +2)(cb+ba+ad +cd) +1])

cﬁ[(n+1)(cb)+n(ba+ad +cd +1]ﬁ[ n+1)(chb+ba+ad)+n(cd) +1]

n=0

H[n chb+ba+ad +cd +1]([ k+2)(cb+ba+ad+cd) +1])

H[ (n+1)(cb+ba)+n(ad+cd) +1]
n=0
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k+1 k+1

CH[ (n+1)(cb)+n(ba+ad +cd) +1]H[(n+l)(cb+ba+ad)+n(cd)+1]

K+2

H[n (cb+ba+ad +cd)+1]H[(n +1)(ch+ba)+n(ad +cd)+1]
n=0
olup dogrudur.

X
— _ 4k+6
y4(k+1)+4 =Yg = —1 olur.
X4k+7 y4k+6 +

Bulunan X, ., Ve Y, ., in paydalari ayni oldugundan X,, ., de hesaplamis

oldugumuz D nin degerini Y, ., de yerine yazilirsa,

k+1

aH[ n+1)(cb+ba+ad)+n(cd +1]H[ n+1)(cb)+n(ba+ad +cd) +1]

k+1 k+1

H[ n+1)(cb+ba)+n(ad+cd) +1]H[n ch+ba+ad +cd +1]

Yaks = K

H[ n+1)(cb+ba+ad)+n(cd) +1]([ k+2)(cb+ba+ad +cd) +1])
n=0

k+1

H[(n+1)(cb+ba+ad)+n(cd)+1]

n=0

aﬁ[(n +1)(ch)+n(ba+ad +cd)+1]ﬁ[(n +1)(cb+ba-+ad)-+n(cd)+1]

n=0
k+1

[T[(n+1)(cb+ba)+n(ad +cd)+1]ﬁ[n(cb+ba+ad +cd)+1]

n=0

([(k +2)(ch+ba+ad +cd)+1])

k+1 k+1

ag[(n +1)(ch)+n(ba+ad +cd)+1]H[(n +1)(cb+ba+ad)+n(cd)+1]

k+1

H[n (cb+ba+ad+cd)+1]([(k+2)(cb+ba+ad +cd)+1])

ﬁ[(n +1)(cb+ba)+n(ad +cd)+1]

n=0
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k+1 k+1

aH[(n +1)(cb)+n(ba+ad +cd)+1]H[(n +1)(cb+ba+ad)+n(cd)+1]

K+2 k+1

H[n(cb+ba+ad +cd)+1]H[(n +1)(cb+ba)+n(ad +cd)+1]
n=0 n=0
olup dogrudur.

Bu sonuglardan n > 2 igin dogru olur ki istenendir.

Sonug¢ 3.1. a, b, ¢, d € R"ve baslangi¢ sartlart X, =c, x, =d, y,=a, y,=Db olan,

(3.1) denklem sisteminin biitiin ¢dziimleri i¢in asagidaki

XansaXanss = Yana Yanis

X

4n+2X

an+a = Yani2 Yania

esitlikler gecerlidir.

Ispat. Teorem 3.1 den agiktir.
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4. BOLUM

BAZI FARK DENKLEM SISTEMLERININ COZUMLERI VE
COZUMLERININ DAVRANISLARI

X \ zZ
(4 1) X — n-1 y — n-1 7 — n-1
' n+1 ! n+1 ! n+1
YnXna -1 X, Yo -1 XoaYn + YnaX,

FARK DENKLEM SISTEMININ COZUMLERI VE COZUMLERININ
DAVRANISLARI.

Bu boliimde;

_ anl y _ yn—l Z _ anl
= n+l — ' n+l
YnXnaa -1 Xo Yo -1 XnaYn T Yo X,

fark denklem sisteminin ¢6ziimleri ve ¢oziimlerinin davranislari incelenmistir.
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Teorem 4.1. a,b,c,d,e, f eR/{0}ve baslangi¢ sartlan y,=a, y,=b, x,=c,

X,=d,z,=e,z,="f,ad =1, bc=1 ve ad = —bc olmak iizere;

n-1 yn+1 — yn—l 7 — Zn—l (41)

X
=T v Lay
YnXna -1 X0 Yna -1 XoaYn T YnaX,

Xn +1

fark denklem sisteminin biitiin ¢6ziimleri;

d
X = (ad —l)n ,
c(bc-1)", n—cift ise

n—tek ise

b
y, = (bC—l)n ’
a(ad-1)", n—cift ise

n—tek ise

f
(ad +bc)’ '

bc—1)+bc(ad -1

n—tek ise

dir.
Ispat.
n=0 icin y=—ta 0
— yox, -1 ad-1
b
yl = y_l =
XYy,—-1 bc-1
. z, f

T X Yo+ Y% ad-+hc
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. . X C c
n=1 i¢in X, =—2— = = =c(bc-1
2 Y% —1 b c bC—(bC—l) ( )
bc-1 bc—1
Yo a a
y, = = =a(ad -1
2 XY, —1 d a ad—(ad —1) ( )
ad -1 ad -1
, Z, e B e

2_)(03/14_)/0x1_C b +a d  bc N ad
bc-1 ad-1 bc-1 ad-1

B e _ e(bc-1)(ad -1)
- bc(ad -1)+ad(bc—1) bc(ad -1)+ad (bc—1)
(bc-1)(ad -1)

d
n=2 igin Xy = % ad -1

VX -1 g(ad-1)-9 1
ad -1

d d
ad -1 _ad-1

(ad-1) 29y ad-1
ad -1

=d(ad -1)°




f
;- b ad +bc
XYt (d j(a(ad —1))+(bj(c(bc—1))
ad -1 bc-1

f f

_ ad +bc _ad+bc
ad(ad-1)) (be(bc-1)) ad+bc (ad +bc)’
ad -1 bc-1

n =k icin dogru oldugunu kabul edelim.

Lk, k—tek ise
X, = (ad —1)

c(bc—1)", k—gift ise

b -, k—tek ise
Y, = (bC—l)
a(ad -1)", k—gift ise
f .
——— . k—tek ise
(ad +bc)
Z =

k

(be—1)(2d -1 o
ad (bc_l)+bc(ad _1) , k—cift ise

n=k+ 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim.

d d
= .
Xoks1 = Taa (ad _1) = (ad _l) = d k!
YaXai =L a(ad -1 d -1 ad-1  (ad-1)
(ad -1)

40
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b b
k k
Vo = Yok (bC—l) :(bC—l) _ b —,
T X Yaa -l c(bc-1)° b -1 be-1 - (be-1)
(bc-1)
f
. Zy 4 _ (ad +bc)k
" Xora Yo+ Yo Lka(ad _1)k+ b kC(bC—l)k
(ad 1) (bc-1)
I
_(ad +bc)k ~ f
~ ad+hc (ad +bc)k+l’
Xk C(bc_l)k
Xop g = =
M Y -1 b)le(bC—l)k—l
(bc—1)"
c(bc—l)k c(bc—l)k Kol
_ - —c(bc—1
bc 1 c(bc-1)",
(bc-1) (bc-1)
y _ Yok _ a(ad _1)k
2k+2 — -
X2k+ly2k _1 (dd)kﬂa(ad _1)k _1
ad -1
a(ad —1)k a(ad —1)k kel
- - - _1),
= » T a(ad-1)
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ZZk

Z =
2k+2
2k y2k+l + kaX2k+l

. (bc—l)k (ad —1)k
[ ad (bc—1)+bc(ad —1)]k

a k b k d
c(bc-1) (t)<:—1)k+1+a(ad -1) W
{ (be-1 (ad -1’ } { (bo-1) (ad -1’ ]
[ad (bc—1)+hbc(ad —1)] [ad (bc—1)+hbc(ad —1)]k
B bc  ad ~ be(ad-1)+ad(bc-1)
(bc-1) (ad-1) (bc—1)(ad -1)

e[ (bc—1)" (ad ~1)" ]

[ad (bc—1)+bc(ad —1)]k

~ be(ad -1)+ad(bc-1)
(bc—1)(ad 1)

=e£ (be-1)* (ad -1)* }( (bc-1)(ad ~1) ]
[ad (bc-1)+bc(ad ~1)] ) be(ad ~1)+ad (bc-1)

_e[ (be—1)* (ad ~1)*" J_{ ((bc—l)(ad—l) )r
d

[ad (bc—1)+bc(ad -1)]" ] [ ad(bc—1)+bc(ad -1

dogru oldugu goriilir ki istenendir.
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Sonu¢ 4.1.1. a,b,c,d,e, f e R/{0} ve baslangig sartlar1 y,=a, y, =b, x,=c,

X,=d,2z,=e,z,="f,ad =1, bc=1, ad = —bc ve (4.1) denkleminde;

O<a,b,c,d,e, f <1 olsun. O halde;

—oo, n-—tekise

limx, ,=limy, .= L
o S nse T2 Lon n—giftise

n—oo

limz 1 ad +bce(0,1)
2%7] 0, ad+bce(1,2)

limx,, =limy,, =0
n—o0

nN—o0

0, —o< L + L <-—
(ad-1) (bc-1)
. 1 1 o
IIggzzh =4+, —3< (ad —1)+(bc—1) <=2 n—giftise
1 1 .
0 < (ad —1)+(bc—1) <—2 n-tekise

dir.

Ispat. a,b,c,d,e, f ER/{O} ve baslangic sartlant y,=a, y,=b, x,=c, x, =d,

z,=¢e,z,="F,ad =1, bc=1, ad =—bc ve (4.1) denkleminde;

O<a,d<l=>0<ad<l=-1<ad-1<0,

-l<ad -1<0= —w< <-1,

ad -1

O<b,c<l=0<bc<l= -1<bc-1<0,

-1<bc-1<0 = —0<

<-1,

<-1= -w< + !
ad -1 bc-1 ad-1 bc-1

<2
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1 1 1
+ <0= -« 1 1 <0
ad -1 bhc-1 o 4

ad-1 bhc-1

-0 <2+

O<a,b,c,d<l=0<ad<lve O<bc<l=0<ad+hc<?2

—oo, n-—tek ise

limx, , = lim—9 — —dlim— ={

">+ (ad _1)" ">+ (ad _1)“ 400, N—gift ise

. 1 —0, n-—tek ise
limy,, ,=Ilim —=Dblim . :{ o
N ">+ (e 1) == (bc-1)" |+, n—ciftise
Iim%z f Iim;nz foo=c, ad+bce(0,1)
_ "> (ad +hbc) > (ad +hbc)
rl]!l]ozZn—l .I; 1
lim————=flim———=1.0=0, ad+bce(L2)

"= (ad+bc)’ ™= (ad +hbc)’

limx,, =limc(bc-1)" =clim(bc-1)" =c.0=0

nN—o0

limy,, =lima(ad -1)" =alim(ad -1)" =a.0=0

n—oo n—oo n—o0

(bc—-1)(ad -1)

li =l =eli
i 220 = 1€ ad (bc—1)+bc(ad -1) ¢ ad (bc—1)+hbc(ad -1)
(bc—1)(ad -1)
=elim 1 =elim L
- n—ow ad 4 bc B n—=| ad —1+1+ bc-1+1
_(ad —1) (bc—l) (ad —1) (bc—l)
=elim ! =elim !
B n—w 1 1 N n—o0 1 1
1+ +1+ 2+ +
i (ad -1) (bc-1) (ad-1) (bc-1)
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e0, —wo< 1 + ! <-—
(ad-1) (bc-1)
={+o0.e, _3<(ad1—1)+(bc1—1)<_2 n—cift ise
—0.8, _3<(ad1—1)+(bc1—1)<_2 n—tek ise

0, —o< ! + ! <-
(ad-1) (bc-1)
={ 40, _3<(adl—1)+(bc1—1)<_2 n—cift ise
1 1 .
—o0, —3 -2 n-tek
o0 <(ad —1)+(bc—1)< n—tek ise

Sonu¢ 4.1.2. a,b,c,d,e, f ER/{O} ve baglangig sartlart y,=a, y,=b, x,=cC,

X,=d,z,=e,z,="1f,ad =1, bc=1, ad = —bc ve (4.1) denkleminde;

l<ad,bc<2olsun. O halde;

: -0, d<0
U IR

limy,, ,=

n—oo

—0, b<0
+o0, b>0

limx,, =limy,, =limz, =limz, , =0
n—oo n—o0 N—o0 n—o
dir.

Ispat. a,b,c,d,e, f ER/{O} ve baslangic sartlar1 y,=a, y,=b, x,=c, x, =d,

z,=e,2,="Ff,ad =1, bc=1, ad = —bc ve (4.1) denkleminde;

l<ad <2=>0<ad-1<1 olur. O halde lim(ad -1)" =0

n—oo



1<bc<2 = 0<bc-1<1 olur. O halde lim(bc-1)" =0

n—oo
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l<ad <2 ve l<bc<2=2<ad+bc<4 olur. O halde; lim(ad +bc)" =

n—oo

Buna gore;

O<ad-1<1=1< <,
ad -1
O<bc-1<1=1< <0,
bc-1
1
1< <oo Ve 1< <o = 2< + <o
ad -1 bc-1 ad -1 bc-1
1 1
=4<2+ + <oo=0< 1 1 <—
ad -1 bc-1 2. N 4
ad -1 bc-1
) 1
= lim =0 olur.
n—oo 1 1
2+ +
ad -1 bc-1
-0, d<0
|imx2n1:|ian=d|im%=d.oo:{ *
n—o n—>oo(ad _1) n—)OO(ad _1) +00, d>0
-0, b<0
limy,. , =lim __plim : :boo:{ *
n—o n—>oo(bc_1) n—)OO(bc_l) +00, b>0
Iim22n_1:Iim;:flim;:f.O:O

"= (ad +bc)’ "= (ad +hbc)’

limx,, =limc(bc-1)" =clim(bc—1)" =c.0=0

n—o nN—oo nN—o0o

limy,, =lima(ad -1)" =alim(ad -1)" =a.0=0

n—oo
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rlgro]o Zon = !]E[]Oe 1 1 N—w 1 1
2+

Sonu¢ 4.1.3. a,b,c,d,e, f GR/{O} ve baglangi¢ sartlant y,=a, y,=b, x,=cC,

X,=d,z,=e,z,="f,ad =1, bc=1, ad = —bc ve (4.1) denkleminde;
—oo < ad,bc < -1 olsun. O halde;
!]Tl Xona = !]Tl Yona = !1!;2 Ly = rl]m Yon = L!}g 2, =0

—oo0, n—tek ve ¢ >0 ise
) -0, n—¢ift ve c<0ise
limx,, = :
N 400, N—tek ve c <0 ise

400, N—¢ift ve c>0ise

dir.

Ispat. a,b,c,d,e, f e R/{0} ve baslangi¢ sartlan y,=a, y,=b, x,=c, x,=d,

z,=e,2,="Ff,ad=1, bc=1, ad =—-bc ve (4.1) denkleminde;
—o0, n-—tek ise

_oo<ad<—1:>—oo<ad—1<—2:>lim(ad—l)”:{ n—cift ise’
+00, N—

n—oo

—oo, n-—tek ise

—oo<bc<—1:>—oo<bc—1<—2:>lim(bc—1)”={ n—cift ise’
+o0, N—Gift is

n—o

—w<ad<-1ve —w<bc<-1=—-w<ad+hc<-2

-0, n-tek
400, N—gcift

n—o0

= lim(ad +bc)’ :{



—oo<ad—l<—2:>—l< 1 <0,
2 ad-1
1
—o<hbc-1<-2=>-=< <0,
bc-1
—1< 1 <0ve ——< <0=-1< 1 + 1
2 ad-1 - ad-1 bc-1
—<l+1<0:1<2+1+1
ad-1 bc-1 ad-1 bc-1
:>1< 1 <1=lim !
1 1 o0 1 1
2+ + + +
ad -1 bc-1 ad-1 bc-1
Buna gore;
limx,,, = lim—9%— —dlim—-——d.0=0
n—w n—w (ad _1) n—w (ad _1)
) . ) 1
limy,, , =lim —=Dblim —=b.0=0
n—owo n—oo (bc _1) n—oo (bC _1)
] ) ) 1
limz,, , =lim —=flim————=1.0=0
N> "> (ad +hbc) "> (ad +hbc)

limx,, =limc(bc-1)" =clim(bc-1)"

n—oo n—o0 n—oo

e —o0, h-—tek ise_
|40, n—ciftise

n—tek ve ¢ >0 ise
n—cift ve c <0 ise
n—tek ve c <0 ise’
n—cift ve c>0ise

limy,, =lima(ad -1)" =alim(ad -1)" =a.0=0

N—o0
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limz, =lime 1 !
nowo 2" poe 1 1 N> 1 1

**(ad-1) " (be-1) **(ad-1) " (bo-1)

I
o
3
I

e0=0

Sonu¢ 4.1.4. a,b,c,d,e, f GR/{O} ve baglangi¢ sartlant y,=a, y,=b, x,=cC,

X,=d,z,=e,z,="f,ad =1, bc=1, ad = —bc ve (4.1) denkleminde;

2 <ad,bc <o olsun. O halde;

limx,,, =limy, , =limz, , =limz, =0
n—o0 n—o0 n—oo n

—>0

nN—oo

. +o00, €>0
limx,, =
-0, €<0

lim 4+, a>0
| =
nN—oo y2n _w’ a < 0

dir.

ispat. a,b,c,d,e, f ER/{O} ve baglangi¢ sartlann y,=a, y,=b, x,=c, x, =d,

z,=e,2,="Ff,ad=1, bc=1, ad = —bc ve (4.1) denkleminde;

2<ad <o = l<ad-1<o =lim(ad -1)" = oo,

n—

2<bc<o = 1<bc—1<oo =lim(bc—1)" =oo,

nN—o0

2<ad <o ve 2<bc<oo = 4<ad+hbc<oo= lim(ad +bc)" =oo,

N—o0

l<ad-1<w =0< <lvel<bc—1l<w=0<

ad -1 bc-1

<1,
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0< <lve 0< <1=0< + ! <2,
ad -1 bc-1 ad—-1 bc-1
= 2<2+ + ! <4:>1< 11 1 <l
ad-1 bc-1 4 2. + 2
ad-1 bc-1
. 1
= lim =0 olur.
n—o0 1 1
2+ +
ad-1 bc-1
Buna gore;
. . . 1
limx,, , =lim —=dlim -=d.0=0
n—oo n—o (ad _1) n—ow (ad _1)
limy, , =1l —=Dblim -=b.0=0
now * 2071 n»oo(bc_l) nﬁm(bc_l)
lim 22n71=lim;n= f Iim;n= f.0=0
N "> (ad +bc) "> (ad +bc)
. . n . n +00, €>0
limx,, =limc(bc—1)" =clim(bc-1) =C.oo={
n—owo n—oo nN—oo —OO, C<O
lim lima(ad -1)" =alim(ad -1)" =a o, a>0
= — = — = d.o0 =
n—oo y2n n—oo n— —OO, a. < 0
limz,, =lime L =elim 1 =e.0=0
now 1 now 1 1 n—oo 1 1
2 + 2+ +
(ad-1) (bc-1) (ad-1) (bc-1)

Sonuc¢ 4.1.5. a,b,c,d,e, f ER/{O} ve baslangic sartlart y,=a, y, =b, X, =C,

X,=d,z,=e,z,="f,ad =1, bc=1, ad = —bc ve (4.1) denkleminde;



-1<a,b,c,d,e, f <0 olsun. O halde;

: 400, n-—tekise
limx,, , = .
N —o0, n—ciftise

lim +o0, n-tekise
i Yan-t = —0, n—giftise

limx,, =limy, =0
n—o0

n—oo

limz

N—o0

—o, ad +bce(0,1)
1o, ad+bce(L2)

0, —0 < 1 + 1 < —
(ad-1) (bc-1)
: 1 1 o
!mzzh =< 40, —3<(ad —1)+(bc—1)<_2 n—cift ise
1 1 :
0 <(ad —1)+(bc—1)< n—tek ise

dr.

Ispat. a,b,c,d,e, f e R/{0} ve baslang¢ sartlar1 y,=a, y, =b, x,=c, x, =d,

z,=e,2,="Ff,ad=1, bc#1, ad = —bc ve (4.1) denkleminde;

-l<a,d<0=0<ad<l=-1<ad-1<0,

-l<ad-1<0 = —w0<

<-1,
ad -1

-1<b,c<0=0<bc<l= -1<bc-1<0,

-1<bc-1<0=> —w0<

<-1,

<-1 ve —0o< <-1= —-w< + 1
ad -1 bc-1 ad -1 bc-1

—00 <

<=2




limz,, =lime =elim

1 + ! <0= -w< 1 <0,

ad -1 bc-1 24 1 N 1
ad -1 bhc-1

—0< 2+

-l<ab,c,d<0=0<ad<lve O<bc<l=0<ad+bc<2,

+o0, n-—tekise

|ImX2n_1 lim d =dlim L ={

n%(ad _1)“ n%(ad _1)“ —o0, n—ciftise

. 1 +00, n-—tekise
limy,, , =lim =blim ~= i
n—ow n—w (bC -1 n—o (bC _1) —00, N —(;|ft 1Se
. f . 1
lim———=flim————= f.o=—0, ad +ch(O,1)

Iim;n= f Iim;n: f.0=0, ad+bce(12)

limx,, =limc(bc-1)" =clim(bc-1)" =¢c.0=0

n—o n—o N—o0

I|my2n_I|ma(ad ~1)" =alim(ad -1)" =a.0=0

n—ow

n

(bc—1)(ad -1)

. (bc—1)(ad -1)

n>= | ad (bc—1)+bc(ad —1) n>=| ad (bc—1)+bc(ad 1)
(bc-1)(ad -1)

n

(bc—1)(ad -1)

=elim 1 =elim !

n—w ad n bc now| ad —1+l+ bc-1+1
_(ad—l) (bc-1) (ad-1) (bc-1)
=elim T L T =elim 1 ! 1

n—ow l n—o 2
i +(ad 1) (bc-1) +(ad 1)+(bc 1)

52



e0, —wo< 1 + ! <-—
o (ad-1) (bc-1)
+o0.e, —3< ! + ! <-2 n-—ciftise
- (ad-1) (bc-1) ¢
—0.e, —3< 1 1 <-2 n-tekise

(ad—1)  (bc-1)

1 1

0, — -
P (ad-1) (bc-1)

+00, _3<(adl—1)+(bc1—1)<_2 n—cift ise

-0, —3< 1 + 1 <-2 n-tekise

(ad-1) (bc-1)

53



5. BOLUM

BAZI FARK DENKLEM SISTEMLERININ COZUMLERI

z

(5 1) X — n-1 y — yn—l 7z — n-1
: n+1 ' n+1 ! Sn+l

yn Xn—l +1 Xn yn—l +1 Xn—lyn + yn—lxn

FARK DENKLEM SISTEMININ COZUMLERI.

Bu boliimde;

yn—l Zn—l
= Zn+1 =

yn Xn—l +1 Xn yn—l +1 Xn—lyn + yn—lxn

fark denklem sisteminin ¢oziimleri incelenmistir.

54
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Teorem 5.1. a,b,c,d,e, f ER/{O} ve baglangig sartlart y,=a, y,=b, X, =c,

X,=d,z,=e,z,="1,ad#-1 bc=-1, ad =—bc olmak iizere;

fark denklem sisteminin biitiin ¢oziimleri;

dT1[(2i—2)ad +1
‘21[( ) ] n—tekise

[[(2i-1)ad +1]
cilj[(Zi—l)bcH]
[1[(2i)be +1]

, n—ciftise

bI1[ (21~ 2)be +1]

. , n—tekise
[1](2i-1)bc+1]

=1 ",

all[(Zi—l)ad +1]

I1[(2i)ad +1]

i=1

, h—ciftise

fI1[(2i-2)bo-+1][(2i~2)ad +1] »

1{be[(2i-2)ad +1]+ad[ (2i - 2)bc+1]}

ei{[(Zi—l)bC%—l}[(Zi_l)ad +1:| n—ciftise

{be[(2i-1)ad +1]+ad [ (2i~1)bc+1]}

n
i=1

dir.

(5.1)

Ispat. a,b,c,d,e, f ER/{O} ve baglangic sartlar1 y,=a, y,=b, x,=c, x, =d,

z,=e,z,="F,ad#-1 bc=-1, ad = —bc olmak iizere;



n=0 i¢in

n=1 i¢in

56

X, d
Xi = =
YoX,+1 ad+1
y = y_l = b
Yoxy,+1 be+l
Z, f
z, = =
XY +Y,X ad+bc
o Ko __C c(bc+1)
" oyx+l b4 2be+l
bc+1
oo Yo _ & a(ad +1)
xy,+l d o, 2ad+1
ad +1
Z, e e

z

* XNtV o b . d  bc ad
bc+1 ad+1 bc+1 ad+1

B e _e(bc+1)(ad +1)
- be(ad +1)+ad(bc+1) bc(ad +1)+ad (bc+1)
(bc+1)(ad +1)
d d
wo— ad +1 __ad+1
3
4+l a(ad+1) d - ad
2ad +1 ad +1 2ad +1
d
_ad+1 _ d(2ad +1)
3ad +1 (ad +1)(3ad +1)
2ad +1
b b
y Y1 bc+1 __bc+1
. -

=x2y1+1:c(bc+1) b, bc

+ +1
2bc+1 bc+1 2bc+1
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b
_ bc+l __ b(2bc+1)
3bc+1  (bc+1)(3bc+1)
2bc+1
f f
z,= 4 _ ad +bc _ ad +bc
XY, +yx, d a(ad +1)+ b c(bc+l) ad  be
ad+1 2ad+1 bc+1 2bc+1 2ad+1 2bc+1
f
_ ad +bc _ f (2ad +1)(2bc+1)
ad (2bc +1)+bc(2ad +1) (ad +bc)(ad (2bc+1)+bc(2ad +1))

(2ad +1)(2bc+1)

n=k i¢in dogru oldugunu kabul edelim.
k
dI1[(2i-2)ad +1]
Xok1 = Lzl ]
E[(ZI ~1)ad +1]

cﬁ[(Zi ~1)bc+1]

i=1

T (@er]

i=1

bﬁ[(2i—2)bc+1]

) aili[(Zi—l)ad +1]
. ili[(Zi)ad +1]




58

Zys = fﬁ[( 2)be+1][ (2i-2)ad +1]
2k-1 i]i{bc[(Zi —2)ad +1]+ad [(Zi —Z)bC+1]}

eif[[(zi—1)bc+1][(2i—1 ad +1]
ili{bc[( ~1)ad +1]+ad[ (2i-1)bc+1]}

ZZk -

n=k+1 i¢in dogru oldugunu gosterelim.

d ﬁ[(zi 2)ad +1]
s HI:(ZI 1)ad +1]

Ty St [af{[(zi ~1)ad +1]}{d H[ 2i—2)ad +1]}

ili[(Zi)ad +1] H[ 2i—1)ad +1]

dﬁ[zi 2)ad +1] dﬁ[Zi 2)ad +1]

_ H[ (2i-Dad+1] H[ (2i-1)ad +1]
[

k+1

dﬁ[ 2i-2)ad +1]((2k)ad +1) d[I[(2i-2)ad +1]

i=1

kl

H[z. )ad +1]((2k+1)ad +1) q[( 1)ad +1]

bilj[(zi—z)bcuj

L i i]i[(Zi—l)bc+1]

2k+1 — -

XpYza +1 {cﬁ[(zm)bcuj blkl[(ZiZ)le]}
i=1 i=1 +1

i12[(2i)bc+1] ili[(Zi—l)bcﬂ]




bilj[(Zi—Z)bc+lj bili[(Zi—Z)bc+1:|

ili[(Zi—l)bc+1] iﬁl[(zi—l)loc;ﬂ]
T b be+(2k)berl
[(2k)bc+1] ~(2K)bc+1

bili[(Zi—Z)bc+1]((2k)bc+1) bﬁ[(zi—z)bcu]

i=1

:ili[(Zi—1)bc+1]((2k+1)bc+1) lell[(zi—1)bc+1]

cilﬁ[(Zi—l)bc+l]

X, ilj[(Zi)bc +1]

Xoks2 = = +1
T Yooy +1 {bh[(ziz)bcuj}[cﬁ[ (2i- bc+1]}
i=1 1

Trj[(m “1)be+1] || TI[(2i)bo+1]

cili[(Zi—l)bcH} cili[(Zi—l)bcH]

f{[(Zi)bcH] f{[(zi)bcu]
B bc +1: bc+(2k +1)bc+1
[(2(k+1)-1)bc+1] [(2k+1)bc+1]

k+1

_cili[(Zi—1)bc+1][(2k+1)bc+1] cnl[( 1)bc+1]

l ili[(Zi)bc+1][(2k+2)bc+1} 1‘{[(2. be+1]

aH[ (2i-1)ad +1]

Var E[(ZI )ad +1]

y2 +2= = +1
" XaeYa +1 {di‘[[(Zi ad+1]}[an[ (2i- 1)ad+1]}

ﬁ[ 2i-1)ad +1] H[ (2i)ad +1]

1

59
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aH[Zl ad+1] aH[Zl ad+1]

H[ (2i)ad +1] E[ (2i)ad +1]
T ad - ad7+(2k +1)ad +1
i)

1
2k+1)ad +1] " (2k+1)ad +1

k+1

aH[ 2i-1)ad +1][ 2k +1)ad +1] al_{[( 1)ad +1}
k+1

[1[(2i)ad +1][(2k+2)ad +1]  [I[(2)ad +1]

i=1

ZZk—l

X2k—1y2k + y2k—1x2k

Loy =

f ili[(Zi ~2)bc+1][(2i-2)ad +1]

. k [1{be[(2i-2)ad +1]+ad[(2i-2)bc +1]}
(g ﬁ[ 2i-2)ad +1] aH[ (2i-1)ad +1] bilj[(zi —2)bc +1] cilj[(Zi ~1)bc+1]
M[(2i-1jad+1] | M[(2)ad+1] | | H[(2-1be+1] || M[(2i)be+1]

fili[( 2)bc-+1][(2i-2)ad +1]
ilj{bc[(Zi—Z)ad+1]+ad[2l— Joc+1]}
ad 11[(2i~2)ad +1] | [ bel1[(2i-2)he+1]
[ rkl[(zi)ad+1] +{ ilﬁ[(Zi)bCJrl] J

i=1

f ili[(Zi —2)bc+1][(2i-2)ad +1]

ili{bc[(Zi —2)ad +1]+ad[(2i—2)bc+1]}

_ CreiRcr)
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f i]i[(Zi —2)bc+1][(2i-2)ad +1]

i1i11{bc[(2i—2)ao| +1]+ad[(2i-2)bc+1]}
ad [ (2k)bc+1]+bc[(2k)ad +1]
[(2k)ad +1][(2k)bc+1]

fn[ 2i—2)bc+1][(2i-2)ad +1][ (2k)ad +1][ (2k)bc+1]

ili{bc[(Zl 2)ad +1]+ad([ (2i—2)bc+1]}{ad[ (2k)bc+1]+be[ (2k)ad +1]}

f ﬁ[ (2i—2)bc+1][(2k)bc+1][(2i—2)ad +1][(2k)ad +1]

f{{bc[ 2i—2)ad +1]+ad[ (2i—2)bc+1]}{bc[ (2k)ad +1]+ad[ (2k)bc+1]}

f ﬁ[(Zi —2)bc+1][(2i-2)ad +1]

= k41

[1{oc[(2i-2)ad +1]+ad[(2i-2)bc +1]}

ZZk
X2k y2k+1 + y2kx2k+l

Zyip =

eili[(a )bc+1][(2i-1)ad +1]

ili{bc[(Zi 1)ad +1]+ad[(2i -1)bc +1]}

) ciliil[(zi—l)bcu] btlj[(Zi—Z)bCJrl] aili[(Zi—l)adH] dﬁ[ 2i-2)ad +1]
ili[(Zi)bcH] kf[l[(zi—l)bc+1] ili[(Zi)ad +1] H[ 2i-1)ad +1]

i=1 =1

eﬁ[ 2i— bc+1][ (2i-1)ad +1j

k

H{bc[ (2i-1)ad +1]+ad[(2i- bc+1]}

: [adl_[[ (2i-1)ad +1:|J

) bcg[ (2i-1)bc+1]
ﬁ[(zi—l)bcﬂ] 1jl[ 2i-1)ad +1]
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eﬁ[(zi ~1)bc+1][(2i-1)ad +1]

iﬁ{bc[(zi ~1)ad +1]+ad [ (2i—1)bc+1]}

1

bc ad
([(Zk +1)bc +1]]+[[(2k +1)ad +1:|J

eﬁ[(zi ~1)bc+1][(2i-1)ad +1]

ili{bc[(Zi ~1)ad +1]+ad[(2i-1)bc+1]}
" be[(2k+1)ad +1]+ad[ (2K +1)bc+1]
[(2k+1)bc+1][(2k +1)ad +1]

eili[(Zi ~1)bc+1][ (2i-1)ad +1][ (2k+1)bc+1][ (2k +1)ad +1]

ilﬁ{bc[(Zi ~1)ad +1]+ad[(2i-1)bc+1]} {be[ (2k +1)ad +1]+ad [ (2k +1)bc+1]}

eili[(Zi ~1)bc+1][(2k+1)bc+1][ (2i-1)ad +1][ (2k +1)ad +1]

ilﬁ{bc[(Zi ~1)ad +1]+ad[(2i-1)bc+1]} {be[ (2k +1)ad +1]+ad [ (2k +1)bc+1]}

eﬁ[(zi ~1)bc+1][(2i-1)ad +1]

{be[ (2i-1)ad +1]+ad[ (2i-1)bc+1]}

~ X
1

+
1

LN

olur ki istenendir.
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SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada;
_ ynfl y _ anl
n+1 n+1 !
XY, +1 X, Y, +1
_ Xoq y = Yo _ Z,4
n+1 ' Jn+l n+l —
yan 1 1 Xn yn—l 1 Xn lyn + yn an
ve
_ Xn—l y _ yn—l _ Zn—l
n+l ! n+l — ' oSnl T
ynxn—l +1 Xn yn 1 +1 Xn—lyn + yn—lxn

fark denklem sistemleri tanimlanmis ve ¢oziimlerinin davranislari incelenmistir. Bu
sistemlerde katsayilar farkli parametreler alinarak veya sistemlerin mertebesi
yiikseltilerek yeni sistemler elde edilebilir. Olusturulan sistemlerin ¢dziimleri,
periyodikligi ve kararlilig1 tizerine farkli ¢alismalar yapilabilir.
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