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Hermite polinomlari, g-Hermite tabanli Bernoulli polinomlar1 ve ¢g-Hermite tabanli Euler
polinomlarinin tirete¢ fonksiyonlar1 verilerek cesitli 6zellikleri elde edilmistir.
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ONSOZ

Umbral analiz, ¢esitli polinomlarla kuvvet serileri arasinda baglanti kuran bir te-
oridir. Umbral analizin tarihi ise 17. yilizyila dayanir. Fakat yiikselisi 19. yiizyilda ol-
mustur. Temel olarak umbral analizin gelisimi, bugiin de bircok matematik¢i tarafindan
caligilan 6nemli bir konu olan Sheffer polinomlar: teorisinin ortaya atilmasiyla olmustur.
Ozellikle iinlii matematik¢i Appell’in yaptig1 calismalar, bazi 6zel polinomlarm formal
kuvvet serileriyle olan iligkilerini ortaya koymustur. Bu polinomlar Sheffer ve Appell po-
linomlari olarak bilinir. Ayrica fonksiyonel analizin gelismesiyle umbral analizin operator
teorisiyle olan baglantisi incelenmeye baslanmistir. Boylece umbral analizin temel teorisi
ortaya koyulmustur.

Bu tezde klasik umbral analizin bir genellemesi olan g-umbral analiz ¢alisilmigtir.
g-umbral analizin matematigin bir¢ok alaninda ve fizik, istatistik, bilgisayar bilimleri gibi
alanlarda pek¢ok uygulamasi bulunmaktadir.

Bu tez, Girig, Bulgular ve Tartisma, Sonu¢ ve Kaynaklar olmak iizere dort ana
boliimden olusur. Giris kisminda umbral cebir, lineer operatorler, Sheffer dizileri gibi
bazi temel kavram ve gosterimler verilmistir. Bulgular ve Tartisma kisminda umbral ana-
lizin genellemesi ve q-umbral analiz verilmis, baz1 6zel polinomlar incelenmistir. Sonug
kisminda bu tez ¢calismasinin faydali olabilecegi alanlardan bahsedilmistir. Kaynaklar kis-
minda ise bu tez ¢aligsmasi sirasinda kullanilan kitap ve makale gibi yayinlarin bir listesine
yer verilmisgtir.

Bu tez calismasi sirasinda bilgisini ve destegini benden bir an olsun esirgemeyen
sayin danismanim Prof. Dr. Yilmaz SIMSEK e en icten tesekkiirlerimi sunarim. Ayrica,
hayatim boyunca daima yanimda olan ve bana her tiirlii yardimda bulunan sevgili annem
Nermin DERE’ye, babam Kemal DERE’ye, ablam Selbinaz BAGISLAR’a, enistem Ha-
san BAGISLAR’a ve cok sevgili yegenlerim Beyza Berin, Betiil Berra ve Beren Bugge
BAGISLAR a tesekkiir ederim.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIiZINi

Simgeler:

C Karmagik sayilar kiimesi

P Tek degiskenli polinomlar kiimesi

P P iizerindeki biitiin lineer fonksiyonellerin vektor uzay1
5 Formal kuvvet serilerinin kiimesi

On Kronecker delta fonksiyonu

o(f(t))  f(t) serisinin mertebesi
der (p(z)) p(z) polinomunun derecesi
(L|p(x)) L fonksiyonelinin p (z) polinomuna etkisi

o f (1) t'ye gore tiirev operatorii

HY (z)  Mertebesi o, derecesi n olan Hermite polinomlar:
BY (z)  Mertebesi v, derecesi n olan Bernoulli polinomlar:
Eﬁa) ()  Mertebesi «, derecesi n olan Euler polinomlari

B (cn; ) Mertebesi «, derecesi n olan ¢,-Bernoulli tipli polinomlar
E(

¢n; ) Mertebesi a, derecesi n olan ¢,,-Euler tipli polinomlar
) Mertebesi «, derecesi n olan g-Bernoulli polinomlari

Enaq) (r)  Mertebesi «, derecesi n olan g-Euler polinomlari

Hq((fﬁ)z) (r)  Mertebesi «, derecesi n olan g-Hermite polinomlart

By,

. (T, v) Mertebesi a, derecesi n olan g-Hermite tabanli Bernoulli polinomlari

o~~~

Egt)n o (7,v) Mertebesi a, derecesi n olan g-Hermite tabanlt Euler polinomlari
Dy 4 t ’ye gore g-tiirev operatori
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GIRIS RAHIME DERE

1. GIRIS

Polinom dizileri analizde ve uygulamali matematikte ¢ok 6nemli rol oynar. Orne-
gin, H,, () Hermite polinomlari

y" — Qxyl +2ny =0
ikinci dereceden lineer diferensiyel denkleminin bir ¢oziimiidiir.

Yine Hermite polinomlar1 gibi baz1 polinomlar i¢in, Rodrigues formiilii gibi ope-
rator iceren formiiller elde edilebilir:

H, (z) = e” D"e ™.
Uretec fonksiyonlar1 yardimiyla yiiksek mertebeden Bernoulli polinomlar: gibi

bircok alanda uygulamasi olan bazi 6zel polinomlar ve bunlarin cesitli 6zellikleri verile-
bilir:

t ¢ xt = (a) "
() « =3B

(Erdelyi 1953).

Bu polinomlar i¢inde en 6nemlilerinden biri de Sheffer polinom ailesidir. Ag # 0
ve By # 0 olmak tizere,

ve
B(t) = Byt + Bot* + - --

iken

i Sk (f)tk = A(t) oB(1)

k!
k=0

iirete¢ fonksiyonu yardimiyla tanimlanan S, (z) Sheffer polinom ailesi i¢inde birgok
onemli alanda uygulamasi olan polinomlari icerir. Ornegin Hermite polinomlar1 fizikte
Shrodinger dalga denklemi ya da Brown hareketi gibi konularda uygulamaya sahiptir.
Laguerre polinomlar1 hidrojen atomunun dalga denkleminin ¢dziimiinde kullanilir. Ber-
noulli polinomlart Hurwitz zeta fonksiyonu, Riemann zeta fonksiyonu gibi sayilar teori-
sinin 6nemli konularinda caligilir. Abel polinomlariyla geometrik olasilik arasinda bir bag
kurulabilir (Roman 2005).
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Bu tez calismasinda Sheffer polinomlarinin bir genellemesi olan ve daha ¢ok uy-
gulama alan1 bulunan g-Sheffer polinomlar1 ve onlarin bir alt ailesi olan g-Appell poli-
nomlar1 incelenmis ve bunlara bazi 6rnekler verilmistir.
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2. KURAMSAL BILGILER VE KAYNAK TARAMALARI

Bu boliimde, bu tez calismasi boyunca kullanilacak olan bazi tanimlar ve 6n bil-
giler verilecektir.

Bu tez calismasinda umbral analiz yontemleri kullanilir. Umbral analizin tarihi
17. ylizyila dayanir. Ayrintili olarak gelismesi ise 19. yiizyilda baglamistir. Temel olarak
umbral analizin gelisimi ii¢ farkli asamada incelenebilir. Bunlardan ilki, Sylvester, Cayley
ve Blissard gibi baz1 matematik¢ilerin 19. yiizyilda umbral analizin 6nemine dikkat ¢ceken
calismalariyla olmustur. Yine de bu devirdeki calismalar yeterli bir sonu¢ vermemistir.

Umbral analiz tarihindeki ikinci gelisme, bugiin de bir¢ok matematikci tarafindan
calisilan 6nemli bir konu olan Sheffer polinomlari teorisinin ortaya atilmasiyla olmustur.
Bu yillarda iinlii matematik¢i Appell’in yaptigi ¢calismalar, baz1 6zel polinomlarin formal
kuvvet serileriyle olan iligkilerini ortaya koymustur. Bu polinomlar Sheffer ve Appell
polinomlari olarak bilinir.

Umbral analiz tarihindeki tigiincii gelisme ise, lineer operator teorisidir. Fonksiyo-
nel analizin gelismesiyle umbral analizin operatdr teorisiyle olan baglantisi incelenmeye
baglanmistir.

Biitiin bu asamalardan sonra {inlii matematik¢i Rota ve Taylor 1970 yillarinda li-
neer fonksiyonel ve lineer operatorler teorisine dayanan modern umbral analiz teorisini
kurmaya baslamistir. Nihayetinde Steven Roman, Rota’nin ¢alismalarina devam etmis ve
umbral analizin teorisi kurulmustur (Di Bucchianico ve Loeb 2000, Roman 2005).

1980 yillarindan beri umbral cebir alaninda pek ¢ok matematik¢i 6nemli caligma
yapmustir. Bunlardan bazilart umbral cebirin diger cebirlerle olan baglantisini incelerken,
bazilar1 ise bu tezde kullanilan iirete¢ fonksiyonu metotlarim1 kullanmigtir. Giintimiizde
umbral analiz ve iirete¢ fonksiyonlar1 kullanarak yapilan ¢alismalardan bazilar1 (Dere ve
Simsek, 2011-2015) ve (Kim ve Kim 2013,2014) yayinlarinda bulunabilir.

g-umbral analiz ise ilk kez Ihrig ve Ismail (1981) ve Roman (1982) tarafindan
incelenmis olup giiniimiizde Ernst (2006, 2008), Kim ve Kim (2014) ve Dere (2016) gibi
bazi matematik¢iler tarafindan calisilmaktadir.

2.1. Temel Kavram ve Gosterimler

Tamm 2.1. F' cismi iizerinde iki vektor uzayt V -ve W olsun. Her r, s € F ve u, v € V
icin

T (ru+ sv) =r7 (u) + s7 (v)
ozelligini saglayan T : V. — W fonksiyonuna lineer doniisiim denir (Roman 1992).

Tanim 2.2. F cisim ve A bostan farkl bir kiime olsun. Asagidaki ii¢ ozellik saglaniyorsa

3
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2’ya toplama, carpma ve skalerle carpma islemlerine gore F' cismi iizerinde bir cebirdir
denir.

1) 2, toplama ve skalerle carpma islemleri altinda bir vektor uzayidur.

2) 2, toplama ve ¢arpma iglemleri altinda bir halkadur.

3)re Fvea,be Uigin

r(ab) = (ra) b = a(rb)
esitligi saglanir (Roman 1992).

Tanim 2.3. F cismi tizerinde bir vektor uzayr V olsun. f : V' — F lineer doniisiimiine V
iizerinde bir lineer fonksiyonel denir (Roman 1992).

Tanim 2.4. V iizerindeki biitiin lineer fonksiyonellerin kiimesi V* ile gosterilir ve buna
V'’nin cebirsel dual uzay: denir (Roman 1992).

Tamm 2.5. = € C olsun. Herhangi bir x karmasik sayist icin H,, (x) Hermite polinomlari,

x n
Z
e 2:cz 22 2 : '

n=0

iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanmir (Erdelyi 1953, Roman 2005).

Tamim 2.6. 2z € C olsun. Herhangi bir x karmasik sayisi icin mertebesi o olan BY (x)
Bernoulli polinomlari,

( ) Z B ( —|, |z| < 27

=0
iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanmir (Carlitz 1960, Erdelyi 1953, Roman 2005).

Tamim 2.7. z € C olsun. Herhangi bir x karmasik sayisi icin mertebesi o olan E,(La) (x)
Euler polinomlari,

(ez+1) ZE |Z|<7T

n=

iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanmir (Erdelyi 1953, Roman 2005).

Tanim 2.8. o € Z,ve Z*, f (t, ) t ye bagh bir fonksiyon ve h (t,v) t 'ye bagh analitik
bir fonksiyon olmak iizere mertebesi o olan <I>£f“) (x,v) modifiye edilmis Milne-Thomson
polinomlart,

o0

f(t, a) ety — Z O (z,v) t—' (2.1)

n=0

4
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lirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir (Dere ve Simsek 2012, 2015).
Aciklama 2.9. (2.1)’de v = 0 aliirsa
e (2,0) = @Y (2)

olur ve burada Milne-Thomson (1933) tarafindan verilen <I>$f‘) (x) polinomuna indirgen-

mis olur.

Polinom dizileri uygulamali matematikte biiyiik rol oynar. Bu polinom dizilerinin
en 6nemlilerinden birisi S,, () ile gosterilen Sheffer dizileridir.

Bir S,, (z) dizisinin Sheffer dizisi olmasi igin gerek ve yeter kosul A (t) = Ay +
Alt + A2t2 + ..., (AO 7é 0) ve B (t) = Blt + BQtQ + ..., (Bl 7é 0) iken

Sk (‘r)tk — A(t) "B
k!
k=0
olmasidir (Roman 2005).

‘P tek degiskenli polinomlarin bir cebiri olsun. P* ise P lizerinde tanimli biitiin
lineer fonksiyonellerden olusan bir vektor uzay1 olsun. P iizerindeki bir lineer fonksiyonel
bir formal kuvvet serisi ile temsil edilebilir. Yani, P iizerindeki bir lineer fonksiyonel ile
bir formal kuvvet serisi arasinda bire bir iligki vardir.

5, C cismi iizerinde tanimli formal kuvvet serilerinin kiimesi olsun. §’ nin ele-
manlar1 agagidaki sekilde yazilir. a, € C olsun.

[e.9]

F)=> apth (2.2)

k=0
dir.
Iki formal kuvvvet serisinin esit olabilmesi igin gerek ve yeter kosul katsayilariin

esit olmasidir. Formal kuvvet serilerinin toplami ve ¢arpimui islemleri asagidaki sekilde
verilmisgtir:

D aptt £ bt = (ar + bi) 1,
k=0 k=0 k=0

9] [e%S) 00 k
(Do) (o] 3 ()
k=0 k=0 k=0 \j=0
Bu iki islemle birlikte §, bir cebirdir (Roman 2005).
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Tamim 2.10. Katsayust sifir olmayan t* terimleri icindeki en kiigiik k tamsayisina f (t) 'nin
mertebesi denir ve o (f (t)) ile gosterilir (Roman 2005).

Acgiklama 2.11. o (f (t)) = 0 ise f (t) tersinirdir, o (f (t)) = 1 ise f (t) delta serisidir
denir.

f(t) =0almirsa o (f (t)) = 400 olur. Ayrica asagidaki 6zellikler saglanir:
o(f(t)g @) =o(f(t)+olg(t),
o(f(t)+g(t) = minfo(f(t)),0(g (1)}

Bir f (¢) serisinin ¢arpmaya gore tersinin olabilmesi igin gerek ve yeter kosul
o(f (t)) = 0 olmasidir. Bu sekildeki f (¢) serisine tersinirdir denir.

Eger o (f (t)) = lise, f (t) serisi f (f(t)) = f(f(t)) = t olacak sekilde f (t)
bileske tersine sahiptir. Delta serilerinin kuvveti olan f (t)k terimleri -§ i¢in bir pseudobaz
olustururlar. Yani a;, sabitleri i¢in,

g(t) =Y arf ()"
k=0
olacak sekilde g (t) € § vardir.

(2.2) bagintisinda verilen f (¢) serisinin tiirevi agagidaki sekilde verilir:
)y =of (t) =) kat",
k=1

(Roman 2005).

Kronecker delta fonksiyonu ¢,, , asagidaki sekilde tanimlanir:
5. — I,n==k
R 0,n # k.
2.1.1. Umbral cebir

C cismi tizerindeki tek degiskenli polinomlar cebiri P olsun. P iizerindeki biitiin
lineer fonksiyonellerin vektor uzayr da P* olsun. (L | p (z)), L lineer fonksiyonelinin
p (x) polinomu iizerindeki etkisi olarak tanimlanir. Burada

(L+M[p(x)) =(L[p(x)+(M]|p(x))
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ve ¢ € Cigin

(cL [ p(2)) = c(L]p(x))

olur.

o0

a
fy=> ot

k=0
bir formal kuvvet serisi olsun. yani f (¢) € § olsun. n > 0 i¢in
(f (&) [2") = an (2.3)

seklinde P iizerinde bir lineer fonksiyonel tanimlar (Roman 2005). Ozel olarak, f (t) = t*
alindiginda,

<tk | ™) = nldnk
dir.

Formal kuvvet serilerinin toplama ve carpma islemleri altinda, formal kuvvet se-
rileri kiimesi genellikle bir cebir olustururlar. Bu sekilde elde edilen cebire Umbral cebir
denir. Bu cebir yontemleri ile olusturulan analize de Umbral analiz denir.

Ornegin; y € C icin ¥ fonksiyoneli incelenir:

(e’ | ") = <Z (y,:,) | x”> =y".

k=0

Buradan; her p (z) € P igin
(e |p(x))=py)
dir (Roman 2005).

Ayrica, her p (z) € P ve f (t) € § icin agagidaki sonuglar verilir:

Fiy =3 SOOIy 2.4
k=0 ’

pla) =) {#1r@) ]g @) 2.5)
k=0 ’
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(Roman 2005).

Onerme 2.12. f (1), g (t) € § olsun. Asagidaki esitlik saglanir:
GWgt) ey =3 (Z) F ()12 (o ()| 2.
k=0

Ispat. f(t), g (t) € § olsun. (2.4) bagintisindan

- zz( ) #9012 2

elde edilir. Yukaridaki esitlikte her iki taraf da 2™ ’e uygulanip (2.3)) esitligi kullanildi-
ginda ispat tamamlanmis olur (Roman 2005). U

Onerme 2.13. o(f (t)) > der (p (v)) ise
(f@)Ip(x)=0
olur.
Ispat. R.3)de o (f (t)) > niken (f (¢) | 2") = 0 oldugu agiktir (Roman 2005). O

Onerme 2.14. Her k > 0 icin o (f (t)) = k olsun. Her p (x) € P i¢in

<Z(lkfk (t) |P(l‘)> = Zak (fu @) ] p(2))

k=0 k=0

olur.

Ispat. Varsayalim ki der (p (x)) = d olsun. Bu durumda

<Zakfk: (t) |P($)> = <Zakfk (t) + Z arfr (t) |P($)>

k=0 k=0 k=d+1

- <Zakfk (1 |p<x>>

d

= Zak<fk(t) | p(v))

k=0
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ar (fi (t) | p (x))

0

o]
k=

bulunur (Roman 2005). L]

Onerme 2.15. Her k > 0 icin o (f, (t)) = k olsun. Eger biitiin k degerleri icin

(i) [p(2)) = (fu @) | ¢ ()

oluyorsa, p () = q(x) olur.

Ispat. fy (t) formundaki diziler § igin bir pseudobaz oldugundan, n > 0 igin

th = Z ngo fie (1)
k=0

olacak sekilde a,, ;, degerleri vardir. Buradan;

(" [p(x)) = D ank{fu(t)|p (@)

= D ans(fi(t) | q(@))
k=0
= (" [q(2))
olur ve (2.5)) esitligi kullamlarak p (x) = ¢ (x) oldugu goriiliir (Roman 2005). O

Onerme 2.16. Her k > 0 icin der (py (x)) = k olsun. Eger biitiin k degerleri icin

(F (@) | pi (2)) = (g (&) | px ()

oluyorsa, f (t) = g (t) olur.

Ispat. Her n > 0 igin dyle a,, ; degerleri vardir ki, 2" = Z n kPx () olur. Buradan;
k=0

(f@) ") = g (f () | P (2))
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elde edilir ve (2.4) kullanilarak f (¢) = g (¢) oldugu goriiliir (Roman 2005). O

Aciklama 2.17. Lineer fonksiyonel t* mn bir p (z) polinomuna etkisi polinomun k. tiire-
vinin sifirdaki degerine esittir. Yani;

(" | p(2)) =p" (0)

ve

(t° | p(x)) =p(0)
olur.

Aciklama 2.18. f (t) € § delta serisini lineer fonksiyonel olarak ele aldigimizda, buna
delta fonksiyoneli denir. Benzer sekilde, tersinir seri de tersinir fonksiyonel olarak ifade

edilir.

Onerme 2.19. f (t) serisinin delta fonksiyoneli olmast iin gerek ve yeter kosul {f (1) | 1) =
Ove (f (t) | ) # 0 olmasidir (Roman 2005).

Onerme 2.20. f (t) serisinin tersinir fonksiyonel olmast icin gerek ve yeter kosul (f () | 1) #
0 olmasidir (Roman 2005).

Teorem 2.21. [ (t) € § olsun. ¥ p (x) € P polinomu icin asagidaki esitlik saglanir:
(f (&) [ xp(2)) = (0f () | p(2)).

Ispat. Ozel olarak p (z) = ™ alinur.

o0

_ Ok i
f(t)= K
k=0

olmak iizere,

bulunur (Roman 2005). L]

Onerme 2.22. p (v) € P ve a € C olsun.Her bir f (t) € § icin

(f @) | plaz)) = (f (at) | p(x))
10
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dir (Roman 2005).
Yukaridaki 6nermeleri kapsayan bazi 6zel ornekler asagida verilmigtir:

Ornek. e¥ tersinir fonksiyonelinin p (x) polinomuna etkisi

(" [p(z))=p(y)
dir.
Ornek. ¢¥' — 1 delta fonksiyonelinin p (x) polinomuna etkisi

(e =1|p(x)) =p(y) —p(0) (2.6)
dir.

Ornek. te¥' delta fonsiyonelinin p (v) = x" polinomuna etkisi

(teV | 2™y = < ?Z:'tk:—i-l E > — !
k=0

dir. Lineerlik ozelliginden dolayt,

(te’ | p(2)) =1 (y)
bulunur.

Ornek. (1 — t)fl tersinir fonksiyonelinin p (x) = x™ polinomuna etkisi

(1—t)" 2" <Ztk|x >:n!

dir. Ayrica
n! = / u"e “du
0
oldugundan,

o0

(1=t |px) = /p (u) e “du.

0

elde edilir.

11
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Ornek. eytT_l fonksiyonelinin p () polinomuna etkisi

<eytt_1 p(x>>0/yp(u>du 2.7)

dir. Bu fonksiyonele integral fonksiyoneli denir.

2.1.2. Lineer operatorler
Bu boliimde, §” nin elemanlar1 birer lineer operator olarak ele alinacaktir.

Ornegin; P iizerinde k. tiirev operatorii t* ile gosterilir. Yani

k_ n (n>kxn_k7 k Sn
P _{ 0, k> n.

Burada
(n),=nn—-1(n-2)...(n—k+1)

dir.

Herhangi bir f () = Z 2% formal kuvvet serisi verilsin. f () operatoriiniin

k=0
p(x) = 2" polinomuna etkisi

O =S ) = S - 3 (e
k=0

dir. O halde f (t), P tizerinde bir lineer operatordiir. f *nin lineerliginden dolay,

FOp@) => 70 (Fpa) = > 75 (@)

0 k>0

k=
elde edilir (Roman 2005).

Aciklama 2.23. f (t) bir fonksiyonel olsun. f (t) fonksiyonelinin p (x) polinomuna etkisi

(f @) Ip(x))

notasyonu ile gosterilir.

12
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f (t) bir operatir olsun. f (t) operatériiniin p (x) polinomuna etkisi

f(t)p(x)
notasyonu ile gosterilir.

Aciklama 2.24. Her f (t), g (t) € § igin
ve

dir.
Acgklama 2.25. t° operatoriine birim operatér denir. Ayrica, bir delta serisi operator

olarak diistiniildiigiinde buna delta operatorii, bir tersinir seri operator olarak diisiiniil-
diigiinde buna da tersinir operator denir.

Onerme 2.26. o (f (t)) > der (p (z)) ise, f (t)p(z) = 0 olur (Roman 2005).

Onerme 2.27. Her k > 0 icin o (fi (1)) = k ve her p (z) € P igin

(S0 501~ antrinion

olur (Roman 2005).

Onerme 2.28. Her k > 0 icin o (fy (t)) = k ve her k igin
Je@)p(x) = fi (t) q (z)

ise p (x) = q (x) olur (Roman 2005).

Onerme 2.29. Her k > 0 icin der (py, (x)) = k ve her k icin
f (&) pe () = g (t) pr (2)

ise f (t) = g (t) olur (Roman 2005).

Asagidaki teoremde, fonksiyonel olan f () ile operator olan f (¢) arasindaki iliski
acik bir sekilde verilmistir.

13
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Teorem 2.30. f (t), g (t) € § olsun.Her p (x) € P igin,

(F@g®)[p()=(g@)]fE)p(x)) (2.8)

esitligi saglantr.

Ispat. f (t) (2.4) formunda yazilsin ve p (x) = 2™ almsimn:

GO 17 (®)a) = <g<t> > (3) ol >>

dir. Bu sonug biitiin p (x) € P polinomlart igin dogru oldugundan dolay1 ispat tamamlan-
mig olur (Roman 2005). ]

Aciklama 2.31.

(f@ Ip@)="1fO)p)

dir.

Yukarida verilen onermeler ve teoremler icin bazi 6zel 6rnekler asagida verilmistir.

Ornek. e¥ operatériiniin p (x) = x™’e etkisi asagidaki baginty ile verilir:
ez = 3 y—ktka:" = f: (n) Y = (4 y)".
k=0 k! k=0 k
Yukaridaki bagintiuin genellestirilmis hali her p (x) € P igin
e’'p () =p(zr +y) (2.9)

bagintist ile verilir.

Ornek. €' — 1 operatoriiniin p () polinomuna etkisi

(" =1)p(x)=p(x+y)—p(z)

dir. Burada 1 ile birim operator gosterilir.
14
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Ornek. te¥ operatiriiniin p (x) polinomuna etkisi
te"'p(z) =tp(z+y) =p (v +y)
dir. Burada p' (z +y) = Lp (z +y) dir.

Ornek. (1 — t)~" operatiriiniin p (z) = =" polinomuna etkisi

S,

k=0

dir.
2.1.3. Sheffer dizileri

Bu boliimde Sheffer dizileri tanimlanacak ve bu dizilerin temel 6zellikleri verile-
cektir.

Bazi kaynaklarda Sheffer dizileri yerine Sheffer polinomlar1 da denmektedir.

Teorem 2.32. f (t) bir delta serisi ve g (t) bir tersinir seri olsun. n, k > 0 olmak iizere,

(&) F (1) | S (2)) = nlon
ortogonallik kogulunu saglayan tek bir S,, (x) polinomu vardir (Roman 2005).
Teorem [3.317dan agagidaki sonuglar elde edilir:

Bu sekildeki .S, (z) pohnomuna (g (t), f(t)) ikilisi i¢in Sheffer dizisidir denir.
Bazi kaynaklarda kisaca, S, (x), (g (t), f (t)) i¢in Sheffer’dir denmektedir.

Ozel olarak f (t) = t alinirsa, elde edilen diziye g (t) igin Appell dizisi, g (t) = 1
alinirsa elde edilen diziye f () i¢in iligkili dizi denir.

Sheffer polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu asagidaki teorem ile verilir:

Teorem 2.33. y € C olsun. S,, (x) polinomunun (g (t), f (t)) icin Sheffer polinomu ol-
mast icin gerek ve yeter kosul

_1 W) = Sk (y) tk (2.10)

g (f ) k=0 k!

olmasidir. Burada f, f ’in ters fonksiyonudur (Roman 2005).

15
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Teorem 2.34. S, (x), (g (t), f (t)) ikilisi icin Sheffer polinomu olsun. Bu durumda,
— 1

Sul@) = o (s (F0) T |a") "

k=0

dir (Roman 2005).

Ispat. (2.10) esitliginin her iki tarafi da ayr1 ayr1 2™ e uygulansin:

<Z Skk—(!y)t’“ | x> = 5, (1) 2.11)

/\
Q
—~
~
—
~
N~—
~
L
D
<
|
C
8
S
\/
|
—

> %ykg (F®) Fm* x”> (2.12)
= (e F@) T 1)y

=0

E

Bu sonug, V y € Cicin gecerlidir. (2.11) ve (2.12) birlestirilerek ispat tamamlanmig olur
(Roman 2005). O

Teorem 2.35. g (t) tersinir seri ve n € N olsun. S,, (z), (g (t), f (t)) ikilisi icin Sheffer
polinomu olmast icin gerek ve yeter kosul

[ (@) S (x) = nSy-1 (2)
olmasidir (Roman 2005).

Teorem 2.36. S, (x), (g (t), f (t)) ikilisi icin Sheffer polinomu olsun. O halde,

S (z) = (:c— g (t)> L 5 (@) (2.13)

olur (Roman 2005).
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3. BULGULAR ve TARTISMA

Bu kisimda umbral analizin Roman (2005) tarafindan verilen bir c,-genellemesi
aciklanacak ve bunun cesitli 6zellikleri elde edilecektir. Ayrica, bu genellemenin bir 6zel
hali olan g-umbral analizle ilgili sonuglar verilecektir.
3.1. Umbral Analizin Bir Genellemesi

¢, stfirdan farkli bir dizi olsun.

<tk | x”> = CpOn

alindiginda § cebiri ve P* vektor uzayi arasindaki izomorfik doniisiim klasik umbral ana-
lizdekine benzerdir. Burada

F)=> axt
k=0
ise
(f(@)|2") = cpan
olur (Roman 2005).

Umbral analizin bu genellemesi bu tez boyunca c,-umbral analiz olarak adlandi-
rilacaktir. Bundan sonra

olarak alinacaktir. Burada

. ag41 Ck
lim —

k—o0

Ck+1 Ak
dir.

§ tizerindeki o, siirekli operatorii su sekilde tanimlanir:

O'ttn = ( Cn )tn_l,
Cn—1

(Roman 2005). Buradan, asagidaki teorem elde edilir:

17
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Teorem 3.1. f (t) € § olsun. ¥ p (z) € P polinomu icin asagidaki esitlik saglanir:

(f @) |zp () = {ouf (t) | p(2)),
(Roman 2005).

Teorem [3.1]Roman (2005) tarafindan ispatsiz verilmistir. bu teoremin ispati kisaca
asagidaki gibi verilir:

Ispat. [Teorem [3.1}in ispat1] Ozel olarak p (z) = 2" alinir.

olmak iizere,

(ouf (1) | 2") = <Z Z_: (%) tet | xn> = Cnt+10n+1

bulunur. Lineerlik 6zelliginden ispat biter. [
Onerme 3.2. Vf (t) € F ve p () € P olsun. O halde bir a sabiti icin

(f @) | p(az)) = (f (at) | p(z))

olur.
Ispat. f (t) =t* ve p(z) = z™ alalm.

(t* | (az)") = a"{t"|2")
= ancn(sn,k

= akcncsn,k

= <(at)k | x"> :

Lineerlik 6zelliginden, ispat biter. [
18
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e (yt) ustel fonksiyonu su sekilde tanimlanir:

)k
e (yt) :Z o

k=0

e (yt) fonksiyonelinin 2™’e etkisi su sekilde verilir

(e (yt) | 2") = <Z | > =y

k=0

Buradan; her p (z) € P igin
(e(t) [ p(x) =p(y)
olur (Roman 2005).
Klasik umbral analizdekiyle benzer sekilde asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 3.3. f (t), g (t) € § olsun. Her p (x) € P icin,

(f@)g@)[p(x))=(g@)]f@)p(x))
esitligi saglanir.

t* operatériiniin etkisi su sekildedir:

Cn—k

olur.

e (yt) operatoriiniin etkisi de su sekildedir:

o

e (yt)z" —Z

k=0

CrCn— k
Klasik umbral analizdekine benzer sekilde, n, k > 0 olmak iizere,
(g(0) F O 1 50(2)) = cud

19
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ise Sy, (), (g (t), f (t)) icin bir Sheffer dizisidir. Burada o (g (t)) = 0ve o (f (t)) = 1 dir.

Ozel olarak f (t) = t alinirsa, g (¢) igin Appell dizisi elde edilir. g (t) = 1 ise
Sy, (x) iligkili dizidir denir.

Bu tez calismasi boyunca c,-umbral analizdeki Sheffer dizileri c,,-Sheffer poli-
nomu ve Appell dizileri de c,-Appell polinomu olarak adlandirilacaktir.

cp-Sheffer polinomlariyla ilgili baz1 6zellikler klasik umbral analizdekine benzer
sekilde asagidaki gibi verilmigtir:

Teorem 3.4. S, (x), (g (t), f (t)) ikilisi icin c,-Sheffer polinomu olsun. Bu durumda her
h(t) € §igin

niey =3 LOLSD gy p e

k=0 Ck
dir (Roman 2005).
Teorem 3.5. S, (), (g (t), f (t)) ikilisi icin c,-Sheffer polinomu olsun. Bu durumda her
p(x) igin

(g0 f®)" Ip@))
plx) = Sk (2)
Ck.

k>0

dir (Roman 2005).

Teorem 3.6. y € C olsun. S,, (x) polinomunun (g (t), f (t)) icin c,-Sheffer polinomu
olmasi icin gerek ve yeter kosul

1 - Sk ()
sy T = 2T

olmasidir (Roman 2005).

Teorem 3.7. S, (z) polinomunun (g (t) , f (t)) icin c,-Sheffer polinomu olmast icin gerek
ve yeter kosul

n

1
Ck

Sy (z) =

k=0

(o (F@) " ) 1)t

dir (Roman 2005).

Teorem 3.8. S, (x) polinomunun (g (t) , f (t)) i¢in c,-Sheffer polinomu olmasi icin gerek

20
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ve yeter kosul g (t) S,, (x) ’in f (t) ile iliskili olmasidur.

Teorem 3.9. S, (x) polinomunun (g (t), f (t)) igcin c,,-Sheffer polinomu olmas icin gerek
ve yeter kosul

Cn
F(O)5,(2) = =5, (@)
olmasidir (Roman 2005).

Teorem 3.10 (Sheffer Ozelligi). p, (z), f (t) ile iliskili olsun. S, (x) polinomunun (g (t) , f (t))
icin c,-Sheffer polinomu olmas icin gerek ve yeter kosul

CTZ
gy () Sy (z) = E c Pr (Y) Snr (7)
o CkCn—k
olmasidir (Roman 2005).

3.1.1. c,,-Appell polinomlarim iceren 6zdeslikler ve bagintilar

Sn (), (g (t), f(t)) iklisi igin bir ¢,-Sheffer polinomu olsun. f (¢) = ¢ alinirsa,
Sy (), c,-Appell polinomu olur.

¢,-Sheffer polinomunun sagladig1 6zelliklerde f (¢) = ¢ alinarak c,-Appell poli-
nomlartyla ilgili asagidaki 6zellikler verilir:

Sonug 3.11. S, (x), g (t) igin c,,-Appell polinomu olsun. Bu durumda her h (t) € F icin

k=0 Ck
dur.
Teorem da h (t) = € (yt) alinirsa,
2 (e (yt) | Sy (x
k=0 Ck
> S
_ Z k<y)g(t)tk
Ck,
k=0
elde edilir.
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Sonug 3.12. S, (x), g (t) igin c,,-Appell polinomu olsun. Bu durumda her p (x) i¢in

NPES S LAECIPYR

dir.

Sonug 3.13. y € C olsun. S, (x) polinomunun g (t) icin c,-Appell polinomu olmast icin
gerek ve yeter kosul

L5y (t) = i % (o) t*

g(t) = o
olmasidur.

Sonug 3.14. S, (z) polinomunun g (t) igin c,-Appell polinomu olmas icin gerek ve yeter
kosul

Sy (z) =

k=0

1 - n
—<g(t) L4k | x >$k
Ck,

olmasidur.

Sonug 3.15. S, (z) polinomunun g (t) igin c,-Appell polinomu olmas icin gerek ve yeter
kosul

olmasidr.

Sonug 3.16. S, (z) polinomunun g (t) icin c,-Appell polinomu olmast icin gerek ve yeter
kosul

tS, (z) = Sp—1 ()

Cp—1

olmasidr.

Sonug 3.17 (Appell Ozelligi). S, (x) polinomunun g (t) icin c,-Appell polinomu olmast
icin gerek ve yeter kosul

olmasidrr.
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Teorem 3.18. S, (x) polinomunun g (t) icin c,-Appell polinomu ve o« # 0 ven > 0
olsun. O halde

Sy (azx) = a” 9(0) Sy ()

(%)

olur.

Ispat. Onerme[3.2]den,

@ o) = (£ (%) o))

olur. Buradan

(19 (%) sutan)) = (@905, 0)

= " (g(t)t" | g(t) Sn (x))
- akcnén,k
= a"cponk

= (t"]a"g(t) Sy ())
olur. Sonug olarak

g (g) Su (o) = ag (£) S, (2)

elde edilir. L]

¢~ Bernoulli tipli polinomlar

Bu boliimde mertebesi « olan c¢,,-Bernoulli tipli polinomlar verilecektir. Yiiksek
mertebeden c,-Bernoulli tipli polinomlar B (cn;x) ile gosterilir ve asagidaki iireteg
fonksiyonu ile tanimlanir:

t “ = B (1)
e(yt) =) —E gk (3.1)
(Fm=r) s =35
Yiiksek mertebeden c,-Bernoulli tipli polinomu
e(t) —1\"
o= (<01 (32)

i¢in bir ¢,-Appell polinomudur.
23
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Teorem [3.15] ve (3.2)) bagintisindan
t (0%

(@) (1) — n

B, (cn; x) (5 e 1> "
elde edilir. Buradan,
B B a
t t t
(@) (. — n
(=) e = (=) (sm=r) @
o\’
B (a@)—l) ’

= Bt (¢, 1)

oldugu goriiliir.

Ayrica Teorem [3.16 kullanarak asagidaki sonug elde edilir:

Cn

B(a)l (Cn;) .

n—

tBY (¢ z) =
Cn—1

Teorem 3.19. (¢ (t) — 1) operatoriiniin B (¢n; x) polinomuna etkisi

Cn

(€ (t) = 1) B (¢ ) = BT (co; )

Cn—1

dir.

Ispat. (3.3) *den,

0~ DE (i) =0~ 1) (= ) o

yazilabilir.

(1)~ 1) B (cniz) = <e@>—1>( ! )ax“

elde edilir.
24
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(e (t) — 1) operatoriiniin lineerliginden, asagidaki sonug elde edilir:

Sonug 3.20.

B(Oi_ll) (Cn;x) + Bﬁf‘) (Cn; ) .

n

¢~ Euler tipli polinomlar

Bu boliimde mertebesi « olan ¢,,-Euler tipli polinomlar verilecektir. Yiiksek mer-

tebeden c,-Euler tipli polinomlar 5,([1) (cn; ) ile gosterilir ve asagidaki iirete¢ fonksiyonu
ile tanimlanir:

2 “ - 5 ) cn,y
_— (yt) = 35
(s(t) - 1) = (6%) 2% )
Yiiksek mertebeden c,-Euler tipli polinomu
e(t) +1\“
o0 = (<) 36

i¢in bir ¢,,-Appell polinomudur.

Teorem [3.15] ve (3.2) bagintisindan

EW (cp;x) = (%) " (3.7)

elde edilir. Buradan,

) v - () Gt

2
G
- <e<t>2 1)a+ﬁ”7n

= ga+6) Cn, )

oldugu goriiliir.

Ayrica Teorem [3.16] kullanarak asagidaki sonug elde edilir:

tEW (cp ) = Cn 5(01)1 (cny ). (3.8)

n
Cn—1
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Teorem 3.21. (e (t) + 1) operatériiniin EX (c,; ) polinomuna etkisi
(e()+1) 57(za) (cn; ) = 257(La_1) (cn; )

dir.

Ispat. (3.3) *den,

EO+DED i) = O+ 1) (g )

yazilabilir.

(e(t)+1) E,Ef") (cnsx) = (e(t)+1) ( 2 )O‘ "

elde edilir. ]

(e (t) + 1) operatoriiniin lineerliginden, asagidaki sonug elde edilir:
Sonuc 3.22.

e () EP (car) = 2607 (s ) — E) (cui ).

3.2. ¢-Umbral Analiz

Bu boliimde ¢ € Rise 0 < ¢ < 1, ¢ € Cise |¢| < 1 olarak alinacaktir. Ayrica
q € Zyise |1 —g|, < 1 olur. Burada |.|, ultrametriktir. Fakat bu tezde, yalnizca R ya da
C kiimeleri lizerinde ¢alisilacaktir. p-adik g-analiz bu tezin kapsami digindadir. Ayrintili
bilgi i¢in bkz. (Schikhof 1984).

7], asagidaki gibi tanimlanr:

olur. Yukaridaki tanimda

lny [a], = »
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elde edilir. (Kac ve Cheung 2002).

cy,-umbral analizde 6zel olarak

1-q9(1—-¢)---(1—q")
(1—q)"

Cp —

alinirsa g-umbral analiz elde edilir. Burada

Cn ]-_q
Cpn—1 1_q

olur.
t operatorii su sekilde tanimlanir:

g = L2 e 2" = (02) (3.9)
1—gq T —qr

t operatorii k kez uygulanirsa

o 1—q)Q—q")--(1—¢" ™) o e

" = x = A (3.10)
(1-9) Cnk
elde edilir.
Her p (z) € P i¢in
tp (z) = M (3.11)
r—qr
olur.
g-binom su sekilde tanimlanir:
(”) _ G _ (1—q)--(1—q") [
k), o (1—q) - (1-¢)1—q) - (1—g%) [k !n—EK]}
(3.12)
g4 (yt) operatorii agagidaki gibi tanimlanur:
(yt) = 1
1% Z 1 = 1 5 (3.13)
o =0
(Roman 2005).
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Burada || < 1 iken |yt| < ﬁ olur. Eger |q| > 1yadag = 1iseyt € Colur.

—-q

Lemma 3.23. ¢, (yt) fonksiyonelinin ™ ’e etkisi asagidaki gibidir:

(gq (yt) | 2™) = y". (3.14)

Ispat.

(o (yt) | 27y = <Z[yk—f, | x>

O
Sonug 3.24. (3.14) 'da izel olarak y = 1 alinirsa
(gg(t) | 2™) =1 (3.15)
elde edilir.
Lemma 3.25. ¢, (yt) operatoriiniin o™ ’e etkisi asagidaki gibidir:
e, (yt) a" = é (Z) qykac"k (3.16)

(Roman 2005).

Ispat. (3.13)’den

gq(yt)z" =
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oldugu goriiliir. Yukaridaki esitlikte (3.10)’yi kullanilip gerekli diizenlemeler yapilirsa

-y 0-g)0-g ) (-

NE

gq (yt) 2" =
~(1—q)---(1—q") (1—¢)f
_ (Z) Yk
k=0 q
elde edilir. O]

3.2.1. g-tiirev
g-tiirev operatorli Dy, : t" — [n] "' asagidaki gibi tammlanir:

[ ()~ 1 (at)

Dt,qf (t) = t— qt

(3.17)

Burada ¢ # 1 dir ve bu tiirev ¢-Jackson tiirevi olarak da bilinir.
Eger f' (t) varsa,
lim Dy, f (1) = £ (1

olur.

Aciklama 3.26. ifadesinde f (t), t ’nin bir polinomu olarak se¢ilirse @ Sformii-

liine denk olur.

Ornek. denkleminde f (t) = t° alimirsa,

t5—q5t5 _ 1_q5t4:
t—qt 1—¢q

Dy 4 (1°) = [5], t*.

Ornek. denkleminde f () = ¢, (t) secilirse,

Diy (e, (1) = Sl =€aldd)

t—qt
B kz_; [kt:]q!
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= & ()

olur. Buradan,

Dy q (g4 (yt)) = yeq (yt) (3.18)

oldugu kolayca goriiliir (Roman 2005).

Ornek. denkleminde f (t) = ¢, (t*) alimginda,

Dig (g4 (1)) = €4 (4 tqt)__;q (%)
9 tQk_l (qQk _ 1)

k=1 [k]q| (q - 1)
121 (g 4 1)

= 2 [k —1],!

k=1

e t2k

) £2 k
SR DRy

k=0
= qteg (qt*) + teg (¢

~—

oldugu goriiliir.
Sonug 3.27. n € Z* icin

Dig (g (1) = ¢" 1" leq (¢" ") + " 72" ey (¢"72H7) o 7 e (1)
saglanir.

Teorem 3.28. D, , g-tiirev operatérii, Leibniz formiiliinii saglar:

- n —k(n— n—
DL, (7 09 0) =3 (1) a7 0Dk, F (0 Dl o) 3.19)
k=0 q
(Roman 2005).
Lemma 3.29.

Dig(eq(yt) gq (21)) = (2 +y — (1 — @) yzt) &4 (yt) &4 (21)

(Roman 2005).
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Teorem 3.30. Boliimiin tiirevi asagidaki gibi verilir:

SO\ 9() Duaf (8) — £ (£) Dogg (1)
Pra <g<t>> - 9 ()9 () 20

veya

D., (f (t)) _ 9(qt) Digf (t) = f (qt) Digg (£) (3.21)

g(t) g(t)g(qt)

(Kac ve Cheung 2002).
3.2.2. q-Sheffer polinomlari

Teorem 3.31. f (t) bir delta serisi ve g (t) bir tersinir seri olsun. n,k > 0 olmak iizere,

(g8 F (" | S0 (2)) = cadu
ortogonallik kogulunu saglayan tek bir S,, (x) polinomu vardir (Roman 2005).
Teorem [3.31dan agagidaki sonuglar elde edilir:

Bu sekildeki .S, (x) polinomuna ( (t), f (t)) ikilisi i¢in g-Sheffer dizisidir denir.
Bazi kaynaklarda kisaca, S, (x), (g (t), f (t)) i¢in Sheffer’dir denmektedir.

Ozel olarak f (t) = t ahinirsa, g (t) igin ¢-Appell dizisi elde edilir.

Bu tez calismasi boyunca g-umbral analizdeki Sheffer dizileri g-Sheffer polinomu
ve Appell dizileri de g-Appell polinomu olarak adlandirilacaktir.

3.2.3. q-Appell polinomlari
q-Appell polinomlar1 agsagidaki 6zellikleri saglar:

Teorem 3.32. S, (x) g (t) icin q-Appell polinomu olsun. O halde her h (t) € Figin,

ht)=>_ Wg () t*. (3.22)

q

Sonug 3.33. ‘de h (t) = e, (yt) alimirsa
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elde edilir.

Teorem 3.34. S, () g (t) icin g-Appell polinomu olsun. O halde her p (z) € P icin,

olur.

Teorem 3.35. y € C. S,, (z) polinomunun g (t) icin q-Appell olmast icin gerek ve yeter
kosul

) = 3 Sy (3.23)

Teorem 3.36. S, (x) polinomunun g (t) icin q-Appell olmast icin gerek ve yeter kosul

n

Sy (x) = i (g () k| ")zt

.
Teorem 3.37. S, (x) polinomunun g (t) icin q-Appell olmast icin gerek ve yeter kosul
S, (x) =g @) " 2™ (3.24)
Teorem 3.38. S, (x) polinomunun g (t) icin q-Appell olmast icin gerek ve yeter kosul
tSy (x) = [n], Sn-1 (7). (3.25)
Teorem 3.39. S, (z) polinomunun g (t) icin q-Appell olmas i¢cin gerek ve yeter kosul

1
[n+1],

1

Teorem 3.40. S, () polinomunun g (t) icin q-Appell olmast icin gerek ve yeter kogul

e (yt) Sn (2) = > (Z) Y Sk (z). (3.27)

k=0

q-Appell polinomlari icin rekiirans formiilii

6 operatorii

(n+1) n+1

0:a" —

[n+1],
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olarak tanimlansin.

Burada

Otz" = [n], Oz = na"
olur. O halde

0t =xD

olur (Roman 2005). Burada D, adi tiirev operatoriidiir. Eger 0 operatérii ile D,, , operatorii
arasindaki iligki incelenirse

ot = %wx,q (3.28)
q
esitligi elde edilir.

Lemma 3.41. S, (x) bir q-Appell polinomu olsun. O halde

—xS, (x) (3.29)
olur.

Ispat. (3.25) ve (3.28) kullanilirsa

0S, (r) = O0————tSp41 ()

oldugu goriiliir. 0

cn-Sheffer polinomlari icin rekiirans formiilii Roman (2005) tarafindan asagidaki
gibi verilmisgtir:

Teorem 3.42. S, (x) polinomu (g (t), f (t)) icin c,-Sheffer polinomu olsun. O halde

(n+1)S,11(x) = CVCL:l (9 — ‘Z}, ((tt))) f’l(t) Sy () (3.30)
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olur (Roman 2005).

(3.30) esitliginde =+ = [n + 1] ve f (t) = ¢ alinarak g-Appell polinomlart igin
rekiirans formiilii elde edilir:

Teorem 3.43. S, (), g (t) icin g-Appell polinomu olsun. O halde

(n+1) S (2) = [n+1], (9 — “(;T%)) Sy () (3.31)

olur.
q-Bernoulli polinomlar:

a,k € N olmak iizere B,(c?;) (x) ile gosterilen k. dereceden, . mertebeden g-
Bernoulli polinomlar1 agagidaki iirete¢ fonksiyonuyla tanimlanir:

" B T t* = t ae x
2 By (0 (Gm=t) =@

k=0 q

(Ernst 2012). g-Bernoulli polinomlar1

g(t)= (M)a (3.32)

t

icin Appell polinomudur (Kim ve Kim 2014).
(3.24) ve (3.32)) kullanilarak asagidaki lemma elde edilir:

Lemma 3.44.

t [0
BY ()= ———— n 3.33
na (7) (aq<t>—1> ’ (3:33)
(Kim ve Kim 2014).

ll kullanilarak, ¢ operatdriiniin BT(L?‘q) (x) polinomuna etkisi agsagidaki teoremle
goriiliir:

Teorem 3.45.
tB{%) (z) = [n], B\, , () (3.34)
(Kim ve Kim 2014).
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(3.26) kullanilarak agagidaki teorem elde edilir:

Teorem 3.46.
1 1
“B@ () = B . 3.35
£ (x) [Tl—l- 1]q n+1l,q (-T) ( )

(g4 (t) — 1) operatoriiniin B (x) polinomuna etkisi asagidaki teoremle verilir.

Burada 1 ile birim operator gosterilir.
Teorem 3.47.

(¢4 (t) = 1) B (2) = [n], B3 (2) . (3.36)

n?q

Ispat. Sirasiyla (3.33)) ve (3.34) kullanilirsa

GO - 1B @ = G0 -0 () o
= tB;‘};l) (x)

= [n], B\ (2),

n—1,q

olur. L]

Sonuc 3.48. Lineerlik ozelliginden

niq

g (1) B (2) = [n], BYS') (x) + B (2) (3.37)

oldugu goriiliir.

E;(qt()tll operatoriiniin Bq(fq) (x) polinomuna etkisi asagidaki teoremle verilir:
Teorem 3.49.

0l _p@ (4) = B (2) + ——— B (v). (3:38)

gq (t) _ 1 n,q n,q [TL + 1]q n+1,q

Ispat. (3.33) ve (3.35) yardimiyla

ﬂB(‘f‘) (z) = Eq(t)l(;_l)a“x”,

e (t)—1 ™4 t \g, (0)
1 a+1
= &q (t) [Tl—l-l] B7(L++17; (l’),
q
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oldugu goriiliir. Burada (3.37)) kullanilarak ispat tamamlanur. N

g-Bernoulli polinomlari icin rekiirans formiilii asagidaki teorem ile verilir:
Teorem 3.50.

(@(n+1) +1) Bui1q (x) = [n+ 1], (%

- 1) B (x) = By, (@)

Ispat. Oncelikle (3.20) yardimiyla

g, (1) —1

g(t) = "

icin ¢’ (t) = D, g (t) hesaplanur:

tey () = (4 () = 1)

Dy 49 (t) = tqt
Buradan,
g te ()~ (e, () —1)
g (t) tqt g, () — 1
teg (1) (e4(t) — 1)

qt(gq(t) =1)  qt(gq(t) = 1)
_ 1 (gq—(t) _ 1)
g \(g () =1) ¢
oldugu goriiliir. Elde edilen sonug (3.31) esitliginde yerine yazilirsa

(0 +1) Buprg () = [n+1], (9 _ é ((%?T(tzm - %)) B, ()

= n+1], (GBW (@) - é(gqiqt%&,q () — ;Bn,q (a:))

elde edilir. Burada (3.29)), (3.38) ve (3.33)) kullanilarak

(n+1) Byt1,4 ()

= In La: T —1 T 1 @ (g —; 10 (T
- [ +]‘]q ([n]q Bn,q( ) q <Bn7Q( )+ Bn+1,q( )) Q[ Bn-‘r 7<I( ))

[n+1]q n+1]q

oldugu goriiliir. Burada gerekli diizenlemeler yapilarak ispat tamamlanir. 0
36



BULGULAR ve TARTISMA RAHIME DERE

q-Euler polinomlari

a, k € N olmak izere E,io;) (x) ile gosterilen k. dereceden, «. mertebeden g-Euler
polinomlar1 asagidaki tirete¢ fonksiyonuyla tanimlanir:

00 . e 9 o
IEACIE ( — 1) -, (at)

k=0

(Ernst 2012). g-Euler polinomlari

g(t) = (%)a (3.39)

icin Appell polinomudur (Kim ve Kim 2014).
(3.24) ve (3.39) kullanilarak asagidaki lemma elde edilir:

Lemma 3.51.

2 o
(o) _ n
By (x) = <€q o 1) x (3.40)

(Kim ve Kim 2014).

li kullanilarak, ¢ operatoriiniin E,SO‘Q) (x) polinomuna etkisi agsagidaki teoremle
goriliir:

Teorem 3.52.
tES) (x) = [n], B, (2) (3.41)
(Kim ve Kim 2014).

(3.26)) kullanilarak asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 3.53.
1 1
CE@ ()=~ pg@ , 42
$ g (ZE) [n‘l‘ 1]q n+1l,q (:L‘) (3 )

€4 (t) + 1) operatdriiniin EY) () polinomuna etkisi asagidaki teoremle verilir:
q a P $ag
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Teorem 3.54.

(4 (1) +1) B (z) = 2B~V (). (3.43)

n?q

Ispat. (3.33) kullanilirsa

EOFDER @ = @O+ () o
= 287 (),

olur. O
Sonucg 3.55. Lineerlik ozelliginden
eq (1) BY) (x) = 2B0Y (2) — BY) («) (3.44)

oldugu goriiliir.

6;&()21 operatoriiniin Eﬁaq) () polinomuna etkisi asagidaki teoremle verilir:
Teorem 3.56.
£q (1) (a) — pla) 1 (a+1)
EX =FE" + B . 3.45
5(] (t) 1 n,q ("L‘) n,q (ZL') 2 n,q (l’) ( )

Ispat. (3.40) yardimiyla

€Q(t) a . 1 2 ot n
e (t)+1E7(”3 (z) = &lt)g (eq (t)+1) ¥

oldugu goriiliir. Burada (3.44)) kullanilarak ispat tamamlanur. O

g-Euler polinomlari i¢in rekiirans formiilii asagidaki teorem ile verilir:

Teorem 3.57.

(n+1) Eri1q4(x) = (E - 1) Enq (@) — %En?g ().

[n + 1]q [n]q
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Ispat.

icin

g _ _&®)

g(t) e(t)+1

olur. O halde (3.37)) kullanilarak

04D By o) = 1], (0= =) B0

= [n+1), (QEW (z) — %EH,Q (x))

elde edilir. Burada (3.29) ve (3.45)) kullanilirsa

(n+1) Entg (2)

= [n My x) — x 1(2)x
- [+ququw<> (aw<>+2ng<0>

oldugu goriiliir. Burada gerekli diizenlemeler yapilarak ispat tamamlanir. 0

q-Hermite polinomlar:
v,k € N olmak lizere H,Sg (x) ile gosterilen k. dereceden, v. mertebeden g¢-
Hermite polinomlar1 asagidaki iirete¢c fonksiyonuyla tanimlanir:

S af @ = () ey o).

k=0 q

g-Hermite polinomlar1

t2
9(t) =g (%) (3.46)

icin Appell polinomudur.

(3.24) ve (3.46) kullanilarak asagidaki lemma elde edilir:
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Lemma 3.58.

v _ -1 Utz n
H () = ¢, (—) " (3.47)

|i kullanilarak, ¢ operatoriiniin Hr(fg (x) polinomuna etkisi agsagidaki teoremle
goriiliir:

Teorem 3.59.

tH") () = [n], H, , ().

n’q

Asagidaki teorem ¢, (yt) ve g, (%) lineer operatorlerinin H,(fg (x) polinomuna

olan etkisini verir:

Teorem 3.60.
v - n v
0 1 0 =3 () 4 @), (3.48)
k=0 q
t2
& (“7) HE) () = 2. (3.49)

Ispat. (3.27) kullamlarak teoremin ilk kismi ispatlanir. (3.49)’yi ispatlamak icin ise (3.24)
kullanilir:

vt . vt (vt*\
«(7) e - «(7) (%)

= "

q-Hermite tabanh Bernoulli polinomlar:

Milne-Thomson polinomlari, 1933 yilinda Milne-Thomson tarafindan verilmis bir
polinom ailesidir. Bu polinomlar Dere ve Simsek (2012) tarafindan modifiye edilmis ve
hem Hermite polinomlariyla hem de bazi diger 6zel polinomlarla olan iligkileri ortaya
konulmustur. Bu boliimde, Milne-Thomson polinomlarinin bir ¢esidi olan Hermite tabanl
Bernoulli polinomlar1 i¢in bir genellestirme elde edilecektir. Bg,l)k g (x,v) ile gosterilen
k. dereceden, . mertebeden g-Hermite tabanli Bernoulli polinomlar1 asagidaki iiretec
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fonksiyonuyla tanimlanir:

q

g-Hermite tabanli Bernoulli polinomlari

g (t) = (%)O}q (%2) (3.50)

i¢in Appell polinomudur.
(3-24) ve (3.50) kullanilarak agagidaki lemma elde edilir:

Lemma 3.61.
t @ vt?
B\ =) =) 3.51
tg (7:0) (eq@)—l) “ (2) G351

Buradan,

(1) e = (ar=s) (=) &' ()
t
) —

oldugu soylenebilir.

(3.25)) kullanilarak, asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 3.62.
tBi, . (x,0) = [nl, B, 1, (z,v). (3.52)

(g4 (t) — 1) operatdriiniin B}?)n o (7, v) polinomuna etkisi asagidaki teoremle veri-
lir:

Teorem 3.63.

a a—1
(e, (t) = 1) By, , (w,0) = [n], By, (@, v)
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Ispat. Sirasiyla (3.51) ve (3.52)) kullamilirsa

0 - DB, ) = -0 (=) & (%)

gq(t)
= B, (x,0),

a—1
- [n]q Bl(r{,n—)l,q ((L’, U) )

olur. [
Sonug 3.64. Lineerlik ozelliginden asagidaki sonug elde edilir:

a a—1 a
eq(t) BYy) , (x,0) = [n], B, Y (@,0) + BY),  (2,0)

HY) (z) ve B

x,v) polinomlari arasindaki iligki asagidaki teoremle verilir:
Hmn,q p 9 sag

Teorem 3.65.

t (0%
(v) _ pla)
(o) A= B

Ispat. (3.47)den

(= - =) < (2)

oldugunu biliyoruz. Burada (3.51)) kullanilirsa ispat tamamlanr. O

a)

Eq (%) lineer operatériiniin etkisi, Bﬁiw (x,v) ve BY) (x) arasindaki iliskiyi

verir:

Teorem 3.66.

> (”—tQ) B (x,v) = BY (2)
q 9 Hn,q ) - n,q .

Ispat. (3.51) kullamlarak,

vt (a) vt t C (vt
€q (7) Bing (@,v) =& (7 W S \ 5 )%
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esitligi elde edilir. Baz1 islemler yapilirsa

vt? a t “
w (7> Blina (4:7) = ( (t) — 1) o

olur. Burada (3.33)) kullanilirsa ispat biter. O

Sonuc¢ 3.67. Teorem ve Teorem yardimiyla q-Hermite tabanli Bernoulli poli-
nomlarimin ozellikleri incelenerek q-Bernoulli polinomlart ve q-Hermite polinomlariyla
ilgili ozellikler kolayca elde edilebilecektir.

q-Hermite tabanh Euler polinomlar:

Bu boliimde, Milne-Thomson polinomlarinin bir tiirii olan Hermite tabanli Euler
polinomlari i¢in bir genellestirme elde edilecektir. E}?)k q (z,v) ile gosterilen k. derece-
den, a.. mertebeden ¢g-Hermite tabanli Euler polinomlar1 asagidaki iirete¢ fonksiyonuyla
tanimlanir:

éEﬁ?)kq (z,v) [;]kq! = <aq (1§+ 1)a8q1 (g) ey ().

q-Hermite tabanli Euler polinomlar1

g(t) = (%)a &g (g) (3.53)

icin Appell polinomudur.

(3.24) ve (3.53) kullanilarak asagidaki lemma elde edilir:

Lemma 3.68.

(a) O
Finte) = (7)) °

[}

t2
1 (_“ ) 2", (3.54)
Buradan,

2 @
- E\¢ —
(aq o 1) g (7:0) (
€q

<t2+1)ﬁ < <z§+1)a€ql (%>
- ( (t

)
2 s L [(vt?
— €, — )"
)+1) ‘ (2) ’
(a+8)

= EH,mq (.17, U) ’

oldugu soylenebilir.
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(3.25) kullanilarak, asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 3.69.
LEG, o (2,0) = [n], By 1 4 (2,0). (3.55)

(g4 () + 1) operatoriiniin E};)n , (z,v) polinomuna etkisi agagidaki teoremle veri-
lir:

Teorem 3.70.

(eq (1) + 1) B (w,0) = 2B87Y (2, 0)

H,n,q q

Ispat. (3.54) kullamlarak

(o) + D) ES, (2.0) = (24(1)+1) (#)aegl (%2) ",

= 23};;}; (x,v),

bulunur. []
Sonug 3.71. Lineerlik ozelliginden asagidaki sonug elde edilir:

e, () B (z,0) = 2B

1 a
Hyn,q ,n,q) (SC? U) - E}('—I,)mq (l’, U) .

HY) (2) ve B

1 nq (T, v) polinomlar arasindaki iligki su sekildedir:

Teorem 3.72.

(Gos) mae= (o) < (3)~

oldugunu biliyoruz. Burada (3.54) kullanilirsa ispat tamamlanir. O

(x, v) polinomu iizerindeki etkisi ise Eﬁ?)n g (7,0)

ot2 \ 1: O (a)
€q <7> lineer operatoriiniin £y,

ve B\ (x) arasindaki iligkiyi verir:
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Teorem 3.73.

- (U_t?> Ejing (@,0) = B (2)
q 2 Hn,q ) n,q '

Ispat. (3.54) kullanilarak,

v\ () vt 2 C (vt
o (5) Eaten == (5) (o) = ()

esitligi elde edilir. Baz1 islemler yapilirsa

Ut2 (a) 2 “ n
&‘q (7) EH,n,q (‘7;70) = (5(1 (t) + 1) x,

olur. Burada (3.40) kullanilarak ispat tamamlanur. O
Sonug 3.74. Teorem ve Teorem , q-Hermite tabanli Bernoulli polinomlarinin

ozelliklerinin incelenerek q-Bernoulli polinomlari ve q-Hermite polinomlariyla ilgili 6zel-
liklerin kolayca elde edilebilecegini gosterir.
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4. SONUC

Bu tez ¢calismasinda Roman (2005) tarafindan verilen umbral analizin bir genelle-
mesi olan ve yine Roman (2005) tarafindan verilen klasik olmayan umbral analiz incelen-
mis ve bu analiz c,,-umbral analiz olarak adlandirilmistir. Ayrica, c,-umbral analizde cok
onemli yeri olan c,,-Sheffer polinomlarinin baz1 6zelliklerinden bahsedilmistir. Iginde Ap-
pell polinomlar1 ve iligkili polinomlar gibi bazi polinom ¢esitlerini de bulunduran Sheffer
polinom ailesi matematigin ve diger bazi disiplinlerin pek ¢ok alaninda kullanima sahip-
tir. Bu nedenle bu tezden elde edilecek sonuglar Bernoulli polinomlari, Euler polinom-
lar1, Hermite polinomlari, Laguerre polinomlari, ikinci dereceden Bernoulli polinomlart,
Poisson-Charlier polinomlari, aktiieryal polinomlari, Meixner polinomlari, Pidduck poli-
nomlar1, Narumi polinomlari, Boole polinomlari, Peters polinomlari, Stirling polinomlari,
Mahler polinomlari, Mott polinomlari, Apostol tipli polinomlar ailesi, Daehee tipli poli-
nomlar, Changhee tipli polinomlar gibi cok sayida 6zel polinom i¢in uygulanabilirdir.

Bulgular ve Tartisma boliimiiniin ikinci kisminda c,,-umbral analizin 6zel hallerin-
den birisi olan g-umbral analizden bahsedilmistir. 1980 yillarindan beri ¢alisilan bir konu
olan g-analizin baz1 6zellikleri Roman (2005) tarafindan umbral cebir metodlar1 kullana-
rak verilmigtir. Bu tez ¢calismasinda ise g-umbral analizin ¢esitli 6zellikleri 6zetlenmis ve
baz1 yeni 6zellikleri elde edilmistir. Ornegin, Sonug de n € Z7* igin g, (¢") fonksi-
yonunun Jackson tiirevi asagidaki sekilde verilmisgtir:

Dt,q <€q (tn)) — qnfltnflgq (qnfltn) 4 qn72tn71€q (qantn) S tnflgq (tn) )

Ayrica, g-Appell polinomlarinin sagladig gesitli 6zellikler listelenmis ve bunlarin
bazi sonuclari incelenmistir. Bu 6zelliklerden birisi de analizde olduk¢a 6nemli kulla-
mmlari olan rekiirans formiiliidiir. Ornegin, rekiirans bagintilar1 6zel say1 ve polinomlarin
tirete¢ fonksiyonlarinin ingaasinda da 6nemli rol oynar.

Sy (), g (t) icin g-Appell polinomu olsun. O halde

4 1) S @) = 1], (6~ ) 5, 0

esitligi saglanir.

g-Appell polinomlari i¢in verilen bu 6zellikler kullanarak tirete¢ fonksiyonu Ernst
(2012) tarafindan verilen ve Kim ve Kim (2014) tarafindan ¢esitli umbral 6zellikleri in-
celenen B,i?‘; (x) g-Bernoulli polinomlart ve E,gf;) (x) g-Euler polinomlarinin daha 6nce
verilmeyen bazi operator bagintilar1 ve rekiirans formiilleri elde edilmistir. Ek olarak
H ,qu) (x) ile gosterilen k. dereceden, v. mertebeden ¢-Hermite polinomlari tanimlanmig

ve bazi 6zellikleri verilmistir.

Bu tezin en 6nemli sonuglarindan birisi de Milne-Thomson tarafindan 1933 y1-
linda tamimlanan ve Dere ve Simsek tarafindan genellestirilen Milne-Thomson tipli Ber-
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noulli ve Euler polinomlarinin (Dere ve Simsek 2012) iirete¢ fonksiyonlar1 yardimiyla
tantmlanmasi ve g-umbral analiz yontemleri kullanilarak bazi 6zelliklerinin ispatlanma-
sidir. Bu polinomlar hem Hermite polinomlariyla hem de sirasiyla Bernoulli ve Euler
polinomlariyla iligkilidir ve asagidaki gibi verilirler:

> sl = (1) & (7).

k=0 q

gEﬁ?’)’“’ (&) [/i]kq! N (sq (t§+ 1)“551 (%2> eq (t).

Burada tanimlanan g-Hermite tabanli Bernoulli polinomlarinin g-Bernoulli polinomla-
riyla olan iligkisi

) (UiQ) Bifyq (x,0) = B ()
q 2 Hmn,q ) n,q

esitligiyle verilirken, g-Hermite polinomlariyla olan iligkisi ise

N\ e (a)
(=) #310= e

esitligi yardimiyla verilmistir. Benzer sekilde, g-Hermite tabanli Euler polinomlarinin ¢-
Euler polinomlariyla olan iligkisi

vt? u "
£q (7) By, (x,v) = BY) ()

olarak verilmis iken, ¢g-Hermite tabanli Euler polinomlarinin ¢-Hermite polinomlar: ara-
sindaki baginti

2 (63
— ) HW — g9
(&_q (t)+1) n,q (l‘) Hn,q (:L’,U)

olarak verilmistir.

Bu tez calismasinda elde edilen sonuglar daha da gelistirilebilir ve Hopf cebiri,
Baxter cebiri, Clifford cebiri, Banach cebiri, graf teorisi, umbral interpolasyon fizik, kuan-
tum mekanigi, bilgisayar teknolojileri, olasilik teorisi ve istatistik, topoloji, kombinatorik
gibi pek ¢ok alanda kullanilabilir.

Bu tezde kullanilan metotlar ayn1 zamanda p-adik analiz ve matematiksel fizikte
onemli yeri olan p-adik g-integral teorisine katkilar saglayacaktir. Bu calismada elde edi-
len c,-Appell polinomlarin1 ve sayilarimi iceren formiiller ise 6zellikle g-analizdeki ¢a-
lismalarin ve literatiirdeki sonuglarin ¢ogundan farkli bir metot ile verilmistir. Ayrica
Mahmudov (Mahmudov vd 2008), Kim (Kim vd 2014) gibi matematikgilerin metotlar1
g-analiz olarak belirtilmesine ragmen g-umbral analiz daha genel bir yontemdir.
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