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ÖZET

(q-)UMBRAL ANALİZDE SHEFFER TİPLİ POLİNOMLAR VE
UYGULAMALARI

RAHİME DERE

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dalı
Danışman: Prof. Dr. Yılmaz ŞİMŞEK

Aralık 2016, 52 sayfa

Bu tezin temel amacı, q-umbral analizdeki q-Sheffer polinomları ve bunların bir
alt ailesi olan q-Appell polinomlarıyla ilgili çeşitli özellikler vermek ve bu özellikler yar-
dımıyla bazı özel polinomları incelemektir. Bu tezde, ilk olarak klasik umbral cebirin
tanımı ve bazı özellikleri verilmiştir. Daha sonra umbral analizin bir genellemesi olan
cn-umbral analiz verilmiş ve cn-Bernoulli tipli polinomlar ile cn-Euler tipli polinomlar
tanımlanarak bunların bazı özellikleri elde edilmiştir. Ayrıca, q-umbral analiz yöntemleri
incelenmiş ve bu yöntemler yardımıyla q-Bernoulli polinomları, q-Euler polinomları, q-
Hermite polinomları, q-Hermite tabanlı Bernoulli polinomları ve q-Hermite tabanlı Euler
polinomlarının üreteç fonksiyonları verilerek çeşitli özellikleri elde edilmiştir.
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ABSTRACT
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RAHİME DERE

PhD Thesis in Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Yılmaz ŞİMŞEK

December 2016, 52 pages

The main aim of this thesis is to give some identities about q-Sheffer polynomials
and q-Appell polynomias on q-umbral calculus and investigate some special polynomials
by using these identities. Firstly, the definition and some identities of classic umbral al-
gebra are given. Then cn-umbral calculus, which is a generalization of umbral calculus,
is given and cn-Bernoulli type polynomials and cn-Euler type polynomials are defined.
Some identities of these polynomials are also obtained. Furthermore, the methods of
q-umbral calculus are investigated. By using these methods and generating functions for
these numbers and polynomials, some relations of q-Bernoulli polynomials, q-Euler poly-
nomials, q-Hermite polynomials, q-Hermite based Bernoulli polynomials ve q-Hermite
based Euler polynomials are derived.
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ÖNSÖZ

Umbral analiz, çeşitli polinomlarla kuvvet serileri arasında bağlantı kuran bir te-
oridir. Umbral analizin tarihi ise 17. yüzyıla dayanır. Fakat yükselişi 19. yüzyılda ol-
muştur. Temel olarak umbral analizin gelişimi, bugün de birçok matematikçi tarafından
çalışılan önemli bir konu olan Sheffer polinomları teorisinin ortaya atılmasıyla olmuştur.
Özellikle ünlü matematikçi Appell’in yaptığı çalışmalar, bazı özel polinomların formal
kuvvet serileriyle olan ilişkilerini ortaya koymuştur. Bu polinomlar Sheffer ve Appell po-
linomları olarak bilinir. Ayrıca fonksiyonel analizin gelişmesiyle umbral analizin operatör
teorisiyle olan bağlantısı incelenmeye başlanmıştır. Böylece umbral analizin temel teorisi
ortaya koyulmuştur.

Bu tezde klasik umbral analizin bir genellemesi olan q-umbral analiz çalışılmıştır.
q-umbral analizin matematiğin birçok alanında ve fizik, istatistik, bilgisayar bilimleri gibi
alanlarda pekçok uygulaması bulunmaktadır.

Bu tez, Giriş, Bulgular ve Tartışma, Sonuç ve Kaynaklar olmak üzere dört ana
bölümden oluşur. Giriş kısmında umbral cebir, lineer operatörler, Sheffer dizileri gibi
bazı temel kavram ve gösterimler verilmiştir. Bulgular ve Tartışma kısmında umbral ana-
lizin genellemesi ve q-umbral analiz verilmiş, bazı özel polinomlar incelenmiştir. Sonuç
kısmında bu tez çalışmasının faydalı olabileceği alanlardan bahsedilmiştir. Kaynaklar kıs-
mında ise bu tez çalışması sırasında kullanılan kitap ve makale gibi yayınların bir listesine
yer verilmiştir.

Bu tez çalışması sırasında bilgisini ve desteğini benden bir an olsun esirgemeyen
sayın danışmanım Prof. Dr. Yılmaz ŞİMŞEK’e en içten teşekkürlerimi sunarım. Ayrıca,
hayatım boyunca daima yanımda olan ve bana her türlü yardımda bulunan sevgili annem
Nermin DERE’ye, babam Kemal DERE’ye, ablam Selbinaz BAĞIŞLAR’a, eniştem Ha-
san BAĞIŞLAR’a ve çok sevgili yeğenlerim Beyza Berin, Betül Berra ve Beren Buğçe
BAĞIŞLAR’a teşekkür ederim.
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SİMGELER ve KISALTMALAR DİZİNİ

Simgeler:
C Karmaşık sayılar kümesi
P Tek değişkenli polinomlar kümesi
P∗ P üzerindeki bütün lineer fonksiyonellerin vektör uzayı
F Formal kuvvet serilerinin kümesi
δn,k Kronecker delta fonksiyonu
o (f (t)) f (t) serisinin mertebesi
der (p (x)) p (x) polinomunun derecesi
〈L | p (x)〉 L fonksiyonelinin p (x) polinomuna etkisi
∂tf (t) t′ye göre türev operatörü
H

(α)
n (x) Mertebesi α, derecesi n olan Hermite polinomları

B
(α)
n (x) Mertebesi α, derecesi n olan Bernoulli polinomları

E
(α)
n (x) Mertebesi α, derecesi n olan Euler polinomları
B(α)
n (cn;x) Mertebesi α, derecesi n olan cn-Bernoulli tipli polinomlar
E (α)n (cn;x) Mertebesi α, derecesi n olan cn-Euler tipli polinomlar
B

(α)
n,q (x) Mertebesi α, derecesi n olan q-Bernoulli polinomları

E
(α)
n,q (x) Mertebesi α, derecesi n olan q-Euler polinomları

H
(α)
n,q (x) Mertebesi α, derecesi n olan q-Hermite polinomları

B
(a)
H,n,q (x, v) Mertebesi α, derecesi n olan q-Hermite tabanlı Bernoulli polinomları

E
(a)
H,n,q (x, v) Mertebesi α, derecesi n olan q-Hermite tabanlı Euler polinomları

Dt,q t ’ye göre q-türev operatörü
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GİRİŞ RAHİME DERE

1. GİRİŞ

Polinom dizileri analizde ve uygulamalı matematikte çok önemli rol oynar. Örne-
ğin, Hn (x) Hermite polinomları

y
′′ − 2xy

′
+ 2ny = 0

ikinci dereceden lineer diferensiyel denkleminin bir çözümüdür.

Yine Hermite polinomları gibi bazı polinomlar için, Rodrigues formülü gibi ope-
ratör içeren formüller elde edilebilir:

Hn (x) = ex
2

Dne−x
2

.

Üreteç fonksiyonları yardımıyla yüksek mertebeden Bernoulli polinomları gibi
birçok alanda uygulaması olan bazı özel polinomlar ve bunların çeşitli özellikleri verile-
bilir: (

t

et − 1

)α
ext =

∞∑
n=0

B(α)
n (x)

tn

n!

(Erdelyi 1953).

Bu polinomlar içinde en önemlilerinden biri de Sheffer polinom ailesidir. A0 6= 0
ve B1 6= 0 olmak üzere,

A (t) = A0 + A1t+ A2t
2 + · · ·

ve

B (t) = B1t+B2t
2 + · · ·

iken

∞∑
k=0

Sk (x)

k!
tk = A (t) exB(t)

üreteç fonksiyonu yardımıyla tanımlanan Sn (x) Sheffer polinom ailesi içinde birçok
önemli alanda uygulaması olan polinomları içerir. Örneğin Hermite polinomları fizikte
Shrödinger dalga denklemi ya da Brown hareketi gibi konularda uygulamaya sahiptir.
Laguerre polinomları hidrojen atomunun dalga denkleminin çözümünde kullanılır. Ber-
noulli polinomları Hurwitz zeta fonksiyonu, Riemann zeta fonksiyonu gibi sayılar teori-
sinin önemli konularında çalışılır. Abel polinomlarıyla geometrik olasılık arasında bir bağ
kurulabilir (Roman 2005).
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RAHİME DERE GİRİŞ

Bu tez çalışmasında Sheffer polinomlarının bir genellemesi olan ve daha çok uy-
gulama alanı bulunan q-Sheffer polinomları ve onların bir alt ailesi olan q-Appell poli-
nomları incelenmiş ve bunlara bazı örnekler verilmiştir.
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KURAMSAL BİLGİLER VE KAYNAK TARAMALARI RAHİME DERE

2. KURAMSAL BİLGİLER VE KAYNAK TARAMALARI

Bu bölümde, bu tez çalışması boyunca kullanılacak olan bazı tanımlar ve ön bil-
giler verilecektir.

Bu tez çalışmasında umbral analiz yöntemleri kullanılır. Umbral analizin tarihi
17. yüzyıla dayanır. Ayrıntılı olarak gelişmesi ise 19. yüzyılda başlamıştır. Temel olarak
umbral analizin gelişimi üç farklı aşamada incelenebilir. Bunlardan ilki, Sylvester, Cayley
ve Blissard gibi bazı matematikçilerin 19. yüzyılda umbral analizin önemine dikkat çeken
çalışmalarıyla olmuştur. Yine de bu devirdeki çalışmalar yeterli bir sonuç vermemiştir.

Umbral analiz tarihindeki ikinci gelişme, bugün de birçok matematikçi tarafından
çalışılan önemli bir konu olan Sheffer polinomları teorisinin ortaya atılmasıyla olmuştur.
Bu yıllarda ünlü matematikçi Appell’in yaptığı çalışmalar, bazı özel polinomların formal
kuvvet serileriyle olan ilişkilerini ortaya koymuştur. Bu polinomlar Sheffer ve Appell
polinomları olarak bilinir.

Umbral analiz tarihindeki üçüncü gelişme ise, lineer operatör teorisidir. Fonksiyo-
nel analizin gelişmesiyle umbral analizin operatör teorisiyle olan bağlantısı incelenmeye
başlanmıştır.

Bütün bu aşamalardan sonra ünlü matematikçi Rota ve Taylor 1970 yıllarında li-
neer fonksiyonel ve lineer operatörler teorisine dayanan modern umbral analiz teorisini
kurmaya başlamıştır. Nihayetinde Steven Roman, Rota’nın çalışmalarına devam etmiş ve
umbral analizin teorisi kurulmuştur (Di Bucchianico ve Loeb 2000, Roman 2005).

1980 yıllarından beri umbral cebir alanında pek çok matematikçi önemli çalışma
yapmıştır. Bunlardan bazıları umbral cebirin diğer cebirlerle olan bağlantısını incelerken,
bazıları ise bu tezde kullanılan üreteç fonksiyonu metotlarını kullanmıştır. Günümüzde
umbral analiz ve üreteç fonksiyonları kullanarak yapılan çalışmalardan bazıları (Dere ve
Şimşek, 2011-2015) ve (Kim ve Kim 2013,2014) yayınlarında bulunabilir.

q-umbral analiz ise ilk kez Ihrig ve Ismail (1981) ve Roman (1982) tarafından
incelenmiş olup günümüzde Ernst (2006, 2008), Kim ve Kim (2014) ve Dere (2016) gibi
bazı matematikçiler tarafından çalışılmaktadır.

2.1. Temel Kavram ve Gösterimler

Tanım 2.1. F cismi üzerinde iki vektör uzayı V ve W olsun. Her r, s ∈ F ve u, v ∈ V
için

τ (ru+ sv) = rτ (u) + sτ (v)

özelliğini sağlayan τ : V → W fonksiyonuna lineer dönüşüm denir (Roman 1992).

Tanım 2.2. F cisim ve A boştan farklı bir küme olsun. Aşağıdaki üç özellik sağlanıyorsa

3



RAHİME DERE KURAMSAL BİLGİLER VE KAYNAK TARAMALARI

A’ya toplama, çarpma ve skalerle çarpma işlemlerine göre F cismi üzerinde bir cebirdir
denir.
1) A, toplama ve skalerle çarpma işlemleri altında bir vektör uzayıdır.
2) A, toplama ve çarpma işlemleri altında bir halkadır.
3) r ∈ F ve a, b ∈ A için

r (ab) = (ra) b = a (rb)

eşitliği sağlanır (Roman 1992).

Tanım 2.3. F cismi üzerinde bir vektör uzayı V olsun. f : V → F lineer dönüşümüne V
üzerinde bir lineer fonksiyonel denir (Roman 1992).

Tanım 2.4. V üzerindeki bütün lineer fonksiyonellerin kümesi V ∗ ile gösterilir ve buna
V ’nin cebirsel dual uzayı denir (Roman 1992).

Tanım 2.5. z ∈ C olsun. Herhangi bir x karmaşık sayısı içinHn (x) Hermite polinomları,

exp(2xz−z2) =
∞∑
n=0

Hn (x)
zn

n!

üreteç fonksiyonu ile tanımlanır (Erdelyi 1953, Roman 2005).

Tanım 2.6. z ∈ C olsun. Herhangi bir x karmaşık sayısı için mertebesi α olan B(a)
n (x)

Bernoulli polinomları,(
z

ez − 1

)a
exz =

∞∑
n=0

B(a)
n (x)

zn

n!
, |z| < 2π

üreteç fonksiyonu ile tanımlanır (Carlitz 1960, Erdelyi 1953, Roman 2005).

Tanım 2.7. z ∈ C olsun. Herhangi bir x karmaşık sayısı için mertebesi α olan E(a)
n (x)

Euler polinomları,(
2

ez + 1

)a
exz =

∞∑
n=0

E(a)
n (x)

zn

n!
, |z| < π

üreteç fonksiyonu ile tanımlanır (Erdelyi 1953, Roman 2005).

Tanım 2.8. α ∈ Z, v∈ Z+, f (t, α) t ’ye bağlı bir fonksiyon ve h (t, v) t ’ye bağlı analitik
bir fonksiyon olmak üzere mertebesi α olan Φ

(α)
n (x, v) modifiye edilmiş Milne-Thomson

polinomları,

f (t, α) ext+h(t,v) =
∞∑
n=0

Φ(α)
n (x, v)

tn

n!
(2.1)
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KURAMSAL BİLGİLER VE KAYNAK TARAMALARI RAHİME DERE

üreteç fonksiyonu ile tanımlanır (Dere ve Şimşek 2012, 2015).

Açıklama 2.9. (2.1)’de v = 0 alınırsa

Φ(α)
n (x, 0) = Φ(α)

n (x)

olur ve burada Milne-Thomson (1933) tarafından verilen Φ
(α)
n (x) polinomuna indirgen-

miş olur.

Polinom dizileri uygulamalı matematikte büyük rol oynar. Bu polinom dizilerinin
en önemlilerinden birisi Sn (x) ile gösterilen Sheffer dizileridir.

Bir Sn (x) dizisinin Sheffer dizisi olması için gerek ve yeter koşul A (t) = A0 +
A1t+ A2t

2 + . . ., (A0 6= 0) ve B (t) = B1t+B2t
2 + . . ., (B1 6= 0) iken

∞∑
k=0

Sk (x)

k!
tk = A (t) exB(t)

olmasıdır (Roman 2005).

P tek değişkenli polinomların bir cebiri olsun. P∗ ise P üzerinde tanımlı bütün
lineer fonksiyonellerden oluşan bir vektör uzayı olsun.P üzerindeki bir lineer fonksiyonel
bir formal kuvvet serisi ile temsil edilebilir. Yani, P üzerindeki bir lineer fonksiyonel ile
bir formal kuvvet serisi arasında bire bir ilişki vardır.

F, C cismi üzerinde tanımlı formal kuvvet serilerinin kümesi olsun. F’nin ele-
manları aşağıdaki şekilde yazılır. ak ∈ C olsun.

f (t) =
∞∑
k=0

akt
k (2.2)

dir.

İki formal kuvvvet serisinin eşit olabilmesi için gerek ve yeter koşul katsayılarının
eşit olmasıdır. Formal kuvvet serilerinin toplamı ve çarpımı işlemleri aşağıdaki şekilde
verilmiştir:

∞∑
k=0

akt
k +

∞∑
k=0

bkt
k =

∞∑
k=0

(ak + bk) t
k,

(
∞∑
k=0

akt
k

)(
∞∑
k=0

bkt
k

)
=
∞∑
k=0

(
k∑
j=0

ajbk−j

)
tk

Bu iki işlemle birlikte F, bir cebirdir (Roman 2005).

5



RAHİME DERE KURAMSAL BİLGİLER VE KAYNAK TARAMALARI

Tanım 2.10. Katsayısı sıfır olmayan tk terimleri içindeki en küçük k tamsayısına f (t)’nin
mertebesi denir ve o (f (t)) ile gösterilir (Roman 2005).

Açıklama 2.11. o (f (t)) = 0 ise f (t) tersinirdir, o (f (t)) = 1 ise f (t) delta serisidir
denir.

f (t) = 0 alınırsa o (f (t)) = +∞ olur. Ayrıca aşağıdaki özellikler sağlanır:

o (f (t) g (t)) = o (f (t)) + o (g (t)) ,

o (f (t) + g (t)) ≥ min {o (f (t)) , o (g (t))} .

Bir f (t) serisinin çarpmaya göre tersinin olabilmesi için gerek ve yeter koşul
o (f (t)) = 0 olmasıdır. Bu şekildeki f (t) serisine tersinirdir denir.

Eğer o (f (t)) = 1 ise, f (t) serisi f
(
f (t)

)
= f (f (t)) = t olacak şekilde f (t)

bileşke tersine sahiptir. Delta serilerinin kuvveti olan f (t)k terimleri F için bir pseudobaz
oluştururlar. Yani ak sabitleri için,

g (t) =
∞∑
k=0

akf (t)k

olacak şekilde g (t) ∈ F vardır.

(2.2) bağıntısında verilen f (t) serisinin türevi aşağıdaki şekilde verilir:

f
′
(t) = ∂tf (t) =

∞∑
k=1

kakt
k−1,

(Roman 2005).

Kronecker delta fonksiyonu δn,k aşağıdaki şekilde tanımlanır:

δn,k =

{
1, n = k
0, n 6= k.

2.1.1. Umbral cebir

C cismi üzerindeki tek değişkenli polinomlar cebiri P olsun. P üzerindeki bütün
lineer fonksiyonellerin vektör uzayı da P∗ olsun. 〈L | p (x)〉, L lineer fonksiyonelinin
p (x) polinomu üzerindeki etkisi olarak tanımlanır. Burada

〈L+M | p (x)〉 = 〈L | p (x)〉+ 〈M | p (x)〉

6



KURAMSAL BİLGİLER VE KAYNAK TARAMALARI RAHİME DERE

ve c ∈ C için

〈cL | p (x)〉 = c 〈L | p (x)〉

olur.

f (t) =
∞∑
k=0

ak
k!
tk

bir formal kuvvet serisi olsun. yani f (t) ∈ F olsun. n ≥ 0 için

〈f (t) | xn〉 = an (2.3)

şeklindeP üzerinde bir lineer fonksiyonel tanımlar (Roman 2005). Özel olarak, f (t) = tk

alındığında,〈
tk | xn

〉
= n!δn,k

dir.

Formal kuvvet serilerinin toplama ve çarpma işlemleri altında, formal kuvvet se-
rileri kümesi genellikle bir cebir oluştururlar. Bu şekilde elde edilen cebire Umbral cebir
denir. Bu cebir yöntemleri ile oluşturulan analize de Umbral analiz denir.

Örneğin; y ∈ C için eyt fonksiyoneli incelenir:

〈
eyt | xn

〉
=

〈
∞∑
k=0

(yt)k

k!
| xn
〉

= yn.

Buradan; her p (x) ∈ P için〈
eyt | p (x)

〉
= p (y)

dir (Roman 2005).

Ayrıca, her p (x) ∈ P ve f (t) ∈ F için aşağıdaki sonuçlar verilir:

f (t) =
∞∑
k=0

〈
f (t) | xk

〉
k!

tk, (2.4)

p (x) =
∞∑
k=0

〈
tk | p (x)

〉
k!

xk (2.5)

7



RAHİME DERE KURAMSAL BİLGİLER VE KAYNAK TARAMALARI

(Roman 2005).

Önerme 2.12. f (t), g (t) ∈ F olsun. Aşağıdaki eşitlik sağlanır:

〈f (t) g (t) | xn〉 =
n∑
k=0

(
n

k

)〈
f (t) | xk

〉 〈
g (t) | xn−k

〉
.

İspat. f (t), g (t) ∈ F olsun. (2.4) bağıntısından

f (t) g (t) =
∞∑
m=0

〈f (t) | xm〉
m!

tm
∞∑
m=0

〈g (t) | xm〉
m!

tm

=
∞∑
m=0

m∑
k=0

(
m

k

)〈
f (t) | xk

〉 〈
g (t) | xm−k

〉 tm
m!

elde edilir. Yukarıdaki eşitlikte her iki taraf da xn ’e uygulanıp (2.3) eşitliği kullanıldı-
ğında ispat tamamlanmış olur (Roman 2005).

Önerme 2.13. o (f (t)) > der (p (x)) ise

〈f (t) | p (x)〉 = 0

olur.

İspat. (2.3)’de o (f (t)) > n iken 〈f (t) | xn〉 = 0 olduğu açıktır (Roman 2005).

Önerme 2.14. Her k ≥ 0 için o (fk (t)) = k olsun. Her p (x) ∈ P için〈
∞∑
k=0

akfk (t) | p (x)

〉
=
∞∑
k=0

ak 〈fk (t) | p (x)〉

olur.

İspat. Varsayalım ki der (p (x)) = d olsun. Bu durumda

〈
∞∑
k=0

akfk (t) | p (x)

〉
=

〈
d∑

k=0

akfk (t) +
∞∑

k=d+1

akfk (t) | p (x)

〉

=

〈
d∑

k=0

akfk (t) | p (x)

〉

=
d∑

k=0

ak 〈fk (t) | p (x)〉

8
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=
∞∑
k=0

ak 〈fk (t) | p (x)〉

bulunur (Roman 2005).

Önerme 2.15. Her k ≥ 0 için o (fk (t)) = k olsun. Eğer bütün k değerleri için

〈fk (t) | p (x)〉 = 〈fk (t) | q (x)〉

oluyorsa, p (x) = q (x) olur.

İspat. fk (t) formundaki diziler F için bir pseudobaz olduğundan, n ≥ 0 için

tk =
∞∑
k=0

an,kfk (t)

olacak şekilde an,k değerleri vardır. Buradan;

〈tn | p (x)〉 =
∞∑
k=0

an,k 〈fk (t) | p (x)〉

=
∞∑
k=0

an,k 〈fk (t) | q (x)〉

= 〈tn | q (x)〉

olur ve (2.5) eşitliği kullanılarak p (x) = q (x) olduğu görülür (Roman 2005).

Önerme 2.16. Her k ≥ 0 için der (pk (x)) = k olsun. Eğer bütün k değerleri için

〈f (t) | pk (x)〉 = 〈g (t) | pk (x)〉

oluyorsa, f (t) = g (t) olur.

İspat. Her n ≥ 0 için öyle an,k değerleri vardır ki, xn =
n∑
k=0

an,kpk (x) olur. Buradan;

〈f (t) | xn〉 =
n∑
k=0

an,k 〈f (t) | pk (x)〉

=
n∑
k=0

an,k 〈g (t) | pk (x)〉

= 〈g (t) | xn〉
9
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elde edilir ve (2.4) kullanılarak f (t) = g (t) olduğu görülür (Roman 2005).

Açıklama 2.17. Lineer fonksiyonel tk’nın bir p (x) polinomuna etkisi polinomun k. türe-
vinin sıfırdaki değerine eşittir. Yani;〈

tk | p (x)
〉

= p(k) (0)

ve 〈
t0 | p (x)

〉
= p (0)

olur.

Açıklama 2.18. f (t) ∈ F delta serisini lineer fonksiyonel olarak ele aldığımızda, buna
delta fonksiyoneli denir. Benzer şekilde, tersinir seri de tersinir fonksiyonel olarak ifade
edilir.

Önerme 2.19. f (t) serisinin delta fonksiyoneli olması için gerek ve yeter koşul 〈f (t) | 1〉 =
0 ve 〈f (t) | x〉 6= 0 olmasıdır (Roman 2005).

Önerme 2.20. f (t) serisinin tersinir fonksiyonel olması için gerek ve yeter koşul 〈f (t) | 1〉 6=
0 olmasıdır (Roman 2005).

Teorem 2.21. f (t) ∈ F olsun. ∀ p (x) ∈ P polinomu için aşağıdaki eşitlik sağlanır:

〈f (t) | xp (x)〉 = 〈∂tf (t) | p (x)〉 .

İspat. Özel olarak p (x) = xn alınır.

f (t) =
∞∑
k=0

ak
k!
tk

olmak üzere,

〈∂tf (t) | xn〉 =

〈
∞∑
k=1

ak
(k − 1)!

tk−1 | xn
〉

= an+1

=

〈
∞∑
k=0

ak
k!
tk | xn+1

〉
= 〈f (t) | xxn〉

bulunur (Roman 2005).

Önerme 2.22. p (x) ∈ P ve a ∈ C olsun.Her bir f (t) ∈ F için

〈f (t) | p (ax)〉 = 〈f (at) | p (x)〉
10
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dir (Roman 2005).

Yukarıdaki önermeleri kapsayan bazı özel örnekler aşağıda verilmiştir:

Örnek. eyt tersinir fonksiyonelinin p (x) polinomuna etkisi〈
eyt | p (x)

〉
= p (y)

dir.

Örnek. eyt − 1 delta fonksiyonelinin p (x) polinomuna etkisi〈
eyt − 1 | p (x)

〉
= p (y)− p (0) (2.6)

dir.

Örnek. teyt delta fonsiyonelinin p (x) = xn polinomuna etkisi

〈
teyt | xn

〉
=

〈
∞∑
k=0

yk

k!
tk+1 | xn

〉
= nyn−1

dir. Lineerlik özelliğinden dolayı,〈
teyt | p (x)

〉
= p′ (y)

bulunur.

Örnek. (1− t)−1 tersinir fonksiyonelinin p (x) = xn polinomuna etkisi

〈
(1− t)−1 | xn

〉
=

〈
∞∑
k=0

tk | xn
〉

= n!

dir. Ayrıca

n! =

∞∫
0

une−udu

olduğundan,

〈
(1− t)−1 | p (x)

〉
=

∞∫
0

p (u) e−udu.

elde edilir.

11
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Örnek. eyt−1
t

fonksiyonelinin p (x) polinomuna etkisi

〈
eyt − 1

t
| p (x)

〉
=

y∫
0

p (u) du (2.7)

dir. Bu fonksiyonele integral fonksiyoneli denir.

2.1.2. Lineer operatörler

Bu bölümde, F’ nin elemanları birer lineer operatör olarak ele alınacaktır.

Örneğin; P üzerinde k. türev operatörü tk ile gösterilir. Yani

tkxn =

{
(n)k x

n−k, k ≤ n
0, k > n.

Burada

(n)k = n (n− 1) (n− 2) . . . (n− k + 1)

dir.

Herhangi bir f (t) =
∞∑
k=0

ak
k!
tk formal kuvvet serisi verilsin. f (t) operatörünün

p (x) = xn polinomuna etkisi

f (t)xn =
∞∑
k=0

ak
k!

(
tkxn

)
=
∞∑
k=0

ak
k!

n!

(n− k)!
xn−k =

n∑
k=0

(
n

k

)
akx

n−k

dir. O halde f (t), P üzerinde bir lineer operatördür.f ’nin lineerliğinden dolayı,

f (t) p (x) =
∞∑
k=0

ak
k!

(
tkp (x)

)
=
∑
k≥0

ak
k!
p(k) (x)

elde edilir (Roman 2005).

Açıklama 2.23. f (t) bir fonksiyonel olsun. f (t) fonksiyonelinin p (x) polinomuna etkisi

〈f (t) | p (x)〉

notasyonu ile gösterilir.

12
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f (t) bir operatör olsun. f (t) operatörünün p (x) polinomuna etkisi

f (t) p (x)

notasyonu ile gösterilir.

Açıklama 2.24. Her f (t), g (t) ∈ F için

(f (t) g (t)) p (x) = f (t) (g (t) p (x))

ve

f (t) g (t) p (x) = g (t) f (t) p (x)

dir.

Açıklama 2.25. t0 operatörüne birim operatör denir. Ayrıca, bir delta serisi operatör
olarak düşünüldüğünde buna delta operatörü, bir tersinir seri operatör olarak düşünül-
düğünde buna da tersinir operatör denir.

Önerme 2.26. o (f (t)) > der (p (x)) ise, f (t) p (x) = 0 olur (Roman 2005).

Önerme 2.27. Her k ≥ 0 için o (fk (t)) = k ve her p (x) ∈ P için(
∞∑
k=0

akfk (t)

)
p (x) =

∞∑
k=0

ak (fk (t) p (x))

olur (Roman 2005).

Önerme 2.28. Her k ≥ 0 için o (fk (t)) = k ve her k için

fk (t) p (x) = fk (t) q (x)

ise p (x) = q (x) olur (Roman 2005).

Önerme 2.29. Her k ≥ 0 için der (pk (x)) = k ve her k için

f (t) pk (x) = g (t) pk (x)

ise f (t) = g (t) olur (Roman 2005).

Aşağıdaki teoremde, fonksiyonel olan f (t) ile operatör olan f (t) arasındaki ilişki
açık bir şekilde verilmiştir.

13



RAHİME DERE KURAMSAL BİLGİLER VE KAYNAK TARAMALARI

Teorem 2.30. f (t) , g (t) ∈ F olsun.Her p (x) ∈ P için,

〈f (t) g (t) | p (x)〉 = 〈g (t) | f (t) p (x)〉 (2.8)

eşitliği sağlanır.

İspat. f (t) (2.4) formunda yazılsın ve p (x) = xn alınsın:

〈g (t) | f (t)xn〉 =

〈
g (t) |

∞∑
k=0

(
n

k

)〈
f (t) | xk

〉
xn−k

〉

=
∞∑
k=0

(
n

k

)〈
f (t) | xk

〉 〈
g (t) | xn−k

〉
= 〈f (t) g (t) | xn〉

dir. Bu sonuç bütün p (x) ∈ P polinomları için doğru olduğundan dolayı ispat tamamlan-
mış olur (Roman 2005).

Açıklama 2.31.

〈f (t) | p (x)〉 =
〈
t0 | f (t) p (x)

〉
dir.

Yukarıda verilen önermeler ve teoremler için bazı özel örnekler aşağıda verilmiştir.

Örnek. eyt operatörünün p (x) = xn’e etkisi aşağıdaki bağıntı ile verilir:

eytxn =
∞∑
k=0

yk

k!
tkxn =

∞∑
k=0

(
n

k

)
ykxn−k = (x+ y)n .

Yukarıdaki bağıntının genelleştirilmiş hali her p (x) ∈ P için

eytp (x) = p (x+ y) (2.9)

bağıntısı ile verilir.

Örnek. eyt − 1 operatörünün p (x) polinomuna etkisi(
eyt − 1

)
p (x) = p (x+ y)− p (x)

dir. Burada 1 ile birim operatör gösterilir.
14
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Örnek. teyt operatörünün p (x) polinomuna etkisi

teytp (x) = tp (x+ y) = p′ (x+ y)

dir. Burada p′ (x+ y) = d
dx
p (x+ y) dir.

Örnek. (1− t)−1 operatörünün p (x) = xn polinomuna etkisi

(1− t)−1 xn =
∞∑
k=0

(n)k x
n−k

dir.

2.1.3. Sheffer dizileri

Bu bölümde Sheffer dizileri tanımlanacak ve bu dizilerin temel özellikleri verile-
cektir.

Bazı kaynaklarda Sheffer dizileri yerine Sheffer polinomları da denmektedir.

Teorem 2.32. f (t) bir delta serisi ve g (t) bir tersinir seri olsun. n, k ≥ 0 olmak üzere,〈
g (t) f (t)k | Sn (x)

〉
= n!δn,k

ortogonallik koşulunu sağlayan tek bir Sn (x) polinomu vardır (Roman 2005).

Teorem 3.31’dan aşağıdaki sonuçlar elde edilir:

Bu şekildeki Sn (x) polinomuna (g (t) , f (t)) ikilisi için Sheffer dizisidir denir.
Bazı kaynaklarda kısaca, Sn (x), (g (t) , f (t)) için Sheffer’dir denmektedir.

Özel olarak f (t) = t alınırsa, elde edilen diziye g (t) için Appell dizisi, g (t) = 1
alınırsa elde edilen diziye f (t) için ilişkili dizi denir.

Sheffer polinomlarının üreteç fonksiyonu aşağıdaki teorem ile verilir:

Teorem 2.33. y ∈ C olsun. Sn (x) polinomunun (g (t) , f (t)) için Sheffer polinomu ol-
ması için gerek ve yeter koşul

1

g
(
f (t)

)eyf(t) =
∞∑
k=0

Sk (y)

k!
tk (2.10)

olmasıdır. Burada f , f ’in ters fonksiyonudur (Roman 2005).
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Teorem 2.34. Sn (x), (g (t) , f (t)) ikilisi için Sheffer polinomu olsun. Bu durumda,

Sn (x) =
n∑
k=0

1

k!

〈
g
(
f (t)

)−1
f (t)k | xn

〉
xk

dır (Roman 2005).

İspat. (2.10) eşitliğinin her iki tarafı da ayrı ayrı xn ’e uygulansın:〈
∞∑
k=0

Sk (y)

k!
tk | xn

〉
= Sn (y) (2.11)

〈
g
(
f (t)

)−1
eyf(t) | xn

〉
=

〈
∞∑
k=0

1

k!
ykg

(
f (t)

)−1
f (t)k | xn

〉
(2.12)

=
n∑
k=0

1

k!

〈
g
(
f (t)

)−1
f (t)k | xn

〉
yk

Bu sonuç, ∀ y ∈ C için geçerlidir. (2.11) ve (2.12) birleştirilerek ispat tamamlanmış olur
(Roman 2005).

Teorem 2.35. g (t) tersinir seri ve n ∈ N olsun. Sn (x), (g (t) , f (t)) ikilisi için Sheffer
polinomu olması için gerek ve yeter koşul

f (t)Sn (x) = nSn−1 (x)

olmasıdır (Roman 2005).

Teorem 2.36. Sn (x) , (g (t) , f (t)) ikilisi için Sheffer polinomu olsun. O halde,

Sn+1 (x) =

(
x− g′ (t)

g (t)

)
1

f ′ (t)
Sn (x) (2.13)

olur (Roman 2005).
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3. BULGULAR ve TARTIŞMA

Bu kısımda umbral analizin Roman (2005) tarafından verilen bir cn-genellemesi
açıklanacak ve bunun çeşitli özellikleri elde edilecektir. Ayrıca, bu genellemenin bir özel
hali olan q-umbral analizle ilgili sonuçlar verilecektir.

3.1. Umbral Analizin Bir Genellemesi

cn sıfırdan farklı bir dizi olsun.〈
tk | xn

〉
= cnδn,k

alındığında F cebiri ve P∗ vektör uzayı arasındaki izomorfik dönüşüm klasik umbral ana-
lizdekine benzerdir. Burada

f (t) =
∞∑
k=0

akt
k

ise

〈f (t) | xn〉 = cnan

olur (Roman 2005).

Umbral analizin bu genellemesi bu tez boyunca cn-umbral analiz olarak adlandı-
rılacaktır. Bundan sonra

f (t) =
∞∑
k=0

ak
ck
tk

olarak alınacaktır. Burada

lim
k→∞

∣∣∣∣ak+1

ck+1

ck
ak

∣∣∣∣ < 1

dir.

F üzerindeki σt sürekli operatörü şu şekilde tanımlanır:

σtt
n =

(
cn
cn−1

)
tn−1,

(Roman 2005). Buradan, aşağıdaki teorem elde edilir:
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Teorem 3.1. f (t) ∈ F olsun. ∀ p (x) ∈ P polinomu için aşağıdaki eşitlik sağlanır:

〈f (t) | xp (x)〉 = 〈σtf (t) | p (x)〉 ,

(Roman 2005).

Teorem 3.1 Roman (2005) tarafından ispatsız verilmiştir. bu teoremin ispatı kısaca
aşağıdaki gibi verilir:

İspat. [Teorem 3.1’in ispatı] Özel olarak p (x) = xn alınır.

f (t) =
∞∑
k=0

ak
ck
tk

olmak üzere,

〈σtf (t) | xn〉 =

〈
∞∑
k=1

ak
ck

(
ck
ck−1

)
tk−1 | xn

〉
= cn+1an+1

=

〈
∞∑
k=0

ak
ck
tk | xn+1

〉
= 〈f (t) | xxn〉

bulunur. Lineerlik özelliğinden ispat biter.

Önerme 3.2. ∀f (t) ∈ F ve p (x) ∈ P olsun. O halde bir a sabiti için

〈f (t) | p (ax)〉 = 〈f (at) | p (x)〉

olur.

İspat. f (t) = tk ve p (x) = xn alalım.

〈
tk | (ax)n

〉
= an

〈
tk | xn

〉
= ancnδn,k

= akcnδn,k

=
〈

(at)k | xn
〉
.

Lineerlik özelliğinden, ispat biter.
18
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ε (yt) üstel fonksiyonu şu şekilde tanımlanır:

ε (yt) =
∞∑
k=0

(yt)k

ck
.

ε (yt) fonksiyonelinin xn’e etkisi şu şekilde verilir

〈ε (yt) | xn〉 =

〈
∞∑
k=0

(yt)k

ck
| xn
〉

= yn.

Buradan; her p (x) ∈ P için

〈ε (yt) | p (x)〉 = p (y)

olur (Roman 2005).

Klasik umbral analizdekiyle benzer şekilde aşağıdaki teorem elde edilir:

Teorem 3.3. f (t) , g (t) ∈ F olsun. Her p (x) ∈ P için,

〈f (t) g (t) | p (x)〉 = 〈g (t) | f (t) p (x)〉

eşitliği sağlanır.

tk operatörünün etkisi şu şekildedir:

tkxn =

(
cn
cn−k

)
tn−k

ve genel olarak

f (t)xn =
∞∑
k=0

akt
kxn =

∞∑
k=0

(
cn
cn−k

)
akx

n−k

olur.

ε (yt) operatörünün etkisi de şu şekildedir:

ε (yt)xn =
∞∑
k=0

cn
ckcn−k

yn−kxk.

Klasik umbral analizdekine benzer şekilde, n, k ≥ 0 olmak üzere,〈
g (t) f (t)k | Sn (x)

〉
= cnδn,k
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ise Sn (x), (g (t) , f (t)) için bir Sheffer dizisidir. Burada o (g (t)) = 0 ve o (f (t)) = 1 dir.

Özel olarak f (t) = t alınırsa, g (t) için Appell dizisi elde edilir. g (t) = 1 ise
Sn (x) ilişkili dizidir denir.

Bu tez çalışması boyunca cn-umbral analizdeki Sheffer dizileri cn-Sheffer poli-
nomu ve Appell dizileri de cn-Appell polinomu olarak adlandırılacaktır.

cn-Sheffer polinomlarıyla ilgili bazı özellikler klasik umbral analizdekine benzer
şekilde aşağıdaki gibi verilmiştir:

Teorem 3.4. Sn (x), (g (t) , f (t)) ikilisi için cn-Sheffer polinomu olsun. Bu durumda her
h (t) ∈ F için

h (t) =
∞∑
k=0

〈h (t) | Sk (x)〉
ck

g (t) f (t)k

dır (Roman 2005).

Teorem 3.5. Sn (x), (g (t) , f (t)) ikilisi için cn-Sheffer polinomu olsun. Bu durumda her
p (x) için

p (x) =
∑
k≥0

〈
g (t) f (t)k | p (x)

〉
ck

Sk (x)

dir (Roman 2005).

Teorem 3.6. y ∈ C olsun. Sn (x) polinomunun (g (t) , f (t)) için cn-Sheffer polinomu
olması için gerek ve yeter koşul

1

g
(
f (t)

)ε (yf (t)
)

=
∞∑
k=0

Sk (y)

ck
tk

olmasıdır (Roman 2005).

Teorem 3.7. Sn (x) polinomunun (g (t) , f (t)) için cn-Sheffer polinomu olması için gerek
ve yeter koşul

Sn (x) =
n∑
k=0

1

ck

〈
g
(
f (t)

)−1
f (t)k | xn

〉
xk

dır (Roman 2005).

Teorem 3.8. Sn (x) polinomunun (g (t) , f (t)) için cn-Sheffer polinomu olması için gerek
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ve yeter koşul g (t)Sn (x) ’in f (t) ile ilişkili olmasıdır.

Teorem 3.9. Sn (x) polinomunun (g (t) , f (t)) için cn-Sheffer polinomu olması için gerek
ve yeter koşul

f (t)Sn (x) =
cn
cn−1

Sn−1 (x)

olmasıdır (Roman 2005).

Teorem 3.10 (Sheffer Özelliği). pn (x), f (t) ile ilişkili olsun. Sn (x) polinomunun (g (t) , f (t))
için cn-Sheffer polinomu olması için gerek ve yeter koşul

εy (t)Sn (x) =
n∑
k=0

cn
ckcn−k

pk (y)Sn−k (x)

olmasıdır (Roman 2005).

3.1.1. cn-Appell polinomlarını içeren özdeşlikler ve bağıntılar

Sn (x), (g (t) , f (t)) iklisi için bir cn-Sheffer polinomu olsun. f (t) = t alınırsa,
Sn (x), cn-Appell polinomu olur.

cn-Sheffer polinomunun sağladığı özelliklerde f (t) = t alınarak cn-Appell poli-
nomlarıyla ilgili aşağıdaki özellikler verilir:

Sonuç 3.11. Sn (x), g (t) için cn-Appell polinomu olsun. Bu durumda her h (t) ∈ F için

h (t) =
∞∑
k=0

〈h (t) | Sk (x)〉
ck

g (t) tk

dır.

Teorem 3.11’da h (t) = ε (yt) alınırsa,

ε (yt) =
∞∑
k=0

〈ε (yt) | Sk (x)〉
ck

g (t) tk

=
∞∑
k=0

Sk (y)

ck
g (t) tk

elde edilir.
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Sonuç 3.12. Sn (x), g (t) için cn-Appell polinomu olsun. Bu durumda her p (x) için

p (x) =
∑
k≥0

〈
g (t) tk | p (x)

〉
ck

Sk (x)

dir.

Sonuç 3.13. y ∈ C olsun. Sn (x) polinomunun g (t) için cn-Appell polinomu olması için
gerek ve yeter koşul

1

g (t)
εy (t) =

∞∑
k=0

Sk (y)

ck
tk

olmasıdır.

Sonuç 3.14. Sn (x) polinomunun g (t) için cn-Appell polinomu olması için gerek ve yeter
koşul

Sn (x) =
n∑
k=0

1

ck

〈
g (t)−1 tk | xn

〉
xk

olmasıdır.

Sonuç 3.15. Sn (x) polinomunun g (t) için cn-Appell polinomu olması için gerek ve yeter
koşul

Sn (x) = g (t)−1 xn

olmasıdır.

Sonuç 3.16. Sn (x) polinomunun g (t) için cn-Appell polinomu olması için gerek ve yeter
koşul

tSn (x) =
cn
cn−1

Sn−1 (x)

olmasıdır.

Sonuç 3.17 (Appell Özelliği). Sn (x) polinomunun g (t) için cn-Appell polinomu olması
için gerek ve yeter koşul

εy (t)Sn (x) =
n∑
k=0

cn
ckcn−k

ykSn−k (x) .

olmasıdır.
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Teorem 3.18. Sn (x) polinomunun g (t) için cn-Appell polinomu ve α 6= 0 ve n ≥ 0
olsun. O halde

Sn (αx) = αn
g (t)

g
(
t
α

)Sn (x)

olur.

İspat. Önerme 3.2’den,

〈f (t) | p (x)〉 =

〈
f

(
t

α

)
| p (αx)

〉
olur. Buradan

〈
tk | g

(
t

α

)
Sn (αx)

〉
=

〈
αktk | g (t)Sn (x)

〉
= αk

〈
g (t) tk | g (t)Sn (x)

〉
= αkcnδn,k

= αncnδn,k

=
〈
tk | αng (t)Sn (x)

〉
olur. Sonuç olarak

g

(
t

α

)
Sn (αx) = αng (t)Sn (x)

elde edilir.

cn- Bernoulli tipli polinomlar

Bu bölümde mertebesi α olan cn-Bernoulli tipli polinomlar verilecektir. Yüksek
mertebeden cn-Bernoulli tipli polinomlar B(α)

n (cn;x) ile gösterilir ve aşağıdaki üreteç
fonksiyonu ile tanımlanır:(

t

ε (t)− 1

)α
ε (yt) =

∞∑
k=0

B(α)
k (cn; y)

ck
tk. (3.1)

Yüksek mertebeden cn-Bernoulli tipli polinomu

g (t) =

(
ε (t)− 1

t

)α
(3.2)

için bir cn-Appell polinomudur.
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Teorem 3.15 ve (3.2) bağıntısından

B(α)
n (cn;x) =

(
t

ε (t)− 1

)α
xn. (3.3)

elde edilir. Buradan,(
t

ε (t)− 1

)β
B(α)
n (cn;x) =

(
t

ε (t)− 1

)β (
t

ε (t)− 1

)α
xn

=

(
t

ε (t)− 1

)α+β
xn

= B(α+β)
n (cn;x)

olduğu görülür.

Ayrıca Teorem 3.16 kullanarak aşağıdaki sonuç elde edilir:

tB(α)
n (cn;x) =

cn
cn−1
B(α)
n−1 (cn;x) . (3.4)

Teorem 3.19. (ε (t)− 1) operatörünün B(α)
n (cn;x) polinomuna etkisi

(ε (t)− 1)B(α)
n (cn;x) =

cn
cn−1
B(α−1)
n−1 (cn;x)

dir.

İspat. (3.3) ’den,

(ε (t)− 1)B(α)
n (cn;x) = (ε (t)− 1)

(
t

ε (t)− 1

)α
xn

yazılabilir.

(ε (t)− 1)B(α)
n (cn;x) = (ε (t)− 1)

(
t

ε (t)− 1

)α
xn

= t

(
t

ε (t)− 1

)α−1
xn

= tB(α−1)
n (cn;x)

=
cn
cn−1
B(α−1)
n−1 (cn;x)

elde edilir.
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(ε (t)− 1) operatörünün lineerliğinden, aşağıdaki sonuç elde edilir:

Sonuç 3.20.

ε (t)B(α)
n (cn;x) =

cn
cn−1
B(α−1)
n−1 (cn;x) + B(α)

n (cn;x) .

cn- Euler tipli polinomlar

Bu bölümde mertebesi α olan cn-Euler tipli polinomlar verilecektir. Yüksek mer-
tebeden cn-Euler tipli polinomlar E (α)n (cn;x) ile gösterilir ve aşağıdaki üreteç fonksiyonu
ile tanımlanır:(

2

ε (t) + 1

)α
ε (yt) =

∞∑
k=0

E (α)k (cn; y)

ck
tk. (3.5)

Yüksek mertebeden cn-Euler tipli polinomu

g (t) =

(
ε (t) + 1

2

)α
(3.6)

için bir cn-Appell polinomudur.

Teorem 3.15 ve (3.2) bağıntısından

E (α)n (cn;x) =

(
2

ε (t) + 1

)α
xn. (3.7)

elde edilir. Buradan,(
2

ε (t) + 1

)β
E (α)n (cn;x) =

(
2

ε (t) + 1

)β (
2

ε (t) + 1

)α
xn

=

(
2

ε (t) + 1

)α+β
xn

= E (α+β)n (cn;x)

olduğu görülür.

Ayrıca Teorem 3.16 kullanarak aşağıdaki sonuç elde edilir:

tE (α)n (cn;x) =
cn
cn−1
E (α)n−1 (cn;x) . (3.8)
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Teorem 3.21. (ε (t) + 1) operatörünün E (α)n (cn;x) polinomuna etkisi

(ε (t) + 1) E (α)n (cn;x) = 2E (α−1)n (cn;x)

dir.

İspat. (3.3) ’den,

(ε (t) + 1) E (α)n (cn;x) = (ε (t) + 1)

(
2

ε (t) + 1

)α
xn

yazılabilir.

(ε (t) + 1) E (α)n (cn;x) = (ε (t) + 1)

(
2

ε (t) + 1

)α
xn

= 2

(
2

ε (t) + 1

)α−1
xn

= 2E (α−1)n (cn;x)

= 2E (α−1)n (cn;x)

elde edilir.

(ε (t) + 1) operatörünün lineerliğinden, aşağıdaki sonuç elde edilir:

Sonuç 3.22.

ε (t) E (α)n (cn;x) = 2E (α−1)n (cn;x)− E (α)n (cn;x) .

3.2. q-Umbral Analiz

Bu bölümde q ∈ R ise 0 < q < 1, q ∈ C ise |q| < 1 olarak alınacaktır. Ayrıca
q ∈ Zp ise |1− q|p < 1 olur. Burada |.|p ultrametriktir. Fakat bu tezde, yalnızca R ya da
C kümeleri üzerinde çalışılacaktır. p-adik q-analiz bu tezin kapsamı dışındadır. Ayrıntılı
bilgi için bkz. (Schikhof 1984).

[x]q aşağıdaki gibi tanımlanır:

[x]q =
1− qx

1− q

olur. Yukarıdaki tanımda

lim
q→1

[x]q = x
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elde edilir. (Kac ve Cheung 2002).

cn-umbral analizde özel olarak

cn =
(1− q) (1− q2) · · · (1− qn)

(1− q)n

alınırsa q-umbral analiz elde edilir. Burada

cn
cn−1

=
1− qn

1− q
= [n]q

olur.

t operatörü şu şekilde tanımlanır:

txn =
1− qn

1− q
xn−1 =

xn − (qx)n

x− qx
. (3.9)

t operatörü k kez uygulanırsa

tkxn =
(1− qn) (1− qn−1) · · ·

(
1− qn−k+1

)
(1− q)k

xn−k =
cn
cn−k

xn−k. (3.10)

elde edilir.

Her p (x) ∈ P için

tp (x) =
p (x)− p (qx)

x− qx
(3.11)

olur.

q-binom şu şekilde tanımlanır:

(
n

k

)
q

=
cn

ckcn−k
=

(1− q) · · · (1− qn)

(1− q) · · · (1− qk) (1− q) · · · (1− qn−k)
=

[n]q!

[k]q! [n− k]q!
.

(3.12)

εq (yt) operatörü aşağıdaki gibi tanımlanır:

εq (yt) =
∞∑
k=0

((1− q) yt)k

(1− q) · · · (1− qk)
=
∞∑
k=0

(yt)k

[k]q!
(3.13)

(Roman 2005).
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RAHİME DERE BULGULAR ve TARTIŞMA

Burada |q| < 1 iken |yt| < 1
|1−q| olur. Eğer |q| > 1 ya da q = 1 ise yt ∈ C olur.

Lemma 3.23. εq (yt) fonksiyonelinin xn ’e etkisi aşağıdaki gibidir:

〈εq (yt) | xn〉 = yn. (3.14)

İspat.

〈εq (yt) | xn〉 =

〈
∞∑
k=0

yktk

[k]q!
| xn
〉

=
∞∑
k=0

yk

[k]q!

〈
tk | xn

〉
=

∞∑
k=0

yk

[k]q!
[n]q!δn,k

= yn

Sonuç 3.24. (3.14)’da özel olarak y = 1 alınırsa

〈εq (t) | xn〉 = 1 (3.15)

elde edilir.

Lemma 3.25. εq (yt) operatörünün xn ’e etkisi aşağıdaki gibidir:

εq (yt)xn =
n∑
k=0

(
n

k

)
q

ykxn−k (3.16)

(Roman 2005).

İspat. (3.13)’den

εq (yt)xn =
∞∑
k=0

((1− q) yt)k

(1− q) · · · (1− qk)
xn

=
∞∑
k=0

(1− q)k yk

(1− q) · · · (1− qk)
tkxn
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olduğu görülür. Yukarıdaki eşitlikte (3.10)’yi kullanılıp gerekli düzenlemeler yapılırsa

εq (yt)xn =
∞∑
k=0

(1− q)k yk

(1− q) · · · (1− qk)
(1− qn) (1− qn−1) · · ·

(
1− qn−k+1

)
(1− q)k

xn−k

=
n∑
k=0

(
n

k

)
q

ykxn−k

elde edilir.

3.2.1. q-türev

q-türev operatörü Dt,q : tn −→ [n]q t
n−1 aşağıdaki gibi tanımlanır:

Dt,qf (t) =
f (t)− f (qt)

t− qt
. (3.17)

Burada q 6= 1 dir ve bu türev q-Jackson türevi olarak da bilinir.

Eğer f ′ (t) varsa,

lim
q→1

Dt,qf (t) = f ′ (t)

olur.

Açıklama 3.26. (3.17) ifadesinde f (t), t ’nin bir polinomu olarak seçilirse (3.9) formü-
lüne denk olur.

Örnek. (3.17) denkleminde f (t) = t5 alınırsa,

Dt,q

(
t5
)

=
t5 − q5t5

t− qt
=

1− q5

1− q
t4 = [5]q t

4.

Örnek. (3.17) denkleminde f (t) = εq (t) seçilirse,

Dt,q (εq (t)) =
εq (t)− εq (qt)

t− qt

=
1

t− qt

(
∞∑
k=0

tk − qktk

[k]q!

)

=
∞∑
k=1

tk−1
(
1− qk

)
[k]q! (1− q)

=
∞∑
k=1

tk−1

[k − 1]q!
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= εq (t)

olur. Buradan,

Dt,q (εq (yt)) = yεq (yt) (3.18)

olduğu kolayca görülür (Roman 2005).

Örnek. (3.17) denkleminde f (t) = εq (t2) alınığında,

Dt,q

(
εq
(
t2
))

=
εq (q2t2)− εq (t2)

qt− t

=
∞∑
k=1

t2k−1
(
q2k − 1

)
[k]q! (q − 1)

=
∞∑
k=1

t2k−1
(
qk + 1

)
[k − 1]q!

= qt
∞∑
k=0

(qt2)
k

[k]q!
+ t

∞∑
k=0

t2k

[k]q!

= qtεq
(
qt2
)

+ tεq
(
t2
)

olduğu görülür.

Sonuç 3.27. n ∈ Z+ için

Dt,q (εq (tn)) = qn−1tn−1εq
(
qn−1tn

)
+ qn−2tn−1εq

(
qn−2tn

)
+ · · ·+ tn−1εq (tn)

sağlanır.

Teorem 3.28. Dt,q q-türev operatörü, Leibniz formülünü sağlar:

Dn
t,q (f (t) g (t)) =

n∑
k=0

(
n

k

)
q

q−k(n−k)Dk
t,qf (t)Dn−k

t,q g
(
qkt
)

(3.19)

(Roman 2005).

Lemma 3.29.

Dt,q (εq (yt) εq (zt)) = (z + y − (1− q) yzt) εq (yt) εq (zt)

(Roman 2005).
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Teorem 3.30. Bölümün türevi aşağıdaki gibi verilir:

Dt,q

(
f (t)

g (t)

)
=
g (t)Dt,qf (t)− f (t)Dt,qg (t)

g (t) g (qt)
(3.20)

veya

Dt,q

(
f (t)

g (t)

)
=
g (qt)Dt,qf (t)− f (qt)Dt,qg (t)

g (t) g (qt)
(3.21)

(Kac ve Cheung 2002).

3.2.2. q-Sheffer polinomları

Teorem 3.31. f (t) bir delta serisi ve g (t) bir tersinir seri olsun. n, k ≥ 0 olmak üzere,〈
g (t) f (t)k | Sn (x)

〉
= cnδn,k

ortogonallik koşulunu sağlayan tek bir Sn (x) polinomu vardır (Roman 2005).

Teorem 3.31’dan aşağıdaki sonuçlar elde edilir:

Bu şekildeki Sn (x) polinomuna (g (t) , f (t)) ikilisi için q-Sheffer dizisidir denir.
Bazı kaynaklarda kısaca, Sn (x), (g (t) , f (t)) için Sheffer’dir denmektedir.

Özel olarak f (t) = t alınırsa, g (t) için q-Appell dizisi elde edilir.

Bu tez çalışması boyunca q-umbral analizdeki Sheffer dizileri q-Sheffer polinomu
ve Appell dizileri de q-Appell polinomu olarak adlandırılacaktır.

3.2.3. q-Appell polinomları

q-Appell polinomları aşağıdaki özellikleri sağlar:

Teorem 3.32. Sn (x) g (t) için q-Appell polinomu olsun. O halde her h (t) ∈ F için,

h (t) =
∞∑
k=0

〈h (t) | Sk (x)〉
[k]q!

g (t) tk. (3.22)

Sonuç 3.33. (3.22)’de h (t) = εq (yt) alınırsa

εq (yt) =
∞∑
k=0

〈εq (yt) | Sk (x)〉
[k]q!

g (t) tk

=
∞∑
k=0

Sk (y)

[k]q!
g (t) tk,
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elde edilir.

Teorem 3.34. Sn (x) g (t) için q-Appell polinomu olsun. O halde her p (x) ∈ P için,

p (x) =
∑
k≥0

〈
g (t) tk | p (x)

〉
[k]q!

Sk (x)

olur.

Teorem 3.35. y ∈ C. Sn (x) polinomunun g (t) için q-Appell olması için gerek ve yeter
koşul

1

g (t)
εq (yt) =

∞∑
k=0

Sk (y)

[k]q!
tk. (3.23)

Teorem 3.36. Sn (x) polinomunun g (t) için q-Appell olması için gerek ve yeter koşul

Sn (x) =
n∑
k=0

1

[k]q!

〈
g (t)−1 tk | xn

〉
xk.

Teorem 3.37. Sn (x) polinomunun g (t) için q-Appell olması için gerek ve yeter koşul

Sn (x) = g (t)−1 xn. (3.24)

Teorem 3.38. Sn (x) polinomunun g (t) için q-Appell olması için gerek ve yeter koşul

tSn (x) = [n]q Sn−1 (x) . (3.25)

Teorem 3.39. Sn (x) polinomunun g (t) için q-Appell olması için gerek ve yeter koşul

1

t
Sn (x) =

1

[n+ 1]q
Sn+1 (x) . (3.26)

Teorem 3.40. Sn (x) polinomunun g (t) için q-Appell olması için gerek ve yeter koşul

εq (yt)Sn (x) =
n∑
k=0

(
n

k

)
q

ykSn−k (x) . (3.27)

q-Appell polinomları için rekürans formülü

θ operatörü

θ : xn −→ (n+ 1)

[n+ 1]q
xn+1
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olarak tanımlansın.

Burada

θtxn = [n]q θx
n−1 = nxn

olur. O halde

θt = xD

olur (Roman 2005). BuradaD, adi türev operatörüdür. Eğer θ operatörü ileDx,q operatörü
arasındaki ilişki incelenirse

θt =
n

[n]q
xDx,q (3.28)

eşitliği elde edilir.

Lemma 3.41. Sn (x) bir q-Appell polinomu olsun. O halde

θSn (x) =
n

[n]q
xSn (x) (3.29)

olur.

İspat. (3.25) ve (3.28) kullanılırsa

θSn (x) = θ
1

[n+ 1]q
tSn+1 (x)

=
1

[n+ 1]q

n

[n]q
xDx,qSn+1 (x)

=
1

[n+ 1]q

n

[n]q
x [n+ 1]q Sn (x)

=
n

[n]q
xSn (x)

olduğu görülür.

cn-Sheffer polinomları için rekürans formülü Roman (2005) tarafından aşağıdaki
gibi verilmiştir:

Teorem 3.42. Sn (x) polinomu (g (t) , f (t)) için cn-Sheffer polinomu olsun. O halde

(n+ 1)Sn+1 (x) =
cn+1

cn

(
θ − g′ (t)

g (t)

)
1

f ′ (t)
Sn (x) (3.30)
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olur (Roman 2005).

(3.30) eşitliğinde cn+1

cn
= [n+ 1]q ve f (t) = t alınarak q-Appell polinomları için

rekürans formülü elde edilir:

Teorem 3.43. Sn (x), g (t) için q-Appell polinomu olsun. O halde

(n+ 1)Sn+1 (x) = [n+ 1]q

(
θ − g′ (t)

g (t)

)
Sn (x) (3.31)

olur.

q-Bernoulli polinomları

α, k ∈ N olmak üzere B(α)
k,q (x) ile gösterilen k. dereceden, α. mertebeden q-

Bernoulli polinomları aşağıdaki üreteç fonksiyonuyla tanımlanır:

∞∑
k=0

B
(α)
k,q (x)

tk

[k]q!
=

(
t

εq (t)− 1

)α
εq (xt)

(Ernst 2012). q-Bernoulli polinomları

g (t) =

(
εq (t)− 1

t

)α
(3.32)

için Appell polinomudur (Kim ve Kim 2014).

(3.24) ve (3.32) kullanılarak aşağıdaki lemma elde edilir:

Lemma 3.44.

B(α)
n,q (x) =

(
t

εq (t)− 1

)α
xn (3.33)

(Kim ve Kim 2014).

(3.25) kullanılarak, t operatörünün B(α)
n,q (x) polinomuna etkisi aşağıdaki teoremle

görülür:

Teorem 3.45.

tB(α)
n,q (x) = [n]q B

(α)
n−1,q (x) (3.34)

(Kim ve Kim 2014).
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(3.26) kullanılarak aşağıdaki teorem elde edilir:

Teorem 3.46.

1

t
B(α)
n,q (x) =

1

[n+ 1]q
B

(α)
n+1,q (x) . (3.35)

(εq (t)− 1) operatörünün B(α)
n,q (x) polinomuna etkisi aşağıdaki teoremle verilir.

Burada 1 ile birim operatör gösterilir.

Teorem 3.47.

(εq (t)− 1)B(α)
n,q (x) = [n]q B

(α−1)
n−1,q (x) . (3.36)

İspat. Sırasıyla (3.33) ve (3.34) kullanılırsa

(εq (t)− 1)B(α)
n,q (x) = (εq (t)− 1)

(
t

εq (t)− 1

)α
xn,

= tB(a−1)
n,q (x) ,

= [n]q B
(a−1)
n−1,q (x) ,

olur.

Sonuç 3.48. Lineerlik özelliğinden

εq (t)B(a)
n,q (x) = [n]q B

(a−1)
n−1,q (x) +B(a)

n,q (x) , (3.37)

olduğu görülür.

εq(t)

εq(t)−1 operatörünün B(α)
n,q (x) polinomuna etkisi aşağıdaki teoremle verilir:

Teorem 3.49.

εq (t)

εq (t)− 1
B(a)
n,q (x) = B(a)

n,q (x) +
1

[n+ 1]q
B

(a+1)
n+1,q (x) . (3.38)

İspat. (3.33) ve (3.35) yardımıyla

εq (t)

εq (t)− 1
B(α)
n,q (x) = εq (t)

1

t

(
t

εq (t)− 1

)α+1

xn,

= εq (t)
1

[n+ 1]q
B

(a+1)
n+1,q (x) ,
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olduğu görülür. Burada (3.37) kullanılarak ispat tamamlanır.

q-Bernoulli polinomları için rekürans formülü aşağıdaki teorem ile verilir:

Teorem 3.50.

(q (n+ 1) + 1)Bn+1,q (x) = [n+ 1]q

(
qnx

[n]q
− 1

)
Bn,q (x)−B(2)

n+1,q (x) .

İspat. Öncelikle (3.20) yardımıyla

g (t) =
εq (t)− 1

t

için g′ (t) = Dt,qg (t) hesaplanır:

Dt,qg (t) =
tεq (t)− (εq (t)− 1)

tqt
.

Buradan,

g′ (t)

g (t)
=

tεq (t)− (εq (t)− 1)

tqt

t

εq (t)− 1

=
tεq (t)

qt (εq (t)− 1)
− (εq (t)− 1)

qt (εq (t)− 1)

=
1

q

(
εq (t)

(εq (t)− 1)
− 1

t

)

olduğu görülür. Elde edilen sonuç (3.31) eşitliğinde yerine yazılırsa

(n+ 1)Bn+1,q (x) = [n+ 1]q

(
θ − 1

q

(
εq (t)

(εq (t)− 1)
− 1

t

))
Bn,q (x)

= [n+ 1]q

(
θBn,q (x)− 1

q

εq (t)

(εq (t)− 1)
Bn,q (x)− 1

q

1

t
Bn,q (x)

)

elde edilir. Burada (3.29), (3.38) ve (3.35) kullanılarak

(n+ 1)Bn+1,q (x)

= [n+ 1]q

(
n

[n]q
xBn,q (x)− 1

q

(
Bn,q (x) +

1

[n+ 1]q
B

(2)
n+1,q (x)

)
− 1

q [n+ 1]q
Bn+1,q (x)

)

olduğu görülür. Burada gerekli düzenlemeler yapılarak ispat tamamlanır.
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q-Euler polinomları

α, k ∈ N olmak üzere E(α)
k,q (x) ile gösterilen k. dereceden, α. mertebeden q-Euler

polinomları aşağıdaki üreteç fonksiyonuyla tanımlanır:

∞∑
k=0

E
(α)
k,q (x)

tk

[k]q!
=

(
2

εq (t) + 1

)α
εq (xt)

(Ernst 2012). q-Euler polinomları

g (t) =

(
εq (t) + 1

2

)α
(3.39)

için Appell polinomudur (Kim ve Kim 2014).

(3.24) ve (3.39) kullanılarak aşağıdaki lemma elde edilir:

Lemma 3.51.

E(α)
n,q (x) =

(
2

εq (t) + 1

)α
xn (3.40)

(Kim ve Kim 2014).

(3.25) kullanılarak, t operatörünün E(α)
n,q (x) polinomuna etkisi aşağıdaki teoremle

görülür:

Teorem 3.52.

tE(α)
n,q (x) = [n]q E

(α)
n−1,q (x) (3.41)

(Kim ve Kim 2014).

(3.26) kullanılarak aşağıdaki teorem elde edilir:

Teorem 3.53.

1

t
E(α)
n,q (x) =

1

[n+ 1]q
E

(α)
n+1,q (x) . (3.42)

(εq (t) + 1) operatörünün E(α)
n,q (x) polinomuna etkisi aşağıdaki teoremle verilir:
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Teorem 3.54.

(εq (t) + 1)B(α)
n,q (x) = 2B(α−1)

n,q (x) . (3.43)

İspat. (3.33) kullanılırsa

(εq (t) + 1)E(α)
n,q (x) = (εq (t) + 1)

(
2

εq (t) + 1

)α
xn,

= 2E(a−1)
n,q (x) ,

olur.

Sonuç 3.55. Lineerlik özelliğinden

εq (t)E(a)
n,q (x) = 2E(a−1)

n,q (x)− E(a)
n,q (x) , (3.44)

olduğu görülür.

εq(t)

εq(t)+1
operatörünün E(α)

n,q (x) polinomuna etkisi aşağıdaki teoremle verilir:

Teorem 3.56.

εq (t)

εq (t) + 1
E(a)
n,q (x) = E(a)

n,q (x) +
1

2
E(a+1)
n,q (x) . (3.45)

İspat. (3.40) yardımıyla

εq (t)

εq (t) + 1
E(a)
n,q (x) = εq (t)

1

2

(
2

εq (t) + 1

)α+1

xn,

=
1

2
εq (t)E(a+1)

n,q (x) ,

olduğu görülür. Burada (3.44) kullanılarak ispat tamamlanır.

q-Euler polinomları için rekürans formülü aşağıdaki teorem ile verilir:

Teorem 3.57.

(n+ 1)

[n+ 1]q
En+1,q (x) =

(
nx

[n]q
− 1

)
En,q (x)− 1

2
E(2)
n,q (x) .
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İspat.

g (t) =
εq (t) + 1

2

için

g′ (t)

g (t)
=

εq (t)

εq (t) + 1

olur. O halde (3.31) kullanılarak

(n+ 1)En+1,q (x) = [n+ 1]q

(
θ − εq (t)

εq (t) + 1

)
En,q (x)

= [n+ 1]q

(
θEn,q (x)− εq (t)

εq (t) + 1
En,q (x)

)

elde edilir. Burada (3.29) ve (3.45) kullanılırsa

(n+ 1)En+1,q (x)

= [n+ 1]q

(
n

[n]q
xEn,q (x)−

(
En,q (x) +

1

2
E(2)
n,q (x)

))

olduğu görülür. Burada gerekli düzenlemeler yapılarak ispat tamamlanır.

q-Hermite polinomları

v, k ∈ N olmak üzere H
(v)
k,q (x) ile gösterilen k. dereceden, v. mertebeden q-

Hermite polinomları aşağıdaki üreteç fonksiyonuyla tanımlanır:

∞∑
k=0

H
(v)
k,q (x)

tk

[k]q!
= ε−1q

(
vt2

2

)
εq (xt) .

q-Hermite polinomları

g (t) = εq

(
vt2

2

)
(3.46)

için Appell polinomudur.

(3.24) ve (3.46) kullanılarak aşağıdaki lemma elde edilir:
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RAHİME DERE BULGULAR ve TARTIŞMA

Lemma 3.58.

H(v)
n,q (x) = ε−1q

(
vt2

2

)
xn. (3.47)

(3.25) kullanılarak, t operatörünün H(v)
n,q (x) polinomuna etkisi aşağıdaki teoremle

görülür:

Teorem 3.59.

tH(v)
n,q (x) = [n]qH

(v)
n−1,q (x) .

Aşağıdaki teorem εq (yt) ve εq
(
vt2

2

)
lineer operatörlerinin H(v)

n,q (x) polinomuna
olan etkisini verir:

Teorem 3.60.

εq (yt)H(v)
n,q (x) =

∞∑
k=0

(
n

k

)
q

ykH
(v)
n−k,q (x) , (3.48)

εq

(
vt2

2

)
H(v)
n,q (x) = xn. (3.49)

İspat. (3.27) kullanılarak teoremin ilk kısmı ispatlanır. (3.49)’yi ispatlamak için ise (3.24)
kullanılır:

εq

(
vt2

2

)
H(v)
n,q (x) = εq

(
vt2

2

)
ε−1q

(
vt2

2

)
xn

= xn.

q-Hermite tabanlı Bernoulli polinomları

Milne-Thomson polinomları, 1933 yılında Milne-Thomson tarafından verilmiş bir
polinom ailesidir. Bu polinomlar Dere ve Şimşek (2012) tarafından modifiye edilmiş ve
hem Hermite polinomlarıyla hem de bazı diğer özel polinomlarla olan ilişkileri ortaya
konulmuştur. Bu bölümde, Milne-Thomson polinomlarının bir çeşidi olan Hermite tabanlı
Bernoulli polinomları için bir genelleştirme elde edilecektir. B(a)

H,k,q (x, v) ile gösterilen
k. dereceden, α. mertebeden q-Hermite tabanlı Bernoulli polinomları aşağıdaki üreteç
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fonksiyonuyla tanımlanır:

∞∑
k=0

B
(a)
H,k,q (x, v)

tk

[k]q!
=

(
t

εq (t)− 1

)α
ε−1q

(
vt2

2

)
εq (xt) .

q-Hermite tabanlı Bernoulli polinomları

g (t) =

(
εq (t)− 1

t

)α
εq

(
vt2

2

)
(3.50)

için Appell polinomudur.

(3.24) ve (3.50) kullanılarak aşağıdaki lemma elde edilir:

Lemma 3.61.

B
(a)
H,n,q (x, v) =

(
t

εq (t)− 1

)α
ε−1q

(
vt2

2

)
xn. (3.51)

Buradan,(
t

εq (t)− 1

)β
B

(a)
H,n,q (x, v) =

(
t

εq (t)− 1

)β (
t

εq (t)− 1

)α
ε−1q

(
vt2

2

)
xn,

=

(
t

εq (t)− 1

)α+β
ε−1q

(
vt2

2

)
xn,

= B
(α+β)

H,n,q (x, v) ,

olduğu söylenebilir.

(3.25) kullanılarak, aşağıdaki teorem elde edilir:

Teorem 3.62.

tB
(a)
H,n,q (x, v) = [n]q B

(a)
H,n−1,q (x, v) . (3.52)

(εq (t)− 1) operatörünün B(a)
H,n,q (x, v) polinomuna etkisi aşağıdaki teoremle veri-

lir:

Teorem 3.63.

(εq (t)− 1)B
(a)
H,n,q (x, v) = [n]q B

(a−1)
H,n−1,q (x, v)
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İspat. Sırasıyla (3.51) ve (3.52) kullanılırsa

(εq (t)− 1)B
(a)
H,n,q (x, v) = (εq (t)− 1)

(
t

εq (t)− 1

)α
ε−1q

(
vt2

2

)
xn,

= tB
(a−1)
H,n,q (x, v) ,

= [n]q B
(a−1)
H,n−1,q (x, v) ,

olur.

Sonuç 3.64. Lineerlik özelliğinden aşağıdaki sonuç elde edilir:

εq (t)B
(a)
H,n,q (x, v) = [n]q B

(a−1)
H,n−1,q (x, v) +B

(a)
H,n,q (x, v)

H
(v)
n,q (x) ve B(a)

H,n,q (x, v) polinomları arasındaki ilişki aşağıdaki teoremle verilir:

Teorem 3.65.(
t

εq (t)− 1

)α
H(v)
n,q (x) = B

(a)
H,n,q (x, v) .

İspat. (3.47)’den(
t

εq (t)− 1

)α
H(v)
n,q (x) =

(
t

εq (t)− 1

)α
ε−1q

(
vt2

2

)
xn,

olduğunu biliyoruz. Burada (3.51) kullanılırsa ispat tamamlanır.

εq

(
vt2

2

)
lineer operatörünün etkisi, B(a)

H,n,q (x, v) ve B(a)
n,q (x) arasındaki ilişkiyi

verir:

Teorem 3.66.

εq

(
vt2

2

)
B

(a)
H,n,q (x, v) = B(a)

n,q (x) .

İspat. (3.51) kullanılarak,

εq

(
vt2

2

)
B

(a)
H,n,q (x, v) = εq

(
vt2

2

)(
t

εq (t)− 1

)α
ε−1q

(
vt2

2

)
xn,
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eşitliği elde edilir. Bazı işlemler yapılırsa

εq

(
vt2

2

)
B

(a)
H,n,q (x, v) =

(
t

εq (t)− 1

)α
xn,

olur. Burada (3.33) kullanılırsa ispat biter.

Sonuç 3.67. Teorem 3.65 ve Teorem 3.66 yardımıyla q-Hermite tabanlı Bernoulli poli-
nomlarının özellikleri incelenerek q-Bernoulli polinomları ve q-Hermite polinomlarıyla
ilgili özellikler kolayca elde edilebilecektir.

q-Hermite tabanlı Euler polinomları

Bu bölümde, Milne-Thomson polinomlarının bir türü olan Hermite tabanlı Euler
polinomları için bir genelleştirme elde edilecektir. E(a)

H,k,q (x, v) ile gösterilen k. derece-
den, α. mertebeden q-Hermite tabanlı Euler polinomları aşağıdaki üreteç fonksiyonuyla
tanımlanır:

∞∑
k=0

E
(a)
H,k,q (x, v)

tk

[k]q!
=

(
2

εq (t) + 1

)α
ε−1q

(
vt2

2

)
εq (xt) .

q-Hermite tabanlı Euler polinomları

g (t) =

(
εq (t) + 1

2

)α
εq

(
vt2

2

)
(3.53)

için Appell polinomudur.

(3.24) ve (3.53) kullanılarak aşağıdaki lemma elde edilir:

Lemma 3.68.

E
(a)
H,n,q (x, v) =

(
2

εq (t) + 1

)α
ε−1q

(
vt2

2

)
xn. (3.54)

Buradan,(
2

εq (t) + 1

)β
E

(a)
H,n,q (x, v) =

(
2

εq (t) + 1

)β (
2

εq (t) + 1

)α
ε−1q

(
vt2

2

)
xn,

=

(
2

εq (t) + 1

)α+β
ε−1q

(
vt2

2

)
xn,

= E
(α+β)

H,n,q (x, v) ,

olduğu söylenebilir.
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(3.25) kullanılarak, aşağıdaki teorem elde edilir:

Teorem 3.69.

tE
(a)
H,n,q (x, v) = [n]q E

(a)
H,n−1,q (x, v) . (3.55)

(εq (t) + 1) operatörünün E(a)
H,n,q (x, v) polinomuna etkisi aşağıdaki teoremle veri-

lir:

Teorem 3.70.

(εq (t) + 1)E
(a)
H,n,q (x, v) = 2E

(a−1)
H,n,q (x, v)

İspat. (3.54) kullanılarak

(εq (t) + 1)E
(a)
H,n,q (x, v) = (εq (t) + 1)

(
2

εq (t) + 1

)α
ε−1q

(
vt2

2

)
xn,

= 2B
(a−1)
H,n,q (x, v) ,

bulunur.

Sonuç 3.71. Lineerlik özelliğinden aşağıdaki sonuç elde edilir:

εq (t)E
(a)
H,n,q (x, v) = 2E

(a−1)
H,n,q (x, v)− E(a)

H,n,q (x, v) .

H
(v)
n,q (x) ve E(a)

H,n,q (x, v) polinomları arasındaki ilişki şu şekildedir:

Teorem 3.72.(
2

εq (t) + 1

)α
H(v)
n,q (x) = E

(a)
H,n,q (x, v) .

İspat. (3.47)’den(
2

εq (t) + 1

)α
H(v)
n,q (x) =

(
2

εq (t) + 1

)α
ε−1q

(
vt2

2

)
xn,

olduğunu biliyoruz. Burada (3.54) kullanılırsa ispat tamamlanır.

εq

(
vt2

2

)
lineer operatörününE(a)

H,n,q (x, v) polinomu üzerindeki etkisi iseE(a)
H,n,q (x, v)

ve E(a)
n,q (x) arasındaki ilişkiyi verir:
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Teorem 3.73.

εq

(
vt2

2

)
E

(a)
H,n,q (x, v) = E(a)

n,q (x) .

İspat. (3.54) kullanılarak,

εq

(
vt2

2

)
E

(a)
H,n,q (x, v) = εq

(
vt2

2

)(
2

εq (t) + 1

)α
ε−1q

(
vt2

2

)
xn,

eşitliği elde edilir. Bazı işlemler yapılırsa

εq

(
vt2

2

)
E

(a)
H,n,q (x, v) =

(
2

εq (t) + 1

)α
xn,

olur. Burada (3.40) kullanılarak ispat tamamlanır.

Sonuç 3.74. Teorem 3.72 ve Teorem 3.73 , q-Hermite tabanlı Bernoulli polinomlarının
özelliklerinin incelenerek q-Bernoulli polinomları ve q-Hermite polinomlarıyla ilgili özel-
liklerin kolayca elde edilebileceğini gösterir.
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4. SONUÇ

Bu tez çalışmasında Roman (2005) tarafından verilen umbral analizin bir genelle-
mesi olan ve yine Roman (2005) tarafından verilen klasik olmayan umbral analiz incelen-
miş ve bu analiz cn-umbral analiz olarak adlandırılmıştır. Ayrıca, cn-umbral analizde çok
önemli yeri olan cn-Sheffer polinomlarının bazı özelliklerinden bahsedilmiştir. İçinde Ap-
pell polinomları ve ilişkili polinomlar gibi bazı polinom çeşitlerini de bulunduran Sheffer
polinom ailesi matematiğin ve diğer bazı disiplinlerin pek çok alanında kullanıma sahip-
tir. Bu nedenle bu tezden elde edilecek sonuçlar Bernoulli polinomları, Euler polinom-
ları, Hermite polinomları, Laguerre polinomları, ikinci dereceden Bernoulli polinomları,
Poisson-Charlier polinomları, aktüeryal polinomları, Meixner polinomları, Pidduck poli-
nomları, Narumi polinomları, Boole polinomları, Peters polinomları, Stirling polinomları,
Mahler polinomları, Mott polinomları, Apostol tipli polinomlar ailesi, Daehee tipli poli-
nomlar, Changhee tipli polinomlar gibi çok sayıda özel polinom için uygulanabilirdir.

Bulgular ve Tartışma bölümünün ikinci kısmında cn-umbral analizin özel hallerin-
den birisi olan q-umbral analizden bahsedilmiştir. 1980 yıllarından beri çalışılan bir konu
olan q-analizin bazı özellikleri Roman (2005) tarafından umbral cebir metodları kullana-
rak verilmiştir. Bu tez çalışmasında ise q-umbral analizin çeşitli özellikleri özetlenmiş ve
bazı yeni özellikleri elde edilmiştir. Örneğin, Sonuç 3.27’de n ∈ Z+ için εq (tn) fonksi-
yonunun Jackson türevi aşağıdaki şekilde verilmiştir:

Dt,q (εq (tn)) = qn−1tn−1εq
(
qn−1tn

)
+ qn−2tn−1εq

(
qn−2tn

)
+ · · ·+ tn−1εq (tn) .

Ayrıca, q-Appell polinomlarının sağladığı çeşitli özellikler listelenmiş ve bunların
bazı sonuçları incelenmiştir. Bu özelliklerden birisi de analizde oldukça önemli kulla-
nımları olan rekürans formülüdür. Örneğin, rekürans bağıntıları özel sayı ve polinomların
üreteç fonksiyonlarının inşaasında da önemli rol oynar.

Sn (x), g (t) için q-Appell polinomu olsun. O halde

(n+ 1)Sn+1 (x) = [n+ 1]q

(
θ − g′ (t)

g (t)

)
Sn (x)

eşitliği sağlanır.

q-Appell polinomları için verilen bu özellikler kullanarak üreteç fonksiyonu Ernst
(2012) tarafından verilen ve Kim ve Kim (2014) tarafından çeşitli umbral özellikleri in-
celenen B(α)

k,q (x) q-Bernoulli polinomları ve E(α)
k,q (x) q-Euler polinomlarının daha önce

verilmeyen bazı operatör bağıntıları ve rekürans formülleri elde edilmiştir. Ek olarak
H

(v)
k,q (x) ile gösterilen k. dereceden, v. mertebeden q-Hermite polinomları tanımlanmış

ve bazı özellikleri verilmiştir.

Bu tezin en önemli sonuçlarından birisi de Milne-Thomson tarafından 1933 yı-
lında tanımlanan ve Dere ve Şimşek tarafından genelleştirilen Milne-Thomson tipli Ber-
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noulli ve Euler polinomlarının (Dere ve Şimşek 2012) üreteç fonksiyonları yardımıyla
tanımlanması ve q-umbral analiz yöntemleri kullanılarak bazı özelliklerinin ispatlanma-
sıdır. Bu polinomlar hem Hermite polinomlarıyla hem de sırasıyla Bernoulli ve Euler
polinomlarıyla ilişkilidir ve aşağıdaki gibi verilirler:

∞∑
k=0

B
(a)
H,k,q (x, v)

tk

[k]q!
=

(
t

εq (t)− 1

)α
ε−1q

(
vt2

2

)
εq (xt) ,

∞∑
k=0

E
(a)
H,k,q (x, v)

tk

[k]q!
=

(
2

εq (t) + 1

)α
ε−1q

(
vt2

2

)
εq (xt) .

Burada tanımlanan q-Hermite tabanlı Bernoulli polinomlarının q-Bernoulli polinomla-
rıyla olan ilişkisi

εq

(
vt2

2

)
B

(a)
H,n,q (x, v) = B(a)

n,q (x)

eşitliğiyle verilirken, q-Hermite polinomlarıyla olan ilişkisi ise(
t

εq (t)− 1

)α
H(v)
n,q (x) = B

(a)
H,n,q (x, v)

eşitliği yardımıyla verilmiştir. Benzer şekilde, q-Hermite tabanlı Euler polinomlarının q-
Euler polinomlarıyla olan ilişkisi

εq

(
vt2

2

)
E

(a)
H,n,q (x, v) = E(a)

n,q (x)

olarak verilmiş iken, q-Hermite tabanlı Euler polinomlarının q-Hermite polinomları ara-
sındaki bağıntı(

2

εq (t) + 1

)α
H(v)
n,q (x) = E

(a)
H,n,q (x, v)

olarak verilmiştir.

Bu tez çalışmasında elde edilen sonuçlar daha da geliştirilebilir ve Hopf cebiri,
Baxter cebiri, Clifford cebiri, Banach cebiri, graf teorisi, umbral interpolasyon fizik, kuan-
tum mekaniği, bilgisayar teknolojileri, olasılık teorisi ve istatistik, topoloji, kombinatorik
gibi pek çok alanda kullanılabilir.

Bu tezde kullanılan metotlar aynı zamanda p-adik analiz ve matematiksel fizikte
önemli yeri olan p-adik q-integral teorisine katkılar sağlayacaktır. Bu çalışmada elde edi-
len cn-Appell polinomlarını ve sayılarını içeren formüller ise özellikle q-analizdeki ça-
lışmaların ve literatürdeki sonuçların çoğundan farklı bir metot ile verilmiştir. Ayrıca
Mahmudov (Mahmudov vd 2008), Kim (Kim vd 2014) gibi matematikçilerin metotları
q-analiz olarak belirtilmesine rağmen q-umbral analiz daha genel bir yöntemdir.
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ÖZDEN, H. ve ŞİMŞEK, Y. 2008. A new extension of q-Euler numbers and polynomials
related to their interpolation functions. Appl. Math. Lett., 21: 934-939.

RAINVILLE, E. D. 1960. Special Functions, The Macmillan Company, New York.

ROMAN, S. 1982. The theory of the Umbral calculus I. J. Math. Anal. Appl., 87: 58-115.

ROMAN, S. 1982. The theory of the Umbral calculus II. J. Math. Anal. Appl., 89: 290-
314.

ROMAN, S. 1982. More on the Umbral Calculus, with Emphasis on the q-Umbral Cal-
culus. J. Math. Anal. Appl., 107(1): 222-254.

ROMAN, S. 1992. Advanced Linear Algebra. Springer-Verlag, New York.

ROMAN, S. 2005. The Umbral Calculus. Dover Publications Inc, New York.

SEO, J. J. ve KIM, T. 2013. p -adic invariant integral on Zp associated with the Chang-
hee’s q-Bernoulli polynomials. Int. J. Math. Anal. (Ruse), 7(41-44): 2117-2128.

SCHIKHOF, W.H. 1984. Ultrametric Calculus: An Introduction to p-adic analysis. Camb-
ridge University Press.

SRIVASTAVA, H. M. 2000. Some formulas for the Bernoulli and Euler polynomials at
rational arguments. Math. Proc. Cambridge Philos. Soc., 129: 77-84.

SRIVASTAVA, H. M. 2005. q-Bernoulli numbers and polynomials associated with mul-
tiple q-zeta functions and basic L-series. Russian J. Math. Phys., 12: 241-268.
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