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S�MGELER VE KISALTMALAR

Bu çal�³mada kullan�lm�³ simgeler ve k�saltmalar, aç�klamalar� ile birlikte a³a§�da

sunulmu³tur.

Simgeler Aç�klamalar

C∞(M,R) M manifoldundan R'ye C∞ s�n�f�ndan diferensiyellenebilir

fonksiyonlar�n uzay�

J Hemen hemen kompleks yap�

η Reel Kontakt form

ω Kompleks kontakt form

TM M nin tanjant uzay�

∇ Levi-Cevita Koneksiyonu

R Riemann e§rili§i

K Kesitsel e§rilik

ρ Ricci e§rili§i

τ Skalar e§rilik

g Riemann metri§i

H Yatay altdemet

V Dikey altdemet

Γ(TM) M manifoldunun C∞ vektör alanlar� uzay�

TM⊥ M altmanifoldunun normal altdemeti
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Diferensiyel geometrinin önemli çal�³ma alanlar�ndan biri de manifoldlar üzerinde

yap�lard�r. Bu yap�lar�n ba³�nda tek boyutlu manifoldlar üzerinde tan�mlanan kontakt

yap�lar gelmektedir. Üzerinde bir kontakt yap� ta³�yan tek boyutlu manifodlar

kontakt manifold olarak adland�r�lmaktad�r. Kontakt manifoldlar�n genel rölativite

teorisinde ve genel olarak teorik �zikte uygulamalar� bulunmaktad�r. Kholodenko [37]

bu konuyu kitab�nda "Teorik �zi§in tüm alanlar� kontakt geometri ve kontakt

topolojinin dili ile yeniden yaz�labilir." ³eklinde belirtmi³tir. Mekanik, termodinamik

ve elektrodinamikten opti§e, s�v� kristallerin �zi§inden kuantum mekani§i ve

kuantum bilgisayarlar�na kadar bir çok alanda kontakt geometrinin uygulamalar�

bulunmaktad�r [37].

Kontakt geometrinin kökeni 1872'de Shopus Lie'nin diferensiyel denklem sistemlerini

çal�³�rken bir geometrik araç olarak kontakt dönü³ümleri kullanmas�na

dayanmaktad�r [26]. 1960'l� y�llarda kontakt manifoldlar�n Riemann geometrisi yo§un

olarak çal�³�lm�³t�r. Sasaki [50] kontakt manifoldlar üzerinde kontakt yap� ile ili³kili

metri§i tan�mlam�³t�r.

Kontakt manifoldlar reel ve kompleks kontakt manifoldlar ³eklinde ikiye ayr�labilir.

Kompleks kontakt manifoldlar�n literatüre girmesi reel kontakt manifoldlar ile ayn�

tarihlerde olmas�na kar³�n reel kontakt manifoldlar kadar ilgi görmemi³tir. Kompleks

kontakt manifoldlar üzerine ilk çal�³ma 1959 y�l�nda Kobayashi [38] taraf�ndan

yap�lm�³t�r. Kobayashi bu çal�³mas�nda bir kompleks kontakt manifoldun tan�m�n�

vermi³ ve kompleks kontakt formun global tan�ml� olmas� için manifoldun birinci

Chern s�n�f�n�n s�f�r olmas�n�n gerekli ve yeterli oldu§unu göstermi³tir.

Boothby [14, 15] homojen kompleks kontakt manifoldlar üzerine çal�³m�³ ve birinci

Chern s�n�f� s�f�rdan farkl� olan kompleks kontakt manifoldlar� karakterize etmi³tir.

1962'de Lin [45], Sasaki [51] nin yapt�§� çal�³man�n benzerini kompleks kontakt

manifoldlar üzerinde yapm�³ ve kompleks kontakt yap� ile ili³kili metri§i vererek

kompleks hemen hemen kontakt yap�y� incelemi³tir. J. Wolf 1965'de kompleks

homojen kontakt manifoldlar� ve kuaterniyon simetrik uzaylar� çal�³m�³t�r. Blair,

Ishihara ve Ludden [7] izdü³ürülebilir hemen hemen kompleks kontakt manifoldlar�

incelemi³lerdir. Lin taraf�ndan yap�lm�³ olan çal�³madan ba§�ms�z olarak ve farkl� bir

bak�³ aç�s� ile bir kompleks kontakt manifoldun hemen hemen kontakt yap� ta³�d�§�

1978'de Shubiya [57] taraf�ndan gösterilmi³tir.

Kompleks kontakt manifoldlar�n normalli§i üzerine ilk çal�³malar Ishihara-Konishi

taraf�ndan yap�lm�³t�r. Yazarlar 3-yap�lardan yararlanarak kompleks kontakt

manifoldlar�n normalli§ini tan�mlam�³lard�r [31]. Houh [28] normal kompleks kontakt

1.. GİRİŞ
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metrik manifoldlar�n e§rilik özelliklerini vermi³tir. Ishihara ve Konishi [31�33] 1980'li

y�llar�n ba³lar�nda yay�nlad�klar� çal�³malarda kompleks kontakt manifoldlar üzerinde

hemen hemen kontakt yap�n�n varl�§�n� tekrar göstermi³, kontakt yap� ile ili³kili

Hermityan metri§i elde etmi³ ve kompleks hemen hemen kontakt metrik manifold

tan�m�n� vermi³tir. Ayr�ca yazarlar çal�³malar�nda manifoldun normal olmas� için

gereken ko³ullar� ortaya koyarak e§rilik özelliklerini incelemi³lerdir. Bu normallik

literatürde IK-normallik olarak an�lmaktad�r.

Kompleks kontakt manifoldlar�n birinci Chern s�n�f� Kobayashi taraf�ndan incelenmi³

ve kompleks kontakt formun global tan�mlanabilmesi için birinci Chern s�n�f�n�n s�f�r

olmas� gerekti§i gösterilmi³tir. Di§er yandan Ishihara ve Konishi bir IK-normal

kompleks kontakt manifoldun Kähler-Einstein oldu§unu ve birinci Chern s�n�f�n�n

pozitif oldu§u göstermi³lerdir. 1992'de Jayne [36] doktora tez çal�³mas�nda kompleks

kontakt metrik manifoldlar üzerinde yapraklama (foliation) çal�³m�³t�r. Yazar bu

çal�³mas�nda kompleks kontakt formu global alm�³ ve kompleks K-kontakt manifold

tan�m�n� vermi³tir. Foreman [21] 1996'da doktora tez çal�³mas�nda kompleks kontakt

manifoldlar üzerinde baz� sonuçlar elde etmi³ ve twistor uzaylar�n� çal�³m�³t�r.

Foreman kompleks kontakt manifoldlar�n geometrisi üzerinde birçok çal�³ma

yapm�³t�r [19, 20, 22�25]. 1998'de Korkmaz [43] kompleks kontakt metrik

manifoldlar�n V dikey düzlemi için R(X, Y )V = 0 ko³ulunu inceleyerek Cn+1×
CPn(16) üzerindeki kompleks kontakt metrik yap�y� vermi³tir.

IK-normal manifoldun Kähler olmas� kompleks kontakt yap� üzerinde baz�

k�s�tlamalara yol açm�³t�r. Bunlardan biri, reeli bir normal kontakt metrik manifold

olan kompleks Heisenberg grubun Kähler olmamas�ndan dolay� IK-normal

olmamas�d�r. Korkmaz [44] 2000'de bir kompleks hemen hemen kontakt manifoldun

normalli§ini incelemi³ ve normallik için Ishihara ve Konishi'den daha zay�f bir ko³ul

vermi³tir. Bu ko³ula göre kompleks Hesinberg grup bir normal kompleks kontakt

metrik manifold örne§idir. Ayr�ca yazar bu çal�³mas�nda normal kompleks kontakt

metrik manifoldlar�n e§riliklerini incelemi³ ve GH-kesitsel e§rili§i tan�mlam�³t�r.

2002'de Kodama [39] kompleks 3-boyutlu kompleks kontakt manifoldlar� Legendre

vektör alanlar� ile birlikte incelemi³tir. Yazar çal�³mas�nda global kompleks kontakt

form ta³�yan örnekler ele alm�³ ve Legendre vektör alanlar� ile birlikte sonuçlar elde

etmi³tir. Korkmaz [43] 2003'deki çal�³mas�nda kompleks kontakt metrik manifoldlar�n

nullity ko³ullar�n� inceleyerek kompleks (κ, µ)− uzaylar� tan�mlam�³ ve bu uzaylar

üzerine baz� sonuçlar elde etmi³tir.

Bir normal kompleks kontakt metrik manifold üzerinde tan�mlanan kompleks kontakt

form global tan�ml� ise bu manifolda kompleks Sasakian manifold ad� verilmektedir.

Kompleks Sasakian manifold üzerine ilk çal�³malar Foreman taraf�ndan

yap�lm�³t�r [19].
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Fetcu [17, 18] kompleks Sasakian manifoldlar üzerinde harmonik dönü³ümleri

incelemi³ ve uyumlu (adapted) koneksiyonlar üzerine çal�³m�³t�r. Blair ve Korkmaz [9]

çal�³malar�nda kompleks kontakt metrik manifoldlar üzerindeki holomor�k reel özel

do§rultular üzerinde çal�³m�³lard�r. 2006'da Turgut Vanl� ve Blair [8, 63] normal

kompleks kontakt metrik manifoldlar için dikey da§�l�mlar�n enerjileri üzerine

çal�³m�³lard�r. 2010'da Blair ve Molina [11] yapt�klar� çal�³mada bir normal kompleks

kontakt metrik manifoldun konformal düz (�at) olamayaca§�n� ve ayr�ca Bochner düz

olan bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun holomor�k kesitsel e§rili§inin 4

oldu§unu ispatlam�³lard�r. 2012 de Blair ve Mihai [12] κ < 1 olan (κ, µ)-uzay�n�n bir

kompleks kontakt metrik manifolda lokal homojen oldu§unu göstermi³lerdir. Ayn�

yazarlar normal kompleks kontakt metrik manifodlar�n lokal simetri ko³ullar� üzerine

de çal�³m�³lard�r [12]. IK-normal kompleks kontakt metrik manifoldlar üzerine çal�³ma

Imada [30] taraf�ndan yap�lm�³t�r. Bu çal�³mas�nda Imada indirgeme yolu ile kompleks

kontakt metrik manifoldlar�n in³as�n� incelemi³ ve yeni kompleks kontakt metrik

manifold örnekleri vemi³tir. Ayr�ca Imada [29] 2015'teki çal�³mas�nda hiperkähler

manifoldlar�n kompleks hiperyüzeyleri üzerindeki kompleks kontakt yap�y�

incelemi³tir. 2016 y�l�nda Y�ld�r�m [74] kompleks-(κ, µ) uzaylar üzerinde Bochner,

konformal ve konharmonik e§rilik tensörlerinin s�f�r olma ³artlar�n� ele alm�³t�r.

Bu tez çal�³mas�n�n amac� kompleks kontakt manifoldlar�n geometrisine kapsaml� bir

giri³ yaparak bu alanda yeni sonuçlar elde etmektir. Bu tez çal�³mas� 7 bölümden

olu³maktad�r. �kinci bölümde tez boyunca kullan�lacak olan temel kavramlara ve

üçüncü bölümde kompleks kontakt manifoldlar�n geometrisine yer verilmi³tir. Tezin

orijinal k�s�mlar� olan 4., 5., 6. ve 7. bölümlerde s�ras�yla normal kompleks kontakt

metrik manifoldlar�n e§rilik özellikleri, özel e§rilik tensörleri, kompleks η− Einstein

yap�s� ve normal kompleks kontakt metrik manifoldlar�n yar�-invaryant

altmanifoldlar� incelenmi³tir.
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Bu bölümde, tez çal�³mas� boyunca kullan�lacak olan baz� temel kavramlar verilecektir.

2.1. Riemann Manifoldlar�

2.1. Tan�m

Diferensiyellenebilir bir manifold M olsun. M üzerindeki C∞ vektör alanlar�n�n uzay�

Γ(TM) ve M den R ye C∞ fonksiyonlar�n uzay� C∞(M,R) olmak üzere

g : Γ(TM)× Γ(TM)→ C∞(M,R)

dönü³ümü bilineer, simetrik ve pozitif tan�ml� ise g yeM üzerinde bir Riemann metri§i

(veya metrik tensor) ve (M, g) ikilisine de bir Riemann manifoldu ad� verilir [68].

2.2. Tan�m

Diferensiyellenebilir bir M manifoldu üzerinde ∇ : Γ(TM) × Γ(TM) → Γ(TM)

dönü³ümü verilsin. E§er her X, Y, Z ∈ Γ(TM) ve her f, g ∈ C∞(M,R) için

1. ∇X+YZ = ∇XZ +∇YZ

2. ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ

3. ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ

4. (∇Xf)Y = X[f ]Y + f∇XY

özellikleri sa§lan�yorsa ∇ ya M manifoldu üzerinde bir lineer koneksiyon denir [68] .

2.3. Tan�m

V bir K cismi üzerinde bir vektör uzay� olsun. Her X, Y, Z ∈ V için

[, ] : V × V → V

(X, Y )→ [X, Y ]

dönü³ümü

1. 2-lineer

2. Anti-simetrik (∀X, Y ∈ V için [X, Y ] = −[Y,X])

3. [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0

³artlar�n� sa§l�yorsa [, ] dönü³ümüne V üstünde bir Lie operatörü (Lie parantez

operatörü) denir [68].

2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR
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2.4. Teorem

M diferensiyellenebilir bir manifold olsun.

[, ] : Γ(TM)× Γ(TM)→ Γ(TM)

(X, Y )→ [X, Y ]

olmak üzere ∀f ∈ C∞(M,R) için

[X, Y ](f) = XY (f)− Y X(f)

³eklinde tan�mlanan [, ] operatörü Γ(TM) üzerinde bir Lie operatörüdür [68].

2.5. Tan�m

M bir manifold ve (−a, a) gerçel say� do§rusu üzerinde bir aral�k olmak üzere

ϕ : (−a, a)×M →M

(t, p)→ ϕt (p)

fonksiyonu verilsin. E§er ϕ

1. Her t ∈ (−a, a) sabit de§eri için, ϕt (p) = ϕ(t, p) bir di�eomor�zmdir,

2. Her p ∈M için ϕ0(p) = p dir,

3. Herhangi s, t ∈ (−a, a) de§erleri için s+t ∈ (−a, a) ise ϕs+t = ϕs◦ϕt e³itli§i sa§lan�r,
ko³ullar�n� sa§layan türevlenebilir bir fonksiyon ise ϕ ye M nin 1−parametreli grubu

ad� verilir. Sadece ilk ko³ulu sa§layan türevlenebilir fonksiyonlar ailesine ise manifold

üzerinde bir izotopi denir [49].

2.6. Tan�m

M üzerinde bir vektör alan� X ve X ile gerilmi³ bir lokal dönü³ümlü 1-parametreli grup

ϕt olsun. Bir K tensör alan�n�n X yönünde Lie türevi LXK ile gösterilir ve

LXK = lim
t→0

1

t
[KX − (ϕtK)X ]

olarak tan�mlan�r [68].

2.7. Teorem
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(M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Her X, Y, Z ∈ Γ(TM) ve her f, g ∈ C∞(M,R)

için

1. LX(f) = X(f)

2. LXY = [X, Y ]

3. LXg(Y, Z) = X(g(Y, Z))− g([X, Y ], Z)− g([X,Z], Y )

dir [68].

2.8. Tan�m

(M, g) bir Riemann manifoldu ve M üzerinde bir vektör alan� X olsun. LXg = 0 ise X

e Killing vektör alan� denir [68].

2.9. Tan�m

M bir Riemann manifoldu olsun. M üzerinde verilen her bir diferensiyel p−forma bir

diferensiyel (p + 1)−form kar³�l�k getiren diferensiyel operatöre d�³ türev operatörü

denir. X0, X1, ..., Xp ∈ Γ(TM) olmak üzere bir ω p−formunun d�³ türevi

dω(X0, X1, ..., Xp) =
1

p+ 1

p∑
i=0

(−1)iXi(ω(X0, X1, ..., X̂i..., Xp))

+
1

p+ 1

∑
0≤i≤j≤p

(−1)i+jω([Xi, Xj], X0, X1, ..., X̂i, ..., X̂j, ..., Xp)

³eklinde tan�mlan�r. Burada "ˆ" ile gösterilen vektör alanlar� kald�r�lan vektör alan�n�

temsil etmektedir [68].

Özel olarak bir 1−form ω ve 2−form Ω için d operatörü

dω(X, Y ) =
1

2
{X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X, Y ])}

ve

dΩ (X, Y, Z) =
1

3
{X (Ω (Y, Z)) + Y (Ω (Z,X)) + Z (Ω (X, Y ))

−Ω ([X, Y ] , Z) + Ω ([Y, Z] , X)− Ω ([Z,X] , Y )}

olarak elde edilir [68].

2.10. Tan�m
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M bir manifold M nin tanjant uzay� Γ(TM) ve kotanjant uzay� Γ∗(TM) olmak üzere

T :Γ∗(TM)r × Γ(TM)s → C∞(M,R)

(θ1, θ2, ..., θr, X1, X2, ..., Xs)→ T (θ1, θ2, ..., θr, X1, X2, ..., Xs)

dönü³ümü (r+s)−C∞(M,R) lineer ise T yeM üzerinde bir (r, s)−tipinde tensör alan�
denir. M üzerinde (r, s)−tipindeki tensörlerin uzay� T rs (M) ile gösterilir.

2.11. Tan�m

M manifoldu üzerindeki r−formlar�n uzay� ∧r(TM) olmak üzere T ∈ T r0 (M) tensörü

için

Alt : T r0 (M)→∧r (M)

T →Alt(T )(v1, v2, ..., vk) =
1

k!

∑
σ∈Sk

sgnσT (vσ(1), vσ(2), ..., vσ(k))

biçiminde tan�ml� Alt(T ) ifadesine T tensörünün alterneliyen operatörü denir. Burada

Sk ile 1 den k ya tüm permütasyonlar�n kümesi gösterilmektedir [59].

2.12. Tan�m

ω ∈ ∧k(M) ve η ∈ ∧l(M) olmak üzere ω , k−formu ile η, l−formunun simetrik çarp�m�

ω ∧ η =
(k + l)!

k!l!
Alt(ω ⊗ η)

biçiminde tan�mlan�r [59].

E§er ω ve η 1-form ise her X, Y ∈M için

(ω ∧ η)(X, Y ) = ω(X)η(Y )− η(X)ω(Y )

dir.

2.13. Lemma

ω ∈ ∧k(M), η ∈ ∧l(M) ve θ ∈ ∧m(M) olmak üzere

1. (ω + η) ∧ θ = ω ∧ η + ω ∧ θ,
2. ω ∧ (η + θ) = ω ∧ η + ω ∧ θ,
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3. aω ∧ η = ω ∧ aη = a(ω ∧ η),

4. ω ∧ η = (−1)klη ∧ ω

dir [59].

2.14. Tan�m

Diferensiyellenebilir bir M manifoldu üzerindeki bir lineer koneksiyon ∇ olsun. Her

X, Y ∈ Γ(TM) için

T : Γ(TM)× Γ(TM)×Γ(TM)→ Γ(TM)

(X, Y )→ T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ]

ile tan�ml� T tensör alan�na ∇ lineer koneksiyonunun torsiyon tensörü denir [68].

2.15. Tan�m

Diferensiyellenebilir bir manifold M ve ∇ da M üzerinde bir lineer koneksiyon olsun.

Her X, Y, Z ∈ Γ(TM) için

1. ∇XY −∇YX = [X, Y ] (S�f�r torsiyon özelli§i)

2. Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ) (Metrik ile ba§da³abilme özelli§i)

³artlar� sa§lan�yorsa, ∇ ya M üzerinde Riemann koneksiyonu veya Levi-Civita

koneksiyonu denir [68].

2.16. Tan�m

M bir Riemann manifoldu ve M üzerinde bir Riemann koneksiyonu ∇ olsun. Her

X, Y, Z ∈ Γ(TM) için

R : Γ(TM)× Γ(TM)× Γ(TM)→ Γ(TM)

(X, Y, Z)→ R(X, Y, Z)

olmak üzere

R(X, Y, Z) = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

³eklinde tan�mlanan (1, 3)−tipindeki R tensör alan�na M üzerinde Riemann e§rilik

tensör alan� denir [68].
Ayr�ca Riemann e§rilik tensör alan� Riemann-Christofell e§rilik tensör alan� olarak da
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an�l�r ve

R(X, Y, Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W )

biçiminde de ifade edilir.

2.17. Teorem

M bir Riemann manifoldu veM nin Riemann e§rilik tensör alan� R olsun. Bu durumda

her X, Y, Z ∈ Γ(TM) için

1. R(X, Y, Z,W ) = −R(Y,X,Z,W )

2. R(X, Y, Z,W ) = −R(X, Y,W,Z)

3. R(X, Y, Z,W ) = R(Z,W,X, Y )

4. R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0 (I.Bianchi Özelli§i)

5. (∇XR) (Y, Z) + (∇YR) (Z,X) + (∇ZR) (X, Y ) = 0 (II.Bianchi Özelli§i)

dir [68].

2.18. Tan�m

M bir Riemann manifoldu olsun. Bir p ∈ M noktas�ndaki TpM tanjant uzay�n�n

Xp, Y p tanjant vektorleri taraf�ndan gerilen 2-boyutlu bir altuzay� Π olmak uzere

K (Π) =
g (R (Xp, Y p)Y p,Xp)

g (Xp,Xp) g (Y p, Y p)− g (Xp, Y p)2

³eklinde tan�mlanan K (Π) reel say�s�na Π nin kesitsel e§rili§i denir [68].

2.19. Tan�m

n−boyutlu bir Riemann manifoldu M nin e§rilik tensör alan� R ve Γ(TM) nin bir

ortonormal baz� {E1, E2, ..., En} olsun.

Q : Γ(TM) −→ Γ(TM)

X −→ QX = −
n∑
i=1

R (Ei, X)Ei

³eklinde tan�mlanan Q operatörüne M nin Ricci operatörü,
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ρ : Γ(TM)× Γ(TM) −→ C∞(M)

(X, Y )→ ρ (X, Y ) =
n∑
i=1

g (R (Ei, X)Y,Ei)

³eklinde tan�ml� (0, 2)-tipindeki ρ tensor alan�na, M üzerinde Ricci e§rilik tensörü ad�

verilir [68].

2.20. Tan�m

n-boyutlu bir Riemann manifolduM ve Γ(TM) nin bir ortonormal baz� {E1, E2, ..., En}
olmak üzere M nin skalar e§rili§i

τ =
n∑
i=1

ρ (Ei, Ei)

³eklinde tan�mlan�r [68].

2.2. Einstein Manifoldlar�

Genel rölativitede vakum Einstein alan denklemleri olarak bilinen denklemlerin bir

çözümü olan metrik, Albert Einstein (1859-1955) çal�³malar� sonras� onun ad� ile

an�lm�³t�r. M bir Riemann manifoldu Rij, M nin Ricci e§rili§i ve Λ kozmoloji sabiti

olmak üzere vakum Eistein alan denklemi

Rij −
1

2
gijτ + Λgij = 0 (2.1)

dir [6]. Ayr�ca τ = gijRij olup E³. 2.1 de yerine yaz�l�rsa

Rij −
1

2
gijg

ijRij + Λgij = 0

ve gijgij = boyM = n oldu§undan

Rij −
n

2
Rij + Λgij = 0⇒ Rij(1−

n

2
) = −Λgij ⇒ Rij = − 2

2− n
Λgij

elde edilir. Di§er yandan
2Λ

n− 2
= λ sabit oldu§undan Rij = λgij bulunur.

2.21. Tan�m

(M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Her X, Y ∈ Γ(TM) ve bir λ skaleri için
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ρ(X, Y ) = λg(X, Y )

ise (M, g) ye bir Einstein manifoldu denir [6].

E§er manifoldun boyutu 1 ise τ = 0 d�r. 2 ve 3−boyutlu bir Remann manifoldunun

Einstein olmas� için gerek ve yeter ko³ul kesitsel veya skalar e§rili§inin sabit olmas�d�r.

Dolay�s�yla bu tan�m yaln�zca boyM ≥ 4 için geçerlidir [6].

2.3. E§rilik Tensörleri

2.22. Tan�m

V bir vektör uzay� ve g pozitif tan�ml� bir metrik olsun. V üzerinde

R : V × V −→ Hom(V, V )

(X, Y ) −→ R (X, Y )

³eklinde tan�ml� (1,3) tipindeki dönü³üm, her X, Y, Z,W ∈ V için

1. R (X, Y ) = −R (Y,X)

2. g (R (X, Y )Z,W ) = −g (R (X, Y )W,Z)

3. R (X, Y )Z +R (Y, Z)X +R (Z,X)Y = 0 (Bianchi özde³li§i)

özelliklerini sa§l�yorsa bu dönü³üme V üzerinde bir e§rilik tensörü denir [62].

V vektör uzay� üzerinde tan�ml� tüm e§rilik tensörlerinin uzay� R(V ) ile

gösterilir. Bir Riemann manifoldu üzerinde tan�mlanan e§rilik tensörü yukar�daki

tan�ma uygun bir örnektir. Riemann e§rilik tensörü d�³�nda Riemann geometrisinin

önemli e§rilik tensörleri projektif, Weyl konformal, konsörk�l�r, quasi-konformal ve

konharmonik e§rilik tensörleridir. Bu bölümde bu tensörlerin tan�m ve özellikleri

verilecektir.

2.3.1. Projektif e§rilik tensörü

2.23. Tan�m

(M, g) ve (M ′, g′) iki Riemann manifoldu ve f : M → M ′ bir di�eomor�zm olsun. M

de bir geodezik γ ve M ′ de bir geodezik γ′ olmak üzere e§er f(γ), M ′ de ve f−1(γ), M

de bir geodezik ise f ye bir geodezik koruyan dönü³üm ya da projektif dönü³üm denir.

M ve M ′ manifoldlar�na ise ortak geodezikli manifoldlar denir [1].

Bir projektif dönü³üm, bir M Riemann manifoldu üzerindeki geodezikleri yine

geodeziklere dönü³türen bir dönü³ümdür. Projektif dönü³ümler matematiksel �zikteki
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denklemlerin simetrilerinin çal�³�lmas�nda kullan�l�r [1]. Projektif geometri projektif

dönü³ümler alt�nda invaryant kalan nicelikleri ve ili³kileri inceler [60]. Projektif

dönü³ümler alt�nda invaryant kalan önemli bir tensör projektif e§rilik tensörüdür

(veya Weyl projektif e§rilik tensörü) ve bu tensör manifoldlar�n Riemann

geometrisinde önemli bir rol oynar.

n ≥ 2 olmak üzere n−boyutlu bir Riemann manifoldu M olsun. Her X, Y, Z ∈
Γ(TM) için M üzerinde projektif e§rilik tensörü

P(X, Y )Z = R(X, Y )Z − 1

n− 1
[ρ (Y, Z)X − ρ (X,Z)Y ]

biçiminde tan�mlan�r [68].

2.24. Tan�m

n−boyutlu bir lineer koneksiyon geodezik do§rular� Rn in düz do§rular�na (straight

lines) dönü³türülebiliyorsa bu koneksiyona projektif düzdür denir [1].

2.25. Teorem

n > 2 olmak üzere n−boyutlu bir Riemann manifoldunun projektif düz olmas� için

gerek ve yeter ³art projektif e§rilik tensörünün s�f�r olmas�d�r.

2.26. Teorem

Projektif düz bir Riemann manifoldu sabit e§riliklidir [1].

O halde projektif e§rilik tensörü bir manifoldun sabit e§rilikli manifold ile fark�n� ifade

eder.

2.3.2.Weyl konformal e§rilik tensörü

Weyl e§rilik tensörü Hermann Weyl (1885-1955) taraf�ndan tan�mlanm�³ olup bir

uzay-zaman (spacetime) ve daha genel olarak bir Riemann manifoldunun e§rili§ini

ölçer. Riemann e§rilik tensörü nesnenin hacim de§i³ikleri hakk�nda bilgi verirken

Weyl tensörü yaln�zca cisme uygulanan gelgit kuvvetinin (tidal force) cismin

³eklindeki bozunmalar hakk�nda bilgi verir [6].

Riemann e§rilik tensörünün izi olan Ricci e§rili§i, gelgit kuvvetinin varl�§�nda
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hacim de§i³imleri hakk�nda kesin bilgi verir, Weyl tensörü Riemann tensörünün izi

olmayan (traceless) bile³enidir.

n ≥ 4 olmak üzere n−boyutlu bir Riemann manifoldunun Weyl e§rilik tensörü

W (X, Y )Z = R (X, Y )Z +
τ

(n− 1) (n− 2)
[g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ]

+
1

n− 2
[g(Z,X)QY − g(Y, Z)QX + ρ(X,Z)Y − ρ(Y, Z)X]

biçiminde tan�mlan�r [68].

2.27. Tan�m

M bir manifold ve M üzerinde iki Riemann metri§i g, g′ olsun. Buna göre

a) M üzerinde g = e2fg′ olacak biçimde C∞ s�n�f�ndan bir f fonksiyonu varsa g ve g′

metrikleri konformal

b) α∗g′ ve g konformal olacak biçimde M ′nin bir α di�eomor�zmi varsa g ve g′

metrikleri konformal denktir

denir. Burada α∗, α di�eomor�zminin pull-back dönü³ümünü göstermektedir [6].

Konformal denk olan iki metrik için vektörler aras�ndaki aç� ayn�d�r. Gerçekten X ve

Y iki vektör alan� olmak üzere

cos(X, Y ) =
g(X, Y )√

g(X,X)
√
g(Y, Y )

=
e2fg′(X, Y )√

e2fg′(X,X)
√
e2fg′(Y, Y )

= cos(e2fX, e2fY )

dir.

Weyl e§rilik tensörü konformal dönü³ümler alt�nda invaryant kalmaktad�r. Bu nedenle

bu tensöre Weyl konformal e§rilik tensörü de denilmektedir.

2.28. Tan�m

(M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Bir p ∈ M noktas�n�n bir kom³ulu§u U olmak

üzere
(
U , e2fg

)
düz olacak biçimde U üzerinde tan�ml� C∞ s�n�f�ndan bir f fonksiyonu

varsa (M, g) ye konformal düz denir [6].

2.29. Teorem

n ≥ 4 olmak üzere n−boyutlu bir Riemann manifoldunun konformal düz olmas� için
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gerek yeter ko³ul Weyl konformal e§rilik tensörünün s�f�r olmas�d�r [6].

2.30. Teorem

2−boyutlu her Riemann manifoldu konformal düzdür [6].

2.3.3. Konsörk�l�r e§rilik tensörü

n−boyutlu bir Riemann manifoldu üzerinde birinci e§rili§i sabit ikinci e§rili§i s�f�r

olan e§riye bir jeodezik çember ad� verilir. Jeodezik çemberleri yine jeodezik çembere

dönü³türen konformal dönü³ümlere konsörk�l�r dönü³ümler, bu dönü³ümler üzerine

çal�³an geometriye konsörk�l�r geometri ad� verilir. Konsörk�l�r geometri hakk�ndaki ilk

çal�³ma Kentaro Yano [69] taraf�ndan 1940'da yap�lm�³t�r. Yano bu çal�³mas�nda

konsörk�l�r dönü³ümler alt�nda invaryant kalan konsörk�l�r e§rilik tensörünü

tan�mlam�³t�r. n ≥ 4 olmak üzere n−boyutlu bir Riemann manifoldunun konsörk�l�r

e§irilik tensörü

Z (X, Y )Z = R (X, Y )Z − τ

n (n− 1)
[g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ]

biçiminde tan�mlan�r.

2.31. Teorem

Bir Riemann manifoldunun uygun konsörk�l�r dönü³ümler alt�nda Öklid uzay�na

indirgenebilmesi için gerek ve yeter ³art bu dönü³ümler alt�nda invaryant kalan

konsörk�l�r e§rilik tensörünün s�f�r olmas�d�r [69].

2.32. Teorem

Sabit e§rilikli bir uzay konsörk�l�r dönü³ümler alt�nda sabit e§rilikli bir uzaya dönü³ür

[69].

2.33. Teorem

Bir Einstein manifoldu konsörk�l�r dönü³ümler alt�nda yine Einstein manifoldtur [69].

2.34. Tan�m

Konsörk�l�r e§rilik tensörü s�f�r ise manifolda konsörk�l�r düzdür denir.
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2.3.4. Quasi-konformal e§rilik tensörü

Quasi-konformal e§rilik tensörü konformal ve konsörk�l�r e§rilik tensörlerinin lineer

birle³imi olarak Yano ve Sawaski [67] taraf�ndan tarif edilmi³tir.

n ≥ 4 olmak üzere n−boyutlu bir Riemann manifolduM olsun.M nin Weyl konformal

e§rilik tensörü W , konsörk�l�r e§rilik tensörü Z ve pq 6= 0 olacak biçimde p, q key�

sabitleri için M üzerinde quasi-konformal e§rilik tensörü

C̃ (X, Y )Z = − (n− 2) qW (X, Y )Z + {p+ (n− 2) q}Z (X, Y )Z

biçiminde tan�mlan�r. Buradan M üzerinde quasi-konformal e§rilik tensörü

C̃(X, Y )Z = pR(X, Y )Z + q[ρ(Y, Z)X − ρ(X,Z)Y + g(Y, Z)QX

− g(X,Z)QY ]− τ

n
[

p

n− 1
+ 2q][g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ]

olarak elde edilir.

p = 1 ve q = 1
n−2

al�n�rsa C̃(X, Y )Z = W(X, Y )Z olur ve Weyl conformal e§rilik

tensörü W nun özel bir durumu oldu§u görülür. Bu nedenle C̃ ye "quasi-conformal"

ismi verilmi³tir. E§er C̃ = 0 ise M ′ye quasi-conformal düzdür denir.

2.3.5. Konharmonik e§rilik tensörü

Konharmonik dönü³ümler düzgün fonksiyonlar�n harmonik özelliklerini koruyan,

konformal dönü³ümlerin özel bir tipidir. Bu dönü³ümler Y. Ishi [35] taraf�ndan

çal�³�lm�³t�r. Konharmonik dönü³ümler alt�nda invaryant kalan tensöre konharmonik

e§rilik tensörü ad� verilir.

2.35. Tan�m

n ≥ 4 olmak üzere n−boyutlu bir Riemann manifoldunun konharmonik e§rilik tensörü

K(X, Y )Z = R(X, Y )Z − 1

n− 2
[ρ(Y, Z)X − ρ(X,Z)Y +g(Y, Z)QX − g(X,Z)QY ]

biçiminde tan�mlan�r. E§er K = 0 ise M ye konharmonik düzdür denir.

2.3.6. E§rilik tensörleri üzerinde i³lemler

E§rilik tensörleri üzerinde tan�mlanan baz� i³lemler yard�m� ile manifoldlar�n simetri

ko³ullar� incelenmektedir.
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2.36. Tan�m

M bir Riemann manifoldu ve M üzerinde (1, 3)−tipinde bir tensör D olsun. E§er D

tensör, Tan�m 2.22'de verilen ko³ullar� sa§l�yorsa D ye genelle³tirilmi³ e§rilik tensörü

ad� verilir. Ayr�ca X1, X2, X3, X4 ∈ Γ(TM) için

(∇X1D)(X2, X3)X4 + (∇X2D)(X3, X1)X4 + (∇X3D)(X1, X2)X4 = 0

2.Bianchi özde³li§ini sa§larsa D ye bir proper genelle³tirilmi³ e§rilik tensörü denir [54].

Genelle³tirilmi³ e§rilik tensörünün C∞(M) üzerindeki lineer birle³imi yine bir

genelle³tirilmi³ e§rilik tensörüdür ancak bu, genel durumda proper genelle³tirilmi³

e§rilik tensörleri için geçerli de§ildir. Bunun yan�nda genelle³tirilmi³ e§rilik

tensörlerinin R üzerindeki lineer birle³imi bir genelle³tirilmi³ e§rilik tensörüdür.

2.37. Tan�m

n ≥ 3 olmak üzere n−boyutlu bir Riemann manifoldu M olsun. Her X1, X2, X3, X4 ∈
Γ(TM) için (0, 2)−tipindeki A ve E tensörlerinin Kulkarni-Nomizu çarp�m�

(A ∧ E)(X1, X2, X3, X4) = A(X1, X4)E(X2, X3) + A(X2, X3)E(X1, X4)

− A(X1, X3)E(X2, X4)− A(X2, X4)E(X1, X3)

³eklinde tan�mlan�r [54].

2.38. Tan�m

n ≥ 3 olmak üzere n−boyutlu bir Riemann manifoldu M olsun. X, Y ∈ Γ(TM) vektör

alanlar� ve (1, 3)−tipindeki bir tensör D olmak üzere her Z ∈ Γ(TM) için D , A ve

X ∧A Y endomor�zmleri

D(X, Y )(Z) = D(X, Y )Z

g(A (X), Y ) = A(X, Y )

(X ∧A Y )Z = A (Y, Z)X − A (X,Z)Y

³eklinde tan�mlan�r [6, 54].

E§er A = g al�n�rsa (X ∧g Y )Z = g (Y, Z)X − g (X,Z)Y olur. Buna göre yukar�da
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tan�mlanan projektif, konformal, konsörk�l�r ve konharmonik e§rilik tensörleri, s�ras�yla,

P = R− 1

n− 1
ρ ∧ ρ

C = R− 1

n− 2
g ∧ ρ+

τ

(n− 1)(n− 2)
g ∧ g

Z = R− τ

n(n− 1)
g ∧ g

K = R− 1

(n− 2)
g ∧ ρ

³eklinde ifade edilir.

k ≥ 1 olmak üzere (0, k)−tipinde T tensör alan� için T üzerinde bir H endomor�zmi

(H .T ) (X1, ..., Xk) = −T (H X1, ..., Xk)...− T (X1, ...,H Xk)

olarak tan�mlan�r. Özel olarak H = D(X, Y ) ve H = X ∧A Y al�n�rsa her X, Y,Xi ∈
Γ(TM), i = 1, 2, ..., k için, s�ras�yla

(D(X, Y ).T )(X1, ..., Xk) = −T (D(X, Y )(X1), ..., Xk)− ...− T (X1, ...,D(X, Y )(Xk))

= −T (D(X, Y )X1, ..., Xk)− ...− T (X1, ..., D(X, Y )Xk)

ve

((X ∧A Y )T )(X1, ..., Xk) = −T ((X ∧A Y )X1, X2, ..., Xk)− ...
− T (X1, X2..., (X ∧A Y )Xk)

= A(X,X1)T (Y,X2, ..., Xk) + ...+ A(X,Xk)T (X,X2, ..., Y )

− A(Y,X1)T (X,X2, ..., Xk)− ...− A(Y,Xk)T (X1, X2, ..., X)

olur. Bu ³ekilde elde edilen (D(X, Y ).T )(X1, ..., Xk) tensörü D.T (X1, ..., Xk) ve

((X ∧A Y )T )(X1, ..., Xk) tensörü Q(A, T )(X1, ..., Xk) ³eklinde gösterilir [54].

2.39. Tan�m

M üzerinde bir vektör alan� X ve bir 1-form ω olsun. X1 ∈ Γ(TM) olmak üzere

ωX(X1) = ω(X1)X

endomor�zmi için
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(ωXT )(X1, X2, ..., Xk) = −T (ωX(X1), X2, ..., Xk)− ...− T (X1, X2, ...,ΠX(Xk))

= −ω(X1)T (X,X2, ..., Xk)− ω(X2)T (X1, X, ..., Xk)− ...
− ω(Xk)T (X1, X2, ..., X)

biçiminde tan�mlan�r. Burada Xi ∈ Γ(TM), i = 1, 2, ..., k dir [54].

Simetri, manifoldlar�n diferensiyel geometrisinin çal�³�lmas�nda önemli bir rol

oynar. Bir M manifoldunun lokal geodezik simetrileri izometri ise manifolda lokal

simetrik manifold, e§er lokal geodezik simetrileri tüm manifolda geni³letilebiliyorsa

global simetrik manifold denir. Bunun yan�nda bir manifoldun lokal simetrikli§i

e§rilik ile ifade edilebilir: e§er ∇R = 0 ise manifolda lokal simetriktir denir. M

üzerindeki bir geometrik yap� baz� e§rilik tensörlerine k�s�tlanarak uygulanabiliyorsa

buna e§rilikten k�s�tlanan geometrik yap� (a curvature restricted geometric struture)

ad� verilir [55]. Son 80 y�lda lokal simetri konusu ∇R = 0 ko³ulunun daha zay�f

genelle³tirmeleri elde edilerek çe³itli e§riliklerden k�s�tlanan geometrik yap�larla

çal�³�lm�³t�r. Lokal simetrinin genelle³tirmesi yar�-simetrik manifold olarak adland�r�l�r

ve a³a§�daki biçimde tan�mlan�r.

2.40. Tan�m

M bir Riemann manifoldu olsun. Her X, Y ∈ Γ(TM) için R(X, Y ).R = 0 ise M ye

bir yar�-simetrik manifold denir. Burada R(X, Y ) lineer endomor�zmi R üzerinde bir

türev olarak hareket eder [61].

2.41. Tan�m

Bir M Riemann manifoldu üzerinde (0, r)−tipindeki tensörlerin uzay� T 0
r olsun.

(0, 4)−tipindeki D tensörü için D.T = 0 ise M ye bir T− yar�-simetrik manifold

denir [54].

Özel olarak R.ρ = 0 ve R.P = 0 ise M ye s�ras�yla Ricci yar�-simetrik ve projektif

yar�-simetrik manifold denir. Farkl� e§rilik tensörleri kullan�larak farkl� simetri ko³ullar�

elde edilebilir. Shaikh ve Kundu [54] e§rilik tensörlerini genelle³tirerek çe³itli geometrik

yap�lar üzerindeki e§rilik ³artlar�n�n denkliklerini elde etmi³lerdir.

2.4. Altmanifoldlar

2.42. Tan�m

boyM̄ ≥ boyM olacak ³ekilde iki Riemann manifoldu M ve M̄ , i : M → M̄ bir
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diferensiyellenebilir fonksiyon olsun. Her p ∈ M için i nin türev dönü³ümü i∗p olmak

üzere rank i∗p = boyM ise i−ye bir immersiyon ve M ye M̄ nin bir immersed

altmanifoldu denir [68].

2.43. Tan�m

i : M → M̄ bir immersiyon olsun. E§er i bire bir ise i ye bir imbedding ve M ye (ya

da i(M) ye) de M̄ nin bir imbedding altmanifoldu denir [68].

2.44. Tan�m

(M̄, ḡ) bir Riemann manifoldu,M de M̄ nin bir altmanifoldu olsun. HerX, Y ∈ Γ(TM)

için

g(X, Y ) = ḡ(i∗(X), i∗(Y ))

³eklinde tan�ml� g metri§ine M üzerinde ḡ den indirgenen Riemann metri§i denir [68].

2.45. Tan�m

M̄ Riemann manifoldunun bir altmanifoldu M olsun. Her p ∈ M ve Xp ∈ TpM için

ḡ(Xp, Np) = 0 ise Np vektörüne M nin p noktas�ndaki normal vektörü denir. E§er

Np birim vektör ise M nin p noktas�ndaki birim normal vektörü denir. Np normal

vektörlerinin kümesi

TpM
⊥ = {Np ∈ TpM̄ : ḡ(Xp, Np) = 0, ∀Xp ∈ TpM}

dir [68] .

M nin normal vektör alanlar�ndan olu³an

Γ(TM⊥) = {N ∈ Γ(TM̄) : ḡ(X,N) = 0 , ∀X ∈ Γ(TM)}

kümesine M nin normal vektör alanlar� uzay� denir. N ye M nin normal vektör alan�,

TM⊥ =
⋃
p∈M

TpM
⊥ ifadesine de M nin normal demeti denir [68]. Buradan
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Γ̄(TM) = Γ(TM)⊕ Γ(TM⊥)

biçiminde yaz�l�r [68]. M̄ ve M üzerindeki koneksiyonlar s�ras�yla ∇̄,∇ olmak üzere

her X, Y ∈ Γ(TM) için ∇̄XY nin te§et ve normal k�s�mlar�, s�ras�yla, ∇XY ve h(X, Y )

olmak üzere

∇̄XY = ∇XY + h(X, Y )

denklemine Gauss denklemi denir [68]. Bu ³ekilde tan�mlanan ∇ koneksiyonu, M

üzerinde bir Riemann koneksiyonudur. Burada h : Γ(TM) × Γ(TM) → Γ(TM⊥) ile

tan�ml� normal demet de§erli simetrik bilineer formdur. h ya M nin ikinci temel

formu denir.

2.46. Tan�m

M̄ Riemann manifoldunun bir altmanifoldu M ve M̄ nin birim normal vektör alan� N

olsun. Her X ∈ Γ(TM) için

∇̄XN = −ANX +∇⊥XN

³eklinde tan�mlanan denkleme Weingarten denklemi denir. −ANX ve ∇⊥XN s�ras�yla

∇̄XN nin te§et ve normal bile³enleridir. Burada AN : Γ(TM)→ Γ(TM) dönü³ümü iyi

tan�mld�r ve M nin ³ekil operatörü olarak adland�r�l�r. ∇⊥ e M nin Γ(TM⊥) normal

demetindeki koneksiyonu denir [68].

2.47. Tan�m

n-boyutlu bir Riemann manifoldu M ve p ∈M noktas�ndaki tanjant uzay TpM olsun.

Her p noktas�na TpM nin r−boyutlu bir Dp altuzay�n� kar³�l�k getiren

D : M → TpM

p→ Dp ⊂ TpM

dönü³ümüne M üzerinde r−boyutlu bir da§�l�m (distribüsyon) denir.

X ∈ Γ(TM) için Xp ∈ Dp ise X vektör alan�na D da§�l�m�na aittir denir ve D
da§�l�m�na ait vektör alanlar�n�n uzay� Γ(D) ile gösterilir. Γ(D) nin baz vektör

alanlar� diferansiyellenebilir ise D ye diferensiyellenebilir da§�l�m denir [68].
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2.48. Tan�m

n-boyutlu bir Riemann manifoldu M ve M üzerinde r−boyutlu bir da§�l�m D olsun.

M nin her bir p noktas�nda TpM⊥ normal uzay�na (n − r)−boyutlu bir D⊥p altuzay�

ba§layan D⊥ dönü³üme D da§�l�m�n�n tümleyen da§�l�m� denir [73].

2.49. Tan�m

n-boyutlu bir Riemann manifoldu M ve M üzerinde r−boyutlu bir da§�l�m D olsun.

Her X, Y ∈ Γ(D) için [X, Y ] ∈ Γ(D) ise D da§�l�m�na involüttür denir. [68].

2.50. Tan�m

n-boyutlu bir Riemann manifoldu M̄ ve M̄ üzerinde r−boyutlu bir da§�l�m D olsun. M̄

manifoldunun bir altmanifoldu M olmak üzere, e§er M nin her p noktas�ndaki tanjant

uzay� ile Dp ayn� ise M ye D da§�l�m�n�n integral manifoldu denir. E§er D da§�l�m�n�n

M altmanifoldunu kapsayan ba³ka bir integral manifoldu yoksa bu manifolda da§�l�m�n

maksimal integral manifoldu denir [68].

2.51. Tan�m

n-boyutlu bir Riemann manifoldu M̄ ve M̄ üzerinde r−boyutlu bir da§�l�m D olsun.

E§er her p ∈ M̄ için D da§�l�m�n�n p noktas�n� kapsayan bir maksimal integral

manifoldu varsa D da§�l�m�na integrallenebilirdir denir [68].

2.52. Teorem

n-boyutlu bir Riemann manifoldu M̄ ve M̄ üzerinde r−boyutlu bir da§�l�m D olsun.

Bu durumda her involüt da§�l�m integrallenebilirdir. Ayr�ca D da§�l�m�n�n ∀p ∈ M̄

noktas�ndan geçen bir tek maksimal integral manifoldu vard�r ve p noktas�n� içeren di§er

tüm integral manifoldlar bu maksimal integral manifoldun bir aç�k altmanifoldudur

[68].

2.5. Kompleks Manifoldlar

2.53. Tan�m

1 ≤ i ≤ n için zi bir kompleks say� olmak üzere z = (z1, z2, ..., zn) n−lilerinin
olu³turdu§u Cn uzay�na n−boyutlu kompleks say�lar uzay� denir.
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Burada Cn = C × C × ... × C olup z = (z1, z2, ..., zn) ∈ Cn için z1, z2, ..., zn ler z nin

kompleks koordinatlar�d�r. Reel ve sanal k�s�mlar� x2j−1 ve x2j olmak üzere her bir zj
koordinat� zj = x2j−1 + ix2j biçiminde yaz�l�rsa z = (x1, x2, ..., x2n−1, x2n) ³eklinde bir

ifade elde edilir. Böylece Cn , kompleks koordinatlar ile donat�lm�³ 2n−boyutlu R2n

öklid uzay� olarak dü³ünülebilir. {x1, x2, ..., x2n−1, x2n} ler z nin reel koordinatlar�

olarak adland�r�l�r [40].

2.54. Tan�m

n-de§i³kenli kompleks f(z) = f (z1, z2, ..., zn) fonksiyonu verilsin. f(z) = u+ iv olmak

üzere e§er u ve v fonksiyonlar� x1, x2, ..., x2n−1, x2n reel koordinatlar�nda Cr s�n�f�ndan

ise f de z = (z1, z2, ..., zn) koordinatlar�nda Cr s�n�f�ndand�r denir . Cn de bir aç�k U
olmak üzere U üzerinde tan�ml� C∞ fonksiyonlar�n kümesi C∞(U) ile gösterilir [40].

2.55. Tan�m

C de bir bölge D olmak üzere f : D → C bir fonksiyon olsun. z0 ∈ D için

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

limiti mevcut ise f fonksiyonu z0 da diferensiyellenebilirdir denir [40].

2.56. Tan�m

w = f(z) kompleks fonksiyonu z0 noktas� ve bunun kom³ulu§undaki her noktada

diferensiyellenebilir ise f ye analitiktir denir. E§er f fonksiyonu D bölgesinin her

noktas�nda diferensiyellenebilir ise f ye D de analitiktir ve D de analitik olan

fonksiyona ise holomor�k fonksiyon denir [56].

2.57. Tan�m

f(z) = u(x, y) + iv(x, y) fonksiyonu bir z = x + iy noktas�nda türevli ise u ve v

fonksiyonlar�n�n z noktas�nda birinci mertebeden k�smi türevleri vard�r ve bu türevler

Cauchy-Riemann denklemleri olarak adland�r�lan ux = vy , uy = −vx denklemlerini

sa§lar [56].

2.58. Teorem
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f(z) = u(x, y) + iv(x, y) fonksiyonu için u ve v fonksiyonlar� bir D bölgesinde sürekli

ve birinci mertebeden k�smi türevlere sahip olsun. E§er u ve v fonksiyonlar� D nin her

noktas�nda Cauchy-Riemann denklemlerini sa§larsa, f fonksiyonu D de analtiktir [56].

2.59. Tan�m

M bir küme ve U ⊂ M olsun. E§er ϕ : U → Cn dönü³ümü bire-bir ve ϕ (U) ,Cn'nin

al�³�lm�³ topolojisine göre aç�k ise (U,ϕ) ikilisine n−boyutlu kompleks harita

denir [40].

2.60. Tan�m

(U,ϕ) ve (V, ψ) M üzerinde iki kompleks harita olsun. E§er,

1. U ∩ V 6= ∅
2. ψ ◦ ϕ−1 : ϕ (U ∩ V )→ ψ (U ∩ V ) fonksiyonu 1-1 , holomor�k ve terside holomor�k

ise bu iki haritaya ba§da³�kt�r denir [40].

2.61. Tan�m

Bir M kümesi üzerindeki tüm n−boyutlu ba§da³�k (Ui, ϕi) kompleks haritalar�n�n

koleksiyonuna n−boyutlu maksimal U atlas� denir. n−boyutlu maksimal U atlas�

lokal koordinat sistemi olarak da adland�r�l�r. M topolojik uzay� ise n−boyutlu bir U
maksimal atlas�na kompleks analitik yap� denir [40].

2.62. Tan�m

M irtibatl� bir Hausdorf uzay� ve üzerinde bir kompleks analitik yap�

U = {(Ui, ϕi) : i ∈ I} olsun. O zaman (M,U) ikilisine n−boyutlu bir kompleks

manifold denir.

Örnek

Bir boyutlu kompleks manifold Riemann yüzeyi olarak adland�r�l�r.

Örnek

Cn+1 in orijininden geçen do§rular�n kümesi Pn olsun. Bir l ⊂ Cn+1 do§rusu s�f�rdan
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farkl� herhangi bir Z ∈ l taraf�ndan tan�mlan�r, dolay�s�yla

Pn =
{[Z] 6= 0 ∈ Cn+1}

[Z] ∼ [λZ]

biçiminde yaz�labilir. Do§rular�n Ui = {[Z] : Zi 6= 0} ⊂ Pn altkümesi üzerinden Cn e

bire-bir ve örten ϕi dönü³ümü

ϕi([Z0, ..., Zn]) = (
Z0

Zi
, ...,

Ẑi
Zi
, ...,

Zn
Zi

)

³eklindedir. Bu durumda ϕi(Uj ∩ Ui) ⊂ Cn üzerinde

ϕj ◦ ϕ−1
i (z1, ..., zn) = (

z1

zj
, ...,

ẑj
zj
, ...,

1

zj
, ...,

zn
zj

)

dönü³ümü holomor�ktir. Böylece Pn bir kompleks manifold yap�s�na sahip olur. Bu

kompleks manifolda kompleks projektif uzay denir CPn ile gösterilir [27].

2.63. Tan�m

2n−boyutlu bir reel manifold M olsun. J : Γ(TM) → Γ(TM) ³eklinde tan�ml� lineer

dönü³ümü J2 = −I ko³ulunu sa§l�yor ise J ye M üzerinde bir hemen hemen kompleks

yap�, bu kompleks yap� ile birlikteM ye bir hemen hemen kompleks manifold denir [68].

2.64. Tan�m

Hemen hemen kompleks yap� J olmak üzere

NJ (X, Y ) = [JX, JY ]− J [X, JY ]− J [JX, Y ]− [X, Y ]

³eklinde tan�ml� (1, 2)−tipindeki NJ tensör alan�na J nin Nijenhuis torsiyon tensörü

denir . NJ = 0 ise J ye integrallenebilirdir denir [68].

2.65. Teorem

Bir hemen hemen kompleks yap�n�n kompleks yap� olmas� için gerek ve yeter ³art

Nijenhuis tensörünün s�f�r olmas�d�r [68].

2.66. Teorem
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Her kompleks manifold do§al bir hemen hemen kompleks yap� ta³�r [68].

2.67.Önerme

Bir hemen hemen kompleks M manifoldu çift boyutludur [68].

m−boyutlu bir kompleks manifold M olsun. (x1, y1, ..., xn, yn) reel koordinatlar ve

z = xk + iyk, k = 1, 2, ..., n olmak üzere p ∈ M için TpM nin do§al reel bir baz�

{ ∂
∂x1
, ∂
∂y1
, ∂
∂x2
, ∂
∂y2
, ..., ∂

∂xn
, ∂
∂yn
} dir. k = 1, 2, ..., n Jp : TpM → TpM kompleks yap�

olmak üzere

Jp

(
∂

∂xk

)
=

∂

∂yk
, Jp

(
∂

∂yk

)
= − ∂

∂xk
, k = 1, 2, ..., n

d�r [68].

2.68. Tan�m

(M,J) bir hemen hemen kompleks manifold ve g bir Riemann metri§i olsun. E§er

g(JX, JY ) = g(X, Y )

ise g ye bir Hermityan metrik ve (M,J, g) ye bir hemen hemen Hermityan manifold

denir [68].

2.69. Tan�m

(M,J, g) bir hemen hemen Hermityan manifold olsun. Her X, Y ∈ Γ(TM) için

Φ (X, Y ) = g(X, JY )

³eklinde tan�ml� Φ tensörüne M nin temel 2-formu denir [68].

2.70. Teorem

(M,J) hemen hemen kompleks manifoldu üzerindeki lineer koneksiyon ∇ ve bu

koneksiyonun torsiyon tensörü T olsun. M nin bir kompleks manifold olmas� için

gerek ve yeter ko³ul ∇J = 0 ve T = 0 olmas�d�r [68].

2.71. Teorem
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(M,J, g) hemen hemen Hermityan manifold ve M üzerinde lineer koneksiyon ∇ olsun.

A³a§�daki önermeler denktir.

1. ∇J = 0

2. ∇Φ = 0

3. Hemen hemen kompleks yap�n�n torsiyonu s�f�rd�r ve temel iki form kapal�d�r. Yani

T = 0 ve dΦ = 0 d�r [68].

2.72. Tan�m

(M,J, g) hemen hemen Hermityan manifold olsun. Φ temel 2-formu kapal� ise g ye bir

Kähler metrik ve (M, g) ikilisine hemen hemen Kähler manifold denir.M bir kompleks

manifold ise (M, g) bir Kähler manifold olarak adland�r�l�r [68].

Sonuç

M bir Hermityan manifold olsun.M nin Kähler olmas� için gerek ve yeter ko³ul ∇J = 0

olmas�d�r [68].

2.73. Tan�m

(M,J, g) bir hemen hemen Hermityan manifold olsun. Her X, Y ∈ Γ(TM) için

(∇XJ)Y + (∇Y J)X = 0

veya denk olarak

(∇XJ)X = 0

ise M ye bir yakla³�k(nearly)-Kähler manifoldu ve

(∇XJ)Y + (∇JXJ)JY = 0

ise M ye bir quasi-Kähler manifoldu denir. [68].

2.74. Tan�m

(M,J, g) bir hemen hemen Hermityan manifold ve M nin bir baz� {E1, E2, ...En,
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JE1, JE2, ..., JEn} olsun. Her X ∈ Γ(TM) için

δΦ(X) = −
n∑
i=1

{(∇EiΦ)(Ei, X) + (∇JEiΦ)(JEi, X)}

olmak üzere δΦ(X) = 0 ise M ye bir hemen hemen semi-Kähler (yar�-Kähler)

manifoldu, e§er J nin Nijenhuis tensörü s�f�r ise yar�-Kähler manifoldu ad� verilir [68].

2.6. Kontakt Manifoldlar

2.75. Tan�m

(2n+ 1)−boyutlu diferensiyellenebilir bir reel manifold M olsun. Bir η 1-formu için

η ∧ (dη)n 6= 0

ko³ulu sa§lan�yor ise η ya M üzerinde bir kontakt form ve M ye bu formla birlikte bir

kontakt manifold denir [10].

η∧(dη)n 6= 0 ifadesiM üzerinde bir hacim elementidir veM yönlendirilebilirdir. Ayr�ca

dη n�n rank� 2n dir ve böylece 1- boyutlu {Xp ∈ TpM | dη(Xp, TpM) = 0} altuzay� elde

edilir. Bu uzayda dη (ξ,X) = 0, η (ξ) = 1 ³artlar�n� sa§layan global bir ξ vektör alan�

vard�r. ξ vektör alan�na η kontakt yap�s�n�n karakteristik vektör alan� ya da Reeb vektör

alan� denir [10].

2.76. Tan�m

(M, η) bir kontakt manifold olmak üzere p ∈ M için Dp = {Xp ∈ TpM | ηp(Xp) = 0}
olsun. D = ∪

p∈M
Dp uzay�na kontakt da§�l�m denir [10].

2.77. Tan�m

(2n+ 1)−boyutlu diferensiyellenebilir bir reel manifoldM veM üzerinde (1, 1) tipinde

tensör alan� ϕ , bir vektör alan� ξ ve η 1-form olsun. M üzerinde herhangi bir vektör

alan� X olmak üzere

ϕ2X = −X + η (X) ξ

ve
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η (ξ) = 1

özellikleri sa§lan�yorsa (ϕ, ξ, η) ya M üzerinde hemen hemen kontakt yap� ve bu yap�

ile birlikte M manifolduna hemen hemen kontakt manifold denir [10].

2.78. Teorem

(M,ϕ, ξ, η) hemen hemen kontakt manifold olsun. Bu durumda

1. ϕξ = 0

2. η ◦ ϕ = 0

3. rank ϕ = 2n

dir [10].

2.79. Tan�m

(M,ϕ, ξ, η) hemen hemen kontakt manifold olsun. M üzerinde bir g Riemann metri§i

g (ϕX,ϕY ) = g (X, Y )− η (X) η (Y ) ve η (X) = g (X, ξ)

³artlar�n� sa§l�yor ise (ϕ, ξ, η, g) yap�s�na hemen hemen kontakt metrik yap� ve

(M,ϕ, ξ, η, g) ye hemen hemen kontakt metrik manifold denir [10].

Sonuç

(M2n+1, ϕ, ξ, η, g) bir hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. Bu durumda

g (ϕX, Y ) = −g(X,ϕY ) dir [10].

2.80. Tan�m

M üzerinde bir hemen hemen kontakt metrik yap� (ϕ, ξ, η, g) için

Ω (X, Y ) = g (X,ϕY )

³eklinde tan�ml� Ω dönü³ümüne (ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontakt metrik yap�n�n

temel 2-formu denir [10].
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2.81. Tan�m

M n−boyutlu bir diferansiyellenebilir manifold ve f , (1, 1) tipinde bir tensör alan�

olsun. f 3 + f = 0 ise f 'ye M üzerinde f−yap� denir [68].

f nin rank� sabittir. rankf = r olsun. E§er n = r ve çift ise f−yap� bir hemen hemen

kompleks yap�d�r. E§er M yönlendirilebilir, n tek ve n− 1 = r ise f− yap� bir hemen

hemen kontakt yap�d�r [68].

M2n+1 bir hemen hemen kontakt manifold olsun. Bu durumda M2n+1 × R çarp�m

manifoldu üzerinde bir hemen hemen kompleks yap� vard�r [70]. E§er bu kompleks yap�

integrallenebilir ise M2n+1 üzerindeki hemen hemen kontakt yap� normaldir denir [70].

Normallik hemen hemen kontakt manifoldlar üzerindeki çal�³malarda önemli bir kavram

olup Sasaki ve Hatakeyama [52] taraf�ndan tan�mlanm�³t�r.

2.82 Teorem

(2n+ 1)-boyutlu hemen hemen kontakt metrik manifold (M,ϕ, ξ, η, g) olsun. R reel

do§ru olmak üzere M × R çarp�m manifoldu göz önüne al�ns�n. M × R üzerinde

herhangi bir vektör alan�
(
X, f d

dt

)
³eklindedir. X, M ye te§et bir vektör alan�, t , R

nin koordinat� f ∈ C∞ (R,R) olmak üzere J : Γ (T (M × R))→ Γ (T (M × R)) için

J
(
X, f

d

dt

)
=

(
ϕX − fξ, η (X)

d

dt

)
ile tan�ml� J dönü³ümü M2n+1 × R üzerinde bir hemen hemen kompleks yap�d�r [10].

2.83. Tan�m

(M2n+1, ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. R reel do§ru olmak

üzere M2n+1 × R çarp�m manifoldu üzerindeki J hemen hemen kompleks yap�s�

integrallenebilir ise (ϕ, ξ, η, ) yap�s�na normaldir denir [52].

�ntegrallenebilme için gerek ve yeter ko³ul J nin Nijenhuis tensörünün s�f�r olmas�

oldu§undan normallik ko³ullar� ϕ nin Nijenhuis tesörünün bile³enleri cinsinden

verilebilir. [J ,J ] , (1, 2)−tipinde tensör alan� olup M2n+1 üzerinde X ve Y vektör

alanlar� için [J ,J ]((X, 0), (Y, 0)) ve [J ,J ]((X, 0), (0, d
dt

)) ifadeleri

[J ,J ]((X, 0), (Y, 0)) = −([X, Y ], 0) +

[(
ϕX, η (X)

d

dt

)
,

(
ϕY, η (Y )

d

dt

)]
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= −J
[(
ϕX, η (X)

d

dt

)
, (Y, 0)

]
− J

[
(X, 0) ,

(
ϕY, η (Y )

d

dt

)]
=
(
ϕ2 [X, Y ]− η ([X, Y ]) ξ, 0

)
+

(
[ϕX,ϕY ] , (ϕXη (Y )− ϕY η (X))

d

dt

)
−
(
ϕ [ϕX, Y ] + Y (η (X)) ξ, η ([ϕX, Y ])

d

dt

)
−
(
ϕ [X,ϕY ]− (Xη (Y )) ξ, η ([X,ϕY ])

d

dt

)
=

(
[ϕ, ϕ] (X, Y ) + 2dη (X, Y ) ξ, ((LϕXη)Y − (LϕY η)X)

d

dt

)
=

[(
ϕX, η (X)

d

dt

)
, (−ξ, 0)

]
− J

[(
ϕX, η (X)

d

dt

)
,

(
0,
d

dt

)]
− J [(X, 0) , (−ξ, 0)]

ve

[J ,J ]((X, 0), (0,
d

dt
)) =

(
− [ϕX, ξ] , (ξη (X))

d

dt

)
+

(
ϕ [X, ξ] , η ([X, ξ])

d

dt

)
= ((Lξϕ)X, (Lξη) (X))

olarak elde edilir. Burada [ϕ, ϕ] , ϕ nin Nijenhuis tensörü olup

Nϕ (X, Y ) = [ϕX,ϕY ]− ϕ [X,ϕY ]− ϕ [ϕX, Y ]− [X, Y ]

biçiminde tan�mlan�r. Böylece N (1), N (2), N (3) ve N (4) tensörleri

N (1) = [ϕ, ϕ] (X, Y ) + 2dη (X, Y ) ξ

N (2) = ((LϕXη)Y − (LϕY η)X)

N (3) = (Lξϕ)X

N (4) = (Lξη) (X)

biçiminde tan�mlan�r. O halde (ϕ, ξ, η) hemen hemen kontakt yap�s�n�n normal olmas�

için gerek ve yeter ko³ul bu dört tensörün s�f�r olmas�d�r. Ancak N (1) in s�f�r olmas�

di§erlerinin de s�f�r olmas�n� sa§layaca§�ndan normallik ko³ulu

[ϕ, ϕ] (X, Y ) + 2dη (X, Y ) ξ = 0

ko³uluna indirgenir [10].
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2.84. Teorem

Bir (ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontakt metrik yap� için ϕ nin kovaryant türevi

2 (g (∇Xϕ)Y, Z) = 3dΦ (X,ϕY, ϕZ)− 3dΦ (X, Y, Z) + g
(
N (1) (Y, Z) , ϕX

)
(2.2)

+N (2) (Y, Z) η (X) + 2dη (ϕX, Y ) η (Z)− 2dη (ϕZ,X) η (Y )

dir [10].

2.85. Tan�m

(M,ϕ, ξ, η, g) bir hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. E§er ξ killing vektör

alan� ise M ye bir K− kontakt manifold denir [10].

2.86. Tan�m

Bir M hemen hemen kontakt metrik manifoldu üzerinde bir h tensör alan�

h =
1

2
Lξϕ =

1

2
N (3) (2.3)

³eklinde tan�mlan�r.

Bir kontakt metrik manifold üzerinde h tensörü simetrik ve ϕ ye göre ters-de§i³imli,

yani hϕ = −ϕh dir. Ayr�ca İzh = 0 olup

∇Xξ = −ϕX − ϕhX

dir [10].

1960'da Shigeo Sasaki hemen hemen kontakt manifoldlar� belli tensör alanlar�n�n

terimleri ile çal�³m�³t�r. �lk çal�³malarda normal kontakt metrik yap� olarak an�lan

manifoldlar 1965'den itibaren Sasakian manifoldlar� olarak adland�r�lm�³t�r [16].

2.87. Tan�m

(2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen kontakt metrik manifold M olsun. E§er M normal

ve Φ = dη ise M ye Sasakian manifold denir.
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2.88. Teorem

(M,ϕ, ξ, η, g) bir hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. M nin Sasakian olmas�

için gerek ve yeter ko³ul

(∇Xϕ)Y = g (X, Y ) ξ − η (Y )X

olmas�d�r [10].

2.7. Yar�-�nvaryant Altmanifoldlar

Sasakian manifoldlar�n altmanifoldlar�n�n çe³itli s�n��ar� bulunmaktad�r. Bu konuda

literatürde birçok çal�³ma yap�lm�³t�r [3�5]. Bu s�n��ardan biri yar�-invaryant

altmanifoldlard�r.

2.89. Tan�m

(2n+1)−boyutlu bir hemen hemen kontakt metrik manifold
(
M̄, ϕ, ξ, η, g

)
, M̄ nin reel

m−boyutlu bir altmanifoldu M ve ξ, M ye te§et olsun. O zaman a³a§�daki ko³ullar�

sa§layan D ve D⊥ da§�l�mlar� mevcut ise M ye M̄ nin bir yar�-invaryant altmanifoldu

denir.

1. TM = D ⊕D⊥ ⊕ ξ dir. Burada D, D⊥ ve ξ da§�l�mlar� birbirlerine ortogonaldir.

2. D da§�l�m� ϕ ye göre invaryantt�r. Yani her p ∈M için ϕDp = Dp dir.
3. D⊥ da§�l�m� ϕ ye göre anti-invaryant d�r. Yani her p ∈M için ϕDp ⊂ TpM

⊥ dir [5].

Yar�-invaryant altmanifoldlar Yano ve Kon [41, 72, 73] taraf�ndan "kontakt CR-

altmanifoldlar" ad� alt�nda incelenmi³tir. Literatürde konu bu iki ba³l�k alt�nda

çal�³�lmaktad�r. Birçok çal�³madaki temel fark ξ vektör alan�n�n bulundu§u

da§�l�md�r. Yano ve Kon'a göre bu vektör alan� D ye veya D⊥ e ait olabilir. Bununla

birlikte yar�-invaryant ba³l�§� alt�nda yap�lan çal�³malarda ξ, M ye te§et al�nmakta ve

M nin te§et uzay� TM = D ⊕ D⊥ ⊕ ξ biçiminde yaz�lmaktad�r. Bu durum

da§�l�mlar�n integrallenebilmesi ile ilgili sonuçlar� etkilemektedir.
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Bu bölümde kompleks kontakt manifoldun tan�m�, normalli§i ve temel özellikleri

verilecektir.

3.1. Tan�m ve Teoremler

3.1. Tan�m

M kompleks boyutu (2n+ 1) olan bir kompleks manifold , M üzerinde bir kompleks

yap� J ve M nin bir aç�k örtüsü U = {Oα} olsun. A³a§�daki ko³ullar sa§lan�yorsa M
ye bir kompleks kontakt manifold denir.

i) Her Oα üzerinde ωα ∧ (dωα)n 6= 0 olacak biçimde bir ωα holomor�k 1−formu vard�r,

ii) E§er Oα ∩ Oβ 6= ∅ ise Oα ∩ Oβ üzerinde ωα = fαβωβ olacak biçimde s�f�rdan farkl�

holomor�k bir fαβ fonksiyonu vard�r [38].

ωα kompleks 1-formuna kompleks kontakt form denir. p ∈ Oα noktas�nda ωα 6= 0

olmak üzere ωα = 0 denklemi TpM nin 2n−boyutlu bir kompleks Hp altvektör uzay�n�

tan�mlar. M üzerinde Hp li�eri ile donat�lm�³ vektör demeti H ile gösterilsin. Her α, β

için Oα ∩ Oβ üzerinde Hα = Hβ oldu§undan H =
⋃
α

Hα iyi tan�ml�d�r. Bu ³ekilde

tan�mlanan holomor�k ve integrallenemeyen H vektör demetine yatay altdemet ad�

verilir. Yatay altdemetin reel boyutu 4n dir [21, 32,38].

Karakteristik s�n��ar� vektör demetlerinin s�n��and�r�lmas�n� sa§lar ve manifoldun

global e§riliklerini ölçer. Bu s�n��ar içerisinde Chern s�n��ar� kompleks vektör

demetlerinin karakteristik s�n��ar�d�r [49, 53]. Chern yönlendirilebilir bir reel kontakt

manifoldun tanjant demetinin yap� grubunun

SO(1) × U(n)(= SO(1) × (SO(n) ⊗ U(1)) e indirgenebilece§ini göstermi³tir [38].

Benzer ³ekilde Kobayashi [38] kompleks kontakt manifoldlar�n yap� grubunu ve Chern

s�n��ar�n� a³a§�daki teorem ile vermi³tir.

3.2. Teorem

M kompleks boyutu (2n+ 1) olan bir kompleks kontakt manifold olsun. Bu durumda

a³a§�dakiler geçerlidir;

1. M nin tanjant demetinin yap� grubu U(1)× (sp(n)⊗ U(1)) dir.

2. M nin i−yinci Chern s�n�f� ci(M) ve {fαβ} taraf�ndan tan�mlanan do§ru demeti

üzerindeki karakteristik s�n�f� α olsun. Bu durumda

1 + c1(M) + c2(M) + ... = (1 + α)(1 + nα + ...)

3. KOMPLEKS KONTAKT MANİFOLDLARIN GEOMETRİSİ
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dir. Özel olarak c1(M) = (n+ 1)α d�r.

3. M üzerinde, bir reel kontakt manifold olan bir P asli lif demeti vard�r. P nin yap�

grubu U(1) dir. Dahas� P reel kontakt manifoldu M den ve P üzerinde reel kontakt

form ωα dan do§al olarak elde edilebilir [38].
L = TM/H bölüm uzay� M üzerinde bir kompleks do§ru demetidir. Yukar�daki

teoremden dolay� c1(M) = c1(L) dir [21]. Teoremin birinci maddesi reel kontakt

geometriye benzer ³ekildedir. �kinci maddede kontakt formun global olarak

tan�mlanabilmesi (yani fαβ = 1) için L nin M üzerinde trivial (a³ikar) kompleks

do§ru demeti olmas� gerekti§ini belirtmektedir. Buna göre;

3.3.Önerme

(M,ω) bir kompleks kontakt manifold olsun. E§er M kompakt ise ω n�n global

olabilmesi için gerek ve yeter ko³ul c1(M) = 0 olmas�d�r [14, 38].

3.4. Teorem

TM nin a³a§�daki ko³ullar� sa§layan 2-boyutlu J−invaryant bir tek V altdemeti vard�r:

1. TM ∼= H⊕ V dir.

2. V ∼= L olacak ³ekilde kompleks do§ru demetidir.

3. V nin

u(U) = 1, u(V ) = 0, v(V ) = 1, v(U) = 0

∀X ∈ H için du(U,X) = dv(V,X) = 0

³artlar�n� sa§layan U, V = −JU local bazlar� mevcuttur.

TM ∼= H ⊕ V toplam�n� ay�ran iki projeksiyon p : TM → H ve q : TM → V olsun.

Burada O ∈ U üzerinde q = u⊗U + v⊗ V dir. Di§er yandan H ve V vektör demetleri

J−invaryant oldu§undan, p ◦ J = J ◦ p ve q ◦ J = J ◦ q dir [21].

Bilinen tüm kompleks kontakt manifold örnekleri için V integrallenebilir oldu§undan

bu a³amadan itibaren V nin integrallenebilir oldu§u kabul edilecektir. Ancak bu

durumun genel bir ispat� henüz verilmemi³tir [21, 44]. Di§er yandan her Oα ∈ U için

Oα ∩ Oβ 6= ∅ üzerinde V|Oα = V|Oβ d�r [21].

M üzerinde bu ko³ullara uygun kompleks do§ru demeti biriciktir. Bu do§ru demeti

V ile gösterilir ve Whitney toplam� gere§i TM ∼= H⊕ V dir. Bu ³ekilde tan�mlanan V
altdemetine dikey altdemet ad� verilir. Dikey altdemetin reel boyutu 2 dir [21, 38]. Bu

durum Foreman [21] taraf�ndan a³a§�daki teorem ile ifade edilmi³tir.
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3.5. Lemma

X ∈ TO, Y ∈ H için dv(X, Y ) = du(JX, Y ) dir.

(M,ω) , {(ωα,Oα)|Oα ∈ U} yap�s� ile birlikte bir kompleks kontakt manifold olsun.

Her Oα,Oβ,Oγ ∈ U için Oα ∩ Oβ 6= ∅ üzerinde ωα = fαβωβ oldu§undan Oα ∩ Oβ ∩
Oγ üzerinde fβγfγθfθβ = 1 dir. Bu durumda {fαβ} geçi³ fonksiyonlar� ile birlikte M

üzerinde bir P̃ kompleks do§ru demeti elde edilir. M üzerinde P̃ ile ili³kili bir do§ru

demeti P ile gösterilsin. O zaman Oα ∈ O içinde, Oα ∩Oβ 6= ∅ olmak üzere, kompleks

de§erli s�f�rdan farkl�

hαβ = τ−1
αβ fαβταβ (3.1)

olacak biçimde τα fonksiyonlar� mevcuttur. τα fonksiyonlar� P nin geçi³ fonksiyonlar�

olup

|hαβ| = 1 (3.2)

dir. Her bir Oα için πα = τ−1
α ωα al�n�rsa E³. 3.1' den πα = hαβπβ olur.

3.6. Tan�m

(M,J) bir kompleks kontakt manifold ve H yatay altdemet olsun. Tan�m kümeleri M

yi örten kompleks de§erli 1−formlar kümesi {π} olsun. Her α, β için tan�m kümeleri

Oα,Oβ olan πα, πβ 1−formlar� a³a§�daki ko³ullar� sa§l�yorsa {π} ye M üzerinde bir

normalize kompleks kontakt yap� denir [19].

i) U üzerinde H = çekπ dir.

ii) Oα∩Oβ üzerinde πα = hαβπβ olacak biçimde hαβ : Oα∩Oβ → S1 fonksiyonu vard�r.

∀X, Y ∈ TOα için bir lokal kompleks 2-form

Ω = dπ(pX, pY )

biçiminde tan�mlans�n ve G̃ = Re Ω ve H̃ = −Im Ω al�ns�n. Bu durumda Lemma 3.5'

dan ∀X, Y ∈ TO için H̃(X, Y ) = G̃(JX, Y ) dir. Normalize bir kompleks kontakt yap�

için vα = uα ◦ J olmak üzere πα = uα − ivα dir.

πβ = uβ − ivβ ve πα = hαβπβ olsun. O zaman Oα∩Oβ üzerinde tan�ml� reel de§erli a, b

fonksiyonlar� için hαβ = a+ ib olmak üzere

uα = auβ + bvβ ve vα = −buβ + avβ
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olur. Ayr�ca dπα = dhαβ ∧ πβ + hαβdπαβ ve πα ◦ p = 0 oldu§undan Ωα = hαβΩβ dir.

Böylece

G̃α = aG̃β + bH̃β ve H̃α = −bG̃β + aH̃β

olur. Di§er yandan E³. 3.2'den a2 + b2 = 1 dir.

P çember demetinin bir koneksiyonu σ olsun. O zaman her Oα üzerinde

iσα = iσβ +
dhαβ
hαβ

olacak biçimde σα reel 1-formu vard�r. ωα kompleks kontakt formu için ωα∧ (dωα)n 6= 0

oldu§undan πα ∧ (dπα)n 6= 0 ve böylece πα ∧ (Ωα)n 6= 0 olur. Burada

Ωα = dπα − iσα ∧ πα

dir [31, 32]. {σα} , V üzerindeki koneksiyon için lokal 1-formlar kümesidir. Bu

koneksiyona Ishihara-Konishi koneksiyonu denir [21]. Böylece

G̃ = duα − σα ∧ vα H̃ = dvα + σα ∧ uα

olur. Ishihara-Konishi koneksiyonun ifadesi a³a§�daki önerme ile verilmi³tir.

3.7.Önerme

O üzerinde σ(X) = g(∇XU, V ) dir [21, 32,33].

Kompleks kontakt formun global tan�ml� olmas� durumunda yap�ya kat� (strict)

kompleks kontakt yap� ad� verilir. Foreman [21] kompleks kontakt formun global

tan�mlanmas� durumunda σ n�n s�f�r olaca§�n� ispatlam�³t�r. 1978 y�l�ndaki

çal�³mas�nda Shubiya [57] bir kompleks kontakt manifold üzerinde bir kompleks

hemen hemen kontakt yap�n�n varl�§�n� kan�tlam�³t�r. Ayn� sonuç Ishihara-Konishi

taraf�ndan a³a§�daki teorem ile verilmi³tir.

3.8. Teorem

(2n+ 1)−boyutlu bir M kompleks kontakt manifoldu her zaman bir C∞ hemen hemen

kontakt yap� ta³�r [33].

Foreman [21] tez çal�³mas�nda M manifoldu üzerinde Hermityan metri§i tan�mlayarak



39

3.9. Tan�m

M kompleks boyutu (2n+ 1) olan bir kompleks manifold, M üzerinde kompleks yap�

J ve Hermityan metrik g olsun. E§er M nin a³a§�daki ko³ullar� sa§layan bir U aç�k

örtüsü mevcut ise M ye kompleks hemen hemen kontakt metrik manifold denir;

1. Her Oα üzerinde uα, vα = uα ◦ J 1-formlar�, Uα, Vα = −JUα dual birim vektör

alanlar� ve Gα, Hα = GαJ (1, 1)−tensörleri vard�r öyle ki

H2
α = G2

α = −I + uα ⊗ Uα + vα ⊗ Vα (3.3)

GαJ = −JGα, GαU = 0, g(X,GαY ) = −g(GαX, Y )

dir.

2. Oα ∩ Oβ 6= ∅ üzerinde

uβ = auα + bvα, vβ = −buα + avα,

Gβ = aGα + bHα, Hβ = −bGα + aHα

olacak ³ekilde a2 + b2 = 1 ko³ulunu sa§layan a and b fonksiyonlar� vard�r [10,32,44].

Oα anla³�l�d§�ndan buradan itibaren alt indisler kullan�lmaycakt�r. Bu tan�mdan

do§rudan hesaplama ile a³a§�daki sonuç elde edilir.

Sonuç

Bir (M,G,H,U, V, u, v, g) kompleks hemen hemen kontakt metrik manifoldunda

a³a§�daki e³itlikler geçerlidir [33, 44].

HG = −GH = J + u⊗ V − v ⊗ U (3.4)

JH = −HJ = G

GU = HU = HV = 0

uG = vG = uH = vH = 0

bu metri§in global oldu§unu göstermi³ ve bu metrik ile birlikte her kompleks hemen

hemen kontakt manifoldun en az bir kompleks kontakt metrik yap� ta³�d�§�n�

kan�tlam�³t�r. Ayr�ca Foreman bu metriklerin birden fazla biçimde tan�mlanabilece§ini

göstermi³tir. Bir kompleks hemen hemen kontakt yap�n�n tan�m�, bir reel hemen

hemen kontakt yap�n�n kompleks kar³�l�§� olarak a³a§�daki biçimde verilmi³tir.
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JV = U, g(U, V ) = 0

g(HX,Y ) = −g(X,HY )

3.10. Tan�m

M bir kompleks hemen hemen kontakt metrik manifold ve M üzerinde bir vektör alan�

X olsun. E§er X ∈ H ise X e yatay (horizontal) vektör alan�, X ∈ V ise X e dikey

(vertical) vektör alan� denir.

3.11. Tan�m

M bir kompleks hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. M nin bir lokal

ortonormal baz� {Xi, GXi, HXi, JXi, U, V, 1 ≤ i ≤ n} ³eklindedir. Bu durumda

H = sp {Xi, GXi, HXi, JXi, 1 ≤ i ≤ n} , V = sp {U, V }

dir. Herhangi bir X vektör alan� X0 ∈ H olmak üzere

X = X0 + u(X)U + v(X)V (3.5)

biçiminde yaz�l�r. Burada X0 = pX dir.

3.12. Tan�m

J hemen hemen kompleks yap�s� ile birlikte bir vektör uzay� V ve T : V → V herhangi

bir lineer dönü³üm olmak üzere sym(T ) ve skew(T )

g(sym(T )X, Y ) =
1

2
(g(TX, Y ) + g(TY,X)),

g(skew(T )X, Y ) =
1

2
((g(TX, Y )− g(TY,X))

³eklinde tan�mlan�r. Burada sym(T ) tensörü g metri§i ile ili³kili simetrik tensör

skew(T ) tensörü ise skew (anti)-simetrik tensördür. Ayr�ca T = sym(T ) + skew(T )

dir.

Bir reel kontakt manifold için E³. 2.3 biçiminde tan�mlanan simetrik h operatörü reel

kontakt geometride önemli bir rol oynar. Benzer ³ekilde kompleks kontakt geometride

hU ve hV tensörleri mevcuttur. Bu tensörler tan�mlanmadan önce sym(T ) ve skew(T )

tan�m� verilecektir. Ayr�nt�l� bilgi için [21]'e bak�labilir.
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hU , hV : TM → H simetrik operatörleri hU = 1
2
sym(LUG)◦p ve hV = 1

2
sym(LVG)◦p

biçiminde tan�mlan�r. hU ve hV lineer dönü³ümleri için

hUG = −GhU , hVH = −HhV
hU (U) = hU (V ) = hV (U) = hV (V ) = 0

∇XU = −GX −GhUX + σ (X)V ve ∇XV = −HX −HhVX − σ (X)U

dir [44]. Böylece

∇UU = σ(U)V, ∇VU = σ(V )V, ∇UV = −σ(U)U,∇V V = −σ(V )U

olarak elde edilir.

3.13.Önerme

{G,H,U, V, u, v, g} bir kompleks hemen hemen kontakt yap� olsun. Bu durumda

1. ∇UG = σ(U)H ve ∇VH = −σ(V )G

2. G(∇UJ) = −(∇UJ)G

3. p(LUG)p = 2GhU︸ ︷︷ ︸
simetrik

+ σ(U)H︸ ︷︷ ︸
skew-simetrik

4. � z(hU) = 0

5. Her X ∈ H,W ∈ V için dσ(W,X) = 0

dir [21].

Di§er yandan G̃ = du− σ ∧ v ve H̃ = dv + σ ∧ u e³itlerinden

(∇XG̃)(Y, Z) + (∇Y G̃)(Z,X) + (∇ZG̃)(X, Y ) = −v(X)dσ(Y, Z)− v(Y )dσ(Z,X)

− v(Z)dσ(X, Y ) + σ(X)g(Y,HZ)

+ σ(Y )g(Z,HX) + σ(Z)g(X,HY )

(∇XH̃)(Y, Z) + (∇Y H̃)(Z,X) + (∇ZH̃)(X, Y ) = u(X)dσ(Y, Z) + u(Y )dσ(Z,X)

+ u(Z)dσ(X, Y )− σ(X)g(Y,GZ)

− σ(Y )g(Z,GX) + σ(Z)g(X,GY )

dir [44].

dir [44]. Levi-Civita koneksiyonu ∇ olmak üzere
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Sonuç

dσ(GZ,GX) = dσ(HZ,HX) = dσ(X,Z)− 2u ∧ v(X,Z)dσ(U, V ) (3.6)

dσ(U,X) = v(X)dσ(U, V ) , dσ(V,X) = −u(X)dσ(U, V )

dσ(Z,X) = dσ(JZ, JX), dσ(JX,Z) = dσ(X, JZ)

dσ(GX,Z) = dσ(X,GZ) , dσ(HX,Z) = dσ(X,HZ)

dir [44].

Reel kontakt geometrideki E³. 2.6' ya benzer bir e³itlik Foreman [21] taraf�ndan

kompleks hemen hemen kontakt metrik manifoldlar için a³a§�daki ³ekilde verilmi³tir.

3.14. Teorem

M bir kompleks hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. Her X, Y, Z ∈ Γ(TM)

için

2g ((∇XG)Y, Z) = g ([G,G] (Y, Z) , GX)− 3v ∧ dσ (X,GY,GZ) + 3v ∧ dσ (X, Y, Z)

− 2σ (X) H̃ (Y, Z) + 4v (X) g (Y, JZ0)− σ (Y ) H̃ (Z,X)

+ σ (GY ) g(Z, JX0)− 2u(Y )g(X,Z0)− 2v(Y )g(Z, JX0)

+ σ (Z) H̃ (Y,X)− σ (GZ) g(Y, JX0) + 2u(Z)g(X, Y0)

+ 2v(Z)g(Y, JX0)

dir [21].

3.15.Önerme

{G,H,U, V, u, v, g} bir kompleks hemen hemen kontakt yap�,X, Y yatay vektör alanlar�

ve U bir dikey birim vektör alan� olmak üzere

dσ(X, Y ) = 2g(JX, Y ) + g((∇UJ)GX, Y )− 2g(HhUX, Y )

dir [21].

M bir kompleks hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. M üzerindeki herhangi

iki X,Z vektör alan� için,
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Bir kompleks hemen hemen kontakt yap� do§al olarak bir kompleks kontakt yap�dan

daha zay�ft�r. Bir kompleks kontakt yap� her zaman kompleks hemen hemen kontakt

yap� ta³�r [21, 33, 57] ancak tersinin sa§lanabilmesi için manifoldun normal olmas�

gerekir. Kompleks kontakt manifoldlar�n normalli§i üzerine ilk çal�³malar Ishihara ve

Konishi [31] taraf�ndan yap�lm�³t�r. Bu altbölümde bir kompleks kontakt metrik

manifold için Ishihara ve Konishi [32] ile Korkmaz [44] taraf�ndan verilen normallik

ko³ullar� ve e§rilik özellikleri sunulacakt�r.

Kompleks hemen hemen kontakt manifoldlar�n tan�m�nda verilen G ve H tensörleri

birer f -yap�d�r [31]. Yani

G3 +G = 0 ve H3 +H = 0

d�r. Ishihara ve Konishi reel kontakt yap�n�n normallik tensörüne kompleks hemen

hemen kontakt yap�n�n özelliklerini uygulayarak M üzerinde (1, 2)−tipindeki S ve T

tensörlerini,

S(X, Y ) = [G,G](X, Y ) + 2g(X,GY )U − 2g(X,HY )V (3.7)

+ 2(v(Y )HX − v(X)HY ) + σ(GY )HX

− σ(GX)HY + σ(X)GHY − σ(Y )GHX

T (X, Y ) = [H,H](X, Y )− 2g(X,GY )U + 2g(X,HY )V (3.8)

+ 2(u(Y )GX − u(X)GY ) + σ(HX)GY

− σ(HY )GX + σ(X)GHY − σ(Y )GHX

biçiminde tan�mlamaktad�r. Burada

[G,G](X, Y ) = (∇GXG)Y − (∇GYG)X −G(∇XG)Y +G(∇YG)X

olup G nin Nijenhuis tensörüdür. Bu tensörlere Ishihara-Konishi tensörleri

denilmektedir.

3.2.1. IK-normal kompleks kontakt metrik manifoldlar

3.16. Tan�m

E§er S = T = 0 ise M kompleks hemen hemen kontakt metrik manifolduna normaldir

denir [32].

3.2. Kompleks Hemen Hemen Kontakt Metrik Manifoldlar�n Normalli§i
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Bir kompleks hemen hemen kontakt manifold yukar�daki manada normal ise manifolda

Ishihara-Konishi anlam�nda "IK-normal" dir denilmektedir.

3.17.Önerme

M bir IK-normal kompleks kontakt metrik manifold ise M üzerindeki kompleks yap�

Kähler'dir, yani ∇J = 0 d�r [32].

3.18 Teorem

Bir M kompleks hemen hemen kontakt metrik manifoldunun IK-normal olmas� için

gerek ve yeter ko³ul

(∇XG)Y = σ(X)HY − u(Y )X − v(Y )JX + g(X, Y )U + g(JX, Y )V

(∇XH)Y = −σ(X)GY + u(Y )JX − v(Y )X + g(X, JY )U + g(X, Y )V

e³itliklerinin sa§lanmas�d�r [31].

3.19.Önerme

M bir IK-normal kompleks kontakt metrik manifold olsun. M üzerindeki herhangi iki

X ve Y vektör alan� için

dσ (X, Y ) = 2g (JX, Y )

dir [32].

Yukar�daki önermeden bir IK-normal kompleks kontakt metrik manifold için

dσ(U, V ) = −2 dir.

3.20.Önerme

(M,J) kompleks manifoldu g Hermityan metri§i ile birlikte bir IK-normal kompleks

kontakt metrik manifold ise bu durumdaM skalar e§rili§i (4n+2)(4n+4) olan Eistein-

Kähler uzay�d�r. E§er M tam ise kompaktt�r [32].

3.21 Teorem
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Bir M kompleks hemen hemen kontakt metrik manifoldunun IK-normal olmas� için

gerek ve yeter ko³ul

R(X, Y )U = u(Y )X − u(X)Y + v(Y )JX − v(X)JY + 2g(JX, Y )V

R(X, Y )V = −v(Y )X + v(X)Y − u(Y )JX + u(X)JY − 2g(JX, Y )U

e³itliklerinin sa§lanmas�d�r [19].

IK-normal kompleks kontakt metrik manifoldlar�n e§rilik özellikleri Ishihara ve Konishi

[32] taraf�ndan elde edilmi³tir.

3.22.Önerme

M bir IK-normal kompleks kontakt metrik manifold olsun. Her X, Y, Z ∈ Γ(TM) için

R (U, V )V = 4U, R (V, U)U = 4V

R (X,U)U = X − u(X)u+ 3v(X)V

R (X, V )V = X − v(X)V + 3u(X)U

R (U, V )X = v(X)V − u(X)V

R (X,U)Y = −g (X, Y )U + g (JX, Y )V + u (Y )X − v (Y ) JX − 2u (X) JY

R (X, V )Y = −g (X, Y )V − g (JX, Y )U − v (Y )X − u (Y ) JX − 2u (X) JY

dir [32].

Sonuç

E§rilik özelliklerinden yararlan�larak IK-normal bir M kompleks kontakt metrik

manifoldun kesitsel e§rilikleri

1. K (U, V ) = 4

2. K(X,U) = K(X, V ) = 1 , X ∈ H için

biçimindedir. Ayr�ca Ricci e§rili§i ρ (X, Y ) = (4n+ 4) g (X, Y ) dir.

3.23. Teorem

Bir IK-normal kompleks kontakt metrik manifoldun birinci Chern s�n�f� pozitiftir [32].
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3.2.2. Normal kompleks kontakt metrik manifoldlar

Önerme 3.17 gere§i IK-normallik manifoldu Kähler olmaya zorlamaktad�r. Yani

Kähler olmayan bir kompleks hemen hemen kontakt metrik manifold IK-normal

olamaz. Reel kontakt geometrinin iyi bilinen örneklerinden biri olan Heisenberg

grubun kompleks e³leni§i kompleks Heisenberg grup Kähler olmad�§�ndan IK-normal

de§ildir. Bu sebeple Korkmaz [44] 2000 y�l�nda yay�nlanan çal�³mas�nda IK-normallik

tan�m�n� geni³letmi³tir. Korkmaz taraf�ndan verilen tan�ma göre kompleks Heisenberg

grup normaldir. Korkmaz anlam�nda normallik "normal kompleks kontakt metrik

manifold" olarak adland�r�lacakt�r ve bu tez çal�³mas�nda elde edilen sonuçlar bu

tan�m ve bu tan�mdan elde edilen neticelere dayanmaktad�r.

3.24. Tan�m

M bir kompleks hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. E§er

1. X, Y ∈ H için S(X, Y ) = T (X, Y ) = 0

2. Her X için S (X,U) = T (X, V ) = 0

ise M ye normal kompleks kontakt metrik manifold denir [44].

Korkmaz taraf�ndan verilen normallik tan�m� Ishihara-Konishi'nin vermi³ oldu§u

tan�ma göre daha zay�ft�r. Dolay�s�yla IK-normal bir manifold yukar�daki anlamda da

normaldir.

Reel kontakt manifoldlarda önemli yer tutan h tensörü e§er manifold normal ise s�f�r

olmaktad�r. Benzer bir durum Korkmaz taraf�ndan a³a§�daki önerme ile verilmi³tir.

3.25.Önerme

Sonuç

E§er M bir normal kompleks kontakt metrik manifold ise

∇XU = −GX + σ(X)V ve ∇XV = −HX − σ(X)U (3.9)

dir.

E§er bir M kompleks hemen hemen kontakt metrik manifodu normal ise hU = hV = 0

d�r [44].
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Sonuç

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold olmak üzere her X, Y ∈ H için

dσ(X, Y ) = 2g(JX, Y ) + g((∇UJ)GX, Y ) (3.10)

dir.

Normallik tan�m�ndan hareketle bir kompleks hemen hemen kontakt metrik manifoldun

normal olmas� için sa§lamas� gereken ko³ul Korkmaz taraf�ndan a³a§�daki teoremle

verilmi³tir;

3.26. Teorem

Bir M kompleks hemen hemen kontakt metrik manifoldunun normal olmas� için gerek

ve yeter ³art

g((∇XG)Y, Z) = σ(X)g(HY,Z) + v(X)dσ(GZ,GY )− 2v(X)g(HGY,Z) (3.11)

− u(Y )g(X,Z)− v(Y )g(JX,Z) + u(Z)g(X, Y ) + v(Z)g(JX, Y ),

g((∇XH)Y, Z) = −σ(X)g(GY,Z)− u(X)dσ(HZ,HY )− 2u(X)g(GHY,Z) (3.12)

+ u(Y )g(JX,Z)− v(Y )g(X,Z)− u(Z)g(JX, Y ) + v(Z)g(X, Y )

olmas�d�r [44].

Sonuç

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold ve M üzerindeki kompleks yap� J

olsun. Her X, Y, Z ∈ Γ(TM) için

g((∇XJ)Y, Z) = u(X)(dσ(Z,GY )−2g(HY,Z))+v(X)(dσ(Z,HY )+2g(GY,Z)) (3.13)

dir [44].

IK-normal kompleks kontakt metrik manifoldlar�n Kähler oldu§u bilinmektedir. Blair

ve Molina [11] a³a§�daki önermeyi ispatlam�³lard�r.

3.27.Önerme

Normal bir kompleks kontakt metrik manifold yar�-Kähler manifoldtur.
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Bir M normal kompleks kontakt metrik manifoldunun e§rilik ³artlar� Korkmaz [44]

taraf�ndan a³a§�daki teoremde verilmi³tir. Ayr�ca ayn� sonuçlar normallik ³art�

olmaks�z�n Foreman [21] taraf�ndan da elde edilmi³tir.

3.28. Teorem

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold olsun. M nin Riemann e§rili§i R

olmak üzere her X, Y, Z ∈ H ve U, V ∈ V için

R(U, V, V, U) = R(V, U, U, V ) = −2dσ(U, V ) (3.14)

R(X,U)U = X , R(X, V )V = X (3.15)

R(X, Y )U = 2(g(X, JY ) + dσ(X, Y ))V (3.16)

R(X, Y )V = −2(g(X, JY ) + dσ(X, Y ))U (3.17)

R(X,U)V = σ(U)GX + (∇UH)X − JX (3.18)

R(X, V )U = −σ(V )HX + (∇VG)X + JX (3.19)

R(X,U)Y = −g(X, Y )U − g(JX, Y )V + dσ(Y,X)V, (3.20)

R(X, V )Y = −g(X, Y )V + g(JX, Y )U − dσ(Y,X)U (3.21)

R(U, V )X = JX (3.22)

dir [44].

3.29. Teorem

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold olsun. X, Y , Z ve W yatay vektör

alanlar� için

g(R(GX,GY )GZ,GW ) = g(R(X, Y )Z,W )− 2g(JZ,W )dσ(X, Y ) (3.23)

+ 2g(HX, Y )dσ(GZ,W ) + 2g(JX, Y )dσ(Z,W )

− 2g(HZ,W )dσ(GX, Y ),

g(R(HX,HY )HZ,HW ) = g(R(X, Y )Z,W )− 2g(JZ,W )dσ(X, Y ) (3.24)

− 2g(GX, Y )dσ(HZ,W ) + 2g(JX, Y )dσ(Z,W )

+ 2g(GZ,W )dσ(HX,Y )

dir [44].
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3.2.3. GH− kesitsel e§rilik

Holomor�k kesitsel e§rili§in kompleks manifoldlar için oynad�§� rolü, reel kontakt

manifoldlar için φ−kesitsel e§rilik kavram� oynar. φ−kesitsel e§rili§in kompleks

kontakt geometrideki kar³�l�§� Korkmaz [44] taraf�ndan verilmi³tir.

3.30. Tan�m

GHa,b(X, Y ) = K(X, aGX + bHX)

dir ve M nin GH−kesitsel e§rili§i olarak adland�r�l�r [44].

GH−kesitsel e§rili§in a ve b nin seçiminden ba§�ms�z oldu§u kabul edilir. Bu durumda

GH(X, Y ) notasyonu kullan�l�r.

Sasakian manifoldlarda φ−kesitsel e§rilik, manifoldun kesitsel e§rili§ini tam olarak

tan�mlamaktad�r. Ancak kompleks kontakt geometride GH−kesitsel e§rilik, holomor�k

kesitsel e§rili§i tam olarak vermemektedir. Bu durum için Korkmaz a³a§�daki ba§�nt�y�

ispatlam�³t�r.

3.31. Lemma

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold olmak üzere

K(X, JX) = GH(X) + 3 (3.25)

dir [44].

3.32. Tan�m

Sabit GH− kesitsel e§rilikli bir normal kompleks kontakt metrik manifolda, kompleks

kontakt uzay formu denir [44].

Korkmaz [44] GH-kesitsel e§rili§i sabit olan manifoldlar için a³a§�daki teoremi

ispatlam�³t�r.

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold, X, Y ∈ H ve a2 + b2 = 1 olsun. X

birim vektör alan� ve Y = aGX + bHX taraf�ndan gerilen kesite bir GH−kesit denir.
Bir GH−kesitin kesitsel e§rili§i
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3.33 Teorem

M kompleks boyutu 5 veya 5 den büyük olan bir normal kompleks kontakt metrik

manifold olsun. E§er GH−kesitsel e§rilik M nin herbir noktas�ndaki GH−kesitin
seçiminden ba§�ms�z ise M nin Riemann e§rilik tensörü

R(X, Y )Z =
c+ 3

4
[g(Y, Z)X − g(X,Z)Y + g(Z, JY )JX + g(X, JZ)JY

+ 2g(X, JY )JZ] +
c− 1

4
[(u(X)u(Z) + v(X)v(Z))Y

− (u(Y )u(Z) + v(Y )v(Z))X + 4u ∧ v(X, Y )JZ + 2u ∧ v(X,Z)JY

+ 2u ∧ v(Z, Y )JX + 2g(X,GY )GZ + g(X,GZ)GY + g(Z,GY )GX

+ 2g(X,HY )HZ + g(X,HZ)HY + g(Z,HY )HX

+ [u(Y )g(X,Z)− u(X)g(Y, Z) + v(X)g(Z, JY ) + v(Y )g(X, JZ)

+ 2v(Z)g(X, JY )]U + [v(Y )g(X,Z)− v(X)g(Y, Z)− u(X)g(Z, JY )

− u(Y )g(X, JZ)− 2u(Z)g(X, JY )]V ]

− 4

3
(c+ 1 + dσ(U, V ))[(v(X)u ∧ v(Z, Y ) + v(Y )u ∧ v(X,Z)

+ 2v(Z)u ∧ v(X, Y ))U − (u(X)u ∧ v(Z, Y ) + u(Y )u ∧ v(X,Z)

+ 2u(Z)u ∧ v(X, Y ))V ]

fromundad�r [44]. Burada c, M nin sabit GH-kesitsel e§rili§idir.

Yukar�daki teoremden do§rudan hesaplama yap�larak a³a§�daki sonuç verilebilir.

Sonuç

Bir kompleks kontakt uzay formunun Ricci e§rili§i

ρ (X, Y ) = ((n+ 2)c+ 3n+ 2)g(X, Y ) + (−(n+ 2)c+ n− 2 (3.26)

− 2dσ(U, V ))(u(X)u(Y ) + v(X)v(Y ))

ve skaler e§rilik

τ = 4n(n+ 2)c+ 4n(3n+ 4)− 4dσ(U, V )

dir [44].
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3.3. Kompleks Kontakt Manifold Örnekleri

Kompleks kontakt manifold örneklerinin az olmas� konuya olan ilginin reel kontakt

geometriye olan ilgiye nazaran daha az olmas�na sebep olmu³tur [10].

Bu altbölümde kompleks kontakt metrik manifold örneklerine yer verilecektir.

Örnek

Kompleks (2n + 1)-boyutlu kompleks projektif uzay� CP2n+1 üzerindeki kompleks

kontakt yap� Kobayashi [38] taraf�ndan verilmi³tir.

Kompleks (2n + 2)-boyutlu kompleks vektör uzay� C2n+2 deki lokal koordinatlar

z1, z2, ..., z2n+1, z2n+2 olsun. C2n+2 − {0}, CP2n+1 üzerindeki bir L do§ru demeti ile

ili³kili asli lif demetidir.

ω = z1dz2 − z2dz1 + ...+ z2n+1dz2n+2 − z2n+2dz2n+1

al�ns�n. CP2n+1 in bir aç�k örtüsü {Ui} ve {Ui} üzerinde C2n+2 − {0} in asli lif

demetinin holomor�k çapraz kesiti (cross-section) si olsun. ωi = s∗i (ω) olmak üzere

{ωi} kompleks 1-formlar ailesi CP2n+1 üzerinde bir kompleks kontakt yap� tan�mlar.

Di§er yandan C2n+2, (4n + 4)-boyutlu reel vektör uzay� olarak dü³ünülürse

(4n+ 3)-boyutlu RP4n+3 reel projektif uzay� elde edilir. Bu durumda RP4n+3 , CP2n+1

üzerinde yap� grubu U(1) olan bir asli lif demetidir. Ayr�ca her tek boyutlu reel

projektif uzay bir reel kontakt manifold örne§i oldu§undan RP4n+3 üzerindeki

standart kontakt yap�dan CP2n+1 üzerindeki kompleks kontakt yap� elde edilir [38].

Kompleks projektif uzay bir IK-normal kompleks kontakt metrik manifold

örne§idir [32].

Örnek

M2n+1 ve Nn+1 iki kompleks manifold olsun. T̃ (N) dual kotanjant demet (kompleks

kotanjant vektörlerin uzay�) olmak üzere T̃ (N) üzerinde ω holomor�k 1-formu

ω(u) = v(δπ(u)), u ∈ Tv(T̃ (N))

biçiminde tan�ml� olsun. Burada π , T̃ (N) den N ye projeksiyon dönü³ümü ve δπ :

T (T̃ (N)) → T (N) biçiminde tan�ml� olup π nin diferensiyelini göstermektedir. N nin

lokal koordinatlar� z0, z1, ..., zn olmak üzere T̃ (N) nin N den indirgenen koordinatlar�
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z0, z1, ..., zn, ψ0, ψ1, ..., ψn olsun. Bu durumda

ω = ψ0dz
0 + ψ1dz

1 + ...+ ψndz
n

biçiminde olur. T̃ (N) nin li� (n + 1)−boyutlu kompleks vektör uzay� olu³turur. N

üzerinde, li� n-boyutlu kompleks projektif uzay olan (kompleks projektif kotanjant
uzay) bir lif demeti do§al olarak elde edilir. Bu demetin kompleks boyutu M nin

boyutu olan 2n + 1 dir. T (N) nin li� (2n + 2)−boyutlu reel vektör uzay� olarak

dü³ünülürse N üzerinde bir kotanjant küre demeti P olarak al�n�r (yani, P nin li�

T̃ (N) nin li� içinde bir küredir). T̃ (N) − N , M üzerindeki bir L do§ru demeti ile

ili³kili asli lif demetidir. M üzerindeki kompleks kontakt yap�n�n tan�m� ilk örne§e

benzer ³ekildedir. P kotanjant küre demeti üzerindeki klasik reel kontakt yap� M

kompleks projektif kotanjant demet üzerindeki kompleks kontakt yap�dan

türetilir [44].

Örnek

Reel kontakt geometrinin önemli örneklerinden biri olan reel Heisenberg grup

HR =


 1 y z

0 1 x

0 0 1

 : x, y, z ∈ R

 ' R3

biçiminde tan�mlan�r. Reel Heisenberg grup üzerindeki kontakt form η = 1
2

(dz − ydx)

Darboux formu olup Sasakian metrik g = 1
4

(dx2 + dy2) + η ⊗ η dir [2].

Reel Heisenberg grubun kompleks analo§u olan kompleks Heisenberg grup HC ,

GL(3,C) nin bir alt grubu olup

HC =


 1 b12 b13

0 1 b23

0 0 1

 : b12, b13, b23 ∈ C

 ' C3

biçiminde tan�mlan�r. Kompleks Heisenberg grup üzerinde kompleks kontakt yap�

Baikoussis ve ark. [2] taraf�ndan verilmi³tir. Bir B ∈ HC noktas�n�n z1, z2, z3

koordinatlar� z1(B) = b23, z2(B) = b12, z3(B) = b13 ³eklinde tan�mlans�n. HC

üzerindeki kontakt form θ = 1
2

(dz3 − z2dz1) dir. θ = u − iv , v = u ◦ J ve

4 ∂
∂z3

= U + iV al�n�r ise u(X) = g(U,X) ve v(X) = g(V,X) dir. Ayr�ca G ve H
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tensörleri reel koordinatlarla

G =



0 0 1 0 0 0

0 0 0 −1 0 0

−1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 x2 y2 0 0

0 0 y2 −x2 0 0


ve H =



0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0

0 −1 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0

0 0 −y2 x2 0 0

0 0 x2 y2 0 0


biçiminde verilir. O zaman (x1, y1, x2, y2, x3, y3) reel koordinatlar� için Hermityan metrik

g =
1

4



1 + x2
2 + y2

2 0 0 0 −x2 −y2

0 1 + x2
2 + y2

2 0 0 y2 −x2

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

−x2 y2 0 0 1 0

−y2 −x2 0 0 0 1


biçimindedir. Böylece (HC, G,H, u, v, U, V, g) bir kompleks kontakt metrik manifold

olur [2, 63]. Kompleks Heisenberg grup üzerinde σ = 0 ve

(∇XG)Y = g(X, Y )U − u(Y )X − g(X, JY )V − v(Y )JX + 2v(X)GHY,

∇XU = −GX,
(∇XH)Y = g(X, Y )V − v(Y )X + g(X, JY )U + u(Y )JX − 2u(X)GHY,

∇XU = −HX

dir [2]. Korkmaz [44] bu e³itliklerden yararlanarak kompleks Heisenberg grubun normal

kompleks kontakt metrik manifold örne§i oldu§unu göstermi³tir.

Örnek

Kompleks kontakt manifoldlar�n önemli bir örne§i kuaterniyonik-Kähler manifoldlar�

üzerinde twistor uzaylar�d�r. Twistor uzaylar� teorik �zi§in önemli çal�³ma

alanlar�ndand�r. Ayr�ca bu uzaylar üzerindeki kontakt yap�lar da teorik �zikte

çal�³�lan konular aras�ndad�r. Twistor uzaylar� üzerinde kompleks kontakt yap�y�

Foreman [21] tan�mlam�³t�r.

3.34. Tan�m

n−boyutlu diferensiyellenebilir bir M manifoldu üzerinde tan�ml� (1, 1)−tipinde
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tensörleri içeren 3-boyutlu bir vektör demeti V olsun. M nin herbir koordinat

kom³ulu§unda V nin

A2 = B2 = C2 = −I
BC = −CB = A, CA = −AC = B, AB = −BA = C

3.35. Tan�m

(M,V ) bir hemen hemen kuaterniyonik manifold olsun. p, q ve r lokal 1−formlar� için

∇XA = r(X)B − q(X)C

∇XB = −r(X)A+ p(X)C

∇XC = q(X)A− p(X)B

ko³ullar� sa§lan�yor ise (M,V ) ye kuaterniyonik-Kähler manifoldu denir [68].

Blair [10] CP2n+1 üzerindeki kontakt yap�n�n varl�§�n� kuaterniyonik Kähler yap�s�ndan

yararlanarak göstermi³tir. Kuaterniyonik- Kähler manifoldu üzerindeki metrik Einstein

metri§idir [10]. Bu durumda bu manifoldlar skalar e§rili§i s�f�r , pozitif ve negatif olmak

üzere 3 s�n�fa ayr�labilir. Bu üç durum için M üzerindeki twistor uzay� Z lokal olarak

Z = {xA+ yB + zC : x2 + y2 + z2 = 1} ⊂ V

biçiminde tan�mlan�r. E§er g nin skalar e§rili§i s�f�rdan farkl� ise Z , V → M için bir

koneksiyondan türetilen do§al bir kompleks yap� ve kompleks kontakt yap� ta³�r [19].

E§er skalar e§rilik s�f�r ise bu in³a ile bir kompleks kontakt manifold elde edilemez.

E§er V a³ikar ise o zaman global bir {A,B,C} paralel kompleks yap�lar kümesi elde

edilir. Bu ³ekildeki hemen hemen kuaterniyonik manifoldlara hiperkähler manifoldu

ad� verilir. Foreman [19] kuaterniyonik manifoldlar�n bu s�n�f� ile kat� (strict) normal

kompleks kontakt metrik manifoldlar (kompleks Sasakian) aras�nda ili³ki kurmu³tur.

Örnek

Bootby-Wang li�emesi reel kontakt geometrinin önemli bir s�n�f�d�r. Bu s�n�f kompleks

ko³ullar�n� sa§layan bir lokal taban� {A,B,C} olsun. {A,B,C} ye V nin lokal kanonik

baz�, V ye M üzerinde hemen hemen kuaterniyonik yap� ve (M,V ) ikilisine de hemen

hemen kuaterniyonik manifold denir [34].
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kontakt manifoldlar için Foreman [23] taraf�ndan çal�³�lm�³t�r. Foreman bir kompleks

manifold üzerinde global kompleks kontakt form ile kompleks Bootby-Wang

li�emesini elde etmi³tir. Blair ve Turgut Vanl� [8] enerjinin bir kritik noktas� olarak

Iwasawa manifoldunun Boothby-Wang li�emesi üzerine çal�³m�³lard�r.

Örnek

Örnek

Kompleks kontakt manifoldlar�n bir ba³ka örne§i Korkmaz [42] taraf�ndan verilen

Cn+1 × CPn(16) d�r. Korkmaz dikey demeti e§rilik taraf�ndan s�f�rlanan

(R(X, Y )V = 0) kompleks kontakt manifoldlar� çal�³t�§� makalesinde bu ko³ulu

sa§layan bir kompleks kontakt M manifoldunun lokal olarak Cn+1 × CPn(16)

taraf�ndan verilebilece§ini göstermi³ ve Cn+1 × CPn(16) üzerindeki kompleks kontakt

metrik yap�y� elde etmi³tir. Ayr�ca Korkmaz [42] bir kompleks kontakt metrik

manifoldun hU = hV olmas� halinde R(X, Y )V = 0 ko³ulu ile birlikte Cn+1 × CPn(16)

ya lokal izometrik oldu§unu kan�tlam�³t�r.

Örnek

zk = xk + iyk, k = 1, 2, 3 olmak üzere

M = {(z1, z2, z3)|zi ∈ C, cosz3cosz̄3 + sinz3sinz̄3 6= 0}

üzerindeki bir form θ =
1

2
(cosz3dz1 + sinz3dz2) biçiminde verilsin. Bu durumda

dθ =
1

2
(−sinz3dz3 ∧ dz1 + cosz3dz3 ∧ dz2)

ve böylece M üzerinde

θ ∧ dθ =
1

4
(−dz1 ∧ dz2 ∧ dz3) 6= 0

olur. O halde θ, C3 üzerinde bir kompleks kontakt formdur [36]. Bu form ile birlikte

Bir kompleks manifold üzerindeki bir sol invaryant holomor�k kompleks kontakt bir 
1-form ile birlikte (2n + 1)−boyutlu bir G kompleks lie grubu bir kompleks kontakt lie 
grubudur [10]. Kompleks kontakt Lie gruplar� Foreman [25] taraf�ndan incelenmi³tir.
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C3 bir kompleks kontakt manifold olur. Ayr�ca kontakt yap�n�n U ve V dikey vektör

alanlar�

U = 2(cosz3 ∂

∂z1
+ sinz3 ∂

∂z2
+ cosz̄3 ∂

∂z̄1
+ sinz̄3 ∂

∂z̄2
)

ve

U = −2i(cosz3 ∂

∂z1
+ sinz3 ∂

∂z2
− cosz̄3 ∂

∂z̄1
− sinz̄3 ∂

∂z̄2
)

dir. Di§er yandan (M, θ) üzerindeki kompleks kontakt metrik yap�

g =
1

8µ



0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 µ

1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 µ 0 0 0 0


ve (1, 1)−tipinde tensör alan�

G =



0 0 0 0 0 0 sinz3

0 0 0 0 0 0 −cosz3

0 0 0 −sinz̄3 cosz̄3 0 0

1 0 sinz̄3 0 0 0 0

0 0 −cosz̄3 0 0 0 0

−sinz3 cosz3 0 0 0 0 0


dir. Burada µ = cosz3cosz̄3 + sinz3sinz̄3 dir. Böylece (M, θ, g) bir kompleks kontakt

metrik manifold örne§i olur.

3.36. Tan�m

J1, J2, J3 bir M kompleks manifoldu üzerinde kompleks yap�lar ve g bir Hermityan

metri§i olmak üzere e§er

J2
1 = J2

2 = J2
3 = J1J2J3 = −I

ise (M,J1, J2, J3, g) ye bir hiperkähler manifold denir.

Imada [30] doktora tez çal�³mas�nda hiperkähler manifoldlar üzerinde kompleks
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kontakt manifoldlar�n yap�s� ile ilgili olarak a³a§�daki teoremi vermi³tir.

3.37. Teorem

(M̃, J1, J2, J3, g̃) bir hiperkähler manifold olsun. C∗ �n M̃ üzerinde J1 ile holomor�k

olarak etki etti§i kabul edilsin. O zaman M̃/C∗ bölüm uzay� do§al olarak bir düzgün

manifold yap�s� ta³�r ve π : M̃ → M̃/C∗ bölüm dönü³ümü kanonik olarak M̃/C∗

üzerinde bir IK-normal kompleks kontakt metrik yap�s�na indirgenir.

Bu teoremden CP2n+1 bir IK-normal kompleks kontakt manifoldtur [30]. Imada bu

çal�³mas�nda kompleks kontakt metrik manifoldlar için yeni örnekler vermi³tir.

Örnek

C4 − {0} , p = (z1, z2, z3, z4) konum vektörü üzerinde hareket eden

J1p = (iz1, iz2, iz3, iz4)

J2p = (z̄3, z̄4,−z̄1,−z̄2)

J3p = (iz̄3, iz̄4,−iz̄1,−iz̄2)

yap�s� ile bir hiperkähler manifold olsun. z = (z1, z2, z3, z4) olmak üzere z nin normu√∑4
k=1 zkz̄k biçiminde verilsin. C∗, C4−{0} üzerinde J1 ile de§i³imli serbest etki olan

ve λ(z1, z2, z3, z4) = (λz1, λz2, λz3, λz4) ³eklide tan�ml� bir etki olsun. Bu durumda C∗,
z noktas�nda

ν =
1

2‖z‖

4∑
j=1

(zj
∂

∂zj
+ z̄j

∂

∂z̄j
),

J1ν =
i

2‖z‖

4∑
j=1

(zj
∂

∂zj
− z̄j

∂

∂z̄j
)

vektörlerinin gerdi§i bir tanjant uzaya sahiptir. Böylece u ve v 1-formlar�

u =
1

2‖z‖

2∑
j=1

(−z2j−1dz2j − z̄2jdz̄2j + z2jdz2j−1 + z̄2jdz̄2j−1),

v = − i

2‖z‖

2∑
j=1

(z2j−1dz2j − z̄2j−1dz̄2j − z2jdz2j−1 + z̄2jdz̄2j−1)
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biçiminmde elde edilir [30]. Di§er yandan

A = i


z2z̄1 −‖z‖2 + z2z̄2 z2z̄3 z2z̄4

‖z‖2 − z1z̄1 −z1z̄2 −z1z̄3 −z1z̄4

z4z̄1 z4z̄2 z4z̄3 −‖z‖2 + z4z̄4

−z3z̄1 −z3z̄2 ‖z‖2 − z3z̄3 −z3z̄4


olmak üzere G ve H yap� tensörleri

G =
1

‖z‖2

O A

Ā O

, H =
1

‖z‖2

 O iA

−iĀ O



biçimindedir. Son olarak U ve V dikey vektör alanlar�

U =
1

2‖z‖

2∑
j=1

(−z̄2j−1dz2j − z2j−1dz̄2j + z̄2jdz2j−1 + z2jdz̄2j−1),

V =
i

2‖z‖

2∑
j=1

(z̄2j−1dz2j − z2j−1dz̄2j − z̄2jdz2j−1 + z2jdz̄2j−1)

³eklinde olmak üzere Fubini-Study metri§i ile birlikte (G,H, J, U, V, u, v, g) yap�s� bir

IK-normal kompleks kontakt metrik manifold olur.

Imada ayn� çal�³mada yukar�daki örnekten yararlanarak yeni bir IK-normal kompleks

kontakt manifold örne§i vermi³tir.

Örnek

C∗, C4−{z1.z2.z3.z4 = 0} üzerinde λ.(z1, z2, z3, z4) = (λz1, λz2, λ
−1z3, λ

−4z4) ile tan�ml�

bir etkidir. Bu etki J1 ile de§i³imli serbest bir etkidir. Bu etkinin yörünge (orbit) uzay�

C∗, z noktas�nda

ν =
1

2‖z‖
(z1

∂

∂z1

+ z̄1
∂

∂z̄1

+ z2
∂

∂z2

+ z̄2
∂

∂z̄2

− z3
∂

∂z3

− z̄3
∂

∂z̄3

− z4
∂

∂z4

− z̄4
∂

∂z̄4

),

J1ν =
i

2‖z‖
(z1

∂

∂z1

− z̄1
∂

∂z̄1

+ z2
∂

∂z2

− z̄2
∂

∂z̄2

− z3
∂

∂z3

+ z̄3
∂

∂z̄3

− z4
∂

∂z4

+ z̄4
∂

∂z̄4

)

vektörlerinin gerdi§i tanjant uzaylara sahiptir. Bu durumda

M = (C4\{z1z2z3 = 0}/C∗ bir kompleks manifoldtur. M üzerinde F biholomor�k

dönü³ümü
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F ([z1, z2, z3, z4]) = (
z2

z1

, z1z3, z1z4)

biçiminde elde edilir [30]. Di§er yandan

A = i


z1z̄4 −z1z̄3 −z1z̄2 −‖z‖2 + z1z̄1

z2z̄4 −z2z̄3 ‖z‖2 − z2z̄2 z2z̄1

−z3z̄4 −‖z‖2 + z3z̄3 z3z̄2 −z3z̄1

‖z‖2 − z4z̄4 z4z̄3 z4z̄2 −z4z̄1


olmak üzere G ve H yap� tensörleri

G =
1

‖z‖2

O A

Ā O

, H =
1

‖z‖2

 O iA

−iĀ O



biçimindedir. Son olarak U ve V dikey vektör alanlar�

U =
i

2‖z‖
(z1

∂

∂z̄4

− z̄1
∂

∂z4

− z2
∂

∂z̄3

+ z̄2
∂

∂z3

− z3
∂

∂z̄2

+ z̄3
∂

∂z2

+ z4
∂

∂z̄1

− z̄4
∂

∂z1

)

V =
−1

2‖z‖
(z1

∂

∂z̄4

+ z̄1
∂

∂z4

− z2
∂

∂z̄3

− z̄2
∂

∂z3

− z3
∂

∂z̄2

− z̄3
∂

∂z2

+ z4
∂

∂z̄1

+ z̄4
∂

∂z1

)

³eklinde olmak üzere C4 deki standart iç çarp�mdan indirgenen metrik ile birlikte

(G,H,U, V, u, v, g) kompleks hemen hemen kontakt metrik yap�s� bir IK-normal

kompleks kontakt metrik yap� olur.

3.38. Tan�m

(4n+3)−boyutlu bir reel manifoldM olsun.M üzerinde (ϕi, ξi, ηi), i = 1, 2, 3 Sasakian

olarak tan�mlans�n. Bu dönü³ümden M manifoldu C3\{z1z2z3 = 0} uzay�na

izometriktir. Standart iç çarp�mdan direkt hesaplama ile u ve v 1-formlar�

u =
−i

2‖z‖
(−z1dz4 + z̄1dz̄4 + z2dz3 − z̄2dz̄3 − z3dz2 + z̄3dz̄2 − z4dz1 + z̄4dz̄1),

v =
1

2‖z‖
(−z1dz4 − z̄1dz̄4 + z2dz3 + z̄2dz̄3 + z3dz2 + z̄3dz̄2 − z4dz1 − z̄4dz̄1)
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yap�lar olmak üzere

ϕk = ϕiϕj − ηj ⊗ ξi = −ϕjϕi + ηi ⊗ ξj
ηi ◦ ϕj = ηk, ηi(ξj) = δij

ko³ullar�n� sa§layan {ϕi, ξi, ηi}, 1 ≤ i ≤ 3 üçlüsüne bir 3-Sasakian yap� denir. M ye

üzerindeki bu yap� ile birlikte bir 3-Sasakian manifold denir. Burada {i, j, k}, {1, 2, 3}
ün dairesel permitasyonudur.

Imada [30] S4n+3 ve S4m+3 üzerindeki 3-Sasaki yap�lar�n S4m+3 × S4n+3 üzerinde bir

kompleks hemen hemen kontakt yap�ya indirgendi§ini göstermi³tir ve böylece yeni bir

kompleks kontakt metrik manifold örne§i elde etmi³tir.

Örnek

S4m+3×S4n+3 üzerindeki iki 3- Sasakian yap� {ϕmi , ξmi , ηmi }{i=1,2,3} ve {ϕni , ξni , ηni }{i=1,2,3}

olsun. Her X, Y ∈ Γ(T (S4m+3 × S4n+3)) için

Jm,n(X, Y ) = (ϕm1 X − ηn1 (Y )ξm1 , ϕ
n
1Y + ηm1 (X)ξm1 )

S4m+3×S4n+3 üzerinde bir hemen hemen kompleks yap�d�r. Ayr�ca Jm,n integrallenebilir

oldu§undan (S4m+3×S4n+3, Jm,n) bir kompleks manifoldtur. gm ve gn s�ras�yla S4m+3 ve

S4n+3 üzerindeki 3-Sasaki yap� ile ili³kili metrikler olmak üzere S4m+3×S4n+3 üzerindeki

ili³kili metrik

gm,n((X, Y ), (X ′, Y ′)) = gm(X,X ′) + ηm1 (X)ηm1 (X ′) + gn(Y, Y ′) + ηn1 (Y )ηn1 (Y ′)

biçiminde tan�mlan�r. gm,n bir Hermityan metriktir.

X ∈ Γ(TS4m+3) ve Y ∈ Γ(TS4n+3) olsun. Bu durumda dikey vektör alanlar� uzay�n�n

baz� s�ras�yla {ξ1
m, ξ2

m, ξ3
m} ve {ξ1

n, ξ2
n, ξ3

n} olmak üzere

X = X0 + η1
m(X)ξ1

m + η2
m(X)ξ2

m + η3
m(X)ξ3

m

Y = Y0 + η1
n(Y )ξ1

n + η2
n(Y )ξ2

n + η3
n(Y )ξ3

n

biçiminde yaz�labilir. Burada X0 ∈ sp{ξ1
m, ξ2

m, ξ3
m}⊥ ve Y0 ∈ sp{ξ1

n, ξ2
n, ξ3

n}⊥ dikey
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bile³enlerdir. Bu parçalama ile birlikte (1, 1)−tipindeki Gm,n ve Hm,n tensörleri

Gm,n(X, Y ) = (ϕm2 X0 −
η3
m(X)− η3

n(Y )

2
ξ1
m + η1

n(Y )ξ2
m + η1

m(X)ξ3
m,

ϕn2Y0 −
η2
m(X)− η2

n(Y )

2
ξ1
n − η1

m(Y )ξ2
n − η1

m(X)ξ3
n)

Hm,n(X, Y ) = Jm,nGm,n(X, Y )

biçiminde tan�mlan�r. G ve H kompleks hemen hemen kontakt metrik yap� ³artlar�n�

sa§lar [30]. Ayr�ca kompleks hemen hemen kontakt metrik yap� ³artlar�n� sa§layacak

biçimde um,n, vm,n 1-formlar� ve Um,n, Vm,n vektör alanlar�{
um,n = 1√

2
(η3

m + η3
n), vm,n = 1√

2
(η2

m + η2
n),

Um,n = 1√
2
(ξ3

m + ξ3
n), Vm,n = 1√

2
(ξ2

m + ξ2
n)

biçiminde tan�mlan�rsa (S4m+3 × S4n+3, Gm,n, Hm,n, Jm,n, Um,n, Vm,n, um,n, vm,n, gm,n)

bir kompleks hemen hemen kontakt metrik manifold örne§idir. Bu yap� Kähler

olmad�§�ndan IK-normal de§ildir [30].
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Bir manifoldun Öklid uzay�ndan uzakla³ma ölçüsü olarak tarif edilen e§rilik kavram�

Riemann geometrisinin en temel unsurlar�ndan biridir. Manifold üzerinde kurulan

yap�lar manifoldun e§rilik özelliklerinde farkl�l�klara neden olmaktad�r. Riemann

e§rili§i, Ricci e§rili§i ve skalar e§rilik e³itlikleri bu yap�lara göre hesaplanmaktad�r.

Normal kompleks kontakt metrik manifoldlar�n e§rilikleri Korkmaz [44] taraf�ndan

verilmi³tir. Bu bölümde genel vektör alanlar� için bu e³itlikler yeniden ifade edilerek

önemli sonuçlar elde edilmi³tir. Bu sonuçlar kullan�larak bir manifoldun normal

olmas� için gerek yeter ko³ul Ḡ ve H̄ n�n kovaryant türevleri cinsinden verilmi³tir.

Ayr�ca Ricci e§rili§i için yeni e³itlikler elde edilmi³ ve tüm bu sonuçlar kompleks

Heisenberg gruba uygulanm�³t�r.

4.1. Teorem

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold olsun. X, Y, Z ve W yatay vektör

alanlar� için

g(R(GX,GY )GZ,GW ) = g(R(HX,HY )HZ,HW ) = g(R(X, Y )Z,W ) (4.1)

dir.

�spat

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold ve X, Y, Z,W ∈ H olsun. E³. 3.23 ve

E³. 3.10' dan

g(R(GX,GY )GZ,GW )− g(R(X, Y )Z,W ) = −2g(JZ,W )g((∇UJ)GX, Y )

− 2g(HX, Y )g((∇UJ)Z,W )

+ 2g(JX, Y )g((∇UJ)GZ,W )

+ 2g(HZ,W )g((∇UJ)X, Y )

elde edilir. Di§er yandan (∇UJ)GX = ∇UJGX−J(∇UGX) ve JG = −H oldu§undan

Önerme 3.13' den (∇UJ)GX = 0 bulunur. Ayr�ca

(∇UJ)Z = (∇UJ)GZ = 0

NORMAL  KOMPLEKS KONTAKT METRİK   MANİFOLDLARIN 
EĞRİLİK ÖZELLİKLERİ

4.
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olur ve böylece

g(R(GX,GY )GZ,GW )− g(R(X, Y )Z,W ) = 0

bulunur. Benzer ³ekilde g(R(HX,HY )HZ,HW ) = g(R(X, Y )Z,W ) oldu§u gösterilir.

Normal kompleks kontakt metrik manifoldlar�n e§rilikleri korkmaz taraf�ndan

incelenmi³, yatay ve dikey vektör alanlar� için e§rlik ³artlar� Teorem 3.2.2 de

verilmi³tir. E³. 3.5 den do§rudan hesaplama yap�larak a³a§�daki teorem elde edilir.

Bu teorem ile Korkmaz taraf�ndan verilen bu e³itlikler genel vektör alanlar� için

verilmi³tir.

4.2. Teorem

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold olsun. Her X, Y ∈ Γ(TM) için

R(X,U)U = X0 − 2dσ(U, V )v(X)V , R(X, V )V = X0 − 2dσ(U, V )u(X)U,

R(X,U)V = σ(U)GX0 + (∇UH)X0 − JX0 + 2dσ(U, V )v(X)U,

R(X, V )U = −σ(V )HX0 + (∇VG)X0 + JX0 + 2dσ(U, V )u(X)V,

R(U, V )X = JX0 + 2dσ(U, V )(u(x)V − v(X)U),

R(V, U)X = −JX0 + 2dσ(U, V )(u(x)V − v(X)U),

R(X, Y )U = −u(X)Y0 + v(X) (σ(V )HY0 − (∇VG)Y0 − JY0)

+ u(Y )X0 + v(Y ) (σ (V )HX0 + (∇VG)X0 + JX0)

+ [2 (g(X0, JY0) + dσ (X0, Y0)) +2dσ (U, V )u ∧ v(X, Y )]V,

R(X, Y )V = −u(X) (σ(U)GY0 + (∇UH)Y0 − JY0)− v(X)Y0

u(Y ) (σ (U)GX0 + (∇UH)X0 − JX0) + v(Y )X0

+ [−2 (g(X0, JY0) + dσ (X0, Y0)) −2dσ (U, V )u ∧ v(X, Y )]U,

R(X,U)Y = u (Y )X0 − v(X)JY0 + v(Y ) (σ(U)GX0 + (∇UH)X0

−JX0) + [−g(X0, Y0)− 2dσ (U, V ) v(X)v(Y )]U

+ [dσ (Y0, X0)− g(JX0, Y0) − 2dσ (U, V ) v(X)u(Y ))]V,

R(X, V )Y = u(X)JY0 + v(Y )X0 + u(Y ) (−σ(U)HX0 + (∇VG)X0

+JX0) + [−g(X0, Y0) + 2dσ (U, V )u(X)u(Y )]V

[−dσ (Y0, X0) + g(JX0, Y0) − 2dσ (U, V )u(X)v(Y )]U

dir.

4.3. Teorem
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M bir normal kompleks kontakt metrik manifold ve X, Y ∈ Γ(TM) olsun. O zaman

dσ (X, Y ) = 2g (JX0, Y0) + g ((∇UJ)GX0, Y0) + dσ(U, V )u ∧ v(X, Y ) (4.2)

dir.

�spat

X, Y ∈ Γ(TM) olsun. Bu durumda

2dσ (X, Y ) = Xσ (Y )− Y σ (X)− σ ([X, Y ])

= Xg (∇YU, V )− Y g (∇XU, V )− g
(
∇[X,Y ]U, V

)
= g (∇X∇YU, V ) + g (∇YU,∇XV )− g (∇Y∇XU, V )

− g (∇XU,∇Y V )− g
(
∇[X,Y ]U, V

)
= g(R (X, Y )U, V ) + g (∇YU,∇XV )− g (∇XU,∇Y V )

dir. E³. 3.4 ve E³. 3.9'dan

2dσ (X, Y ) = g(R (X, Y )U, V ) + 2g(JX, Y ) + 2u ∧ v(X, Y )

bulunur. Ayr�ca E³. 3.5 ve R(X, Y )U nun genel ifadesinden

g(R (X, Y )U, V ) = 2 (g(X0, JY0) + dσ(X0, Y0)) + 2dσ(U, V )u ∧ v(X, Y )

dir. Di§er yandan g (JX, Y ) = g(JX0, Y0)− u∧ v(X, Y ) oldu§u göz önüne al�n�rsa E³.

4.2 elde edilir.

Normallik için gerek ve yeter ko³ul Korkmaz taraf�ndan G ve H yap� tensörlerinin

kovaryant türevlerini içeren metrik cinsinden verilmi³tir. Reel kontakt manifoldlarda

bu teorem yap� tensörlerinin sadece kovaryant türevleri cinsinden Teorem 2.6 ile ifade

edilmi³tir. Ayr�ca Ishihara ve Konishi [32] taraf�ndan IK-normallik için gerek ve yeter

ko³ulu G ve H yap� tensörlerinin kovaryant türevleri cinsinden Teorem 3.18 ile

verilmi³tir. A³a§�daki teoremle benzer durum kompleks kontakt metrik manifoldlar

için ispatlanm�³t�r.

4.4. Teorem

Bir M kompleks hemen hemen kontakt metrik manifoldunun normal olmas� için gerek



66

ve yeter ko³ul her X, Y ∈ Γ(TM) için

(∇XG)Y = σ(X)HY − 2v(X)JY − u (Y )X − v(Y )JX (4.3)

+ v(X) (2JY0 − (∇UJ)GY0) + g(X, Y )U + g(JX, Y )V

− dσ(U, V )v(X) (u(Y )V − v(Y )U)

(∇XH)Y = −σ(X)GY + 2u(X)JY + u(Y )JX − v(Y )X (4.4)

+ u(X) (−2JY0 − (∇UJ)GY0)− g(JX, Y )U + g(X, Y )V

+ dσ(U, V )u(X) (u(Y )V − v(Y )U)

e³itliklerinin sa§lanmas�d�r.

�spat

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold olsun. O zaman E³. 3.11 ve E³. 3.12

geçerlidir. Bu e³itlikler

g ((∇XG)Y, Z) = g (σ(X)HY − 2v(X)JY − u (Y )X − v (Y ) JX

+g (X, Y )U + g (JX, Y )V, Z) + v (X) dσ (GZ,GY )

ve

g ((∇XH)Y, Z) = g (−σ(X)GY + 2u(X)JY + u (Y ) JX − v (Y )X

−g (JX, Y )U + g (X, Y )V, Z)− u(X)dσ (HZ,HY )

³eklinde düzenlenebilir.

Di§er yandan u ∧ v(Y, Z) = g (u(Y )V − v(Y )U,Z) e³itli§i ve E³. 3.6'dan

g ((∇XG)Y, Z) = g (σ(X)HY − 2v(X)JY − u (Y )X − v (Y ) JX

+g (X, Y )U + g (X, JY )V, Z)

v (X) [dσ(Y, Z)− 2dσ (U, V ) g (u(Y )V − v (Y )U,Z)]

ve

g ((∇XH)Y, Z) = g (−σ(X)GY + 2u(X)JY + u (Y ) JX − v (Y )X

−g (JX, Y )U + g (X, Y )V, Z)

+ u(X) [dσ(Y, Z)− 2dσ (U, V ) g (u(Y )V − v (Y )U,Z)]
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olur. E³. 4.2'den

dσ (Y, Z) = g(2JY0 + (∇UJ)GY0 + dσ (U, V ) (u(Y )V − v (Y )U), Z)

dir. Son e³itlikler kullan�larak E³. 4.3 ve E³. 4.4 elde edilir.

Tersine E³. 4.3 ve E³. 4.4 sa§lans�n. Key� bir X vektör alan� için E³. 3.7 ve E³. 3.8'den

S(X,U) = (∇GXG)U −G(∇XG)U +G(∇UG)X − σ (U)GHX

T (X, V ) = (∇HXH)V −H(∇XH)V +H(∇VH)X − σ (V )GHX

dir. Ayr�ca E³. 4.3 ve E³. 4.4'den S(X,U) = T (X, V ) = 0 elde edilir.

Di§er yandan X ve Y iki yatay vektör alan� olmak üzere

S(X, Y ) = (∇GXG)Y − (∇GYG)X −G(∇XG)Y +G(∇YG)X

+ 2g(X,GY )U − 2g(X,HY )V + σ(GY )HX

− σ(GX)HY + σ(X)GHY − σ(Y )GHX

ve

T (X, Y ) = (∇HXH)Y − (∇HYH)X −H(∇XH)Y +H(∇YH)X

− 2g(X,GY )U + 2g(X,HY )V + σ(HX)GY

− σ(HY )GX + σ(X)GHY − σ(Y )GHX.

dir. E³. 4.3 ve E³. 4.4'ün uygulanmas� ile

S(X, Y ) = σ(GX)HY − σ(GY )HX − 2g(X,GY )U + 2g(X,HY )V − σ(X)GHY

+ σ(Y )GHX + 2g(X,GY )U − 2g(X,HY )V + σ(GY )HX − σ(GX)HY

+ σ(X)GHY − σ(Y )GHX

= 0

ve

T (X, Y ) = −σ(HX)GY + σ(HY )GX + σ(X)HGY − σ(Y )HGX + 2g(X,GY )U

− 2g(X,HY )V − 2g(X,GY )U + 2g(X,HY )V + σ(HX)GY − σ(HY )GX

+ σ(X)GHY − σ(Y )GHX

= 0

bulunur. O halde M normaldir ve ispat tamamlan�r.
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E³. 3.13, E³. 4.2, E³. 4.3 ve E³. 4.4 kullan�larak a³a§�daki sonuç elde edilir.

Sonuç

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold ve M üzerinde key� iki vektör alan�

X ve Y olsun. Bu durumda

(∇XJ)Y = −2u (X)HY + 2v(X)GY + u(X) (2HY0 + (∇UJ)Y0)

+ v(X) (−2GY0 + (∇UJ) JY0)

dir.

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold ve M nin bir lokal ortonormal baz�

{Xi, GXi, HXi, JXi, U, V : 1 ≤ i ≤ n}

olmak üzere Ricci tensörü

ρ(X, Y ) =
n∑
i=1

[g(R(Xi,X)Y,Xi) + g(R(GXi, X)Y,GXi) (4.5)

+ g(R(HXi, X)Y,HXi) + g(R(JXi, X)Y, JXi)]

+ g(R(U,X)Y, U) + g(R(V,X)Y, V )

formundad�r.

4.5. Teorem

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold ve M üzerinde iki yatay vektör alan�

X, Y olmak üzere

ρ (GX,GY ) = ρ (HX,HY ) = ρ (X, Y ) (4.6)

ρ (GX, Y ) = −ρ (X,GY ) , ρ (HX, Y ) = −ρ (X,HY ) (4.7)

dir.

�spat
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M nin bir lokal ortonormal baz� {Xi, GXi, HXi, JXi, U, V : 1 ≤ i ≤ n} olmak üzere E³.

4.5'den

ρ(GX,GY ) =
n∑
i=1

[g(R(Xi,GX)GY,Xi) (4.8)

+ g(R(GXi, GX)GY,GXi) + g(R(HXi, GX)GY,HXi)

+ g(R(JXi, GX)GY, JXi)] + g(R(U,GX)GY,U)

+ g(R(V,GX)GY, V )

³aklinde yaz�labilir. E³. 4.1'den

g(R(Xi,GX)GY,Xi) = g(R(GXi,GGX)GGY,GXi) = (g(R(GXi,X)Y,GXi)

g(R(GXi, GX)GY,GXi) = g(R(Xi, X)Y,Xi)

g(R(HXi, GX)GY,HXi) = g(R(GJXi, GX)GY,GJXi) = g(R(JXi, X)Y, JXi)

g(R(JXi, GX)GY, JXi) = g(R(−GHXi, GX)GY,−GHXi) = g(R(HXi, X)Y,HXi)

bulunur.

Ayr�ca E³. 3.15'den

g(R(U,GX)GY,U) = g(R(GY,U)U,GX)

= g(GY,GX)

= g(R(Y, U)U,X)

= g(R(U,X)Y, U)

g(R(V,GX)GY, V ) = g(X, Y ) = g(R(V,X)Y, V )

bulunur. Tüm bu e³itlikler kullan�l�rsa ρ(GX,GY ) = ρ(X, Y ) elde edilir. Benzer ³ekilde

E³. 4.5'den

ρ(HX,HY ) =
n∑
i=1

[g(R(Xi,HX)HY,Xi)

+ g(R(GXi, HX)HY,GXi) + g(R(HXi, HX)HY,HXi)

+ g(R(JXi, HX)HY, JXi)] + g(R(U,HX)HY,U)

+ g(R(V,HX)HY, V )

olur ve e³itlik E³. 4.1'den

g(R(Xi, HX)HY,Xi) = g(R(HXi,HHX)HHY,HXi) = (g(R(HXi,X)Y,HXi)
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g(R(HXi, HX)HY,HXi) = g(R(Xi, X)Y,Xi)

g(R(GXi, HX)HY,GXi) = g(R(−HJXi, HX)HY,−HJXi) = g(R(JXi, X)Y, JXi)

g(R(JXi, HX)HY, JXi) = g(R(HGXi, HX)HY,HGXi) = g(R(GXi, X)Y,GXi)

bulunur. Di§er yandan E³. 3.15'den

g(R(U,HX)HY,U) = g(R(U,X)Y, U) ve g(R(V,HX)HY, V ) = g(R(V,X)Y, V )

e³itliklerine ula³�l�r. Böylece bulunan son e³itliklerin kullan�lmas�yla ρ(HX,HY ) =

ρ(X, Y ) elde edilir. Ayr�ca E³. 4.5'den

ρ(GX, Y ) =
n∑
i=1

[g(R(Xi,GX)Y,Xi) + g(R(GXi, GX)Y,GXi)

+ g(R(HXi, GX)Y,HXi) + g(R(JXi, GX)Y, JXi)]

+ g(R(U,GX)Y, U) + g(R(V,GX)Y, V )

ρ(HX, Y ) =
n∑
i=1

[g(R(Xi,HX)Y,Xi) + g(R(GXi, HX)Y,GXi)

+ g(R(HXi, HX)Y,HXi) + g(R(JXi, HX)Y, JXi)]

+ g(R(U,HX)Y, U) + g(R(V,HX)Y, V )

dir. E³. 3.15 ve E³.4.1 'den ρ (GX, Y ) = −ρ (X,GY ) ve ρ (HX, Y ) = −ρ (X,HY )

bulunur. Böylece ispat tamamlan�r.

4.6. Teorem

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold olsun. X yatay vektör alan� ve U, V =

−JU dikey vektör alanlar� için

ρ(X,U) = ρ(X, V ) = 0 (4.9)

ρ(U,U) = ρ(V, V ) = 4n− 2dσ(U, V ), ρ(U, V ) = 0 (4.10)

dir.

�spat

M üzerindeki herhangi bir X yatay vektör alan� ve U, V = −JU dikey vektör alanlar�

için e³itlik E³. 4.5'den
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ρ(X,U) =
n∑
i=1

[g(R(Xi,X)U,Xi) + g(R(GXi, X)U,GXi) (4.11)

+ g(R(HXi, X)U,HXi)

+ g(R(U,X)U,U) + g(R(V,X)U, V )

ρ(X, V ) =
n∑
i=1

[g(R(Xi,X)V,Xi) + g(R(GXi, X)V,GXi) (4.12)

+ g(R(HXi, X)V,HXi) + g(R(JXi, X)V, JXi)]

+ g(R(U,X)V, U) + g(R(V,X)V, V )

yaz�labilir.

Xi ve X, M üzerinde yatay vektör alanlar� oldu§undan E³. 3.16 ve E³. 3.17'den

g(R(Xi,X)U,Xi) = g(2(g(Xi,, JX) + dσ(Xi,, X))V,Xi,)

= 2(g(Xi,, JX) + dσ(Xi,, X))g(V,Xi)

ve

g(R(Xi,X)V,Xi) = g(−2(g(Xi,, JX) + dσ(Xi,, X))U,Xi,)

= −2(g(Xi,, JX) + dσ(Xi,, X)g(U,Xi)

bulunur. Ayr�ca g(U,Xi) = g(V,Xi) = 0 oldu§unudan

g(R(Xi,X)U,Xi) = 0 ve g(R(Xi,X)V,Xi) = 0

olur. Benzer ³ekilde g(U,Xi) = g(U,GXi) = g(U,HXi) = g(U, JXi) = g(V,Xi) =

g(V,GXi) = g(V,HXi) = g(V, JXi) = 0 oldu§undan

g(R(GXi, X)U,GXi) = g(R(HXi, X)U,HXi) = g(R(JXi, X)U, JXi) = 0

ve

g(R(GXi, X)V,GXi) = g(R(HXi, X)V,HXi) = g(R(JXi, X)V, JXi) = 0

dir. Di§er taraftan E³. 3.15, E³. 3.18 ve E³. 3.19'dan

g(R(U,X)U,U) = −g(R(X,U)U,U) = −g(X,U) = 0,
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g(R(V,X)V, V ) = −g(R(X, V )V, V ) = −g(X, V ) = 0,

g(R(V,X)U, V ). = −g(R(X, V )U, V ) = −g(−σ(V )HX + (∇VG)X + JX, V ) = 0,

g(R(U,X)V, U) = −g(R(X,U)V, U) = −g(σ(U)GX + (∇UH)X − JX,U) = 0

olarak bulunur. Bu e³itliklerin E³. 4.11 ve E³. 4.12'de kullan�lmas�yla E³. 4.9 elde edilir.

Ayr�ca

ρ(U,U) =
n∑
i=1

[g(R(Xi,U)U,Xi) + g(R(GXi, U)U,GXi) + g(R(HXi, U)U,HXi)

+ g(R(JXi, U)U, JXi)] + g(R(U,U)U,U) + g(R(V, U)U, V )

ρ(V, V ) =
n∑
i=1

[g(R(Xi,V )V,Xi) + g(R(GXi, V )V,GXi) + g(R(HXi, V )V,HXi)

+ g(R(JXi, V )V, JXi)] + g(R(U, V )V, U) + g(R(V, V )V, V )

olup E³. 3.14, E³. 3.15 ve do§rudan hesaplama ile E³. 4.10 elde edilir.

Sonuç

Bir M normal kompleks kontakt metrik manifoldu üzerindeki key� bir X vektör alan�

için

ρ(X,U) = (4n− 2dσ(U, V ))u(X), (4.13)

ρ (X, V ) = (4n− 2dσ(U, V )) v(X)

dir.

�spat

M üzerindeki herhangi bir X vektör alan� için E³. 3.5' den

ρ(X,U) = ρ(X0 + u(X)U + v(X)V, U) = ρ (X0, U) + u(X)ρ (U,U) + v(X)ρ (V, U) ,

ρ(X, V ) = ρ(X0 + u(X)U + v(X)V, V ) = ρ (X0, V ) + u(X)ρ (U, V ) + v(X)ρ (V, V )

dir. Böylece E³. 4.9 ve E³. 4.10'dan ispat tamamlan�r.

Di§er yandan E³. 3.5, E³. 4.10 ve E³. 4.13'den a³a§�daki sonuca ula³�l�r.
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Sonuç

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold ve X, Y key� iki vektör alan� olsun.

Bu durumda

ρ(X, Y ) = ρ(X0, Y0) + (4n− 2dσ(U, V )) (u(X)u(Y ) + v(X)v(Y )) (4.14)

dir.

Sonuç

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold ve X, Y key� iki vektör alan� olsun.

Bu durumda

ρ(X, Y ) = ρ(GX,GY ) + (4n− 2dσ(U, V )) (u(X)u(Y ) + v(X)v(Y )) ,

ρ(X, Y ) = ρ(HX,HY ) + (4n− 2dσ(U, V )) (u(X)u(Y ) + v(X)v(Y ))

dir.

�spat

GX = GX0, GY = GY0 ve HX = HX0, HY = HY0 oldu§undan

ρ(GX,GY ) = ρ(GX0, GY0) ve ρ(HX,HY ) = ρ(HX0, HY0)

dir. Bu durumda E³. 4.14'den

ρ(X, Y ) = ρ(GX,GY ) + (4n− 2dσ(U, V )) (u(X)u(Y ) + v(X)v(Y )) ,

ρ(X, Y ) = ρ(HX,HY ) + (4n− 2dσ(U, V )) (u(X)u(Y ) + v(X)v(Y ))

olarak elde edilir.

4.7. Teorem

Bir M normal kompleks kontakt metrik manifoldu üzerinde Q Ricci operatörü için

QG = GQ, QH = HQ (4.15)

dir.
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�spat

M üzerindeki X ve Y vektör alanlar� için

ρ (GX, Y ) = g(GX,QY ) = −g(X,GQY )

ve

ρ (X,GY ) = g(X,QGY )

olur. Ayr�ca E³. 4.7'den g(X,GQY ) = g(X,QGY ) ve böylece QG = GQ olarak elde

edilir. Benzer ³ekilde QH = HQ oldu§u gösterilir.

Sonuç

Bir M normal kompleks kontakt metrik manifoldu üzerinde Q Ricci operatörü için

QJ = JQ dir.

Kompleks Heisenberg grup üzerindeki kompleks kontakt metrik yap� Baikoussis, Blair

ve F. Gouli-Andreou [2] taraf�ndan verilmi³tir ve normalli§ini Korkmaz [44]

ispatlam�³t�r. Blair ve Turgut Vanl� [63] yapt�klar� çal�³mada bu grup üzerindeki

enerji fonksiyonlar�n� incelemi³lerdir. Bu çal�³mada yazarlar kompleks Heisenberg

grup için baz vektörleri ve bunlar�n kovaryant türevlerini vermi³lerdir. Bunlardan

yola ç�k�larak ve yukar�da elde edilen sonuçlar kullan�larak kompleks Heisenberg grup

üzerinde yap�lan hesaplamalar a³a§�da verilmi³tir.

Örnek

Kompleks Heisenberg grubun bir {e1, e
∗
1, e2, e

∗
2, e3, e

∗
3} ortonormal baz sistemi

e1 = 2

(
∂

∂x1

+ x2
∂

∂x3

+ y2
∂

∂y3

)
,

e∗1 = 2

(
∂

∂y1

− y2
∂

∂x3

+ x2
∂

∂y3

)
,

e2 = 2
∂

∂x2

, e∗2 = 2
∂

∂y2

,

e3 = U = 2
∂

∂x3

, e∗3 = −V = 2
∂

∂y3

biçiminde verilsin.
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Buradan

Ge1 = −e2, Ge
∗
1 = e∗2, Ge2 = e1, Ge

∗
2 = −e∗1

He1 = −e∗2, He∗1 = −e2, He2 = e∗1, He
∗
2 = e1

Je1 = −e∗1, Je∗1 = e1, Je2 = −e∗2, Je∗2 = e2

³eklinde elde edilir [63]. Ayr�ca vektörlerinin Lie braketleri

[e1, e2] = −2e3, [e1, e
∗
2] = −2e∗3, [e∗1, e2] = −2e∗3, [e∗1, e

∗
2] = 2e3 (4.16)

³eklinde olup di§erleri s�f�rd�r [63]. Di§er yandan

2g(∇eiej, ek) = (g [ei, ej] , ek) + g ([ek, ei] , ej)− g ([ej, ek] , ei)

olup buradan j = 1, 2, 3 için

∇ejej = ∇e∗j
ej = ∇ejej∗ = ∇e∗j

e∗j = 0 (4.17)

dir. E³. 4.16 ve E³. 4.17'den

∇e2e3 = ∇e∗2
e∗3 = −e1 ∇e∗2

e3 = −∇e2e
∗
3 = e∗1

∇e1e3 = ∇e∗1
e∗3 = e2 ∇e1e

∗
3 = −∇e∗1

e3 = e∗2

−∇e1e2 = ∇e∗1
e∗2 = e3 ∇e1e

∗
2 = ∇e∗1

e2 = −e∗3

bulunur. Böylece Riemann e§rilik tensörünün tan�m ve özelliklerinden

R(e1, e
∗
1)e1 = 0

R(e1, e
∗
1)e∗1 = 0

R(e1, e
∗
1)e2 = −2e∗2

R(e1, e
∗
1)e∗2 = 2e2

R(e∗1, e2)e1 = e∗2
R(e∗1, e2)e∗1 = 3e2

R(e∗1, e2)e2 = −3e∗1
R(e∗1, e2)e∗2 = 3e1

R(e1, e2)e1 = 3e2

R(e1, e2)e∗1 = −e∗2
R(e1, e2)e2 = −3e1

R(e1, e2)e∗2 = e∗1
R(e∗1, e

∗
2)e1 = −e2

R(e∗1, e
∗
2)e∗1 = 3e∗2

R(e∗1, e
∗
2)e2 = e1

R(e∗1, e
∗
2)e∗2 = −3e∗1

R(e1, e
∗
2)e1 = 3e2

R(e1, e
∗
2)e∗1 = 0

R(e1, e
∗
2)e2 = −e∗2

R(e1, e
∗
2)e∗2 = −3e1

R(e2, e
∗
2)e1 = −2e∗1

R(e2, e
∗
2)e∗1 = 2e1

R(e2, e
∗
2)e2 = 0

R(e2, e
∗
2)e∗2 = 0

hesaplamalar� yap�l�r. Ayr�ca E³. 3.9'dan ve kompleks Hesinberg grup üzerinde σ = 0

oldu§undan R(e3, e
∗
3)e∗3 = 0 bulunur. Di§er yandan E³. 3.15 , E³. 3.18 ve E³. 3.19' dan

R(e1, e3)e∗3 = −e∗1 R(e1, e
∗
3)e3 = e∗1
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R(e∗1, e
∗
3)e3 = 3e1

R(e2, e3)e∗3 = −e∗2
R(e∗2, e

∗
3)e3 = e2

R(e∗1, e
∗
3)e3 = −e1

R(e2, e
∗
3)e3 = e∗2

R(e∗2, e
∗
3)e3 = −3e2

ve E³. 3.16 ve E³. 3.17'den

R(e1, e
∗
1)e3 = R(e1, e2)e3 = R(e1, e

∗
2)e3 = 0

R(e∗1, e2)e3 = R(e∗1, e
∗
2)e3 = R(e2, e

∗
2)e3 = 0

R(e1, e
∗
1)e∗3 = R(e1, e2)e∗3 = R(e1, e

∗
2)e∗3 = 0

R(e∗1, e2)e∗3 = R(e∗1, e
∗
2)e∗3 = R(e2, e

∗
2)e∗3 = 0

olarak elde edilir. Bu e³itlikler kullan�larak E³. 4.9 ve E³. 4.10'den

ρ (ei, ei) = ρ (e∗i , e
∗
i ) = 4, i = 1, 2 ve ρ (e3, e3) = ρ (e∗3, e

∗
3)

ρ (ei, ej) = ρ
(
e∗i , e

∗
j

)
= 0, j = 1, 2, 3

dir. Do§rudan hesaplama yap�larak kompleks Hesinberg grubun skaler e§rili§i τ = −8

olur. Di§er taraftan kesitsel e§rilikler

k(e1, e3) = k(e∗1, e3) = k(e2, e3) = k(e∗2, e3) = 1,

k(e1, e
∗
3) = k(e∗1, e

∗
3) = k(e2, e

∗
3) = k(e∗2, e

∗
3) = 1

olur ve σ = 0 oldu§undan

k(e3, e
∗
3) = 0

bulunur. Benzer ³ekilde

k(e1, e
∗
1) = k(e1, e

∗
2) = k(e∗1, e2) = k(e2, e

∗
2) = 0

k(e1, e2) = 3 ve k(e∗1, e
∗
2) = 1

olur. Bu sonuçlarla birlikte manifoldun holomor�k kesitsel e§rili§i K(X, JX) = 0 d�r.
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Bu bölümde normal kompleks kontakt metrik manifoldlar için projektif, konformal,

konsörk�l�r, quasi-konformal ve konharmonik e§rilik tensörleri incelenmi³ ve elde edilen

sonuçlar sunulmu³tur.

Kompleks boyutu (2n+ 1) olan bir normal kompleks kontakt metrik manifold M

olsun. Her X, Y, Z ∈ Γ(TM) için M üzerinde projektif, konformal, konsörk�l�r,

quasi-konformal ve konharmonik e§rilik tensörleri s�ras�yla a³a§�daki biçimde

tan�mlan�r:

P(X, Y )Z = R(X, Y )Z − 1

4n+ 1
[ρ (Y, Z)X − ρ (X,Z)Y ] ,

W (X, Y )Z = R (X, Y, Z) +
τ

(4n+ 1) 4n
(g(Y, Z)X − g(X,Z)Y )

+
1

4n
(g (X,Z)QY − g (Y, Z)QX + ρ (X,Z)Y − ρ (Y, Z)X) ,

Z (X, Y )Z = R (X, Y )Z − τ

(4n+ 2) (4n+ 1)
[g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ] ,

C̃ (X, Y )Z = pR (X, Y )Z + q [ρ (Y, Z)X − ρ (X,Z)Y + g (Y, Z)QX

−g (X,Z)QY ]− τ

4n+ 2

[
p

4n+ 1
+ 2q

]
[g(Y, Z)X −g(X,Z)Y ] ,

K(X, Y )Z = R(X, Y )Z − 1

4n
[ρ(Y, Z)X − ρ(X,Z)Y +g(Y, Z)QX − g(X,Z)QY ] .

5.1. Lemma

Bir M normal kompleks kontakt metrik manifoldu üzerinde X, Y yatay vektör alanlar�

ve U, V dikey vektör alanlar� için projektif, konformal, konsörk�l�r, quasi-konformal ve

konharmonik e§rilik tensörleri a³a§�daki e³itleri sa§lar:

P (U, V, V, U) = P (V, U, U, V ) = −4n(1 + 2dσ (U, V )

4n+ 1
, (5.1)

P(X,U)U = P(X, V )V = −[
1 + 2dσ(U, V )

4n+ 1
]X, (5.2)

P(X, Y )U = R(X, Y )U, P(X, Y )V = R(X, Y )V, (5.3)

P(U,X)Y = R(U,X)Y − 1

4n+ 1
ρ(X, Y )U, (5.4)

P(V,X)Y = R(V,X)Y − 1

4n+ 1
ρ(X, Y )V, (5.5)

W (V, U, U, V ) = C (U, V, V, U) =
−τ + (4n+ 1) 8ndσ (U, V )

4n (4n+ 1)
, (5.6)

NORMAL  KOMPLEKS  KONTAKT   METRİK   MANİFOLDLAR
ÜZERİNDE EĞRİLİK TENSÖRLERİ

5.
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W (X,U)U =

(
−τ − (4n+ 1) (8n− 2dσ (U, V ))

4n (4n+ 1)

)
X +

1

4n
QX, (5.7)

W (X, Y )U = R (X, Y )U, W (X, Y )V = R (X, Y )V, (5.8)

W (X,U)V = R (X,U)V, W (X, V )U = R (X, V )U, (5.9)

W (U,X)Y =

[(
1− τ

4n (4n+ 1)

)
g (X, Y )− 1

4n
ρ (X, Y )

]
U (5.10)

− 1

4n
g (X, Y )QU + (g (JX, Y )− dσ (Y,X))V,

W (V,X)Y =

[(
1− τ

4n (4n+ 1)

)
g (X, Y )− 1

4n
ρ (X, Y )

]
g (X, Y )V (5.11)

− 1

4n
g (X, Y )QV − (g (JX, Y )− dσ (Y,X))U,

Z (V, U, U, V ) = Z (U, V, V, U) = −
(

2dσ (U, V ) +
τ

(4n+ 2) (4n+ 1)

)
, (5.12)

Z (X,U)U =

(
1− τ

(4n+ 2) (4n+ 1)

)
X, (5.13)

Z (X, Y )U = R (X, Y )U, Z (X, Y )U = R (X, Y )V, (5.14)

Z (X,U)V = R (X,U)V, Z (X, V )U = R (X, V )U, (5.15)

Z (U,X)Y =

(
1− τ

(4n+ 2) (4n+ 1)

)
g (X,W )U (5.16)

+ (g (JX,W )− dσ (W,X))V,

Z (V,X)Y =

(
1− τ

(4n+ 2) (4n+ 1)

)
g (X,W )V (5.17)

− (g (JX,W )− dσ (W,X))U,

K(U, V, V, U) = K(V, U, U, V ) =
−1

4n
(4n+ (8n+ 2)dσ(U, V ) (5.18)

K(X,U)U = K(X, V )V =
1

2n
dσ(U, V )− 1

4n
QX, (5.19)

K(X, Y )U = R(X, Y )U, K(X, Y )V = R(X, Y ), (5.20)

K(U,X)Y = R(X,U)Y − 1

4n
(ρ(X, Y )U + g(X, Y )QU), (5.21)

K(V,X)Y = R(V,X)Y − 1

4n
(ρ(X, Y )− V + g(X, Y )QV ), (5.22)

C̃(U, V, V, U) = C̃(V, U, U, V ) = −2(p+ q)dσ(U, V ) + 8nq (5.23)

− τ

4n+ 2

[
p

4n+ 1
+ 2q

]
,

C̃(X,U)U = C̃(X, V )V = (p− τ

4n+ 2
[

p

4n+ 1
+ 2q] (5.24)

+ (4n− 2dσ(U, V ))q)X + qQX,

C̃(X, Y )U = pR(X, Y )U, C̃(X, Y )V = pR(X, Y )V, (5.25)
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C̃(U,X)Y = pR(U,X)Y + q(−ρ(X, Y )U − g(X, Y )QU) (5.26)

+
τ

4n+ 2
[

p

4n+ 1
+ 2q]g(X, Y )U,

C̃(V,X)Y = pR(V,X)Y + q(−ρ(X, Y V )− g(X, Y )QV ) (5.27)

+
τ

4n+ 2
[

p

4n+ 1
+ 2q]g(X, Y )V.

Normal kompleks kontakt manifoldlar üzerinde bu tensörleri inceleyen ilk çal�³ma

Blair ve Molina [11] taraf�ndan yap�lm�³t�r. Yazarlar 2011 y�l�nda yapt�klar� çal�³mada

a³a§�daki teoremi ispatlam�³lard�r.

5.2. Teorem

Konformal düz olan normal kompleks kontakt metrik manifold yoktur.

Bu teorem bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun konformal dönü³ümler

alt�nda Cn ye dönü³emeyece§ini göstermektedir. 2016 y�l�nda Y�ld�r�m kompleks

(κ, µ)− uzaylar� için konformal, konharmonik ve Bochner e§rilik tensörlerini incelemi³

ve belirli ko³ullara uygun kompleks (κ, µ)−uzaylar�n konformal ve konharmonik düz

olamayaca§�n� göstermi³tir.

5.3. Teorem

Bir normal kompleks kontakt metrik manifold projektif düz, quasi-konformal düz,

konsörk�l�r düz ve konharmonik düz olamaz.

�spat

M nin bir quasi-konformal düz normal kompleks kontakt metrik manifold oldu§u kabul

edilsin. Bu durumda herX, Y, Z, T ∈ Γ(TM) key� vektör alanlar� içinC̃ nin tan�m�ndan

g(R(X, Y )Z, T ) = −q
p
{ρ(Y, Z)g(X,T )− ρ(X,Z)g(Y, T ) + g(Y, Z)ρ(X,T ) (5.28)

− g(Z,X)ρ(Y, T )}+
τ

4n+ 2
{ 1

4n+ 1
+ 2

q

p
}{g(Y, Z)g(X,T )

− g(X,Z)g(Y, T )}

dir.
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X = T = U ve Y = Z = V seçilirse E³. 3.14 den

g(R(U, V )V, U) = −q
p
{ρ(V, V )g(U,U)− ρ(U, V )g(V, U) + g(V, V )ρ(U,U)

− g(V, U)ρ(V, U)}+
τ

4n+ 2
{ 1

4n+ 1
+ 2

q

p
}{g(V, V )g(U,U)

− g(U, V )g(V, U)}

olur ve buradan

dσ (U, V ) =
p

p+ 2q

(
4nq − 2q (4n+ 1) + p

2 (4n+ 1) (4n+ 2)
τ

)
(5.29)

olarak bulunur. Di§er yandan Y = Z = U ve X, T birim ve ortogonal yatay vektör

alanlar� için

g(R(X,U)U,X) = −q
p
{ρ(U,U) + ρ (X,X)}

olur. E³. 3.15, E³. 4.10 ve E³. 5.29'dan

ρ(X,X) = −(4n+
p

q
) +

8npq

p+ 2q
− p

4n+ 2
[
2qp(4n+ 1) + p2

(4n+ 1)(p+ 2q)
− 1

q(4n+ 1)
+

2

p
]τ

olarak bulunur ve X den ba§�ms�z olur.

Ayr�ca birim ortogonal X, Y yatay vektör alanlar� için E³. 5.28'den kesitsel e§rilik

k(X, Y ) = g(R(X, Y )Y,X) = −q
p
{ρ (Y, Y ) g(X,X)− g (X, Y ) g(Y,X)

+ g (Y, Y ) ρ(X,X)− g (X, Y ) ρ(Y, Y )}

+
τ

4n+ 2

{
1

4n
+ 2

q

p

}
{g(Y, Y )g(X,X)− g(X, Y )g(Y,X)}

= −q
p
{ρ (Y, Y ) + ρ(X,X)}+

τ

4n+ 2

{
1

4n
+ 2

q

p

}
= −2

q

p
ρ (X,X) +

τ

4n+ 2

{
1

4n
+ 2

q

p

}
dir. Benzer ³ekilde E³. 5.28'dan M nin holomor�k kesitsel e§rili§i,

k(X, JX) = g(R(X, JX)JX,X)

= −q
p
{ρ (JX, JX) g(X,X)− g (X, JX) g(JX,X)

+ g (JX, JX) ρ(X,X)− g (X, JX) ρ(JX, JX)}
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+
τ

4n+ 2

{
1

4n
+ 2

q

p

}
{g(JX, JX)g(X,X)− g(X, JX)g(JX,X)}

olur ve buradan X yatay vektör alan� için g(X, JX) = 0 , ρ(X,X) = ρ(JX, JX)

oldu§undan

k(X, JX) = −2
q

p
ρ (X,X) +

τ

4n+ 2

{
1

4n
+ 2

q

p

}
olarak bulunur. O halde k(X, JX) = k(X, Y ) dir. X yatay vektör alan� için kesitsel

e§rilik GH−kesitsel e§rili§i tan�mlar yani; k(X, Y ) = GH(X) dir. Bu durumda E³.

3.25' den dolay� çeli³ki olu³ur. Bu durumda ba³lang�çtaki kabul yanl�³t�r. Yani M

quasi-konformal düz olamaz. Benzer dü³ünce ile projektif, konsörk�l�r ve konharmonik

tensörleri için ispat yap�l�r.

5.4. Tan�m

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold olsun. Her X, Y, Z yatay vektör

alanlar� için

G2(P(GX,GY )GZ) = 0 ve H2(P(HX,HY )HZ) = 0

ise M manifolduna GH− projektif düz,

G2(W(GX,GY )GZ) = 0 ve H2(W(HX,HY )HZ) = 0

ise M manifolduna GH− konformal düz,

G2(C̃(GX,GY )GZ) = 0 ve H2(C̃(HX,HY )HZ) = 0

ise M manifolduna GH− quasi-konformal düz,

G2(Z(GX,GY )GZ) = 0 ve H2(Z(HX,HY )HZ) = 0

ise M manifolduna GH− konsörk�l�r düz,

G2(K(GX,GY )GZ) = ve H2(K(HX,HY )HZ) = 0

ise M manifolduna GH− konharmonik düzdür denir.

Bu tan�m e§rilik tensörlerinin yatay demet üzerinde s�f�r olmas�n� ifade etmektedir.
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Ayr�ca dü³ey demet üzerinde s�f�r oldu§u a³ikard�r.

5.5. Teorem

Bir normal kompleks kontakt metrik manifold GH−projektif, GH−konformal, GH−
quasi-konformal, GH−konsörk�l�r ve GH− konharmonik düz olamaz.

�spat

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold ve X, Y, Z,W M üzerinde yatay

vektör alanlar� olsun. Konformal e§rilik tensörünün tan�m�ndan

g(W(GX,GY )GZ,GW ) = g(R(GX,GY )GZ,GW )

+
τ

(4n+ 1)4n
[g(GY,GZ)g(GX,GW )

− g(GX,GZ)g(GY,GW )] +
1

4n
[g(GX,GZ)g(QGY,GW )

− g(GY,GZ)g(QGX,GW ) + ρ(GX,GZ)g(GY,GW )

−ρ (GY,GZ) g (GX,GW )]

g(W(HX,HY )HZ,HW ) = g(R(HX,HY )HZ,HW )

+
τ

(4n+ 1)4n
[g(HY,HZ)g(HX,HW )

− g(HX,HZ)g(HY,HW )] +
1

4n
[g (HX,HZ) g (QHY,HW )

− g (HY,HZ) g (QHX,HW ) + ρ (HX,HZ) g (HY,HW )

−ρ (HY,HZ) g (HX,HW )]

dir. Di§er yandan E³. 4.1, E³. 4.6 ve E³. 4.15' den

g(W(GX,GY )GZ,GW ) = g(W(HX,HY )HZ,HW ) = g(W(X, Y )Z,W ),

−g(GW(GX,GY )GZ,W ) = −g(HW(HX,HY )HZ,W ) = g(−W(X, Y )Z,W )

bulunur. Ayr�ca M konformal düz olamayaca§�ndan W(X, Y )Z 6= 0 dir.

Böylece G2(W(GX,GY )GZ) 6= ve H2(W(HX,HY )HZ) 6= 0 d�r. O halde M , GH−
konformal düz de§ildir. Benzer dü³ünce ile ve ayn� ad�mlar takip edilerek manifoldun

GH−projektif, GH−quasi-konformal, GH− konsörk�l�r ve GH−konharmonik düz

olmad�§� gösterilir.
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5.6. Teorem

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold olmak üzere Z (U,X) .Z = 0 ve

Z (V,X) .Z = 0 ko³ullar� alt�nda M nin Riemann e§rilik tensörü X, Y ve Z yatay

vektör alanlar� için

R (X, Y )Z = g (Y, Z)X − g (X,Z)Y (5.30)

− (4n+ 2) (4n+ 1)

(4n+ 2) (4n+ 1)− τ
{[g (JY, Z)

−dσ (Z, Y )] (σ(U)GX + (5UH)X − JX)

− [g (JX,Z)− dσ (Z,X)] (σ(U)GY + (5UH)Y − JY )

− [g (JX, Y )− dσ (Y,X)] JZ}

dir.

�spat

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold ve X, Y,W, T M üzerinde yatay

vektör alanlar� olsun. Z (U,X) .Z = 0 ise tan�m gere§i

0 = Z(U,X)·Z(W,Y )T −Z(Z(U,X)W,Y )Z (5.31)

−Z (W,Z(U,X)Y )Z −Z (W,Y )Z (U,X)Z

biçimindedir. W = U ve X = X0, Y = Y0, Z = Z0, X0, Y0, Z0 ∈ H seçilir ve E³. 5.31

U ile iç çarp�ma tabi tutulursa

0 = u (Z(U,X0)·Z(U, Y0)Z0 )− u (Z(Z(U,X0)U, Y0)Z0 ) (5.32)

− u (Z (U,Z(U,X0)Y0)Z0 )− u (Z (U, Y0)Z (U,X0)Z0 )

olur. Böylece E³. 5.13, E³. 5.15 ve E³. 5.17'den

(
1− τ

(4n+ 2) (4n+ 1)

)
Z (X0, Y0)Z0 =

(
1− τ

(4n+ 2) (4n+ 1)

)2

g (Y0, Z0)X0

+ [g (JY0, Z0)− dσ (Z0, Y0)]R (X0, U)V

− [g (JX0, Y0)− dσ (Y0, X0)] JZ0

+

(
1− τ

(4n+ 2) (4n+ 1)

)2

g (X0, Z0)W0
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− [g (JX0, Z0)− dσ (Z0, X0)]R (Y0, U)V

olarak elde edilir. Z nin tan�m� ve E³. 3.18'den E³. 5.30 elde edilir. Benzer dü³ünce ile

E³. 5.31'de W = V seçilir ve ayn� a³amalar takip edilirse E³. 5.30 bulunur.

Kesitsel e§rilik tan�m�ndan yararlan�larak a³a§�daki sonuca ula³�l�r.

Sonuç

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold olmak üzere Z (U,X) .Z = 0 ve

Z (V,X) .Z = 0 ko³ullar� alt�nda M nin kesitsel e§rili§i

k (X, Y ) = 1 + [g (JX, Y ) + dσ (X, Y )] dσ (X, Y )

dir.

5.7. Teorem

Konsörk�l�r e§rilik tensörü Z ve Ricci e§rilik tensörü ρ olmak üzere Z (U,X) .ρ = 0 ve

Z (V,X) .ρ = 0 ko³ulunu sa§layan bir M normal kompleks kontakt metrik manifoldu

ya Einstein manifoldtur ya da skaler e§rili§i τ = (4n+ 2) (4n+ 1) dir.

�spat

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold ve M üzerinde yatay X, Y, W , T

vektör alanlar� için (Z (X, Y ) .ρ) (W,T ) = 0 olsun. O zaman tan�m gere§i

ρ(Z(X, Y )W,T ) + ρ(W,Z(X, Y )T ) = 0 (5.33)

olur. Buradan X = T = U ve Y = Y0, W = W0 , Y0, W0 ∈ H için

ρ(Z(U, Y0)W0, U) + ρ(W0, Z(U, Y0)U) = 0

dir. Ayr�ca E³. 5.13 ve E³. 5.16'den(
1− τ

(4n+ 2) (4n+ 1)

)
(g (Y0,W0) (4n− 2dσ(U, V ))− ρ (Y0,W0)) = 0

bulunur. O zaman ;
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τ

(4n+ 2) (4n+ 1)
− 1 = 0 ya da (4n− 2dσ(U, V )) g (Y0,W0)− ρ (Y0,W0) = 0

durumlar� mevcuttur. Böylece manifold Einstein manifoldtur veya skaler e§rilik τ =

(4n+ 2) (4n+ 1) dir. Benzer ³ekilde X = T = V ve Y = Y0, W = W0 , Y0, W0 ∈ H
seçilir ve ayn� ad�mlar takip edilirse ayn� sonuca ula³�l�r.

5.8. Teorem

Ricci yar�-simetrik bir normal kompleks kontakt metrik manifold Einstein manifoldtur.

�spat

M Ricci yar�-simetrik bir normal kompleks kontakt metrik manifold olsun. O zaman

M üzerindeki X, Y,W ve T key� vektör alanlar� için

ρ(R(X, Y )W,T ) + ρ(W,R(X, Y )T ) = 0 (5.34)

biçimindedir. Y = W = U ve X = X0, T = T0 , X0, T0 ∈ H al�n�r ve E³. 5.34'da

yerine yaz�l�rsa

ρ(R(X0, U)U, T0) + ρ(U,R(X0, U)T0) = 0

olur. Ayr�ca E³.3.15 ve E³.3.20'den

ρ(X0, T0) + ρ(U,−g(X0, T0)U − g(JX0, T0)V + dσ(T0, X0)V ) = 0

ve

ρ(X0, T0)− g(X0, T0)ρ(U,U)− g(JX0, T0)ρ(U, V ) + dσ(T0, X0)ρ(U, V ) = 0

olarak elde edilir. E³. 4.10'den

ρ(X0, T0) = (4n− 2dσ(U, V )) g(X0, T0) (5.35)

sonucuna ula³�l�r. Bu durumda manifoldun yatay demeti üzerindeki metrik Einstein

olur. Di§er yandan E³. 3.5'den manifold genel vektör alanlar� için Einstein olur. Benzer

³ekilde Y = W = V ve X = X0, T = T0 , X0, T0 ∈ H vektör alanlar� için E³. 3.15,
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E³. 3.21 ve E³. 5.34'den

ρ(X0, T0)− g(X0, T0)ρ(V, V ) + g(JX0, T0)ρ(U, V )− dσ(T0, X0)ρ(U, V ) = 0

bulunur ve E³. 4.10'dan E³. 5.35 elde edilir. O zaman manifold Einstein'd�r.
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η-Einstein manifoldlar Einstein manifoldlar�n ayr� bir s�n�f�d�r. Bir kontakt manifold

üzerindeki ili³kili metri§e göre tarif edilir. Bu metrikler ilk defa Okumuro [48] taraf�ndan

tan�mlanm�³ ve Sasaki [50] taraf�ndan isimlendirilmi³tir. Bu bölümde normal kompleks

kontakt metrik manifold üzerinde η-Einstein yap�s� incelenecektir.

6.1. Tan�m ve Teoremler

6.1. Tan�m

(M,G,H, J, U, V, u, v, g) bir kompleks kontakt metrik manifold ve M üzerindeki

kompleks kontakt form η = u− iv olsun. α, β ∈ C∞(M) fonksiyonlar� için M üzerinde

Ricci tensörü

ρ = αg + β(u⊗ U + v ⊗ V )

e³itli§ini sa§l�yorsa M ye kompleks η−Einstein'd�r denir.

Sonuç

(2n+ 1)− kompleks boyutlu bir M normal kompleks kontakt metrik manifoldu

kompleks η-Einstein ise α + β = 4n− 2dσ (U, V ) dir.

Di§er yandan E³. 4.10'dan a³a§�daki sonuç elde edilir.

Sonuç

E§er (2n+ 1)− kompleks boyutlu bir normal kompleks kontakt merik manifold

Einstein ise ρ(X, Y ) = (4n− 2dσ(U, V ))g(X, Y ) dir.

Ricci e§rilik tensörü ve kompleks η−Einstein manifold tan�m� gözönüne al�nd�§�nda Q

Ricci operatörü olmak üzere

QX = αX + β(u(X)U + v(X)V )

elde edilir. Böylece skaler e§rilik

τ = 4nα + 8n− 4dσ (U, V )

KOMPLEKS    η -EINSTEIN    NORMAL   KOMPLEKS  KONTAKT 
METRİK MANİFOLDLAR

6.
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olarak bulunur. Buradan

α =
τ − 8m+ 4dσ(U, V )

4m

β =
16m2 − (8m+ 4)dσ(U, V ) + 8m− τ

4m
.

e³itlikleri elde edilir.

Örnek

Bir M kompleks kontakt uzay formu kompleks η−Einstein dir.

Örnek

Kompleks Heisenberg grup için GH−kesitsel e§rilik c = 1 ve σ = 0 d�r. Bu durumda

E³. 3.26' dan kompleks Heisenberg grup üzerindeki her X, Y vektör alan� için Ricci

e§rili§i

ρ (X, Y ) = −4g (X, Y ) + 8 (u(X)u(Y ) + v(X)v(Y ))

dir. O halde kompleks Heisenberg grup bir kompleks η-Einstein manifold örne§idir.

Sonuç

M normal kompleks kontakt metrik manifold ve M üzerinde iki yatay vektör alan�

X0, Y0 olsun. Bir µ düzgün fonksiyonu için e§er Ricci e§rili§i ρ (X0, Y0) = µg (X0, Y0)

ise

ρ (X, Y ) = µg (X, Y ) + (4n− 2dσ (U, V )− µ) (u(X)u(Y ) + v(X)v(Y )) (6.1)

dir. Bu durumda M nin skalar e§rili§i τ = 4nµ+ 8n− 4dσ (U, V ) biçiminde olur.

Sonuç

Bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun yatay demeti üzerinde bir Einstein

metrik var ise o zaman manifold kompleks η−Einstein'dir.

Sonuç
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E§er bir normal kompleks kontakt metrik manifoldunun Ricci e§rili§i

ρ(X0, Y0) = (4n− 2dσ(U, V )) g(X0, Y0) e³itli§ini sa§l�yorsa o zaman manifold

Einstein'dir.

6.2. Projektif Yar�-Simetrik Normal Kompleks Kontakt Metrik Manifoldlar

6.2 Teorem

Projektif yar�-simetrik normal kompleks kontakt metrik manifoldlar kompleks

η−Einstein'dir.

�spat

M bir projektif yar�-simetrik normal kompleks kontakt metrik manifold olsun. O zaman

X, Y, Z,W key� vektör alanlar� için

0 = R(X, Y )·P(Z,W )T − P(R(X, Y )Z,W )T (6.2)

− P(Z,R(X, Y )W )T − P(Z,W )R(X, Y )T

dir. E³. 6.2'de X = Z = T = U, Y = Y0, W = W0 al�n�r ve U ile iç çarp�ma tabi

tutulursa

0 = u (R(U, Y0)P(U,W0)U)− u (P(R(U, Y0)U,W0)U)

− u (P(U,R(U, Y0)W0)U)− u (P (U,W0)R (U, Y0)U)

bulunur. E³. 3.15 , E³. 3.20 , E³. 5.2, E³. 5.3 ve E³. 5.4'den

0 =
1 + 2dσ (U, V )

4n+ 1
g (Y0,W0)−

(
−g (Y0,W0) +

1

4n+ 1
ρ (Y0,W0)

)
(6.3)

ve buradan

ρ (Y0,W0) = (4n+ 2 + 2dσ (U, V )) g (Y0,W0) (6.4)

bulunur.

Benzer ³ekilde E³. 6.2'de X = Z = T = V ve Y = Y0,W = W0 al�n�r ve V ile iç

çarp�l�rsa E³. 6.4 elde edilir. Di§er yandan E³. 6.1 e³itli§inden

ρ (Y,W ) = (4n+ 2 + 2dσ (U, V )) g (Y,W )− (2 + 4dσ (U, V )) (u(Y )u(W ) + v(Y )v(W ))

bulunur. Sonuç olarak manifold kompleks η−Einstein'dir.
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Altmanifoldlar Riemann geometrisinin en önemli çal�³ma alanlar�ndan biridir. Bir

manifoldun, üzerinde ta³�d�§� yap�ya göre çe³itli altmanifold s�n��ar� bulunmaktad�r.

Bu s�n��ar içerisinde kontakt yap�yla ili³kili olan invaryant, anti-invaryant,

yar�-invaryant, slant, yar�-slant, CR ve kontakt-CR altmanifoldlar� son y�llarda

oldukça çal�³�lagelen konulard�r. Reel kontakt geometride bir reel Sasakian

manifoldun hemen hemen yar�-invaryant altmanifoldlar� Bejancu ve Papaguic [4]

taraf�ndan incelenmi³tir. Yazarlar makalelerinde bir reel Sasakian manifoldun hemen

hemen yar�-invaryant altmanifoldunu tan�mlam�³ ve 6 ayr� s�n�fa ay�rm�³t�r.

Kompleks kontakt manifoldlar�n altmanifold teorisi henüz kapsaml� bir ³ekilde

çal�³�lmam�³ aç�k bir konudur. Konu hakk�nda yap�lm�³ çal�³malardan iki tanesi

yay�nlanm�³, biri ise haz�rl�k a³amas�nda kalm�³t�r. Yay�nlanmayan çal�³mas�nda

Mihai [46] altmanifold tan�mlar�n� vermi³ ancak bu tan�mlarla ili³kili sonuçlar elde

etmemi³tir.

Y�ld�r�m ve Erdo§an [75, 76] kompleks kontakt manifoldlar�n altmanifolar� üzerine iki

çal�³ma yapm�³t�r. Yazarlar�n "hemen hemen kompleks kontakt manifoldlar�n

yar�-invaryant altmanifoldlar� [75]" isimli çal�³mas�nda reel altmanifold teorisindeki

temel denklem ve yakla³�mlar aynen takip edilmi³tir. Manifoldun kompleks olmas�

hali ele al�nmam�³ ve yar�-invaryant altmanifold tan�m� do§ru ³ekilde verilememi³tir.

Çal�³mada Korkmaz [44] taraf�ndan verilen sonuçlar ele al�narak çal�³�ld�§� belirtilmi³

ancak verilen teorem ifadelerinde ve ispatlar�nda bu durum göz ard� edilmi³tir.

Da§�l�mlar incelenmeden ve tan�mlanmadan integrallenebilirlik ³artlar� incelenmi³ ve

baz� sonuçlar verilmi³tir. Ancak bu sonuçlar yazarlar taraf�ndan verilen yar�-invaryant

altmanifold tan�m� ile uyu³mamaktad�r. Bu nedenle kompleks kontakt manifoldlar�n

yar�-invaryant altmanifoldlar� üzerine yap�lm�³ bu çal�³mada eksikler ve hatalar

bulunmaktad�r.

Bu bölümde bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun hemen hemen

yar�-invaryant altmanifoldu tan�mlanarak Bejancu ve Papaguic [4] taraf�ndan yap�lan

s�n��and�rma normal kompleks kontakt metrik manifoldlar için yap�lm�³t�r.

Smyth [47, 58] taraf�ndan yap�lan çal�³malar gözönüne al�narak Gauss ve Weingarten

denklemleri verilmi³tir. Bir yar�-invaryant altmanifoldun tan�m� yap�larak kompleks

durum da ele al�nm�³t�r. Da§�l�mlar ayr�nt�l� olarak incelenmi³ ve da§�l�mlar�n

integrallenebilirlik ³artlar� verilmi³tir.

7. NORMAL KOMPLEKS KONTAKT  METRİK  MANİFOLDLARIN
ALTMANİFOLDLARI
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7.1. Normal Kompleks Kontakt Metrik Manifoldlar�n Hemen Hemen Yar�-
..�nvaryant Altmanifoldlar�

(M̄4m+2, Ḡ, H̄, J̄ , Ū , V̄ , ū, v̄, ḡ) bir normal kompleks kontakt metrik manifold, M̄ nin

(n + 2)−boyutlu bir altmanifoldu M ve Ū , V̄ dikey vektör alanlar� M ye te§et olsun.

O zaman

TM = sp{Ū , V̄ } ⊕ sp{Ū , V̄ }⊥

dir. Bu durumda M üzerinde bir vektör alan� X olmak üzere

ḡ(ḠX, Ū) = −ḡ(X, ḠŪ) = 0 , ḡ(ḠX, V̄ ) = −ḡ(X, ḠV̄ ) = 0

ve

ḡ(H̄X, Ū) = −ḡ(X, H̄Ū) = 0 , ḡ(H̄X, V̄ ) = −ḡ(X, H̄V̄ ) = 0

dir. O halde ḠX ∈ sp{Ū , V̄ }⊥ ve H̄X ∈ sp{Ū , V̄ }⊥ olur.

P : TM → TM , Q : TM → TM⊥

projeksiyonlar� için X ∈ Γ(TM) olmak üzere

ḠX = PX +QX (7.1)

biçiminde yaz�l�r. Burada PX ve QX s�ras�yla ḠX in te§et ve normal k�s�mlar�d�r.

Ayr�ca H̄ = ḠJ̄ oldu§undan X ∈ Γ(TM) için

H̄X = P J̄X +QJ̄X (7.2)

dir. Burada P J̄X ve QJ̄X s�ras�yla H̄X in te§et ve normal k�s�mlar�d�r. Bu ³ekilde

tan�mlanan P dönü³ümü Γ(TM) üzerinde izomor�zim ve Q normal de§erli bir

1-formdur. M nin bir p noktas�ndaki iki da§�l�m

Dp = çek{Q|sp{Ū ,V̄ }⊥} = {Xp ∈ sp{Ū , V̄ }⊥ : Q(Xp) = 0}
D⊥p = çek{P |sp{Ū ,V̄ }⊥} = {Xp ∈ sp{Ū , V̄ }⊥ : P (Xp) = 0}

biçiminde tan�mlans�n.

7.1.Önerme
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Dp ve D⊥p da§�l�mlar� TM nin ortogonal altuzaylar�d�r.

�spat

Xp ∈ Dp ve Yp ∈ D⊥p olsun. Bu durumda ḠXp = PXp ve ḠYp = QYp dir. Ayr�ca

ḡ(Xp, Yp) = ḡ(ḠXp, ḠYp) + ū(Xp)ū(Yp) + v̄(Xp)v̄(Yp)

ve ū(Xp) = ū(Yp) = v̄(Xp) = v̄(Yp) = 0 oldu§undan

ḡ(Xp, Yp) = ḡ(ḠXp, ḠYp)

bulunur. Böylece

ḡ(Xp, Yp) = ḡ(PXp, QYp) = 0

dir.

Di§er yandan M ye normal olan herhangi bir vektör alan� N olmak üzere

B : TM⊥ → TM

C : TM⊥ → TM⊥

projeksiyonlar� için

ḠN = BN + CN (7.3)

³eklinde yaz�l�r. Burada BN ve CN s�ras�yla ḠN nin te§et ve normal parçalar�d�r.

Ayr�ca H̄ = ḠJ̄ odu§undan

H̄N = BJ̄N + CJ̄N (7.4)

biçimindedir. E³. 7.1 ve E³. 7.2 ifadeleri gözönüne al�n�rsa

ḠŪ = PŪ +QŪ = 0, H̄Ū = P J̄Ū +QJ̄Ū = 0

ḠV̄ = PV̄ +QV̄ = 0, H̄V̄ = P J̄V̄ +QJ̄V̄ = 0

bulunur. Bu e³itliklerden

PŪ = 0, QŪ = 0, P J̄Ū = 0, QJ̄Ū = 0
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PV̄ = 0, QV̄ = 0, P J̄V̄ = 0, QJ̄V̄ = 0

elde edilir. Di§er yandan E³. 7.1'e s�ras�yla Ḡ, J̄ , H̄ uygulan�rsa E³. 3.3'den

P 2 = −I −BQ+ u⊗ Ū + v ⊗ V̄ , QP + CQ = 0

J̄P + P J̄ = 0, J̄Q+QJ̄ = 0

P 2J̄ = −J̄ +BJ̄Q− u⊗ V̄ + v ⊗ Ū , QJ̄P + CJ̄Q = 0

olarak elde edilir. Bununla birlikte E³. 7.3'e Ḡ ve J̄ tensörleri uygulan�rsa E³. 3.3'den

C2 = −I −QB, PB +BC = 0

BJ̄ + J̄B = 0, CJ̄ + J̄C = 0

e³itliklerine ula³�l�r.

Bir kompleks manifoldun CR-altmanifoldlar�, kontakt manifoldlar�n altmanifoldlar�

üzerinde yap�lan çal�³malarda esas al�nmaktad�r. Bejancu ve Papaghiuc [4]

çal�³malar�nda CR-altmanifold tan�m�ndan yararlanarak bir Sasakian manifoldun

hemen hemen yar�-invaryant altmanifold tan�m�n� vermi³tir. Bu tan�mdan

yararlan�larak bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun hemen hemen

yar�-invaryant altmanifold tan�m� a³a§�da verilecektir.

7.2. Tan�m

M̄ bir normal kompleks kontakt metrik manifold ve M̄ nin bir altmanifoldu M olsun.

E§er M boyunca boyDp, boyD⊥p sabit ve

D : p→ Dp , D⊥ : p→ D⊥p

da§�l�mlar� M üzerinde diferensiyellenebilir ise M ye bir hemen hemen yar�-invaryant

altmanifold denir.

A³a§�daki iki önerme yukar�daki ko³ullara haiz en geni³ iki distribüsyonun Dp ve D⊥p
oldu§unu göstermektedir.

7.3.Önerme

D da§�l�m� sp{Ū , V̄ }⊥ de bir maksimal invaryant da§�l�md�r. Yani

i) Her p ∈M için ḠDp = H̄Dp = Dp ,
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ii) Her p ∈M için e§er D′p ⊂ sp{Ū , V̄ }⊥ ve ḠD′p = H̄D′p = D′p ise D′p ⊂ Dp
dir.

�spat

Xp ∈ Γ(Dp) olsun. Bu durumda ū(Xp) = v̄(Xp) = 0 oldu§undan

−Xp = Ḡ2(Xp) = ḠḠXp = PḠXp +QḠXp

olur ve buradan QḠXp = 0 bulunur. Böylece Xp ∈ Γ(ḠDp) olup Dp ⊂ ḠDp dir. Di§er
yandan Yp ∈ Γ(ḠDp) için QYp = 0 olur ve böylece Yp ∈ Γ(Dp) bulunur. Yani ḠDp ⊂ Dp
dir. Sonuç olarak ḠDp = Dp olur. Benzer ³ekilde H̄Dp = Dp oldu§u görülür ve böylece

(i) ispatlanm�³ olur.

D′p ⊂ sp{Ū , V̄ }⊥ herhangi bir da§�l�m ve ḠD′p = D′p olsun. Key� bir X ′p ∈ Γ(D′p) vektör
alan� için ḠX ′p ∈ Γ(ḠD′p) dir. Bu durumda QX ′p = 0 olur ve böylece X ′p ∈ Γ(Dp) olur.
Dolay�s�yla D′p ⊂ Dp yani Dp maksimaldir.

H̄ için de ayn� a³amalar takip edilerek ispat tamamlan�r.

7.4.Önerme

D⊥ da§�l�m� sp{Ū , V̄ }⊥ de maksimal anti-invaryant da§�l�md�r. Yani

i) Her p ∈M için ḠD⊥p , H̄D⊥p ⊂ T⊥p M ,

ii) Her p ∈M için e§er D′′p ⊂ sp{Ū , V̄ }⊥ ve ḠD′′p , H̄D′′p ⊂ T⊥p M ise D′′p ⊂ D⊥p
dir.

�spat

Xp ∈ D⊥p olsun. O zaman ḠXp = QXp ∈ TpM
⊥ olur ve ḠDp ⊂ TpM

⊥ bulunur.

Benzer ³ekilde H̄Xp = QJ̄Xp ∈ TpM⊥ olup H̄D⊥p ⊂ T⊥p M dir. Böylece (i)'nin ispat�

tamamlan�r.

D′′p ⊂ sp{Ū , V̄ }⊥ herhangi bir da§�l�m ve ḠD′′p , H̄D′′p ⊂ TpM
⊥ olsun. Key� bir X ′′p ∈

Γ(D′′p) vektör alan� için ḠX ′′p ∈ TpM⊥ olur. O halde PX ′′p = 0 ve böylece X ′′p ∈ Γ(D⊥p )

dir. Sonuç olarak D′′p ⊂ D⊥p bulunur. Benzer a³amalar takip edilerek H için de ayn�

sonuç elde edilir.

D ⊕ D⊥ ⊕ sp{Ū , V̄ } nin TM deki ortogonal tümleyeni D̃ olmak üzere bir normal

kompleks kontakt metrik manifoldun hemen hemen yar�-invaryant altmanifold tan�m�

³u ³ekildedir:
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7.5. Tan�m

Bir M̄ normal kompleks kontakt metrik manifoldunun bir altmanifoldu M olsun.

E§er TM = D ⊕ D⊥ ⊕ D̃ ⊕ sp{Ū , V̄ } biçiminde yaz�labiliyorsa M 'ye bir kompleks

hemen hemen yar�-invaryant altmanifold denir. Buradaki D̃ da§�l�m� invaryant veya

anti-invaryant de§ildir.

boyCD = q, boyCD⊥ = p, boyCD̃ = s olsun. Yani boyCTM = q + p + s + 1 dir. Bu

durumda reel Sasakian manifoldlara [4] benzer ³ekilde a³a§�daki s�n��and�rma

verilebilir.

7.6. Tan�m

M̄ bir normal kompleks kontakt metrik manifold ve M̄ nin bir hemen hemen yar�-

invaryant altmanifoldu M olsun. E§er

1. s = 0, q 6= 0, p 6= 0 ise M 'ye yar�-invaryant altmanifold

2. p = s = 0, q 6= 0 ise M 'ye invaryant altmanifold

3. q = s = 0, p 6= 0 ise M 'ye anti-invaryant altmanifold

4. p = 0, q 6= 0, s 6= 0 ise M 'ye hemen hemen invaryant altmanifold

5. q = 0, p 6= 0, s 6= 0 ise M 'ye hemen hemen anti-invaryant altmanifold

6. q = p = 0, s 6= 0 ise M 'ye pseudo-invaryant altmanifold

ad� verilir.

Reel Sasakian manifoldlar için birinci s�n�f Bejancu ve Papaghiuc [3], ikinci ve üçüncü

s�n�f Kon ve Yano [41,71] taraf�ndan çal�³�lm�³t�r. Bu bölümde normal kompleks kontakt

metrik manifoldlar için birinci s�n�f çal�³�lacakt�r.

7.2. Normal .Kompleks .Kontakt .Metrik Manifoldlar�n Yar�-�nvaryant
...Altmanifoldlar�

7.2.1. Giri³

Sasakian manifoldlar�n yar�-invaryant altmanifoldlar� Yano ve Kon [72] taraf�ndan

kontakt CR-altmanifoldlar ad� alt�nda çal�³�lm�³t�r. Yano ve Kon çal�³malar�nda

kontakt yap�n�n vektör alan� ξ nin D veya D⊥ da§�l�mlar�n�n ikisinin de eleman�

olabilece§ini göstermi³ ve her sonucu bu iki durum için ayr�ca belirtmi³lerdir. Yani

TM = D ⊕D⊥ alm�³t�r. Bejancu ve Papaguic [4] ise çal�³malar�nda

TM = sp{ξ} ⊕ sp{ξ}⊥ = sp{ξ} ⊕ D ⊕D⊥
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olarak alm�³t�r. Kentaro ve Yano'nun çal�³malar�nda ξ vektör alan�n�n dü³tü§ü k�s�m

belirli de§ilken Bejancu ve Papaguic'un çal�³amalar�nda belirlenmi³tir.

Bu k�s�mda Bejancu ve Papaguic [3, 4] taraf�ndan yap�lan çal�³malar göz önüne

al�narak, normal kompleks kontakt metrik manifoldlar�n yar�-invaryant

altmanifoldlar� çal�³�lm�³t�r.

Tan�m 7.2'de bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun hemen hemen

yar�-invaryant altmanifoldu tan�mlanm�³t�r. Önerme 7.3 ve Önerme 7.4'de D
da§�l�m�n�n maksimal invaryant da§�l�m, D⊥ da§�l�m�n�n maksimal anti-invaryant

da§�l�m oldu§u gösterilmi³tir. Ayr�ca D̃ da§�l�m�n�n boyutu s�f�r ise altmanifold

yar�-invaryant altmanifold olur. Bu durumda Tan�m 7.6'n�n birinci maddesine denk

olarak bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun yar�-invaryant

altmanifoldunun tan�m� a³a§�da verilecektir.

7.7. Tan�m

(M̄4m+2, Ḡ, H̄, J̄ , Ū , V̄ , ū, v̄, ḡ) bir normal kompleks kontakt metrik manifold, M̄ 'nin

reel boyutu n + 2 olan bir altmanifoldu M ve Ū , V̄ dikey vektör alanlar� M ye te§et

olsun. E§er

1. TM = D ⊕D⊥ ⊕ sp{Ū , V̄ },
2. D da§�l�m� Ḡ ve H̄ ye göre invaryant yani, ḠD = D ve H̄D = D,
3. D⊥ da§�l�m� Ḡ ve H̄ ye göre anti-invaryant yani ḠD⊥ ⊂ TM⊥ ve H̄D⊥ ⊂ TM⊥

ise M ye bir yar�-invaryant altmanifold denir.

Di§er yandan ḠH̄ = J̄ oldu§undan yukar�daki ko³ullar J̄ içinde geçerlidir.

M üzerindeki herhangi bir S vektör demeti için S nin tüm diferensiyellenebilir

kesitlerinin modülü Γ(S) olsun. O zaman φ : TM → D ve ψ : TM → D⊥

projeksiyonlar� olmak üzere her X ∈ Γ(TM) için

X = φX + ψX + ū(X)Ū + v̄(X)V̄ (7.5)

biçiminde yaz�l�r. Burada φX ve ψX s�ras�yla X in te§et ve normal parçalar�d�r. Ayr�ca

J̄X = φJ̄X + ψJ̄X + v̄(X)Ū − ū(X)V̄ (7.6)

dir. Benzer ³ekilde t : TM⊥ → TM ve f : TM⊥ → TM⊥ dönü³ümleri ile her N ∈
Γ(T⊥M) için, tN ve fN s�ras�yla N nin te§et ve normal bile³enleri olmak üzere

N = tN + fN
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yaz�l�r.

Di§er yandan E³. 7.1 ve 7.2'den PX,P J̄X ∈ Γ(D), QX,QJ̄X ∈ Γ(TM⊥) ve E³. 7.3,

E³. 7.4'den BN,BJ̄N ∈ Γ(D⊥) ve CN,CJ̄N ∈ Γ(TM⊥) dir.

7.8.Önerme

Bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun her yar�-invaryant altmanifoldu

üzerinde bir C, f−yap�s� vard�r.

�spat

X ∈ Γ(TM) olsun. QX ∈ Γ(TM⊥) olaca§�ndan ḠQX = BQX + CQX yaz�labilir.

Bu ifadeye Ḡ uygulan�rsa E³. 3.3'den −QX = ḠBQX + ḠCQX bulunur. Böylece

ḠCQX + QX = 0 ve ḠBQX = 0 olur. Di§er yandan E³. 7.3 ve E³. 3.3'den C2N +

N + ḠBN = 0 ve BCN = 0 d�r. Buradan C3N +CN +CḠBN = 0 ve C3N +CN = 0

olaca§�ndan C3 + C = 0 olur.

Ayr�ca P,Q,B,C nin kovaryant türevleri

(∇XP )Y = ∇XPY − P∇XY

(∇XQ)Y = ∇X
⊥QY −Q∇XY

(∇XB)N = ∇XBN −B∇X
⊥N

(∇XC)N = ∇X
⊥CN − C∇X

⊥N

³eklindedir.

M̄ normal kompleks kontakt metrik manifoldunun bir yar�-invaryant altmanifolddu M

olsun. TM⊥ normal tanjant uzay�

TM⊥ = ḠD⊥ ⊕ H̄D⊥ ⊕ J̄D⊥ ⊕ ϑ (7.7)

³eklinde bir ayr�³�m (decomposition) olarak yaz�labilir. Böylece anti-invaryant da§�l�m�n

Ḡ ve H̄ tensör alanlar� alt�ndaki görüntüleri belirlenmi³ olur. �imdi da§�l�mlar�n daha

aç�k ifade edilebilmesi ad�na bazlar incelenecektir.

(M̄4m+2, Ḡ, H̄, J̄ , Ū , V̄ , ū, v̄, ḡ) nin bir ortonormal baz� {e1, e2, ..., em, Ḡe1, Ḡe2, ..., Ḡem

, H̄e1, H̄e2, ..., H̄em, J̄e1, J̄e2, ..., J̄em, Ū , V̄ } ve bu ortonormal baz sisteminin

e1, e2, ..., en M ye te§et olacak ³ekilde bir k�s�tlamas� {e1, e2, ..., en} olsun. Bu

durumda en+1 = Ū , en+2 = V̄ olmak üzere {e1, e2, ..., en, en+1, en+2} kümesi M nin bir

ortonormal baz� olacakt�r. Böylece D⊥ in bir baz� {e1, e2, ..., ep} ve D nin bir baz�
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{ep+1, ep+2, ..., en} biçiminde al�nabilir. Ayr�ca TM⊥ in bir baz� {en+3, ..., e4m+2}
olarak belirlenir. Buradan {en+3, ..., en+2+3p} kümesi ḠD⊥ ⊕ H̄D⊥ ⊕ J̄D⊥ in ve

{en+3+3p, en+4+3p, ..., e4m+2} kümesi ise ϑ n�n bir baz�d�r. Yar�-invaryant altmanifoldun

tan�m�ndan en+3 = Ḡe1, en+4 = Ḡe2 , ..., en+2+p = Ḡep, en+3+p = H̄e1, en+4+p =

H̄e2 , ..., en+2+2p = H̄ep, en+3+2p = J̄e1, en+4+2p = J̄e2 , ..., en+2+3p = J̄ep olarak

al�nabilir. Böylece

D = sp{e p+1
4
, e p+5

4
, ..., en−3

4
, Ḡe p+1

4
, Ḡe p+5

4
, ..., Ḡen−3

4
, H̄e p+1

4
, H̄e p+5

4
, ..., H̄en−3

4
,

J̄e p+1
4
, J̄e p+5

4
, ..., J̄en−3

4
},

D⊥ = sp{e1, e2, ..., ep},
ḠD⊥ ⊕ H̄D⊥ ⊕ J̄D⊥ = sp{Ḡe1, Ḡe2, ..., Ḡep, H̄e1, H̄e2, ..., H̄ep, J̄e1, J̄e2, ..., J̄ep},
ϑ = sp{en+3p+3

4
, en+3p+4

4
, ..., e 4m+2

4
, Ḡen+3p+3

4
, Ḡen+3p+4

4
, ..., Ḡe 4m+2

4
, H̄en+3p+3

4
, H̄en+3p+4

4
,

..., H̄e 4m+2
4
, J̄en+3p+3

4
, J̄en+3p+4

4
, ..., J̄e 4m+2

4
}

dir.

7.2.2. Gauss ve Weingarten denklemleri

Smyth [47, 58] 1967'de kompleks hiperyüzeylerin diferensiyel geometrisini çal�³m�³ ve

bir kompleks hiperyüzey için Gaus ve Weingarten denklemlerini vermi³tir. Benzer

dü³ünce ile bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun altmanifoldu için Gauss

ve Weingarten denklemleri bu bölümde verilecektir.

(M̄4m+2, Ḡ, H̄, J̄ , Ū , V̄ , ū, v̄, ḡ) bir normal kompleks kontakt metrik manifold ve M̄ nin

(n + 2)−boyutlu bir yar�-invaryant altmanifoldu M olsun. M ye te§et key� X, Y

vektör alanlar� için Gauss denklemi

∇̄XY = ∇XY + h(X, Y ) (7.8)

biçimindedir. Burada h(X, Y ) ikinci temel formu ifade etmektedir ve

h(X, Y ) =
4m−n∑
α=1

(hα(X, Y )Nα + kα(X, Y )J̄Nα) (7.9)

³eklinde tan�mlan�r. Di§er yandan Weingarten denklemleri

∇̄XN = −ANX +∇⊥XN (7.10)

∇̄X J̄N = −AJ̄NX +∇⊥X J̄N (7.11)

olarak verilir.
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Burada AN and AJ̄N s�ras�yla N ve J̄N n�n ³ekil operatörleridir. sα(x), tα(X) ve

s̃α(x), t̃α(X) katsay�lar� için

∇⊥XN =
4m−n∑
α=1

{sα(x)Nα + tα(X)J̄Nα}

∇⊥X J̄N =
4m−n∑
α=1

{s̃α(x)Nα + t̃α(X)J̄Nα}

olarak verilir.

Bu gösterimde ∇̄,∇ ve ∇⊥ s�ras�yla M̄ , M ve TM⊥ deki Riemann, indirgenmi³

Riemannian ve indirgenmi³ normal koneksiyonu göstermektedir.

Sonuç

Her X, Y ∈ Γ(TM) , N ∈ Γ(T⊥M) için

ḡ(h(X, Y ), N) = ḡ(ANX, Y ) ve ḡ(h(X, Y ), J̄N) = ḡ(AJ̄NX, Y )

dir.

�spat

Gauss ve Weingarten denklemlerinden

ḡ(ANX, Y ) = ḡ(∇⊥XN − ∇̄XN, Y )

= −ḡ(∇̄XN, Y )

= ḡ(∇̄XY,N)

= ḡ(∇XY + h(X, Y ), N)

= ḡ(h(X, Y ), N)

dir. Benzer ³ekilde ḡ(h(X, Y ), J̄N) = ḡ(AJ̄NX, Y ) oldu§u gösterilir.

7.9. Tan�m

M̄ bir normal kompleks kontakt metrik manifold ve M̄ nin yar�-invaryant altmanifoldu

M olsun.M nin ikinci temel formu h n�n izi � z(h) olmak üzereM nin ortalama e§rili§i
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µ =
1

4m+ 2
� z(h)

olarak tan�mlan�r.

E§er µ = 0 ise M ye minimal, h = 0 ise M ye bir total jeodezik altmanifold denir.

Her X ∈ Γ(TM) için e§er ∇⊥XN = 0 ise N ye paraleldir denir. h ve A n�n kovaryant

türevleri

(∇Xh)(Y, Z) = ∇⊥X(h(Y, Z))− h(∇XY, Z)− h(Y,∇XZ)

(∇XA)NY = ∇X(ANY )− A∇⊥XNY − AN∇XY

biçimindedir. E§er her X ∈ Γ(TM) için ∇Xh = 0 ise h ya paraleldir denir. Ayr�ca

bu durum ∇XA = 0 olmas�na denktir. Her X, Y ∈ Γ(TM) için h(X, Y ) = ḡ(X, Y )µ

ise M ye total umbilik altmanifold denir. E³. 7.3, E³. 7.4 ve E³. 7.9'den yararlan�larak

do§rudan hesaplama ile

Ḡh(X, Y ) = Bh(X, Y ) + Ch(X, Y )

H̄h(X, Y ) = BJ̄h(X, Y ) + CJ̄h(X, Y )

J̄h(X, Y ) = BJ̄Ch(X, Y ) +QJ̄Bh(X, Y ) + CJ̄B

J̄N = BJ̄CN +QJ̄CN + CJ̄CN

olarak elde edilir.

7.2.3. Bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun yar�-invaryant

..altmanifoldlar� üzerine sonuçlar

Bu bölümde Gauss ve Weingarten denklemlerinden yararlan�larak Ḡ ve H̄ n�n

kovaryant türevlerinin te§et ve normal bile³enleri hesaplanm�³t�r. Ayr�ca

yar�-invaryant altmanifold üzerinde baz� sonuçlar verilmi³tir.

7.10. Lemma

M̄ normal kompleks kontakt metrik manifoldunun bir yar�-invaryant altmanifoldu M

olsun. Her X, Y ∈ Γ(TM) için

φ∇XPY − φAQYX = P∇XY − ū(Y )φX + σ̄(X)P J̄Y (7.12)

− 2v̄(X)φJ̄Y − v̄(Y )φJ̄X + 2v̄(X)φJ̄Y0

− v̄(X)(φ∇Ū J̄PY0 − J̄φ∇ŪPY0

− φAJ̄QY0Ū + J̄φAQY0Ū),
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ψ∇XPY − ψAQYX = Bh(X, Y ) + σ̄(X)QJ̄Y − 2v̄(X)ψJ̄Y (7.13)

− ū(Y )ψX − v̄(Y )ψJ̄X + v̄(X)ψJ̄Y0

− v̄(X)(ψ∇Ū J̄PY0 − J̄ψ∇ŪPY0

− ψAJ̄QY0Ū + J̄ψAQY0Ū −BJ̄Ch(Ū , PY0)),

ū(∇XPY − AQYX) = ḡ(φX, φY ) + ḡ(ψX,ψY ) (7.14)

+ (dσ̄(Ū , V̄ )− 2)v̄(X)v̄(Y )− v̄(X)(ū(∇Ū J̄PY0

− AJ̄QY0Ū) + v̄(AQY0Ū −∇ŪPY0)),

v̄(∇XPY − AQYX) = ḡ(φJ̄X, φY ) + ḡ(ψJ̄X, ψY ) (7.15)

− (dσ̄(Ū , V̄ )− 2)v̄(X)ū(Y )− v̄(X)(v̄(∇Ū J̄PY0

− AJ̄QY0Ū) + ū(∇ŪPY0 + AQY0Ū),

h(X,PY )− Ch(X, Y ) +Q∇XY = −∇⊥XQY − v̄(X)(h(Ū , J̄PY0) (7.16)

−QJ̄Bh(Ū , PY0)− CJ̄Ch(Ū , PY0)

+∇⊥Ū J̄QY0 − J̄∇⊥QY0Ū
)

d�r.

�spat

M̄ normal kompleks kontakt metrik manifoldunun bir yar�-invaryant altmanifoldu M

olsun. Her X, Y ∈ Γ(TM) için E³. 4.3'den

(∇̄XḠ)Y = σ̄(X)P J̄Y − 2v̄(X)φJ̄Y − ū(Y )φX − v̄(Y )φJ̄X + 2v̄(X)φJ̄Y0 (7.17)

− v̄(X)(∇̄Ū J̄)PY0 + σ̄(X)QJ̄Y − 2v̄(X)ψJ̄Y − ū(Y )ψX − v̄(Y )ψJ̄X

+ v̄(X)ψJ̄Y0 − v̄(X)(∇̄Ū J̄)QY0 + {−2v̄(X)v̄(Y )− v̄(Y )v̄(X)− ū(Y )ū(X)

+ ḡ(X, Y ) + dσ̄(Ū , V̄ )v̄(X)v̄(Y )}Ū + {2v̄(X)ū(Y ) + v̄(Y )ū(X)− ū(Y )v̄(X)

+ ḡ(J̄X, Y )− dσ̄(Ū , V̄ )v̄(X)ū(Y )}V̄

dir. Di§er yandan E³. 7.5 ve E³. 7.6'dan

ḡ(X, Y ) = ḡ(φX, φY ) + ḡ(ψX,ψY ) + ū(X)ū(Y ) + v̄(X)v̄(Y ) (7.18)

ve

ḡ(J̄X, Y ) = ḡ(φJ̄X, φY ) + ḡ(ψJ̄X, ψY ) + v̄(X)ū(Y )− ū(X)v̄(Y ) (7.19)

elde edilir.
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Ayr�ca E³. 7.5, E³. 7.6, E³. 7.8 ve E³. 7.10'dan

(∇̄Ū J̄)PY0 = φ∇ŪφJ̄PY0 − J̄φ∇ŪPY0 −BJ̄Ch(Ū , PY0) + ψ(∇Ū J̄PY0) (7.20)

− J̄ψ∇ŪPY0 + h(Ū , J̄PY0)−QJ̄Bh(Ū , PY0)− CJ̄Ch(Ū , PY0)

+ [ū(∇Ū J̄PY0)− v̄(∇Ū P̄ Y0)]Ū + [v̄(∇Ū J̄PY0) + ū(∇ŪPY0)]V̄

ve

(∇̄Ū J̄)QY0 = −φAJ̄QY0Ū + J̄φAQY0Ū − ψAJ̄QY0Ū + J̄ψAQY0Ū (7.21)

+∇⊥Ū J̄QY0 − J̄∇⊥ŪQY0 − [ū(AJ̄QY0Ū)− v̄(AQY0Ū)]Ū

− [v̄(AJ̄QY0Ū) + ū(AQY0Ū)]V̄

elde edilir. Di§er taraftan

(∇̄XḠ)Y = ∇̄XḠY − Ḡ∇XY

olup E³. 7.8 ve E³. 7.10'den

(∇XḠ)Y = φ∇XPY − φAQYX − P∇XY −Bh(X, Y ) (7.22)

+ ψ∇XPY − ψAQYX + h(X,PY )−Q∇XY +∇⊥XQY
− Ch(X, Y ) + (ū(∇XPY )− ū(AQYX))Ū + (v̄(∇XPY )− v̄(AQYX))V̄

olur. E³. 7.17 - E³. 7.22 göz önüne al�n�p te§et ve normal parçalar�n e³itli§i kullan�larak

E³. 7.12, E³. 7.13, E³. 7.14, E³. 7.15 ve E³. 7.16 elde edilir.

Yukar�daki ispata benzer a³amalar takip edilerek ve E³. 4.4, E³. 7.8 ve E³. 7.11

e³itliklerinden a³a§�daki lemma elde edilir.

7.11. Lemma

M̄ normal kompleks kontakt metrik manifoldunun bir yar�-invaryant altmanifoldu M

olsun. Her X, Y ∈ Γ(TM) için

φ∇XP J̄Y − φAQJ̄YX = P J̄∇XY − σ̄(X)PY + 2ū(X)φJ̄Y

+ ū(Y )φJ̄X − v̄(Y )φX − 2ū(X)φJ̄Y0

− ū(X)(φ∇Ū J̄PY0 − J̄φ∇ŪPY0 − φAJ̄QY0Ū
+ J̄φAQY0Ū),
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ψ∇XP J̄Y − ψAQJ̄YX = BJ̄h(X, Y )− σ(X)QY + 2ū(X)ψJ̄

+ ū(Y )ψJ̄X − v̄(Y )ψX − 2ū(X)ψJ̄Y0

− ū(X)(ψ∇Ū J̄PY0 − J̄ψ∇ŪPY0

− ψAJ̄QY0Ū + J̄ψAQY0Ū −BJ̄Ch(Ū , PY0)),

ū(∇XP J̄Y − AQJ̄YX) = −ḡ(φJ̄X, φY )− ḡ(ψJ̄X, ψY )

− (dσ(Ū , V̄ )− 2)v̄(X)v̄(Y ) + ū(X)(−ū(∇Ū J̄PY0

− AJ̄QY0Ū) + v̄(∇ŪPY0 + AQY0Ū),

v̄(∇XP J̄Y − AQJ̄YX) = ḡ(φX, φY ) + ḡ(ψX,ψY )

+ (dσ(Ū , V̄ )− 2)ū(X)ū(Y )− ū(X)(ū(∇ŪPY0

+ AQY0Ū) + v̄(∇Ū J̄PY0 − AJ̄QY0Ū),

h(X,P J̄Y )− CJ̄h(X, Y )−QJ̄∇XY = −∇⊥XQJ̄Y − ū(x)(h(Ū , J̄PY0)

−QJ̄Bh(Ū , PY0)− CJ̄Ch(Ū , PY0)

+∇⊥Ū J̄QY0 − J̄∇⊥QY0Ū
)

d�r.

7.12. Lemma

M̄ normal kompleks kontakt metrik manifoldunun bir yar�-invaryant altmanifoldu M

olsun. Her X, Y ∈ Γ(TM) için

φ∇XBN − φACNX − PANX = v̄(X)(φAJ̄BN Ū + φJ̄∇UBN

− φAJ̄CN Ū − φJ̄ACN Ū),

ψ∇XBN − ψACNX −B∇⊥XN = σ̄(X)BJ̄N + v̄(X)(ψAJ̄BN Ū

+ ψJ̄∇ŪBN +BJ̄Ch(Ū , BN) + ψAJ̄CN Ū

− ψJ̄ACN Ū +BJ̄C∇⊥UCN),

ū(∇XBN − ACNX) = v̄(X)[ū(AJ̄BN Ū + AJ̄CN Ū)

+ v̄(∇āUBN + ACN Ū)

v̄(∇XBN − ACNX) = v̄(X)[−ū(∇UBN − ACN Ū)

+ v̄(AJ̄BN Ū + AJ̄CN Ū)],

h(X,BN) +∇⊥XCN −QANX = C∇⊥XN + σ̄(X)CJ̄N − v̄(X)[∇⊥ŪBJ̄N
+−QJ̄Bh(Ū , BN)∇⊥Ū J̄CN −QJ̄C∇

⊥
ŪCN

− CJ̄C∇⊥ŪCN ]

d�r.
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�spat

X ∈ Γ(TM) ve N ∈ Γ(T⊥M) olsun. E³. 4.3 ve E³. 7.3'den

(∇̄XḠ)N = σ̄(X)BJ̄N + σ̄(X)CJ̄N − v̄(X)(∇̄U J̄)BN − v̄(X)(∇̄U J̄)CN (7.23)

olur. Di§er yandan E³. 7.8, E³. 7.10 ve E³. 7.11'den

(∇̄Ū J̄)BN = ∇̄Ū J̄BN − J̄(∇̄ŪBN) (7.24)

= −φAJ̄BN Ū − φJ̄∇ŪBN − ψAJ̄BN Ū − ψJ̄∇ŪBN −BJ̄Ch( ¯U,BN)

− [ū(AJ̄BN Ū) + v̄(∇ŪBN)]Ū − [v̄(AJ̄BN Ū)− ū(∇ŪBN)]V̄

+∇⊥Ū J̄BN −QJ̄Bh(Ū , BN)− CJ̄Ch(Ū , BN)

ve

(∇̄Ū J̄)CN = ∇̄Ū J̄CN − J̄(∇̄ŪCN) (7.25)

= −φAJ̄CN Ū + φJ̄ACN Ū − ψAJ̄CN Ū + ψJ̄ACN Ū −BJ̄C∇⊥ŪCN
− (ū(AJ̄CN Ū) + v̄(ACN Ū))Ū − (v̄(AJ̄CN Ū)− ū(ACN Ū))V̄ +∇⊥Ū J̄CN
−QJ̄C∇⊥ŪCN − CJ̄C∇

⊥
ŪCN

elde edilir. E³. 7.3, E³. 7.4, E³. 7.8 ve E³. 7.10'den

(∇̄XḠ)N = −σ̄(X)BJ̄N + v̄(X)(φAJ̄BN Ū + φJ̄∇ŪBN + φAJ̄CN Ū (7.26)

− φJ̄ACN Ū) + v̄(X)(ψAJ̄BN Ū + ψJ̄∇ŪBN + ψAJ̄CN Ū

− ψJ̄ACN Ū +BJ̄Ch(Ū , BN) +BJ̄C∇⊥ŪCN) + v̄(X)[(ū(AJ̄BN Ū)

+ v̄(∇ŪBN) + ū(AJ̄CN Ū) + v̄(ACN Ū))Ū + (v̄(AJ̄BN Ū)

− ū(∇ŪBN) + v̄(AJ̄CN Ū)− ū(ACN Ū))V̄ ]− v̄(X)[∇⊥ŪBJ̄N
−QJ̄Bh(Ū , BN) +∇⊥Ū J̄CN −QJ̄C∇

⊥
ŪCN − CJ̄C∇

⊥
ŪCN ] + σ̄(X)CJ̄N

olur. Böylece E³. 7.23 ve E³. 7.26'den te§et ve normal parçalar birbilerine e³itlenirse

ispat tamamlan�r.

Yukar�daki ispata benzer ad�mlar izelenerek a³a§�daki lemma elde edilir.

7.13. Lemma

M̄ normal kompleks kontakt metrik manifoldunun bir yar�-invaryant altmanifoldu M
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olsun. Her X, Y ∈ Γ(TM) için

φ∇XBJ̄N − φACJ̄NX + PANX = ū(X)(−φAJ̄BN Ū − φJ̄∇U

− φAJ̄CN Ū + φJ̄ACN Ū)

ψ∇XBJ̄N − ψACJ̄NX −BJ̄∇⊥XN = σ̄(X)BN + ū(X)(−ψAJ̄BN Ū
− ψJ̄∇ŪBN −BJ̄Ch(Ū , BN)− ψAJ̄CN Ū
+ ψJ̄ACN Ū −BJ̄C∇⊥UCN)

ū(∇XBJ̄N − ACJ̄NX) = −ū(X)[ū(AJ̄BN Ū + ACJ̄N Ū)

+ v̄(∇UBN + ACN Ū)]

v̄(∇XBJ̄N − ACJ̄NX) = −ū(X)[−ū(∇UBN + ACN Ū)

+ v̄(AJ̄BN Ū + AJ̄CN Ū)]

h(X,BJ̄N) +∇⊥XCJ̄N −QANX = CJ̄∇⊥XN + σ̄(X)CN + ū(X)[∇⊥ŪBJ̄N
−QJ̄Bh(Ū , BN)− CJ̄Ch(Ū , BN) +∇⊥Ū J̄CN
−QJ̄C∇⊥ŪCN − CJ̄C∇

⊥
ŪCN ]

d�r.

Ū ve V̄ vektör alanlar�n�n herhangi bir X vektör alan� yönündeki kovaryant türevleri

gözönüne al�n�p te§et ve normal bile³enlere ayr�l�rsa a³a§�daki sonuçlar elde edilir.

7.14. Lemma

M̄ normal kompleks kontakt metrik manifoldunun bir yar�-invaryant altmanifoldu M

olsun. M üzerindeki herhangi bir X vektör alan� için

∇XŪ = −PX + σ̄(X)V̄ , h(X, Ū) = −QX,
∇X V̄ = −P J̄X − σ̄(X)Ū , h(X, V̄ ) = −QJ̄X

dir.

Buradan a³a§�daki sonuç verilir.

Sonuç

M̄ normal kompleks kontakt metrik manifoldunun bir yar�-invaryant altmanifoldu M

olsun. Her X ∈ Γ(D) için
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h(X, Ū) = h(X, V̄ ) = 0 (7.27)

∇XŪ = −PX + σ̄(X)V̄ , ∇X V̄ = −P J̄X − σ̄(X)Ū (7.28)

ve her X ∈ Γ(D⊥) için

h(X, Ū) = −QX, h(X, V̄ ) = −QJ̄X (7.29)

∇XŪ = σ̄(X)V̄ , ∇X V̄ = −σ̄(X)Ū (7.30)

dir.

Sonuç

M̄ normal kompleks kontakt metrik manifoldunun bir yar�-invaryant altmanifoldu M

olsun. O zaman

h(Ū , Ū) = h(V̄ , V̄ ) = h(Ū , V̄ ) = 0

∇Ū Ū = σ̄(Ū)V̄ , ∇V̄ Ū = σ̄(V̄ )V̄ , ∇Ū V̄ = −σ̄(Ū)Ū , ∇V̄ V̄ = −σ̄(V̄ )Ū

dir.

7.2.4. Normal kompleks kontakt metrik manifoldlar�n yar�-invaryant

..altmanifoldlar� üzerindeki da§�l�mlar�n integrallenebirli§i

Bir kompleks kontakt metrik manifoldun kontakt da§�l�m� H n�n, integrallenemeyen bir

da§�l�m oldu§u bilinmektedir. Bu bölümdeD,D⊥,D⊕D⊥,D⊕sp{Ū , V̄ },D⊥⊕sp{Ū , V̄ }
da§�l�mlar�n�n integrallenebilirli§i incelenecektir.

7.15. Lemma

M bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun yar�-invaryant altmanifoldu olsun.

O zaman her X, Y ∈ Γ(D⊥) , Z ∈ sp{Ū , V̄ }⊥ için

ḡ(AḠXY, Z) = ḡ(AḠYX,Z) (7.31)

ḡ(AH̄XY, Z) = ḡ(AH̄YX,Z) (7.32)

ḡ(AJ̄XY, Z) = ḡ(AJ̄YX,Z) (7.33)

dir.
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�spat

X, Y ∈ Γ(D⊥) ve Z ∈ Γ(TM) olsun. Bu durumda ḠX = QX ∈ TM⊥ dir ve

∇̄Y ḠX = −AḠXY +∇⊥Y ḠX (7.34)

olur. Ayr�ca

∇̄YZ = ∇YZ + h(Y, Z)

olup buradan

ḡ(∇̄YZ, ḠX) = ḡ(h(Y, Z), ḠX) (7.35)

dir. ḠX ∈ TM⊥ oldu§undan ḡ(∇̄YZ, ḠX) + ḡ(Z, ∇̄Y ḠX) = 0 ve E³. 7.34'den

ḡ(AḠXY, Z) = ḡ(h(Y, Z), ḠX) (7.36)

bulunur. Di§er yandan h simetrik oldu§u için E³. 7.34'den

ḡ(AḠXY, Z) = −ḡ(Ḡ∇̄ZY,X)

= ḡ((∇̄ZḠ)Y,X)− ḡ(∇̄ZḠY,X)

olur. E³. 3.6 ve E³. 3.11'den

ḡ((∇̄ZḠ)Y,X) = ḡ(dσ(Y,X)V̄ , Z) (7.37)

ve böylece

ḡ(AḠXY, Z) = ḡ(dσ(Y,X)V̄ , Z)− ḡ(∇̄ZḠY,X)

dir.Ayr�ca ḡ(ḠY,X) = 0 oldu§undan ve E³. 7.8'den

ḡ(AḠXY, Z) = ḡ(dσ(Y,X)V̄ , Z) + ḡ(∇̄ZX, ḠY )

= ḡ(dσ(Y,X)V̄ , Z) + ḡ(∇ZX + h(Z,X), ḠY )

= ḡ(dσ(Y,X)V̄ , Z) + ḡ(h(Z,X), ḠY )

bulunur.



109

Nihayet E³. 7.37'den

ḡ(AḠXY, Z) = ḡ(dσ(Y,X)V̄ , Z) + ḡ(AḠYX,Z)

olarak bulunur. E§er Z ∈ sp{Ū , V̄ }⊥ ise E³. 7.31 elde edilir. Benzer ad�mlar izlenerek

E³. 7.32 ve E³. 7.33 gösterilir.

7.16. Lemma

M bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun yar�-invaryant altmanifoldu olsun.

Bu durumda her X, Y ∈ Γ(D⊥) için [X, Y ] ∈ Γ(D ⊕D⊥) dir.

�spat

X, Y ∈ Γ(D⊥) olsun. O zaman

ḡ([X, Y ], Ū) = ḡ(∇̄XY − ∇̄YX, Ū)

= −ḡ(∇̄XŪ , Y ) + ḡ(∇̄Y Ū ,X)

dir. Böylece E³. 7.14'den ḡ([X, Y ], Ū) = 0 bulunur. Ayr�ca ḡ([X, Y ], V̄ ) = 0 oldu§u

benzer biçimde gösterilir. O halde [X, Y ] ∈ Γ(D ⊕D⊥) dir.

7.17. Teorem

Bir M̄ normal kompleks kontakt metrik manifoldunun yar�-invaryant altmanifoldu

üzerindeki anti-invaryant da§�l�m involütdür.

�spat

X, Y ∈ Γ(D⊥) olsun. E³. 4.3 e³itli§inden

(∇̄XḠ)Y = σ̄(X)H̄Y + ḡ(X, Y )Ū

olur. Ayr�ca ḠY ∈ T⊥M oldu§undan E³. 7.8, E³. 7.10'den

−AḠYX +∇⊥XḠY − Ḡ∇XY − Ḡh(X, Y ) = σ̄(X)H̄Y + ḡ(X, Y )Ū (7.38)
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dir. X ve Y yer de§i³tirip elde edilen e³itlik E³. 7.38'den ç�kar�l�rsa

−Ḡ[X, Y ] = AḠYX − AḠXY −∇⊥XḠY +∇⊥Y ḠX + σ̄(X)H̄Y − σ̄(Y )H̄X (7.39)

bulunur.

Di§er yandan N ∈ Γ(ϑ) normal kesiti için E³. 4.3 ve E³. 7.10 e³itliklerinden

ḡ(∇⊥Y ḠX,N) = −ḡ(AḠNY,X) (7.40)

olur. X ve Y yer de§i³tirilip elde edilen ifade E³. 7.40'den ç�kar�l�r ve AḠN nin simetrik

oldu§u kullan�l�rsa

ḡ(∇⊥XḠY −∇⊥Y ḠX,N) = 0

e³itli§i elde edilir. Böylece∇⊥XḠY−∇⊥Y ḠX ∈ ḠD
⊥⊕H̄D⊥⊕J̄D⊥ olur. Ayr�ca Z ∈ Γ(D)

için E³. 7.39'dan

ḡ(−Ḡ[X, Y ], ḠZ) = 0

ve böylece

ḡ([X, Y ], Ḡ2Z) = ḡ([X, Y ], Z) = 0

dir. Sonuç olarak [X, Y ] ∈ Γ(D⊥) dir.

7.18. Teorem

M bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun yar�-invaryant altmanifoldu olsun.

D⊥ ⊕ sp{Ū , V̄ } da§�l�m� involütdür.

�spat

X ∈ Γ(D⊥) ve Y ∈ Γ(D) olsun. E³. 3.9'dan

ḡ([X, Ū ], Y ) = ḡ(∇̄ ¯

U

Y,X)

dir. Y = ḠZ olacak biçimde Z ∈ Γ(D) seçilsin. Bu durumda E³. 4.3 ve E³. 7.8'den

ḡ([X,U ], Y ) = ḡ(∇̄ŪḠZ,X) = −ḡ(∇ŪZ, ḠX) = 0
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elde edilir. Böylece [X, Ū ] ∈ Γ(D⊥ ⊕ sp{Ū , V̄ }) olur. Ayn� ad�mlar takip edilerek

[X, V̄ ] ∈ Γ(D⊥ ⊕ sp{Ū , V̄ }) oldu§u gösterilebilir. Nihayet Teorem 7.17 göz önüne

al�narak ispat tamamlan�r.

7.19. Tan�m

M bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun yar�-invaryant altmanifoldu olsun.

E§erM ne invaryant altmanifold (yani her p ∈M için boyD⊥p = 0 ) ne de anti-invaryant

altmanifold (yani her p ∈ M için boyD = 0) ise M ye bir proper (has) yar�-invaryant

altmanifold denir.

E§er manifold kontakt CR-altmanifold ise D da§�l�m�n�n integrallenebilirli§i hakk�nda

keskin ko³ulllar verilebilmektedir, bkz [72]. Ancak yar�-invaryant altmanifoldun

invaryant da§�l�m�n�n integrallenebilirli§i hakk�nda keskin ko³ullar sunabilmek proper

altmanifold kavram� ile mümkün olmaktad�r.

7.20. Teorem

Bir M̄ normal kompleks kontakt metrik manifoldun proper yar�-invaryant altmanifoldu

üzerindeki invaryant da§�l�m involute de§ildir.

�spat

X, Y ∈ Γ(D) için E³. 3.9'dan

ḡ([X, Y ], Ū) = 2ḡ(ḠX, Y ) ve ḡ([X, Y ], V̄ ) = 2ḡ(H̄X, Y )

olur. D nin integrallenebilir oldu§u kabul edilsin. O zaman

ḡ([X, Y ], Ū) = ḡ([X, Y ], V̄ ) = 0 yani ikinci temel form s�f�r olur.

Di§er yandan Y ∈ Γ(D) için ḠX ve H̄X birim vektör olacak ³ekilde s�ras�yla

Y = ḠX ve Y = H̄X seçilirse 2ḡ(ḠX, Y ) = 2ḡ(H̄X, Y ) = 1 olacakt�r. O halde kabul

yanl�³t�r yani, D integrallenebilir de§ildir.

Bu teoremden a³a§�daki sonuç elde edilir.

Sonuç

M bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun proper yar�-invaryant altmanifoldu

olsun. D ⊕D⊥ da§�l�m� involüte olamaz.
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D ⊕ sp{Ū , V̄ } da§�l�m�n�n integrallenebilirlik ko³ullar�n�n incelenmesi için a³a§�daki

lemmalar verilecektir.

7.21. Lemma

M bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun yar�-invaryant altmanifoldu olsun.

Bu durumda her X ∈ sp{Ū , V̄ }, Y ∈ Γ(D) ve Z ∈ Γ(D⊥) vektör alanlar� için

ḡ(h(X, Y ), ḠZ) = ḡ(∇XZ, ḠY )

ḡ(h(X, Y ), H̄Z) = ḡ(∇XZ, H̄Y )

ḡ(h(X, Y ), J̄Z) = ḡ(∇XZ, J̄Y )

dir.

�spat

X ∈ sp{Ū , V̄ }, Y ∈ Γ(D) ve Z ∈ Γ(D⊥) olmak üzere N = ḠZ olsun. O zaman E³.

7.35'den

ḡ(h(X, Y ), ḠZ) = ḡ(AḠZX, Y ) = −ḡ((∇̄XḠ)Z − Ḡ∇̄XZ, Y )

dir. Di§er yandan E³. 3.11'den

ḡ(h(X, Y ), ḠZ) = ḡ(∇XZ, ḠY )

bulunur. Ayn� ad�mlar takip edilerek di§er e³itlikler gösterilir.

7.22. Lemma

M bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun yar�-invaryant altmanifoldu olsun.

O zaman [X, Ū ] ve [X, V̄ ] ∈ Γ(D ⊕ sp{Ū , V̄ }) dir.

�spat

E³. 7.8 ve E³. 7.28 göz önüne al�n�rsa her Y ∈ Γ(D⊥) ve X ∈ Γ(D) için

ḡ([X, Ū ], Y ) = ḡ(∇ŪY,X)
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olur. Z ∈ Γ(D) olmak üzere X = ḠZ al�ns�n. Bu durumda E³. 7.35'den

ḡ(∇ŪY,X) = ḡ(h(Ū , Z), ḠY ) = 0

bulunur. Böylece ḡ([X, Ū ], Y ) = 0 olur. Ayn� ad�mlar takip edilerek ḡ([X, V̄ ], Y ) = 0

oldu§u gösterililir ve ispat tamamlan�r.

7.23. Teorem

M bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun yar�-invaryant altmanifoldu olsun.

D ⊕ sp{Ū , V̄ } involüt olmas� için gerek ve yeter ³art

h(X, ḠY ) = h(ḠX, Y ) (7.41)

olmas�d�r.

�spat

X, Y ∈ Γ(D) için E³. 7.16'den

h(X,PY )− Ch(X, Y ) +Q∇XY +∇⊥XQY = 0 (7.42)

dir. h simetrik oldu§undan Y veX in E³. 7.42 de yerde§i³tirmesi ile elde edilen ifade E³.

7.42'den ç�kar�l�rsa h(X,PY ) − h(Y, PX) = Q[X, Y ] bulunur. Bu durumda [X, Y ] ∈
Γ(D ⊕ sp{Ū , V̄ }) olmas� için gerek ve yeter ³art E³. 7.41'in sa§lanmas�d�r. Lemma

7.22'nin gözönüne al�nmas�yla ispat tamamlan�r.

Son olarak total umbilik altmanifold üzerine bir sonuç verilecektir.

7.24. Teorem

M bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun yar�-invaryant altmanifoldu olsun.

E§er M bir total umbilik altmanifold ise M bir invaryant altmanifoldtur.

�spat

M bir total umbilik altmanifold olsun. O zaman ∀Z ∈ Γ(D⊥) için

h(Z, Ū) = ḡ(Z, Ū) = 0



114

dir. Di§er yandan E³. 7.29'den h(Z, Ū) = −QZ = ḠZ olur. Böylece ḠZ = 0 olup

D⊥ = 0 bulunur. O halde M bir invaryant altmanifoldtur.

Sonuç

Bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun total umbilik proper yar�-invaryant

altmanifoldu yoktur.
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8. SONUÇ VE ÖNER�LER

Kompleks kontakt geometri, bünyesinde birçok aç�k problem bar�nd�ran bir alan

olarak geometricilerin ilgisini beklemektedir. Bu alanda yap�lan çal�³malar k�s�tl� olup

özellikle Riemann geometrisi üzerine çal�³malar oldukça az say�dad�r. Bu tez çal�³mas�

ile bu alandaki bo³lu§un doldurulmas�na kat�k�da bulunulmu³ ve içerdi§i birçok

orijinal sonuçla kompleks kontakt geometriyi çal�³mak isteyen geometricilere kaynak

olu³turulmu³tur. Gerek ülkemiz, gerekse dünyadaki di§er geometricilerin bu tez

çal�³mas�ndan yararlanmalar� ve yapacaklar� yeni ara³t�rmalarda kullanmalar�

hede�enmi³tir.

Kompleks kontakt manifoldlar�n Riemann geometrisi üzerine yeni ve orijinal

sonuçlar�n elde edildi§i bu tez çal�³mas� ile normal kompleks kontakt metrik

manifoldlar�n e§rilik özellikleri ve altmanifoldlar� ele al�nm�³t�r. E§rilik özellikleri

üzerine elde edilen sonuçlar ileryen çal�³malarda kullan�lacak ve konunun detayl�

çal�³�lmas�n� sa§layacakt�r. Ayr�ca bir kompleks hemen hemen kontakt manifoldun

normal olmas� ³art� G ve H yap� tensörlerinin kovaryant türevleri cinsinden

verilmi³tir. Bu sonuç altmanifold teorisinin çal�³�lmas�nda oldukça önemlidir. E§rilik

tensörleri üzerine elde edilen sonuçlar kompleks kontakt manifoldlar�n reel kontakt

manifoldlardan önemli bir fark�n� ortaya koymaktad�r. Bunun yan�nda simetri ³artlar�

alt�nda ula³�lan neticeler kompleks kontakt geometrideki simetri çal�³malar�na �³�k

tutmaktad�r.

Kontakt geometrinin önemli bir metrik yap�s� η−Einstein yap�n�n kompleks kontakt

geometri için tan�m� ve özelliklerinin verilmesi daha sonraki çal�³malarda elde edilecek

sonuçlar�n sunulmas�n� kolayla³t�racakt�r. Çal�³man�n en önemli bölümlerinden biri olan

normal kompleks kontakt metrik manifoldlar�n altmanifold teorisi üzerine verilen tan�m

ve sonuçlar di§er altmanifold s�n��ar�n�n çal�³�lmas�na yönelimi sa§layacakt�r.

Bu çal�³mada sunulan sonuçlardan faydalan�larak normal kompleks kontakt metrik

manifoldlar üzerinde di§er e§rilik tensörleri incelenebilir, Ricci e§rili§i üzerine yeni

çal�³malar yap�labilir ve normal kompleks kontakt metrik manifoldlar�n farkl�

s�n��ardaki altmanifoldlar� incelenebilir.
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