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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmig simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmusgtur.

Simgeler Aciklamalar

C>(M,R) M manifoldundan R’ye C* smifindan diferensiyellenebilir
fonksiyonlarin uzay1
Hemen hemen kompleks yapi

n Reel Kontakt form

w Kompleks kontakt form

TM M nin tanjant uzayi

\Y% Levi-Cevita Koneksiyonu

R Riemann egriligi

K Kesitsel egrilik

P Ricci egriligi

T Skalar egrilik

g Riemann metrigi

H Yatay altdemet

\% Dikey altdemet

I'(TM) M manifoldunun C*° vektor alanlari uzay:

TM+ M altmanifoldunun normal altdemeti



1. GIRIS

Diferensiyel geometrinin 6nemli caligma alanlarindan biri de manifoldlar iizerinde
yapilardir. Bu yapilarin baginda tek boyutlu manifoldlar iizerinde tanimlanan kontakt
yapilar gelmektedir. Uzerinde bir kontakt yapi tagsiyan tek boyutlu manifodlar
kontakt manifold olarak adlandirilmaktadir. Kontakt manifoldlarin genel rolativite
teorisinde ve genel olarak teorik fizikte uygulamalari bulunmaktadir. Kholodenko [37]
bu konuyu kitabinda "Teorik fizigin tiim alanlar1 kontakt geometri ve kontakt
topolojinin dili ile yeniden yazlabilir." seklinde belirtmistir. Mekanik, termodinamik
ve elektrodinamikten optige, sivi kristallerin fiziginden kuantum mekanigi ve
kuantum bilgisayarlarina kadar bir ¢ok alanda kontakt geometrinin uygulamalar
bulunmaktadir [37].

Kontakt geometrinin kokeni 1872’de Shopus Lie'nin diferensiyel denklem sistemlerini
calisgirken  bir geometrik ara¢ olarak kontakt doniigiimleri kullanmasina
dayanmaktadir [26]. 1960’ yillarda kontakt manifoldlarin Riemann geometrisi yogun
olarak calgilmigtir. Sasaki |[50] kontakt manifoldlar iizerinde kontakt yapi ile iligkili

metrigi tanimlamigtir.

Kontakt manifoldlar reel ve kompleks kontakt manifoldlar seklinde ikiye ayrilabilir.
Kompleks kontakt manifoldlarin literatiire girmesi reel kontakt manifoldlar ile ayni
tarihlerde olmasina karsin reel kontakt manifoldlar kadar ilgi gérmemigtir. Kompleks
kontakt manifoldlar {izerine ilk c¢aligma 1959 yilhinda Kobayashi [38| tarafindan
yapilmistir. Kobayashi bu calismasinda bir kompleks kontakt manifoldun tanimini
vermig ve kompleks kontakt formun global tanimli olmasi i¢in manifoldun birinci
Chern  smifinin = sifir  olmasinin  gerekli ve yeterli oldugunu gostermistir.
Boothby [14, 15| homojen kompleks kontakt manifoldlar iizerine ¢aligmig ve birinci
Chern sinifi sifirdan farkli olan kompleks kontakt manifoldlar1 karakterize etmistir.
1962’de Lin [45], Sasaki [51] nin yaptigl caligmanin benzerini kompleks kontakt
manifoldlar iizerinde yapmig ve kompleks kontakt yapi ile iligkili metrigi vererek
kompleks hemen hemen kontakt yapiyr incelemistir. J. Wolf 1965'de kompleks
homojen kontakt manifoldlar1 ve kuaterniyon simetrik uzaylari caligmigtir. Blair,
Ishihara ve Ludden [7]| izdiigiiriilebilir hemen hemen kompleks kontakt manifoldlar
incelemiglerdir. Lin tarafindan yapilmis olan ¢aligmadan bagimsiz olarak ve farkli bir
bakig acis1 ile bir kompleks kontakt manifoldun hemen hemen kontakt yapi tasidigi
1978’de Shubiya [57] tarafindan gésterilmigtir.

Kompleks kontakt manifoldlarin normalligi iizerine ilk c¢aligmalar Ishihara-Konishi
tarafindan yapilmigtir. Yazarlar 3-yapilardan yararlanarak kompleks kontakt

manifoldlarin normalligini tanimlamiglardir [31]. Houh [28] normal kompleks kontakt



metrik manifoldlarin egrilik 6zelliklerini vermistir. Ishihara ve Konishi [31-33] 1980’li
yillarin baglarinda yayinladiklar: ¢aligmalarda kompleks kontakt manifoldlar iizerinde
hemen hemen kontakt yapinin varligini tekrar gostermis, kontakt yapi ile iligkili
Hermityan metrigi elde etmis ve kompleks hemen hemen kontakt metrik manifold
tanimini vermistir. Ayrica yazarlar calismalarinda manifoldun normal olmasi icin
gereken kosullar1 ortaya koyarak egrilik ozelliklerini incelemiglerdir. Bu normallik

literatiirde IK-normallik olarak anilmaktadir.

Kompleks kontakt manifoldlarin birinci Chern sinifi Kobayashi tarafindan incelenmig
ve kompleks kontakt formun global tanimlanabilmesi i¢in birinci Chern sinifinin sifir
olmas1 gerektigi gosterilmistir. Diger yandan Ishihara ve Konishi bir IK-normal
kompleks kontakt manifoldun Kéhler-Einstein oldugunu ve birinci Chern sinifinin
pozitif oldugu gostermiglerdir. 1992’de Jayne [36] doktora tez ¢aligmasinda kompleks
kontakt metrik manifoldlar iizerinde yapraklama (foliation) c¢aligmigtir. Yazar bu
caligmasinda kompleks kontakt formu global almig ve kompleks K-kontakt manifold
tanimini vermistir. Foreman [21] 1996’da doktora tez ¢aligmasinda kompleks kontakt
manifoldlar {izerinde baz1 sonuclar elde etmis ve twistor uzaylarini caligmigtir.
Foreman kompleks kontakt manifoldlarin geometrisi {izerinde bir¢cok caligma
yapmigtir  [19, 20, 22-25]. 1998’de Korkmaz [43] kompleks kontakt metrik
manifoldlarin V' dikey diizlemi i¢in R(X,Y)V = 0 kogulunu inceleyerek C"*!x
CP"(16) tizerindeki kompleks kontakt metrik yapiy1 vermistir.

IK-normal manifoldun Ké&hler olmasi kompleks kontakt yapr {izerinde bazi
kisitlamalara yol acmigtir. Bunlardan biri, reeli bir normal kontakt metrik manifold
olan kompleks Heisenberg grubun Ké&hler olmamasindan dolayr IK-normal
olmamasidir. Korkmaz [44] 2000’de bir kompleks hemen hemen kontakt manifoldun
normalligini incelemis ve normallik icin Ishihara ve Konishi’den daha zayif bir kosul
vermigtir. Bu kosula gore kompleks Hesinberg grup bir normal kompleks kontakt
metrik manifold Ornegidir. Ayrica yazar bu caligmasinda normal kompleks kontakt
metrik manifoldlarin egriliklerini incelemis ve G#H-kesitsel egriligi tanimlamigtir.
2002’de Kodama [39] kompleks 3-boyutlu kompleks kontakt manifoldlar1 Legendre
vektor alanlar ile birlikte incelemistir. Yazar calismasinda global kompleks kontakt
form tagiyan ornekler ele almig ve Legendre vektor alanlari ile birlikte sonuclar elde
etmigtir. Korkmaz [43] 2003’deki ¢aligmasinda kompleks kontakt metrik manifoldlarin
nullity kosullarini inceleyerek kompleks (k,p)— uzaylari tamimlamig ve bu uzaylar

iizerine baz1 sonuclar elde etmigtir.

Bir normal kompleks kontakt metrik manifold tizerinde tanimlanan kompleks kontakt
form global tanimli ise bu manifolda kompleks Sasakian manifold adi verilmektedir.
Kompleks Sasakian manifold iizerine ilk caligmalar Foreman tarafindan

yapilmigtir [19].



Fetcu [17, 18] kompleks Sasakian manifoldlar iizerinde harmonik doniigiimleri
incelemis ve uyumlu (adapted) koneksiyonlar izerine ¢aligmigtir. Blair ve Korkmaz |9]
calismalarinda kompleks kontakt metrik manifoldlar iizerindeki holomorfik reel 6zel
dogrultular iizerinde c¢ahgmiglardir. 2006’da Turgut Vanh ve Blair [8, 63] normal
kompleks kontakt metrik manifoldlar icin dikey dagilimlarin enerjileri iizerine
caligmiglardir. 2010’da Blair ve Molina [11] yaptiklar ¢ahigmada bir normal kompleks
kontakt metrik manifoldun konformal diiz (flat) olamayacagini ve ayrica Bochner diiz
olan bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun holomorfik kesitsel egriliginin 4
oldugunu ispatlamiglardir. 2012 de Blair ve Mihai [12] £ < 1 olan (s, u)-uzaymnin bir
kompleks kontakt metrik manifolda lokal homojen oldugunu goéstermislerdir. Ayni
yazarlar normal kompleks kontakt metrik manifodlarin lokal simetri kogullar: iizerine
de galigmiglardir [12]. IK-normal kompleks kontakt metrik manifoldlar iizerine ¢aligma
Imada [30] tarafindan yapilmigtir. Bu ¢alismasinda Imada indirgeme yolu ile kompleks
kontakt metrik manifoldlarin ingasini incelemis ve yeni kompleks kontakt metrik
manifold ornekleri vemistir. Ayrica Imada [29] 2015teki ¢alismasinda hiperkahler
manifoldlarin  kompleks hiperyiizeyleri {izerindeki kompleks kontakt yapiy1
incelemigtir. 2016 yilinda Yildirim [74] kompleks-(k, 1) uzaylar iizerinde Bochner,

konformal ve konharmonik egrilik tensorlerinin sifir olma gartlarini ele almigtir.

Bu tez caligmasinin amaci kompleks kontakt manifoldlarin geometrisine kapsamli bir
giris yaparak bu alanda yeni sonuglar elde etmektir. Bu tez caligmasi1 7 boliimden
olusmaktadir. Tkinci boéliimde tez boyunca kullanilacak olan temel kavramlara ve
ficlincli boliimde kompleks kontakt manifoldlarin geometrisine yer verilmigtir. Tezin
orijinal kisimlar1 olan 4., 5., 6. ve 7. boliimlerde sirasiyla normal kompleks kontakt
metrik manifoldlarin egrilik &zellikleri, 6zel egrilik tensorleri, kompleks n— Einstein
yapist  ve normal kompleks kontakt metrik manifoldlarin  yari-invaryant

altmanifoldlar1 incelenmigtir.






2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu boliimde, tez caligmasi boyunca kullanilacak olan bazi temel kavramlar verilecektir.

2.1. Riemann Manifoldlar:

2.1. Tamim

Diferensiyellenebilir bir manifold M olsun. M iizerindeki C'*° vektor alanlarinin uzayi
['(TM) ve M den R ye C* fonksiyonlarin uzay1 C*°(M, R) olmak iizere

g :T(TM) x T(TM) = C®(M, R)

doniigiimii bilineer, simetrik ve pozitif tanimh ise g ye M {izerinde bir Riemann metrigi

(veya metrik tensor) ve (M, g) ikilisine de bir Riemann manifoldu ad1 verilir [68].

2.2. Tamim

Diferensiyellenebilir bir M manifoldu iizerinde V : I'(TM) x I'(TM) — T'(T'M)
doniigiimi verilsin. Eger her XY, Z € I'(T'M) ve her f,g € C*°(M, R) icin

1. VxovZ =VxZ +VyZ

2. Vx(Y +2Z)=VyY +VyZ

3. VixsgyZ = [VxZ+gVyZ

(Vx/)Y = X[J]Y + VY

ozellikleri saglaniyorsa V ya M manifoldu iizerinde bir lineer koneksiyon denir |68] .

W~

2.3. Tanmim

V bir K cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun. Her X, Y, Z € V' icin

L]: VXV =V
(X,Y) = [X,Y]

doniigtimii

1. 2-lineer

2. Anti-simetrik (VX,Y € V icin [X,Y] = —[Y, X])

3. [ X,V 2N+ Y, [ 2, X+ [Z,[X, Y]] =0

sartlarint saghyorsa [,] doniigiimiine V' {iistiinde bir Lie operatorii (Lie parantez

operatorii) denir [68].



2.4. Teorem

M diferensiyellenebilir bir manifold olsun.

[,]: T(TM) x T(TM) — T(TM)
(X,Y) = [X,Y]

olmak tizere Vf € C*(M, R) i¢in
(X Y](f) = XY(f) - Y X(f)

seklinde tanimlanan [, | operatorii I'(T'M) iizerinde bir Lie operatoriidiir [68].
2.5. Tamm

M bir manifold ve (—a,a) gercel say1 dogrusu iizerinde bir aralik olmak {izere

o:(—a,a) x M - M
(t,p) = ¢ (p)
fonksiyonu verilsin. Eger ¢
1. Her t € (—a,a) sabit degeri i¢in, ¢; (p) = (¢, p) bir diffeomorfizmdir,
2. Her p € M i¢in py(p) = p dir,
3. Herhangi s,t € (—a, a) degerleri i¢in s+t € (—a, a) ise Y51 = ps0p; esitligi saglanir,
kogullarini1 saglayan tiirevlenebilir bir fonksiyon ise ¢ ye M nin 1—parametreli grubu

ad1 verilir. Sadece ilk kosulu saglayan tiirevlenebilir fonksiyonlar ailesine ise manifold

tizerinde bir izotopi denir [49].
2.6. Tamim

M {izerinde bir vektor alan1 X ve X ile gerilmig bir lokal déniisiimlii 1-parametreli grup

¢ olsun. Bir K tensor alaninin X yoniinde Lie tiirevi £x K ile gosterilir ve
Ly = Time [K K),]

x4 = tg%; X (SOt X
olarak tanimlanir [68].

2.7. Teorem



(M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Her X, Y, Z € I'(T'M) ve her f,g € C*(M, R)
icin

L Lx(f) =X(f)

2. LxY = [X,Y]

3. £X9<Y7 Z) = X(Q(Y7 Z)) - g([X7 Y],Z) - g([Xv Z]7Y)

dir [68].

2.8. Tanmim

(M, g) bir Riemann manifoldu ve M fizerinde bir vektdr alan1 X olsun. Lxg = 0 ise X

e Killing vektor alani denir [68].

2.9. Tamim

M bir Riemann manifoldu olsun. M {izerinde verilen her bir diferensiyel p—forma bir
diferensiyel (p + 1)—form karsilik getiren diferensiyel operatore dig tiirev operatorii

denir. Xy, X1, ..., X, € I'(T'M) olmak iizere bir w p—formunun dig tiirevi

1 <& . .
du)(X(], Xl, ceey Xp) = m (—1)’Xi(w(X0, Xl, 7X17Xp>>
=0
1 I N N
+ m Z (—].) +JW([X1‘, Xj],Xg,Xl, ceey Xi7 ceey Xj, ceey Xp>
0<i<j<p

seklinde tanimlanir. Burada """

temsil etmektedir [68].

ile gosterilen vektor alanlari kaldirilan vektor alanini

Ozel olarak bir 1—form w ve 2—form € icin d operatérii
1

dw(X,Y) = S {X(w(Y)) - Y(w(X)) —w(X, Y])}

ve

d0(X,Y, Z) = %{X QY. 2) + Y (2(Z, X)) + Z (2(X, V)
_Q([X7Y]7Z)+Q<[KZ]7X) _Q<[Z7X]7Y>}

olarak elde edilir [68].

2.10. Tamim



M bir manifold M nin tanjant uzayi I'(T'M) ve kotanjant uzay1 ['*(T'M) olmak iizere

T .T*(TM)" x T(TM)* = C®(M,R)
((91,92, ...,HT,Xl,XQ, ...,Xs) — T(91,92, ...,Gr,Xl,XQ, ---7Xs)

doniigiimii (r+s) —C* (M, R) lineer ise T' ye M iizerinde bir (7, s)—tipinde tensor alan

denir. M ftizerinde (r, s)—tipindeki tensorlerin uzayr 7. (M) ile gosterilir.
2.11. Tamim

M manifoldu iizerindeki r—formlarin uzay1 A"(T'M) olmak iizere T' € T (M) tensorii
icin
Alt - Ty (M) — A" (M)

1
T —Alt(T) (v, vay ..., V) = i Z sgnoT (Vo (1), Vo(2)s -+ Vo (k))

oeSk

bi¢iminde tanimh Alt(T") ifadesine T tensoriiniin alterneliyen operatorii denir. Burada

S*ile 1 den k ya tiim permiitasyonlar kiimesi gosterilmektedir [59).
2.12. Tanim

w € AF(M) ve n € A(M) olmak fizere w , k—formu ile 7, [—formunun simetrik garpimi

(k +1)!
o1l

wAn = Alt(w ®n)

bigiminde tanimlanir [59].

Eger w ve n 1-form ise her X,Y € M i¢in
(WAN(X,Y) = w(X)n(Y) —n(X)w(Y)
dir.

2.13. Lemma

w e AF(M),n e AN (M) ve § € A™(M) olmak iizere
L (wW+nA0=wAn+wAb,
2. wA(n+0)=wAn+wAb,



3. awAn=wAan=alwAn),
4. wAn=(-DfpAw

dir [59].
2.14. Tamim

Diferensiyellenebilir bir M manifoldu iizerindeki bir lineer koneksiyon V olsun. Her
X, Y e I'(TM) igin

T :T(TM) x T(TM)xT(TM) — T(TM)
(X,Y) = T(X,Y) =VxY —VyX — [X,Y]

ile tanimh 7" tensor alanina V lineer koneksiyonunun torsiyon tensorii denir [68].
2.15. Tanim

Diferensiyellenebilir bir manifold M ve V da M iizerinde bir lineer koneksiyon olsun.
Her X.Y,Z € I'(T'M) igin

1. VxY — Vy X = [X,Y] (Sifir torsiyon 6zelligi)

2. Xg(Y,Z2)=g(VxY,Z)+ g(Y,VxZ) (Metrik ile bagdagabilme 6zelligi)

sartlar1 saglaniyorsa, V ya M iizerinde Riemann koneksiyonu veya Levi-Civita
koneksiyonu denir [68].

2.16. Tanim

M bir Riemann manifoldu ve M iizerinde bir Riemann koneksiyonu V olsun. Her
XY, Z e I'(TM) igin

R:T(TM) x T(TM) x T(TM) — T(TM)
(X,Y,Z) = R(X,Y, Z)

olmak {izere
R(X,Y,Z) =VxVyZ -VyVxZ - VixyvZ
seklinde tanimlanan (1,3)—tipindeki R tensor alamina M iizerinde Riemann egrilik

tensor alam denir [68].
Ayrica Riemann egrilik tensor alani Riemann-Christofell egrilik tensér alan olarak da
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anilir ve
R(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W)

bi¢iminde de ifade edilir.
2.17. Teorem

M bir Riemann manifoldu ve M nin Riemann egrilik tensor alani R olsun. Bu durumda
her X|Y,Z € T'(T'M) igin

R(X,Y,Z,W)=—-R(Y,X,Z,W)

R(X,Y,Z, W)= —-R(X,Y,W, Z)

R(X,Y,Z,W)=R(Z,W,X,Y)

R(X,Y)Z +R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0 (L.Bianchi Ozelligi)

. (VxR) (Y, Z) + (VyR) (Z,X) + (VzR) (X,Y) = 0 (IL.Bianchi Ozelligi)

dir [68].

A

2.18. Tanmim

M Dbir Riemann manifoldu olsun. Bir p € M noktasindaki TpM tanjant uzayinin

Xp, Yp tanjant vektorleri tarafindan gerilen 2-boyutlu bir altuzay: Il olmak uzere

K (1) = g(R(Xp,Yp)Yp,Xp) 2
g(Xp, Xp)g(Yp,Yp) —g(Xp,YDp)

seklinde tanimlanan K (II) reel sayisina II nin kesitsel egriligi denir |68|.
2.19. Tanim

n—boyutlu bir Riemann manifoldu M nin egrilik tensor alan1 R ve I'(T'M) nin bir

ortonormal bazi {Fy, Fs, ..., E,,} olsun.

Q:T(TM) — I(TM)

X — QX =-) R(E,X)E
=1

seklinde tanimlanan () operatoriine M nin Ricci operatorii,
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p:T(TM)xT(TM) — C*(M)
(X,Y) = p(X,Y)=> g(R(E,X)Y, E)
i=1
seklinde taniml (0, 2)-tipindeki p tensor alanina, M iizerinde Ricci egrilik tensorii adi
verilir [68].
2.20. Tanim

n-boyutlu bir Riemann manifoldu M ve I'(7T'M) nin bir ortonormal baz1 { £y, Es, ..., E, }

olmak iizere M nin skalar egriligi
T= ZIO (Ei7 EZ)
i=1

seklinde tanimlanir [68].
2.2. Einstein Manifoldlar:

Genel rolativitede vakum Einstein alan denklemleri olarak bilinen denklemlerin bir
¢oztimii olan metrik, Albert Einstein (1859-1955) ¢ahigmalar sonrasi onun adi ile
anilmigtir. M bir Riemann manifoldu R;;, M nin Ricci egriligi ve A kozmoloji sabiti

olmak {izere vakum FEistein alan denklemi

1
Rij — 59@‘7’ + Agi] = 0 (21)
dir [6]. Ayrica 7 = g R;; olup Es. 2.1 de yerine yazilirsa

1
R;; — 59id9 Rij + Agij =0

ve g;;g" = boyM = n oldugundan

n n 2
R;; — §Rij +Agiy = 0= R;;(1 - 5) = —Agi; = Rij = _mAgij

A
5 = A sabit oldugundan R;; = Ag;; bulunur.

elde edilir. Diger yandan

2.21. Tamim

(M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Her X, Y € I'(T'M) ve bir A skaleri icin
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p(X, Y) = )‘g(Xv Y)

ise (M, g) ye bir Einstein manifoldu denir [6].

Eger manifoldun boyutu 1 ise 7 = 0 dir. 2 ve 3—boyutlu bir Remann manifoldunun
Einstein olmasi icin gerek ve yeter kosul kesitsel veya skalar egriliginin sabit olmasidir.

Dolayisiyla bu tamim yalmizca boyM > 4 i¢in gegerlidir [6].
2.3. Egrilik Tensorleri

2.22. Tanim

V' bir vektor uzayi ve g pozitif tanimh bir metrik olsun. V' {izerinde

R:V xV —s Hom(V,V)

seklinde tamimh (1,3) tipindeki doniigiim, her X, Y, Z, W € V i¢in
1. R(X,Y) = —R(Y,X)

2. g(R(X,Y) Z,1V) = —g (R(X, Y)W, 2)

3. RIX,)Y)Z+R(Y,Z2) X+ R(Z,X)Y =0 (Bianchi 6zdegligi)

ozelliklerini sagliyorsa bu doniigiime V iizerinde bir egrilik tensorii denir [62].

V' vektor uzayr iizerinde tanmimli tiim egrilik tensorlerinin uzayr R(V) ile
gosterilir. Bir Riemann manifoldu iizerinde tanimlanan egrilik tensorii yukaridaki
tanima uygun bir ornektir. Riemann egrilik tensorii diginda Riemann geometrisinin
onemli egrilik tensorleri projektif, Weyl konformal, konsorkilir, quasi-konformal ve
konharmonik egrilik tensorleridir. Bu boliimde bu tensérlerin tanim ve 6zellikleri

verilecektir.
2.3.1. Projektif egrilik tensorii

2.23. Tanmim

(M, g) ve (M',¢') iki Riemann manifoldu ve f: M — M’ bir diffeomorfizm olsun. M
de bir geodezik v ve M’ de bir geodezik 7' olmak iizere eger f(v), M’ de ve f~(vy), M
de bir geodezik ise f ye bir geodezik koruyan doniigiim ya da projektif doniigiim denir.

M ve M’ manifoldlarina ise ortak geodezikli manifoldlar denir [1].

Bir projektif doniisiim, bir M Riemann manifoldu iizerindeki geodezikleri yine

geodeziklere doniistiiren bir doniigiimdiir. Projektif doniigiimler matematiksel fizikteki
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denklemlerin simetrilerinin ¢ahgilmasinda kullamlir [1]. Projektif geometri projektif
doniigiimler altinda invaryant kalan nicelikleri ve iligkileri inceler [60]. Projektif
doniigiimler altinda invaryant kalan onemli bir tensor projektif egrilik tensoriidiir
(veya Weyl projektif egrilik tensorii) ve bu tensér manifoldlarin  Riemann

geometrisinde 6nemli bir rol oynar.

n > 2 olmak iizere n—boyutlu bir Riemann manifoldu M olsun. Her XY, Z €
[(TM) i¢in M iizerinde projektif egrilik tensorii

P(X.Y)Z = R(X.Y)Z ~ ——[p(Y.Z) X ~ p(X,2)Y]

n —

bigiminde tanimlanir [68].
2.24. Tamim

n—boyutlu bir lineer koneksiyon geodezik dogrulart R™ in diiz dogrularma (straight

lines) doniigtiiriilebiliyorsa bu koneksiyona projektif diizdiir denir [1].
2.25. Teorem

n > 2 olmak iizere n—boyutlu bir Riemann manifoldunun projektif diiz olmasi i¢in

gerek ve yeter sart projektif egrilik tensoriiniin sifir olmasidir.
2.26. Teorem

Projektif diiz bir Riemann manifoldu sabit egriliklidir [1].

O halde projektif egrilik tensorii bir manifoldun sabit egrilikli manifold ile farkin ifade

eder.
2.3.2. Weyl konformal egrilik tensorii

Weyl egrilik tensorii Hermann Weyl (1885-1955) tarafindan tanimlanmig olup bir
uzay-zaman (spacetime) ve daha genel olarak bir Riemann manifoldunun egriligini
olcer. Riemann egrilik tensorii nesnenin hacim degisikleri hakkinda bilgi verirken
Weyl tensorii yalmizca cisme uygulanan gelgit kuvvetinin (tidal force) cismin

seklindeki bozunmalar hakkinda bilgi verir [6].

Riemann egrilik tensoriiniin izi olan Ricci egriligi, gelgit kuvvetinin varliginda
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hacim degigsimleri hakkinda kesin bilgi verir, Weyl tensorii Riemann tensoriiniin izi

olmayan (traceless) bilegenidir.

n > 4 olmak iizere n—boyutlu bir Riemann manifoldunun Weyl egrilik tensorii

WXY)Z = R(XY) 2+ 1)T(n 53 9. 2)X —g(X, 2)Y]
s 92 X)QY — oY, Z)QX + (X, Z)Y — p(¥, 2)X]

bigiminde tanimlanir [68].
2.27. Tamim

M bir manifold ve M iizerinde iki Riemann metrigi g, ¢’ olsun. Buna gore

a) M fiizerinde g = €?/ ¢’ olacak bicimde C* smifindan bir f fonksiyonu varsa g ve ¢’
metrikleri konformal

b) a*¢’ ve g konformal olacak bigimde M'nin bir « diffeomorfizmi varsa g ve ¢
metrikleri konformal denktir

denir. Burada o, « diffeomorfizminin pull-back doniigiimiinii gostermektedir [6].

Konformal denk olan iki metrik icin vektorler arasindaki a¢i aynidir. Gergekten X ve

Y iki vektor alani olmak iizere

gxy) g (X.Y)
VI X)VaVY)  ETGX X) TGV Y)

cos(X,Y) = = cos(e* X, e?'Y)

dir.

Weyl egrilik tensorii konformal doniisiimler altinda invaryant kalmaktadir. Bu nedenle

bu tensore Weyl konformal egrilik tensorii de denilmektedir.
2.28. Tanim

(M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Bir p € M noktasinin bir komgulugu ¢ olmak
iizere (Z/{ et g) diiz olacak bicimde U iizerinde tanimli C* sinifindan bir f fonksiyonu

varsa (M, g) ye konformal diiz denir [6].

2.29. Teorem

n > 4 olmak iizere n—boyutlu bir Riemann manifoldunun konformal diiz olmasi i¢in
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gerek yeter kogul Weyl konformal egrilik tensoriiniin sifir olmasidir [6].
2.30. Teorem

2—boyutlu her Riemann manifoldu konformal diizdiir [6].
2.3.3. Konsorkilir egrilik tensorii

n—boyutlu bir Riemann manifoldu iizerinde birinci egriligi sabit ikinci egriligi sifir
olan egriye bir jeodezik cember adi verilir. Jeodezik ¢cemberleri yine jeodezik gembere
doniigtiiren konformal doniigiimlere konsorkilir doniigiimler, bu doniigiimler iizerine
calisan geometriye konsorkilir geometri adi verilir. Konsorkilir geometri hakkindaki ilk
caligma Kentaro Yano [69] tarafindan 1940’da yapilmigtir. Yano bu caligmasinda
konsorkilir  doniigiimler altinda invaryant kalan konsorkilir egrilik tensoriinii
tamimlamigtir. n > 4 olmak iizere n—boyutlu bir Riemann manifoldunun konsorkilir

egirilik tensorii

T

Z(X,Y)Z:R(X,Y)Z—m

biciminde tanimlanir.
2.31. Teorem

Bir Riemann manifoldunun uygun konsorkilir déniigiimler altinda Oklid uzayma
indirgenebilmesi icin gerek ve yeter sart bu doniigiimler altinda invaryant kalan
konsorkilir egrilik tensoriiniin sifir olmasidir [69].

2.32. Teorem

Sabit egrilikli bir uzay konsérkilir déniigiimler altinda sabit egrilikli bir uzaya doniisiir
|69].

2.33. Teorem

Bir Einstein manifoldu konsorkilir déniigiimler altinda yine Einstein manifoldtur |69].

2.34. Tanim

Konsorkilir egrilik tensorii sifir ise manifolda konsorkilhir diizdiir denir.
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2.3.4. Quasi-konformal egrilik tensorii

Quasi-konformal egrilik tensorii konformal ve konsorkilir egrilik tensorlerinin lineer

birlegimi olarak Yano ve Sawaski [67] tarafindan tarif edilmigtir.

n > 4 olmak iizere n—boyutlu bir Riemann manifoldu M olsun. M nin Weyl konformal
egrilik tensoriit W, konsorkilir egrilik tensorii Z ve pg # 0 olacak bicimde p, g keyfi
sabitleri icin M fizerinde quasi-konformal egrilik tensorii

CXYV)VZ=-n-2 WXV Z+{p+(n-2)¢} Z(X,Y)Z

biciminde tanimlanir. Buradan M iizerinde quasi-konformal egrilik tensorii

C(X,Y)Z = pR(X,Y)Z +qlp(Y,2)X — p(X, Z2)Y + g(Y, Z)QX

— 9(X, 2)QY] = [~ +2q][g (Y Z)X — g(X, 2)Y]

olarak elde edilir.

p=1veq= ﬁ alinirsa C~(X, Y)Z = W(X,Y)Z olur ve Weyl conformal egrilik
tensorii W nun 6zel bir durumu oldugu goriiliir. Bu nedenle C ye "quasi-conformal"

ismi verilmigtir. Eger C =0 ise M'ye quasi-conformal diizdiir denir.
2.3.5. Konharmonik egrilik tensorii

Konharmonik doniigiimler diizgiin fonksiyonlarin harmonik o&zelliklerini koruyan,
konformal doniigiimlerin 6zel bir tipidir. Bu déniigiimler Y. Ishi [35] tarafindan
caligilmigtir. Konharmonik doniigiimler altinda invaryant kalan tensore konharmonik

egrilik tensorii adi verilir.
2.35. Tanim

n > 4 olmak tizere n—boyutlu bir Riemann manifoldunun konharmonik egrilik tensori

KX, Y)Z =R(X,Y)Z — Y, 2)X — p(X,2)Y +g9(Y,2)QX — g(X, Z)QY]

n R
biciminde tanimlanir. Eger I = 0 ise M ye konharmonik diizdiir denir.
2.3.6. Egrilik tensorleri iizerinde iglemler

Egrilik tensorleri iizerinde tanimlanan bazi iglemler yardimi ile manifoldlarin simetri

kosullar1 incelenmektedir.



17

2.36. Tamim

M bir Riemann manifoldu ve M iizerinde (1,3)—tipinde bir tensoér D olsun. Eger D
tensor, Tanim 2.22°’de verilen kogullari saghyorsa D ye genellestirilmig egrilik tensorii
adi verilir. Ayrica X1, Xo, X3, Xy € T'(TM) icin

(Vi D)(Xa, X3) Xy + (Vx, D) (X5, X1) Xy + (Vx, D) (X1, X)Xy = 0

2.Bianchi 6zdesligini saglarsa D ye bir proper genellegtirilmig egrilik tensorii denir [54].

Genellegtirilmis egrilik tensoriiniin C°(M) {izerindeki lineer birlegimi yine bir
genellegtirilmiy egrilik tensériidiir ancak bu, genel durumda proper genellegtirilmis
egrilik tensorleri igin gecerli degildir. Bunun yaninda genellegtirilmis egrilik

tensorlerinin R {izerindeki lineer birlegimi bir genellestirilmis egrilik tensoriidiir.

2.37. Tanim

n > 3 olmak iizere n—boyutlu bir Riemann manifoldu M olsun. Her X, X5, X3, X, €
['(TM) i¢in (0,2)—tipindeki A ve E tensorlerinin Kulkarni-Nomizu ¢arpimi

— A(Xy, X3)E(Xo, Xy) — A(Xy, Xy)E(X1, X3)

seklinde tanimlanir [54].

2.38. Tanim

n > 3 olmak iizere n—boyutlu bir Riemann manifoldu M olsun. X,Y € I'(T'M) vektor
alanlar1 ve (1,3)—tipindeki bir tensoér D olmak iizere her Z € I'(TM) igin & , o7 ve
X A4Y endomorfizmleri

DX, Y)(Z)
9(#(X),Y)
(X AAY)Z

D(X,Y)Z
A(X,Y)
AY,2)X —A(X,2)Y

seklinde tanimlanir [6,54].

Eger A = g alinsa (X A\, Y)Z =g (Y, Z) X — g(X,Z)Y olur. Buna gére yukarida
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tanimlanan projektif, konformal, konsérkilir ve konharmonik egrilik tensérleri, sirasiyla,

1
P=R—-———pAp
n—1

.
e LA o s g YA
Z =R— A
n(n—l)g J
1
K=R- gAp
(n—2)

seklinde ifade edilir.

k > 1 olmak tizere (0, k) —tipinde T' tensor alani i¢in 7T iizerinde bir J# endomorfizmi
(AT (X1, s Xp) = —T(HX 1, s Xp)orr — T(X1, ooy X))

olarak tanimlanir. Ozel olarak # = D(X,Y) ve J# = X A, Y almrsa her XY, X; €
D(TM), i =1,2,..., k i¢in, sirasiyla

(D(X,Y).T) (X1, . X)) = —T(D(X,Y)(X1), s X)) — . = T(X1, .., D(X,Y) (X))
= —T(D(X,Y)X1, ... X3) — .. — T(Xy,..., D(X,Y)X})

ve

(X Aa YT (X1, oo, Xp) = —T((X Aa Y)X1, Xo, ooy Xip) — ...
— T(X1, Xooy (X AsY)X)
— A(X, X)T(Y, Xo, .., Xi) + .. + AKX, X)) T (X, Xs, ..., Y)
— A, X)T(X, Xy oo Xi) — . — A(Y, Xp)T(X1, Xo, .., X)

olur. Bu gekilde elde edilen (2(X,Y).T)(Xy, ..., Xi) tensorii D.T(X, ..., Xi) ve
(X AaAY)T) (X7, ..., Xi) tensorit Q(A, T) (X1, ..., Xi) seklinde gosterilir [54].

2.39. Tanim

M iizerinde bir vektor alani X ve bir 1-form w olsun. X; € I'(T'M) olmak {izere
wx(Xl) = (,U(X1>X

endomorfizmi i¢in
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(WXT)<X17X2, ,Xk) = —T<WX(X1>,X2, ,Xk) — ... = T(Xl,XQ, ,H)((Xk))
= —(,L)(Xl)T(X, XQ, 7Xk) — M(XQ)T(Xl,X, 7Xk) — ...
—W(Xk)T(Xl,XQ,...,X)

bi¢iminde tamimlanir. Burada X; € I(T'M), i = 1,2, ..., k dir [54].

Simetri, manifoldlarin diferensiyel geometrisinin c¢aligilmasinda 6nemli bir rol
oynar. Bir M manifoldunun lokal geodezik simetrileri izometri ise manifolda lokal
simetrik manifold, eger lokal geodezik simetrileri tiim manifolda genisletilebiliyorsa
global simetrik manifold denir. Bunun yaninda bir manifoldun lokal simetrikligi
egrilik ile ifade edilebilir: eger VR = 0 ise manifolda lokal simetriktir denir. M
iizerindeki bir geometrik yapi1 bazi egrilik tensorlerine kisitlanarak uygulanabiliyorsa
buna egrilikten kisitlanan geometrik yapi (a curvature restricted geometric struture)
adi verilir [55]. Son 80 yilda lokal simetri konusu VR = 0 kosulunun daha zayif
genellegtirmeleri elde edilerek cesitli egriliklerden kisitlanan geometrik yapilarla
caligilmigtir. Lokal simetrinin genellegtirmesi yari-simetrik manifold olarak adlandirilir

ve agagidaki bicimde tanimlanir.

2.40. Tamim

M bir Riemann manifoldu olsun. Her XY € I'(T'M) i¢in Z(X,Y).R = 0 ise M ye
bir yari-simetrik manifold denir. Burada Z(X,Y) lineer endomorfizmi R iizerinde bir

tiirev olarak hareket eder [61].

2.41. Tamim

Bir M Riemann manifoldu iizerinde (0,r)—tipindeki tensérlerin uzayr 7. olsun.
(0,4)—tipindeki D tensorii i¢in D.T' = 0 ise M ye bir T'— yari-simetrik manifold
denir [54].

Ozel olarak R.p =0 ve R.P = 0 ise M ye sirasiyla Ricci yari-simetrik ve projektif
yari-simetrik manifold denir. Farkli egrilik tensorleri kullanilarak farkli simetri kogullar:
elde edilebilir. Shaikh ve Kundu [54] egrilik tensorlerini genellegtirerek gesitli geometrik

yapilar iizerindeki egrilik sartlarimin denkliklerini elde etmislerdir.

2.4. Altmanifoldlar

2.42. Tanim

boyM > boyM olacak sekilde iki Riemann manifoldu M ve M, i: M — M bir
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diferensiyellenebilir fonksiyon olsun. Her p € M i¢in ¢ nin tiirev doniigiimii 4., olmak
tizere rank i,, = boyM ise i—ye bir immersiyon ve M ye M nin bir immersed
altmanifoldu denir [68].

2.43. Tamim

i : M — M bir immersiyon olsun. Eger i bire bir ise i ye bir imbedding ve M ye (ya
da i(M) ye) de M nin bir imbedding altmanifoldu denir [68].

2.44. Tamim

(M, g) bir Riemann manifoldu, M de M nin bir altmanifoldu olsun. Her X, Y € I'(T' M)

icin
9(X,Y) = g(i(X), 0. (Y))

seklinde tamimh g metrigine M iizerinde g den indirgenen Riemann metrigi denir [68].

2.45. Tanmim

M Riemann manifoldunun bir altmanifoldu M olsun. Her p € M ve X, € T,M igin
9(X,,N,) = 0 ise N, vektoriine M nin p noktasindaki normal vektorii denir. Eger
N, birim vektor ise M nin p noktasindaki birim normal vektorii denir. N, normal

vektorlerinin kiimesi

T,M* ={N, € T,M : g(X,,N,) =0, VX, € T,M}

dir [68] .

M nin normal vektor alanlarindan olugan
D(TM*)={NeI'(TM): g(X,N)=0, VX € I(TM)}

kiimesine M nin normal vektor alanlari uzayi denir. N ye M nin normal vektor alani,

TM*+ = |J T,M* ifadesine de M nin normal demeti denir [68]. Buradan
peEM
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D(TM)=T(TM) o T(TM*Y)

biciminde yazilir [68]. M ve M iizerindeki koneksiyonlar sirasiyla V,V olmak iizere
her X,Y € T(TM) i¢in VxY nin teget ve normal kisimlari, sirasiyla, VY ve h(X,Y)

olmak tizere
VxY =VxY +h(X,Y)

denklemine Gauss denklemi denir [68]. Bu gekilde tanimlanan V koneksiyonu, M
iizerinde bir Riemann koneksiyonudur. Burada h : T'(TM) x T(TM) — T(TM%) ile
tanimli normal demet degerli simetrik bilineer formdur. A ya M nin ikinci temel

formu denir.
2.46. Tamim

M Riemann manifoldunun bir altmanifoldu M ve M nin birim normal vektor alani N
olsun. Her X € I'(T'M) i¢in

VxN = —AyX + VxN

seklinde tamimlanan denkleme Weingarten denklemi denir. —AyX ve Vi N sirasiyla
Vx N nin teget ve normal bilegenleridir. Burada Ay : T(TM) — T'(T' M) déniigiimii iyi
tanimldir ve M nin sekil operatérii olarak adlandirihr. V+ e M nin I'(TM*) normal

demetindeki koneksiyonu denir [68].
2.47. Tanim

n-boyutlu bir Riemann manifoldu M ve p € M noktasindaki tanjant uzay 7, M olsun.

Her p noktasina 7, M nin r—boyutlu bir D, altuzayim karsilik getiren

D:M—T,M
p— D, CT,M

doniigiimiine M iizerinde r—boyutlu bir dagihm (distribiisyon) denir.

X € I(T'M) icin X, € D, ise X vektor alanmma D dagiimma aittir denir ve D
dagihmina ait vektor alanlarmin uzayr I'(D) ile gosterilir. I'(D) nin baz vektoér

alanlar diferansiyellenebilir ise D ye diferensiyellenebilir dagilim denir [68].
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2.48. Tamim

n-boyutlu bir Riemann manifoldu M ve M {izerinde r—boyutlu bir dagihim D olsun.
M nin her bir p noktasinda 7,M* normal uzayina (n — r)—boyutlu bir DpL altuzay1

baglayan D+ déniisiime D dagiliminin tiimleyen dagihmi denir [73].
2.49. Tanim

n-boyutlu bir Riemann manifoldu M ve M {izerinde r—boyutlu bir dagihm D olsun.
Her X, Y € I'(D) i¢in [X,Y] € I'(D) ise D dagilimina involiittiir denir. [68].

2.50. Tanmim

n-boyutlu bir Riemann manifoldu M ve M {izerinde r—boyutlu bir dagihm D olsun. M
manifoldunun bir altmanifoldu M olmak iizere, eger M nin her p noktasindaki tanjant
uzay1 ile D, ayni ise M ye D dagiliminin integral manifoldu denir. Eger D dagiliminin
M altmanifoldunu kapsayan basgka bir integral manifoldu yoksa bu manifolda dagilimin
maksimal integral manifoldu denir [68].

2.51. Tanmim

n-boyutlu bir Riemann manifoldu M ve M iizerinde r—boyutlu bir dagihim D olsun.
Eger her p € M icin D dagihmimin p noktasini kapsayan bir maksimal integral

manifoldu varsa D dagilimina integrallenebilirdir denir [68].

2.52. Teorem

n-boyutlu bir Riemann manifoldu M ve M iizerinde r—boyutlu bir dagihm D olsun.
Bu durumda her involiit dagilm integrallenebilirdir. Ayrica D dagihmmm Vp € M
noktasindan gegen bir tek maksimal integral manifoldu vardir ve p noktasini igeren diger

tiim integral manifoldlar bu maksimal integral manifoldun bir agik altmanifoldudur
|68].

2.5. Kompleks Manifoldlar

2.53. Tanmim

1 < ¢ < nigin z bir kompleks sayi olmak iizere z = (21,29, ..., 2,) n—lilerinin

olugturdugu C™ uzayma n—boyutlu kompleks sayilar uzay1 denir.
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Burada C" = C x C x ... x C olup z = (21, 22, ..., 2,) € C" i¢in 21, 29, ..., 2, ler z nin
kompleks koordinatlaridir. Reel ve sanal kisimlar: xo;_1 ve zo; olmak iizere her bir z;
koordinati z; = xg;_1 + iz, biciminde yazilirsa z = (21, %2, ..., Ton_1, T2,) seklinde bir
ifade elde edilir. Boylece C" , kompleks koordinatlar ile donatilmis 2n—boyutlu R?"
oklid uzayr olarak diigiiniilebilir. {x1, s, ..., 2,1, T2,} ler z nin reel koordinatlari
olarak adlandirilir [40].

2.54. Tanim

n-degigkenli kompleks f(z) = f (21, 22, ..., 2,,) fonksiyonu verilsin. f(z) = u + iv olmak
iizere eger u ve v fonksiyonlari x1, s, ..., x9,_1, T2, reel koordinatlarinda C" smifindan
ise f de z = (21, 29, ..., 2,) koordinatlarinda C” smifindandir denir . C" de bir agik U

olmak fiizere U tizerinde tanimh C*° fonksiyonlarmn kiimesi C*°(Y) ile gosterilir [40].
2.55. Tanim

C de bir bolge D olmak iizere f : D — C bir fonksiyon olsun. zg € D icin

f(z) = f(%)

Z—20 z — ZO

limiti mevcut ise f fonksiyonu zy da diferensiyellenebilirdir denir [40].
2.56. Tanim

w = f(z) kompleks fonksiyonu z, noktasi ve bunun komgulugundaki her noktada
diferensiyellenebilir ise f ye analitiktir denir. Eger f fonksiyonu D bdlgesinin her
noktasinda diferensiyellenebilir ise f ye D de analitiktir ve D de analitik olan

fonksiyona ise holomorfik fonksiyon denir [56].
2.57. Tanim

f(z) = u(x,y) + iw(x,y) fonksiyonu bir z = x + iy noktasinda tiirevli ise u ve v
fonksiyonlarinin z noktasinda birinci mertebeden kismi tiirevleri vardir ve bu tiirevler
Cauchy-Riemann denklemleri olarak adlandirlan u, = v, , v, = —v, denklemlerini
saglar [56].

2.58. Teorem
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f(z) = u(z,y) + iv(z,y) fonksiyonu i¢in u ve v fonksiyonlar: bir D bolgesinde siirekli
ve birinci mertebeden kismi tiirevlere sahip olsun. Eger u ve v fonksiyonlar1 D nin her

noktasinda Cauchy-Riemann denklemlerini saglarsa, f fonksiyonu D de analtiktir [56].

2.59. Tamim

M bir kiime ve U C M olsun. Eger ¢ : U — C" doniiglimii bire-bir ve ¢ (U) , C"'nin
aligilmig topolojisine gore agik ise (U, ) ikilisine m—boyutlu kompleks harita
denir [40].

2.60. Tanim

(U, @) ve (V,4) M tizerinde iki kompleks harita olsun. Eger,

L. UNV#2

2. Yo l:ip(UNV)— 1 (UNV) fonksiyonu 1-1 , holomorfik ve terside holomorfik
ise bu iki haritaya bagdagiktir denir [40].

2.61. Tamim

Bir M kiimesi iizerindeki tiim n—boyutlu bagdasik (U;, ;) kompleks haritalarinin
koleksiyonuna n—boyutlu maksimal U atlasi denir. n—boyutlu maksimal U atlasi
lokal koordinat sistemi olarak da adlandirihir. M topolojik uzay: ise n—boyutlu bir ¢4

maksimal atlasina kompleks analitik yapi denir [40].

2.62. Tanim

M irtibath  bir Hausdorf uzay1 ve iizerinde bir kompleks analitik yap:
U={(U,p;) i€} olsun. O zaman (M,U) ikilisine n—boyutlu bir kompleks

manifold denir.

Ornek
Bir boyutlu kompleks manifold Riemann yiizeyi olarak adlandirilir.

Ornek

C™*! in orijininden gecen dogrularin kiimesi P" olsun. Bir [ ¢ C"*! dogrusu sifirdan



25

farklh herhangi bir Z € [ tarafindan tanimlanir, dolayisiyla

o710
Y

bi¢iminde yazilabilir. Dogrularin U; = {[Z] : Z; # 0} C P™ altkiimesi iizerinden C" e

bire-bir ve orten ; doniigiimii

Zo

7
([ Zos s Z0)) = (22, 20
P20 Za]) = (G

Zn

seklindedir. Bu durumda ¢;(U; NU;) C C™ iizerinde

_ 21 2 1 >
©; 0 ;215 ey 20) = (Z—j, . z_j’ . z_j’ o z_j)

doniisiimii holomorfiktir. Boylece P™ bir kompleks manifold yapisina sahip olur. Bu

kompleks manifolda kompleks projektif uzay denir CP" ile gosterilir [27].

2.63. Tamim

2n—boyutlu bir reel manifold M olsun. J : I'(T'M) — I'(T'M) seklinde taniml lineer
doniisiimii J? = —I kosulunu saghyor ise .J ye M iizerinde bir hemen hemen kompleks

yapi, bu kompleks yapr ile birlikte M ye bir hemen hemen kompleks manifold denir [68|.

2.64. Tanmim

Hemen hemen kompleks yapi J olmak {izere

Ny (X,Y)=[JX,JY] = J[X,JY] - J[JX,Y] - [X,Y]

seklinde tanmiml (1,2)—tipindeki N; tensor alanma J nin Nijenhuis torsiyon tensorii

denir . N; =0 ise J ye integrallenebilirdir denir [68].

2.65. Teorem

Bir hemen hemen kompleks yapinin kompleks yapi olmasi igin gerek ve yeter sart

Nijenhuis tensoriiniin sifir olmasidir [68].

2.66. Teorem



26

Her kompleks manifold dogal bir hemen hemen kompleks yapi tagir [68].
2.67. Onerme

Bir hemen hemen kompleks M manifoldu ¢ift boyutludur [68].

m—boyutlu bir kompleks manifold M olsun. (x1, 41, ..., Ty, ys) reel koordinatlar ve
z = xp + 1wy, k = 1,2,...,n olmak iizere p € M i¢in T,M nin dogal reel bir baz

{8%1,%,%,%,...,%,%} dir. ¥ = 1,2,...,n J, : T,M — T,M kompleks yap1

olmak iizere

dir [68].

2.68. Tanim

(M, J) bir hemen hemen kompleks manifold ve g bir Riemann metrigi olsun. Eger
g(JX,JY) =9g(X,Y)

ise g ye bir Hermityan metrik ve (M, J, g) ye bir hemen hemen Hermityan manifold
denir [68].

2.69. Tanim
(M, J,g) bir hemen hemen Hermityan manifold olsun. Her X, Y € I'(T'M) icin
®(X,Y) =g(X,JY)

seklinde tanimh @ tensoriine M nin temel 2-formu denir [68].
2.70. Teorem

(M, J) hemen hemen kompleks manifoldu iizerindeki lineer koneksiyon V ve bu
koneksiyonun torsiyon tensorii 7' olsun. M nin bir kompleks manifold olmasi icin
gerek ve yeter kogul VJ =0 ve T = 0 olmasidir [68].

2.71. Teorem
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(M, J,g) hemen hemen Hermityan manifold ve M iizerinde lineer koneksiyon V olsun.

Agagidaki 6nermeler denktir.

1. VJ=0

2. V=0

3. Hemen hemen kompleks yapinin torsiyonu sifirdir ve temel iki form kapalidir. Yani
T =0 ve dP =0 dir [68].

2.72. Tanim

(M, J, g) hemen hemen Hermityan manifold olsun. ® temel 2-formu kapali ise g ye bir
Kahler metrik ve (M, g) ikilisine hemen hemen Ké&hler manifold denir. M bir kompleks
manifold ise (M, g¢) bir Kéhler manifold olarak adlandirihr [68].

Sonug

M bir Hermityan manifold olsun. M nin Kéhler olmasi i¢in gerek ve yeter kogul V.J = 0
olmasidir |68].

2.73. Tanim

(M, J,g) bir hemen hemen Hermityan manifold olsun. Her XY € I'(T'M) icin
(VxJ)Y +(VyJ)X =0

veya denk olarak

(VxJ)X =0

ise M ye bir yaklagik(nearly)-Kahler manifoldu ve

(VxJ)Y +(VyxJ)JY =0

ise M ye bir quasi-Kéahler manifoldu denir. [68].

2.74. Tanmim

(M, J, g) bir hemen hemen Hermityan manifold ve M nin bir baz {E, Es, ... E,,



28

JEy, JE, ..., JE,} olsun. Her X € T'(TM) icin

0D(X) ==Y {(VE®)(E;, X) + (V5®)(JE;, X)}
=1

olmak {izere d®(X) = 0 ise M ye bir hemen hemen semi-Kéhler (yari-Kéhler)
manifoldu, eger J nin Nijenhuis tensorii sifir ise yari-Kéahler manifoldu adi verilir [68|.

2.6. Kontakt Manifoldlar

2.75. Tanmim

(2n + 1)—boyutlu diferensiyellenebilir bir reel manifold M olsun. Bir  1-formu i¢in

nA(dn)" #0

kosulu saglaniyor ise n ya M iizerinde bir kontakt form ve M ye bu formla birlikte bir
kontakt manifold denir [10].

nA(dn)" # 0 ifadesi M iizerinde bir hacim elementidir ve M yonlendirilebilirdir. Ayrica
dn nin ranki 2n dir ve boylece 1- boyutlu { X, € T,M|dn(X,,T,M) = 0} altuzay: elde
edilir. Bu uzayda dn (¢, X) =0, n(§) = 1 sartlarini saglayan global bir £ vektor alan
vardir. £ vektor alanina 1 kontakt yapisinin karakteristik vektor alani ya da Reeb vektor
alan denir [10].

2.76. Tanim

(M,n) bir kontakt manifold olmak tizere p € M icin D, = { X, € T,M|n,(X,) =0}
olsun. D = UMDp uzaymna kontakt dagilim denir [10].
pe

2.77. Tanmim

(2n + 1) —boyutlu diferensiyellenebilir bir reel manifold M ve M iizerinde (1, 1) tipinde
tensor alam ¢ , bir vektor alanmi1 € ve n 1-form olsun. M iizerinde herhangi bir vektor

alam X olmak tlizere

X =-X+n(X)¢

ve
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n() =1

ozellikleri saglaniyorsa (p, &, n) ya M {izerinde hemen hemen kontakt yapi ve bu yap
ile birlikte M manifolduna hemen hemen kontakt manifold denir [10].

2.78. Teorem

(M, p,&,n) hemen hemen kontakt manifold olsun. Bu durumda
1. € =0

2. nop=20

3. rank ¢ = 2n

dir [10].

2.79. Tanim

(M, p,&,n) hemen hemen kontakt manifold olsun. M iizerinde bir g Riemann metrigi

9(pX,0Y) =g(X,Y) =n(X)n(Y) ven(X)=yg(X,E)

sartlarmi sagliyor ise (¢,&,7,9) yapisina hemen hemen kontakt metrik yapr ve

(M, p,&,1n,9) ye hemen hemen kontakt metrik manifold denir [10].

Sonug

(M2, € m,g) bir hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. Bu durumda
g (oX,Y) = —g(X, oY) dir [10].

2.80. Tamim

M iizerinde bir hemen hemen kontakt metrik yap1 (¢, &, 17, g) igin
QX,Y) =g (X, 9Y)

seklinde tamimh Q doniigiimiine (¢,&,7,9) hemen hemen kontakt metrik yapimin

temel 2-formu denir [10].
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2.81. Tamim

M n—boyutlu bir diferansiyellenebilir manifold ve f, (1,1) tipinde bir tensor alan
olsun. f3+ f =0ise f'ye M iizerinde f—yap1 denir [68].

f nin ranki sabittir. rank f = r olsun. Eger n = r ve ¢ift ise f—yap1 bir hemen hemen
kompleks yapidir. Eger M yonlendirilebilir, n tek ve n — 1 = r ise f— yap1 bir hemen
hemen kontakt yapidir [68].

M?*! bir hemen hemen kontakt manifold olsun. Bu durumda M?"*! x R carpim
manifoldu tizerinde bir hemen hemen kompleks yap1 vardir [70]. Eger bu kompleks yapi
integrallenebilir ise M*"*! iizerindeki hemen hemen kontakt yapt normaldir denir [70].
Normallik hemen hemen kontakt manifoldlar iizerindeki ¢alismalarda énemli bir kavram

olup Sasaki ve Hatakeyama [52] tarafindan tanimlanmigtir.
2.82 Teorem

(2n + 1)-boyutlu hemen hemen kontakt metrik manifold (M, p,&,n,g) olsun. R reel
dogru olmak iizere M x R carpim manifoldu goz oniine alinsin. M x R iizerinde
herhangi bir vektor alani (X, f%) seklindedir. X, M ye teget bir vektor alani, ¢ , R
nin koordinat1 f € C* (R, R) olmak iizere J : I'(T'(M x R)) — I'(T'(M x R)) i¢in

7 (x 1) = (ex -1 000 )

ile tanimh 7 doniigiimii M?" ™! x R {izerinde bir hemen hemen kompleks yapidir [10].
2.83. Tanim

(M2, €,n, g) hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. R reel dogru olmak
iizere M?*"*1 x R carpim manifoldu iizerindeki J hemen hemen kompleks yapist

integrallenebilir ise (¢, &, n,) yapisina normaldir denir [52].

Integrallenebilme icin gerek ve yeter kosul J nin Nijenhuis tensoriiniin sifir olmast
oldugundan normallik kosullart ¢ nin Nijenhuis tesoriiniin bilegenleri cinsinden
verilebilir. [, J], (1,2)—tipinde tensor alan1 olup M?"! i{izerinde X ve Y vektor
alanlan icin [7, J]((X, 0), (Y,0)) ve [J, J]((X,0), (0, L)) ifadeleri

7 dt

7,915,070 =~ ¥10) + | (X0 5 ) (1m0 5]
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=7 |(exae0 ). 00| -7 e, (eram )]
— (@ [XY] - (X, Y] €.0)

n (w oY1, (pXn(Y) — oYV (X)) d)

= (I (XY + 20 (X V)& (L)Y = (Corn) X))

ve

17,910,004 = (- X 8 (en () ) + (o X (1%, 5 )
= ((Lep) X, (Len) (X))

olarak elde edilir. Burada [p, ¢| , ¢ nin Nijenhuis tensorii olup
N (X,Y) = [0X, 0] = o [X, oY ] = o [pX, Y] = [X,Y]
biciminde tanimlanir. Boylece N, N® NG ye N tensorleri

N = [0, 0] (X,Y) +2dn (X, Y) €
(prﬂ) Y — (‘C@Yn) X)

bi¢iminde tanimlanir. O halde (¢, £, n) hemen hemen kontakt yapisinin normal olmasi
icin gerek ve yeter kosul bu dort tensériin sifir olmasidir. Ancak N in sifir olmast

digerlerinin de sifir olmasini saglayacagindan normallik kogulu

[0, 0] (X,Y) 4+ 2dn (X,Y) €& =0

koguluna indirgenir [10].



32
2.84. Teorem

Bir (¢,&,7,9) hemen hemen kontakt metrik yapi i¢in ¢ nin kovaryant tiirevi

2(g(Vxp)Y,Z) =3d® (X, Y, 0Z) = 3d® (X, Y, Z) + g (NV (Y, Z) , ¢ X) (2.2)
+ NO(Y, Z)n (X) + 2dn (0 X,Y) 0 (Z) = 2dn (92, X) 0 (V)

dir [10].
2.85. Tamim

(M, p,€,1n,g) bir hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. Eger ¢ killing vektor
alani ise M ye bir K'— kontakt manifold denir [10].

2.86. Tamim

Bir M hemen hemen kontakt metrik manifoldu lizerinde bir A tensor alam

1 i

seklinde tanimlanir.

Bir kontakt metrik manifold iizerinde h tensorii simetrik ve ¢ ye gore ters-degisimli,

yani hyp = —ph dir. Ayrica Izh = 0 olup
Vx§=—pX — phX

dir [10].

1960’da Shigeo Sasaki hemen hemen kontakt manifoldlar1 belli tensér alanlarinin
terimleri ile calismistir. Ilk calismalarda normal kontakt metrik yapi olarak anilan

manifoldlar 1965’den itibaren Sasakian manifoldlar: olarak adlandirilmigtir [16].
2.87. Tanim

(2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen kontakt metrik manifold M olsun. Eger M normal

ve & = dn ise M ye Sasakian manifold denir.
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2.88. Teorem

(M, p,&,n,g) bir hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. M nin Sasakian olmasi

igin gerek ve yeter kogul
(Vxp)Y =g (X, Y)E—n(Y)X

olmasidir |10].
2.7. Yari-invaryant Altmanifoldlar

Sasakian manifoldlarin altmanifoldlarinin cesitli siniflar1 bulunmaktadir. Bu konuda
literatiirde bir¢ok ¢aligma yapilmigtir [3-5]. Bu smflardan biri yari-invaryant

altmanifoldlardir.
2.89. Tanim

(2n+1)—boyutlu bir hemen hemen kontakt metrik manifold (M, v, €,m, g), M nin reel
m—boyutlu bir altmanifoldu M ve & M ye teget olsun. O zaman asagidaki kogullar
saglayan D ve Dt dagilimlart mevcut ise M ye M nin bir yari-invaryant altmanifoldu

denir.

1. TM =D ® D+ @ ¢ dir. Burada D, D+ ve ¢ dagiliunlan birbirlerine ortogonaldir.
2. D dagihm ¢ ye gore invaryanttir. Yani her p € M i¢in ¢D, = D,, dir.
3. D+ dagilimi ¢ ye gore anti-invaryant dir. Yani her p € M i¢in ¢D, C T,M* dir [5].

Yari-invaryant altmanifoldlar Yano ve Kon [41, 72, 73] tarafindan "kontakt CR-
altmanifoldlar” adi altinda incelenmigtir. Literatiirde konu bu iki baglk altinda
caligtlmaktadir. Bir¢cok caligmadaki temel fark ¢ vektér alaninin  bulundugu
dagihmdir. Yano ve Kon’a gére bu vektdr alan1 D ye veya D+ e ait olabilir. Bununla
birlikte yari-invaryant bagligi altinda yapilan caligmalarda &, M ye teget alinmakta ve
M nin teget uzayt TM = D ® D+ @ ¢ biciminde yazilmaktadir. Bu durum

dagilimlarin integrallenebilmesi ile ilgili sonuglar: etkilemektedir.
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3. KOMPLEKS KONTAKT MANIiFOLDLARIN GEOMETRISI

Bu béliimde kompleks kontakt manifoldun tanimi, normalligi ve temel Ozellikleri

verilecektir.

3.1. Tanim ve Teoremler

3.1. Tanim

M kompleks boyutu (2n 4 1) olan bir kompleks manifold , M iizerinde bir kompleks
vapt J ve M nin bir agik ortiisii U ={0O,} olsun. Agagidaki kogullar saglaniyorsa M
ye bir kompleks kontakt manifold denir.

i) Her O, tizerinde wy A (dw, )™ # 0 olacak bigimde bir w, holomorfik 1—formu vardir,

ii) Eger O, N Og # 0 ise O, N Op iizerinde w, = fopws olacak bicimde sifirdan farkh
holomorfik bir f,s fonksiyonu vardir [38].

wq kompleks 1-formuna kompleks kontakt form denir. p € O, noktasinda w, # 0
olmak iizere w, = 0 denklemi 7T}, M nin 2n—boyutlu bir kompleks H,, altvektor uzayini
tanimlar. M {izerinde H, lifleri ile donatilmig vektor demeti H ile gosterilsin. Her a, 8
icin O, N Op iizerinde H, = Hp oldugundan H = (JH, iyl tammhdir. Bu gekilde
tanimlanan holomorfik ve integrallenemeyen H Vekt('j? demetine yatay altdemet adi
verilir. Yatay altdemetin reel boyutu 4n dir [21, 32, 38].

Karakteristik smiflar1 vektor demetlerinin simiflandirilmasini saglar ve manifoldun
global egriliklerini 6lger. Bu simiflar igerisinde Chern simiflar1 kompleks vektor
demetlerinin karakteristik simiflaridir [49, 53]. Chern yonlendirilebilir bir reel kontakt
manifoldun tanjant demetinin yapi grubunun
SO(1) x U(n)(= SO(1) x (SO(n) ® U(1)) e indirgenebilecegini gostermistir [38].
Benzer gekilde Kobayashi [38] kompleks kontakt manifoldlarin yapi grubunu ve Chern

siniflarin agagidaki teorem ile vermistir.
3.2. Teorem

M kompleks boyutu (2n + 1) olan bir kompleks kontakt manifold olsun. Bu durumda
asagidakiler gecerlidir;

1. M nin tanjant demetinin yap1 grubu U(1) x (sp(n) @ U(1)) dir.

2. M nin i—yinci Chern simnifi ¢;(M) ve {f,s} tarafindan tanumlanan dogru demeti

tizerindeki karakteristik sinifi o olsun. Bu durumda

L+ (M) +c(M)+...=(1+a)(l+na+..)



36

dir. Ozel olarak c; (M) = (n + 1)a dur.

3. M iizerinde, bir reel kontakt manifold olan bir P asli lif demeti vardir. P nin yap1
grubu U(1) dir. Dahasi P reel kontakt manifoldu M den ve P iizerinde reel kontakt
form w, dan dogal olarak elde edilebilir [38].

L = TM/H bolim uzay1 M iizerinde bir kompleks dogru demetidir. Yukaridaki

teoremden dolay1 ¢;(M) = ¢;(£) dir [21]. Teoremin birinci maddesi reel kontakt

geometriye benzer sekildedir. Tkinci maddede kontakt formun global olarak
tanimlanabilmesi (yani f,p = 1) icin £ nin M {izerinde trivial (agikar) kompleks

dogru demeti olmasi gerektigini belirtmektedir. Buna gore;
3.3. Onerme

(M,w) bir kompleks kontakt manifold olsun. Eger M kompakt ise w nin global
olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul ¢; (M) = 0 olmasidir [14, 38].

M iizerinde bu kogullara uygun kompleks dogru demeti biriciktir. Bu dogru demeti
V ile gosterilir ve Whitney toplami geregi T'M = H & V dir. Bu gekilde tanimlanan V
altdemetine dikey altdemet adi verilir. Dikey altdemetin reel boyutu 2 dir [21,38]. Bu

durum Foreman [21] tarafindan agagidaki teorem ile ifade edilmistir.

3.4. Teorem

T'M nin agagidaki kosullar: saglayan 2-boyutlu J—invaryant bir tek 1V altdemeti vardir:

1. TM =H oV dir.
2. V = L olacak gekilde kompleks dogru demetidir.
3. V nin

w(U) =1Lu(V)=0,v(V)=1,v{U)=0

VX € H i¢in du(U, X) = dv(V,X) =0

sartlarini saglayan U,V = —JU local bazlar1 mevcuttur.

TM = H &V toplamin ayiran iki projeksiyon p : TM — H ve ¢ : TM — V olsun.
Burada O € U iizerinde ¢ = u®@ U +v® V dir. Diger yandan H ve V vektor demetleri
J—invaryant oldugundan, po J = Jop ve go J = J o q dir [21].

Bilinen tiim kompleks kontakt manifold érnekleri icin V integrallenebilir oldugundan
bu agamadan itibaren )V nin integrallenebilir oldugu kabul edilecektir. Ancak bu
durumun genel bir ispat1 hentiz verilmemigtir [21, 44]. Diger yandan her O, € U i¢in
Oa N Op # 0 iizerinde V|, = V|o, dir [21].
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3.5. Lemma

X €TO,Y € H i¢in dv(X,Y) = du(JX,Y) dir.

(M,w) , {(Wa, 0a)|On € U} yapist ile birlikte bir kompleks kontakt manifold olsun.
Her O,,05,0, € U i¢in O, N Oy # 0 iizerinde w, = fupwp oldugundan O, N Og N
O, tizerinde fg,fyofos = 1 dir. Bu durumda {f,s} gecis fonksiyonlar: ile birlikte M
iizerinde bir P kompleks dogru demeti elde edilir. M iizerinde P ile iligkili bir dogru
demeti P ile gosterilsin. O zaman O, € O iginde, O, N Oy # B olmak {izere, kompleks
degerli sifirdan farkl

haﬁ = TojﬁlfaBTaﬁ (31)

olacak bicimde 7, fonksiyonlari mevcuttur. 7, fonksiyonlar1 P nin gecis fonksiyonlar

olup
|has| =1 (3.2)

dir. Her bir O, i¢in 7, = Tojlwa alimirsa Eg. 3.1’ den m, = h,pms olur.
3.6. Tanmim

(M, J) bir kompleks kontakt manifold ve H yatay altdemet olsun. Tanim kiimeleri M
yi orten kompleks degerli 1—formlar kiimesi {7} olsun. Her «, 5 igin tamim kiimeleri
Oa, Op olan 7,, 13 1—formlar asagidaki kosullar1 saghyorsa {w} ye M iizerinde bir
normalize kompleks kontakt yap1 denir [19].

i) U tizerinde H = ¢ekm dir.
ii) O,NOg iizerinde T, = has7s olacak bigimde hag : O,NOg — S! fonksiyonu vardir.

VX,Y € TO, icin bir lokal kompleks 2-form
Q =dr(pX,pY)

biciminde tanimlansin ve G = Re Q ve H = —I'm Q alnsin. Bu durumda Lemma 3.5’
dan VX,Y € TO icin fI(X, Y)= é(JX, Y’) dir. Normalize bir kompleks kontakt yapi
i¢in v, = u, o J olmak iizere 7, = u, — v, dir.

Tg = Ug — Vg Ve Ty = hapmp olsun. O zaman O, N Op iizerinde taniml reel degerli a, b

fonksiyonlar: i¢in h,s = a + ib olmak iizere

Uy = aug +bvg ve v, = —bug + avg
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olur. Ayrica dm, = dhag N\ T + hopdmap ve T © p = 0 oldugundan Q, = h,p{s dir.
Boylece

éa = aéﬁ—kbﬁﬁ ve ]:Ia = —bé5+aﬁfﬁ

olur. Diger yandan Es. 3.2’den a? + b? = 1 dir.

P ¢cember demetinin bir koneksiyonu ¢ olsun. O zaman her O, iizerinde

dhegs
Nag

104 = 103 +

olacak bicimde o, reel 1-formu vardir. w, kompleks kontakt formu igin w, A (dw,)™ # 0
oldugundan 7, A (dm,)"™ # 0 ve boylece m, A (£24)" # 0 olur. Burada

Qo =dmg — 104 N\ Ty

dir [31, 32]. {o.} , V iizerindeki koneksiyon igin lokal 1-formlar kiimesidir. Bu
koneksiyona Ishihara-Konishi koneksiyonu denir [21]|. Béylece

G = duy, — 04 Ny H = dv, + 04 N Uy

olur. Tshihara-Konishi koneksiyonun ifadesi agagidaki 6nerme ile verilmisgtir.

3.7. Onerme

O iizerinde o(X) = ¢g(VxU, V) dir |21,32,33].

Kompleks kontakt formun global tanimhi olmasi durumunda yapiya kati (strict)
kompleks kontakt yapi adi verilir. Foreman [21] kompleks kontakt formun global
tanimlanmasi durumunda o mnin  sifir olacagini ispatlamigtir. 1978 yilindaki
caligmasinda Shubiya [57] bir kompleks kontakt manifold tizerinde bir kompleks
hemen hemen kontakt yapinin varhgini kamitlamistir. Aymi sonuc¢ Ishihara-Konishi

tarafindan asagidaki teorem ile verilmigtir.

3.8. Teorem

(2n+1)—boyutlu bir M kompleks kontakt manifoldu her zaman bir C* hemen hemen
kontakt yap1 tagir [33].

Foreman [21] tez ¢aligmasinda M manifoldu iizerinde Hermityan metrigi tanimlayarak
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bu metrigin global oldugunu gostermis ve bu metrik ile birlikte her kompleks hemen
hemen kontakt manifoldun en az bir kompleks kontakt metrik yap1 tasidigini
kanitlamigtir. Ayrica Foreman bu metriklerin birden fazla bigimde tanimlanabilecegini
gostermigtir. Bir kompleks hemen hemen kontakt yapinin tanimi, bir reel hemen

hemen kontakt yapinin kompleks karsiligi olarak agagidaki bicimde verilmigtir.

3.9. Tanmim

M kompleks boyutu (2n + 1) olan bir kompleks manifold, M iizerinde kompleks yapi
J ve Hermityan metrik g olsun. Eger M nin agagidaki kogullar1 saglayan bir U acik
ortiisii mevcut ise M ye kompleks hemen hemen kontakt metrik manifold denir;

1. Her O, iizerinde u,, v, = uq o J 1l-formlan, U,, V, = —JU, dual birim vektor

alanlart ve G,, H, = GoJ (1,1)—tensorleri vardir dyle ki

H =G =-T4+uy®@U,+v,®V, (3.3)
chj - _‘]GOH chU - 07 g(X, Gay> =3 _9<GaX7 Y)

dir.
2. O, N Op # 0 tizerinde

Ug = Qg + bvy, Vg = —buy + av,,

Gﬂ =aG,+ bH,, Hg = —-bG, + aH,

olacak gekilde a® +b* = 1 kogulunu saglayan a and b fonksiyonlar vardir [10,32,44].
O, anlagihdgindan buradan itibaren alt indisler kullanilmaycaktir. Bu tanimdan
dogrudan hesaplama ile agagidaki sonug elde edilir.

Sonug

Bir (M,G,H,U,V,u,v,g9) kompleks hemen hemen kontakt metrik manifoldunda
agagidaki esitlikler gecerlidir |33,44].

HG=-GH=J+u®V -vU (3.4)
JH =—-HJ =G

GU=HU=HV =0

uG =vG =uH =vH =0
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JV =U, g(UV)=0

3.10. Tamim

M bir kompleks hemen hemen kontakt metrik manifold ve M iizerinde bir vektor alani
X olsun. Eger X € H ise X e yatay (horizontal) vektor alani, X € V ise X e dikey

(vertical) vektor alani denir.
3.11. Tanim

M bir kompleks hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. M nin bir lokal
ortonormal baz1 {X;, GX;, HX;, JX;, U, V.1 < i < n} geklindedir. Bu durumda

H=sp{X;,GX;, HX;, JX;,1 <i<n}, V =sp{U,V}

dir. Herhangi bir X vektor alan1 Xy € ‘H olmak tizere

X =Xo+u(X)U+v(X)V (3.5)
bi¢iminde yazilir. Burada X, = pX dir.

Bir reel kontakt manifold i¢in Esg. 2.3 bi¢ciminde tanimlanan simetrik h operatorii reel
kontakt geometride 6nemli bir rol oynar. Benzer gekilde kompleks kontakt geometride
hy ve hy tensorleri meveuttur. Bu tensorler tanimlanmadan énce sym(T') ve skew(T)

tanimi verilecektir. Ayrintih bilgi i¢in [21]’e bakilabilir.

3.12. Tamim

J hemen hemen kompleks yapisi ile birlikte bir vektér uzayr V ve T': V' — V herhangi

bir lineer doniigiim olmak tizere sym(T") ve skew(T)

1
1
seklinde tamimlanir. Burada sym(T) tensorii g metrigi ile iligkili simetrik tensor

skew(T') tensorii ise skew (anti)-simetrik tensordiir. Ayrica T = sym(T) + skew(T)
dir.



hy, hy : TM — H simetrik operatorleri hy = %sym(ﬁUG) opve hy = %sym(ﬁvG) op

bi¢iminde tanimlanir. Ay ve hy lineer doniigiimleri i¢in

hyG = —Ghy, hyH = —Hhy
hy (U) = hy (V) = hy (U) = hy (V) =0

dir [44]. Levi-Civita koneksiyonu V olmak iizere

ViU = —GX — GhyX + 0 (X)V ve VxV = —HX — HhyX — o (X)U
dir [44]. Boylece

VolU = o(U)V, VU = o(V)V, VoV = —a(U)U, ViV = —a(V)U

olarak elde edilir.
3.13. Onerme

{G,H,U,V,u,v, g} bir kompleks hemen hemen kontakt yap1 olsun. Bu durumda
1. VoG =0(U)H ve VyH = —0(V)G

2. G(VylJ)=—(VuyJ)G

3. p(LuG)p =2Ghy + o(U)H

simetrik  gskew-simetrik

4. Iz(hy) =0
5. Her X e H,W €V i¢in do (W, X) =0
dir [21].

Diger yandan G = du — o Av ve H = dv + o A u esitlerinden

(VxGO)(Y, Z) + (VyG)(Z,X) + (VzG)(X,Y) = —v(X)do(Y, Z) —v(Y)do(Z, X)
—v(Z2)do(X,Y) +o(X)g(Y,HZ)

+o(Y)g(Z, HX)+ 0(Z)g(X,HY)
(VxH)Y,Z)+ (VyH)(Z,X) + (VzH)(X,Y) = w(X)do(Y, Z) + u(Y)do(Z, X)
+u(Z)do(X,Y) — o(X)g(Y,GZ)

—o(YV)g(Z,GX)+0(Z)9(X,GY)

@

dir [44].
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Sonug

M bir kompleks hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. M iizerindeki herhangi

iki X, Z vektor alani igin,

do(GZ,GX) = do(HZ, HX) = do(X, Z) — 2u Av(X, Z)do (U, V) (3.6)
do(U,X) = v(X)do(U,V) , do(V,X) = —u(X)do (U, V)
do(Z2,X) = do(JZ,JX), do(JX,Z)=do(X,]Z)
do(GX,Z) = do(X,GZ) , do(HX,Z)=do(X,HZ)

dir [44].

Reel kontakt geometrideki Eg. 2.6" ya benzer bir esitlik Foreman [21]| tarafindan

kompleks hemen hemen kontakt metrik manifoldlar icin asagidaki sekilde verilmigtir.
3.14. Teorem

M bir kompleks hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. Her XY, Z € T'(T'M)

icin

2 (VxQ)Y.Z) = g (G, G| (Y, Z),GX) — 3u A do (X, GY,GZ) + 30 Ado (X, Y, Z)
a0 (X) (Y. 2) + 40 (X) g (Y. Z0) o (V) H (2,X)
+0(GY)g(Z, JXo) = 2u(Y)9(X, Zo) = 20(Y)g(Z, T Xo)
+o0(Z)H(Y,X)—0(GZ)g(Y,JXo) +2u(Z)g(X,Yp)
+20(Z)g(Y, J Xo)

dir [21].
3.15. Onerme

{G,H,U,V,u,v, g} bir kompleks hemen hemen kontakt yapi, X, Y yatay vektor alanlar

ve U bir dikey birim vektor alani olmak {izere
do(X,Y) =29(JX.Y) +g(Vu)GX,Y) — 29(Hhy X, Y)

dir [21].
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3.2. Kompleks Hemen Hemen Kontakt Metrik Manifoldlarin Normalligi

Bir kompleks hemen hemen kontakt yapi dogal olarak bir kompleks kontakt yapidan
daha zayiftir. Bir kompleks kontakt yapi her zaman kompleks hemen hemen kontakt
vapl tagir |21, 33, 57| ancak tersinin saglanabilmesi i¢in manifoldun normal olmasi
gerekir. Kompleks kontakt manifoldlarin normalligi iizerine ilk ¢aligmalar Ishihara ve
Konishi [31]| tarafindan yapilmigtir. Bu altboliimde bir kompleks kontakt metrik
manifold i¢in Ishihara ve Konishi [32] ile Korkmaz [44] tarafindan verilen normallik

kosullar ve egrilik 6zellikleri sunulacaktar.

Kompleks hemen hemen kontakt manifoldlarin taniminda verilen G ve H tensorleri
birer f-yapidir [31]. Yani

G°+G=0ve H>+ H =0

dir. Ishihara ve Konishi reel kontakt yapinin normallik tensoriine kompleks hemen

hemen kontakt yapinin 6zelliklerini uygulayarak M tizerinde (1,2)—tipindeki S ve T'

tensorlerini,

S(X,Y)=[G,G|(X,Y)+29(X,GY)U —29(X, HY)V (3.7)
+2w(Y)HX —v(X)HY )+ o(GY)HX
—o(GX)HY +0(X)GHY —o(Y)GHX

T(X,)Y)=[H H|(X,Y)—29(X,GY)U + 2¢9(X, HY )V (3.8)
+2(u(Y)GX —uw(X)GY) + 0(HX)GY
—o(HY)GX +0(X)GHY —o(Y)GHX

bi¢iminde tanimlamaktadir. Burada
G, Gl(X,)Y) = (VaxG)Y — (VeyG)X — G(VxG)Y + G(VyG)X

olup G nin Nijenhuis tensoriidiir. Bu tensorlere Ishihara-Konishi tensorleri
denilmektedir.

3.2.1. IK-normal kompleks kontakt metrik manifoldlar

3.16. Tanmim

Eger S =T = 0 ise M kompleks hemen hemen kontakt metrik manifolduna normaldir
denir [32].
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Bir kompleks hemen hemen kontakt manifold yukaridaki manada normal ise manifolda

Ishihara-Konishi anlaminda "IK-normal" dir denilmektedir.

3.17. Onerme

M bir IK-normal kompleks kontakt metrik manifold ise M {iizerindeki kompleks yap1
Kéhler’dir, yani V.J = 0 dur [32].

3.18 Teorem

Bir M kompleks hemen hemen kontakt metrik manifoldunun IK-normal olmasi i¢in

gerek ve yeter kogul

(V@)Y = o(X)HY —u(Y)X —0(Y)JX + g(X,Y)U + g(JX,Y)V
(VxH)Y = —0(X)GY + u(Y)JX —v(Y)X + g(X, JY)U + g(X,Y)V

esitliklerinin saglanmasidir [31].

3.19. Onerme

M bir IK-normal kompleks kontakt metrik manifold olsun. M {iizerindeki herhangi iki

X ve Y vektor alani igin

do (X,Y)=29(JX,)Y)

dir [32].

Yukaridaki 6nermeden bir IK-normal kompleks kontakt metrik manifold igin
do(U,V) = —2 dir.

3.20. Onerme

(M, J) kompleks manifoldu g Hermityan metrigi ile birlikte bir IK-normal kompleks
kontakt metrik manifold ise bu durumda M skalar egriligi (4n+2)(4n+4) olan Eistein-
Kéhler uzayidir. Eger M tam ise kompakttir [32].

3.21 Teorem
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Bir M kompleks hemen hemen kontakt metrik manifoldunun IK-normal olmasi i¢in

gerek ve yeter kogul

R(X,Y)U =u(Y)X — w(X)Y +v(Y)JX — v(X)JY +2¢(JX,Y)V
R(X,Y)V = —o(Y)X +0(X)Y — u(Y)JX +u(X)JY — 29(JX,Y)U

esitliklerinin saglanmasidir [19].

IK-normal kompleks kontakt metrik manifoldlarin egrilik 6zellikleri Ishihara ve Konishi
|32| tarafindan elde edilmigtir.

3.22. Onerme

M bir IK-normal kompleks kontakt metrik manifold olsun. Her XY, 7 € I'(T'M) igin

R(U, V)V =4U, R(V,U)U =4V

R(X,U)U =X —u(X)u+ 3uv(X)V

R(X, V)V =X —v(X)V 4+ 3u(X)U

R(U, V)X =v(X)V —u(X)V

R(X,U)Y =—g(X, V) U+g(JX,)Y)V4+uY)X -0 (Y)JX —2u(X)JY
RX, V)Y =—g(X, V)V —-g(JX.YV)U-vY)X —u(Y)JX —2u(X)JY
dir [32)].

Sonug

Egrilik o6zelliklerinden yararlanilarak IK-normal bir M kompleks kontakt metrik

manifoldun kesitsel egrilikleri

1. K(U,V)=4
2. K(X,U)=K(X,V)=1,X € icin

bi¢imindedir. Ayrica Ricci egriligi p (X,Y) = (4n+4) g (X,Y) dir.

3.23. Teorem

Bir IK-normal kompleks kontakt metrik manifoldun birinci Chern sinifi pozitiftir [32].
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3.2.2. Normal kompleks kontakt metrik manifoldlar

Onerme 3.17 geregi IK-normallik manifoldu Kihler olmaya zorlamaktadir. Yani
Kahler olmayan bir kompleks hemen hemen kontakt metrik manifold TK-normal
olamaz. Reel kontakt geometrinin iyi bilinen Orneklerinden biri olan Heisenberg
grubun kompleks eslenigi kompleks Heisenberg grup Kéhler olmadigindan IK-normal
degildir. Bu sebeple Korkmaz [44] 2000 yilinda yayinlanan ¢aligmasinda IK-normallik
tanimini genigletmistir. Korkmaz tarafindan verilen tanima gore kompleks Heisenberg
grup normaldir. Korkmaz anlaminda normallik "normal kompleks kontakt metrik
manifold" olarak adlandirilacaktir ve bu tez caligmasinda elde edilen sonuclar bu

tanim ve bu tanimdan elde edilen neticelere dayanmaktadir.
3.24. Tanim

M bir kompleks hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. Eger

1. X,Y € Hicin S(X,Y) =T(X,Y) =0
2. Her X i¢in S(X,U)=T(X,V)=0

ise M ye normal kompleks kontakt metrik manifold denir [44].

Korkmaz tarafindan verilen normallik tanimi Ishihara-Konishi'nin vermis oldugu
tanima gore daha zayiftir. Dolayisiyla IK-normal bir manifold yukaridaki anlamda da

normaldir.

Reel kontakt manifoldlarda 6nemli yer tutan h tensorii eger manifold normal ise sifir

olmaktadir. Benzer bir durum Korkmaz tarafindan asagidaki énerme ile verilmigtir.
3.25. Onerme

Eger bir M kompleks hemen hemen kontakt metrik manifodu normal ise hy = hy =0
dir [44].

Sonug

Eger M bir normal kompleks kontakt metrik manifold ise
VxU=-GX+0o(X)V ve VxV=-HX —o(X)U (3.9)

dir.
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Sonug

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold olmak iizere her XY € H icin
do(X,Y)=29(JX,Y)+ g((VyJ)GX,Y) (3.10)

dir.

Normallik tamimindan hareketle bir kompleks hemen hemen kontakt metrik manifoldun
normal olmasi icin saglamasi gereken kosul Korkmaz tarafindan asagidaki teoremle

verilmigtir;
3.26. Teorem

Bir M kompleks hemen hemen kontakt metrik manifoldunun normal olmasi i¢in gerek

ve yeter sart

G(VxG)Y, Z) = o(X)g(HY, Z) + v(X)do(GZ,GY) — 20(X)g(HGY, Z) (3.11)
—u(Y)g(X,2) —v(Y)g(JX, Z) + w(Z2)g(X,Y) + v(Z)g(JX,Y),

G(VxH)Y, Z) = —o(X)g(GY, Z) — uw(X)do(HZ, HY) — 2u(X)g(GHY,Z)  (3.12)
+u(Y)g(JX, Z) —v(Y)g(X, Z) —u(Z)g(JX,Y) + v(Z)g(X.Y)

olmasidir [44].

Sonug

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold ve M {izerindeki kompleks yapi J
olsun. Her XY, Z € I'(T'M) i¢in

G(Vx )Y, Z) = w(X)(do(Z,GY ) ~2g(HY, Z))+v(X)(do(Z, HY ) +29(GY, Z)) (3.13)

dir [44].

IK-normal kompleks kontakt metrik manifoldlarin Kéhler oldugu bilinmektedir. Blair

ve Molina [11] agsagidaki dnermeyi ispatlamiglardir.

3.27. Onerme

Normal bir kompleks kontakt metrik manifold yari-Kéhler manifoldtur.
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Bir M normal kompleks kontakt metrik manifoldunun egrilik sartlarn Korkmaz [44]
tarafindan agagidaki teoremde verilmigtir. Ayrica aynmi sonuglar normallik sarti

olmaksizin Foreman [21] tarafindan da elde edilmistir.

3.28. Teorem

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold olsun. M nin Riemann egriligi R
olmak tizere her X,Y, Z € H ve U,V €V igin

R(U,V,V,U) = R(V,U,U,V) = —2do(U,V)

( (3.14)
RX,U)U=X, RX, V)V =X (3.15)
R(X, YU =2(g9(X,JY) 4+ do(X,Y))V (3.16)
R(X,Y)V = =2(9(X,JY) + do(X,Y))U (3.17)
R(X,U)V =0(U)GX + (VyH)X — JX (3.18)
R(X, VU = —-c(V)HX + (VyG)X + JX (3.19)
RX,U)Y = —g(X,Y)U — g(JX,Y)V +do(Y, X))V, (3.20)
RX, V)Y = —g(X,)Y)V +g(JX,Y)U — do(Y, X)U (3.21)
RUWVX =JX (3.22)
dir [44]

3.29. Teorem

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold olsun. X, Y, Z ve W yatay vektor

alanlari icin

J(R(GX,GY)GZ,GW) = g(R(X,Y)Z,W) — 29(J Z,W)do (X, Y) (3.23)
+29(HX,Y)do(GZ, W) + 2g(J X, Y)do(Z, W)
—29(HZ,W)do(GX,Y),

G(RIHX, HYYHZ, HW) = g(R(X,Y)Z,W) — 2g(JZ,W)do (X, Y) (3.24)
—29(GX,Y)do(HZ,W) 4+ 29(JX,Y)do(Z, W)
+29(GZ,W)do(HX,Y)

dir [44].
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3.2.3. GH— kesitsel egrilik

Holomorfik kesitsel egriligin kompleks manifoldlar icin oynadigi rolii, reel kontakt
manifoldlar igcin ¢—kesitsel egrilik kavrami oynar. ¢—kesitsel egriligin kompleks

kontakt geometrideki kargihg Korkmaz [44] tarafindan verilmistir.

3.30. Tamim

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold, X,Y € H ve a? + b*> = 1 olsun. X
birim vektor alan1 ve Y = aGX + bH X tarafindan gerilen kesite bir GH—kesit denir.
Bir GH—kesitin kesitsel egriligi

GHab(X,Y) = K(X,aGX + bHX)

dir ve M nin GH—kesitsel egriligi olarak adlandirilir [44].

GH—kesitsel egriligin a ve b nin se¢ciminden bagimsiz oldugu kabul edilir. Bu durumda
GH(X,Y) notasyonu kullanilir.

Sasakian manifoldlarda ¢—kesitsel egrilik, manifoldun kesitsel egriligini tam olarak
tammmlamaktadir. Ancak kompleks kontakt geometride GH —kesitsel egrilik, holomorfik
kesitsel egriligi tam olarak vermemektedir. Bu durum i¢in Korkmaz asagidaki bagintiy1

ispatlamigtir.

3.31. Lemma

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold olmak iizere
K(X,JX)=GH(X)+3 (3.25)
dir [44].

3.32. Tanim

Sabit GH— kesitsel egrilikli bir normal kompleks kontakt metrik manifolda, kompleks
kontakt uzay formu denir [44].

Korkmaz [44] GH-kesitsel egriligi sabit olan manifoldlar icin agagidaki teoremi

ispatlamigtir.



50
3.33 Teorem

M kompleks boyutu 5 veya 5 den biiyiik olan bir normal kompleks kontakt metrik
manifold olsun. Eger GH—kesitsel egrilik M nin herbir noktasindaki GH—kesitin

seciminden bagimsiz ise M nin Riemann egrilik tensorii

3
R(X,Y)Z = “4‘ 9(Y, 2)X — g(X, 2)Y + g(Z, JY)IX + g(X, JZ)JY

c—1

+29(X,JY)JZ) +

[(u(X)u(Z) +v(X)o(2))Y

— (uY)u(Z) +v(Y)w(2Z)X +4u ANv(X,Y)JZ +2uNv(X, Z)]Y
L 2uAW(Z,Y)IX +29(X,GY)GZ + g(X,GZ)GY + ¢(Z,GY)GX
4 2(X, HY)HZ + g(X, HZ)HY + ¢(Z, HY )HX

F[u(Y)9(X, 2) — u(X)g(Y, Z) + v(X)g(Z, IY) +u(Y)g(X, JZ)
+20(2)g(X, JY)U + [o(Y)g(X, Z) = v(X)g(Y, Z) — u(X)g(Z, JY)
— u(V)g(X, 1Z) - 2u(Z)g(X, JY V]

— 2o T do(U V) [0(X)u A o(Z,Y) + 0¥ )u A v(X, 2)

+20(2)u ANo(X,Y))U — (u(X)u Av(Z,Y) +u(Y)uAv(X, Z)
+2u(Z)u ANv(X,Y))V]

fromundadir [44]. Burada ¢, M nin sabit GH-kesitsel egriligidir.

Yukaridaki teoremden dogrudan hesaplama yapilarak asagidaki sonug verilebilir.
Sonug

Bir kompleks kontakt uzay formunun Ricci egriligi

p(X,)Y)=((n+2)c+3n+2)9(X,Y)+ (—=(n+2)c+n—2 (3.26)
—2do (U, V) (u(X)u(Y) + v(X)v(Y))

ve skaler egrilik
T=4n(n+2)c+4n(3n +4) — 4do(U, V)

dir [44].
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3.3. Kompleks Kontakt Manifold Ornekleri

Kompleks kontakt manifold orneklerinin az olmasi konuya olan ilginin reel kontakt

geometriye olan ilgiye nazaran daha az olmasima sebep olmustur [10].

Bu altbéliimde kompleks kontakt metrik manifold 6rneklerine yer verilecektir.
Ornek

Kompleks (2n + 1)-boyutlu kompleks projektif uzayi CP?"™ iizerindeki kompleks
kontakt yap1 Kobayashi [38] tarafindan verilmigtir.

Kompleks (2n + 2)-boyutlu kompleks vektor uzayr C2"2 deki lokal koordinatlar
2422, 22 222 olsun. €22 — {0}, CP?"*! iizerindeki bir L dogru demeti ile

iligkili asli lif demetidir.
W= 22 — 2dst o 2l 2 2nd2g ontl

alinsin. CP*"™' in bir agk ortiisii {U;} ve {U;} iizerinde C>"*2 — {0} in asli lif
demetinin holomorfik ¢apraz kesiti (cross-section) s; olsun. w; = s}(w) olmak iizere
{w;} kompleks 1-formlar ailesi CP**™! iizerinde bir kompleks kontakt yapi tanimlar.
Diger yandan C?"™2 (4n + 4)-boyutlu reel vektor uzayr olarak diigiiniiliirse
(4n + 3)-boyutlu RP*"™ reel projektif uzay1 elde edilir. Bu durumda RP***  CP***+!
tizerinde yapr grubu U(1) olan bir asli lif demetidir. Ayrica her tek boyutlu reel
projektif uzay bir reel kontakt manifold 6rnegi oldugundan RP*™ iizerindeki

P?"*1 {izerindeki kompleks kontakt yap1 elde edilir [38].

standart kontakt yapidan C
Kompleks projektif uzay bir IK-normal kompleks kontakt metrik manifold

ornegidir [32].
Ornek

M?"+1 ye N™1 iki kompleks manifold olsun. T(N) dual kotanjant demet (kompleks

kotanjant vektérlerin uzay1) olmak iizere T'(N) iizerinde w holomorfik 1-formu

w(u) =v(dr(u)), ueT,(T(N))

biciminde tammh olsun. Burada 7 , T(N) den N ye projeksiyon doniisiimii ve o7 :
T(T(N)) — T(N) biciminde tanimh olup 7 nin diferensiyelini géstermektedir. N nin

lokal koordinatlar z°, 2!, ..., 2" olmak iizere T(N) nin NV den indirgenen koordinatlar
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2002 2" g, 4, ..., 1y, olsun. Bu durumda
w = Pod2® + Pdzt + ... 4+ Pd"

biciminde olur. T(N) nin lifi (n + 1)—boyutlu kompleks vektor uzay1 olusturur. N

tizerinde, lifi n-boyutlu kompleks projektif uzay olan (kompleks projektif kotanjant
uzay) bir lif demeti dogal olarak elde edilir. Bu demetin kompleks boyutu M nin

boyutu olan 2n + 1 dir. T(N) nin lifi (2n + 2)—boyutlu reel vektoér uzayi olarak
diigiiniiliirse N tizerinde bir kotanjant kiire demeti P olarak alimir (yani, P nin lif
T(N) nin lifi icinde bir kiiredir). T(N) — N, M iizerindeki bir L dogru demeti ile
iligkili asli lif demetidir. M iizerindeki kompleks kontakt yapinin tanimi ilk ornege
benzer gekildedir. P kotanjant kiire demeti iizerindeki klasik reel kontakt yapi1 M
kompleks projektif kotanjant demet iizerindeki kompleks kontakt yapidan
tiiretilir [44].

Ornek

Reel kontakt geometrinin 6nemli 6rneklerinden biri olan reel Heisenberg grup

Hp =

o O =
[

z
T cx,y,z €R ~ R3
1

biciminde tanimlanir. Reel Heisenberg grup iizerindeki kontakt form n = % (dz — ydz)
Darboux formu olup Sasakian metrik g = 1 (dz? + dy?) + n @ n dir [2].

Reel Heisenberg grubun kompleks analogu olan kompleks Heisenberg grup Hc ,
GL(3,C) nin bir alt grubu olup

1 b12 bl3
H(C = 0 1 623 . b12, blg, b23 € C ~ (CS
0 0 1

bi¢iminde tanimlanir. Kompleks Heisenberg grup iizerinde kompleks kontakt yap1

Baikoussis ve ark. [2] tarafindan verilmistir. Bir B € H¢ noktasinin zy, 29, 23
koordinatlart z;(B) = bes, 22(B) = b2, 23(B) = bys seklinde tanimlansin. Hc
iizerindeki kontakt form 0 = % (dz3—z20dz) dir. 0 = u —iv , v = uoJ ve
48%3 = U + 4V alnir ise u(X) = g(U,X) ve v(X) = ¢g(V,X) dir. Ayrica G ve H
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tensorleri reel koordinatlarla

0O 01 0 00 0 0 0 1 00
0 00 -1 00 10 00
G -1 0 0 0 00 ve H— -1 0 0 0 0
0 1.0 0 00O -1 0O 0 00
0 0 z90 y 0 O -1y x9 0 0
| 0 0 y2 —x2 0 O | | 0 0 22 wy2 0 O |

[ 1+ 22+ 0 0 0 —x9 —yo
0 1+234y2 0 0 yp —a9
1 0 0 10 0 0
971 0 0 01 0 0
—I2 Yo 00 1 0
i —1Y —q 00 O 1]

bigimindedir. Boylece (Hc, G, H,u,v,U,V,g) bir kompleks kontakt metrik manifold
olur [2,63]. Kompleks Heisenberg grup iizerinde o = 0 ve

(Vx@)Y =g(X,Y)U —u(Y)X — g(X, JY)V —0(Y)JX + 20(X)GHY,
VxU = -GX,

(VxH)Y = g(X,Y)V — o(Y)X + g(X, JV)U +u(Y)JX — 2u(X)GHY,
VxU=-HX

dir [2]. Korkmaz [44] bu esitliklerden yararlanarak kompleks Heisenberg grubun normal

kompleks kontakt metrik manifold érnegi oldugunu gostermistir.

Ornek

Kompleks kontakt manifoldlarin 6nemli bir érnegi kuaterniyonik-Kéhler manifoldlar:
iizerinde twistor uzaylaridir. Twistor uzaylart teorik fizigin Onemli calisma
alanlarindandir. Ayrica bu uzaylar iizerindeki kontakt yapilar da teorik fizikte
caligilan konular arasimdadir. Twistor uzaylar1 iizerinde kompleks kontakt yapiyi

Foreman [21] tanimlamigtir.

3.34. Tamim

n—boyutlu diferensiyellenebilir bir M manifoldu tizerinde tamimh (1,1)—tipinde
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tensorleri iceren 3-boyutlu bir vektdér demeti V' olsun. M nin herbir koordinat

komgulugunda V' nin

A2=B*’=(C%=—1
BC=-CB=A, CA=—-AC=B, AB=—-BA=C

kosullarim saglayan bir lokal tabani {A, B, C'} olsun. {A, B,C} ye V nin lokal kanonik
bazi, V' ye M iizerinde hemen hemen kuaterniyonik yapi ve (M, V) ikilisine de hemen

hemen kuaterniyonik manifold denir |34].

3.35. Tanim

(M, V') bir hemen hemen kuaterniyonik manifold olsun. p, g ve r lokal 1—formlar i¢in

VxA=r(X)B—q(X)C
VxB=—-r(X)A+p(X)C
VxC =q(X)A—-p(X)B

kogullar saglanmiyor ise (M, V') ye kuaterniyonik-K&hler manifoldu denir [68].

Blair [10] CP***! {izerindeki kontakt yapinm varhigimi kuaterniyonik Kéhler yapisindan
yararlanarak gostermistir. Kuaterniyonik- Kéhler manifoldu iizerindeki metrik Einstein
metrigidir [10]. Bu durumda bu manifoldlar skalar egriligi sifir , pozitif ve negatif olmak

iizere 3 sinifa ayrilabilir. Bu ii¢ durum icin M iizerindeki twistor uzay1 Z lokal olarak

Z={2A+yB+:2C 2> +y*+ =1} CV

bi¢ciminde tanimlanir. Eger g nin skalar egriligi sifirdan farkli ise Z , V' — M igin bir
koneksiyondan tiiretilen dogal bir kompleks yap1 ve kompleks kontakt yapi tasir [19].
Eger skalar egrilik sifir ise bu insa ile bir kompleks kontakt manifold elde edilemez.
Eger V agikar ise o zaman global bir {A, B, C'} paralel kompleks yapilar kiimesi elde
edilir. Bu sekildeki hemen hemen kuaterniyonik manifoldlara hiperkdhler manifoldu
ad1 verilir. Foreman [19] kuaterniyonik manifoldlarin bu smzfi ile kat1 (strict) normal

kompleks kontakt metrik manifoldlar (kompleks Sasakian) arasinda iligki kurmugtur.

Ornek

Bootby-Wang liflemesi reel kontakt geometrinin 6nemli bir sinifidir. Bu sinif kompleks
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kontakt manifoldlar i¢in Foreman [23| tarafindan ¢ahsilmigtir. Foreman bir kompleks
manifold {izerinde global kompleks kontakt form ile kompleks Bootby-Wang
liflemesini elde etmistir. Blair ve Turgut Vanl [8] enerjinin bir kritik noktas: olarak

Iwasawa manifoldunun Boothby-Wang liflemesi iizerine caligmiglardir.

Ornek

Bir kompleks manifold tizerindeki bir sol invaryant holomorfik kompleks kontakt bir

1-form ile birlikte (2n + 1)—boyutlu bir G' kompleks lie grubu bir kompleks kontakt lie
grubudur [10]. Kompleks kontakt Lie gruplar1 Foreman [25| tarafindan incelenmigtir.

Ornek

Kompleks kontakt manifoldlarin bir bagka 6rnegi Korkmaz [42] tarafindan verilen
C"*!l x CP"(16) dir. Korkmaz dikey demeti egrilik tarafindan sifirlanan
(R(X,Y)Y = 0) kompleks kontakt manifoldlar1 ¢aligtigi makalesinde bu kogulu
saglayan bir kompleks kontakt M manifoldunun lokal olarak C"*! x CP"(16)
tarafindan verilebilecegini gostermig ve C™™' x CP"(16) iizerindeki kompleks kontakt
metrik yapiyr elde etmistir. Ayrica Korkmaz [42] bir kompleks kontakt metrik
manifoldun Ay = hy olmasi halinde R(X,Y)V = 0 kosulu ile birlikte C"*! x CP"(16)

va lokal izometrik oldugunu kanitlamigtir.

Ornek

2k =2k +ayk, k=1,2,3 olmak iizere

M = {(z', 2% 2*)|z € C,cosz’cosz® + sinz’sinz® # 0}

tizerindeki bir form 6 = %(coszé"dz1 + sinz3dz?) bigiminde verilsin. Bu durumda
df = %(—sinz3dz3 A dz' + cos2®d2® A dz?)

ve boylece M iizerinde

1
O Ndo = Z(—dzl ANdz* Nd2*) # 0

olur. O halde 6, C? iizerinde bir kompleks kontakt formdur [36]. Bu form ile birlikte
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C3 bir kompleks kontakt manifold olur. Ayrica kontakt yapmin U ve V dikey vektor

alanlari

0 5 0 5 0
U = 2(cosz® — + sinz® — + cosz® — + sinz’ —)

0z1 02?2 0zt 072
ve

o) 5 0 0
U = —2i(cosz®— + sinz’—— — cosz’— — sinz® —)

0z! 02?2 0zt 0z
dir. Diger yandan (M, 0) iizerindeki kompleks kontakt metrik yapi

—
o O = O O O
o O o o O

o = O O O O
oS O O o o O
o O O T O O

o O O O o
o O o O = O

ve (1,1)—tipinde tensér alani

0 0 0 0 0 0 sinz®
0 0 0 0 0 0 —cosz?
o 0 0 0 —sinz® cosz® 0 0
1 0 sinz® 0 0 0 0
0 0 —cosz® 0 0 0 0
| —sinz®  cosz? 0 0 0 O 0 |

3

dir. Burada p = cosz3cosz® + sinz®sinz® dir. Boylece (M, 0, g) bir kompleks kontakt

metrik manifold 6rnegi olur.
3.36. Tanim

J1, Jo, J3 bir M kompleks manifoldu {izerinde kompleks yapilar ve g bir Hermityan

metrigi olmak tizere eger
Ji=J}=J}=JoJs =1

ise (M, Ji, Ja, J3, g) ye bir hiperkéhler manifold denir.

Imada [30] doktora tez ¢aliymasinda hiperkihler manifoldlar tizerinde kompleks
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kontakt manifoldlarin yapisi ile ilgili olarak agagidaki teoremi vermistir.
3.37. Teorem

(M, Jy, Ja, J5,§) bir hiperkihler manifold olsun. C* 1 M iizerinde J; ile holomorfik
olarak etki ettigi kabul edilsin. O zaman M/(C* boliim uzayr dogal olarak bir diizgiin
manifold yapisi tagir ve 7 : M — M /C* boliim doniigiimii kanonik olarak M /C*

iizerinde bir IK-normal kompleks kontakt metrik yapisina indirgenir.

Bu teoremden CP*"*' bir IK-normal kompleks kontakt manifoldtur [30]. Imada bu

caligmasinda kompleks kontakt metrik manifoldlar i¢in yeni 6rnekler vermistir.
Ornek

C* — {0} , p = (21, 22, 23, 24) konum vektorii iizerinde hareket eden

Jip = (i21,129,123,124)

JQp = (237 247 _217 _22)

Jgp = (i23, i24, —iZl, —252>

yapist ile bir hiperkdhler manifold olsun. z = (z1, 29, 23, 24) olmak iizere z nin normu
Zizl 212 bigiminde verilsin. C*, C* — {0} iizerinde J; ile degigimli serbest etki olan

ve A(21, 22, 23, 24) = (A2z1, Aze, A\z3, Az4) seklide tamiml bir etki olsun. Bu durumda C*,
z noktasinda

4
1 o 0
v = g 2=ar T ias):
j=1 J J

. 4

) 0 0
Jiv = E Zim— — Zjo—
! 2||z||j:1(fazj Jazj>

vektorlerinin gerdigi bir tanjant uzaya sahiptir. Boylece v ve v 1-formlar:
2

E (—Zgj_leQj - zgjdzgj + szdZQj_l + zgdeQj_1)7
J=1

—_

u =
2| -

2

7 _ _ _

v = _2HzH E (ZQj—leQj — sz—leQj — ZdeZgj_l + ZdeZQj_l)
Jj=1
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bigiminmde elde edilir [30]. Diger yandan

2% —|12|I? + 222 %73 %%
Ay 2] — 212 — 2125 — 2173 —212y

2471 2479 2473 —||z||2 + 2474

—2321 — 2329 H2H2 — 2373 — 2324

olmak iizere G ve H yap1 tensorleri

_ajoal a0 ia
I | A o] 12 | A O

bicimindedir. Son olarak U ve V dikey vektor alanlar

2
1

U= 2||z|| Z( Zoj_1dze; — 29j_1dZaj + Zojdzej_1 + Z2jd52j_1),
Z‘ 2

V = 2||Z|| Z(ZQj—leQj r Z2j—1d22j - Zgjdzgj_l —+ Z2jd22j_1)

seklinde olmak {izere Fubini-Study metrigi ile birlikte (G, H, J,U,V,u,v,g) yapisi bir

IK-normal kompleks kontakt metrik manifold olur.
Imada ayni calismada yukaridaki 6rnekten yararlanarak yeni bir [IK-normal kompleks
kontakt manifold 6rnegi vermistir.

Ornek

C*, C*—{z1.29.23.24 = 0} iizerinde \.(21, 29, 23, 24) = (A21, A29, A" 123, A 712, ile tammh
bir etkidir. Bu etki J; ile degigimli serbest bir etkidir. Bu etkinin yoriinge (orbit) uzay1

C*, z noktasinda

- (21 a—i—z a—l—zijtzi—zi—zi—zi—z 8)
2|2l Y9z, Yoz, " 0z 202, 3023 3823 4824 4824
7 i ( g _ 0 n o _ 0 o _ 0 0 L 0 9,
v=——(n1=— —Z1— + 20— —ZBa— — 23—+ Z z
VT 0 oz POz 0z, 0z 0z 0z 0%
vektorlerinin gerdigi tanjant uzaylara sahiptir. Bu durumda

= (C"\{z12223 = 0}/C* bir kompleks manifoldtur. M iizerinde F biholomorfik

doniigiimii
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Z
F([21,22,237Z’4]) == (Z_2721Z3>le4>
1

olarak tammlansin. Bu déniigimden M manifoldu C3\{z12923 = 0} uzaymna

izometriktir. Standart i¢ carpimdan direkt hesaplama ile u ve v 1-formlar

u = —(—Zle4 + 21d24 + ngZg - ngig — ngZQ + zgdfz - Z4d21 + 24d21),

v = —(—Zle4 — 21d24 + ZQng + 22(123 + ngZQ + ng,fg - Z4d21 — 54d21)

bigiminde elde edilir [30]. Diger yandan

% — 2173 —2% |z + 2z
A 2974 — 2923 Hz||2 — 2929 2971
—23%4 —||z||2 + 2323 2372 —2371
||Z||2 — 2424 2473 2429 — 27

olmak iizere G ve H yapi1 tensorleri

1 |0 A 1 0O A
G = 2| , M= 2 —
IzI"|A O 1" | —iA O

bi¢cimindedir. Son olarak U ve V dikey vektor alanlar

g a0 0 0 0 00D
N 2 || Z” 1 824 1 824 =2 823 2 823 =3 (922 =3 822 A 821 4 821
—1 0 0 0 0 0 0 0 0

= —2H2H (213_24 + 218—24 — 228_53 — ZQa_Zg — 23(9_22 — 23(9—22 + 248_21 + 246_21)

seklinde olmak iizere C* deki standart i¢ carpimdan indirgenen metrik ile birlikte
(G,H,U,V,u,v,g) kompleks hemen hemen kontakt metrik yapisi bir IK-normal
kompleks kontakt metrik yap1 olur.

3.38. Tamim

(4n+ 3)—boyutlu bir reel manifold M olsun. M iizerinde (p;, &, m;),7 = 1,2, 3 Sasakian
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yapilar olmak {izere

Or = 0ip; — N Q& = —pjp; + 10 D E;
niow; =k, Mi(&5) = dij

kosullarimi saglayan {¢;,&,n;},1 < i < 3 figliisiine bir 3-Sasakian yapi denir. M ye

tizerindeki bu yapi ile birlikte bir 3-Sasakian manifold denir. Burada {3, j, k}, {1,2,3}

iin dairesel permitasyonudur.

Imada [30] S%"*3 ve S¥™F3 iizerindeki 3-Sasaki yapilarin S4™*3 x S4"F3 iizerinde bir
kompleks hemen hemen kontakt yapiya indirgendigini gostermistir ve boylece yeni bir

kompleks kontakt metrik manifold 6rnegi elde etmistir.

Ornek

SAm+3 5 §4H3 figerindeki iki 3- Sasakian yapr {¢7", &, 0" Hiz1,2,3 ve {@", & 0l iz12.3)
olsun. Her X, Y € (T (S*"+3 x S4+3)) i¢in

Jmn(X, V) = ("X =0 (V)" @Y + 0" (X)E)

SAmE3 5§43 jizerinde bir hemen hemen kompleks yapidir. Ayrica J,,, ,, integrallenebilir
oldugundan (S4m+3 x §4+3 ] ) bir kompleks manifoldtur. g,, ve g, sirasiyla S4™3 ve
S47+3 {izerindeki 3-Sasaki yapr ile iligkili metrikler olmak iizere S4™+3 x S4+3 {izerindeki

iligkili metrik

G (X, Y), (X', Y1) = g (X, XT) + 0" (X" (X) + g (YY) + 7 (V)7 (YY)
bi¢iminde tammlanir. g,, , bir Hermityan metriktir.

X e T(TS8*™*3) ve Y € I'(T'S**3) olsun. Bu durumda dikey vektor alanlari uzayinin

bazi sirasiyla {£™, &™, &M ve {&7,£", &3} olmak izere

X =Xo+m™X)&™ +m™(X)E™ + 0" (X)&™
Y =Yo+m"(Y)&" +m"(Y)&" +ns"(Y)&"

biciminde yazilabilir. Burada X, € sp{&,™,&™, &M ve Yy € sp{&", &7, &7} dikey
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bilegenlerdir. Bu parcalama ile birlikte (1,1)—tipindeki G, ,, ve H,,, tensorleri

(X)) =" (Y)
2

m(X) - 772n<y)
2

Hyn(X,Y) = JpnGman(X,Y)

Gmn(X,Y) = (93" Xo — s " +Fm"(Y)E™ +m™(X)E™,

Py Yo — ik " —m"(Y)E" —m™(X)E")

biciminde tanimlanir. G ve H kompleks hemen hemen kontakt metrik yapi sartlarini
saglar [30]. Ayrica kompleks hemen hemen kontakt metrik yapi sartlarimi saglayacak

bicimde ty, , Vm,n 1-formlan ve U, , Vi, vektor alanlar

Ump = \/Lg(ndm + 773n)> Ummn = \/LQ(UQm + 772n)>
Um,n = %(53771 + f?)n)a Vm,n = \/L§(€Qm + an)

bigiminde tammlanirsa (S*™3 x S G Hywns s U Vinons Wiy Umons Gmon)
bir kompleks hemen hemen kontakt metrik manifold 6rnegidir. Bu yapir Kéahler

olmadigindan IK-normal degildir [30].






63

4. NORMAL KOMPLEKS KONTAKT METRIK MANIFOLDLARIN
EGRILIK OZELLIKLERI

Bir manifoldun Oklid uzaymmdan uzaklasma olciisii olarak tarif edilen egrilik kavram
Riemann geometrisinin en temel unsurlarindan biridir. Manifold {izerinde kurulan
yapilar manifoldun egrilik ozelliklerinde farkliliklara neden olmaktadir. Riemann

egriligi, Ricci egriligi ve skalar egrilik egitlikleri bu yapilara gore hesaplanmaktadir.

Normal kompleks kontakt metrik manifoldlarin egrilikleri Korkmaz [44] tarafindan
verilmistir. Bu boéliimde genel vektor alanlar: icin bu egitlikler yeniden ifade edilerek
onemli sonuclar elde edilmistir. Bu sonuclar kullamilarak bir manifoldun normal
olmas1 icin gerek yeter kosul G ve H nin kovaryant tiirevleri cinsinden verilmistir.
Ayrica Ricci egriligi igin yeni egitlikler elde edilmig ve tiim bu sonuclar kompleks

Heisenberg gruba uygulanmigtir.
4.1. Teorem

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold olsun. X,Y, 7 ve W yatay vektor

alanlar: icin

g(R(GX,GY)GZ,GW) =g(R(HX,HY)HZ,HW) = g(R(X,Y)Z,W) (4.1)
dir.

fspat

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold ve X,Y, Z, W € H olsun. Es. 3.23 ve
Es. 3.10" dan

J(RIGX, GY)GZ,GW) — g(R(X,Y)Z, W) = —2¢(JZ, W)g((Vu J)GX,Y)
—29(HX,Y)g((VuJ)Z, W)
+29(JX,Y)g(Vu)GZ, W)
+29(HZ,W)g((VuJ)X,Y)

elde edilir. Diger yandan (VyJ)GX = Vi JGX — J(VyGX) ve JG = —H oldugundan
Onerme 3.13" den (VyJ)GX = 0 bulunur. Ayrica

(Vo) Z = (VyJ)GZ =0
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olur ve boylece
J(R(GX,GY)GZ,GW) — g(R(X,Y)Z,W) =0

bulunur. Benzer sekilde g(R(HX, HY )HZ, HW) = g(R(X,Y)Z, W) oldugu gosterilir.

Normal kompleks kontakt metrik manifoldlarin egrilikleri korkmaz tarafindan
incelenmig, yatay ve dikey vektor alanlari icin egrlik sartlari Teorem 3.2.2 de
verilmigtir. Es. 3.5 den dogrudan hesaplama yapilarak agagidaki teorem elde edilir.
Bu teorem ile Korkmaz tarafindan verilen bu egitlikler genel vektoér alanlari igin

verilmigtir.

4.2. Teorem

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold olsun. Her XY € I'(T'M) i¢in

R(X,U)U = Xo — 2do (U, VYo(X)V , R(X,V)V = Xo — 2do (U, V)u(X)U,
R(X, U)V = a(U)GXo + (Vo H) Xo — JXo + 2do (U, V)o(X)U,

R(X,V)U = —o(V)HXo + (Vv G) Xo + JXo + 2do (U, V)u(X)V,

R(U, V)X = JXo + 2do(U, V) (u(z)V —v(X)U),

R(V,U)X = —JXo+ 2do(U, V) (u(z)V —v(X)U),

RIX,Y)U = —u(X)Yo + o(X) (0(V)HYy — (Vv G) Yy — JYo)

+u(Y)Xo+v(Y) (0 (V)HXy + (VyG) Xo + JXo)

+ 12 (9(Xo, JYo) + do (X0, Y0)) +2do (U, V)uAv(X,Y)]V,
RO VIV = —u(X) (o(U)GYs + (Y H) Yo — V) — v(X)Ye

w(Y) (o (U)GXy+ (VuH) Xo — JXo) + v(Y)X,

+ [—2 (9(Xo, JYo) + do (X0, Y0)) —2do (U, V)u A v(X,Y)] U,
R(X,U)Y =u(Y)Xo—v(X)JYy +v(Y) (0c(U)GXo + (VuH) X

TX0) + [g(Xo,Yo) — 2o (U, V) uo(X)o(¥)] U

+ o (Yo, Xo) — 9(7X0,Yo) — 2do (U, V) o(X)u(Y )] V
RX, V)Y =u(X)JYy +v(Y) X +u(Y) (—o(U)HX, + (VyG) Xo

LTX0) + [—g(Xo, Yo) + 2do (U V) u(X)u(Y)] V

[—do (Yo, Xo) + g(J X0, Yo) — 2do (U, V) u(X)v(Y)]U

dir.

4.3. Teorem
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M bir normal kompleks kontakt metrik manifold ve XY € I'(T'M) olsun. O zaman

do (X,Y) =29 (JXo,Yy) +9(VuJ) GXo,Yo) +do(U,V)uAv(X,Y)
dir.
fspat

X,Y € I'(T'M) olsun. Bu durumda

2do (X,Y)=Xo(Y)—-Yo(X) -0 ([X,Y))
= Xg(VyU, V) =Yg (VxUV)—g(VixyUV)
= g (VxVyU, V) + g(VyU,VxV) — g (VyVxU,V)
—g(VxU,VyV) =g (VixniU, V)
=g(R(X,Y)U,V)+g(VyU VxV)—g(VxU VyV)

dir. Es. 3.4 ve Es. 3.9’dan
2do (X,Y)=g(R(X,Y)U,V)+29(JX,Y) +2u ANv(X,Y)
bulunur. Ayrica Eg. 3.5 ve R(X,Y)U nun genel ifadesinden

G(R(X,Y)U,V) =2 (g(Xo, JYp) + do(Xp, Yo)) + 2do(U, V)u Av(X,Y)

(4.2)

dir. Diger yandan ¢ (JX,Y) = g(J X0, Yy) —u A v(X,Y) oldugu goz 6niine alinirsa Eg.

4.2 elde edilir.

Normallik icin gerek ve yeter kogul Korkmaz tarafindan G ve H yapi tensorlerinin

kovaryant tiirevlerini iceren metrik cinsinden verilmigtir. Reel kontakt manifoldlarda

bu teorem yap1 tensorlerinin sadece kovaryant tiirevleri cinsinden Teorem 2.6 ile ifade

edilmigtir. Ayrica Ishihara ve Konishi [32] tarafindan TK-normallik i¢in gerek ve yeter

kogsulu G ve H yapi tensorlerinin kovaryant tiirevleri cinsinden Teorem 3.18 ile

verilmistir. Asagidaki teoremle benzer durum kompleks kontakt metrik manifoldlar

icin ispatlanmigtir.

4.4. Teorem

Bir M kompleks hemen hemen kontakt metrik manifoldunun normal olmasi i¢in gerek
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ve yeter kogul her XY € I'(T'M) i¢in

(VxG)Y = o(X)HY — 20(X)JY —u (V)X —v(Y)JX (4.3)
+0(X) (20Yy — (Vi) GYy) + g(X, YU + g(JX,Y)V
—do(U, V)u(X) (w(Y)V —o(Y)U)

(VxH)Y = —0(X)GY + 2u(X)JY +u(Y)JX — v(Y)X (4.4)
+u(X) (=20Ys — (Vi) GYo) — g(JX,Y)U + g(X,Y)V
+ do (U, V)u(X) (w(Y)V —o(Y)U)

esitliklerinin saglanmasidir.
fspat

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold olsun. O zaman Eg. 3.11 ve Eg. 3.12
gecerlidir. Bu egitlikler

g(VxG)Y,Z)=g(c(X)HY —20(X)JY —u (V)X —v(Y)JX
+9(X, YV U+g(JX, V)V, Z)+v(X)do (GZ,GY)

ve

g(VxH)Y,Z) =g (—o(X)GY +2u(X)JY +u(Y)JX —v(Y)X
—Gg(IX,YV)VU + g(X,Y)V,Z) — u(X)do (HZ, HY)

seklinde diizenlenebilir.
Diger yandan u Av(Y, Z) = g (u(Y)V —o(Y)U, Z) esitligi ve Es. 3.6’dan

g(VxG)Y,Z)=g(c(X)HY —20(X)JY —u (V)X —v(Y)JX
+9 (X, Y)U +g(X,JY)V,2)
v (X) [do(Y,Z) —2do (U, V) g (w(Y)V —v(Y)U, Z)]

ve

g(VxH)Y,Z)=g(—o(X)GY +2u(X)JY +u(Y)JX —v(Y) X
—g(JX,Y)U+g(X,Y)V,Z)
+u(X) [do(Y,Z) —2do (U, V) g (w(Y)V —v(Y)U, Z)]
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olur. Es. 4.2’den
do (Y, Z) = g(2JYy + (VuJ)GYy + do (U, V) (u(Y)V —v(Y)U), Z)

dir. Son egitlikler kullanilarak Es. 4.3 ve Es. 4.4 elde edilir.
Tersine Eg. 4.3 ve Eg. 4.4 saglansin. Keyfi bir X vektor alani icin Eg. 3.7 ve Eg. 3.8’den

S(X,U) = (VexG)U — G(VxG)U + G(VyG)X — o (U)GHX
T(X,V) = (VaxH)V — HVxH)V + HVyH)X — o (V)GHX

dir. Ayrica Eg. 4.3 ve Eg. 4.4’den S(X,U) =T(X,V) = 0 elde edilir.

Diger yandan X ve Y iki yatay vektor alani olmak iizere

S(X, Y) = (VG)(G)Y — (V(;yG)X — G(VXG)Y + G(VyG)X
+29(X,GY)U —29(X,HY)V + o(GY)HX
—o(GX)HY 4+ o(X)GHY —o(Y)GHX

ve

T(X,Y)= (VuxH)Y — (Vv H)X — H(VxH)Y + H(VyH)X
—29(X,GY)U + 29(X, HY)V + o(HX)GY
— o(HY)GX + o(X)GHY — o(Y)GHX.

dir. Es. 4.3 ve Esg. 4.4’lin uygulanmasi ile

S(X,Y) =o(GX)HY — o(GY)HX — 29(X,GY)U + 2¢(X, HY)V — o(X)GHY
+o(Y)GHX +29(X,GY)U = 29(X, HY)V + o(GY)HX — o(GX)HY
+o(X)GHY — o(Y)GHX
=0

ve

T(X,Y) = —o(HX)GY + o(HY)GX + o(X)HGY — o(Y)HGX + 29(X,GY)U
—29(X, HY)V — 29(X,GY)U + 2¢(X, HY)V + o(HX)GY — o(HY)GX
+o(X)GHY — o(Y)GHX
=0

bulunur. O halde M normaldir ve ispat tamamlanir.
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Es. 3.13, Es. 4.2, Es. 4.3 ve Es. 4.4 kullanilarak asagidaki sonug elde edilir.
Sonug

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold ve M iizerinde keyfi iki vektor alam
X ve Y olsun. Bu durumda

(VxJ)Y = —2u(X) HY + 20(X)GY + u(X) (2HY, + (Vi J) Yy)
+0(X) (=2GY, + (Vi J) JYy)

dir.
M bir normal kompleks kontakt metrik manifold ve M nin bir lokal ortonormal bazi
{XZ,GXZ,HX“ (]X“U,V 01 S 7 S TL}

olmak {izere Ricci tensori

n

p(X,Y) = [g(R(X; X)Y, X;) + g(R(GX;, X)Y,GX,) (4.5)

=1

+g(R(HX;, X)Y, HX;) + g(R(JX;, X)Y, JX;)]
+g(R(U, X)Y,U) + g(R(V,X)Y,V)

formundadar.

4.5. Teorem

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold ve M {iizerinde iki yatay vektor alan
X, Y olmak tizere

p(GX,GY)=p(HX,HY)=p(X,Y) (4.6)
p(GX,)Y)=—p(X,GY), p(HX,Y)=—p(X,HY) (4.7)
dir.

fspat
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M nin bir lokal ortonormal baz1 {X;, GX;, HX;, JX;, U,V : 1 <i < n} olmak iizere Es.
4.5’den

p(GX,GY) = [9(R(X; GX)GY, X;) (4.8)
=1

+ g(R(GX;, GX)GY,GX,) + g(R(HX,;, GX)GY, HX;)
+9(R(V,GX)GY, V)

saklinde yazilabilir. Eg. 4.1’den

R
R
R

J(R(X,.GX)GY, X;) = g
g(R(GX;,GX)GY,GX;) = g
g(R(HX;,GX)GY,HX;) = g
g(R(JX;,GX)GY, JX;) = g

GX;GGX)GGY,GX;) = (9(R(GX; X)Y,GX;)

X;, X)Y, X;)

GJX;, GX)GY,GJX;) = g(R(JX;, X)Y, JX,)
—GHX;,GX)GY,-GHX;) = g(R(HX;, XY, HX;)

~—~~ I~ —~

bulunur.
Ayrica Esg. 3.15'den

9(R(U,GX)GY,U) = g(R(GY,U)U,GX)
= g(GY,GX)
=g(R(Y,U)U, X)
=g(R(U,X)Y,U)
g(R(V,GX)GY,V) = g(X,Y) = g(R(V, X)Y,V)

bulunur. Tiim bu esitlikler kullanihirsa p(GX, GY') = p(X,Y') elde edilir. Benzer gekilde
Es. 4.5’den

p(HX, HY) = [g(R(X; HX)HY, X;)

=1
+g(R(GX,;, HX)HY,GX;) + g(R(HX,;, HX)HY, HX;)
+ g(R(JX,, HX)HY, JX,)] + g(R(U, HX)HY,U)
+ g(R(V, HX)HY,V)

olur ve esitlik Es. 4.1’den

g(R(X:, HX)HY, X;) = g(R(HX, HHX)HHY. HX,) = (g(R(HX, X)Y. HX;)
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g(R(HX;, HX)HY, HX;)
g(R(JX;, HX)HY, JX;)

9(R(X;, X)Y, X;)
G(R(—HJX,, HX)HY, —HJIX,) = g(R(JX,, X)Y, JX;)
9g(R(HGX;, HX)HY, HGX;) = g(R(GX;, X)Y, GX;)

bulunur. Diger yandan Esg. 3.15’den
g(R(U, HX)HY.U) = g(R(U, X)Y,U) ve g(R(V, HX)HY,V) = g(R(V,X)Y,V)

esitliklerine ulagilir. Boylece bulunan son egitliklerin kullanilmasiyla p(HX, HY) =
p(X,Y) elde edilir. Ayrica Eg. 4.5’den

p(GX,Y) = Zn:[g(R(Xi,GX)Y, Xi) + 9(R(GX;, GX)Y, GX;)

+ g(_R(HX,-, GX)Y,HX,) + g(R(JX;, GX)Y, JX,)]
g(R(U,GX)Y,U) + g(R(V,GX)Y,V)

p(HX,Y) = Xn: R(X; HX)Y, X,) + g(R(GX,, HX)Y,GX,)

+ gER(HXi, HX)Y, HX;)+ g(R(JX;, HX)Y, JX})]
g(R(U,HX)Y,U) +g(R(V,HX)Y,V)

dir. Eg. 3.15 ve Eg.4.1 den p(GX,Y) = —p(X,GY) ve p(HX,Y) = —p(X,HY)

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
4.6. Teorem

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold olsun. X yatay vektor alani ve U,V =
—JU dikey vektor alanlar: igin

p(X, U) = p(X, V) =0 (49)
p(U,U) =p(V,V) =dn —2do(U,V), p(UV)=0 (4.10)
dir.

fspat

M iizerindeki herhangi bir X yatay vektor alant ve U,V = —JU dikey vektor alanlar:
icin esitlik Es. 4.5’den
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3

R(X: X)U, X;) + g(R(GX;, X)U, GX;) (4.11)

+gER(HX,~,X)U, HX;)
+ g(R(U, X)U,U) + g(R(V,X)U,V)

Xn: R(X; X)V, X;) + g(R(GX;, X)V, GX;) (4.12)

+ gER(HXi, X)WV, HX;) + g(R(JX;, X)V, JX,)]
g(R(U, X)V,U) + g(R(V, X)V, V)

yazilabilir.
X; ve X, M iizerinde yatay vektor alanlari oldugundan Es. 3.16 ve Esg. 3.17’den
g(R(X; X)U, X;) = g(2(9(X;,, JX) + do(X;, X))V, X))
= 2(g(Xi,, JX) + do(X;,, X))g(V, Xi)
ve

g(R(X; X)V, X;) = g(=2(9(X;,, JX) + do(X;, X))U, X;))
= —2(9(X;, JX) +do(X;, X)g(U, X;)

bulunur. Ayrica g(U, X;) = g(V, X;) = 0 oldugunudan

olur. Benzer gekilde ¢(U, X;) = g(U,GX;) = g(U, HX;) = g(U,JX;) = g(V, X;) =
g(V.GX;) =g(V,HX;) = g(V, JX;) = 0 oldugundan

g(R(GX;, X)U,GX;) = g(R(HX;, X\)U HX;) = g(R(JX;, X)U, JX;) =0
ve

J(R(GX,, X)V,GX,) = g(R(HX,, X)V, HX,) = g(R(JX;, X)V, JX,) = 0
dir. Diger taraftan Eg. 3.15, Es. 3.18 ve Es. 3.19’dan

g(R(U> X>U7 U) = _g<R(X7 U)U7 U) = _g(X7 U) = 07
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IRV, X)V,V) = —g(R(X,V)V,V) = —g(X,V) =0,
g(R(V, X)U,V). = —g(R(X,V)U,V) = —g(—a(V)HX + (VyG)X + JX,V) =0,
g(R(U, X)V,U) = —g(R(X,U)V,U) = —g(o(U)GX + (Vo H)X — JX,U) =0

olarak bulunur. Bu egitliklerin Eg. 4.11 ve Eg. 4.12’de kullanilmasiyla Es. 4.9 elde edilir.
Ayrica

p(U,U) = zn:[g(R(Xi,U)U? Xi) + 9(R(GX;, U)U, GX;) + g(R(HX;,U)U, HX;)

i=1

+ g(R(JX;, U)U, JX;)] + g(R(U,U)U,U) + g(R(V,U)U, V)

Z R(X; V)V, X;) + g(R(GX;,V)V,GX;) + g(R(HX;, V)V, HX,)
(_ R(JX;, V)V, JXy)] + g(R(U, V)V, U) + g(R(V, V)V, V)

olup Es. 3.14, Es. 3.15 ve dogrudan hesaplama ile Eg. 4.10 elde edilir.
Sonug

Bir M normal kompleks kontakt metrik manifoldu iizerindeki keyfi bir X vektor alam

icin

p(X,U) = (4n — 2do(U,V)) u(X), (4.13)
p(X,V) = (4n —2do(U,V))v(X)

dir.
jspat

M iizerindeki herhangi bir X vektor alani i¢in Eg. 3.5” den

p(X,U) = p(Xo + w(X)U + 0(X)V,U) = p(Xo, U) +u(X)p(U,U) + v(X)p (V.U
p(X, V) = p(Xo +u(X)U +v(X)V,V) = p(Xo, V) +u(X)p (U, V) +v(X)p (V, V)

dir. Boylece Es. 4.9 ve Es. 4.10’dan ispat tamamlanir.

Diger yandan Eg. 3.5, Esg. 4.10 ve Eg. 4.13’den agagidaki sonuca ulagilir.
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Sonug

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold ve X, Y keyfi iki vektor alani olsun.

Bu durumda

p(X,Y) = p(Xo, Yo) + (4n — 2do(U, V) (u(X)u(Y) + v(X)v(Y)) (4.14)
dir.

Sonug

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold ve X, Y keyfi iki vektor alani olsun.

Bu durumda

p(X,Y) = p(GX,GY) + (4n — 2do(U, V) (w(X)u(Y) + v(X)v(Y)),
p(X,)Y)=p(HX,HY )+ (4n — 2do(U,V)) (w(X)u(Y) + v(X)v(Y))

dir.

fspat

GX =GXy, GY =GYyve HX = HXy, HY = HY} oldugundan
p(GX,GY) = p(GXo,GYo) ve p(HX, HY') = p(HXo, HY))

dir. Bu durumda Eg. 4.14’den

p(X,Y) = p(GX,GY) + (4n — 2do(U, V) (w(X)u(Y) + v(X)v(Y)),
p(X,)Y)=p(HX,HY )+ (4n — 2do(U,V)) (w(X)u(Y) + v(X)v(Y))

olarak elde edilir.

4.7. Teorem

Bir M normal kompleks kontakt metrik manifoldu {izerinde @) Ricci operatorii igin
QG=GQ, QH=HQ (4.15)

dir.
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fspat

M iizerindeki X ve Y vektor alanlari icin
p(GX,Y) = g(GX,QY) = —g(X,GQY)
ve

p(X,GY) = g(X,QGY)

olur. Ayrica Eg. 4.7°den g(X,GQY) = g(X, QGY) ve boylece QG = GQ olarak elde
edilir. Benzer gekilde QH = H( oldugu gosterilir.

Sonug

Bir M normal kompleks kontakt metrik manifoldu iizerinde @) Ricci operatorii igin
QRJ = JQ dir.

Kompleks Heisenberg grup iizerindeki kompleks kontakt metrik yapi Baikoussis, Blair
ve F. Gouli-Andreou [2| tarafindan verilmistir ve normalligini Korkmaz [44]
ispatlamigtir. Blair ve Turgut Vanh [63] yaptiklar1 ¢ahigsmada bu grup iizerindeki
enerji fonksiyonlarini incelemiglerdir. Bu c¢alismada yazarlar kompleks Heisenberg
grup i¢in baz vektérleri ve bunlarin kovaryant tiirevlerini vermislerdir. Bunlardan
yola ¢ikilarak ve yukarida elde edilen sonuclar kullamilarak kompleks Heisenberg grup

iizerinde yapilan hesaplamalar asagida verilmistir.
Ornek

Kompleks Heisenberg grubun bir {ey, e}, ea, €5, e3, €5} ortonormal baz sistemi

(D0
= (9:161 2 8.1'3 Y2 0y3 ’

N
1= By, Y2 s 2 Bys )
0 0
e O $ 2 (9y2 ’
0 0
Q = e 2— * = — = 2—
es=U 9y €5 %4 s

biciminde verilsin.



Buradan

Gey = —ey, Ge] =€, Gey =€y, Gey = —¢]
He, = —e5, He] = —eq, Hey = €], Hej = ¢
Jey = —ei, Jel =eq, Jes = —e3, Jes =es

seklinde elde edilir [63]. Ayrica vektorlerinin Lie braketleri

= —2¢;, le], €3] = 2e;3

[61, 62] = _2637 [617 6;] = _2627 [61(7 62]
seklinde olup digerleri sifirdir [63]. Diger yandan

29(Ve,ej,ex) = (9lei e, ex) + g ([ens e, e5) — g (lej, ex] , €;)

olup buradan j = 1, 2, 3 i¢in

*
Ve;ej = Ve = Ve;sej =0

Vej €; =

dir. Es. 4.16 ve Eg. 4.17'den

* *
Ve,e3 = Vezes = —e; Veses Ve,e5 = €]
* *
Ve,e3 = Veres = €3 Ve €3 = —Vees = e
* * *
—Ve 62 = Vere; = e3 Ve €5 = Vereg = —e3

75

(4.16)

(4.17)

bulunur. Boylece Riemann egrilik tensoriiniin tanim ve ozelliklerinden

R(el, 62)61 = 362

R<€17 e>(1( €1 = 0
R(€17 ei)ei = O R(el, €2>6>{ = —e;
R(617 GT)GQ = 26; R(Gl, 62)62 = -3¢

R(ei, ez)es = —3ef
R(e3,es)es = 3eq

R(ey,ex)es =ei

R(ef,e5)e; = —eq
R(e}, e3)el = 3e;
R(ej,el)es = e

R(e}, e3)e5 = —3e]

R(el, 6;)61 = 362
R(ei,eb)e; =0

R(eq,e3)es = —e3
R(ey, eb)es = —3ey
R(es, e5)e; = —2¢3

R(eq, €5)et = 2¢;
R(es,e3)es =0
R(eq,e3)es =0

hesaplamalar1 yapilir. Ayrica Eg. 3.9’dan ve kompleks Hesinberg grup iizerinde o = 0
oldugundan R(es, e})el = 0 bulunur. Diger yandan Es. 3.15 , Es. 3.18 ve Esg. 3.19” dan

R(ey,es)el = —e;

R(ey,el)es = e}
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R(ej, el)es = 3ex R(et,e5)es = —e;
R(ey, e3)el = —ej R(es, ef)es = eb
R(el, eb)es = ey R(e}, el)es = —3ey

ve Es. 3.16 ve Eg. 3.17'den

R(e1,el)es = R(eq,ex)es = R(eq,el)es =0

R(ej,e2)es = R(ej,e5)es = R(eg, €5)e3 =0

olarak elde edilir. Bu egitlikler kullanilarak Es. 4.9 ve Eg. 4.10’den

* *

pleiei) =plef,e;) =4, i=1,2 ve p(ez e3) = p(es, e3)
p (e, e;) :p(e:,e;) =0,5=12,3

dir. Dogrudan hesaplama yapilarak kompleks Hesinberg grubun skaler egriligi 7 = —8
olur. Diger taraftan kesitsel egrilikler

k(ei,e3) = k(e7,e3) = k(es, e3) = k(ej,e3) =1,
— I — I — L(e* et

ker, e3) = k(eq, e3) = k(ez, e3) = k(es, e3) =
olur ve o0 = 0 oldugundan

k(es,e3) =0

bulunur. Benzer sekilde

k(ei,e]) = k(ey,e3) = k(e],ea) = k(ez, e5) =0
k(ei,es) =3 ve k(e],e5) =1

olur. Bu sonuglarla birlikte manifoldun holomorfik kesitsel egriligi K (X, JX) = 0 dur.
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5. NORMAL KOMPLEKS KONTAKT METRIK MANiIFOLDLAR
UZERINDE EGRILIK TENSORLERI

Bu boliimde normal kompleks kontakt metrik manifoldlar icin projektif, konformal,
konsorkilir, quasi-konformal ve konharmonik egrilik tensorleri incelenmis ve elde edilen

sonuclar sunulmustur.

Kompleks boyutu (2n + 1) olan bir normal kompleks kontakt metrik manifold M
olsun. Her XY, Z € T(TM) igin M iizerinde projektif, konformal, konsorkilir,
quasi-konformal ve konharmonik egrilik tensorleri sirasiyla asagidaki bicimde

tammlanir:

P(X,Y)Z = R(X,Y)Z —

4n+1[p(Y,Z)X—p(X,Z)Y],

W(X,Y)Z=R(X,Y,Z)+ — "

(n+1)dn (9(Y,2)X —g(X, 2)Y)

+ﬁ<9(X,Z)QY—g(Y,Z)QX+p(X,Z)Y—MKZ)X)7

Z(X,Y)Z=R(X,Y)Z -

(4n+2) (4n + 1) 9(5°2)% 5, 9(X, Z)¥],

CX.Y)Z=pR(X.Y)Z+qlp(Y,2)X —p(X,2)Y +g(Y,2Z)QX

9 2D)QY] - g | 2| i 2)X —ox 2y,

K(X,Y)Z =R(X,Y)Z - % (p(Y. Z)X — p(X, 2)Y +g(Y. Z)QX — g(X, 2)QY].
5.1. Lemma

Bir M normal kompleks kontakt metrik manifoldu {izerinde X, Y yatay vektor alanlar:
ve U,V dikey vektor alanlan icin projektif, konformal, konsorkilir, quasi-konformal ve

konharmonik egrilik tensorleri agsagidaki egitleri saglar:

An(1 + 2do (U, V)

PWVV,U) =P (1,0,0,V) = - 2T, (5.1)
PO =P VIV = [ (5.2)
P(X,Y)U = R(X,Y)U, P(X,Y)V = R(X,Y)V, (5.3)
PUX)Y = RUX)Y = p(X. V)0 (5.4)
PV, X)Y = RV, X)Y — L p(X,¥)V, (5.5

WV DLUV) — (0 v 1) - = U0+ DSndr (U.1) .

4n (4n +1) ’
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(=T —(4n+1)(8n —2do (U,V)) 1
U‘( dn (4n + 1) )XJFEQX’
WX, YU =R(X,Y)U, W(X,Y)V=R(X,Y)V,

W (X,U)V = R(X,U)V, W(X,V)U = R(X,V)U,
Y:[(l 4n+1)gXY——pXY)U
—%g Y)QU + (¢ (JX,Y) — da(YX))V,

Y=K 4n+1)g ——p XY) g(X,Y)V

—%gXY)QV (g (JX.Y) — do (Y, X)) U,
Z(V,U,U,V):Z(U,V,V,U):—(2da(U,V)+(4n+2)7(4n+1>>,
Z(X’U)U:<1_(4n+2)(4n+1)>X’

Z(X,Y)U=R(X,Y)U, Z(X,Y)U=R(X,Y)V,
Z(X,U)V=R(X,U)V, Z(X,V)U=R(X,V)U,
(1_ (4n + 2) (4n + 1)
+ (g (JX, W) —do (W, X))V,

<1_ (4n + 2) (4n+1))9(X,W)V

—(g(JX, W) —do (W, X)) U,

Z(U,X)Y = )g(X,W)U

Z(V,X)Y =

K(UV,V.U) = K(V.U,U.V) = ;—;(471 (8 + 2)do (U, V)
1 1
KX, U)U = K(X, V)V = 5 -do(U,V) = QX
K(X,Y)U = R(X,Y)U, K(X,Y)V =R(X,Y),
K(U, X)Y = R(X,U)Y — 4i<p(x, YU + g(X,Y)QU),

n

KV, X)Y = ROV, X)Y = - (p(X.Y) =V 4 9(X. V)QV)

C(U,V,V,U)=C(V,U,U,V) = =2(p+ q)do(U,V) + 8ng

T p
- 2
471—1—2{471—1—1+ q],

~ ~ T p
CLX,UW = CX VIV = (p— =5 [2 + 2

+ (4n —2do (U, V))q) X + qQX,
C(X,Y)U =pR(X,Y)U, C(X,Y)V =pR(X,Y)V,

(5.11)

(5.18)

(5.19)
(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)
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C(U, X)Y = pR(U, X)Y + q(—p(X,Y)U — g(X,Y)QU) (5.26)
in+2 [4n1:— 7 29X YU
C(V,X)Y = pR(V,X)Y + q(—p(X,YV) — g(X,Y)QV) (5.27)

T2 ogg(x. V)V

+4n+2[4n—|—1

_|_

Normal kompleks kontakt manifoldlar iizerinde bu tensorleri inceleyen ilk calisma
Blair ve Molina [11] tarafindan yapilmigtir. Yazarlar 2011 yilinda yaptiklar ¢aligmada

agagidaki teoremi ispatlamiglardir.
5.2. Teorem

Konformal diiz olan normal kompleks kontakt metrik manifold yoktur.

Bu teorem bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun konformal doniigiimler
altinda C" ye doniigsemeyecegini gostermektedir. 2016 yilinda Yildirim kompleks
(k, ;1)— uzaylar igin konformal, konharmonik ve Bochner egrilik tensorlerini incelemis
ve belirli kogullara uygun kompleks (k, ;1) —uzaylarin konformal ve konharmonik diiz

olamayacagini gostermistir.
5.3. Teorem

Bir normal kompleks kontakt metrik manifold projektif diiz, quasi-konformal diiz,

konsorkilir diiz ve konharmonik diiz olamaz.
fspat

M nin bir quasi-konformal diiz normal kompleks kontakt metrik manifold oldugu kabul
edilsin. Bu durumda her X, Y, Z, T € I'(T'M) keyfi vektor alanlart icinC nin tanimindan

g(R(X> Y)Zv T) = _%{p(yv Z)g<X7 T) - p(X, Z)g(}/, T) + g(Y7 Z)/)(X’ T) (528)
T 1 q
(2 X))} + g 20 (Y. 2)g(X.T)

- g(X> Z)g<Y>T)}

dir.
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X=T=UveY =7 =1V secilirse Es. 3.14 den
q
g(R(U,V)V,U) = _1_9{[)(‘/’ V)g(U,U) = p(U,V)g(V,U) + g(V,V)p(U,U)

{

T

- g(V7 U)p(‘/, U)} + An + 2

T T2 HeVV)g(UU)

- g(U’ V>g(vv U)}

olur ve buradan

P 2q(A4n+1)+p
do(UV) = 25, (4”q T 2(n+1)(dn+ 2)7) (5:29)

olarak bulunur. Diger yandan ¥ = Z = U ve X, T birim ve ortogonal yatay vektor

alanlari icin
q
gRX, UV, X) = = {p(U,U) + p (X, X)}

olur. Eg. 3.15, Es. 4.10 ve Eg. 5.29’dan

8 2qp(4 1 2 1 2
p(X,X) = —(n+ Dy S04 __p p2opUint 1) +p + 2

¢ p+2¢ Mm+2"An+1D)p+29) qdn+1)  p

olarak bulunur ve X den bagimsiz olur.

Ayrica birim ortogonal XY yatay vektor alanlar i¢in Eg. 5.28den kesitsel egrilik

KX,Y) = g(R(X, Y)Y, X) = —]%{p (Y,Y) g(X,X) — g(X,Y) gV, X)
+9(Y,Y) p(X, X) — g (X,Y) p(Y,Y)}

. {ﬁ + 2]%} {9(Y.Y)g(X. X) — g(X,Y)g(¥, X)}

q T 1 q
=20 (YY X. X — 422
p{p(, )+ p(X, )}+4n+2{4n+ p}

q T Y
— 92%,x x — 404
pp( ’ )+4n~|—2{4n+ p}

dir. Benzer gekilde Eg. 5.28’dan M nin holomorfik kesitsel egriligi,
k(X,JX)=g(R(X,JX)JX, X)
q

+g(JX,JX) p(X, X) — g(X,JX)p(JX,JX)}
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T 1 q
Yo {E + 2];} {9(JX,JX)g(X,X) - g(X,JX)g(JX, X)}

olur ve buradan X yatay vektor alani igin g(X,JX) = 0, p(X,X) = p(JX, JX)
oldugundan

q T 1 q
E(X,JX)=-2=p(X, X — 4+ 2=
(6, 7%) = =28p (6,X) + g { -+t

olarak bulunur. O halde k(X,JX) = k(X,Y) dir. X yatay vektdr alam igin kesitsel
egrilik GH—kesitsel egriligi tanimlar yani; k(X,Y) = GH(X) dir. Bu durumda Es.
3.25" den dolay1 geligki olugur. Bu durumda baglangictaki kabul yanhstir. Yani M
quasi-konformal diiz olamaz. Benzer diigiince ile projektif, konsorkilir ve konharmonik

tensorleri icin ispat yapilir.
5.4. Tanim

M Dbir normal kompleks kontakt metrik manifold olsun. Her XY, Z yatay vektor

alanlar: icin

G*(P(GX,GY)GZ)=0ve H*(P(HX,HY)HZ) =0
ise M manifolduna GH— projektif diiz,
G*W(GX,GY)GZ)=0ve H*(W(HX,HY)HZ) =0
ise M manifolduna GH— konformal diiz,
G*(C(GX,GY)GZ) =0ve HXC(HX,HY)HZ) =0
ise M manifolduna GH— quasi-konformal diiz,
G*(Z(GX,GY)GZ)=0ve H(Z(HX,HY)HZ) =0
ise M manifolduna GH— konsérkilir diiz,
GHK(GX,GY)GZ) = ve H (K(HX,HY)HZ) =0

ise M manifolduna GH— konharmonik diizdiir denir.

Bu tanim egrilik tensorlerinin yatay demet iizerinde sifir olmasim ifade etmektedir.



82

Ayrica diisey demet iizerinde sifir oldugu agikardir.

5.5. Teorem

Bir normal kompleks kontakt metrik manifold GH—projektif, GH—konformal, GH—
quasi-konformal, GH—konsorkilir ve GH— konharmonik diiz olamaz.

fspat

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold ve XY, Z, W M iizerinde yatay

vektor alanlar: olsun. Konformal egrilik tensoriiniin tanimindan

gW(GX,GY)GZ,GW) = g(R(GX,GY)GZ,GW)

+ m[g(GY, GZ)g(GX,GW)

~ g(GX, GZ)g(GY.GW)] + 1-[9o(GX, GZ)g(QGY, GV)
— 9(GY,G2)g(QGX,GW) + p(GX, GZ)g(GY, GW)
—p(GY,GZ) g (GX,GW)]

g(R(HX, HY)HZ, HW)

-
(4n 4+ 1)4n

gOW(HX,HY))HZ, HW)

+

[g(HY,HZ)g(HX,HW)

—g(HX,HZ)g(HY, HW)] + % lg(HX,HZ)g(QHY,HW)

—g(HY,HZ)g(QHX,HW) + p(HX,HZ) g (HY, HW)
—p(HY,HZ) g(HX, HW)]

dir. Diger yandan Es. 4.1, Es. 4.6 ve Esg. 4.15” den

gOWV(GX,GY)GZ,GW) = gW(HX,HYHZ, HW) = gW(X,Y)Z, W),
—g(GW(GX,GY)GZ, W) = —g(HW(HX,HY)HZ,W) = g(-W(X,Y)Z,W)

bulunur. Ayrica M konformal diiz olamayacagindan W(X,Y')Z # 0 dir.

Boylece GPOW(GX,GY)GZ) # ve H*W(HX,HY)HZ) # 0 dir. O halde M, GH—
konformal diiz degildir. Benzer diigiince ile ve aym adimlar takip edilerek manifoldun
GH—projektif, GH—quasi-konformal, GH— konsorkiir ve GH—konharmonik diiz
olmadigr gosterilir.
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5.6. Teorem

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold olmak iizere Z (U, X).Z = 0 ve
Z(V,X).Z = 0 kogullar1 altinda M nin Riemann egrilik tensorii X,Y ve Z yatay

vektor alanlar icin

RIX,Y)Z=g(Y,2)X —g(X,2)Y (5.30)
. (n+2)(n+1)
(4n+2) (4n+1) —
—do (Z,Y)]|(c(U)GX + (VvH)X — JX)
—l9(UX,Z)—do (Z,X)] (c(U)GY + (YuvH)Y — JY)
— g (JX,Y) —do (Y, X)|JZ}

—{lg (/v 2)

dir.
fspat

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold ve X, Y, W, T M iizerinde yatay
vektor alanlar olsun. Z (U, X) .2 = 0 ise tanun geregi

0=Z(U,X)-ZW,Y)T — Z(Z{U, X)W,Y)Z (5.31)
—ZW,ZU,X)Y)Z-Z(W,Y)Z(U,X)Z

bicimindedir. W = U ve X = X,,Y =Y, Z = Zy Xy, Yo, Zo € H seqilir ve Eg. 5.31

U ile i¢ ¢arpima tabi tutulursa

0 = u(Z(U, Xo)-Z(U,Yo) Zo ) — u(Z(Z(U, Xo)U, Yo) Z ) (5.32)
—u(Z (U, 2(U,Xo)Yo) Zo ) —u(Z (U, Yo) Z (U, Xo) Zo )

olur. Boylece Eg. 5.13, Es. 5.15 ve Eg. 5.17'den

<1  (4n+ 2)T(4n+ 1)> 2 (X0, Yo) Zo = (1  (4n+ 2)7—(471 + 1))29%’2‘)) Xo

+ 9 (JYo, Zo) — do (Zo, Yo)] R (Xo,U) V
— [9 (J X0, Yo) — do (Yo, Xo)] J Zo

_I_

2
1— X,. Z0) W,
( (4n +2) 4n—|—1)> 9 (X0, Zo) Wo
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— g (JXo, Zy) — do (Zo, Xo)] R (Yo, U)V

olarak elde edilir. Z nin tanimi ve Eg. 3.18’den Es. 5.30 elde edilir. Benzer diisiince ile
Es. 5.31'"de W =V secilir ve ayn1 agsamalar takip edilirse Eg. 5.30 bulunur.

Kesitsel egrilik tanimindan yararlanilarak agagidaki sonuca ulagilir.

Sonug

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold olmak iizere Z (U, X).Z = 0 ve
Z(V,X).Z = 0 kogullar1 altinda M nin kesitsel egriligi

E(X,)Y)=1+[¢g(JX,Y)+do(X,Y)]do(X,Y)
dir.
5.7. Teorem

Konsorkilir egrilik tensorii Z ve Ricci egrilik tensorii p olmak iizere Z (U, X).p =0 ve
Z(V,X).p = 0 kogulunu saglayan bir M normal kompleks kontakt metrik manifoldu
va Einstein manifoldtur ya da skaler egriligi 7 = (4n + 2) (4n + 1) dir.

fspat

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold ve M iizerinde yatay X, Y, W, T
vektor alanlar igin (Z (X,Y).p) (W, T) = 0 olsun. O zaman tamm geregi

P(Z(X, Y)W, T) + p(W, Z(X,Y)T) = 0 (5.33)
olur. Buradan X =T =U veY =Yy, W=W,,Yy, Wy € H igin

dir. Ayrica Es. 5.13 ve Eg. 5.16’den

(1 T n+2) dn+ 1>> (9 (Yo, Wo) (4n —2do (U, V)) — p (Yo, Wy)) = 0

bulunur. O zaman ;
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(4n +2) (dn+1)

—1=0yada (4n —2do(U,V)) g (Yo, Ws) — p (Yo, Wy) =0

durumlar1 mevcuttur. Boylece manifold Einstein manifoldtur veya skaler egrilik 7 =
(4n+2) (4n+ 1) dir. Benzer gekilde X =T =V veY =Y, W =W, , Yy, WoeH

secilir ve aym1 adimlar takip edilirse ayni sonuca ulagilir.

5.8. Teorem

Ricci yari-simetrik bir normal kompleks kontakt metrik manifold Einstein manifoldtur.
fspat

M Ricci yari-simetrik bir normal kompleks kontakt metrik manifold olsun. O zaman
M iizerindeki X, Y, W ve T keyfi vektor alanlar: icin

p(R(X, Y)W, T) + p(W, R(X,Y)T) =0 (5.34)

bicimindedir. Y =W =U ve X = Xy, T =Ty, Xo, Ty € H alinir ve Eg. 5.34'da

yerine yazilirsa

p(R(Xo, U)U, Tp) + p(U, R(Xo,U)Tp) =0

olur. Ayrica Fg.3.15 ve Es.3.20’den

p(Xo, To) + p(U, —g(Xo, To)U — g(J Xo, Tp)V + do(Tp, Xo)V) =0

ve

p(Xo, To) — g9(Xo, To)p(U, U) — g(J Xo, To)p(U, V') + do(Ty, Xo)p(U, V) = 0

olarak elde edilir. Es. 4.10’den

p(Xo, To) = (4n — 2do (U, V') g(Xo, To) (5.35)
sonucuna ulagilir. Bu durumda manifoldun yatay demeti iizerindeki metrik Einstein

olur. Diger yandan Es. 3.5’den manifold genel vektor alanlari i¢in Einstein olur. Benzer
sekilde Y =W =V ve X = Xy, T =Ty, Xo, Ty € H vektor alanlar icin Esg. 3.15,
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Es. 3.21 ve Es. 5.34°den

p(Xo, To) — 9(Xo, To)p(V, V') + g(J X0, To) p(U, V') — do(To, Xo)p(U, V) = 0

bulunur ve Es. 4.10’dan Es. 5.35 elde edilir. O zaman manifold Einstein’dir.
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6. KOMPLEKS 0 -EINSTEIN NORMAL KOMPLEKS KONTAKT
METRIK MANIFOLDLAR

n-Einstein manifoldlar Einstein manifoldlarin ayr1 bir sinifidir. Bir kontakt manifold
tizerindeki iligkili metrige gore tarif edilir. Bu metrikler ilk defa Okumuro [48] tarafindan
tanimlanmig ve Sasaki [50] tarafindan isimlendirilmigtir. Bu béliimde normal kompleks

kontakt metrik manifold iizerinde n-Einstein yapisi incelenecektir.

6.1. Tanim ve Teoremler

6.1. Tanim

(M,G,H, J,U,V,u,v,g) bir kompleks kontakt metrik manifold ve M {izerindeki
kompleks kontakt form n = u — iv olsun. a, f € C*°(M) fonksiyonlari i¢in M {izerinde

Ricci tensorii
p=ag+puxlU+vaV)

esitligini saghyorsa M ye kompleks n—FEinstein’dir denir.

Sonug

(2n + 1) — kompleks boyutlu bir M normal kompleks kontakt metrik manifoldu
kompleks n-Einstein ise a + § = 4n — 2do (U, V) dir.

Diger yandan Eg. 4.10’dan asagidaki sonug elde edilir.

Sonug

Eger (2n + 1) — kompleks boyutlu bir normal kompleks kontakt merik manifold
Einstein ise p(X,Y) = (4n — 2do(U,V))g(X,Y") dir.

Ricci egrilik tensorii ve kompleks n—Einstein manifold tanimi gézoniine alindiginda @)

Ricci operatorii olmak iizere
QX =aX + S(u(X)U +v(X)V)
elde edilir. Boylece skaler egrilik

T =4na + 8n — 4do (U, V)
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olarak bulunur. Buradan

T —8m+ 4do(U,V)
4m
16m? — (8m + 4)do(U,V) +8m — 7
4m ‘

o =

b=

esitlikleri elde edilir.

Ornek

Bir M kompleks kontakt uzay formu kompleks n—Einstein dir.
Ornek

Kompleks Heisenberg grup icin GH—kesitsel egrilik ¢ = 1 ve ¢ = 0 dir. Bu durumda
Es. 3.26” dan kompleks Heisenberg grup iizerindeki her XY vektor alani i¢in Ricci
egriligi

p(X,Y) = =g (X,Y) + 8 (u(X)u(Y) + v(X)v(Y))

dir. O halde kompleks Heisenberg grup bir kompleks 7n-Einstein manifold 6rnegidir.

Sonug

M normal kompleks kontakt metrik manifold ve M iizerinde iki yatay vektor alam
Xo, Yy olsun. Bir y diizgiin fonksiyonu i¢in eger Ricci egriligi p (Xo, Yy) = pg (Xo, Yo)

p(X,Y) = pg (X, Y) + (4n = 2do (U, V) = p) (u(X)u(Y) + 0(X)v(Y)) (6.1)

dir. Bu durumda M nin skalar egriligi 7 = 4nu + 8n — 4do (U, V') bi¢giminde olur.
Sonug

Bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun yatay demeti iizerinde bir Einstein

metrik var ise o zaman manifold kompleks n—Einstein’dir.

Sonug
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Eger bir normal kompleks kontakt metrik manifoldunun Ricci egriligi
p(Xo,Yo) = (4n—2do(U,V))g(Xo,Ys) esitligini saghyorsa o zaman manifold

Einstein’dir.
6.2. Projektif Yari-Simetrik Normal Kompleks Kontakt Metrik Manifoldlar

6.2 Teorem

Projektif yari-simetrik normal kompleks kontakt metrik manifoldlar kompleks

n—Einstein’dir.

fspat

M bir projektif yari-simetrik normal kompleks kontakt metrik manifold olsun. O zaman
XY, Z, W keyfi vektor alanlar: i¢in

0= R(X,Y)P(Z,W)T — P(R(X,Y)Z,W)T (6.2)

dir. Es. 6.2de X = Z2 =T =U, Y =Y,, W = W, alinir ve U ile i¢ carpima tabi

tutulursa

—u(PU, R(U,Yo)Wo)U) —u (P (U, Wy) R(U,Yo) U)

bulunur. Es. 3.15 , Es. 3.20 , Es. 5.2, Es. 5.3 ve Esg. 5.4’den

0= R o, w2 — (o (00 W)+ 5 06,10 ) (63
ve buradan

p (Yo, Wo) = (4n + 2+ 2do (U,V)) g (Yo, Wo) (6.4)
bulunur.

Benzer gekilde Eg. 6.2’de X = Z =T =V ve Y = Yy, W = W, alinir ve V ile ic
carpilirsa Es. 6.4 elde edilir. Diger yandan Es. 6.1 egitliginden

p(Y,W)=({An+2+2do (U, V))g(Y,W)—(2+4do (U,V)) (u(Y)u(W) + v(Y)o(W))

bulunur. Sonug olarak manifold kompleks n—Einstein’dir.
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7. NORMAL KOMPLEKS KONTAKT METRIK MANiFOLDLARIN
ALTMANIFOLDLARI

Altmanifoldlar Riemann geometrisinin en Onemli ¢ahgma alanlarindan biridir. Bir
manifoldun, {izerinde tagidigi yapiya gore cesitli altmanifold siniflar1 bulunmaktadir.
Bu smiflar igerisinde kontakt yapiyla iligkili olan invaryant, anti-invaryant,
yarl-invaryant, slant, yari-slant, CR ve kontakt-CR altmanifoldlar1 son yillarda
oldukca cahgilagelen konulardir. Reel kontakt geometride bir reel Sasakian
manifoldun hemen hemen yari-invaryant altmanifoldlar1 Bejancu ve Papaguic [4]
tarafindan incelenmistir. Yazarlar makalelerinde bir reel Sasakian manifoldun hemen

hemen yari-invaryant altmanifoldunu tanimlamig ve 6 ayr1 sinifa ayirmigtir.

Kompleks kontakt manifoldlarin altmanifold teorisi heniiz kapsamli bir sekilde
caligtlmamis acgik bir konudur. Konu hakkinda yapilmis calismalardan iki tanesi
yayinlanmig, biri ise hazirlik asamasinda kalmigtir. Yayinlanmayan caligmasinda
Mihai [46] altmanifold tanimlarimi vermis ancak bu tanimlarla iligkili sonuglar elde

etmemigtir.

Yildirim ve Erdogan |75, 76] kompleks kontakt manifoldlarin altmanifolar: iizerine iki
calisma yapmistir. Yazarlarin "hemen hemen kompleks kontakt manifoldlarin
yari-invaryant altmanifoldlar1 [75]" isimli ¢aligmasinda reel altmanifold teorisindeki
temel denklem ve yaklagimlar aynen takip edilmigtir. Manifoldun kompleks olmasi
hali ele alinmamig ve yari-invaryant altmanifold tanimi dogru sekilde verilememistir.
Calhgmada Korkmaz [44] tarafindan verilen sonuglar ele ahnarak ¢aligildigi belirtilmis
ancak verilen teorem ifadelerinde ve ispatlarinda bu durum goz ardi edilmistir.
Dagihimlar incelenmeden ve tanimlanmadan integrallenebilirlik gartlar1 incelenmis ve
bazi sonuglar verilmigtir. Ancak bu sonuclar yazarlar tarafindan verilen yari-invaryant
altmanifold tanimi ile uyusmamaktadir. Bu nedenle kompleks kontakt manifoldlarin
yvari-invaryant altmanifoldlar1 iizerine yapilmis bu caligmada eksikler ve hatalar
bulunmaktadar.

Bu boélimde bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun hemen hemen
yarl-invaryant altmanifoldu tanimlanarak Bejancu ve Papaguic [4] tarafindan yapilan
siniflandirma normal kompleks kontakt metrik manifoldlar igin yapilmigtir.
Smyth [47, 58] tarafindan yapilan ¢aligmalar gézoniine alinarak Gauss ve Weingarten
denklemleri verilmistir. Bir yari-invaryant altmanifoldun tanimi yapilarak kompleks
durum da ele alinmigtir. Dagilimlar ayrintili olarak incelenmis ve dagilimlarin

integrallenebilirlik sartlar: verilmigtir.
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7.1. Normal Kompleks Kontakt Metrik Manifoldlarin Hemen Hemen Yari-
invaryant Altmanifoldlar:

(M*™+2 G H,J,U,V,u,v,5) bir normal kompleks kontakt metrik manifold, M nin
(n + 2)—boyutlu bir altmanifoldu M ve U,V dikey vektér alanlart M ye teget olsun.
O zaman

TM = Sp{U7 ‘7} 57 Sp{Uv ‘7}L

dir. Bu durumda M iizerinde bir vektor alani X olmak iizere

ve

dir. O halde GX € sp{U,V}* ve HX € sp{U,V}* olur.

P:TM—-TM , Q:TM — TM*

projeksiyonlari i¢in X € I'(T'M) olmak iizere

GX = PX +QX (7.1)

biciminde yazilir. Burada PX ve QX sirasiyla GX in teget ve normal kisimlaridir.
Ayrica H = GJ oldugundan X € I'(TM) igin

HX =PJX +QJX (7.2)

dir. Burada PJX ve QJX swrasiyla HX in teget ve normal kisimlaridir. Bu sekilde
tamimlanan P doniigiimii ['(T'M) fiizerinde izomorfizim ve () normal degerli bir

1-formdur. M nin bir p noktasindaki iki dagilim

Dy = ¢ek{Qlopw vy} = {X, € sp{U, V}+: Q(X,) = 0}
D;_ = gek{P|sp{U,V}J-} = {XP S Sp{Uv V}J— : P(XP) = O}

biciminde tanimlansin.

7.1. Onerme



D, ve DpL dagilimlar1 T'M nin ortogonal altuzaylaridir.
fspat

X, €D, veY, e le olsun. Bu durumda GX, = PX,, ve GY, = QY, dir. Ayrica
9(Xp, ) = 9(GX,, GY,) + a(X,)u(Y)) + 0(X3)0(Y})

ve u(X,) = u(Y,) = v(X,) = 9(Y,) = 0 oldugundan

9(Xp, V) = 5(GX,, GY)

bulunur. Béylece

9(Xp, Yp) = 9(P X, QY;) =0

dir.

Diger yandan M ye normal olan herhangi bir vektor alan1 N olmak iizere

B:TM* —TM
C:TM* —TM*+

projeksiyonlar1 icin

GN = BN +CN
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(7.3)

seklinde yazilir. Burada BN ve C'N swrasiyla GN nin teget ve normal parcalaridir.

Ayrica H = GJ odugundan

HN = BJN + CJN

bicimindedir. Es. 7.1 ve Eg. 7.2 ifadeleri gézoniine alinirsa
GU=PU+QU =0, HU=PJU+QJU =0

GV =PV+QV=0, HV =PJV+QJV =0

bulunur. Bu egitliklerden

PU=0, QU=0, PJU=0, QJU =0

(7.4)
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PV =0, QV =0 PJV=0 QJV=0
elde edilir. Diger yandan Es. 7.1e sirasiyla G, J, H uygulanirsa Es. 3.3’den

PP=-T-BQ+uU+uv®V, QP+CQ =0
JP + PJ =0, JQ+QJ =0
P J=—-J4+BJQ—-uV+valU, QJP+CJQ=0

olarak elde edilir. Bununla birlikte Es. 7.3’¢ G ve J tensorleri uygulanirsa Es. 3.3'den

C?*=—-I-QB, PB+BC=0
BJ+JB=0, CJ+JC=0

egitliklerine ulagilir.

Bir kompleks manifoldun CR-altmanifoldlar:, kontakt manifoldlarin altmanifoldlar:
tizerinde yapilan c¢aligmalarda esas alinmaktadir. Bejancu ve Papaghiuc [4]
caligmalarinda CR-altmanifold tanimindan yararlanarak bir Sasakian manifoldun
hemen hemen yari-invaryant altmanifold tanimini vermigtir. Bu tanimdan
yararlanilarak bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun hemen hemen

yari-invaryant altmanifold tanimi asagida verilecektir.
7.2. Tanim

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold ve M nin bir altmanifoldu M olsun.

Eger M boyunca boyD,, boyD, sabit ve

D:p—1D, , DL:p%Dj

dagihimlart M iizerinde diferensiyellenebilir ise M ye bir hemen hemen yari-invaryant
altmanifold denir.

Asagidaki iki énerme yukaridaki kosullara haiz en genis iki distribiisyonun D, ve le

oldugunu gostermektedir.

7.3. Onerme

D dagihmi sp{U, V}* de bir maksimal invaryant dagilimdir. Yani
i) Her p € M i¢in GD, = HD, =D, ,
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ii) Her p € M icin eger D), C sp{U,V}* ve GD), = HD, = D), ise D, C D,
dir.

jspat

X, € I'(D,) olsun. Bu durumda u(X,) = 9(X,) = 0 oldugundan
-X, = G*(X,) = GGX, = PGX, + QGX,

olur ve buradan QG X, = 0 bulunur. Béylece X, € T'(GD,) olup D, C GD, dir. Diger
yandan Y, € T'(GD,) i¢in QY, = 0 olur ve bdylece Y, € T'(D,) bulunur. Yani GD, C D,
dir. Sonug olarak GD, = D,, olur. Benzer sekilde HD, = D, oldugu goriiliir ve bdylece
() ispatlanmig olur.

D), C sp{U,V}* herhangi bir dagihm ve GD), = D), olsun. Keyfi bir X/ € T'(D}) vektor
alant i¢in GX,, € T'(GD,,) dir. Bu durumda QX = 0 olur ve béylece X, € I'(D,) olur.
Dolayisiyla D), C D, yani D, maksimaldir.

H icin de aym1 asamalar takip edilerek ispat tamamlanir.
7.4. Onerme

Dt dagilim sp{U, V}+ de maksimal anti-invaryant dagilimdir. Yani

i) Her p € M igin C_?D;,HDPL C T, M,

i) Her p € M icin eger D)) C sp{U,V}*+ ve GD), HD)) C T;-M ise Dy C D,
dir.

fspat

X, € Dy olsun. O zaman GX, = QX, € T,M* olur ve GD, C T,M~* bulunur.
Benzer sekilde HX, = QJX, € T,M* olup HD; C TpLM dir. Boylece (7)’nin ispat1
tamamlanir.

D) C sp{U,V}* herhangi bir dagihm ve GD), HD) C T,M* olsun. Keyfi bir X/ €
[(Dy) vektér alam i¢in GX/ € T,M~ olur. O halde PX) = 0 ve boylece X/ € ['(Dy’)
dir. Sonug olarak D) C DpL bulunur. Benzer agsamalar takip edilerek H i¢in de aym

sonuc elde edilir.

D @ D+ @ sp{U,V} nin TM deki ortogonal tiimleyeni D olmak fizere bir normal
kompleks kontakt metrik manifoldun hemen hemen yari-invaryant altmanifold tanimi

su sekildedir:
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7.5. Tanim

Bir M normal kompleks kontakt metrik manifoldunun bir altmanifoldu M olsun.
Eger TM = D & D' @& D @ sp{U,V} biciminde yazlabiliyorsa M’ye bir kompleks
hemen hemen yar-invaryant altmanifold denir. Buradaki D dagihmi invaryant veya

anti-invaryant degildir.

boycD = q, boycD+ = p, boycﬁ = s olsun. Yani boycTM = q+p+ s+ 1 dir. Bu
durumda reel Sasakian manifoldlara [4] benzer sekilde agagidaki simiflandirma

verilebilir.
7.6. Tanmim

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold ve A nin bir hemen hemen yari-

invaryant altmanifoldu M olsun. Eger

s=0, ¢#0, p+# 0 ise M’ye yari-invaryant altmanifold

p=s=0, q¢# 0 ise M’ye invaryant altmanifold

qg=s=0,p#0ise M’ye anti-invaryant altmanifold

p=0, ¢g#0, s#0ise M’ye hemen hemen invaryant altmanifold
q=0, p#0,s# 0ise M’ye hemen hemen anti-invaryant altmanifold

ANl

q=p=0,s # 0 ise M’ye pseudo-invaryant altmanifold
ad1 verilir.

Reel Sasakian manifoldlar i¢in birinci smif Bejancu ve Papaghiuc [3], ikinci ve fi¢iinci
sinif Kon ve Yano [41,71] tarafindan ¢ahigilmigtir. Bu béliimde normal kompleks kontakt

metrik manifoldlar icin birinci simif cahigilacaktir.

7.2. Normal Kompleks Kontakt Metrik Manifoldlarin Yarl-invaryant
Altmanifoldlar:

7.2.1. Girig

Sasakian manifoldlarin yari-invaryant altmanifoldlar1 Yano ve Kon [72] tarafindan
kontakt CR-altmanifoldlar adi altinda cahgilmigtir. Yano ve Kon caligmalarinda
kontakt yapinmm vektér alani & nin D veya D+ dagihmlarmm ikisinin de eleman:
olabilecegini gbstermis ve her sonucu bu iki durum igin ayrica belirtmislerdir. Yani

TM =D @ D+ almistir. Bejancu ve Papaguic [4] ise ¢alhismalarinda

TM = sp{¢} ® sp{&}" = sp{¢} @ D D+



97

olarak almigtir. Kentaro ve Yano’nun calismalarinda & vektor alaninin diistiigii kisim
belirli degilken Bejancu ve Papaguic’un ¢aligamalarinda belirlenmigtir.

Bu kisimda Bejancu ve Papaguic [3, 4] tarafindan yapilan caligmalar gbz Oniine
alinarak, normal kompleks kontakt metrik manifoldlarin  yari-invaryant
altmanifoldlar calhigilmigtir.

Tanmim 7.2’de bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun hemen hemen
yar-invaryant altmanifoldu tammlanmistir. Onerme 7.3 ve Onerme 7.4'de D
dagihminin maksimal invaryant dagilim, Dt dagiliminin maksimal anti-invaryant
dagihm oldugu gosterilmigtir. Ayrica D dagihmmin boyutu sifir ise altmanifold
yari-invaryant altmanifold olur. Bu durumda Tanim 7.6’'nin birinci maddesine denk
olarak  bir mnormal kompleks kontakt metrik manifoldun yari-invaryant

altmanifoldunun tanimi agagida verilecektir.
7.7. Tamm

(M*™+2 G H,J,U,V, u,v,g) bir normal kompleks kontakt metrik manifold, M nin
reel boyutu n 4 2 olan bir altmanifoldu M ve U, V dikey vektdr alanlar1 M ye teget

olsun. Eger

1. TM =D& D+ & sp{U,V},
2. D dagihm G ve H ye gore invaryant yani, GD = D ve HD = D,
3. Dt dagihmi G ve H ye gore anti-invaryant yani GD+ C TM* ve HD+ Cc TM*

ise M ye bir yari-invaryant altmanifold denir.

Diger yandan GH = J oldugundan yukaridaki kosullar .J icinde gecerlidir.

M iizerindeki herhangi bir & vektor demeti icin & nin tiim diferensiyellenebilir
kesitlerinin modiilii T'(S) olsun. O zaman ¢ : TM — D ve ¢p : TM — Dt
projeksiyonlari olmak iizere her X € I'(T'M) igin

X =X +¢X +u(X)U +0(X)V (7.5)
bi¢ciminde yazilir. Burada ¢ X ve ¥ X sirasiyla X in teget ve normal parcalaridir. Ayrica
JX = ¢JX +9JX +0(X)U — u(X)V (7.6)

dir. Benzer sekilde t : TM*+ — TM ve f : TM*+ — TM* déniisiimleri ile her N €

[(T+M) igin, tN ve fN sirasiyla N nin teget ve normal bilegenleri olmak iizere

N =tN + fN
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yazilir.
Diger yandan Es. 7.1 ve 7.2°den PX, PJX € I'(D), QX,QJX € I'(TM*) ve Es. 7.3,
Es. 7.4'den BN, BJN € I'(D*) ve CN,CJN € T(TM*) dir.

7.8. Onerme

Bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun her yari-invaryant altmanifoldu

iizerinde bir C', f—yapis1 vardir.
fspat

X € I(TM) olsun. QX € I'(TM*) olacagindan GQX = BQX + CQX yazlabilir.
Bu ifadeye G uygulanirsa Es. 3.3'den —QX = GBQX + GCQX bulunur. Bdylece
GCQOX + QX = 0 ve GBQRX = 0 olur. Diger yandan Es. 7.3 ve Es. 3.3°den C?N +
N+GBN = 0ve BON = 0 dir. Buradan C®N +CN+CGBN =0ve C3N+CN =0
olacagindan C? + C = 0 olur.

Ayrica P, @, B, C nin kovaryant tiirevleri

(VxP)Y = VxPY — PVyxY
(VxQ)Y = Vx QY — QVxY
(VxB)N = VxBN — BVx*N
(VxC)N = VxTCN — CVx*N

seklindedir.
M normal kompleks kontakt metrik manifoldunun bir yari-invaryant altmanifolddu M

olsun. TM+* normal tanjant uzay1
TM*+ = GD+ @ HD @ JD*+ @9 (7.7)

seklinde bir ayrigim (decomposition) olarak yazilabilir. Béylece anti-invaryant dagilimin
G ve H tensor alanlar altindaki goriintiileri belirlenmis olur. Simdi dagilimlarin daha

acik ifade edilebilmesi adina bazlar incelenecektir.

(M*™+2 G H,J,U,V, u,v,§) nin bir ortonormal bazi {ey, ey, ..., e, Gey, Ges, ..., Ge,,
yHei,Hes, ..., Hep, Jey, Jeg, ..., Je,, U, V} ve bu ortonormal baz sisteminin
e1,es,...,en, M ye teget olacak sekilde bir kisitlamasi {ej,es,...,e,} olsun. Bu
durumda e, 11 = U, e,,2 = V olmak iizere {e1,€s, ..., €p, €ni1, Enyo} kilmesi M nin bir

ortonormal baz1 olacaktir. Béylece D in bir baz1 {ey, es, ..., €, } ve D nin bir baz
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{€pt1,€p+2, .., €} biciminde almabilir. Ayrica TM* in bir baz {e,y3,..., €amia}
olarak belirlenir. Buradan {e,.s,...,€n+213,} kiimesi GD' @ HD*+ ¢ JD* in ve
{€nt3+3p, €ntatps ---s Cami2} kilmesi ise ¥ nin bir bazidir. Yari-invaryant altmanifoldun
tanmmindan €nt+3 = @el, Cnt+a = 662 y ey Eng24p = @ep, Cnt+3+p = f[el, Cntd+p =
H€2 y ey Cn4242p = ﬁep, En+3+2p = jel, En+a+2p = j€2 yery En4243p = jep olarak

alinabilir. Boylece

D = sp{ept1,€p5,...,en-3,Gept1,Gepis, ..., Gen-s, Hepr1, Hepss ..., Hen-s,
4 4 4 4 4 4 4 4 4

J€L+1, J€L+5, ey Jen—s},
4 4 4

D+ = sp{er, ez, ..., €, ),
GD* @ HD* @ JD* = sp{Ge,,Gey, ...,Ge,, Hey, Hes, ..., He,, Jei, Jeo, ..., Je,},

9= 8p{6n+3p+3 ,€n+t3ptd, ..., Cam+42, Gentspts ; Gentspia 5 o o Geamiz X Hentspis s He n+3p+4,
4 4 1 4 4 4 1 4

ceey H64m+2 s j€n+3p+3 s j€n+3p+4 AT j€4m+2}
4 4 4 4
dir.
7.2.2. Gauss ve Weingarten denklemleri

Smyth [47,58] 1967’ de kompleks hiperyiizeylerin diferensiyel geometrisini ¢ahgmig ve
bir kompleks hiperyiizey icin Gaus ve Weingarten denklemlerini vermistir. Benzer
diigiince ile bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun altmanifoldu i¢in Gauss
ve Weingarten denklemleri bu béliimde verilecektir.

(M*™*2 G H,J,U,V, u,v,§) bir normal kompleks kontakt metrik manifold ve M nin
(n + 2)—boyutlu bir yari-invaryant altmanifoldu M olsun. M ye teget keyfi X,V
vektor alanlar: icin Gauss denklemi

vxy =VxY + h(X, Y) (78)

bigimindedir. Burada h(X,Y") ikinci temel formu ifade etmektedir ve
dm—n
h(X,Y) =) (h%(X,Y)Na + k*(X,Y)JN,) (7.9)
a=1
seklinde tanimlanir. Diger yandan Weingarten denklemleri
va = —AnX + Vé}N (710)
VxJN = —A;nX + VyJN (7.11)

olarak verilir.
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Burada Ay and Ajy swasiyla N ve JN nin sekil operatérleridir. s®(x),t%(X) ve
5%(z),t*(X) katsayilar icin

Idm—n

VEN = ) {s%(@)Na + t*(X) I N}

dm—n

VN = ) {58%(x)No + 1*(X) TN, }
a=1
olarak verilir.

Bu gosterimde V,V ve V* sirasiyla M, M ve TM~ deki Riemann, indirgenmis

Riemannian ve indirgenmis normal koneksiyonu gostermektedir.
Sonug

Her X, Y € IN(TM) , N € T(T*+ M) igin

gh(X,Y),N) = g(AxX,Y) ve g(h(X,Y),JN) = g(A;nX.Y)
dir.

fspat

Gauss ve Weingarten denklemlerinden

J(ANXY) = g(VxN -~ VxN,Y)
= —g(VxN,Y)

(VxY,N)

d(VxY +h(X,Y),N)

g(h(X,Y),N)

Il
QI

dir. Benzer sekilde g(h(X,Y), JN) = g(A;yX,Y) oldugu gosterilir.
7.9. Tamim

M bir normal kompleks kontakt metrik manifold ve M nin yari-invaryant altmanifoldu

M olsun. M nin ikinci temel formu h min izi Iz(h) olmak iizere M nin ortalama egriligi
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olarak tamimlanir.

Eger 4 = 0 ise M ye minimal, h = 0 ise M ye bir total jeodezik altmanifold denir.
Her X € I'(TM) igin eger VN = 0 ise N ye paraleldir denir. h ve A nin kovaryant

tlirevleri

(Vxh)(Y,Z) = Vx(h(Y, Z)) = h(VxY, Z) = h(Y,VxZ)
(VxA)WY = Vx(AyY) — Agy yY — AyVyY

bi¢imindedir. Eger her X € I'(T'M) i¢in Vxh = 0 ise h ya paraleldir denir. Ayrica
bu durum VxA = 0 olmasina denktir. Her X, Y € I'(T'M) i¢in h(X,Y) = g(X,Y)u
ise M ye total umbilik altmanifold denir. Esg. 7.3, Es. 7.4 ve Es. 7.9’den yararlanilarak

dogrudan hesaplama ile

Gh(X,Y) = Bh(X,Y) + Ch(X,Y)
Hh(X,Y)= BJh(X,Y) + CJh(X,Y)
Jh(X,Y) = BJCh(X,Y)+ QJBh(X,Y)+ CJB

JN = BJCN + QJCN + CJCN

olarak elde edilir.

7.2.3. Bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun yari-invaryant

altmanifoldlari i{izerine sonuclar

Bu béliimde Gauss ve Weingarten denklemlerinden yararlanilarak G ve H nin
kovaryant tiirevlerinin teget ve normal bilegenleri hesaplanmigtir. Ayrica

yari-invaryant altmanifold iizerinde bazi sonuclar verilmigtir.

7.10. Lemma

M normal kompleks kontakt metrik manifoldunun bir yari-invaryant altmanifoldu M
olsun. Her X, Y € I'(T'M) i¢in

PV xPY — pAgy X = PVxY —a(Y)pX +a(X)PJY (7.12)
—20(X)pJY —o(Y)pJX + 20(X)pJYy
—9(X) (V5 JPYy — JpV 5 PYy
— A zovU + JoAqy,U),
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YVxPY —pAgy X = Bh(X,Y) +5(X)QJY — 20(X)JY (7.13)
—a(Y)pX —o(Y)WJIX + 0(X ) JY,
—0(X) (Vg JPYy — JYV5PY,
— Y Ajz0v,U + JYAgy,U — BICh(U, PYy)),

U(VxPY — Aoy X) = §(¢X, 0Y) + g(v X, ¢Y) (7.14)
+ (da(U,V) —2)o(X)o(Y) — 9(X)(a(VgJPY,
— AjorU) +9(Agv,U — Vg PYp)),

9(VxPY — Agy X) = g(¢J X, 9Y) + g(J X, Y) (7.15)
— (da(U,V) = 2)o(X)u(Y) — (X)) (8(VgJ PY,
- AJQYOU) + (Vg PYy + Aoy, U),

h(X, PY) — Ch(X,Y)+QVxY = —VxQY — (X)) (h(U, JPY,) (7.16)

— QJBh(U, PY,) — CJCh(U, PYy)
+ VEIQY, — JV52")

dir.
fspat

M normal kompleks kontakt metrik manifoldunun bir yar-invaryant altmanifoldu M
olsun. Her XY € I'(T'M) icin Es. 4.3’den

<
>
Q
~
I
Qi

(X)PJY —20(X)pJY —a(Y)pX — 0(Y)pJX + 20(X)pJYy (7.17)
X)(VgJ)PYy +6(X)QJY — 20(X)JY —a(Y)X — o(Y)ypJX
X)pJYy —o(X)(Vy )QYo +{ 2v( )

X,Y)+da(U,V)v

X,Y) —da(U, V)@(X)a(Y)}V

+ + +
S a Do
Y

dir. Diger yandan Es. 7.5 ve Eg. 7.6’dan
9(X,Y) = g(0X,0Y) + g(v X, YY) + a(X)u(Y) + v(X)v(Y) (7.18)
ve

G(JX,Y) =g(oJX, oY) + g J X, YY) + o(X)u(Y) — u(X)o(Y) (7.19)

elde edilir.
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Ayrica Es. 7.5, Es. 7.6, Eg. 7.8 ve Eg. 7.10’dan

(Vg J)PYy = ¢V oI PYy — JoNV 5 PYy — BJCh(U, PYy) + (Vg JPYy) (7.20)
— JYVgPYy +h(U, JPYy) — QJBh(U, PY,) — CJCh(U, PYy)
+ [a(Vy JPYy) — 9(Vg PYo)|U + [0(V I PYy) + a(Vy PYp) [V

ve

+ VEIQYy — JVEQYy — (A zgy,U) — (Agy, 1)U

— [0(A gy, U) + u(Agy,U)]
elde edilir. Diger taraftan
(VxG)Y = VxGY — GVxY
olup Es. 7.8 ve Es. 7.10’den

(VxG)Y = ¢VxPY — ¢pAgy X — PVxY — Bh(X,Y) (7.22)
+ WV xPY — Aoy X + h(X, PY) — QVxY + VxQY
— Ch(X,Y) + (a(VxPY) — ii(Agy X))U + (0(Vx PY) — 0(Agy X))V

olur. Es. 7.17 - Eg. 7.22 goz 6niine alinip teget ve normal parcalarin esitligi kullanilarak
Es. 7.12, Es. 7.13, Es. 7.14, Es. 7.15 ve Es. 7.16 elde edilir.

Yukaridaki ispata benzer agamalar takip edilerek ve Eg. 4.4, Es. 7.8 ve Es. 7.11

esitliklerinden asagidaki lemma elde edilir.
7.11. Lemma

M normal kompleks kontakt metrik manifoldunun bir yari-invaryant altmanifoldu M
olsun. Her X, Y € I'(T'M) i¢in

PV PIY — Aoy X = PIVxY —(X)PY +2u(X)pJY
+a(Y)pJX — v(Y)pX — 2u(X)pJ Yo
— u(X)(¢VgJPYy — JoVgPYy — ¢ Ajoy,U
+ JoAgy,U),
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YVxPJY —¢Ag;y X = BJh(X,Y) — o(X)QY + 2u(X)y.J
+a(Y)JX —o(Y)pX — 2u(X)pJYy
—u(X)(¥VgJPYy — JYV g PYy
— Y Ajov, U + JYAgy,U — BJCh(U, PYy)),
WVxPIY = Aqjy X) = —g(¢J X, ¢Y) — g( JX, ¢Y)
— (do(U,V) = 2)o(X)o(Y) + @(X)(—u(VyJPY,

— Ajov,U) + 0(VgPYy + Aoy, U),
U(VxPJY — AgjvX) = g(¢X, ¢Y) + g( X, ¥Y)
+ (do(U, V) = 2)a(X)u(Y) — a(X)(a(VyPYy
+ Aoy, U) + 9(VgJPYy — Asoy,U),
h(X, PJY) — CJh(X,Y) - QJVxY = -VxQJY — a(z)(h(U, JPY;)
— QJBh(U, PYy) — CJCh(U, PY))
+ VEIQYy — JV™)

dar.

7.12. Lemma

M normal kompleks kontakt metrik manifoldunun bir yari-invaryant altmanifoldu M
olsun. Her X, Y € I'(T'M) i¢in

¢V xBN — pAcnX — PANX = 5(X) (oAU + ¢JVy BN
— 0AjonU — ¢JAcnU),
YVxBN —pAcyX — BVxN = &(X)BJIN + 9(X) (Y AjpyU
+ ¢ JVgBN + BJCh(U, BN) + ¥ AjonU
— ¢ JAcnU + BJCV;CN),
uW(VxBN — AenX) = 0(X)[a(AspnU + AjonU)
+ 0(Vay BN + AcnU)
9(VxBN — Aoy X) = 0(X)[~u(VyBN — AcnU)
+5(AzpnU + AjenU)),
h(X, BN) + VxCN — QAxX = CVyN + &(X)CJN — o(X)[VE BJN
+ —QJBh(U,BN)VJCN — QJCVECN
— CJCOVECN]

dar.
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fspat

X e I(TM) ve N € T(T+M) olsun. Eg. 4.3 ve Es. 7.3’den

(VxG)N =&(X)BJN +&(X)CJN — 9(X)(VyJ)BN — 9(X)(VyJ)CN (7.23)
olur. Diger yandan Es. 7.8, Eg. 7.10 ve Es. 7.11’den

(VgJ)BN =V JBN — J(VgBN) (7.24)
= —¢AjpnU — ¢JVgBN — Y AjpnU — JVgBN — BJCh(U, BN)
— [W(AjpnU) +0(VgBN)|U — [0(AjpnU) — a(Vy BN)|V
+ V&JIBN — QJBh(U,BN) — CJCh(U, BN)

ve

(VgJ)CN = V5 JCN — J(VzCN) (7.25)
= —¢AsonT + ¢JAcnU — v As7enT + 0 JAonU — BJICVECN
— (@(AjenU) + 9(AcnU))U — (9(AsenU) — w(Aon0))V + VEJCN
— QJCVLCN — CJCVECN

elde edilir. Es. 7.3, Eg. 7.4, Es. 7.8 ve Eg. 7.10’den

(VxG)N = —6(X)BJN + 0(X)(¢ApnU + ¢JVGBN + ¢AjonU (7.26)
— ¢JAcnU) + 0(X) (W AspnU + IV BN + Y AzenU
— ¢ JAcnU + BJCh(U, BN) + BJCVECN) + 9(X)[(u(AjpnU)
+0(VgBN) + a(AjonU) + 0(AenU))U + (0(Ajpn0)
— @(VgBN) + 9(AjenU) — a(AcnU))V] — 9(X)[VEBJIN
— QJBh(U,BN) + V§JCN — QJCVECN — CJCVECN] +6(X)CJIN

olur. Boylece Es. 7.23 ve Eg. 7.26'den teget ve normal parcalar birbilerine esitlenirse
ispat tamamlanir.

Yukaridaki ispata benzer adimlar izelenerek agsagidaki lemma elde edilir.
7.13. Lemma

M normal kompleks kontakt metrik manifoldunun bir yari-invaryant altmanifoldu M
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olsun. Her XY € I'(T'M) icin

dVxBIN — pAcjn X + PANX = 0(X)(—=dAs5U — ¢JVy
— pAjenU + ¢JAcnU)
YVxBJIN —AcjnX — BJVxN = &(X)BN + a(X) (=0 A;5n0U
— ¢ JVgBN — BJCh(U,BN) — ¢y AjonU
+ 1 JAcnU — BJCVECN)
W(VxBIN — AcjnX) = —a(X)[a(AspnU + AcinU)
+9(VyBN + AcnU)]
9(VxBJN — AgjnX) = —u(X)[~a(VyBN + AcyU)
+0(AspnU + AjenU))
h(X,BJN) + VxCJIN — QAyX = CJVxN + &(X)ON + @(X)[V5BJIN
— QJBh(U,BN) — CJCh(U,BN) + V§JON
— QJOVECN — CIJCVECN)]

dar.

U ve V vektér alanlarmin herhangi bir X vektor alani yoniindeki kovaryant tiirevleri

gbzoOniine alinip teget ve normal bilegenlere ayrilirsa agagidaki sonuclar elde edilir.
7.14. Lemma

M normal kompleks kontakt metrik manifoldunun bir yari-invaryant altmanifoldu M

olsun. M f{izerindeki herhangi bir X vektor alani icin

) = -QX,
V) —QJX

dir.

Buradan asagidaki sonug verilir.
Sonug

M normal kompleks kontakt metrik manifoldunun bir yari-invaryant altmanifoldu M
olsun. Her X € I'(D) i¢in
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h(X,U) = -QX, h(X,V) = -QJX 7.29
VxU=ac(X)V, VxV =—-6(X)U 7.30)
dir.

Sonug

M normal kompleks kontakt metrik manifoldunun bir yari-invaryant altmanifoldu M

olsun. O zaman

h(U,U)=h(V,V)=h(U,V) =0
Vol = (0, Vol = 6(V)V, Vol = —5(0)0, VoV = —5(V)T
dir.

7.2.4. Normal kompleks kontakt metrik manifoldlarin yari-invaryant

altmanifoldlari iizerindeki dagilimlarin integrallenebirligi

Bir kompleks kontakt metrik manifoldun kontakt dagilimi H nin, integrallenemeyen bir
dagihm oldugu bilinmektedir. Bu béliimde D, D+, D&DL, Ddsp{U,V}, D @sp{U,V}

dagilimlarinin integrallenebilirligi incelenecektir.
7.15. Lemma

M bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun yari-invaryant altmanifoldu olsun.
O zaman her X,Y € I'(D1) | Z € sp{U,V}+ i¢in

9(AexY, Z) = g(Aey X, Z) (7.31)
9(AaxY,Z) = g(Agy X, Z) (7.32)
9(AxY, Z) = g(A X, Z) (7.33)

dir.
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fspat

X, Y € (DY) ve Z € T(TM) olsun. Bu durumda GX = QX € TM* dir ve

VyGX = —AgxY + VyGX (7.34)
olur. Ayrica

VyZ =VyZ+h(Y,2)

olup buradan

§(VyZ,GX) = §(h(Y, Z),GX) (7.35)
dir. GX € TM* oldugundan §(VyZ,GX) + g(Z,VyGX) = 0 ve Es. 7.34’den
9(AaxY. Z) = g(h(Y, Z),GX) (7.36)
bulunur. Diger yandan h simetrik oldugu icin Es. 7.34’den

§(AaxY,Z) = —g(GV 4

=
5 5

olur. Eg. 3.6 ve Eg. 3.11’den

d(VQ)Y,X) =g(do(Y, X))V, 2) (7.37)
ve boylece

9(AexY, Z) = g(do (Y, X)V, Z) = g(V,GY, X)

dir.Ayrica g(GY, X) = 0 oldugundan ve Es. 7.8’den

9(AexY, Z) = g(do(Y, X)V, Z) + §(VzX,GY)
= g(do(Y,X)V,Z)+ g(VzX +h(Z,X),GY)
= §(do(Y, X)V,Z) + §(h(Z, X),GY)

bulunur.
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Nihayet Es. 7.37’den
g(AGXYJ Z) = g(dU(Y,X)V, Z) + g(AGYXa Z)

olarak bulunur. Eger Z € sp{U,V}* ise Es. 7.31 elde edilir. Benzer adimlar izlenerek
Es. 7.32 ve Eg. 7.33 gosterilir.

7.16. Lemma

M bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun yari-invaryant altmanifoldu olsun.
Bu durumda her X,Y € I'(D4) i¢in [X,Y] € T'(D @ D) dir.

fspat

X,Y € I(D4) olsun. O zaman

g((X,Y],U) =g(VxY —VyX,U)
= —g(VxU,Y)+g(VyU,X)

dir. Béylece Eg. 7.14’den g([X,Y],U) = 0 bulunur. Ayrica g([X,Y],V) = 0 oldugu
benzer bigimde gosterilir. O halde [X,Y] € I'(D & D*) dir.

7.17. Teorem

Bir M normal kompleks kontakt metrik manifoldunun yari-invaryant altmanifoldu

izerindeki anti-invaryant dagilim involiitdiir.
fspat

X,Y € I'(D4) olsun. Es. 4.3 esitliginden
(VxGQ)Y =6(X)HY +g(X,Y)U
olur. Ayrica GY € T*M oldugundan Es. 7.8, Es. 7.10°den

~Aey X + VxGY — GVxY — Gh(X,Y) =6(X)HY + g(X,Y)U (7.38)
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dir. X ve Y yer degistirip elde edilen egitlik Eg. 7.38’den c¢ikarilirsa
~GIX,)Y] = Agy X — AgxY — VxGY +VyGX +6(X)HY —6(Y)HX (7.39)

bulunur.
Diger yandan N € I'(¢) normal kesiti i¢in Esg. 4.3 ve Es. 7.10 egitliklerinden

olur. X ve Y yer degistirilip elde edilen ifade Eg. 7.40’den ¢ikarilir ve Az nin simetrik
oldugu kullanilirsa

G(VxGY — V3GX,N) =0

esitligi elde edilir. Boylece VEGY —~VEGX € GD @ HD+®.JD* olur. Ayrica Z € I'(D)
icin Eg. 7.39’dan

9(-G[X,Y],GZ) =0

ve boylece

(X, Y],G*2) = g([X,Y],Z) =0
dir. Sonug olarak [X,Y] € I'(D1) dir.

7.18. Teorem

M bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun yari-invaryant altmanifoldu olsun.
Dt @ sp{U, V} dagilim involiitdiir.

fspat
X e I(Dt) ve Y € T(D) olsun. Eg. 3.9’dan
9([X,UY) =g(V-Y, X)

U

dir. Y = GZ olacak bigimde Z € I'(D) secilsin. Bu durumda Eg. 4.3 ve Eg. 7.8'den

(X, UL,Y) =g(VyGZ,X) = —g(VyZ,GX) =0
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elde edilir. Béylece [X,U] € T(D*+ @ sp{U,V}) olur. Aymi adimlar takip edilerek
[(X,V] € T(D* @ sp{U,V}) oldugu gosterilebilir. Nihayet Teorem 7.17 gz Oniine

alinarak ispat tamamlanir.
7.19. Tanim

M bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun yari-invaryant altmanifoldu olsun.
Eger M ne invaryant altmanifold (yani her p € M igin boyDj = 0) ne de anti-invaryant
altmanifold (yani her p € M igin boyD = 0) ise M ye bir proper (has) yari-invaryant
altmanifold denir.

Eger manifold kontakt CR-altmanifold ise D dagihminin integrallenebilirligi hakkinda
keskin kogulllar verilebilmektedir, bkz [72]. Ancak yari-invaryant altmanifoldun
invaryant dagiliminin integrallenebilirligi hakkinda keskin kosullar sunabilmek proper

altmanifold kavrami ile miimkiin olmaktadir.
7.20. Teorem

Bir M normal kompleks kontakt metrik manifoldun proper yari-invaryant altmanifoldu

izerindeki invaryant dagilhim involute degildir.
fspat

X,Y € I'(D) igin Es. 3.9’dan
g([X,Y],U) = 2g(GX,Y) ve g([X,Y],V) = 2g(HX,Y)

olur. D nin integrallenebilir oldugu kabul edilsin. O zaman

g([X,Y],U) = g([X,Y],V) = 0 yani ikinci temel form sifir olur.

Diger yandan Y € T(D) i¢in GX ve HX birim vektér olacak sekilde sirasiyla
Y =GX ve Y = HX secilirse 2g(GX,Y) = 25(HX,Y) = 1 olacaktir. O halde kabul
yanligtir yani, D integrallenebilir degildir.

Bu teoremden agagidaki sonug elde edilir.

Sonug

M bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun proper yari-invaryant altmanifoldu

olsun. D @ D+ dagihmi involiite olamaz.
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D @ sp{U,V} dagihmmin integrallenebilirlik kosullarinin incelenmesi icin asagidaki

lemmalar verilecektir.
7.21. Lemma

M bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun yari-invaryant altmanifoldu olsun.
Bu durumda her X € sp{U,V}, Y € T'(D) ve Z € I'(D+) vektdr alanlari icin

dh(X,Y),GZ)=g(VxZ,GY)
gh(X,Y),HZ)=g(VxZ HY)
g(h(X,Y),J2)=g(VxZ,JY)
dir.

fspat

X € sp{lU,V}, Y € I(D) ve Z € I'(D') olmak iizere N = GZ olsun. O zaman Es.
7.35’den

dir. Diger yandan Es. 3.11’den
gh(X,Y),GZ) = §(VxZ.GY)

bulunur. Ayni adimlar takip edilerek diger esitlikler gosterilir.
7.22. Lemma

M bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun yari-invaryant altmanifoldu olsun.
O zaman [X,U] ve [X,V] € T(D & sp{U, V}) dir.

fspat

Es. 7.8 ve Eg. 7.28 gz oniine almirsa her Y € T'(D4) ve X € I'(D) igin

g([X7 (7]7Y) = Q(VUK X)
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olur. Z € T'(D) olmak fizere X = GZ almsin. Bu durumda Es. 7.35’den

bulunur. Béylece §([X,U],Y) = 0 olur. Ayni adimlar takip edilerek g([X,V],Y) = 0

oldugu gosterililir ve ispat tamamlanair.
7.23. Teorem

M bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun yari-invaryant altmanifoldu olsun.

D @ sp{U, V'} involiit olmasi icin gerek ve yeter sart
h(X,GY) = h(GX,Y) (7.41)

olmasidir.

fspat

X,Y € I'(D) igin Es. 7.16’den

h(X,PY) - Ch(X,Y)+ QVxY + VxQY =0 (7.42)
dir. h simetrik oldugundan Y ve X in Eg. 7.42 de yerdegistirmesi ile elde edilen ifade Es.
7.42’den gikarlirsa h(X, PY) — h(Y, PX) = Q[X,Y] bulunur. Bu durumda [X,Y] €

(D @ sp{U,V?}) olmasi i¢in gerek ve yeter sart Es. 7.41'in saglanmasidir. Lemma

7.22’nin gozoniine alinmasiyla ispat tamamlanir.

Son olarak total umbilik altmanifold iizerine bir sonu¢ verilecektir.
7.24. Teorem

M bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun yari-invaryant altmanifoldu olsun.

Eger M bir total umbilik altmanifold ise M bir invaryant altmanifoldtur.
fspat

M bir total umbilik altmanifold olsun. O zaman VZ € I'(D1) icin
h(Z,0) = §(2,0) = 0
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dir. Diger yandan Es. 7.29’den h(Z,U) = —QZ = GZ olur. Boylece GZ = 0 olup
D+ = 0 bulunur. O halde M bir invaryant altmanifoldtur.

Sonug

Bir normal kompleks kontakt metrik manifoldun total umbilik proper yari-invaryant

altmanifoldu yoktur.
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8. SONUC VE ONERILER

Kompleks kontakt geometri, biinyesinde bircok acik problem barindiran bir alan
olarak geometricilerin ilgisini beklemektedir. Bu alanda yapilan calismalar kisith olup
ozellikle Riemann geometrisi iizerine caligmalar oldukca az sayidadir. Bu tez ¢aligmasi
ile bu alandaki boglugun doldurulmasina katikida bulunulmug ve icerdigi birgok
orijinal sonucla kompleks kontakt geometriyi caligmak isteyen geometricilere kaynak
olugturulmustur. Gerek iilkemiz, gerekse diinyadaki diger geometricilerin bu tez
caligmasindan yararlanmalar1 ve vyapacaklari yeni aragtirmalarda kullanmalar

hedeflenmigtir.

Kompleks kontakt manifoldlarin Riemann geometrisi iizerine yeni ve orijinal
sonuclarin elde edildigi bu tez caligmasi ile normal kompleks kontakt metrik
manifoldlarin egrilik ozellikleri ve altmanifoldlar1 ele alinmigtir. Egrilik 6zellikleri
iizerine elde edilen sonuclar ileryen c¢aligmalarda kullanilacak ve konunun detayh
calisgtlmasini saglayacaktir. Ayrica bir kompleks hemen hemen kontakt manifoldun
normal olmasi sartt G ve H yap1 tensorlerinin kovaryant tiirevleri cinsinden
verilmigtir. Bu sonug¢ altmanifold teorisinin caligilmasinda oldukg¢a onemlidir. Egrilik
tensorleri iizerine elde edilen sonuglar kompleks kontakt manifoldlarin reel kontakt
manifoldlardan 6nemli bir farkim ortaya koymaktadir. Bunun yaninda simetri sartlar
altinda ulagilan neticeler kompleks kontakt geometrideki simetri caligmalarina igik
tutmaktadir.

Kontakt geometrinin 6nemli bir metrik yapisi n—Einstein yapinin kompleks kontakt
geometri icin tanimi ve 6zelliklerinin verilmesi daha sonraki caligmalarda elde edilecek
sonuclarin sunulmasini kolaylagtiracaktir. Caligmanin en 6nemli béliimlerinden biri olan
normal kompleks kontakt metrik manifoldlarin altmanifold teorisi {izerine verilen tanim

ve sonuglar diger altmanifold siniflarinin ¢ahigilmasina yonelimi saglayacaktir.

Bu calismada sunulan sonuclardan faydalanilarak normal kompleks kontakt metrik
manifoldlar iizerinde diger egrilik tensdrleri incelenebilir, Ricci egriligi iizerine yeni
caligmalar yapilabilir ve normal kompleks kontakt metrik manifoldlarin farkh
siniflardaki altmanifoldlar: incelenebilir.
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