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OZET
3- BOYUTLU DINAMIK SISTEMLERIN ESDEGERLIK PROBLEMI
Tuna BAYRAKDAR

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dal
Damisman: Prof. Dr. Abdullah Aziz ERGIN
Eyliil 2016, 62 sayfa

Bu tez ¢alismasinda 3-boyutlu bir manifold iizerinde tanimli bir otonom dinamik
sistem icin yerel esdegerlik problemi Cartan’in esdegerlik metodu kullanilarak ele alin-
mistir. 3-boyutlu manifold {izerinde tanimli bir otonom dinamik sistem yerel olarak bi-
Hamiltonyen formda ifade edilebildiginden (Abadoglu ve Giimral 2009), esdegerlik prob-
lemi bi-Hamiltonyen yapiy1 belirleyen uyumlu Poisson yapilarinin esdegerligi tizerinden
formiile edilmistir. Bu amacla, dinamik sistemi ifade eden bir escati tanimlanmis ve prob-
lem escatilar i¢cin esdegerlik problemine indirgenmistir. Otonom dinamik sistemler i¢in
esdegerlik probleminin ¢oziimii, dinamik sistemin integral egrisi yoniindeki diferensiyel
1-form #"’in integre edilip edilememesiyle yani d9* A ' = 0 ve df* A 6* # 0 durumla-
riyla belirlenen iki dala ayrilmistir. Integre edilebilir durum icin genisletilmis herhangi iki
analitik escatinin ve dolayisiyla genisletilmis herhangi iki analitik dinamik sistemin tek
degiskenli bir fonksiyonla belirlenen bir difeomorfizma sinifi ile her zaman birbirine do-
niistiiriilebilecegi ispatlanmistir. d@* A @ # 0 durumunda ise yine genisletilmis herhangi
iki analitik dinamik sistemin tek degiskenli bir fonksiyonla belirlenen bir difeomorfizma
sintfi ile her zaman birbirine déniistiiriilebilecegi ispatlanmistir. Integre edilemez durum
icin problem taban manifoldu iizerine indirgenerek, problemin temel yapi invaryantlarinin
sayisinin ve integral egrisi iizerindeki koordinata bagliliginin dinamik sistemi belirleyen
vektor alaninin diverjasinin sifir olup olmamasina gore belirlendigi ispatlanmistir. Diver-
janst sifir olan bir vektor alani i¢in taban manifoldu tizerinde bilesenleri Hamiltonyenlerin
fonksiyonlarina karsilik gelen bir flat konneksiyon tanimlanmigtir. Buna gore problemin
temel yap1 invaryantlarinin ve onlarin esgat1 tiirevlerinin dinamik sistemin akis egrisi bo-
yunca degismedigi, diger bir ifadeyle, Hamiltonyenler cinsinden yazilabilecegi gosteril-
mis ve dolayisiyla iki dinamik sistemin esdeger olabilmesi i¢in gerek ve yeter sartlarin
sadece Hamiltonyen fonksiyonlarina bagh olarak belirlenecegi gosterilmistir. Diverjansin
sifirdan farkli oldugu durumda da taban manifoldu iizerinde bir flat konneksiyon elde edil-
mis ve problemi temsil eden escatinin yapr denklemleri hesaplanmistir. Yap1 invaryant-
larimin tamaminin sifir olmas1 durumunda ise yap1 denklemleriyle belirlenen Lie cebiri
Heisenberg cebirine izomorfik oldugu ve dolayisiyla problemin tanimlandig1 manifoldun
yerel olarak Heisenberg grubu oldugu goriilmiistiir. Bu tez ¢alismasinin son boliimiinde
ise Riccati denkleminin dinamik sistemi temsil eden escatiy1 koruyacak bir kontakt di-
feomorfizma altindaki egdegerlik problemi, Cartan’in esdegerlik metodu vasitasiyla ele
alimmus ve herhangi iki Riccati denkleminin bu tipte bir difeomorfizma yolu ile birbirine
doniistiiriilebilecegi gosterilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Dinamik sistemler, Bi-Hamiltonyen yapi, Poisson yapis,
Riccati denklemi, Cartan’in esdegerlik metodu.
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ABSTRACT
EQUIVALENCE PROBLEM FOR 3-DIMENSIONAL DYNAMICAL SYSTEMS
Tuna BAYRAKDAR

PhD Thesis in Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Abdullah Aziz ERGIN
September 2016, 62 pages

In this thesis, local equivalence problem for an autonomous dynamical system on
a three dimensional manifold is considered by means of Cartan’s method of equivalence.
Since an autonomous dynamical system on a three dimensional manifold can be expressed
locally in a bi-Hamiltonian form (Abadoglu ve Giimral/2009), the equivalence problem
is formulated in terms of equivalence of compatible Poisson structures determining bi-
Hamiltonian structure. To this end, a coframe which is describing the dynamical system
is defined and problem is reduced to equivalence problem for coframes. The solution of
equivalence problem for an autonomous dynamical systems separates into two branches
determined by integrability d9* A ' = 0 and nonintegrability df' A 8" # 0 of differential
1-form #' which is a 1-form along the integral curve of the dynamical system. For inte-
grable case, it is proved that all prolonged analytic coframes, and therefore all prolonged
analytic dynamical systems, can be mapped to each other by a class of diffeomorphisms
determined by a single function of a one variable. For the latter case, it is also proved that
all prolonged analytic coframes, and therefore all prolonged analytic dynamical systems,
can be mapped to each other by a class of diffeomorphisms determined by a single func-
tion of a one variable. For non-integrable case, problem is reduced to the base manifold
and it is proved that number of the fundamental structures invariants and their dependence
on a coordinate along the integral curve are determined according to whether the vector
field is divergence free or not. For a divergence free vector field a flat connection, whose
components are corresponding to the functions of Hamiltonians, is obtained. Accord-
ingly, it is shown that fundamental invariants of the problem and their coframe derivatives
are invariant along the flow of the dynamical system, in other words, they can be inter-
preted as a functions of Hamiltonians and therefore, it is seen that necessary and sufficient
conditions for equivalence of dynamical system are determined only by the Hamiltonian
functions. Also for a vector field with non-zero divergence a flat connection is obtained
on a base manifold and structure equations of coframe, representing a dynamical system,
are figured out. In the case of vanishing both of the structures functions, it is seen that
Lie algebra determined by structure equations is isomorphic to Heisenberg algebra and
thereby underlying manifold is locally Heisenberg group. In the final part of this thesis,
equivalence problem for Riccati equation under a contact diffeomorphism, which pre-
serves the coframe representing dynamical system, is considered via Cartan’s method of
equivalence and it is proved that any two Riccati equation can be mapped to each other
by a this type of diffeomorphism.

KEYWORDS: Dynamical systems, Bi-Hamiltonian structure, Poisson structure, Riccati
equation, Cartan’s method of equivalence.
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Q Poisson bi-vektor

P Cat1 demeti

m Demet Izdiisiimii

w Konneksiyon formu

SO(n,R) Ozel ortogonal grup

o Belirsizlik derecesi

oi Indirgenmis Cartan karakterleri
M Teget demeti

"M Kotanjant demeti

T, Yapi fonksiyonlari

0 Lift edilmis escati

Y Torsiyon 2-form
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GIRIS Tuna BAYRAKDAR

1. GIRIS

Bu calismada ii¢ boyutlu otonom dinamik sistemlerin esdegerlik problemi incele-
necektir. Genel itibariyle bir esdegerlik problemi bir manifold iizerindeki iki geometrik
nesnenin bir diferensiyel denklem sisteminin ¢éziimii olarak elde edilen bir difeomor-
fizma sinifi yoluyla birbirine doniistiiriiliip doniistiiriilemeyecegi problemidir. Bu proble-
min bilinen ilk 6rnegi Poincare’nin 1907’ de C*’de ii¢ reel boyutlu iki hiperyiizeyin biholo-
morfik olarak esdeger olmadigini kanitlamasidir (Poincaré |1907). Sonrasinda Cartan, bir
hiperyiizeyi digerinden ayiran yerel invaryantlar1 belirleyerek bu esdegerlik problemini
cozmiis (Cartan |[1932) ve takip eden yillarda bu ¢oziim gelistirilerek, cesitli geometrik
yapilara ait esdegerlik problemlerinin ¢6ziimiinde genel bir kuram haline doniistiiriilmiis-
tiir. Bu calismalarin kisa bir tarihsel 6zeti icin bkz. (Gardner |[1989). Cartan esdegerlik
yontemi olarak adlandirilan bu yontem sadece geometrik nesnelerin incelenmesiyle sinirlt
kalmamis ve farkli matematiksel yapilara da uygulanmistir. Bu uygulamalarin kapsamli
bir ozeti (Olver |[1995)’de sunulmaktadir. Bu matematiksel yapilardan biri de diferensi-
yel denklemlerdir. Cartan, ikinci mertebeden bir adi diferensiyel denklem i¢in, jeodezik
egrileri bu denklemin integral egrileri olacak sekilde bir projektif konneksiyon tanimlana-
bilecegini gostermistir(Cartan ||1924). Yakin gecmiste, ikinci mertebeden adi diferensiyel
denklemler ve denklem sistemleri (Morozov |2002), (Kamran vd ||1985), (Fels |[1995),
ticiincii mertebeden adi diferensiyel denklemler (Sato ve Yoshikawa [1998), Riccati denk-
lemi (Czyzycki vd |2010), ikinci mertebeden kismi tiirevli diferensiyel denklemler (Noda
2011)), (Morozov 2006), Painleve denklemlerinin bazi tipleri (Kamran vd | 1985)),(Kartak
2012) esdegerlik agisindan incelenmistir. Bunun yanisira Cartan’in esdegerlik yontemi
varyasyon hesabinda (Kamran ve Olver |[1989), (Kamran ve Olver |1992)), kontrol teori-
sinde (Gardner ve Shadwick |[1987), holonomik olmayan geometrilerde (Ehlers |2002)
ve bu calismada tarafimizca ele alinan probleme yakin bir problem olan, kovaryant ve
kontravaryant nesnelerle ifade edilen geometrik yapilarin esdegerlik probleminde de kul-
lanilmistir (Gardner ve Shadwickl|[1991)).

Esdegerlik probleminin temeli incelenen belli bir forma ya da 6zellige sahip olan
iki geometrik nesnenin belirli tiirdeki bir difeomorfizma sinifi yoluyla birbirine doniistii-
riilmesidir. Ancak bdyle bir difeomorfizmanin bulunmas: her zaman miimkiin olmayabi-
lir. Ornegin bir manifold iizerindeki herhangi iki metrik birbirine esdeger olmayabilir. iki
metrigin birbirine esdeger olabilmesinin sarti metrik konneksiyonlarin egriliginin birbi-
rine esit olmasidir. Bunun yanisira, esdegerlik problemi secilen difeomorfizma sinifiyla
da yakindan iligkilidir. Ornegin yukarida sozii edilen metrik esdegerligi probleminde di-
feomorfizmalar, Jacobian matrisleri ortogonal olan difeomorfizmalarla sinirlandirilacak
olursa, her metrik ancak kendisine esdeger olabilecektir. Bu ¢ercevede esdegerlik prob-
leminin iyi tamimlanabilmesi i¢in hem incelenen nesnenin esdegerlige esas teskil edecek
formunun hem de esdegerligi saglamak iizere izin verilecek difeomorfizmalarin tiiriiniin
belirlenmesi gerekmektedir.

Bu calismada incelenen ii¢ boyutlu manifoldlar iizerindeki otonom dinamik sis-
temlerin esdegerlik problemi de bu bakis acisiyla ele alinmistir. Ug boyutlu bir manifold
tizerindeki bir otonom dinamik sistem esas olarak bir vektor alaniyla, bir bagka deyisle te-
get demetinin tiirevlenebilir bir kesitiyle belirlenir. i1k olarak, bu dinamik sistemin denge
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Tuna BAYRAKDAR GIRIS

noktalarinin sonlu sayida oldugu varsayilacaktir. Bu durumda vektor alaninin destegi yine
tic boyutlu bir manifold olacagindan, vektor alaninin manifold iizerinde sifir1 olmadig1 hi¢
bir kisitlama olmaksizin varsayilabilir. Bu nedenle bu ¢alismada manifold iizerine her-
hangi bir sart kosmaksizin iizerindeki vektor alaninin hicbir yerde sifir olmadigi kabul
edilecektir. Bir manifoldun iistiinde hicbir yerde sifir olmayan vektor alanlarinin bulun-
masi teget demetinin Steifel-Whitney siniflarina baghdir. Ancak ii¢ boyutlu biitiin mani-
foldlarin teget demetleri asikar oldugundan tiim ii¢ boyutlu manifoldlarda bunun topolojik
bir engeli yoktur.

Ancak bir vektor alaninin higbir yerde sifir olmamasi dahi asikar olmayan bir es-
degerlik problemi tanimlamak icin yeterli degildir. Ciinkii bir manifold tizerindeki tiim
difeomorfizmalarin tiirev doniisiimleri higbir yerde sifir olmayan bir vektor alanini yine
higbir yerde sifir olmayan bir vektor alanina doniistiiriir. Ote yandan bir manifold iizerin-
deki her yerel v vektor alanini rektifiye etmek miimkiin oldugundan yani v = 3%1 olacak
sekilde bir (¢, ..., y") yerel koordinat sistemi var oldugundan, sifir olmayan herhangi iki
vektor alanim birbirine egleyecek bir difeomorfizma her zaman bulunabilir. Dolayisiyla
hicbir yerde sifir olmayan vektor alanlarinin yerel esdegerligi problemi asikardir. Bu ne-
denle asikar olmayan bir esdegerlik problemi tanimlayabilmek icin ii¢ boyutlu manifold-
lar iizerinde hicbir yerde sifir olmayan vektor alanlarinin farkl bir 6zelligi kullanilacaktir.

v (x) ti¢ boyutlu bir manifold iizerinde higbir yerde sifir olmayan bir vektor alani
olsun. Bu durumda 8yle ¢ (x) , Hy (x) ve Hs () yerel fonksiyonlar1 vardir 6yleki

v(z)=¢(z) VH () x VHs (2)

dir (Abadoglu ve Giimral/2009). Diger bir deyisle iic boyutlu manifoldlarin iizerinde ye-
rel olarak bi-Hamiltonyen yap1 mevcuttur. Bu ¢alismada {i¢ boyutlu dinamik sistemlerin
yerel esdegerlik problemi, dinamik sistemlerin sahip oldugu bi-Hamiltonyen yapinin ta-
nimlandig1 uyumlu Poisson yapilarinin esdegerlik problemi olarak ifade edilecek ve bu
problemin ¢oziimii Cartan’in esdegerlik metodu ile ele alinacaktir.



ON BILGILER Tuna BAYRAKDAR

2. ON BILGILER
2.1. Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tanmm 2.1.1 M =# () ikinci sayilabilir bir Hausdorff uzay1 olmak iizere, her x € M
noktasinin R™’nin bir agik altkiimesine homeomorfik olan bir U komsulugu varsa M’ye
m-boyutlu topolojik manifold denir (Chern vd 2000).

tanimindaki homeomorfizma ¢, : U — ¢,;(U) C R™ ile verilirse (U, ;)
ikilisine M nin bir yerel koordinat komsulugu ya da yerel koordinat sistemi denir. o, bir
homeomorfizma oldugundan, herhangi bir ¢ € U noktasinin koordinatlari u = ¢ (¢) € R™
noktasinin koordinatlari ile yani

u'(q) = (ep()), i=1,...m (2.1)

bigimde tanimlamir. Buradaki o (q) = (u'(q), ..., u™(q)) m-lisine ¢ € U noktasinin yerel
koordinatlar: denir. U iizerinde taniml u?,i = 1, ..., m fonksiyonlarina da yerel koordinat
fonksiyonlart denir.

(U, o) ve (V, ) M’nin iki koordinat komgulugu olsun. Eger U NV # () ise o
zaman @, (U NV') ve ¢, (U N V) kiimeleri R™’nin bostan farkli iki agik altkiimesidir ve

doniistimil, tersi
wpoey iy (UNV)CR™ = p,(UNV) CR™

olan bir homeomorfizma tanimlar ve dolayisiyla m-tane reel degerli fonksiyonla ifade
edilir:

y =t 2™ = (ev oy (@ 2™,
(2", .h™) € (U NV);
o' =gy ™) = (prowy (¥ ™))
(' y™) € pu(UNV).
¢y © ¢y ve ¢ o ¢y, homeomorfizmalari birbirinin tersi olduklarindan, f° ve g* siirekli
fonksiyonlart arasindaki iligki

F@ Wy g™y ™) =
g (it . a™), L f (™) =
ile verilir.

UNV = (ikenyada U NV # 0 oldugu durumda f* ve ¢* fonksiyonlar1 C"

3



Tuna BAYRAKDAR ON BILGILER

sinifindan ise (U, ;) ve (V, ¢y ) koordinat komguluklart C"-uyumludur denir.

Tanim 2.1.2 M, m-boyutlu topolojik manifold olmak iizere, M iizerindeki koordinat
komguluklarinin bir kiimesi A = {(U, ¢p), (V,ov), (W, o), ...} asagidaki 6zellikleri
sagliyorsa A’ya M iizerinde bir C"-diferensiyellenebilir yapt denir (Chern vd|2000).

1. {U,V,W,...} M’nin bir agik ortiisudiir.
2. A kiimesinden alinan herhangi iki koordinat komusulugu C”-uyumludur.

3. A maximaldir, yani bir (U, ;) koordinat komusulugu A’daki tiim koordinat
komsuluklariyla C"-uyumlu ise o zaman (U, @) € A’dr.

Tamim 2.1.3 Uzerindeki C"-diferensiyellenebilir yapr ile birlikte // manifolduna
C"-diferensiyellenebilir manifold denir. Eger M iizerinde bir C'*°-diferensiyellenebilir
yapt varsa o zaman M ’ye diizgiin manifold ya da diferensiyellenebilir manifold denir.
M iizerindeki C'*°-diferensiyellenebilir yapiya da diferensiyellenebilir yapt denir (Chern
vd|2000).

Tamim 2.1.4 M iizerinde verilen bir diferensiyellenebilir yapiya ait bir koordinat komgu-
luguna uyumlu koordinat komgulugu denir.

Ornek 2.1.5 M = R™, U = M, p,; = id almrsa (U, @), R™ icin bir diferensiyellene-
bilir yap1 belirler. Bu yapiyla birlikte R™ bir diferensiyellenebilir manifolddur.

Ornek 2.1.6 M diferensiyellenebilir manifoldu iizerindeki diferensiyellenebilir yap:
{Uqs ¢4 taca ise bu yapmin M ’nin bir U agik altkiimesi iizerine kisitlanigi

{UaNU, ¢4, ., taca da, U agik altkiimesi iizerinde bir diferensiyellenebilir yapi belirler.
Bu sekilde belirlenen diferensiyellenebilir yapi ile birlikte M ’nin herhangi bir U agik
altkiimesi de bir diferensiyellenebilir manifolddur.

Ornek 2.1.7 n x n tipinde singiiler olmayan matrislerin kiimesi
GL(n,R) = {A € My, | detA # 0} = ((detA)~'{0})",

determinant fonksiyonu siirekli oldugundan G L(n,R), R uzaymm bir acik altkiimesi
ve dolayistyla n2-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifolddur.

Tanim 2.1.8 M ve N sirasiyla m ve n-boyutlu diferensiyellenebilir manifoldlar olmak
tizere bu manifoldlar iizerindeki diferensiyellenebilir yapilar {(Us,, ©,)}aca Ve

{Vs, 15} gep ile verilsin.
ganwB:UaXVﬁ — R™t"
P, 0) = (pa(p),¥5(0))

doniisiimii tanimlanirsa o zaman {(Uy X V3), ¢, X ¥5}aca ges ailesi M x N iizerinde

4
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bir differensiyellenebilir yap1 belirler. Bu diferensiyellenebilir yap: ile birlikte M x N
topolojik uzayma M ve N manifoldlarinin ¢arpim manifoldu denir ve boyutu m + n dir
(Chern vd 2000)).

Tamm 2.1.9 M, m-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold, f fonksiyonu da M iize-
rinde tanimli reel degerli bir fonksiyon olsun. p € M ve (U, ¢;;), p noktasini i¢eren bir
uyumlu koordinat komsulugu olmak iizere o, (U) C R™ iizerinde tanimh f o ;" fonksi-
yonu C'* sinifindan ise f’ye p € M noktasinda C** sinifindandir denir (Chern vd/|2000).

Bu tanim koordinat komsuluguna bagh degildir. Gergekten (V, /), p noktasini
iceren diger bir uyumlu koordinat komsulugu goz oniine alinirsa

foey!t = (fopy")o(pyoeyt)

yazilabilir. ¢;; o gp;l diferensiyellenebilir oldugundan f o (,0‘_/1 ve f o 90(}1 fonksiyonlari
ayn1 p noktasinda diferensiyellenebilirlerdir.

¢y (U) C R™ iizerinde tanimli f o ¢;' fonksiyonunun yerel koordinat fonksiyon-
lar1 cinsinden ifadesi

fooy'(u) = F(u',...,u™)
ile verilir.

Tamim 2.1.10 Eger f fonksiyonu M iizerindeki her noktada C'*° sinifindan ise f’ye M
tizerinde diferensiyellenebilir fonksiyon denir.

M iizerindeki tiim diferensiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi C>°(M) ile gos-
terilir. Toplama, ¢carpma ve skaler ile carpma islemleri ile birlikte C'°°(M) kiimesi reel
sayilar lizerinde bir cebir tegkil eder. M/ nin herhangi bir U acik altkiimesi de bir diferen-
siyellenebilir manifold oldugundan U acik altkiimesi lizerinde tanimli diferensiyellene-
bilir fonksiyon kavramindan da s6z etmek miimkiindiir. Bir U agik altkiimesi tizerindeki
tiim diferensiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi C*°(U) ile gosterilir.

Tamm 2.1.11 M ve N sirasiyla m ve n-boyutlu diferensiyellenebilir manifoldlar ve
f: M — N siirekli bir fonksiyon olsun. p € M ve f(p) € N noktalarinin

Yyofo 90(?1 Lo (U) = ¥y (V)

fonksiyonu C'* sinifindan olacak sekilde uyuml koordinat komguluklar1 varsa f fonk-
siyonuna p noktasinda C'*° sinifindandir denir. Eger f fonksiyonu M iizerindeki her nok-
tada C'*° sinifindan ise f : M — N fonksiyonuna diferensiyellenebilir denir (Chern vd
2000).

Tanim 2.1.12 dimM = dim/N olmak iizere, f : M — N fonksiyonu bir homeomorfizma
ve f, f~! fonksiyonlar diferensiyellenebilir ise f’ye, M den N’ye bir difeomorfizma de-

'Burada bahsi gecen uyumluluk, M ve N iizerindeki diferensiyellenebilir yapilara goredir.

5
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nir. Eger M ve Nmanifoldlar1 arasinda bir difeomorfizma var ise M ve N difeomorfiktir
denir (Chern vd 2000). Her p € M noktasinin f(U) C N agik ve f : U — f(U) dife-
omorfizma olacak sekilde bir U komgsulugu varsa o zaman f’ye bir yerel difeomorfizma
denir (Lee |2003)). "Difeomorfik" olma bagintis1 bir esdegerlik bagintisidir.

Bu tez boyunca m-boyutlu diferensiyellenebilir bir A/ manifoldu tizerinde uyumlu
koordinat komgulugu ifadesi yerine koordinat komsulugu ya da yerel koordinat sistemi
ifadeleri kullanilacaktir ve bir yerel koordinat sistemi (U; 2, ..., 2™) ile gosterilecektir.

Tanmm 2.1.13 Tanjant Uzay:

M diferensiyellenebilir bir manifold p € M olsun. Eger v, : C>*(M) — R
asagidaki ozellikleri saglhiyorsa v’ye p € M noktasinda bir tanjant vektor denir (Morita
2001)).

f,g € C®(M),a € R olmak iizere

Up(f +9) = Up(f) o Up(g)’ Up(af) = pr(f)
vp(fg) = vp(f)a(p) + f(p)vp(g)-

p noktasindaki tiim tanjant vektorlerin kiimesi 7, M ile gosterilir.
vy, vy, € T,M, f € C*(M), a € R olmak iizere

(vp + ) (f) = vp(f) + v, (f), (avp)(f) = avp(f)

toplama ve skaler ile carpma islemleri ile birlikte bir vektor uzayi tegkil eder bu uzaya
M’ nin p noktasindaki ranjant uzay: denir (Morita |2001)). p noktasindaki bir tanjant vektor
icin yerine gore v, ya da X, gosterimleri kullanilacaktr.

Teorem 2.1.14 M, m-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun. O zaman M ’nin
p noktasindaki tanjant uzayt T, M m-boyutlu bir vektor uzayi teskil eder. Ayrica, (U; z")
p € M noktasini iceren bir yerel koordinat komsulugu ise

o)

tanjant vektorlerinin kiimesi T, M i¢in bir taban tegskil eder. Bu tabana koordinat tabani
denir (Morita ||2001)).

0

Yy
» ox

Bir tanjant vektor (U; ') yerel koordinat sisteminde

e,
= Zvlﬁxi

seklinde ifade edilir. (U; z") ve (V; %), p € M noktasini igeren iki yerel koordinat sistemi

p

6
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olsun. O zaman iki koordinat taban1 arasindaki iligki

0
oxt

_ Wy 9
» ozt~ Oyl »

ile verilir.
Tamm 2.1.15 Kotanjant uzay T; M:

T,M’nin dual uzay1 TyM = {w : T,M — R | w lineer} uzayma M nin p
noktasindaki kotanjant uzay: denir.
i 0 i
(dz'), (@ > = 0;
P
{(dz"),, ..., (dz™),}

T, M i¢in bir taban teskil eder. Bu tabana {% | p}koordinat tabaninin dual tabani denir.

oldugundan

Tamm 2.1.16 M ve N diferensiyellenebilir manifoldlar ve f : M — N diferensiyelle-
nebilir bir doniisiim olsun. Vp € M ve h € C*(N) igin

f>k ZTpM — Tf(p)N
Xy = (fiXp)(h) = Xp(ho f)

biciminde tanimli lineer doniisiime f doniisiimiiniin p noktasindaki diferensiyeli ya da
tiirev doniisiimii ya da ileri itme operatorii denir (Lee | 2003)). f, doniistimii

(f«Xp)(hg) = h(f(p))(fXp)(9) + 9(f () (f:Xp)(R)

derivasyon Ozelligini saglar. (U;z") ve (V;y7) sirasiylap € M ve f(p) = ¢ € N nok-
talarini i¢ine alan yerel koordinat sistemleri olmak iizere f = (f*, ..., f") doniisiimiiniin
tiirev dontistimii f,’1n yerel koordinatlardaki ifadesi

9
oxt

oy’ s,

P . 1 m
f* ay] pa yj —f](ZL’ ,...,l’ )

olarak ifade edilir. <g?gf (p)) matrisine f’nin p noktasindaki Jacobian matrisi denir.

Tanim 2.1.17 M ve N diferensiyellenebilir manifoldlar ve f : M — N diferensiyelle-
nebilir bir doniisiim olsun.

f* : TpM — Tf(p)N
7
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doniistimiiniin dualine yani Vw € %0 N, X, € T,M igin

f*:Tf(p)N - T;M
w = (ffw)(Xp) = w(fd(Xp)),

seklinde tanimli lineer doniisiime f doniisiimiiniin p noktasindaki geri-cekme dontisiimii
denir.

2.2. Vektor Demetleri

Tanim 2.2.1 E ve M diferensiyellenebilir manifoldlar, 7 : £ — M diferensiyellenebilir
orten bir doniisiim olsun. Asagidaki ozellikler saglaniyorsa & = (F,m, M) iigliisiine M
izerinde n-boyutlu bir vektor demeti denir (Morita |2001):

1. Her p € M noktasi i¢in E, := 7 !(p) kiimesi lizerinde n-boyutlu reel vektor
uzay1 yapisi vardir.

2. (Yerel asikarlik): Her p € M noktasi i¢in 6yle U C M agik altkiimesi ve Oyle
oy : mH(U) = U x R™ difeomorfizmasi vardir dyleki ¢, 'nun her ¢ € U noktasi igin
7~ 1(q) kiimesine kisitlanigi bu g, 7 (q) — {q} x R bir lineer izomorfizmadir.

Burada F yekun ya da toplam uzay, M taban uzayi, m demet izdiisimii ya da
sadece izdiigiim, £, = 7 '(p) ~ R" kiimesi de E’nin p € M noktasi iizerindeki /ifi
olarak adlandirilir. Bir vektor demeti igin, yerine gore, £ = (E,7,M), 7 : £ — M, E
ya da 7 gosterimleri kullanilacaktir. U C M agik altkiimesi i¢in yerel asikarlik 6zelligini
saglayan ¢, : 7 1(U) — U x R" difeomorfizmasina U iizerinde bir agsikarlagtirma
denir. (m~*(U), ¢y;), E’nin bir yerel koordinat sistemini ifade eder. (U; z', ..., 2™) M nin
bir yerel koordinat sistemi olmak iizere

(', v7)
FE iizerinde bir yerel koordinat sistemi tanimlar. Burada (z!, ..., x™) koordinatlarina taban
koordinatlari, (v!, ..., v") koordinatlarina da lif koordinatlart denir. Lif koordinatlari taban

manifoldunda secilen yerel koordinat komsuluguna bagli degildir.

U, ve Us M’nin iki agik altkiimesi, ¢, : 7 1(U,) = U, x R" ve
Pg - 71 (Up) = Ug x R™ sirastyla bu kiimeler igin agikarlagtirmalar olsun. O zaman

0o 0¢;' t (UaNUs) x R” = (U, NUs) x R
bileske fonksiyonu

0o 005 (0,0) = (9, gap(P)v), (p € UsNUsveR")

seklinde ifade edilir. Buradaki g, : p € U, NUz — GL(n,R) diferensiyellenebilir fonk-
8
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siyonlar1 iki asikarlagtirmanin p € U, N Up lizerindeki iligkilerini ifade eder. Bu fonksi-
yonlara gecis fonksiyonlar: denir. U, agik altkiimesi tizerinde bir bagka agikarlagtirma ¢,
alinirsa g, ve g, gecis fonksiyonlar elde edilir ve bu fonksiyonlar p € U,NUgNU, i¢in

9a8(P)95,(P) = Gory (D)

esdongii (cocycle) ozelligini saglar. Diger taraftan, M/ nin bir agik ortiisit {Uy, }aca Ve
esdongii 6zelligini saglayan {g.s}asca fonksiyon ailesi verildiginde U, x R" kiimeleri
uc uca eklenerek bir vektor demeti inga edilebilir. (Steenrod |1999), (Morita |2001)), (Chern
vd 2000).

Tanim 2.2.2 7 : E — M bir vektor demeti olsun.
mos=14d: M — M

olacak sekilde diferensiyellenebilir s : M — £ doniisiimiine £ vektor demetinin bir kesiti
denir. Diger bir ifade ile kesit, // nin her p noktasina E,’nin bir s(p) elemanimi karsilik
getiren diferensiyellenebilir bir doniisiimdiir(Morita |2001). Her p € M igin s(p) = 0 ise
s’ye stfir kesit, s(p) # 0 ise sifir-olmayan kesit denir. Eger s fonksiyonu M ’nin bir U agik
altkiimesinde tanimli ise o zaman s’ye yerel kesit denir.

Kesit tanimi vasitasi ile bir vektor demetinin yerel agikarlagtirmasini daha iyi an-
lamak miimkiindiir. Ornegin, bir U agik altkiimesi tizerinde bir ¢, : 7= 3(U) — U x R"
asikarlagtirmasi tanimlamak ile U kiimesine ait her p noktasinda {s1(p), ..., s,(p)} ki-
mesi [, i¢in bir taban olacak sekilde s; : U — E, 1 = 1,...,n kesitlerini belirlemek
ayn1 anlama gelir. Bu sekilde belirlenen s; kesitlerine U iizerinde bir ¢ati alani denir.
Vektor demeti £’ nin tiim kesitlerinin kiimesi I'( £) ile gosterilsin. Vektor demetinin lifleri
iizerinde bir vektor uzay1 yapist oldugundan, noktasal olarak I'( £) iizerinde toplama ve
skaler ile ¢arpma iglemleri tanimlanabilir. s, 51,52 € I'(E) ve f € C*°(M) olmak iizere
her p € M i¢in

(514 52)(p) = s1(p) + s2(p),
(fs)p) = [f(p)-s(p)

tanimlanirsa o zaman s; + s ve fs fonksiyonlart da vektor demeti E’nin yerel kesitleri
olurlar ve dolayisiyla I'(F) yukaridaki sekilde tanimlanan islemlere gére bir C*°(M)-
modiil ve bir reel vektor uzayi tegkil eder (Morita |[2001)), (Chern vd[2000).

Ornek 2.2.3 Agikar Demet:

E = M x R"™ ¢arpim manifoldu M iizerinde bir vektor demetidir. Bu demete
asikar demet ya da carpum demeti denir.

Ornek 2.2.4 Teget Demeti TM:

M, m-boyutlu bir manifold olmak iizere her p € M noktasindaki tiim tanjant

9
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vektorlerinin kiimesi

T™ = | J{(p.X):pe M, X € T,M}

peM

2m-boyutlu bir manifolddur (Chern vd2000), (Lee |2003). Ayrica T'M lifleri T, M ~ R™
olan bir vektor demetidir.

m:TM — M
(p, Xp) = 7(p,Xp)=0p

dogal izdiigiim olmak iizere p noktasi iizerindeki lif 7!(p) = T, (
yerel koordinat sisteminde verilen bir tanjant vektor X, = X (p)2;, € »M olmak

tizere T'M {izerinde yerel koordinat sistemi

oy T H(U) — UxR™
(p, X,) — (z'(p),....,2"(p); X', ..., X™)

yerel agikarlagtirmasi ile tanimlanir.
Tamm 2.2.5 7'M ’nin bir kesitine M {izerinde bir diferensiyellenebilir vektor alani denir

(Lee ||2003). (U; z*), M nin bir yerel koordinat sistemi olmak iizere, diferensiyellenebilir
bir vektor alani yerel olarak

- 0
X=X

e e C>(U)

seklinde ifade edilir.

M tzerindeki tim vektor alanlarinin kiimesi X (M) ile gosterilir ve yukarida bah-
sedildigi gibi X (M) kiimesi C'*°( M) tizerinde bir modiil ve R tizerinde bir vektor uzayidir.

Tamm 2.2.6 X = X';% € X(M), f € C*°(M) olmak iizere

of

Lxf=X(f) :Xi%

ifadesine f fonksiyonun X vektor alan1 dogrultusundaki yone gore tiirevi ya da Lie tiirevi
denir (Lee [2003)).

Ornek 2.2.7 Dual demet ve Kotanjant demeti T* M :

7 : E — M bir reel vektor demeti olsun.

B=UEg

peEM

10
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kiimesi de M iizerinde bir vektor demetidir. Burada F}, F), uzaymn dual uzayidir yani
By = Hom(E,,R) dir. Bu sekilde olusturulan vektor demetine £’nin dual demeti denir.
U C M kiimesine ait her p noktasinda {s7(p), ..., s;,(p) } kiimesi £ icin bir taban olacak

ey Opy

sekilde s7 : U — E, i = 1, ..., n kesitlerine U lizerinde bir escati alani denir.
T, M’nin dual uzay1
TyM = {w:T,M — R | w lineer}
g0z Oniine alinirsa

"M = T;M
peEM

dual demetine M manifoldunun kotanjant demeti denir.

T:T"M — M
(p,a) — m(p,a)=p
dogal izdiisiim olmak iizere p noktas: iizerindeki lif 7~'(p) = Ty M dir. (U; 2", ...,2™)
yerel koordinat sisteminde verilen bir kotanjant vektér o = a;dz}, € T, M olmak iizere

T M iizerindeki yerel koordinat sistemi

oy T (U) — UxR™
(p, X) = (z'(p),....,a™(p); a1, ..., )

asikarlagtirmasi ile tanimlanir.
Tamim 2.2.8 7™ M ’nin bir kesitine M iizerinde bir diferensiyellenebilir kotanjant vektor
alami ya da I-form denir. (U;z"), M nin bir yerel koordinat sistemi olmak iizere, bir
diferensiyellenebilir 1-form

a = auds’, o; € C(U)
seklinde ifade edilir.

Ornek 2.2.9 Vektér Demetlerinin Whitney (Direk) Toplamu:

m By — M ve my 1 Es — M aymi M manifoldu iizerinde iki vektor demeti
olsun. O zaman

EL®FE, = {(Ul,UQ> c B x Ey: 7'('1(1]1) = 7'('2(1]2)}
kiimesi
VI E1 @EQ > (Ul,vg) — 7Tl<?)1)

11
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izdiigiimii ile birlikte her p € M i¢in lifleri £y, & FE5, olan bir vektor demeti teskil eder.
Bu demete F; ve F5 demetlerinin direk toplami denir ve F; & Es ile gosterilir (Morita
2001)).

Ornek 2.2.10 Vektor Demetlerinin Tensor Carpimi

m : By — M ve my : E5 — M aymt M manifoldu iizerinde iki vektor demeti
olsun. O zaman

Ex®Ey:= ] pi' () @' (p)
kiimesi
T:E1®Ey 3 pr(p) @pyt(p) = p

izdiigiimii ile birlikte her p € M igin lifleri £y, ® E»,, olan bir vektor demeti tegkil eder. Bu
demete F; ve Fy demetlerinin tensor ¢carpimi denir ve F ® FEs ile gosterilir. M iizerinde
(r, s) tipinde bir tensor, 7 tane tanjant demetle s tane kotanjant demetin tensor carpim de-
metinde bir kesiti olarak tanimlanabilir. Ayn1 zamanda vektor demetlerinin anti-simetrik
(d1s carpim) ve simetrik tensor carpimlart da tanimlanabilir. M {izerindeki anti-simetrik
p-formlarin demeti APT™*M ve anti-simetrik p-vektorlerin(multi-vektor) demeti APT' M
ile gosterilecektir. M iizerinde bir p-form ve p-vektor sirasiyla APT*M ve APT M’ nin
kesitleri olarak ifade edilir (Chern vd|2000).

2.3. Lie Gruplari ve Lie Cebirleri

Tanmim 2.3.1 G bostan farkli bir kiime olsun. Eger agagidaki 6zellikler saglaniyorsa G’ye
r-boyutlu bir Lie grubu denir (Chern vd|2000).

1. (G, .) bir gruptur.
2. G, r-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifolddur.
3.

7T:G—>G p:GxXGE -G
g 1(9) =g (g1, 92) —0(91,92) = g1.92

doniisiimleri diferensiyellenebilirdir.
72 = id oldugundan 7 : G — G bir difeomorfizmadir. Ayrica, G iizerinde

R,:G—=G L,:G—=G
T 2.9 T g.T

seklinde tanimli difeomorfizmalara sirasiyla sag ve sol otemele doniisiimleri denir ve bu

12



ON BILGILER Tuna BAYRAKDAR

doniistimler asagidaki 6zelligi saglar:
(Lg)™" = Ly, ve (Ry)™' = Ry
Ornek 2.3.2 Genel Lineer Grup GL(n, R)
n X n tipinde singiiler olmayan matrislerin kiimesi
GL(n,R) = {A € M, | detA # 0}
matris ¢carpimina gore bir grup teskil eder. Determinant fonksiyonu siirekli oldugundan
GL(n,R) = ((detA)~'{0})°

R™ uzayinin bir agik altkiimesi ve dolayistyla n2-boyutlu bir manifolddur.
A= (A!),B = (B!) € GL(n,R) matrislerinin ¢arpimi

(A.B)] = A'B]

seklinde tanimhidir. Bu esitligin sag tarafi matris elemanlarinin bir polinomu oldugundan
©(A, B) = A.B doniisiimii diferensiyellenebilirdir. Benzer gerekceyle

1

A=Al =
7(4) detA

adjA
doniisiimii de diferensiyellenebilir oldugundan G'L(n, R), n-boyutlu bir Lie gruptur.

Bir Lie grubunun her kapal altgrubu da bir Lie grubu oldugundan O(n,R),
SO(n,R) ve SL(n,R) gruplar da birer Lie grubudur.

Tanmim 2.3.3 V, n-boyutlu reel vektdr uzayi olsun. V' iizerinde asagidaki 6zellikleri sag-
layan bir [, | : V x V — V "carpma" ikili islemi varsa V"’ye n-boyutlu Lie cebiri denir
(Chern vd|2000). X, Y, Z € V, a,b € R olmak iizere

L.[aX +bY, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z] (Dagilma ozelligi)

2.[X,Y] = —[Y, X] (Anti-simetri 6zelligi)

30X, Y, Z)| + [V, [Z, X]] + [Z,[X, Y]] = 0 (Jacobi 6zdesligi)

Ornek olarak, 3-boyutlu Oklid uzay1 vektorel carpim islemi ile birlikte 3-boyutlu
bir Lie cebiridir. Bir manifold iizerindeki tiim vektor alanlarinin uzayr X(M),

(X, Y](f) = XY (f)) — Y(X(f)) islemi ile birlikte sonsuz boyutlu bir Lie cebiridir.

Tamm 2.3.4 G, r-boyutlu bir Lie grubu ve e, G’nin birim elemani olsun. Her a € G i¢in
R,-1 : G — G bir difeomorfizma oldugundan R,-: doniisiimiiniin tiirev doniigiimii

13
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(Ry-1), : T,G — T.G bir lineer izomorfizmadir. X € T,G i¢in
w(Xa) = (Ra1), Xq

seklinde taniml1 7, GG degerli diferensiyel 1-forma sag invaryant Maurer-Cartan form de-
nir (Chern vd|[2000).

0;,1 <1 < r, T.G igin bir taban olmak tizere, sag invaryant Maurer-Cartan form
w=w®9§; (2.2)

seklinde ifade edilir. Burada w®, 1 < i < r formlari tiim G iizerinde taniml lineer bagim-
s1z diferensiyel 1-formlardir.

Teorem 2.3.5 o : G — G diferensiyellenebilir bir doniisiim olsun. o ’nmin G grubunun bir
sag otelemesi olmasi icin gerek ve yeter kosul

olmasidir (Chern vd | 2000).
ced, X, €T,G olsun.

(Re) w) (Xa) = w((Re), Xa)
= (R(ac)—l)* o (RC)* Xa == (Ra—l)

oldugundan G {iizerinde sag invaryant Maurer-Cartan form tanimi
(R.)" w=w
ile verilebilir. Teorem (2.3.5))’e gore w* diferensiyel 1-formlari sag invaryant oldugundan
Wilo= Ri(w]e)
yazilir. w* diferensiyel 1-formlar1 G’ grubu iizerinde global olarak tammlidir. Gergekten
B ae) = B 0 Ry () = RE 0 R 0 Ria(wile) = o,

dir. Yani w’ formlarinin G lizerindeki aldig1 degerleri belirlemek i¢in bir noktada aldig1
degere bakmak yeterlidir. d o R* = R* o d oldugundan

X 1 S , ,
do' =2 ) O’ Nt O = =C
4.k

2-formu da sag invaryanttir.
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Rz(dwi]ac) = dwi]a

oldugundan C%; (ac) = C;(a) elde edilir. ¢ = a~" almrsa C%; (e¢) = €%, (a) yazilir. Bu

esitlik her a € G icin gecerli oldugunda C]i-,c fonksiyonlar1 sabittir. C7, sabitlerine Lie
grubu G’nin yapt sabitleri

i1 i g i i
do' =2 ) O’ NP, Cjy = —C
j.k
denklemlerine de Lie grubu G’nin yapt denklemleri ya da Maurer-Cartan denklemleri

denir.

Tamm 2.3.6 X, GG Lie grubu iizerinde diferensiyellenebilir bir (tanjant) vektor alani ol-
sun. Va € G igin

(Ro), X = X

ise X vektor alanina G tizerinde sag invaryant vektor alani denir (Chern vd/2000). G
tizerindeki tiim sag invaryant vektor alanlarinin vektor uzayi g ile gosterilir.

Teorem 2.3.7 XY vektor alanlar G iizerinde sag invaryant vektor alanlari olsun. O
zaman [X, Y] vektor alant da G iizerinde sag invaryanttir(Chern vd 2000).

Dolayisiyla G iizerindeki tiim sag invaryant vektor alanlarinin uzayi g bir Lie cebiridir.
Bu cebire, Lie grubu G nin Lie cebiri denir (Chern vd [2000).

Teorem 2.3.8 |Chern vd (2000)
g~T.G.
G grubunun birim elemani e olmak iizere X, € 7.G elemant icin
Xo = (Ro), Xc € T,G

tanimlansin. Bu sekilde her noktaya bir tanjant vektorii karsilik getiren bir X fonksiyonu
yani bir vektor alani elde edilir. w Maurer-Cartan formunun bu vektor alam iizerindeki
degeri

wW(X) = (Ra-1), X = (Ra—1), (Ra), Xe = X (2.3)
dir. d;, G tizerinde bir koordinat tabani olmak iizere g i¢in X; = (R,), 0; seklinde ta-

nmiml yani, §; € T.G elemanlarinin sag otelenmesiyle elde edilmis sag invaryant vektor
alanlarindan olusan bir taban secilirse (2.3)) ifadesinden
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yazilir. Ote yandan ifadesine gore
w(X;) = w'(X;)di
dir. Bu iki esitlik bir araya getirilirse
w'(X ;)= 53.

elde edilir. Dolayisiyla sag invaryant w’ diferensiyel 1-formlar1 g* i¢in bir taban tegkil
eder. Bu tabana G lizerinde sag invaryant Maurer-Cartan formlarinin tabani denir.

G L(n,R) matris Lie grubu iizerinde sag invaryant Maurer-Cartan form
w=dg.g7 ", wz- = dg,i(g_l)f, geqd (2.4)
ile ifade edilir. Herhangi sabitlenmis bir & € G igin
(Rn)"w = d(g-h)(g-h) " =dg.g™ = w

sag invaryant olma sarti1 saglanir. w matrisinin igerikleri olan w§- formlar1 sag invaryant
Maurer-Cartan formlarinin tabanidir.

2.4. Vektor Demetleri Uzerinde Konneksiyon
Tanmim 2.4.1 FE bir vektor demeti olsun. Asagidaki ozellikleri saglayan
D:T(E) - T(T"M ® E)
doniisiimiine F' iizerinde bir konneksiyon denir (Chern vd 2000).
1. Vsq,s5 € I'(E) i¢in

D(Sl + 52) = D81 + DSQ.

2.s € T'(E) ve herhangi f € C*(M) i¢in

D(fs) =df ® s + fDs.

X, M tizerinde (tanjant) vektor alani ve s € ['(F) olsun.
Dxs =< X,Ds >:=Ds(X) e I'(E)

ifadesine s kesitinin X vektor alan1 boyunca kovaryant tiirevi denir.

16
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a = —1icin D(—s) = —Ds esitligi saglandigindan D sifir kesiti sifir kesite
gonderir. Yani D, I'(E) uzayindan I'(T*M ® E) uzayma bir lineer doniisiimdiir. Tanim
geregi vektor demeti iizerinde tanimlanan bir konneksiyon, vektor degerli bir diferensiyel
1-formla ile ifade edilebilir. (U;u!,...,u™) M iizerinde bir yerel koordinat sistemi ol-
sun. U iizerinde her yerde lineer bagimsiz olacak sekilde s, € ['(F),1 < a < ¢ kesitleri
yani U lizerinde bir yerel ¢cati alant segilsin. O zaman her p € U noktasinda

{du' @ 50,1 <i<m,1<a<q}

kiimesi 7;; M ® E;, uzay1 i¢in bir taban teskil eder. Ds,, U tizaerinde 7" M ® E demetinin
bir kesiti oldugundan

Dso = Thdu' @ s (2.5)
i’ﬁ
seklinde ifade edilir. Burada Ffﬂ- fonksiyonlar1 U iizerinde diferensiyellenebilir fonksi-
yonlardir.

w? =T du'

tanimlanirsa o zaman ((2.5]) ifadesi

Dso = wi® sy (2.6)
g
halini alir. Matris notasyonu
51
s =1:]
Sq
wy wi
w = | :
w}] wi
kullanilarak (2.6) esitligi
DS=w®S

seklinde ifade edilir. Buradaki @ matrisine konneksiyon formu ya da konneksiyon matrisi
denir (Chern vd|2000) ve bu konneksiyon formu secilen koordinat ¢atisina baglidir.

S ="(s},...,s;) U tizerinde bir diger yerel cat1 olsun. S ve S catilar1 arasindaki
iligki

S'=AS 2.7

17
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ile verilir. Burada A matrisi ¢ x ¢ tipinde singiiler olmayan bir matristir. o’ konneksi-
yon formu D’nin S’ ¢atisindaki ifadesi olmak iizere ( 2.7) ifadesinin her iki tarafina D
operatorii uygulanirsa

DS = dA® S+ ADS
= (dA+Aw)®S
(dAA 4 Aw A )@ S

elde edilir. Buradan w ve w’ konneksiyon formlarinin ¢ati alanlarinin degisimi altindaki
doniigiim kurali

w =dAA T+ Aw. AT! (2.8)

ile verilir. Diger taraftan, vektor demeti £ iizerinde (2.8)) doniisim kuralina sahip bir
konnksiyon vardir (Chern vd|2000).

Teorem 2.4.2 Bir vektor demeti iizerinde her zaman bir konneksiyon tanimlanabilir (Chern
vd|2000).

Ornek 2.4.3 T M iizerinde konneksiyon: M iizerinde Afin konneksiyon.

(U;u'), M iizerinde bir yerel koordinat komgulugu olsun. s; = 9/0u’ € I'(T'M)
, 1 <i < m koordinat gatis1 gdz dniine alinsin. w’! = [, du diferensiyel 1-formlart 7'M
vektor demeti iizerinde

Ds; = szduk ® S;
seklinde tamimli bir konneksiyon tanimlar. Gergekten (W; w') bir diger koordinat komsu-

lugu ve w’nin bu koordinatlardaki ifadesi w? = I dw* olmak tizere UNW # () iizerinde
I, fonksiyonlarinin doniisiim kurali lb esitliginden

v ow’ OuP ou” N o*uP  ouw’
kA 9ue Qwt Qwk T Qwidwk dup

ile ifade edilir. Bu sekilde taniml
Ds; = T/, duf ® s;
konneksiyonuna M iizerinde afin konneksiyon denir.
TS, T, — T,
ve

. ory  or » :
ngz = Gukl - 8ulk +F?lrizk - F?k]‘—‘;zl

18
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tensorlerine sirasityla D konneksiyonunun forsiyon ve egrilik tensorleri denir.
(2.8) ifadesinde her iki tarafin dig tiirevi alinirsa
do' A— @' NdA=dANw+ Adw

elde edilir. Burada kullanilan matrisler arasindaki dig carpimdan kasit matris carpimi ya-
pilirken matris elemanlarinin dig carpimlarinin alinmasidir. dA = w’. A— A.w kullanilirsa

(do' — o' Nw'). A=A (dw — w A w)
elde edilir.

Tanim 2.4.4 ) = dow—w Aw ifadesine D konneksiyonunun U iizerindeki egrilik matrisi
denir (Chern vd|[2000).

Teorem 2.4.5 Egrilik matrisi asagidaki Bianchi 6zdesligini saglar (Chern vd|2000):

dQ=w ANQ—-QAw

2.5. Cat1 Demetleri ve Cati Demetleri Uzerinde Konneksiyon

M, m-boyutlu bir manifold olsun. (e, ..., e,,), p € M noktasinda lineer bagimsiz
tanjant vektorler olmak iizere (p; e, ..., €,,) ifadesine M iizerinde bir ¢ati denir(Chern vd
2000). M tizerindeki tiim ¢atilarin kiimesi P ile gosterilsin. P iizerinde, P’yi diferensi-
yellenebilir bir manifold haline getirecek bir diferensiyellenebilir yap1

T:P—=M
W(pa €1, "'7em) =P

izdiisiimii diferensiyellenebilir, 6rten bir doniisiim olacak sekilde su sekilde olusturulur:

0

(U; "), M’nin bir koordinat komsulugu ve p € U olsun. (

5.7) koordinat vek-
tor alanlarindan olugan ( 8%1, e 8%”) koordinat ¢at1 alan1 goz 6niine alinsin. Dolayisiyla

herhangi (p; ey, ..., €,,) ¢atis1 U iizerinde

0
i

ile ifade edilir. Burada (a¥), m xm tipinde singiiler olmayan bir matris yani (a¥) € GL(m,R)
dir. Herhangi p € U ve (a¥) € GL(m,R) i¢in

oy U x GL(m,R) — 7 (V) (2.9)
SOU(p7 af) - (pu €1, "'76m)
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doniistimii (yerel asikarlagtirmasi) 1-1 bir doniisiimdiir.

M’nin {U,}4e koordinat komsuluklarindan olusan bir agik ortiisii ve bunlara
karsilik gelen ’daki gibi tammlanmig {¢,, }nc 4 doniisiimleri g6z 6niine alinsin dy-
leki, U x G L(m,R) topolojik manifoldunun her agik altkiimesinin ¢, doniisiimii altindaki
goriintiisii P i¢in bir topoloji tabani olsun. P {izerinde bu sekilde olusturulan topolojik ya-

piya gore
oy U x GL(m,R) — 7 *(U)

doniigiimii bir homeomorfizmadir. ;; doniisiimii vasitast ile (7~ (U), o), P iizerinde bir
koordinat komgulugu tanimlar. Yani P iizerinde bir € 7 !(U) noktasinin koordinatlari

(u', a5)

m? + m tane fonksiyonla ifade edilir. (U; u?), (W, w") M iizerinde iki koordinat komsu-
lugu olmak tizere U N W iizerinde

w' = wi(ul, ..., u™)
koordinat doniigiimii goz Oniine alinsin. %, % koordinat vektor alanlari arasindaki iligki
0 ow’! 0

out  Out ow’ (2.10)

oldugundan p € U N W ve (p;eq, ..., e,) U N W iizerinde bir ¢ati olmak iizere, P’nin
(71 (U);u, a}) ve (m='(W);w', b%) iki koordinat komsulugu i¢in 7= (U) N 7~ (W)
tizerinde koordinat doniisiim kuralt

w' o= w(u ..., u™)
k
Fo— g ow
i = %55
ou

ile ifade edilir. w’ ve b fonksiyonlari C'**-sinifindan olduklarindan 7~*(U) ve 7~ (W)
koordinat komguluklar1 C'"*° uyumludur. Bu sekilde olusturulan diferensiyellenebilir yap1
ile bilrlikte M manifoldu iizerindeki tiim catilarin kiimesi P, m? + m-boyutlu bir dife-
rensiyellenebilir manifold halini alir ve (P, M, ) ti¢liisiine M iizerinde bir ¢atr demeti
denir (Chern vd|2000). Diferensiyellenebilir % fonksiyonlarina da cati demetinin gegis
fonksiyonlar1 denir. Genel itibariyle, M {iizerinde global olarak taniml bir ¢ati alan1 ol-
mak zorunda degildir (Manifold parallellestirilebilir olmayabilir). Fakat M iizerinde bir
afin konneksiyon her zaman tanimli oldugundan, P iizerinde global olarak taniml1 bir ¢ati
alan1 tanitmlamak miimkiindiir. Bu anlamda manifold olarak P, M’ye gore daha basittir
denilebilir.
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GL(m,R) grubu P ¢at1 demeti iizerinde

Lo(p;er,....em) = (pyey,....el)
e, = alej (2.11)

seklinde etki ettifinden G L(m,R) grubuna P’nin homeomorfizmalar grubu gozii ile ba-
kilabilir. Va € GL(m,R) i¢in L, : P — P lifleri koruyan bir homeomorfizmadir, yani

molL,=n:P—>M

dir. L, doniisiimiine a € GL(m,R) elemaninin P iizerindeki sol dtelemesi denir ve
a,b e GL(m,R) igin

Lab = La 0] Lb
ozelligi vardir. (2.10) ifadesinden
o owt
i j
dw' = S0 du

yazilirsa (| 2.11)) doniisiim kuralina gore

bidv = aj,——-du’ = al dw®
(v

elde edilir. Dolayisiyla 6" = bé»duj differensiyel 1-formu iyi tamimli yani koordinat siste-
minden bagimsizdir.

P tizerinde
=0, 1<i<m (2.12)

Pfaffian sistemi P iizerindeki her p noktasinda 7, P uzayinin m?-boyutlu bir altuzayini
tanimlar. Bu altuzaya dikey(vertial) uzay denir.

dul = (b~1)" ¢/

J

oldugundan ( 2.12) denklem sistemi du’ = 0,1 < i < m ile ifade edilebilir ve dola-
yistyla her 71 (U) koordinat komsulugu i¢in ( 2.12) sistemi integre edilebilirdir. ( 2.12)
sisteminin maximal integral manifoldu

w=sbt, 1<i<m

olarak elde edilir. u* = sbt, p € M igin 7~ (p) lifine karsilik geldiginden dikey uzay
7~ 1(p) liflerinin tanjant uzayidur.
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D, M manifoldu iizerinde bir afin konneksiyon ve w) = I';du”, Dnin (U; ")

yerel koordinat sistemindeki konneksiyon matrisi olsun. O zaman

0

2%7 lézém

vektor alaninin kovaryant tiirevi

; 0
Dei = (d(lf + afwf) X W

dir. Dolayisiyla

k — k J, k

7~ }(U) koordinat komsulugu iizerinde bir diferensiyel 1-form belirler. (W, w"), M nin

bir diger yerel koordinat sistemi olmak tizere U N W iizerinde

b — z‘awk
= g
oldugundan
k
ko yopd, Jk _ J L gy O
dbf 4+ blw'; = (dal + ajw)) 5
ya da
DVt = Dal S~
oul
elde edilir.
- owk ;
-1y _ b*l J
(CZ )z ou’ ( )k
oldugundan

(b"i DV} = (a~ ")} Daf
yazilir ve sonug olarak

(2

0 = (a~")iDaf = (a)l(daf + aluf)

(2.13)

diferensiyel 1-formu secilen yerel koordinat sisteminde bagimsizdir ve P iizerinde bir

diferensiyel 1-form tanimlar.
du' = aéﬂj
A k g Jpk
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esitlikleri goz oniine alinsin. 11k esitligin dis tiirevi almir ve kullanilirsa
0= (—a; wk—l—a,ﬁk)/\m—l—a de’

elde edilir. M iizerinde wi, = I'i du” = T} a]6#" oldugundan

0= (—aiT},a;0" + al6) A G + aldb®
ya da

al (d6° — 67 A 0%) = aff‘};rcﬁﬁl A G
elde edilir. Her iki taraf (a1)? ile carpilirsa
5 (do° — 07 A 9;) = (a_l)fnafl“?grawl N

ya da

d* — 67 A 605 = (a");alT, a0 A ¢

esitligine ulagilir. Esitligin sag tarafinda £ ve r indeksleri anti-simetrize edilir ve torsiyon
tensoriiniin tanim1 goz Oniine alinirsa

s s 1 s j
do* — 6" A 6; :éP,jel/\@J

esitligi elde edilir. Burada P}’ torsiyon tensorii cinsinden
S 1 S T‘
Plj = 5( ) i Tkr

seklinde tanimlanir. Benzer sekilde daf = —a¥ wk + afﬁk ifadesinin dig tiirevi alinir ve
gerekli diizenlemeler yapilirsa

AN 5%9'“ N

elde edilir. Buradaki S7 iy terimlerinin egrilik tensorii Y, cinsinden ifadesi

S = (a” "jataga; R

prs

ile verilir. Sonug itibariyle

o’ —0F nol = &
g} — 05 NG, = ©]
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elde edilir. Burada ©7 ve ©7ye sirasiyla torsiyon ve egrilik 2-form denir ve

O = Pl A0
. 1 .

bi¢iminde tanimhidir. P veR] ; terimleri segilen yerel koordinat sisteminden bagimsiz
oldugundan bu denklemler tiim P iizerinde gecerlidir. Bu denklemlere P iizerinde D
konneksiyonu tarafindan belirlenmis yap: denklemleri denir. Bu denklemlerin dis tiirevi

alinirarak

e’ —eFne, -0 nO. = 0
Al —OF Ao, — 05 NO] =

Bianchi 6zdeslikleri elde edilir (Chern vd|2000).

P iizerinde dikey uzay V’nin

Pfaffian sistemiyle belirlenen 7}, P’nin m-boyutlu altuzayina yatay uzay denir ve H (z) ile
gosterilir. Bu sekilde belirlenen dagilim H’ye yatay uzaylarin alant denir. D konneksi-
yonu P {izerinde bir yatay uzay belirler ve D tarafindan belirlenen H asagidaki ozelliklere
sahiptir:

1.Herz € P i¢in

T.P=V(x)® H(zx),

ayrigimi vardir ve H (z)’in 7 izdiisiimii altindaki goriintuisti 7, M ye izomorfiktir (p = 7(z)).
2. H, GL(m,R)’nin P iizerindeki sol etkisi altinda invaryanttir, yani

dir. Ote yandan 7' P’nin yukaridaki iki 6zelligi saglayan bir H altuzay1 varsa o zaman
H’y1 P cati demetinin yatay uzaylarin alami olarak belirleyen M {iizerinde bir D kon-
neksiyonu vardir (Kobayashi ve Nomizu ||1969), (Chern vd 2000). Dolayisiyla bir afin
konneksiyon belirlemekle 7'P’nin yukaridaki iki 6zelligi saglayan m-boyutlu bir altuza-
yin1 belirlemek ayni anlamdadir.
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3.3-BOYUTLU DINAMIK SISTEMLER
3.1. Poisson Yapisi

Tamm 3.1.1 M diferensiyellenebilir bir manifold olmak iizere asagidaki 6zellikleri sag-
layan

{,.}:C®(M) x C®(M) — C*(M)
bilineer doniisiimiine A/ manifoldu iizerinde bir Poisson yapisi denir (Vaisman ||1994).

{f7g} = _{gaf}
{fg,hy = flg,h} +g{f R}
0 = {fAg,h}} +{g,{h, f}} +{h{f, 9}}

Uzerindeki Poisson yapusi ile birlikte M manifolduna Poisson manifoldu denir.
Tanim geregi

{f,.}:C=(M) — C=(M)
bir derivasyon tanimlar. Dolayisiyla Vf € C°°(M) igin

{f,9}: X¢(9) = =X,(f) = dg(Xy) = —df (X,) 3.1

olacak sekilde bir X ; vektor alam karsilik gelir. Bu vektor alanmna f nin Hamiltonyen
vektor alant f’ye ise Hamiltonyen denir (Vaisman ||1994). Hamiltonyen vektor alaninin
integral egrisine Hamiltonyen akis denir. Hamiltonyen akis boyunca degismeyen fonksi-
yona yani

dg B
%_{fag}_oa

esitligini saglayan fonksiyona ilk integral denir. (Ilk integral tek degildir. Ornegin f ilk
integral ise herhangi ¢ € R i¢in f + c de ilk integraldir.) den goriildiigii lizere
{f, g} degeri T*M iizerinde anti-simetrik bilineer form ile belirlenir, yani (U; z*), R¥’iin
bir yerel koordinat sistemi olmak iizere 9; = 9/0x koordinat vektor alanlar1 gbz Oniine
alinirsa, M iizerindeki bir Poisson yapis1 yerel olarak

- Of Og )
= = /L‘] —_—
{f, 9} = Qdf, dg) > 0 iy L ENTM,

i,J

oy (200 01 0
oxt 0xd  Oxd Oxt

1<j

= ) 090, ®0; — 0; ® 0;)(df, dg)

i<j
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seklinde ifade edilir (Vaisman |1994).
Q =09, A0,
tensoriine Poisson bi-vektorii denir ve Jacobi 6zdesligi
Q9,0 =0

seklinde verilir. Burada [j k [] j, k, [ indeksleri iizerine etki eden anti-simetrilestirme ope-
ratoriidiir. Bunu gostermek i¢in

{f 4. h}} +{g.4h, f1} +{h.{f,9}} =0 (3.2)

ifadesi her f,g,h € C*(M) i¢in dogru oldugundan f = z°, g = 2", h = z' koordinat
fonksiyonlar1 alinirsa

0z 0" 0z 0x”
— S r — () i
{f.g} ={2",2"} ;Q (axi dxd  Qx’ &ci)
- - ) ~ 07

1<j

ve benzer sekilde {g,h} = Q" {h, f} = Q' elde edilir. Bu ifadeler ( 3.2)) de yerine
yazilirsa Jacobi 6zdesligi

{0 + {9, 9"} +{n,Q"} =0 (3.3)

halini alir. Buradan €2’ nin tanimi kullanilarak

L 0x° 00" 907 Ox® ;
Qi = s Qrt = Qv - - — - - | = Q¥ Qr
() =0 = 3 (555 30 ~ a7 5) =22
[ 0x" 00 00 Ox” ;
0 = {ar, o) = Sou (SO L EEOT ) gugon
{9, 7} = {2",Q"} ; (81:’ oxi O 896]) 0
(02t OO 907 Ot ;
QZ] - — — . - == Qtj ’QST
Z (ax@ OxJ ox’ (9:13]> %

h, Oy = ZEt,QST —
{

i<j
ifadeleri toplanirsa
Q99,0 + Q79,0 4+ Q9,05 =0
Jacobi 6zdesligi elde edilir.
Tanmm 3.1.2 z € M v € I'(T'M) olsun.
i =v(x), v=(2' 27 2°
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diferensiyel denklemine v vektor alani tarafindan belirlenen dinamik sistem denir (Arnold
1983). Burada z, ’in bir ¢ parametresine gore tiirevini ifade eder.

Tanim 3.1.3 Bir Poisson manifoldu iizerinde
T =wv(zr) = Qx)(dH(x),.), (3.4)

ile tanimlanan dinamik sisteme Hamiltonyen dinamik sistem H fonksiyonuna ise Hamil-
tonyen fonksiyonu denir (Abadoglu ve Gtuimral|2009), (Gtimral ve Nutku ||1993)).

dH = 25 dz* oldugundan

QO(dH,.) = ZQ” L ®0; — 0; ® 9;)(dH, )

OH
— E :Q” )
oxt % = o’ 92

1<J

_ (Q31HZ o leHy, Q12Hx r QQ3HZ, 923Hy o Q?’le)

dir. * operatorii Hodge dual operator yani V', n-boyutlu reel vektor uzayive 0 < k < n
olmak iizere u,v € A*(V) igin

w: AF(V) = ARV

v A*u = (v-u)dV, * xv = (—1)*""F)y seklinde tek tiirlii tanimlanan operator olsun.
(Burada dV = 1 €Tke, N e; N ex, V’nin hacim elemanidir). e; = J; olmak iizere

x(eg Neg) = e3
x(eg Neg) = —eg
*(62 VAN 63) = €

oldugundan 2 Poisson bi-vektoriine
J =0 = (0%, Q% Q) (3.5)
vektorii karsilik getirilebilir. Bu durumda (3.4)) vektor alani
v=JxVH (3.6)
ile ifade edilebilir. Bu notasyonda Jacobi 6zdesligi
J-(VxJ)=0

ile verilir (Abadoglu ve Giimral/2009).
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3.2. Bi-Hamiltonyen Yapi
Tamim 3.2.1 {.,.}; ve {.,.}2 M manifoldu iizerinde iki Poisson yapis1 olmak iizere

e, f1+ef, to, c,e2€R

lineer kombinasyonu da M iizerinde Poisson yapisi belirtiyorsa {., .}; ve {., .} yapilarina
uyumlu Poisson yapilart denir (Adler vd|2004). M iizerinde iki uyumlu Poisson yapisi
varsa bu durumda M {izerinde bi-Hamiltonyen yapi var denir.

Tamm 3.2.2 Ug boyutlu bir manifold iizerinde bir v vektor alaninin asagidaki gibi yazi-
labildigi iki Hamiltonyen fonksiyonu ve iki uyumlu Poisson yapisi varsa v vektor alanina
bi-Hamiltonyen vektor alant ve v vektor alani tarafindan belirlenen dinamik sisteme de
bi-Hamiltonyen dinamik sistem denir (Adler vd|[2004):

Bu durumda v|dH; = 0 olacagindan H; ve H, fonksiyonlar sirasiyla 2; ve 25 Poisson
yapilarina karsilik gelen Hamiltonyen fonksiyonlardir. Her iki Poisson yapisi i¢in ( 3.5)
kullanilirsa (3.7 vektor alan1

U:J1XVH2:J2><VH1

seklinde ifade edilir. {2, ve (25 Poisson yapilarindan elde edilmis lineer bagimsiz Poisson
vektorleri J; ve J5 i¢in uyumluluk sartt J = ¢1J; + coJ5 vektorii igin

J-(VxJ)=0 (3.8)
Jacobi 0zdesligi ile verilir. Bu esitlik ¢y, ¢ € R i¢in her zaman saglanir.

Tanim 3.2.3
J =Q|dV = 10dV = dV (Q)

seklinde tanimlanan diferensiyel 1-forma Poisson I-form denir. Bu durumda Jacobi 6z-
desligi (3.8)’e denk olarak

JANdJ =0 (3.9)

integre edilebilirlik kosulu ile verilir (Abadoglu ve Gumral/2009), (Gumral ve Nutku
1993)).

Yukarida vektorler i¢in ifade edilen uyumluluk sart1 Poisson 1-formlar kullanilarak

(erJt + o J?) Ad(crJt + coJ?) = 0 seklinde de ifade edilebilir. Ancak J*, J? Poisson
I-formlar olmak iizere, c¢1, co € R sayilar1 yerine diferensiyellenebillir keyfi f, g fonksi-
yonlart alinirsa (fJ' + gJ?) Ad(fJ' + gJ?) = 0 esitligi her zaman saglanmaz. J +— g.J
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doniisiimii alunda Jacobi 6zdesligi J A d.J — ¢g?J A dJ seklinde doniistiigiinden J! ve J?
Poisson 1-formlarinin uyumluluk sart1 igin J = J! + ¢.J? diferensiyel formuna bakmak
yeterlidir. Bu 1-formun J AdJ = 0 Jacobi 6zdesligini saglamasi icin gerek ve yeter kosul,
g’nin

JEANTENdg = (JPANdT? 4+ T2 AN dTYg. (3.10)

kismi tiirevli lineer diferensiyel denkleminin bir ¢6ziimii olmasidir. (3.10) denkleminin
her zaman bir yerel ¢oziimii var oldugundan (karakteristikler yontemi), iic boyutlu bir
manifold iizerinde verilen iki yerel Poisson 1-formunu uyumlu hale getirecek bir g fonk-
siyonu her zaman bulunabilir. (3.10) denklemi vektor formunda

(J1XJ2>VQI(J1(VXJ2)+J2<VXJ1))Q (311)

ile verilir. Ancak v(J') = 0 ve v(J?) = 0 oldugu dikkate alinirsa, denkleminin
sol tarafinin sifira esit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul g fonksiyonunun yalnizca H; ve
H, Hamiltonyenlerine bagh bir fonksiyon olmasidir denilebilir. Bu durumda J* ve .J?
Poisson yapilarinin uyumluluk sart1 J = J' + g(H;, Hy)J? formu i¢in

J'ANATP+ TP ANdT =0
seklinde ifade edilir.
3.3. Riccati Denklemi
U C R3 iizerinde taniml
T =wv(z) = Qx)(dH(x),.), (3.12)

Hamiltonyen dinamik sistem goz Oniine alinsin. Yerel olarak bu dinamik sistemin integral
egrisi tizerindeki her noktada (é; = t,é; = n,é3 = b) Frenet-Serret ¢atis1 tanimlidur.
Frenet-Serret ¢atis1 orthonormal bir ¢ati oldugundan (e; = = 2

0 _
a1 €2 = 52063 = 5ys)
sag-el oryantasyonlu koordinat ¢atisiyla arasindaki iligki

& =ale;, (al) € SO(3,R)
seklindedir. Jacobian matrisi
‘ Opat Opx' Opxt
(a))T = Opa® Opa? dpr? | = ( ér| é| eés ) (3.13)
Opa® Opx® Jpr’
olacak sekilde
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koordinatlart tanimlansin. det(a?)=1 oldugundan bu koordinat déniisiimiiniin tersi yerel
olarak her zaman tamimlidir ve

V = €10,1 + €30,2 + €30,3
kartezyen gradient operatérii (y', y?, y*) koordinatlarinda
V = 10,1 + 20,2 + &30,
seklinde ifade edilir.
Op =61V, dp =62V, O =é35-V

yone gore tiirevleri goz dniine alinirsa (y', 3%, y*) yerel koordinatlarina (é1, és, é3) vektor
alanlar1 dogrultusundaki koordinatlar gozii ile bakilabilir.

v=[|v]é =JxVH
oldugundan v L J ve v L VH dir. O halde J Poisson vektorii
J=aly' v’ y’)e+ By, y* y°)és

bi¢ciminde yazilabilir. J Poisson vektorii i¢in Jacobi 6zdesligi J.(V x J) = 0 hesaplanirsa

Opp =20V xéa+pu(éa-VXeéz+eé3-Vxeéy)+pes-Vxeés p=p/a (3.14)
Riccati denklemi tipinde kismi tiirevli bir diferensiyel denklem elde edilir (Abadoglu ve
Gumral 2009). Burada Riccati denkleminin lineer olup olmamasi sadece é3 vektor alani-
nin holonomik olup olmamasina baghdir. O zaman Riccati denklemi

(9y1,u:é2-V><é2+u(é2-V><é3)

denklemine indirgenir. é; ve é3 vektor alanlarinin ikisi de holonomik vektor alanlariysa o
zaman Riccati denklemi

8y1 on = 0
denklemine indirgenir. Ornegin

Tt =v(zr) = Qx)(dH(x),.),
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dinamik sistemi sabitse yani v = c : sbt. bir vektor alam ile belirleniyorsa o zaman (a?)
matrisi de sabittir. Bu durumda

éz(VXéz):O, 221,2,3

olacagindan denklemi 0,1;t = 0 denklemine indirgenir. Bu denklemin ¢6ziimii
p = u(y? y3) seklindedir ve y?, 3> koordinatlar1 dinamik sistemin Hamiltonyen fonksi-
yonlarina karsilik gelir. O zaman J; = é, + y?é3 ve Jy = é; + y3é3 Poisson vektorleri
uyumldur. Ote yandan Riccati denklemi ikinci bertebeden bir lineer diferensiyel
denkleme esdeger oldugundan yerel olarak her zaman iki tane lineer bagimsiz ¢oziimii
vardir. Bu ¢oziimler pi, 1, 1le gosterilirse

Jz‘ = ai(éz + /Liég), = 1,2

seklinde taniml1 Poisson vektorleri yani Riccati denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri
vasitasiyla olusturulan Poisson vektorleri uyumludur (Abadoglu ve Giimrall 2009). Bu
sekilde tanimlanan uyumlu Poisson vektorleri vasitasiyla ii¢ boyutlu bir dinamik sistem
her zaman yerel olarak bi-Hamiltonyen formda yani

v(x) = ¢(x)VH; X VH, (3.15)
formunda ifade edilebilir .
Teorem 3.3.1 1, ve 1, Riccati denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri olmak iizere
Ji = ai(éz + pés) = (1) 9V H;
biciminde tanimli Poisson vektorleri uyumludur ve dinamik sistem yerel olarak
v=¢VH; x VH,
bi-Hamiltonyen formda ifade edilir (Abadoglu ve Giimral 2009).
3.4. Riccati Denklemi icin Doniisiim Kural

(U; %) ve (V,z") R¥1iin iki yerel koordinat komsulugu, ® : U — V difeomor-
fizmasi da U iizerinde tanimli & = v(z) dinamik sisteminin integral egrisini, V' tizerinde
tammlanan 7 = ©(7) dinamik sistemin integral egrisine doniistiiren bir yerel difeomor-
fizma olsun. Yani ®,v = v olsun. Bu egriler iizerinde Frenet-Serret ¢atilar1 vasitasiyla (|
deki gibi tanimlanan Frenet-Serret koordinatlar (y*) ve (3') ile gosterilsin. w' ve @'
Frenet ¢atilarinin dual catilar1 yani U ve V' iizerinde tanimli escatilar olmak iizere bu iki
escat1 arasindaki iligki

(21,22, 2%) —2= (2!, 2%, 7%)
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degismeli diyagram ile ifade edilir.

Vod=>7,00 yada \ifo(I)o\IFl:(I)y.

(TodoU ) (@) = W' (0 (T*(@)) = U1 (@ (bd))

1% 7 iajj k 7 — iaj}] k, s
= U 1 ((bo@)j@dfﬂ > = (bO(I)O‘If 1)]-Wasw
iajj s *(—1
= bj%a];w :(I)y(w ),

oldugundan, Frenet-Serret escatilari i¢in doniisiim kural yani @, difeomorfizmasinin Ja-
cobian matrisi iizerindeki sart
i ; 077
It = bj@a’; € SO(3,R) (3.16)
matrisiyle ifade edilir. ¢, I" € SO(3,R) ve g%i € GL(3,R) oldugundan ( 3.16)) ifadesine
kutupsal ayrisim gozii ile bakilabilir.

O=Tw, dv=60Aw
tanimlanirsa
de = (dFF_l — FGF_l) NS

elde edilir. Bu esitlik Frenet-Serret ¢atis1 icin yap1 denklemlerini ifade eder ve

Qp = dI'T~! — TOT ! torsiyonu sifir olan konneksiyon form tanimlar. ", fonksiyonlart
U tizerindeki ¢ati demeti Py nun iki kesiti arasindaki iligkiyi ifade eden gegis fonksiyon-
landir. Eger @ difeomorfizmasi ortogonal ise 0 zaman b’ € SO(3,R) ve af = (b™")%. dir.
®,v = v ve Frenet-Serret ¢atis1 orthonormal bir ¢ati oldugundan I", matrisi

1 0 0
I“=| 0 cosf sind
0 —sinf cos6

formundadir. (z*) ve (z') koordinatlarindaki Frenet-Serret ¢atilar sirasiyla (é;, é,, €3) ve
(€1, €9, €3) ile gosterilirse

é1 1 0 0 é1
€9 =] 0 cosf —sind €9
es3 0 sinf cosf é3

seklinde yazilir. p = (/« olmak iizere J = aéy + [é3 vektorii Jacobi 6zdesligini sagla-
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digindan

J(VXJ) = (aé2+ﬁé3)~VX (Oéég—l-ﬁég)
= A2égVXéQ+(BVA—AVB)él—FAB(éQVXég—l-égVXéQ)
+ B?%&;-V xeé;=0,

elde edilir. Burada A = avcosf — Bsinf ve B = asin @ + (3 cos 6 bigiminde tanimlidir.
p = B/A tammlanirsa

J-(VxJ) = ég-vXég—}-ﬂ(ég-v><ég—l—ég-VXég)—l—ﬂ2ég-v><ég—aglﬂ
=0

elde edilir. Burada i fonksiyonu g cinsinden

_ p+ttan 0
Y _ ptan 6
olarak ifade edilir ve dolayisiyla Riccati denklemi v etrafinda donme altinda invaryanttir.

En genelde, & = v(x) vektor alani, ¢at1 demetine sonsuz farkli sekilde lift edebilir.
Yani ii¢ boyutlu uzayda bir v vektor alani belirlendiginde © = v(z) = ||v|le; olacak
sekilde sonsuz farkli sekilde (eq, s, €3) ortonormal cati secilebilir ve bu se¢im Riccati
denklemi (3.14)’nin formunu degistirmez.

R*iin bir (U;u’) yerel koordinat komgulugu iizerinde tammlanmig & = v(z) di-
namik sistemi ve v(z) = ||v||e; olacak sekilde (e, es, e3) sag-el oryantasyonlu keyfi bir
ortonormal cat1 gbz Oniine alinsin. Bu ¢ati tarafindan belirlenen yerel koordinat sistemi
(x!, 22, 23) olsun. Yani

e = ajij (al) € SO(3,R)

veE

' Oput Opu' Opsul
(a?)T = 8x1u2 8x2u2 0x3u2 = ( €1 | €2 | €3 )

(9361 u3 ax2 u3 8363 u

olsun. J L v = ||v||e; oldugundan
J = aey + Bes
seklinde yazilir. J Poisson vektorii i¢in Jacobi 6zdesligi yine

Opipt =e3-V X eg+pley-V xeg+es-Vxey)+ples -V xes, (3.17)
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Riccati denklemiyle ifade edilir. Yani J Poisson vektorii i¢in Jacobi 6zdesliginin Riccati
denklemi ile sonuglanmasi & = v(x) vektor alaninin, ¢att demeti P’ nun ortonormal bir
kesitine & = v(x) = ||v|le; olacak sekilde lift edilmesi diginda bagka bir se¢ime bagh
degildir. Aslinda buradaki ortonormallik sarti1 da esnetilebilir. Jacobian matrisi

di! b 0 0 dx!
di? = 0 c e de®> |, A=cg—ef. (3.18)
dz? 0 f g da?

& 16 0 0 e

€2 = 0 g/A —f/A €2

és 0 —e/A ¢/A es

olacak sekilde &* = 7'(x!, 22, 2%) yerel koordinat diisiimii g6z oniine alinsin. O zaman

gradient operatdrii

V = 61611 + 628x2 + 6281«3
= bQé1a§g1 + (02 + 62>é28j2 + <f2 + gQ)ég(?@s + (Cf + eg) (égaj;d + égagEQ)

olacagindan
J = aey + Bes

Poisson vektoriinde icin Jacobi 6zdegligi hesaplanirsa

b

J(VXJ) = éQ'VXéQ—F[L(éQ'VXé3+é3'v><é2)+ﬂ2é3'vXé3—zaj1ﬂ
62'v><62+,U(€2'VX€3+€3'VX62)+M2€3'V><€3—axllu,
= 0.
elde edilir. Burada /i
ao IS er 2o (3.19)
ep + ¢

seklinde tanimlidir. Yani Riccati denkleminin formu lineer kesirsel doniisiim altinda ko-
runur.
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4. CARTAN’IN ESDEGERLIK METODU

Genel itibariyle bir esdegerlik problemi bir manifold tizerindeki iki geometrik nes-
nenin bir diferensiyel denklem sisteminin ¢6ziimii olarak elde edilen bir difeomorfizma s1-
nifi yoluyla birbirine doniistiiriiliip doniistiiriilemeyecegi problemidir. Bu sekilde belirle-
nen bir difeomorfizma sinifinin olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar, s6z konusu geometrik
nesnenin diferensiyel invaryantlar ile ifade edilir. Cartan’in esdegerlik metodunun amaci,
iki geometrik nesnenin esdeger olabilmesi icin gerek ve yeter kosullar belirlemek ve bu
amacla geometrik nesneyi ifade eden kanonik bir escati yani kotanjant demetin diferen-
siyellenebilir bir kesitini bulmaktir. Baglangigta boyle bir kanonik es¢ati olmak zorunda
degildir. Bu ylizden soz konusu geometrik nesneyi temsil edebilecek tiim olasi escatilar
g6z Oniine alinir. Bu anlamda bir esdegerlik problemi su sekilde ifade edilir (Gardner
1989):

w = (0h,..,0n) vew = (Wf,...,w) siwasiyla U,U C R™ agik altkiimeleri
tizerinde tanimli iki es¢ati ve G C G L(m,R) olmak iizere her x € U igin

0w =yg(r)w, g €G 4.1)

olacak sekilde bir ® : U — U difeomorfizmasinin var olmasi igin gerek ve yeter kosullar
nelerdir?

4.1. Escatilarin Esdegerlik Problemi

Al

0= (0"...,0")ved = (0,..,0™) m-boyutlu U C M ve U C M manifoldlari
tizerinde iki es ¢at1 olsun. Egcatilarin esdegerlik problemi,

0 =6, i=1,...m (4.2)

olacak sekilde bir ¢ difeomorfizmasinin olup olmadigina karar verme problemidir. Dig
tiirev ve geri-cekme operatorleri degismeli oldugundan, (4.2) esitligi gecerli ise

O*do' =do', i=1,...m 4.3)
esitligi de saglanmak zorundadir. 6° elemaninin dis tiirevi
o' =Y Tjt" A6~ (4.4)
jk=1
i<k
2-formuyla ifade edilir. Buradaki m?(m — 1) tane T}, = T} (x) fonksiyonlarina 6 es¢a-

tistyla iliskili yap: fonksiyonlar: denir. 6 escatisina esdeger M iizerindeki herhangi bir 6
escatisi icin de
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o' =" T,0 ng* 4.5)
k=1
Jj<k

yap1 denklemleri goz oniine alinsin. (4.4) ve (4.5) denklemleri (4.3) esitliginde yerine
yazilirsa

S T (@)07 A6 = o = a7l = 3 T (0(x)) 00 A0 (4.6)
k=1 Jk=1
j<k i<k

elde edilir. #/ 1-formlart lineer bagimsiz oldugundan

m

0= > () = Ty (@(x))) &/ 1 6"
j k=1
i<k

ifadesindeki herbir 67 A 6" teriminin katsayilari sifira esit olmak zorundadir ve dolayisiyla

Th(z) =T(z), = =®(x) 4.7)
elde edilir. ( 4.7) sartlar1 iki escatinin esdeger olabilmesi igin gerek sartlardir. Ornegin,
verilen bir 6 escatisi icin yap1 fonksiyonlari T;k sabit ise,  escatisina esdeger olan her-

hangi bir § escatisi icin T;k fonksiyonlar1 da aymi sabit degeri almak zorundadir. Ote
yandan, yap: fonksiyonlarindan en az birisinin sabit olmadigi durumda iki escatinin es-
deger olup olmadig1 hakkinda sadece yap1 fonksiyonlarina bakarak dyle ya da boyle bir
sey sOylenmesi giictiir. Bunun sebebi yap1 fonksiyonlarinin yerel koordinatlardaki ifade-
sinin invaryant olmayisidir. Ancak, yapr fonksiyonlar1 ve onlarin invaryant tiirevleriyle
esdegerlik problemi icin yeter sartlarda belirlenebilir.

4.2. Tiiretilmis Invaryantlar ve Tasnif Manifoldlar:

Onceki boliimde deginildigi iizere eger iki escat1 esdegerse yani bir difeomorfizma
altinda birbirlerine doniisebiliyorlarsa o zaman s6z konusu escatisiyla iliskili %mQ (m—1)
tane T]’k = T]’,~C (x) yap1 fonksiyonu esdegerlik probleminin invaryant fonksiyonlaridir. Bu
fonksiyonlar vasitasi ile yeni skaler invaryantlar tiiretilebilir.

I(x) bir skaler invaryant ve I(z) da z = ®(z) difeomorfizmas: altinda kargilik
gelen invaryant olsun. Yani /(z) = I(z) olsun. O zaman ®*dI = dI’dir. Bu esitlik es¢at1
elemanlar cinsinden

> a—; =dl(z) = ¢"dI(z) = Z % (D(x)) ¢’ (4.8)

<.

j=1

seklinde yazilir. 6’ 1-formlar1 dogrusal bagimsiz oldugundan, invaryant fonksiyonun es-
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cati tiirevleri de invaryant fonksiyonlardir:

a—_Ij(a_:) = 8—Ij(x), T = d(x).

ol 00

Dolayisiyla bir invaryant fonksiyon /’nin gitgide daha yiiksek mertebeden escat1 tiirev-
leri alinarak (I, 01/067, 91 /06?06 ,...) invaryant olmaya aday fonksiyonlarin sonsuz bir
kolleksiyonu elde edilmis olur. Bu sekilde elde edilen fonksiyonlara / fonksiyonu ile ilis-
kili tiiretilmis invaryantlar denir (Olver |1995). Bu fonksiyonlara invaryant olmaya aday
fonksiyonlar denilmesinin sebebi, bu fonksiyonlarin tamaminin fonksiyonel olarak ba-
gimsi1z olmamasindan kaynaklanmaktadir. Gergekten, (4.8)) esitliginde her iki tarafin dis
tiirevi alinirsa

1 0’1 _i . 01

- N
005007 987 00F % 5!

i=1
elde edilir. Buradan ikinci mertebeden esgati tiirevin sirasini degistirmek icin daha diisiik
mertebeden tiiretilmis invaryantlarin kullanilabilecegi gorilmektedir. Ayrica (4.4) yap:
denklemlerinin dis tiirevi alinarak Jacobi 6zdesligi elde edilmesiyle tiiretilmis invaryantlar
arasindaki fonksiyonel bagintilar elde edilir. Tiiretilmis ya da orijinal yap1 fonksyionlarini
ifade etmek icin

0T
0090 ..o

0= (Z.Lj? kyllv L) ls)

g

notasyonu goz oniine alinsin. Burada j < k olmak tizere 1 < 4,7, k, [, < m dir. Ayrica
s =ordo tamsayist tiiretilmis invaryantin mertebesini gostermektedir. Eger iki escat1 esde-
ger ise 0 zaman tiim yap1 fonksiyonlar1 ve onlarin escati tiirevleri ayni olmak zorundadir:

T,(z) =T,(x), 7=®), s>0. (4.9)

Tamm 4.2.1 =) = (..., 2, ...) koordinat sistemiyle birlikte g;(m) = Im?(m — 1)("*+*)
boyutlu Oklid uzay1 K*) = K®)(m)’ye m boyutlu M manifolduyla iliskili s. mertebeden
tasnif uzayt denir. 2()*nin girdileri, 1 < j <k <m,1 <[ <[ <..<[.<m,

0 < r < s olmak iizere, azalmayan ¢oklu indeks o = (1, j, k, 11, ..., [,-) ile etiketlenmistir.
o < s mertebesi igin bilesenleri z, = T, (x) yap1 invaryantlar1 olan T®) : M — K
doniisiimiine M/ manifoldu tizerindeki 6 esgatisiyla iliskilendirilmis yapt doniisiimii denir

(Olver |1995)).

Eger 0 ve 0 esdeger escatilar ise o zaman ( 4.9)) sartindan dolay1 her s = 0,1, 2, ...
icin, karsilik gelen yap1 doniisiimleri ayni goriintiiye sahiptir:

TY@) = TW(2), 7= 0().
Tamim 4.2.2 U C M bir acik altkiime olmak iizere, T*) yap1 doniisiimiiniin goriintiisii

C0,U)={T¥(z)]x e U} c K
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kiimesine U C M agik altkiimesi iizerinde taniml 6 escatisiyla iligkili s. mertebeden
tasnif kiimesi denir (Olver ||1995).

Onerme 4.2.3 0 ve 0, ® : M — M difeomorfizmasi altinda esdeger iki escat1 ise yani
®*h = f ise o0 zaman her s > 0 icin s. mertebeden tasnif kiimeleri aynmidir. Yani her s > 0
igin C®®) (9,U) = C®(,U) dur. Burada U C M kiimesi yerel ® difeomorfizmasinin
tanim kiimesi ve U = ®(U) C M de goriintii kiimesidir. Buradaki ® difeomorfizmasina
da yerel esdegerlik doniisiimii denir (Olver |[1995).

Tamm 4.2.4 0, M {iizerindeki bir esgat1 olmak iizere, her s > 0 i¢in s. mertebeden yap1
doniisiimii T : M — K regiiler ise yani Jacobian matrisinin ranki sabitse, # escatisina
tamamen regiiler denir (Olver ||1995).

Yapi doniisiimii regiiler oldugu durumda p, = rankT®) : sbt olarak tanimlanirsa,
tasnif kiimesi C(*), K(*)’nin p, boyutlu bir altmanifoldu olur. Yani regiiler durumda C®
kiimesine manifold gozii ile bakilabilir.

Tamim 4.2.5 N ve N m-boyutlu M manifoldunun n-boyutlu altmanifoldlar1 olsun. Eger
N NN # () kiimesi de M nin n-boyutlu bir altmanifoldu oluyor ise 0 zaman N ve N
altmanifoldlar cakisiyor denir (Olver |[1995).

Teorem 4.2.6 0 ve 0 sirastyla m-boyutlu M ve M manifoldlart iizerinde diferensiyel-
lenebilir ve tamamen regiiler escatilar olsun. O zaman ®*0 = 0 olacak sekilde bir
® : M — M yerel difeomorfizminin olmast icin gerek ve yeter kosul her s > 0 icin
s. mertebeden tasnif manifoldlart C®) () ve C®) (9) min ¢akismasidir (Olver | 1995).

Bu teoreme gore tamamen regiiler iki escatinin esdeger olmabilmesi icin gerek
sartlar yani yap1 fonksiyonlar1 ve onlardan tiiretilmis invaryantlarin ayni olmasi ayni za-
manda yeterli sartlardir. iki escatinin esdegerlik probleminin ¢oziimiinii ifade eden bu
teorem, sonsuz ¢oklukta sartin gerceklenmesini gerektirdiginden pratik acidan kullanigh
degildir. Bu teoremin 6zel bir uygulamasi olarak yapi fonksiyonlar: sabit olan bir escati
g6zOniine alinsin. Bu durumda sifirinct mertebeden tasnif manifoldu tek bir noktadan iba-
rettir ve o nokta 77, = C, i,4,j = 1,...,m,j < k invaryantlarinin sabit degerleri ile
belirlenir. Yap1 fonksiyonlar1 sabit oldugundan tiim tiiretilmis invaryantlar sifirdir ve daha
yiiksek mertebeden tasnif manifoldlar1 C*)’ler de tek bir noktadan ibarettir. Dolayisiyla
s = 01¢in p, = 0 dir. Bu tipteki bir egcati sifir ranka sahip bir escat1 olarak isimlendiri-
lir. Bu escatiya esdeger herhangi bir es¢atinin sifirinct mertebeden tasnif manifoldunun da
tek bir noktadan ibaret olmasi icin yap1 fonksiyonlarinin da ayni sabit degerine esit olmasi

yani TL] B = C’;k gerekir. O zaman daha yiiksek mertebeden tasnif manifoldlar1 da otoma-
tik olarak aynidir. Dolayistyla ayn1 sabit yap: fonksiyonlarina sahip sifirinci mertebeden
herhangi iki escat1 esdegerdir.

Yap: doniisiimii regiiler ise o zaman p, sayis1 s. mertebeye kadar fonksiyonel ola-
rak bagimsiz olan yap1 invaryantlarinin sayisina esittir.

Fe) — gl 0)={T,|ordo < s}, s=0,1,..,
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kiimesi s. mertebeye kadar tiim yapi fonksiyonlarinin ailesini gostersin. Bu durumda
FO ¢ FO ¢ F@ . dir. O halde yerel olarak F*)yi iiretecek sekilde p, coklukta fonk-
siyonel olarak bagimsiz yapi invaryant1 [, =7, ,v = 1, ..., p, secilebilir. Yani mertebesi
s’den kiiciik ve esit olan diger invaryantlar1 se¢ilen bu temel invaryantlarin bir fonksiyonu

T, =H, (]1, "'7Ips) , ordo<s

olarak yazmak miimkiindiir. Buradaki (Iy, ..., I, ) fonksiyonlart C'*) manifoldu iizerin-
deki yerel koordinatlari ifade eder.

Onerme 4.2.7 6 M manifoldu iizerinde tanimli tamamen regiiler bir escat1 ve s. merte-
beden yap1 doniisiimii T*)°nin rank1 p, olsun. p, = p, 41 esitlifini saglayan en kiigiik s
sayisina  escatisinin mertebesi denir ve

0§p0<p1<...<ps:p5+1:ps+2:‘”:7"§m
dir (Olver ||1995). Burada sabit r rankina ¢ escatisinin ranki denir.

Bir 0 escatisinin ranki ve mertebesi 6rnek olarak sdyle hesaplanir: 6 escatisinin
yap1 fonksiyonlarinin kiimesi F© = {T;k} gbz Oniine alinsin. p, sayis1 bu esgatinin
rankin1 ya da F(© icerisindeki fonksiyonel olarak bagimsiz T;k yapt fonksiyonlarinin
sayistm gosterir. F(© ¢ FU) kiimesinin ranki yani F) icindeki yap1 fonksiyonlar1 ve
onlarin birinci mertebeden escati tiirevleri icinde fonksiyonel olarak bagimsiz olanlarin
sayist p; > p, olsun. Eger p; = p, ise o zaman birinci mertebeden tiim escati tiirevler
yapi fonksiyonlari cinsinden ifade edilebilir ve bu durumda 6’ nin mertebesi s = 0 ve ranki
r = p, dir. Dahas1 (4.2.7) 6nermesine gore, her ¢ > 0 i¢in p, = r = p, demek orjinal yap1
fonksiyonlarindan fonksiyonel olarak bagimsiz olan daha yiiksek mertebeden tiiretilmis
invaryant olamaz demektir. Ote yandan p, < p, ise o zaman F? > F() kiimesinin ranki
p- hesaplanir. Eger p, = p; ise o zaman ikinci ve daha yiiksek mertebeden tiim escati
tiirevler, yap1 fonksiyonlari ve onlarin birinci mertebeden escati tiirevleri cinsinden ifade
edilebilir ve bu durumda 6’nin mertebesi s = 1 ve rank1 r = p; dir. Boyle devam edilerek
bir escatinin ranki ve mertebesi hesaplanir. Dolayisiyla bir escatinin ranki ve mertebesini
hesaplama isi pratikte, fonksiyonel olarak bagimsiz invaryant bulamayincaya kadar tiirev
alma isidir.

Teorem 4.2.8 0 ve 0 sirasiyla m-boyutlu M ve M manifoldlar iizerinde diferensiyel-
lenebilir ve tamamen regiiler escatilar olsun. O zaman ®*0 = 0 olacak sekilde bir
® : M — M yerel difeomorfizminin olmast icin gerek ve yeter kosul her iki escatinin
da ayni mertebeye sahip olmasi yani s = s olmast ve (s + 1). mertebeden tasnif mani-
foldlar: C&**) () ve C*Y (0) min ¢akigsmasidir (Olver || 1995).

4.3. G-degerli Esdegerlik Problemi

w ve w escatilarinin G-degerli esdegerlik problemi (4.1)) ifadesinde de belirtildigi
gibi
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W' = gi(x)’, i=1,..m (4.10)

seklinde ifade edilir. Buradaki g/ (z) fonksiyonlar1 g(z) matrisinin igerikleridir. g() mat-
risi, g : M — G fonksiyonun goriintiisiine yani manifoldun her = € M noktasindaki yapi
grubuna ait bir elemandir. Probleme GG-degerli denmesinin sebebi budur. Buradaki

G C GL(m,R) grubuna esdegerlik probleminin yap1 grubu denir. Ozel olarak G = {e}
olmasi durumunda (4.10) ifadesi

halini alir. Diger bir ifade ile {e}-degerli esdegerlik problemi ile escatilarin esdegerlik
problemi aynidir. Bagka bir u¢ 6rnek ise G = G L(m,R) oldugu durumda ortaya cikar.
Yani ((4.10) ifadesi herhangi ® difeomorfizmi i¢in saglanir ve dolayistyla herhangi iki
escati GL(m,R)-esdeger olur. Ancak bu iki 6zel durumla her esdegerlik probleminde
karsilanmaz.

Teorem 4.3.1 & = (@}, ...,w}) ve w = (wy, ..., w) swrasiyla U,U C R™ agik altkiime-

leri iizerinde tammli iki egscati ve G C G L(m,R) olmak iizere her x € U igin

0w =g(r)w, g €G
olacak gekilde bir ® : U — U difeomorﬁzmasmm var olmast icin gerek ve yeter kosul
asagidaki kosullart saglayan bir ®V) - U x G — U x G difeomorfizmasimin var olmasidir

(Gardner | 1989).

1. oMg =9, 9—gw 0= qgw

2. UxG—— 20 U x G diyagram degismelidir
U V

3. ®W(x, gh) = g®WV(x, h), Yz €U, g,h €G.

Bu teorem vasitasi ile U iizerinde bir G-degerli bir esdegerlik problemi U x G
tizerinde escatilarin esdegerlik problemine doniisiir. Ancak problemin taban manifoldu
tizerindeki ¢oziimiinii bulabilmek i¢in bir dizi "invaryant islem" (torsiyonun sogurulmasi
ve normalizasyonu) vasitasi ile G yapi grubunu agikar grup {e}’ye indirgemek ya da
diger bir ifade ile s6z konusu esdegerlik problemini taban manifoldu {izerindeki escatilarin
esdegerlik problemine indirgemek gerekir. Bunun nedeni, bir 6nceki boliimde agiklandigi
gibi, escatilarin esdegerlik probleminin ¢éziimiiniin tamamen biliniyor olmasidir.
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M, m-boyutlu bir manifold (U; xz) M’nin bir yerel koordinat sistemi ve
w= (w',...,w™) U iizerinde bir escat1 olsun. w escatisinin U x G tizerine lifti

0=gw, 6= g;wj
dir. § = gw ifadesinin her iki tarafinin dis tiirevi alinirsa
df = dgg™' N0+ gdw 4.11)

elde edilir. dw, U iizerinde taniml1 bir 2-form oldugundan dw = w Aw seklinde ifade edile-
bilir. dgg~! 1-form igerikli matrisi ise G iizerinde sag-invaryant Maurer-Cartan formlarin
matrisidir:

(dog™); = aj”.

()i =3 , @, mo 6!, ...,0™ Lie cebiri degerli diferensiyel 1-formdur. 7* elemanlari

sag-invaryant Maurer-Cartan formlari icin bir taban teskil eder ve Lie’nin ikinci teoremi
geregi a’;, katsaynar sabittir. (4.12) ifadesi koordinat formunda

» - I — A
do' =y Jagm NO" 5y (. 9)0" A6 4.12)
gk

P,k

olarak yazilir. fy§ .. katsayilarmni iceren terimlere forsiyon terimleri fy§ .. katsayilarma da
torsiyon katsayilart denir. Bu denklemler ne torsiyon katsayilarini ne de 7 formlarini tek
tiirlii belirler. Fakat bu belirsizlik torsiyon katsayilarini sadelestirmek ve hatta miimkiinse
elimine etmek icin kullanilabilir. Bu yapilirken 7r§ elemanlarinin Lie cebiri degerli olma-

lar1 bozulmayacak sekilde 7* elemanlari #* elemanlarinin bir takim fonksiyon katlariyla
modifiye edilir. Yani

T s 7+ vl* (4.13)
elemanlarini (4.12)) denkleminde yerine yazarak

Ve = b vl — ap vf (4.14)

denklemlerinden miimkiin olan en fazla sayida denklem ¢6ziilmeye calisilir. Bu igleme
Lie cebiri degerli sogurma islemi ad1 verilir (Gardner ||1989). Bu islem cebirsel olarak
sOyle ifade edilir:

(€i), V = T, M’nin bir tabam ve (f*) € Ty M’de onun dual tabam olsun. G’ grubu
M iizerinde etki ettiginden

T.G ~g C Hom(V,V)

lw=amodh, ..., 0™ demek w = a + Za,ﬂi demektir.
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olarak diigtiniilebilir. (7”) € g*’1n dual tabani (¢,) € g goz Oniine alinirsa

€p = Zagpej & ]”
yazilir.
§:gV* = VeAV*

Sute@ o~ bt — al D)@ A S
doniisiimiine torsiyon déniisiimii ve H(g) = V ® A*V*/im § uzayina torsiyon uzayi
denir. g := ker 6 uzaymn boyutuna da belirsizlik derecesi denir ve o ile gosterilir.
V ® A’V* — H(g) izdiisiimii v — [] igin [y] elemanina yani absorbe edilemeyen torsi-
yon elemanlarina esas torsiyon denir. Eger ¢ doniisiimii Ortense sistemi tamamiyle
¢oziilmiis ve dolayisiyla tiim torsiyon terimleri absorbe edilmis olur ve U X (' iizerinde tor-
siyonu sifir olan bir konneksiyon elde edilmis olur. ¢ doniisiimii orten degilse yani torsiyo-
nun sogurulmasi igleminden sonra geride hala grup parametrelerine bagh torsiyon terim-
leri kaldiysa o zaman grubun bu terimler iizerindeki etkisine bakilarak torsiyon terimleri
uygun bir sabite (genel olarak -1 ya da 0) normalize edilir. Kalan torsiyon terimlerinden
grup parametrelerine bagl olmayanlar esdegerlik problemi i¢in temel yapi1 invaryantlarini
olugtururlar. Bir [y,] € H(g) torsiyon teriminin uygun bir terime normalize edilmesiyle
G yap1 grubu s6z konusu terimin izotropi grubuna yani G; = {g € G : g[v,] = [70]}
grubuna indirgenmis olur. Eger torsiyon terimi her € M noktas: i¢in tek bir orbitte
yer aliyorsa ya da bir diger ifadeyle izotropi grubu taban manifoldunun yerel koordinatla-
rina bagli olarak degismiyorsa o zaman s6z konusu orbit i¢inde yer alan uygun bir nokta
sabitlenerek grup parametreleri normalize edilir. Bu tipteki normalizasyona sabit tipli nor-
malizasyon denir. Bu durumda yap1 grup parametrelerinden birisi diger parametrelerin bir
fonksiyonu olarak yazilarak yap1 grubunun boyutu bir eksiltilmis olur ve taban iizerinde
tanimlanmig geometrik yapiy1 temsil eden egcat1 bu grupla lift edilerek yap1 denklemleri
tekrar hesaplanir. Bu dongii ardarda tekrarlandiktan sonra tiim grup parametreleri nor-
malize edilmis ise yap1 grubu G = {e} asikar grubuna indirgenir ve taban manifoldu
tizerinde bir invaryant escati elde edilmis olur. Sogurma ve normalizasyon islemleri ta-
mamlandiktan sonra yani sogurulmasi miimkiin tiim torsiyon terimleri sogurulup geriye
kalan tiim grup parametrelerine bagl torsiyon terimleri normalize edildikten sonra hala
grup parametresi kaldiysa o zaman Cartan’in involusyon testine bagvurulur. o4, ..., 0, in-
dirgenmis Cartan karakterleri ve o belirsizlik derecesi olmak iizere

o1+202+...+0o,=0 (4.15)
ise 6 escatisi involusyondadir denir. Yapi denklemleri (4.12) esitliginde yer alan
)= Y
matrisine tablo matrisi ve

(71';) mod 6, ..., 0™
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matrisine de indirgenmis tablo matrisi denir. Indirgenmis Cartan karakterleri o, ...,0,
icin tiimevarimsal tanim soyle verilir: ¥y = {0} olsun. Her adimda indirgenmis tablo
matrisinin her satirindan (mod X, ..., X1 e gore) en fazla bir tane eleman se¢mek su-
retiyle olusturulan baglmm elemanlarin kiimesi >; ve bu kiimenin eleman sayis1 oy, ile
gosterilsin. Ornek olarak tiim girdileri bagimsiz 1-formlar olan indirgenmis tablo matrisi
g0z Oniine alinsin:

‘ 0 (651 0
(W;) = 0 [0%) 0
B1 Ba v

O zaman

ZJ1 = {alaa%@l}a 22 = {62}7 23 = {7}
ve dolayisiyla
0'1:3, 0'2:]_, 0'3:]_

dir. Buradaki X, kiimeleri tek tiirlii belirlenmese de o sayilar tek tiirliidiir. Eger Cartan
test saglanmazsa o zaman esdegerlik problemi M () = M x G iizerine tagmir. Bu isleme
problemin M x (' iizerine genisletilmesi (prolongation) denir. M () iizerindeki escat1, lift
edilmis @ elemanlar1 ve torsiyonun sogurulmasi ve normalizasyon dongiilerinden sonra
geride kalan Maurer-Cartan form elemanlarindan olusur. Genisletilmis escati ¢ =dimg("
tane belirsizlik ya da serbestlik derecesine sahiptir ve bu elemanlar genisletilmis esdeger-
lik problemi igin yapr grubu GV icin koordinat teskil ederler. Bu siireten sonra dongii
basa doner ve tiim prosediir tekrar uygulanir. Cartan-Kuranishi Genigletme Teoremine
gore sonlu sayida genisletme isleminden sonra ya involusyonda olan bir escat1 elde edi-
lir ya da boyle bir escgati elde etmek imkansizdir (Kuranishi |[1957). Cartan’in esdegerlik
metodu ve uygulamalart hakkinda detayl bilgi i¢in bkz. (Gardner ||1989), (Olver | 1995)),
(Montgomery |2002).

Teorem 4.3.2 0 ve 0, aymt G C GL(m,R) yapt grubuna sahip m-boyutlu M ve M ma-
nifoldlar iizerinde lift edilmis analitik escatilar olsun. Ayrica bu escatilar icin Cartan
involusyon test (4.13) saglansin ve her iki escatimin yapt denklemlerindeki esas torsiyon
terimleri sabit olsun. O zaman 0 ve 6 escatilarimin esdeger olmasi icin gerek ve yeter
kosul iki escatimin da ayni sabit esas torsiyona sahip olmasidir. Dahasi, oy, > 0 sifirdan
farkli son indirgenmis Cartan karakter (o0, = 0,1 > k) ise o zaman (analitik) esdegerlik
doniisiimleri k degiskenli oy, fonksiyona baglhdir (Olver ||1995)).

Teorem 4.3.3 0 ve 0, aym G C GL(m,R) yapt grubuna sahip m-boyutlu M ve M ma-
nifoldlart iizerinde lift edilmis analitik escatilar olsun. Ayrica bu escatilar icin Cartan
involusyon test saglansin ve her iki escatinin yapt denklemlerindeki esas torsiyon
terimleri ve onlarin escati tiirevleri grup parametrelerinden bagimsiz olsun. O zaman 0 ve
0 escatilarimin esdeger olmasi icin gerek ve yeter kosul iki escatimin da mertebesinin ayn

2Bu 1-formlardan hicbirisi mod 0, ... 0™’ ye gore birbirine denk degildir.
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olmast (3 = s) ve s + 1. mertebeden tasnif manifoldlart C**V () ve C*Y(0) mn ¢a-
kismasidir. Dahasti, bu ozellikteki her (analitik) escatinin esdegerlik doniisiimleri, oy, > 0

stfirdan farkli son indirgenmis Cartan karakter (o, = 0,1 > k) olmak iizere k degiskenli
o fonksiyona baglhdir (Olver ||199)5).

Ornek 4.3.4 Yiizeylerin izometrik esdegerligi: ®*ds* = ds?, ®(x,y) = (z,7). M C R3
bir yiizey ve bu yiizey lizerindeki Riemann metrigi ya da birinci temel form

ds* = E(x,y)dx* + 2F (x,y)dvdy + G(x,y)dy* (4.16)

ile verilsin. w* = vV Edz + \%dy ve w? = 4/ %‘W formlar1 tanimlanirsa (4.16

ds? = (W2 + (W?)?
olarak yazilir. ®*ds? = ds? olabilmesi igin iki es¢ati arasindaki iligki
(I)*(w;):<0989 —sin@)(w;)
w sinf)  cosf w
olmalidir. Dolayisiyla M x G tizerine lift edilmig escati
0' = cosfw' — sin hw?, 0% = sin hw' + cos Ouw?

elemanlarindan olusur. df" ve d#* hesaplanirsa

dot = —a N O% + PO A G?, dO? = a N0+ QO A G2

elde edilir. Burada a = df, SO(2, R) iizerindeki Maurer-Cartan formdur. 7 = a—P#' —Q6?
tanimlanarak iki torsiyon terimi de absorbe edilir ve yap1 denklemleri

o' = -7 N6?, dO* =7 N6

halini alir. Belirsizlik derecesi 0 = 0 oldugundan Maurer-Cartan formu 7 tek tiirlii belir-
lidir. Sifirdan farkli indirgenmis Cartan karakteri 0; = 1 oldugundan esdegerlik problemi
', 0%, 7 1-formlartyla M) = M x G iizerine genisletilir ve genisletilmis yap: denklem-
leri

do' = —m NG, dP* =7 NG, dr = K0 A 6>
olarak bulunur. 0 = d*>r = dK A 6" A 6% oldugundan K fonksiyonu grup parametresi
6’dan bagimsizdir ve dolayisiyla yiizeylerin izometrik esdegerlik problemi i¢in skaler in-

varyanttir. Buradaki K fonksiyonu yiizeyin Gauss egriligi dir.

Ornek 4.3.5 Yiizeylerin conformal esdegerligi: ®*ds*> = \*ds?, A\ > 0, ®(z,y) = (Z, 7).
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Yine M C RR3 yiizeyi iizerindeki Riemann metrigi
ds* = (w')” + (w?)?

ile verilsin. ®*d5% = A\?ds? olabilmesi icin iki escati arasindaki iliski

& o'\ [ Acosf —Asind w!
@? )\ Asind Acosf w?
ile verilir. Dolayisiyla lift edilmis escati
o' =\ (cos fw! — sin sz) .02 =)\ (sin O + cos 9w2)

seklinde verilir. Burada yap1 grubu iki boyutlu SO(2,R) x R grubudur. df' ve df* hesap-
lanirsa

d9* =p N0  —a N+ PO NG, dOP =anO +p A0+ QO NG?

elde edilir. Burada ae = dfl ve p = dIn A\, SO(2,R) x R iizerindeki Maurer-Cartan form-
lardir. Yine m = o« — P#' — Q6 tanimlanarak iki torsiyon terimi de absorbe edilir ve yap1
denklemleri

ot =pAO' — T NG dO* =T NG +p NG

halini alir. Burada belirsizlik derecesi 0 = 2 ve indirgenmis Cartan karakteri o; = 2 ve
09 = 0 oldugundan oy 4+ 205 = o = 2 oldugundan Cartan involusyon testi saglanir.
Teorem (#.3.2)’ye gore herhangi iki analitik yiizey conformal olarak esdegerdir ve esde-
gerlik dontistimleri tek degiskenli iki fonksiyonla belirlenir.

45



Tuna BAYRAKDAR DINAMIK SISTEMLERIN ESDEGERLIK PROBLEMI

5. DINAMIK SiSTEMLERIN ESDEGERLIK PROBLEMI

Uc boyutlu bir dinamik sistem yerel olarak bi-Hamiltonyen formda ifade edilebil-
diginden (Abadoglu ve Glimral 2009)), {ic boyutlu dinamik sistemlerin esdegerlik proble-
minin formiilasyonu bi-Hamiltonyen yapinin tanimlandigi uyumlu Poisson yapilarinin es-
degerligi lizerinden yapilacaktir. Dinamik sistemin integral egrisine R’iin bir S altmani-
foldu gozii ile bakilirsa integral egrisinin iizerindeki her x noktasinda R?’iin teget demeti
T,R3 = V(x) @ H(x) ayrisimi ile ifade edilebilir. Burada dikey uzay V integral egrisinin
normal demeti, yatay uzay H ise integral egrisinin teget demetidir. Bir onceki boliimde
de ifade edildigi gibi, dinamik sistemlerin esdegerligi tanimlanirken difeomorfizmanin
tizerine koyulacak sart integral egrisini integral egrisine tagimasi ve uyumlu Poisson ya-
pilarin1 uyumlu Poisson yapilarina tasimasidir. Diger bir ifadeyle ¢ difeomorfizmasinin
tiirev doniisiimii @,’1n TR? = V & H ayrigtmim korumasidir. Borusal (tubular) komguluk
teoremine gore verilen bir dinamik sistemin integral egrisinin, integral egrisinin normal
demetine difeomorfik olan R? icinde bir komsulugu vardir (Lee |2003). Bu komsuluga
borusal komsuluk denir. Dikey uzay 7, TTS — TS doniisiimiiniin ¢ekirdegi yani Ker
m«v = 0 ile tammlandigindan bu difeomorfizmayla integral egrisi, normal demetin sifir
kesitiyle eslenir. Bu anlamda verilen dinamik sistem icin esdegerlik problemini uyumlu
Poisson yapilarin1 uyumlu Poisson yapilarina tasiyacak sekilde borusal komguluklar1 ko-
ruyan bir difeomorfizma ile ifade etmek uygundur. Bu tipte bir difeomorfizmanin Riccati
denklemini korudugu (3.4)) kisminda gosterilmistir. Yani integral egrisinin normal deme-
tini koruyan bir difeomorfizma ile Riccati denkleminin lineer bagimsiz ¢éziimlerinden
elde edilen uyumlu Poisson vektorleri, bagka bir Riccati denkleminin linear bagimsiz ¢o-
ziimlerinden elde edilmis uyumlu Poisson vektorlerine tagimabilir.

5.1. Dinamik Sistemlerin Esdegerlik Probleminin Formiilasyonu

& = vvez = v sastyla R¥iin U ve U agik altkiimeleri iizerinde tanimlanan
iki dinamik sistem olsun. J*, J? ve J!, J? bu dinamik sistemlerin tanimlandig1 uyumlu
Poisson 1-formlar olsun yani

JANdT = 0, JAdJ'=0
JENATP+ TPAdTY = 0, J'AdPP+TPAdIP =0

olsun. w = Y« (J' A J?), ¢ € C(M) 1-formu tanimlansin. O zaman wy = (w, J*, J?),
U tizerinde bir es¢ati tanimlar. Bu durumda iki dinamik sistemin esdegerligi, R3’iin U ve
U agik altkiimeleri tizerinde tanimlanan wyy = (w, J*, J?) ve wy = (w, J*, J?) escatilari-
nin

O*(JY A dD*(J) = 0, (5.1)
O*(JY) A dD*(J?) + &*(JH) AdP*(JY) = 0, i=1,2

sartlarin1 saglayan esdegerlik problemi olarak ifade edilebilir. Burada J;, J uyumlu Po-

isson yapilarindan elde edilmis Poisson vektorlerdir. Tanim geregi J; Poisson vektorleri

ve J' Poisson 1-formlar1 ayni bilegenlere sahiptir. v |®*(J') = (®,v)|J" ve v.J; = 0
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oldugundan (/ 5.1) sartlarin1 saglayan escatilarin esdegerlik probleminin esdegerlik grubu
a 0 0
G = 0 b c a(bf —ec) #0 (5.2)
0 e f
olarak belirlenir. Dolayisiyla, ii¢ boyutlu iki dinamik sistemin esdegerlik problemi escati-
larin problemi olarak agagidaki teorem ile ifade edilebilir:
Teorem 5.1.1 & = v ve & = © swasiyla R*’iin U ve U acik altkiimeleri iizerinde ta-
mmlanan iki dinamik sistem, bu sistemleri temsil eden escatilar wy = (w,J', J?) ve

o = (@0, JY, J?) olsun. Iki dinamik sistemin grubu altinda esdeger olabilmesi icin
gerek ve yeter sart

'y = gwy, g€ G C GL(3,R)
sartlart saglayan bir ® : U — U difeomorfizmasinin var olmasidur.
5.2. Esdegerlik Probleminin Co6ziimii

wy escatisinin U x G iizerine lifti
0 =qguwy, 6 = g;-wj
g6z oniine alinirsa U x G {izerinde yap1 denklemleri
df = dgg' A0 + gdwy

formundadir. g € G i¢in Maurer-Cartan matrisi dgg '

da
1 a fdbO edc dl?erd
— — —c c
dgg = 0 bf—ec bf—ec
0 fde—edf  —cde+bdf
bf—ec bf—ec

olarak elde edilir. (5.T)) ifadesindeki kosullar g6z oniine alinirsa

—cdb+bde = 0mod 6%, 6°
fde —edf = 0mod§? 6°
fdb — edc — (—cde + bdf) 0 mod§?, °

elde edilir. Dolayisiyla lift edilmis escat1 0 icin yap1 denklemleri

o' a 0 0 o' Ty, T3, Th 0* A 6
dl ¢ )=(0ps0)Al6¢ |+|Ts 0 Th 63 A 6!
0 00 B 6 TS, T3, 0 N
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seklinde elde edilir. Uyumluluk sartindan yani d6* A 6° + d6® A 9% = 0 esitliginden dolay1
T2, = —T3, dir. T, T\, TS, T3 ve T3, torsiyon terimleri a — o + T}0* — T4,6° ve
B+ B —THO' + TZ0° — T50% seklinde modifiye edilerek sogurulur. Sogurma etme
isleminin ardindan yap1 denklemleri

o' a 0 0 o' Ty 00 0% A 0°
dl #* =0 s 0 |Al ]+ 0 00 AN
0? 00 B 63 0 00 o' A 62

halini alir. T}; # 0 ise Bu adimdan sonra yap1 grubunu indirgemek amaciyla geriye kalan
torsiyon terimleri 7, normalize edebilmek i¢in grubun bu terimler iizerindeki etkisine
bakilir. Dolayisiyla T3 = 0 ve Ty; # 0 durumlarini ayri ayri incelemek gerekir.

L Durum Ty, = 0.

Teorem 5.2.1 U iizerinde verilen bir dinamik sistemi temsil eden 5 boyutlu manifold
U x G iizerine yukaridaki gibi lift edilmis ve grup parametresinden bagimsiz ayni esas
torsiyon degerine sahip herhangi iki analitik escati yerel olarak esdegerdir ve esdegerlik
doniisiimleri tek degiskenli bir fonksiyonla belirlenir.

Ispat. T}, = 0 ise 0 zaman yap1 denklemleri

o a 00 o
dl ## | =0 8 0 | A]| 6 (5.3)
03 00 f 03

sistemine indirgenir. Indirgenmis Cartan karakterleri o; = 2, o5 = 0 ve belirsizlik de-
recesi 0 = 1 oldugundan Cartan testi saglanmaz ve dolayisiyla problemi genisletmek
gerekir. Yap1 grubunu genisletirken belirsizlik derecesi yeni olusturulacak yapi grubu i¢in
koordinat olarak kullanilir. o — o+ \@" doniisiimii altindan yap1 denklemlerini invaryant
kaldigindan esdegerlik problemi U x G' x G iizerine tasimir. Burada G(!) genisletilmis
esdegerlik probleminin yap1 grubudur ve U x G iizerindeki escat1 U x G x G iizerine

6! 10000 0!
62 01000 62
> |=]100100 63 (5.4)
Q A0 010 «Q
B 00001 3

seklinde lift edilir. ( 5.3)) yap: denklemlerinden da A @' = 0, dB A 6> =0ve dB A 6> =0
elde edilir. Yani da = £ A 0" ve df = f6° A 6° formundadir. ( 5.4) icin yap1 denklemleri
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hesaplanirsa
d9' = ane
do* = B A6
o> = BAG
dae = pAO +XaNO +END
B = f62 N6

elde edilir. Burada p = d\, GG () {izerindeki Maurer-Cartan formdur.
prp—Aa—¢§ (5.5)

doniisiimiiyle dé icindeki @' ile carpilan torsiyon terimleri absorbe edilebilir. Sogurma
isleminden sonra yap1 denklemleri

d9* = ane
do* = B A
do®> = BAG°
doe = pA6G
B = f6° N6
halini alir. d23 = 0 kullanilirsa
0= (df +2fB) NO> A6 (5.6)

esitliginden f terimininin G) grubunun parametresinden bagimsiz oldugu sonucu ¢i-
kar. Dolayisiyla f fonksiyonunu GV etkisiyle normalize etmek miimkiin degildir ve f
fonksiyonu problemin invaryantidir. Indirgenmis Cartan karakterleri o, = 1, 05 = 0 ve
belirsizlik derecesi 0 = 1 oldugundan

opo=0c=1
Cartan testi saglanir ve (4.3.3) teoremine gore ispat biter. I
II. Durum Ty # 0.

Bu durumda yap1 grubunun 73, terimi iizerindeki etkisini belirlemek ve 7., terimini uy-
gun bir sabite normalize etmek icin d?6' hesaplanirsa

0=dan —ThaNO>NO> +dTo NO* NO* 4+ 2T05(B N O* A O> + TZ0" A 0% A 6*)
elde edilir. #' ile dis carpimi alimirsa

0 = (dTy; + 2Tys3 — Toza) AG" NG A G°
49



Tuna BAYRAKDAR DINAMIK SISTEMLERIN ESDEGERLIK PROBLEMI

bulunur. Dolayisiyla
dTy, = Tys(a — 263) mod 6', 6%, 6°

elde edilir. Yani egdegerlik grubu T3 terimi izerinde dlgeklemeyle etki eder. Dolayisiyla
T,; + 1 normalizasyonu yapilirsa o zaman

o =28 mod 6,62, 6

sonucuna ulagilir. Yap1 denklemleri tekrar hesaplanirsa

6! 28 0 0 6! 1 ¢ p 62 A G?
dl @ | = 0o B o Al & |+ s 0hn 03 A 6! (5.7)
6° 0 0 6° E r 0 o' A 62

elde edilir. Buradaki torsiyon terimlerini eszamanli olarak sogurmak miimkiin degildir.
Ancak soyle bir gozlem yapmak miimkiindiir:

2B+ 2B+ (p + 2k)0% + (g + 25)0° + 2(r + h)6'

doniistimii torsiyon uzayini invaryant birakir ve dolayisiyla p = —2k,q = —2s,r = —h
olacak sekilde torsiyon terimlerini diizenlemek miimkiindiir. Boylece yap1 denklemleri

6! 28 0 0 6! 1 —2s —2k 6> A 03
dl & = 0o B oAl & |+s 0 & 63 A 6!
6° 0 0 p 6° k' —h 0 o' A 0*

halini alir. 8 — (3 — h0' — k6? + s6° tanimlanirsa tiim torsiyon terimleri absorbe edilir ve
yap1 denklemleri yap1 denklemleri

dot = 2BN0' + 6% A6
d?> = BAG? (5.8)
o> = BAG

haling alir. 0y = 1, 0 = 0 oldugundan Cartan involusyon testi saglanmaz. Belirsizlik
derecesi o = 0 oldugundan, problem df hesaplanarak U x G iizerine genisletilir. 20" =0
hesaplanirsa df3 A 6' = 0 oldugu goriiliir. Ayrica

dBAnG? = 0

A3 NG =
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oldugundan dB = 0 elde edilir. Bu durumda yap1 denklemleri U x G iizerinde

dot = 2BA0' +6* A6

do*> = B A (5.9)
o> = BAG?
d3 = 0

halini alir ve dolayisiyla agsagidaki teorem ispatlanmis olur:

Teorem 5.2.2 U x G iizerinde (| 5.9) yapt denklemlerini saglayan herhangi iki analitik
escati ve dolayistyla herhangi iki dinamik sistem esdegerdir ve esdegerlik doniisiimleri
tek degiskenli bir fonksiyon ile belirlenir.

Dinamik sistemlerin esdegerlik probleminin taban manifoldu iizerindeki ¢6ziimiinii bul-
mak icin yapt denklemleri, e, G grubunun birim eleman1 ve x € U olmak iizere
(z, e) noktasinda hesaplansin. (z, ¢) noktasinda 8 = 0 oldugundan yapt denklem-
leri U iizerinde

Aot = —2kO' A O* — 253 A O + 02 N 6P
d0* = s> A6+ ho' A2 (5.10)
do® = k6> A0 — ho® A6

halini alir. Dolayisiyla U iizerinde
B = ho' + ko* — s6°

flat konneksiyonu elde edilmis olur. Burada k, s ve h fonksiyonlar1 problemin temel
invaryantlaridir.

Eger h = 0 ise o zaman dB = 0 oldugundan
dk N>+ kBN —ds NO> —sBAG> =0
elde edilir. Bu denklemin sirastyla 6% ve 6° ile dis carpimi alinirsa

dk = 0, mod 6?6
ds = 0, mod 6% 6° (5.11)

bulunur. Ayrica df"’in dis tiirevi alinirsa o zaman invaryantlarin saglamasi gereken sart

ok 0s

T

kismi tiirevli diferensiyel denklemi olarak verilir. ( 5.11) denklemlerinden goriildiigii
izere problemin temel yapi1 invaryantlar1 £ ve s fonksiyonlar1 dinamik sistemin korunan
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nicelikleri yani sadece Hamiltonyenlere bagl fonksiyonlardir. Dolayisiyla 2 = 0 olmasi
durumunda 6 escatisinin ranki en fazla 2 ve mertebesi O dir. rank = 2 ise tiim tiiretilmig
invaryantlar sifirinci mertebeden olan s ve k invaryantlari cinsinden yazilabilirler. rank
= 1 ise o zaman k = f(s) olacak sekilde bir f fonksiyonu vardir. rank = 0 ise tiim yap1
invaryantlar1 sabittir.

Lemma 5.2.3 M, m-boyutlu bir manifold ve 0 = (91, ., 0™), M iizerinde bir egcati
olsun. O zaman 0 escatisinmi koruyacak difeomorfizmalarin bir (yerel) Lie grubu G en
fazla m boyutludur. Bu Lie grubunun boyutunun m olmasi icin gerek ve yeter kosul

do' =" Ci b’ A O*
yapt denklemlerindeki tiim C’j i fonksiyonlarimin sabit olmasidir. Bu durumda C; i sabitleri
G grubunun yapt sabitleridir ve G grubu M iizerinde serbest ve gecismeli olarak etki eder
ve 0 escatisi M iizerindeki sag(sol) invaryant Maurer-Cartan formlarla eslenir (Gardner

1989), (Montgomery |2002).

h = 0 durumunda (| 5.9) yap1 denklemleri taban manifoldu U iizerinde

Aot = —2kO'ANO? — 252 A O + 0% AP
d6* = s*NG? (5.12)
de® = kO*A63

formunda oldugundan k ve s sabit ise lemma gore 0 = (0,07, 6%) escatisin1 ko-
ruyan difeomorfizmalar grubunun boyutu 3’e esittir ve yapt denklemleri 3 bo-
yutlu bir (yerel) Lie grubunun yap1 denklemleridir. Ancak bu durum k£ = 0, s # 0 ya da
s =0,k # 0yadak = s = 0 oldugu durumda gergeklesir. Yap1 invaryantlarinin ikisinin
de sifir oldugu durumda yap1 denklemleri Heisenberg cebirinin yapr denklemlerini verir.
Dolayisiyla dinamik sistemin tanimlandig1 3-boyutlu manifold yerel olarak Heisenberg
grubuna difeomorfiktir.

h = 0 durumunu daha yakindan incelemek yerinde olacaktir. Bu amagla yerel
olarak

v = QbVHl X VHQ (513)

formundaki bir dinamik sistem g6z oniine alinsin. (5.13)) dinamik sisteminin tanimlandig:
uyumlu Poisson yapilari yerel olarak

J1=¢VH,, Jy=—-¢VH,

formunda ifade edilebilir (Abadoglu ve Giimral|2009). Bu durumda ((5.13)) dinamik sis-
temi uyumlu Poisson yapilar cinsinden

U:J1XVH2:J2XVH1
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seklinde ifade edilir. J; ve J, Poisson vektorlerine karsilik gelen 62, #° Poisson 1-formlari
ve dinamik sistemi belirleyen v vektdr alanma karsilik gelen 6" diferensiyel 1-formu

0> = pdH,, 0° = —¢pdH,, 0' = ¢+ (dHy A dH,)
seklinde tanimlidir. #% ve 6° formlarinin dis tiirevi alinirsa
d? = do A dH,, do°> = —do A dH,
elde edilir. Escat tiirevleri

o _ 1, 9 _ 10 9 _ 10
06" |w>™" 06 ¢OH," 9¢° ¢ OH,

seklinde tanimlandigindan

L,¢ 1 0¢
d9?> = O NG+ —=——0> NG
o||v||? ¢* OH,
Lod 1 96 ‘
de? — PBAO + —=—0>N0E 5.14
ool & OH, G194

elde edilir. (5.10) yap: denklemleri goz oniine alinirsa  fonksiyonunun

Lo

h=——-m
ollvl*

(5.15)

seklinde tanimli oldugu goriiliir. Eger A = 0 ise o zaman ( 5.15)) esitliginden £,¢ = 0 ol-
dugu goriiliir. Yani ¢ fonksiyonu sadece Hamiltonyenlere bagl bir fonksiyondur. Boylece
problemin invaryantlart s ve k, Hamiltonyenler cinsinden

1 96 1 9¢

¢?OH,’ " ¢ OH,
seklinde ifade edilir. Aslinda bu durum
v=¢VH; x VH,
vektor alaninin diverjansinin sifira esit olup olmamasiyla alakalidir. Gercekten

Vo = V¢(VH1 X VHQ) + ¢(VH2V X VHl — VH1V X VHQ)
= V¢(VH1 X VH2>

1
- L,
5 ¢

oldugundan £,¢ = 0 ise o zaman v vektor alaninin diverjansi sifirdir. Dolayisiyla, 3-
boyutlu otonom bir dinamik sistem diverjansi sifir olan bir vektor alaniyla belirleniyorsa
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bu durumda & = 0 olacagindan dinamik sistemin tagidig: 1nvaryantlar sadece Hamilton-
yenler cinsinden ifade edilebilir. Flat konneksiyon 5 nin icinde @' terimi bulunup bulun-
mamast vektor alaninin diverjansinin sifirdan farkli olup olmamasina baghdir. 3-boyutlu
dinamik sistemlerin esdegerlik probleminin ¢6ziimii asagidaki iki teoremle ifade edilir:

Teorem 5.2.4 & = v ve & = ¥ sirastyla R*’iin U ve U acik altkiimeleri iizerinde tamimla-
nan diverjanst sifir olan iki dinamik sistem olsun. Yani 0 = (0,6 6°) ve 6 = (@1, 92, 93)
bu iki dinamik sistemi temsil eden ve yvapt denklemlerini saglayan escatilar ol-
sun. & = v ve T = U dinamik sistemlerinin grubu altinda esdeger olabilmesi icin
gerek ve yeter kosul 0 ve 0 escatilarinin esdeger olmast yani & = v ve & = 0 dinamik
sistemlerinin Hamiltonyen fonksiyonlarimin fonksiyonel olarak bagimli olmasidir.

Teorem 5.2.5 & = v ve & = ¥ sirasiyla R*’iin U ve U acik altkiimeleri iizerinde tanim-
lanan iki dinamik sistem olsun. 6 = (0*,0% 60°) ve 0 = ((Z)l7 0, 93) bu iki dinamik sistemi

temsil eden ve yapt denklemlerini saglayan escatlar olsun. & = v ve T = ¥ dina-
mik sistemlerinin grubu altinda esdeger olabilmesi icin gerek ve yeter kosul 6 ve 0

escatilarimin esdeger olmasudr.
5.3. Riccati Denkleminin Esdegerlik Problemi

Bir 6nceki boliimde bir dinamik sistemi temsil eden bir § = (9, 6% 6°) escatist
tanimlanip bu escatinin yap1 invaryantlar1 hesaplanmisti. Riccati denklemi

Ot = €9.V X &g + 11 (82.V X &3 + 3.V X &) + 1*63.V x &3, (5.16)

| 3.13) seklinde tammli holonomik olmayan (y',4? y*) Frenet-Serret koordinatlarinda
ifade edildiginden bu denklemi temsil eden kontakt form

W =dp — ¢,0°, (5.17)

seklinde alinabilir. Burada (; koordinati ( 5.16)) denkleminin sag tarafinin bir fonksiyon
katina esittir. Birinci mertebeden kismi tiirevli bir diferensiyel denklem olan Riccati denk-
lemi (5.16) geometrik olarak su sekilde ifade edilir:

(v, y?,4%) R iin bir yerel koordinat sistemi olsun ve 7 : R® x R — R agikar
demeti gdz Oniine alinsin. p, R lifi {izerindeki yerel koordinat olmak iizere m demeti-
nin kesitlerinin 1-jetlerinin Oklid uzay1 J*(R? R) ile gosterilsin. (y*, y2, v3, i, &1, &5, &5),
J'(R3, R)’iin yerel koordinatlari olarak alinirsa 7 demetinin her yerel kesiti (y, u(y)) i¢in

kar§1hk gelen 1_jet <y17 927 y37 22 61 - ay1,u7 52 - ay2:u7 63 - aySI[’L) = ]1(M> ile ngteril_
sin. f: JH(R?,R) - R

f =01 — 6.V X &g+ 1 (62.V x é3 + €3.V X &) + 1263.V x &3,
fonksiyonu ile denklemi

S = {ji(n) € J'(R%,R) | f(ji(p)) = 0}
54



DINAMIK SISTEMLERIN ESDEGERLIK PROBLEMI Tuna BAYRAKDAR

seklinde tanimlanir (Saunders | 1979). 7’nin tiim yerel kesitlerinin 1-jetleri tizerinde sifir
olan diferensiyel 1-forma J'(R3 R) iizerinde kontakt form denir. Yani kontakt form her
w yerel kesiti igin j; (u)*w® = 0 esitligini saglayan diferensiyel formdur. Kontakt formun
yerel koordinatlardaki ifadesi

W =dp— (0" = du— & dy,

seklide verilir. ¢; ve &, terimleri arasindaki iligki

4 . ol op
0 = Ndyt, ¢ =-—=, ¢ =—-1
k y <z 891 57, 8yz
oldugundan
§p = AZQ

seklindedir. Buradaki ()} ) matrisi bir 6nceki boliimde ifade edilen escatilarin esdegerlik
probleminin yap1 grubuna ait yani

(A,) =

o O
d ot O
~-~ 0 O

formunda bir matristir. Jet koordinatlart

= (0on om0y
“ (ayj ! afﬂ') o

seklinde doniistiigiinden kontakt form w® = du — ¢;60%, bir @, : JH(R3 R) — JY(R3 R)
difeomorfizmasi altinda korunur:

o
* —0 0
po = o
Gercekten
__ On op
din = —dy' = —0"'
"=y a0°
g6z Oniine alinirsa
- o . B
0" =Ndy', — =(\)"'—
W g = W) gy
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oldugundan

- 15)
&y = (8—‘2 + o )

_ o o j
— X(aek—i_@ C)dy

o O
o"
(ae’f T oSk )
elde edilir. Buradan

R on 0
-G =dn-Edy = Ldur oot~ (T4 T ) o

o o0* 00k 0
_ on ;
= 3_u(dM_Ci9)

oldugu goriiliir. Riccati denklemi igin elde edilen doniigiim kurali (3.19) ile verildiginden
g—’lj # 0 dir. Dolayisiyla Riccati denkleminin

0+’ = agw’, ve 40" =0 (5.18)

sartlarini saglayan, yani kontakt formu ve dinamik sistemi koruyacak bir ®, difeomorfiz-
masi altindaki esdegerlik problemi tanimlanabilir. Buradan hareketle bu esdegerlik prob-

lemi
0 0
(-GG e

escatilarinin egdegerlik problemi olarak ifade edilir. Burada 6 c¢atis1 dinamik sistemi tem-
sil eden yani EI) ya da yap1 denklemlerini saglayan bir escat1 ve #° 1-formu
da kontakt formun liftidir. (5.12)) yap1 denklemlerini saglayan esgati goz oniine aliarak
devam edilsin.

Teorem 5.3.1 Herhangi iki analitik Riccati denklemi, sartlarint saglayan bir kon-
takt difeomorfizma altinda esdegerdir ve esdegerlik doniisiimleri tek degiskenli bir fonk-
siyonla belirlenir.
Ispat. Lift edilmis escat1 icin yap1 denklemleri
do® = npA0°+apds®, n=-—7
g = ON0
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ile hesaplanir. Burada

= S0 p gt S2ugn ygr Ssugo g
ao Qg Qo
+ (CZCLM - C1C2,# + (Cl,z - C2,1) + chl) N
+ (CiCa = C3Cip + (G0 — Cug) +25¢,) 0> N 0!
+ (3o — CaCap + (Con — Caa) — ¢ — 8¢y — k() 0" N O

dir. Dolayisiyla lift edilmis escati icin yap1 denklemleri

d0® = A"+ X300 A0 4 0P AN O X, 02 N GP
— G0N0 = 0O NG = (00 NG
ot = 2k0' NG* +250° NOT + 0P NP
d9* = —s6*NG? (5.20)
de®> = —kb* 63

olarak elde edilir. Burada

X3 = Qo (<2C1,M - Cl(lu + (C1,2 - C2,1) + 2k<1)
X2 = Qo (C1537u —(3C1, + (Ca1 —Ci) + 2351)
X1 = @ (Cs@,u -5 C2C3,u + (§2,3 - C3,2) — (¢ —8Cy — k/‘fs)

seklinde tanimlidur. #° ile arpilan terimler,  1-formu

nin =0t — (070 — (5,00 (5.21)

seklinde modifiye edilerek absorbe edilebilir. Sogurma islemlerinin ardindan yap1 denk-
lemleri

do® = A0+ 30" AO7 4+ X 00 ANOT + 0PN GP

dot = 2Kk0'NO* +2s0° NOT+ 07 NG?

de* = —s6* A6 (5.22)
6> = —k#*N6°

halini alir.

de® = x,0* A6® mod 6°, 60
de® = x,0° A0 mod #°,6? (5.23)
de® = x30* AH* mod 0°,6°
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oldugundan

dx, NO* N> = 0 mod 6°, 0
dx, N* A" = 0 mod 6°,6° (5.24)
dx; NO'ANG* = 0 mod 0°,6°

sonucuna bulagilir. Dolayisiyla x; terimleri grup parametresi ay dan bagimsizdir. ; te-
rimlerinin ay’a gore tiirevi alinirsa

0 = C2C1,# - §1<2,# + (<1,2 - C2,1> + QkCI
0 = C1C3,u - C3C1,u + (gi’),l - C1,3) + 25¢;
0 (3G, — CaCs, 1 (Caz — (32) — ¢ — 8, — k(3

integreedilebilirlik kosulu elde edilir. Indirgenmis Cartan karakterleri 01 = 1, 03 = 0 ve
belirsizlik derecesi 0 = 1 oldugundan Cartan involusyon testi saglanir. §
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6. SONUC

Bu tez calismasinda 3-boyutlu bir manifold iizerinde tanimli bir otonom dinamik
sistem icin yerel esdegerlik problemi Cartan’in esdegerlik metodu kullanilarak ele alin-
mistir. 3-boyutlu manifold {izerinde tanimli bir otonom dinamik sistem yerel olarak bi-
Hamiltonyen formda ifade edilebildiginden (Abadoglu ve Giimral|2009), ilk olarak esde-
gerlik problemi bi-Hamiltonyen yapiy1 belirleyen uyumlu Poisson yapilarinin esdegerligi
tizerinden formiile edilerek dinamik sistemi ifade eden bir escati tanimlanmis ve problem
escatilar icin esdegerlik problemine indirgenmistir. Sonrasinda esdegerlik grubunu insa
edebilmek icin, Frenet-Serret ¢atisinin genel bir difeomorfizma altindaki davranisi goz
oniine alinmis ve Frenet-Serret catisinda yazilan bir Poisson vektorii i¢in Jacobi 6zdesli-
gini temsil eden Riccati denkleminin doniisiim kurali belirlenmistir. Bunun yani sira Ja-
cobi 6zdesliginin belirli bir 6zellige sahip keyfi bir catida ifade edilen bir Poisson vektorii
icin de Riccati denklemiyle ifade edilebilecegi gosterilmistir. Buradan hareketle uyumlu
Poisson yapilarin1 uyumlu Poisson yapilarina doniistiiren difeomorfizmalar altinda Ric-
cati denkleminin formunun da korundugu goriilmiistiir. Otonom dinamik sistemler i¢in
esdegerlik probleminin ¢oziimii, dinamik sistemin integral egrisi yoniindeki diferensiyel
1-form #"’in integre edilip edilememesiyle yani d6* A 6* = 0 ve df* A ' # 0 durumla-
riyla belirlenen iki dala ayrilmustir. Integre edilebilir durum igin genisletilmis herhangi iki
analitik escatinin ve dolayisiyla genisletilmis herhangi iki analitik dinamik sistemin tek
degiskenli bir fonksiyonla belirlenen bir difeomorfizma sinifi ile her zaman birbirine do-
niistiiriilebilecegi ispatlanmustir. df* A #' # 0 durumunda ise yine genisletilmis herhangi
iki analitik dinamik sistemin tek degiskenli bir fonksiyonla belirlenen bir difeomorfizma
sinifi yolu ile her zaman birbirine doniistiiriilebilecegi ispatlanmistir. Integre edilemez
durum i¢in problem taban manifoldu iizerine indirgenerek, problemin temel yap: invar-
yantlarinin sayisinin ve integral egrisi izerindeki koordinata bagliliginin dinamik sistemi
belirleyen vektor alaninin diverjasinin sifir olup olmamasina gore belirlendigi gosterilmis-
tir. Diverjansi sifir olan bir vektor alani i¢in taban manifoldu iizerinde bilesenleri Hamil-
tonyenlerin fonksiyonlarina karsilik gelen bir flat konneksiyon tanimlanmigtir. Buna gore
problemin temel yap1 invaryantlarinin ve onlarin escat1 tiirevlerinin dinamik sistemin akis
egrisi boyunca degismedigi, diger bir ifadeyle, Hamiltonyenler cinsinden yazilabilecegi
gosterilmis ve dolayisiyla iki dinamik sistemin esdeger olabilmesi icin gerek ve yeter sart-
larin sadece Hamiltonyen fonksiyonlarina bagli olarak belirlenecegi gosterilmistir. Diver-
jansin sifirdan farkli oldugu durumda da taban manifoldu iizerinde bir flat konneksiyon
elde edilmis ve problemi temsil eden escatinin yap1 denklemleri hesaplanmistir. Yapr in-
varyantlarinin tamaminin sifir olmast durumunda ise yapt denklemleriyle belirlenen Lie
cebiri Heisenberg cebirine izomorfik oldugu ve dolayisiyla problemin tanimlandig1 ma-
nifoldun yerel olarak Heisenberg grubu oldugu ispatlanmigstir. Bu tez ¢alismasinin son
boliimiinde ise Riccati denkleminin dinamik sistemi temsil eden es¢atiy1 koruyacak bir
kontakt difeomorfizma altindaki esdegerlik problemi, Cartan’in esdegerlik metodu vasi-
tasiyla ele alinmis ve herhangi iki Riccati denkleminin bu tipte bir difeomorfizma sinifi
yolu ile birbirine doniistiiriilebilece8i gosterilmistir.
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