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ile gosterilir. Belli kurallar altinda diigiimlere, kenarlara veya her ikisine de tamsayilar
kiimesinden elemanlar atanarak graflarin etiketlemesi yapilir. Graf teori, alisilmisin
disinda bir problemin ¢oziimii olarak ortaya ¢ikarken giiniimiizde bir¢ok alanda
kullanilmaktadir. Matematikte ise modern cebirin 6nemli alanlarindan biri haline
gelmistir. Ayrica, graf teori matematik egitiminde matematiksel modelleme gibi
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OZET

Bir G grafi, V diigtimler kiimesi ile £ kenarlar kiimesinden olusur ve G = (V, E )

alanlarda islevseldir.

Bu caligmada, Euler’ in Phi fonksiyonunun bir genellemesi olan Jordan totient
fonksiyonu kullanilarak yeni bir graf etiketleme tanimi yapilmistir. Bu yeni tanimin
hangi tiir graflarda uygulanabildigi incelenmistir. Ayrica graf teori kullanilarak

matematiksel etkinlikler olusturulmustur.
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SUMMARY

A graph G=(V,E) is consisting of two sets / and E. The elements of V are

called vertices, and the elements of E are called edges. A graph labeling is an
assignment of integers to the vertices or edges, or both, subject to certain conditions.
An unusual solution to the problem appears to be the graph theory used in many areas
today. In mathematics, it has become one of the important areas of modern algebra.
Also, graph theory, mathematical modeling in mathematics education is functional in
areas such as.

In this study, Euler’ s Phi function, which is Jordan totient function were made
using the new definition of a graph theory. The new kind of definition which can be
applied to graphs were examined. Also mathematical activities were created using graph
theory.
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GIRIS

Graf teori, matematigin yapisal iliskilerini inceleyen bir dalidir. Bireyler,
davranislar, birimler ve giinliik hayatta karsilagilan problem durumlar1 gibi olgularin,
nesnelerin diiglimlerle ve nesneler arasi iligkilerin de dogru parcalar1 ile ifade
edilmesiyle olusturulan modellemeye ise graf ad1 verilir. Bu modelleme ile kompleks
halde bulunan problem durumlar1 organize edilip gorsellestirilerek daha basit ve
anlagilir hale gelmektedir.

1736 yilinda Leonhard Euler’in Konigsberg koprii problemini ¢dzmesiyle
graf teorinin temelleri atilmistir. 1847 yilinda Kirchhof, elektrik aglarinin
Ozelliklerini incelerken agaglarla ilgili teori gelistirmistir. 1857°de A. Cayley,
hidrokarbonlarin doymus izomerlerini sayarken agaclari kesfetmistir. 1976’da
Kenneth Appel ve Wolfgang Hakken tarafindan 4 renk problemi olarak bilinen sinir
sehirleri farkli renklere boyamak sartiyla haritanin 4 renk ile boyanabilecegine dair
problemin bilgisayar yardimi ile ¢oziilmesi graf teoriyi aragtirmacilar i¢in gdézde
alanlarindan biri haline getirmistir. Glinlimiizde ise graf teori kimya, elektrik, ekoloji,
arkeoloji, gelisim psikolojisi, sosyal bilimler, egitim, radyo frekanslar1 gibi bir¢ok
alanda arastirmacilarin ¢alismalarina katki saglamaktadir. Ayrica matematigin grup
teori, matris teori, olasilik, topoloji ve sayisal analiz gibi bir ¢ok bransi ile de
yakindan ilgilidir.

Graf teorinin popiiler alanlarindan birisi graf etiketlemedir. Graf etiketleme,
baslangigta bir renk problemi olarak ele alinmistir. Fakat daha sonralar yeterli sayida
renk olmadigindan bu is sayilarla yapilmaya baslanmistir. Boylece graf etiketleme,
belli kurallar altinda diigiimlere, kenarlara ya da her ikisine de tamsayilar
kiimesinden elemanlar atanarak olusturulmustur. Etiketleme isi, Gerhard Ringel’in
1963 yilinda “Fourth Czechoslovakian Symposium on Combinatorics, Graphs, and
Complexity, Smolenice” de bir konjektiir onermesi ile dikkat ¢cekmistir. Giiniimiize
kadar ise bu alan ile ilgili 1700 den fazla makale yayimlanmistir.

Graf etiketleme yontemlerine,

* Graceful Etiketleme
*  Harmonious Etiketleme

= Asal Etiketleme



* Fark Graflan

= Kare Toplam Etiketleme

= Sihirli Etiketleme

» Ters Sihirli Etiketleme

* Cordial Etiketleme

= Kare Fark Etiketleme

* Geometrik Etiketleme

* Permiitasyon ve kombinasyon graflari
= Bolen graflar1 6rnek gosterilebilir.

Graf etiketleme, X-ray kristalografi, sosyal psikoloji, elektrik devre teorisi,
fiize rehberlik kodlari, bilisim aglarinin adresleme sistemleri, radar yer kodlar1 gibi
bir¢ok alanda aktif bir sekilde kullanilmaktadir.

Graf teori, matematik egitiminde matematiksel modellemenin uygulama
alanlarinda giinden giine daha kullanigh hale gelmektedir. Gilinlimiizdeki matematik
egitim anlayis1 6grenciyi merkeze alan, yapilandirict 6grenme anlayisini benimseyen
ve 6grenmede etkinliklere (modellemelere) dnem veren bir yapiya sahiptir. Ogretim
programlar1 da bu anlayisa bagl olarak diizenlenmektedir ve 6grenme etkinliklerine
onem verilmektedir. Dolayisiyla gercek hayat durumlarinda karsilasilan problemleri
anlamada, baglanti kurmada ve ¢d6zmede graf teori yoOntemleri ¢ok kullanigh
oldugundan matematik egitimi alaninda da islevseldir.

Tez calismamiz dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde daha sonraki
boliimlerde ihtiyag duyulacak tanim ve teoremlere yer verilmistir. ikinci bdliimde
graceful etiketleme, harmonious etiketleme, asal etiketleme ve kare toplam
etiketleme yontemlerinden bahsedilmistir. Uciincii bolimde Jordan Totient
fonksiyonu kullanilarak yeni bir graf etiketleme tanimi yapilmis ve oOzellikleri
incelenmistir. Son olarak dordiincii boliimde ise birinci ve ikinci boliimde bahsedilen
cesitli bilgi ve teoremleri anlamaya veya uygulamaya yonelik matematiksel

etkinlikler graf teori yardimiyla olusturulmustur.



1. GRAF TEORINiIN TANIM VE TEOREMLERI

Graf teori alaninda ¢alisan birgok bilim adami graf teorinin terminolojisini
kisisellestirmislerdir. Dolayisiyla graf teoride kullanilan sembollerde evrensel bir
kabiil bulunmamaktadir. Daha ziyade bu konuda otorite olan kisilerin sembolleri
takip edilmektedir.

Tanmm 1.1. G graft; sonlu, bostan farkli V' diiglimler kiimesi ile £ kenarlar

kiimesinden olusur ve G = (V,E ) ile gosterilir. Grafta, v, €V olmak iizere her bir

kenar siras1 6onemli olunmadan e, :{vi,vj} =V, (i,j:1,2,...,n; kzl,Z,...,m)

digiim cifti ile belirlenir. Buradaki v, ve v, dugimleri e, kenarmin baslangi¢ ve
bitis diigiimleridir. n diigiimlii ve m kenarli bir graf (n,m) graf olarak adlandirilir.

(1,0) grafina asikar (trivial) graf denir (Harary, 1969: 9).

Sekil-1.1. (5,5) graf

a C

V:{a,b,c,d,e}
E= {ab, bd, be,dc, ce}

Tanim 1.2. Diigiimler kiimesi ve kenarlar kiimesi bos kiime olan graflar bos graf
olarak adlandirilir. Bir diiglimiin baska bir diigiimle baglantis1 yoksa bu diiglime
ayrik diigiim denir (Gross ve Yellen, 1998: 2).

Tamm 1.3. Baslangi¢ ve bitis diigiimii ayn1 diigiim olan kenarlara dongii denir. Bu
sekilde baslangi¢ ve bitis diigiimii ayni olan birbirinden farkli birden fazla kenar
varsa bu kenarlar paralel kenar olarak adlandirilir. (Gross ve Yellen, 1998: 2,3).
Tanim 1.4. Paralel kenar1 bulunmayan ve dongii icermeyen graflara basit graf denir

(Gross ve Yellen, 1998: 3).



Sekil-1.2. Basit graf

Tamm 1.5. Hem paralel kenar ve hem de dongii bulunan graflara genel (pseudo) graf

denir (Harary, 1969: 10).

Sekil-1.3. Genel graf

Tamm 1.6. Bir ¢, =v,v;, kenarinda v; ile v; diigiimleri komsudur. e, kenart ile v;
diiglimii ya da e, kenari ile v; diiglimii cakigiktir. Ayni diigiim ile cakisik olan iki
kenara, komsu kenarlar denir (i,j =L2,....n; k=1,2,.. .,m)

(Gross ve Yellen, 1998: 6).

Tanim 1.7. Sonlu, bostan farkli V:{vl,vz,.. v } diigiimler kiimesi ile ¢, =v,v,

(i, j=12,....m k=1, 2,...,m) olacak sekildeki farkli diiglimlerin sirali ikililerinin
olusturdugu kenarlar kiimesi FE = {el,ez,...,em} olan G = (V, E ) grafina

yonlendirilmis graf denir. Yonlendirilmis grafta v; diiglimiinden v, digimiine

dogru, yonlendirilmis dogru parcasi ile temsil edilen kenarlara yonlendirilmis kenar

denir. (Harary, 1969: 10).

Sekil-1.4. Yonlendirilmis graf

X

Tanim 1.8. Hem yo6nlendirilmemis kenar1 ve hem de yonlendirilmis kenar1 bulunan

graflar kismi yonlendirilmis graflardir (Gross ve Yellen, 1998: 3).



Sekil-1.5. Kismi yonlendirilmis graf

Tanim 1.9. G = (V,E ) bir graf ve v €V olsun. v diigiimii ile ¢akisik olan kenarlarin

sayisina, v diigiimiiniin derecesi denir ve deg(v) ile gosterilir. Her bir kenar ¢akisik

oldugu diigiime tam olarak bir derece, dongii ise ¢akisik oldugu diiglime iki derece
birden kazandirir. Bir grafin diiglimlerinin derecesinin kiiclikten biiylige dogru
siralanmasi ile olusturulan diziye o grafin derece dizisi denir. A¢ik olarak her bir graf
tek tiirlii derece dizisine sahiptir. Yapisal olarak farkli olan iki grafin derece dizileri

ayni olabilir (Gross ve Yellen, 1998: 6).

Sekil-1.6. Graf

Ve €7 V7

Sekil-1.6. da verilen grafin;
= ¢; dongiidiir.
= egve ey paralel kenarlardir.
" v, ve vg komsu diigiimlerdir.
" ¢3;ve e; komsu kenarlardir.
= deg(v,)=3 ve deg(v,)=4 tir.
= y;ayrik diiglimdiir. Ayrik diiglimiin derecesi sifirdir.

" V3 Vs Vi, V2, Vg Vg V7 diglimlerinin derece dizisi sirasiyla <O,1,3,3,3,4,4>

seklindedir.
Tamm 1.10. Bir grafin biitiin diiglimlerinin dereceleri birbirine esit ise regiiler graf
olarak adlandirilir. Regiiler grafin her diiglimiiniin derecesi & ise bu grafa k-regiiler

graf denir (Gross ve Yellen, 1998: 12) .



Sekil-1.7. 5-regiiler graf

Tanmm 1.11. Yonlendirilmis grafta bir v diiglimiine gelen kenarlarin sayisina ic
derece, v diiglimiinden ¢ikan diiglimlerin sayisina da dis derece denir. Her bir dongii
ise bir i¢ derece ve bir dis derece olarak ayr1 ayri sayilir. Acik olarak bir diiglimiin i¢
derecesi ile dis derecesinin toplami diiglimiin derecesini verir (Gross ve Yellen,
1998: 8).

Teorem 1.1. Bir yonlendirilmis grafta i¢ derecelerin toplami, dis derecelerin

toplamma veya grafin kenar sayisina esittir. Yani, n digimli ve m kenarh

yonlendirilmis graf G = (V,E) ve V= {V17v2""9vn} olsun. O zaman,

Z icdeg(v,) = Z disdeg(v,)=m
i=1 i=1

dir (Gross ve Yellen, 1998: 8).

Ispat. Her bir yonlendirilmis kenar bir tane i¢ derece ve bir tane dis derece belirtir.
Dolayistyla derecelerden herhangi birinin toplami kenar sayisina esittir.

Teorem 1.2. (Euler) Bir grafta bulunan diiglimlerin derecelerinin toplami, grafin
kenar sayisinin iki katidir (Gross ve Yellen, 1998: 7).

Ispat. Her bir kenar iki diigiim ile cakisik oldugundan derecelerin toplami
bulunurken her kenar iki kere sayilir. Buradan derece toplaminin kenar sayisinin iki

kat1 oldugu goriiliir.

Sekil-1.8. Graf ve derece dizisi



Sekil-1.8. alt1 kenarli bir graftir ve sirasiyla d, b, ¢, a diiglimlerinin derece

dizisi <1,3, 4, 4> seklindedir. Derecelerin toplami /+3+4+4=12 olup bu da grafta

bulunan kenar sayisinin iki katidir.

Tanim 1.12. Biitiin kenar ve diigiimleri bir G grafina ait olan grafa alt graf denir.
Eger bir G grafinin alt grafi H grafi ise bu G grafi H grafinin siiper grafi olarak
tanimlanir. G grafinin biitiin diiglimlerini iceren alt graf yayilan (spanning) alt graf
olarak adlandirilir. S kiimesi, G grafinin diigiimler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi

olmak iizere S kiimesinin elemanlarindan olusturulan G ’nin maksimum alt grafina

indiiklenmis (induced) alt graf denir ve <S > ile gosterilir. <S > alt grafinda iki

diiglimiin komsu olmas1 i¢in gerek ve yeter sart bu diiglimlerin G’ de komsu
olmasidir (Harary, 1969: 11).

Ornegin Sekil-1.1. grafinin alt grafi, yayilan alt grafi ve indiiklenmis alt grafi
asagidaki gibidir.

Sekil-1.9.a. Alt graf Sekil-1.9.b. Yayilan alt graf  Sekil-1.9.c. indiiklenmis alt graf

<. < <~

Sekil-1.1. grafi da Sekil-1.9.a. alt grafinin siiper grafidir.

Tanmm 1.13. Bir grafin iki diigiimii arasinda bulunan bir kenar e =v, v,
(i=12,..,n) seklinde tammlanmak tizere, v, diigiimden v, diugimiine dogru

herhangi bir W =(v,,¢,,v,6,,...,v, ,,¢,,v,) dizisine bu iki diigiim arasindaki bir

> Vi-1>€,
ylirliylis denir. Bir yliriiyilis dizisindeki kenar sayisi o ylirilyiisiin uzunlugudur.
Baslangic ve bitis diiglimleri ayni olan yiiriiylislere kapali yiiriiylis, farkli olan
yirliylislere de agik yiiriiyiis denir. Tiim kenarlar1 farkli olan yiiriiyiis patika olarak
adlandirilir (Gross ve Yellen, 1998: 22).



Sekil-1.10. Yiiriiyiis

Sekil-1.10. da

W, = (b, x,a,y,c,k,d,k,c,z,b) uzunlugu 5 olan kapali yliriiylis

W, = (d Jk,c,z,b, x, a) uzunlugu 3 olan agik yiiriiylis ve patikadir.

Tanim 1.14. Bir grafin s diiglimiinden ¢ diiglimiine yapilan en kisa yiiriiylisiiniin
uzunluguna bu diigiimler arasindaki mesafe denir ve d (s,t) ile gosterilir. Eger s ve ¢

diigtimleri arasinda hig yiiriiylis yoksa mesafe ocokabul edilir (Harary, 1969: 14).
Tanim 1.15. Tekrar eden kenar1 ve diiglimii bulunmayan yiiriiylise yol denir. n
diigtimli bir P yol grafi P, ile gosterilir. Bir yol da ‘VP‘ = ‘E P‘ +1 dir. Agik olarak her
yol bir patikadir. Hi¢ kenar1 bulunmayan, yalnizca bir digiimii olan yiirliyls, patika

veya yola asikar (trivial) denir (Gross ve Yellen, 1998: 32).

Sekil-1.11. Yol grafi
Py *

Py, .

Tanmm 1.16. n>3 i¢in asikar (#ivial) olmayan kapali yola devir denir. Bir devir

grafta ‘VC‘ :‘EC‘ dir (Gross ve Yellen, 1998: 32).

Sekil-1.12. C, Devir graf

Tamm 1.17. Birbirinden farkli her diigiim ¢iftinin arasinda yol varsa o grafa
baglantili graf denir. Aksi durumda baglantisiz graf olarak adlandirilir

(Harary, 1969: 13).



Sekil-1.13.a. Baglantih graf Sekil-1.13.b. Baglantisiz graf

.//. .

Tamm 1.18. Baglantil1 bir grafta her kenar1 igeren kapali bir patika varsa Euler

patikasi denir. Euler patikas1 bulunduran bir graf Euler grafi adini alir
(Aktaran: Senol, 2014: 9).
Teorem 1.3. Baglantili bir grafin Fuler grafi olmasi icin gerek ve yeter kosul her
diigtimiin derecesinin ¢ift olmasidir (Aktaran: Senol, 2014: 9).
Euler grafinda her kenardan sadece bir kere gegilebilirken diigiimler tekrar

edebilir.

Sekil-1.14. Euler grafi

Tanim 1.19. Biitiin diiglimlerin birbirine komsu oldugu basit graflara tam graf denir.

n digimlii herhangi bir tam graf K, ile gosterilir (Harary, 1969: 16).

Sekil-1.15. Tam graf X,

Tanim 1.20. G = (V,E ) grafinda V" diigiimler kiimesinin bostan farkli ayrik iki alt

kiimesi V; ve V; olsun. Eger her bir e=uve E kenart uelV, ve vel, olacak

sekilde olusturuluyorsa G grafina ikili graf denir. V' diiglimler kiimesinin ayrik alt

kiimelerinde bulunan diigiimlerin tamami karsilikli olarak bir kenar ile baglaniyorsa
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G grafi tam ikili graf olarak adlandirilir. Eger |V1| =m Ve |V2| =n ise tam ikili graf
G=K,,, =K(m,n) seklinde yazilir. Bir K, , tam grafinin m.n tane kenar1 vardir

(Harary, 1969: 17).

Sekil-1.16.a. ikili graf

Sekil-1.16.b. Tam ikili graf K, ,

Tamm 1.21. K, ikili grafi yildiz olarak adlandirilir (Harary, 1969: 18).

Sekil-1.17. K|, yildiz graf

Tamm 1.22. Baglantili ve devir igermeyen grafa aga¢ denir. Bir aga¢ se¢ilmis bir
diiglime sahip ise koklii agag¢ olarak adlandirilir ve segilen bu diigiime de agacin kokii
denir. (Gross ve Yellen, 1998: 86).

“Koklii agaglarda diiglimler arasinda bir hiyerarsi tanimlanir. Kenarlarda dogal
olarak bir yon olusmustur ve bdylece diiglimlerin giris ve ¢ikis derecelerinden s6z
edilebilir” ( Isikdemir, 2007: 36).

Tamm 1.23. Bir diigiimiin hi¢ ¢ocugu yoksa yani derecesi 0 ise dig diigiim olarak
adlandirilir. Digiim dis diigiim degilse yani ¢ocugu varsa i¢ diigiimdiir

(Gross ve Yellen, 1998: 94).
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Sekil-1.18. Koklii agac

w nin dedesi

unun ¢cocugu -«

W__p znin anne-babasi (ebeveyn),
unun torunu

dis diigiim  --p z
w diigiimii, z diigiimiiniin ebeveyni ve ayni zamanda u diiglimiiniin torunudur.
u diigiimii, w diiglimiiniin dedesidir. v diigiimii, u diiglimiiniin cocugudur.
Tamm 1.24. Koklii agagta;
e Herhangi bir v diigiimii i¢in bu diigiimiin ¢ocuklarinin sayis1 diigiimiin
derecesi olarak adlandirilir.
e  Kokten, bir v diiglimiine olan tek tiirlii yolun en kisa uzunluguna derinlik
veya seviye denir. Kokiin derinligi “0” dir.
e Kokten, bir v diigiimiine olan en uzun yolun uzunluguna ytikseklik denir
(Gross ve Yellen, 1998: 94).
Tanmim 1.25. m > 2 olmak {izere her bir diigiimiiniin ( k6k dahil ) derecesi en fazla m
olan koklii agaca m-/i agag¢ denir. Tam m-/i agagta her bir i¢ diiglimiin tam olarak m
tane ¢cocugu vardir ve biitiin dis diigiimlerin derinligi aynidir. Eger m = 2 ise ikili
agag elde edilir. Agik olarak her bir i¢ diiglimiiniin derecesi 2 ve biitlin dig
diigtimlerinin derinligi ayni1 olan ikili agaca da tam ikili aga¢ denir

(Gross ve Yellen, 1998: 95).

Sekil-1.19. 3-lii agac
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Tamm 1.26. Tek bir yola komsu olan biitiin kenarlar1 igeren agaclara tirtil denir.
Genellikle bu yol tirtilin omurgasi olarak adlandirilir

(Aktaran: Graham ve Sloane, 1980: 392).

Sekil-1.20. Tirtil
° /\ °

Tamm 1.27. “Bir G grafinin biitiin diiglimlerini igeren G biitiinleyen grafinda iki

AV

diigimiin komsu olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu diigiimlerin G’ de komsu

olmamasidir (Harary, 1969: 15).

Sekil-1.21.a. G grafi Sekil-1.21.b. G grafi

O A

Tanim 1.28. VNV, =0, E NE,=C olan G, ve G, graflar igin V =V, UV,
ve E=FE UE, seklinde tanimlanan G(V,E ) =G, UG, grafina bilesim grafi denir

(Harary, 1969: 21).

Sekil-1.22. G, UG,

G, G, G, UG,

Tanmm 1.29. G, =(VI,E]) ve G, =(V2,E2) graflar icin G, UG, bilesim grafinda
Vi ve V, kiimelerinde bulunan karsiikli her bir diiglim ¢iftine bir kenar

eklenmesiyle olusan G, + G, grafi toplam grafidir (Harary, 1969: 21).
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Sekil-1.23. Toplam grafi

G A‘ G+H

Tamim 1.30. Tekerlek graf W, = K, +C, seklinde tanimlanir. Tekerlek grafinda, C,
grafina gergeve ve K, grafina da ug graf denir (Gross ve Yellen, 1998: 241).

W, de, C, devir grafinin her komsu diigiim ¢iftinin arasina bir diigiim daha
cklenerek elde edilen graflar digli olarak adlandirilir ve W, seklinde gdsterilir
(Aktaran: Liang ve Bai, 2009: 113).

W, grafinda, C, grafinin her bir diiglimiine bir kenar eklenerek elde edilen

grafa diimen graf denir ve H, ile gosterilir

(Aktaran: Ramasubramanian ve Kala, 2012: 1591).

Sekil-1.24.a. W, grafi Sekil-1.24.b. W, grafi

Sekil-1.24.c. H, grafi
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Tamm 1.31. G1=(V1,E1) ve G2=(V2,E2) iki graf ve u el|,v, eV,
(i:1,2,...,n;j:1,2,...,m) olsun. Bu iki grafin G;xG, kartezyen carpimi

asagidaki gibi tanimlanir.

1. Diglimler kiimesi V; xV, dir.
2. u=(u,v,),v=(u,,v,) € V;xV, digiimleri arasinda kenar olmast i¢in

uu, € E ve v,=v, veya v, € E,ve u, =u, olmalidir (Harary, 1969: 22).

Sekil-1.25. Graflarda kartezyen ¢arpim

a c (a,c)
(b.e) (a,d)
b d e
(b,d) (ae)
(b.c)
G G, G, xG,

0 =K, ve O,=K,x0Q, | olmak iizere Q, =K, xK, x...x K, (n tane) n-kiip
grafi kartezyen ¢arpim sonucu elde edilen graf ¢esididir (Harary, 1969: 23).
Tamm 1.32. G :(V1»E1) ve G, :(VzaEz) iki graf ve wu el,v, eV,
(i=12,...,n; j=12,...,m) olsun. Bu iki grafin G=G1[G2] bileskesi asagidaki

gibi tanimlanir.

1. Diiglimler kiimesi V; xV, dir.
2. u=(u,v),v=(u,,v,) e V;xV, digimlerinin bileske grafta komsu olmas1

icin uu, € E, veya vy, € E, ve u, =u,olmalidir (Harary, 1969: 22).

Sekil-1.26. Graflarin bileskesi

a c (a,c)
(be) (a,d)
b d e
(b,d) (a,e)
(b.c)

G, G; G=G,[G,]
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G, ,(nl,ml) graf ve G ,(nz,mz) graf olsun. G, ve G, graflar1 arasinda

tanimlanan islemler sonucunda elde edilen yeni graflarin diigiim sayis1 ve kenar
sayis1 Tablo 1.1. deki gibidir.

Tablo-1.1. Graflara uygulanan islemler sonucu elde edilen diigiim ve kenar sayisi

Islem Islem Diigiim sayis1 Kenar sayis1
Bilesim G UG, n, +n, m, +m,
Toplam G +G, n, +n, m, +m, +n,.n,

Kartezyen ¢arpim G, xG, n,.n, n.m, + n,.m,
Bileske G [G,] n.n, n.m, +n,”.m,

Kaynak: Harary, 1969: 22.
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2. GRAF ETiKETLEME

Graf etiketleme, belli kurallar altinda diiglimlere, kenarlara ya da her ikisine de
tamsayilar kiimesinden elemanlar atanarak olusturulur. Yani diigiimlerin
etiketlenmesi i¢in uygun bir say1 kiimesinin, bu diigiimleri birbirine baglayan
kenarlara uygulanacak uygun bir kuralin, diiglimler kiimesinin ve kenarlarin alacagi
degerlere uygun kosullarin olusturulmasi ile graf etiketlemesi yapilir.

Graf etiketleme ile ilgili en 6nemli yaymnlardan ilki Rosa (1967) tarafindan
yayinlanan “On certain valuations of the vertices of graphs” makalesi olmustur. Bu
makalede Rosa graf etiketleme yontemlerinden bahsetmistir. Bu yontemler diger
arastirmalara ilham kaynagi olurken graf etiketlemeye olan ilgi giinden giine artis
gostermistir. Glinlimiize kadar bir¢ok graf etiketleme ydntemi bulunmus ve bu
konuda 1700 den fazla makale yayimlanmistir. Arastirmacilar graf etiketlemeyi
bircok bilim dalinda incelemelerini kolaylastirmak ve aragtirmalarin1 daha anlagilir
hale getirmek icin kullanmaktadirlar. Graf etiketleme, sayilar teorisi gibi
matematigin ¢esitli alanlarinda 6nemli rol oynarken kodlama teorisi, fiize giidiim
kodlari, bilisim aglari, X-ray kristalografisi gibi bir¢ok alanda da arastirmacilara

bliyiik kolaylik saglamaktadir.

Bu boliimde
»  Graceful Etiketleme = Asal Etiketleme
*  Harmonious Etiketleme = Kare Toplam Etiketleme

etiketleme yontemleri hakkinda bilgi verilecektir.
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2.1. Graceful Etiketleme
Rosa (1967), makalesinde bu etiketleme yontemini ilk olarak £ —

degerlendirme olarak isimlendirmistir. Daha sonralar1 Golomb (1977), yontemin

[ —degerlendirme olan adin1 Graceful etiketleme olarak degistirmistir. Gliniimiizde
de daha ¢ok bu isim kabul gérmekte ve bilinmektedir (Gallian, 2013: 5).

Tamm 2.1.1.G=(V,E), g kenarli bir graf olsun. Eger f:V — {O, L2,. ..,q}
birebir fonksiyon ve V u,ve V olmak iizere her bir e =uv € E kenart igin

[ E—> {1,2,...,6]}, f (uv) = ‘f(u)—f(v)‘ seklinde tanimlanan indiiksiyon
fonksiyonu bire bir ise f fonksiyonuna graceful etiketleme denir. Herhangi bir graf

graceful etiketlemeye sahip ise graceful graf olarak adlandirilir

(Aktaran: Huang vd., 1982: 31).

Sekil-2.1.1. ¢ =3 ve g =4 i¢in graceful graf

2

3

Biitiin agaglara graceful etiketleme yapilabilecegini belirten Ringel- Kotzig
konjektiirii hala acik bir problemdir. Buna ragmen agaclara ¢esitli sinirlamalar
getirilerek ya da agaglarin farkli tanimlarindan yola ¢ikilarak yeni bakis agilart
gelistirilmistir. Agaclarin en fazla kag diigiime kadar graceful oldugunu arastirirken
hybrid algoritmasi ve back-tracking algoritmasi gibi ¢esitli algoritmalar
kullanilmaktadir.

Teorem 2.1.1. Diiglim sayis1 en fazla 35 olan her aga¢ gracefuldur (Fang, 2010: 2).

Bu teoremin ispat1 Aybrid algoritmasi kullanilarak yapilmistir. Bu teoremden
once Aldred and Mckay (1998: 2), 27 diiglime kadar her agacin graceful oldugunu
gosterirken; Horton (2003: 63), diiglim sayist 29’ a kadar olan biitiin agaclara
graceful etiketleme yapilabilecegini back-tracking algoritmasi ile ispatlamistir.

Her yol grafi ile tirtil grafa graceful etiketleme yapilabilir (Aktaran: Watson, 2000).
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Sekil-2.1.2. P, graceful grafi

® L L @ L L
0 5 1 4 2

Sekil-2.1.3. Tirtil grafin graceful etiketlemesi

Teorem 2.1.2. n>4 ise K, tam grafi graceful degildir
(Aktaran: Wallis, 2000: 124).

Sekil-2.1.4. X, tam grafimin graceful etiketlemesi
6 0

Graceful grafta, g etiketine sahip bir kenarin elde edilebilmesi i¢in grafin bu
kenarina komsu olan diiglimleri 0 ve g tamsayilan ile etiketlenmelidir. Bir grafa
birden fazla graceful etiketlemesi yapilabilir yani graceful etiketleme tek tirlii

degildir (Srivastav, 2008: 73).

Sekil-2.1.5. K|, tam ikili graceful grafi

Sekil-2.1.5. te verilen K, tam ikili grafinin farkl etiketlemesi asagidaki gibi de

yapmak miimkiindjir.
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Sekil-2.1.6. K, , tam ikili graceful grafi

Teorem 2.1.3. Bir graceful grafin kendisinden farkli en az bir tane alt graceful grafi
vardir (Uma ve Murugesan, 2012: 368).

Ispat. G grafi, n digiimlii ve m kenarli olsun. v, ve v, dugiimlerinin etiketleri

sirastyla x; ve x; olmak lizere ‘xl. -X j‘ = m dir. m etiketli kenar silinerek G’ nin n

diigiimlii ve m —1 kenarh alt graceful grafi elde edilir.

Sekil-2.1.7. Graceful graf ve alt grafi

0, 0
2
3 2
°
3 1 2 1 1 2
Teorem 2.1.4. g kenarl bir grafin g/ tane graceful etiketlemesi vardir

(Sheppard, 1976: 381).

Sekil-2.1.8. 2 kenarh grafin 2! tane graceful etiketlemesi

0
/\ 2 1
2 1 0 1
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Teorem 2.1.5. G, Euler grafi olsun. G grafinin kenarlar kiimesi £(G) olmak iizere

‘E (G)‘ = 0,3(m0d 4) ise G grafi gracefuldur (Aktaran: Wallis, 2000: 125).

Ispat. G, grafinin graceful etiketlemesi f olsun. G’ nin kenarlar1 z,,z,,...,z, olmak
uizere 1 e{l, 2, 3,...,n} icin herhangi bir z, kenarinin u¢ noktalar1 x, ve y, seklinde

tanimlansin ve f(x,)> f(»,) olsun. Buradan

n

> ()=2 S (5)-2 ()

n

=§f(x,-)+§f(yi)—2-2f(yi)

i=1

n

dir. G, Euler graf oldugundan Zn: f (xi)+z f ( yi) toplam1 ¢ift olacaktir.

i=l1 i=1

Dolayisiyla i f (Z,.) da gifttir.

i=1

Diger taraftan f fonksiyonu graceful etiketleme oldugundan ilk » tane pozitif

tamsay1 lizerinde Z f(z;,) toplam: %n(n +1) dur. %n(n +1) de yalmzca
P

n= 0,3(m0d 4) olmas1 durumunda ¢ifttir.

Sekil-2.1.9. Euler grafi

Sekil-2.1.9. da verilen C, Euler grafinin 7 tane kenar1 vardir. 753(m0d4)

oldugundan bu graf gracefuldur.
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Uzerinde calisilan baz1 dnemli graceful graflar Tablo-2.1.1. de verilmistir.

Tablo-2.1.1. Graflarin graceful olma durumlar

Graf2 Graceful Graf Graceful
Graceful, n digiim say1s1
Agaglar ‘ K Graceful
olmak tizere n <35 ise B
Graceful, n =0,3(mod 4) )
C nkipK, x K, x...x K, Graceful
n
ise
Graceful, n > 8 igin
w Graceful C UK .
n " P n=0,3(mod4)1s¢
Diimen Graceful K v Km’n Graceful
t Graceful,
i K
Tirtil Graceful ,L:Jl o 2<m<n, ise
W C p Graceful,
Graceful O
n 4 § " s+n>6 ise
n=2, mtek, m=3, m=6,
Kn Graceful, n < 4 ise Cm XPn m tekve3<n<12,
m =2(mod4) ve n=3(mod4)
Km,n Graceful K4 X Pn Graceful, n=2,3,4,5 ise
L Graceful P xP Graceful

Tablo-2.1.1.

Kaynak: Gallian, 2013: 26.

de gorildiigi gibi

her graf graceful etiketlemeye sahip

olmayabilir. Bu durumda arastirmacilar ya graflarda islemleri kullanarak graflarin

graceful olma durumlarii incelemisler ya da graceful tanimindan hareketle yeni

tanimlar yapmislardir. Bu tanimlara k-graceful, skolem-graceful, tek-graceful gibi

etiketlemeler 6rnek verilebilir.
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2.2. Harmonious Etiketleme
Tanim 2.2.1. G = (V,E ), q kenarli, p diigiimlii ve ¢ > p olan bir graf olsun. Eger
f :V—){O,I,Z,...,q—l} birebir fonksiyon ve Vu,velV olmak lizere her bir
e=uveE kenan i¢in [~ :E—){0,1,2,...,q—1},f*(uv)s[f(u)+f(v)] (mod q)
seklinde tanimlanan indiiksiyon fonksiyonu bire bir ise f fonksiyonuna harmonious
etiketleme denir. Herhangi bir graf harmonious etiketlemeye sahip ise harmonious
graf olarak adlandirilir. Agag¢ graflarda tami tamina bir diiglimiin etiketi tekrar

edebilir. Bu sekilde yapilan etiketleme de harmoniostur (Graham ve Sloane, 1980:

388).

Sekil-2.2.1. Harmonious graf

Teorem 2.2.1. Herhangi bir tirt1l graf harmoniostur

(Graham ve Sloane, 1980: 392).

Sekil-2.2.2. Tirtil harmonious graf

Teorem 2.2.2. n >3 i¢in C, grafinin harmonious olmas! igin gerek ve yeter sart n’

nin tek olmasidir (Graham ve Sloane, 1980: 393).
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Sekil-2.2.3. n=5 icin C, harmonious grafi

0 4 4

Teorem 2.2.3. K, tam ikili grafinin harmonious olmasi igin gerek ve yeter sart

m=1 veya n=1 olmasidir (Graham ve Sloane, 1980: 397).

Sekil-2.2.4. K|, harmonious grafi

Tablo-2.2.1. de baz1 6zel graflarin harmonious olma durumlari verilmistir.

Tablo-2.2.1. Graflarin harmonious olma durumlari

Gra Harmonious Gra Harmonious

Harmonious, n digiim say1s1

Agag ) K,xP Harmonious
olmak iizere 1 <26 ise

Tirtillar Harmonious K, Harmonious, n <4 ise
. . Harmonious, m veyan, 1’ e
C, Harmonious, n tek ise K, o
esit 1se
VVn Harmonious Kl,m,n Harmonious
w Harmonious K imn Harmonious
H, Harmonious P xP, Harmonious, (m, n) # (2,2)

Kaynak: Gallian, 2013: 30.
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2.3. Asal Etiketleme

Asal etiketlemenin kdkeni Entringer’ e dayanmaktadir. Daha sonralar1 Tout

ve ark. (1982) makalelerinde asal etiketlemenin tanimin1 yapmuslardir.

Tanmm 2.3.1. G=(V,E) bir graf olsun. Eger f:V—){l,Z,...,

V|} birebir ve
orten fonksiyon ve V u,ve V olmak iizere her bir e=uv € E kenari (f(u), f(v)) =1

seklinde etiketleniyorsa G grafinda asal etiketleme vardir. Asal etiketleme bulunan

graflara asal graf denir (Tout vd., 1982: 365).

Sekil-2.3.1. Asal etiketleme

Entringer (1980’ler), “Biitiin agaglar asal etiketlemeye sahiptir.” konjektiiriinii
ortaya koymustur. Bu konjektiir ¢esitli sinirlamalar ya da sartlar konularak
ispatlanmaya calisilmaktadir. Son olarak Haxel vd. (2012) biitiin biiyliik aga¢larin
asal oldugunu ispatlamstur.

Acik olarak P, yol grafi, C, devir grafi ve n<4 i¢in K, tam grafi asal graftir
(Tout vd., 1982: 365).

Sekil-2.3.2. P, asal graf

®—
o
[ I

2
®

Sekil-2.3.3. C, asal graf
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Sekil-2.3.4. K, asal graf
Z\‘
1 3

Teorem 2.3.1. Her bir diiglimiiniin maksimum derecesi 5 veya 5’ ten kiigiik olan

herhangi bir tirtil asal graftir (Tout vd., 1982: 366).

Sekil-2.3.5. Asal tirtil graf

Teorem 2.3.2. Biitiin ikili agaglar asal graftir (Tout vd., 1982: 366).

Sekil-2.3.6. Asal ikili agac graf

Teorem-2.3.3. n+1 diugimli W, grafinin asal graf olmasi i¢in gerek ve yeter sart

n+1° in tek olmasidir (Tout vd., 1982: 368).

Sekil-2.3.7. Asal W, grafi
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Babuje (2010), sayilar teorisini kullanarak asal etiketli basit bir grafta
bulunabilecek maksimum kenar sayisini1 veren agagidaki teoremi ispatlamistir.

Teorem 2.3.4. n diiglimlii, asal etiketli basit bir grafta bulunan maksimum kenar
say1s1 Z(p(k) dir (¢, Euler’in phi fonksiyonudur.) (Babuje, 2010: 981).

=2
Ispat. G = (V,E) basit grafini diistinelim. Her bir vy, € £ (i,j =1, 2,...,n) icin

f (vi) ve f (vj) aralarinda asal olacak sekilde {v],vz,v3,...,vn}dﬁgﬁmleri

{1,2,3,...,71} ile etiketlensin. f:V — {1,2,...,

V|} fonksiyonu birebir ve Ortendir

ve (f(vi),f(vj» =1 olan bir v,v; € E vardr.

Simdi G grafinin kenarlarinin sayisinin kz_;(p(k) oldugunu ispatlayalm. B, st

licgen matrisini, i ile j aralarinda asal ise / degilse 0 olacak sekilde tanimlayalim.
Matriste 7/’ lerin sayist kenarlarin toplam sayisina esittir. Buradan grafta bulunan
toplam kenar sayisi Zqo(k) dir.

=2

Ornegin n =35 olsun. Teorem-2.3.4. iin ispatinda verildigi gibi P, st tiggen

matrisini yapalim.

Sekil-2.3.8. n=5 icin iist iicgen matris

1 1
.10

S U G S

Sekil-2.3.8. de verilen {ist liggen matriste toplam 9 tane / vardir. Buradan

D o(k)=9(2)+9(3)+p(4)+o(5)=1+2+2+4=9

S
k=2

elde edilir ki 5 diiglimlii bir grafin maksimum kenar sayisinin 9 olabilecegi goriiliir.
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Sekil-2.3.9. n =5 i¢in maksimum Kkenarh asal graf

Tanim 2.3.2. G = (V,E ) grafinda her bir diigiimiin derecesi en az 2 olsun. Grafin

biitiin kenarlar1 birbirinden farkl {l, 2,3,..,|E |} elemanlan ile etiketlenmek tizere

her bir v €V diigiimii ile bu diigiime ¢akisik olan Ve € E kenari igin (v,e) =1 sart1

saglaniyorsa G grafi diigiim asal etiketlemeye sahiptir (Aktaran: Gallian, 2013: 160).

Sekil-2.3.10. Diigiim asal etiketleme

Tanmm 2.3.3. G = (V,E ) grafinin biitiin kenarlar1 birbirinden farkli {1, 2,3,..,|E |}

elemanlar1 ile etiketlenmek Uzere eger birbirine komsu olan her bir ¢,e; € E

kenarlar1 i¢in (ei,e j) =1 oluyorsa G grafi yiiksek diigiim asal etiketlemeye sahiptir

(Aktaran: Gallian, 2013: 160).

Sekil-2.3.11. Yiiksek diigiim asal etiketleme

Tanim 2.3.4. G=(V,E) , p digimli ve ¢ kenarli bir graf olsun. Eger

fVUE—> {1, 2,...,p+ q} birebir ve orten fonksiyon ve Vu,veV olmak lizere

her bir e=uv e E kenar1 i¢gin
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i. (f(u),f(v))zl
ii.  Derecesi en az 2 olan her bir diigitimde, birbirine komsu Ve,,e; € E' kenarlari
i¢in (el.,ej) =1
oluyorsa f fonksiyonuna toplam asal etiketleme denir. Toplam asal etiketlemeye

sahip olan graflara toplam asal graf denir (Ramasubramanian ve Kala, 2012: 1588).

Teorem 2.3.5. P, yolu toplam asal graftir
(Ramasubramanian ve Kala, 2012: 1589).
Ispat. P =vyvyv,...v

, yolunda n tane diigim ve n—1 tane kenar vardir.

fVUE—> {1, 2,...,2n— 1} fonksiyonu agagidaki gibi tanimlansin.

f(v)=i, 1<i<n

1

f(ej)=n+j, 1< j<n

Buradan acik olarak ffonksiyonu bire bir ve ortendir. Toplam asal graf tanimina gore

herhangi bir e=uv € E igin ( f (u), f (v)) =1 dir ve ayrica derecesi en az 2 olan her

bir digimde birbirine komsu olan Ve,e; € E kenarlan igin (e,-,ej)zl dir.

Dolayisiyla P, yolu toplam asal graftir.

Sekil-2.3.12. P, toplam asal graf

@ @ @ @ L ]
1 2 7 3

[[=)
|co
N
o
W

Teorem 2.3.6. n>1 igin K, yildiz grafi toplam asal graftir

(Ramasubramanian ve Kala, 2012: 1589).

Ispat. V(K )={u} ve 1<i<n olmak iizere v, diigiimleri komsu diigiimler olsun.

K, yildiz grafi n+1 diigiimlii ve n kenarhdir. f:V UE — {1,2,. .L2n+ 1}

1,n

fonksiyonu asagidaki gibi tanimlansin.
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/f fonksiyonu bire bir ve értendir. Dolayistyla n>1 igin K|, yildiz grafi toplam asal

graftir.

Sekil-2.3.13. K, , toplam asal graf

Teorem 2.3.7. n ¢ift ise C, grafi toplam asal graftir
(Ramasubramanian ve Kala, 2012: 1590).

ispat. C, grafinn »n tane diigimi ve » tane kenar1 vardur.

f:VUE—){l,Z,...,2n} fonksiyonu

seklinde gibi tanimlansin. Buradan acik olarak f fonksiyonu bire bir ve Ortendir.

Dolayisiyla n ¢ift ise C,, grafi toplam asal graftir.
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Sekil-2.3.14. C, toplam asal graf

10

Ramasubramanian ve Kala (2012),

» H, grafinin
* K, tamikili grafinin

toplam asal graf oldugunu ve ayrica »n’ nin tek oldugunda C, grafinin toplam asal

graf olmadigini ispatlamislardir. (Ramasubramanian ve Kala, 2012).

2.4. Kare Toplam Etiketleme
Tamm 2.4.1. G:(V,E), g kenarh p diagimli bir graf ve

fv- {0,1, 2,00, p—l} birebir - orten fonksiyon olsun. ¥ u,veV olmak iizere

her bir e=uveE kenari i¢in [ (uv)= [f(u)]2 +[f(v)]2 seklinde tanimlanan

indiiksiyon fonksiyonu bire bir ise f* fonksiyonuna kare toplam etiketleme denir

(Ajitha, 2007: 78).

Sekil-2.4.1. p x p, kare toplam grafi
1 j
0 4

Teorem 2.4.1. K, tam grafinin kare toplam graf olmasi i¢in gerek ve yeter sart

2

n <5 olmasidir (Ajitha, 2007: 84).
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Ispat. n>6 olsun. K, tam grafinin ¢ ve e, gibi herhangi iki kenari igin
f (e)=0"+5"=25 ve ["(e,)=3"+4"=25 olacagindan /" fonksiyonu bire bir

olmaz. Bu durum ise kare toplam etiketleme tanimu ile ¢elisir.

Sekil-2.4.2. g, kare toplam grafi

0 1

[\
w

Teorem 2.4.2. Devirler kare toplam graftir (Ajitha, 2007: 84).

Sekil-2.4.3. C, kare toplam graf

Teorem 2.4.3. Agaclar kare toplam graftir (Ajitha, 2007: 85).

Sekil-2.4.4. Kare toplam agac graf

Teorem 2.4.4. m<4,Vn i¢in K, tam ikili grafi kare toplam graftir

(Ajitha, 2007: 92).
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Sekil-2.4.5. K, ; kare toplam grafi

0 4

Asal sayilar, sayilar teorisinde Onemli bir yere sahiptir. Kare toplam
etiketlemeden yola ¢ikilarak kenarlarin asal sayilarla etiketlenmesine dayanan tanim

asagida verilmistir.

Tanim 24.2. G= (V,E ) , g kenarh »n digimli bir graf ve
V- {0, L,2,....n— l} birebir - 6rten fonksiyon olsun. ¥V u,ve V olmak tizere her

bir e=uveE kenari ve )2 i={12,....q -1} asall icin

I (uv) = (f(u))2 +(f(v))2 = {1, pl,pz,...,qul} seklinde tanimlanan indiiksiyon

fonksiyonu bire bir ise f fonksiyonuna asal kare toplam etiketleme denir

(Ajitha, 2007: 97).

Teorem 2.4.5. G grafi asal kare toplam graf olsun. O zaman Vee E(G) icin
/" (e)=1(mod4) tiir (Ajitha, 2007: 97).

Ispat. /" (e)=11ise f"(e)=1(mod4) olur. f*(e)#1(mod4) olsun. Buradan asal
kare toplam graf tammmdan f°(¢) asal sayi olmahdi. Dolayisiyla
/*(e)=1(mod4) veya f*(e)=3(mod4) olacaktir. Fakat 3,6,7 gibi sayilarin iki

karenin toplami seklinde yazilmasi miimkiin degildir. f~ (e) = 1( mod 4) olur ki ispat

tamamlanir.

Sekil-2.4.6. Asal kare toplam graf




33

Sekil-2.4.6. da verilen asal kare toplam grafin kenar etiketleri

0 +17=1; P 4+2*=5; 2243 =13; 1’+4>=17;2>+5*=29

1=1(mod4); 5=1(mod4); 13=1(mod4); 17 =1(mod4); 29 =1(mod 4)

oldugu goriiliir.

Teorem 2.4.6. G, bir asal kare toplam graf ise derecesi bir olan en az bir tane
diigiimii vardir (Ajitha, 2007: 98).

Teorem 2.4.7. Herhangi bir G asal kare toplam grafinda f *(e)=1 olan e=uv

kenar1 digindaki Ve e E(G) igin f(u) ve f(v) aralarinda asaldir

(Ajitha, 2007: 99).

Teorem 2.4.8. Biitiin asal kare toplam graflar ayn1 zamanda bir asal graftir

(Ajitha, 2007: 100).

Ispat. G grafi, asal kare toplam graf olsun. Teorem 2.4.6." ya gore f (ul) =0 ve

deg(u,)=1 olacak sekilde bir u, digimi vardir. f:V(G)—>{1,2,...,n}
fiw)=nvef(u)=rf(v), 1<isn-1 seklinde tammlansin. deg(u,)=1
oldugundan u, diigiimine komsu olan u, diigiimii i¢in f(u,)=1 dir. Buradan
f (”,) ile f (”1) aralarinda asaldir. G grafinin diger biitiin diigtimleri de Teorem

2.4.7. den dolay1 aralarinda asaldir. Dolayisiyla f, fonksiyonu bir asal etiketleme

olup G grafi asal graftir.

Sekil-2.4.7. Asal graf

: —_—

Bu teoremin tersi her zaman dogru degildir. Yani bir asal graf, asal kare toplam graf

olmak zorunda degildir (Ajitha, 2007: 100).
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Sonu¢ 2.4.1. n<2 i¢in K, tam grafi asal kare toplam graftir (Ajitha, 2007: 101).

Sekil-2.4.8. K, asal kare toplam graf

o—0
0 1

Teorem 2.4.9. K, grafinin asal kare toplam graf olmasi igin gerek ve yeter sart

n<2 olmasidir (Ajitha, 2007: 101).

Sekil-2.4.7. K|, asal kare toplam graf

® @ ®
0 1 2
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3. JORDAN TOPLAM GRAFI

Pozitif tam sayilar kiimesinden kompleks sayilar kiimesine tanimlanan
fonksiyonlara aritmetik fonksiyon denir.

f:Z">C

Aritmetik fonksiyonlar kiimesinin bir iiyesi de Euler’in Phi- fonksiyonudur. Bu
fonksiyon, 7 >1 olan bir tamsay1 olmak iizere, n’ den kii¢iik ve n ile aralarinda asal

olan pozitif tamsayilarin sayisim verir ve (p(n)ile gosterilir (Sivaramakrishnan,

1989: 83).

q)(n) fonksiyonunun 1’ den 10’ a kadar degeri asagida verilmistir.

o(1)=1 o(5)=4 o(8)=4
p(2)=1 p(6)=2 p(9)=6
p(3)=2 p(7)=6 9(10)=4
o(4)=2

Euler’in Phi- fonksiyonunun ¢ok sayida benzeri ve genellemesi vardir. Bunlara
»  Schemmel’in totient fonksiyonu
= Jordan’1n totient fonksiyonu
= Klee’nin totient fonksiyonu
»  Eckford’un totient fonksiyonu
*  Alder’in totient fonksiyonu
ornek olarak gosterilebilir. Biz bu ¢alismamizda Jordan’n totient fonksiyonunu goz
Oniine alacagiz.
k>1 olmak tizere (mod ) ye gore tam kalan smiflar1 sisteminden segilen,
sirali £ tane eleman1 bulunan ve bu £ tane elemanin en biiyiik ortak bdleninin r ile

aralarinda asal olacak sekildeki sirali kiimelerin sayisina Jordan’in totient
fonksiyonu denir ve J, (r) ile gosterilir. Acik olarak J, (r) = (o(r) dir
(Sivaramakrishnan, 1989: 91).

Jordan’m totient fonksiyonu i¢in asagidaki 6zdeslikler gecerlidir.
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(Sivaramakrishnan, 1989).

Bu tezde k =2 almacaktir.

Bu béliimde, Jordan’n totient fonksiyonu kullanilarak yeni bir graf etiketleme

tanimi1 yapilmistir. Bu tanimi saglayan graflar incelenmistir.

3.1. Jordan Toplam Grafi

Tamm  3.1.1. G= (V,E ) , q kenarlh  bir graf olsun.  Eger
v —){0,1,2,...,J2 (q)} birebir fonksiyon ve Vu,velV olmak {izere her bir
e=uvek kenari icin f*:E—){Jz(l),Jz(Z),Jz(3),...,]2((])},

fr (uv) =f (u)+ f (V) seklinde tanimlanan indiiksiyon fonksiyonu birebir ve

orten ise f fonksiyonuna Jordan toplam etiketlemesi denir. Herhangi bir graf Jordan

toplam etiketlemesine sahip ise Jordan toplam grafi olarak adlandirilir.

Sekil-3.1.1. Jordan toplam grafi
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Teorem 3.1.1. P, yolu Jordan toplam grafidur.
Ispat. P =vyv,...v, olsun. P, yolu n tane diigiime ve n—1 tane kenara sahiptir.

V- {0,1, 2,...,J, (n - 1)} fonksiyonu asagidaki gibi tanimlansin.

Geriye kalan diigiimler wyv,...v,,v,,...v, dir {J2(3),]2(4),...,J2(n—1)}

kiimesinin her bir elemanm1 komsu diiglimlerin etiketleri toplami seklinde ifade

edilebileceginden P, yolu Jordan toplam grafidir.

Sekil-3.1.2. n=1,2,3,4,5,6,7 degerleri i¢in yol Jordan toplam graflar

1 0
*——0

J,(1)=1

1 0 3
® ® ®

13 11 1 0 3 5 19
® ® ® ® ®
J,(6)=24 J,(4)=12 J,(1)=1  J,(2)=3 J,(3)=8 J,(5)=24
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Teorem 3.1.2. n<6 i¢in K, , Jordan toplam grafidir.

Ispat. K., yildiz grafi, n +1 diigiimlii ve n kenarhidir. Diigiimleri u,v,,v,,...,V,
olsun. Yildiz grafta f (u) =0 olmak tizere diger digiimler f (vl.) =J, (i ) seklinde
etiketlenirse {Jz (1),J2 (2),J2 (3),...,J2 (n)} kiimesine birebir ve Orten doniisiim
tanimlanir. Fakat J, (5) =24=J, (6) dir. Bu durum diigiimler kiimesindeki 24

elemaninin iki defa kullanilmasi demektir. Etiketleme tanimi geregi bu miimkiin

olmayacagindan K, , yildizi n <6 igin Jordan toplam grafidir.

Sekil-3.1.3. K, , Jordan toplam grafi

Teorem 3.1.3. Tirtillar Jordan toplam grafidir.

Ispat. Tirtilin diigiimleri v,,v,,...,v, olsun. Herhangi bir v, diigiimii 0 ve bu
diigiime komsu olan iki diigim / ve 3 ile etiketlensin (i =1,2,...,n). Eger  ve 3 ile
etiketlenen diigiimler birbirine komsu degilse tirtillara Jordan toplam etiketleme

uygulanir.

Sekil-3.1.4. Tirtil Jordan toplam grafi
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Teorem 3.1.4. Agaclar Jordan toplam grafidir.

Ispat. T, n diiglimlii agac olsun. Agacin kokii 0 ile etiketlensin. Kéke komsu olan
ilk j tane diigim J,(1),J,(2),J,(3).....J,(/) ile etiketlensin. Daha sonra
J, (1) =1 digiimiiniin gocugu veya torunu olan i tane diigiimiin tamami toplamlari
J, (j+1),J2 (] +2), J, (j+3),...,J2 (j+i) kenar etiketlerini verecek sekilde
{0,1,2,...,J2 (n—l)} kiimesinden seg¢ilen daha 6nce kullanilmamis uygun pozitif

tam sayilarla etiketlensin. Koke komsu olan diigiimlerden arda kalanlarin hepsine bu
islem uygulanirsa {J2 (1),7,(2),J,(3)s...J, (n —1)} > ne birebir ve Orten bir

doniisiim tanimlanmis olur ki bu da ispat1 tamamlar.

Sekil-3.1.5. T, Jordan toplam grafi

Teorem 3.1.5. ¢ >3 i¢in B, U F, Jordan toplam grafidir.
Ispat. ¢ >3 igin P, U F, grafinin n+g tane digimii ve n+q—2 tane de
kenari vardir. g >3 olmak tizere P, yol grafinin herhangi ti¢ komsu diigimi i¢in “0

ile etiketlenen diigiim hem / ve hem de 3 ile etiketlenen diigiime komsu olsun.”

sart1 saglansin. Bu etiketleme sayesinde J, (1) =1,J, (2) =3 kenar etiketleri elde
edilir. Geriye kalan n+ ¢ —4 kenarin {J2 (3),]2 (4),.]2 (5),. o, (n -—q-— 2)}
bire bir ve orten etiketlemesi {3, 4,5,6,...,J, (n +q - 2)} kiimesinin elemanlarinin

yalniz bir kere kullanilmasi ile elde edilir.



Sekil-3.1.6. P, U P, Jordan toplam grafi

le 189
J,(1)=1 J,(6)=24
of 6o
J,(2)=3 J,(3)=8
e Ze
J,(4)=12
10¢
J,(5)=24

40
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4. GRAF TEORININ MATEMATIK EGIiTIMINDE UYGULAMALARI

Gilintimiizde her alanda gelisme ve hizli bir ilerleme gergeklesmektedir. Bu
durum karsisinda matematik egitiminde 6grenen, 6greten ve 6grenme materyali gibi
cesitli faktorlerde de yeniden tanimlamalara ihtiyag duyulmustur. Ozelikle 8grenci
merkezli anlayisin gelismesi 6gretmenin 6grenmeyi saglamadaki etkisini ve roliinii
degistirmistir.

Ogrenci, 6grenme siirecinde zihinsel ve fiziksel olarak aktif katilimet,
O0grenmesinden sorumlu olan, konusan, soru soran, sorgulayan, diislinen ve tartisan,
anlayan, problem kuran ve ¢dzebilen, birlikte ¢alisabilen ve degerlendirendir.
Ogretmen ise kendini gelistiren ve uygulayan, sorgulayan, soru sorduran,
diisiindiiren, tartigtiran, dinleyen, birlikte ¢aligsabilen ve degerlendirendir (MEB,
2005a: 8). Buradan yola ¢ikarak MEB, 6gretim programlarinda matematik
egitiminin etkinlik temelli olarak planlanmasin1 6ngérmiistiir. Béylece 6grenciler
ogrenirken matematigin estetik ve eglenceli yoniinii kesfedecekler, giinliik hayatla
iligki kurabilecekler ve bilgiye ulagsmada aktif bir rol oynayarak matematigi
ezberlemeden 6grenebileceklerdir.

“Etkinlik kavraminin genis ve anlamsal bir zenginligi vardir. Bundan dolay1
Ogretim programlarinda ve ders kitaplarinda sunulan 6rneklerin biiyiik bir yelpazeye
dagilmasi, etkinliklere iligkin gerek programda gerekse akademik ¢alismalardaki
aciklamalarin net ve yeterli olmamasi, kavramsal temelde 6grenme etkinligini
tanimlamay1 ve 6zelliklerini kavramayi gii¢lestirmektedir.” (Ugurel vd., 2010: 105)
Ayrica ilkogretim ve ortadgretimde gorev yapan 6gretmenlerin 6grenme etkinligi
konusunda farkli anlayis ve tanimlamalarinin olmasi (Bozkurt, 2012) uygulamada
farkliliklar olusturmaktadir. Ogrenme etkinliginin literatiirde yapilandirmaci egitim
anlayisinin bir iirlinii olan SE modelinin ‘kesfetme (explore) agsamasi1’, gérev ya da
egitimsel faaliyetler ve Oneriler ile gelistirilen, yasamin her doneminde gegerli olan
calismalar gibi ¢esitli tanimlar1 bulunmaktadir.

Matematiksel etkinliklerin ulasmay1 amagladig1 kazanimin matematiksel bir
icerige sahip olmasi ve ayrica etkinliklerin birtakim matematiksel diisiinme
konusunda 6grencileri desteklemesi gerekmektedir. Matematiksel etkinliklerin

olusturulmasinda &riintiilerin de énemli bir yeri vardir. Oriintiiniin kelime anlami
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99 Cer2 2 ¢ 2 ¢¢

“numune”, “0rnek”, “model”, “desen”, “resim”, “gidisat’

b

, “kopyasini ¢ikarmak”, ...
ya uydurmak” dir. Matematiksel anlamda ise oriintii “Nesne ve objelerin belli bir
kurala gore ardisik dizilmesi ile olusan biitiin veya biitiinii olugturmak” seklinde
tanimlanmaktadir (Ardahan, 2005) Matematiksel etkinliklerde sorgulayici 6grenme

ve problem ¢6zme siireci Sekil 4.1. deki gibi modellenmektedir.

Sekil-4.1. Sorgulayic1 Ogrenme ve Problem Cézme Modeli

DEGERLENDIR

- =

Verileri Gergek hayata Probleme uygun
ILISKILENDIR veya kurguya MODEL KUR

dayali PROBLEM

Modelden
3 VERI TOPLA 2

Kaynak: Ardahan, 2005.

Bu boliimde 6gretim programinda bulunan pozitif bdlen sayis1 konusu ile ilgili
etkinlik graf teori kullanilarak modelleme yoluyla 6rneklendirilmistir. Ayrica asal
etiketlemenin tanimi1 ve Teorem 2.3.4. te verilen “n diigiimlii, asal etiketli basit bir
grafta bulunan maksimum kenar sayisi Zgo(k) dir (¢, Euler’in phi

=2
fonksiyonudur.) (Babuje, 2010: 981).” teoremi ile ilgili etkinlik graf teori yardimiyla
model kurularak olusturulmustur. Son olarak etiketlemeden faydalanilarak yeni bir
graf tanimi yapilmis ve 6zel durumda bu grafin biitiinleyeni ile iliskisi etkinlik

yapilarak incelenmistir.
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ETKINLIK 4.1.

n diigimlii bir grafin her bir digimii ¥ ={1,2,...,n} kiimesinin elemanlar ile

birbirinden farklt olacak sekilde etiketleniyor. O halde asagida verilen

modellemelerden yola ¢ikarak etiketleme yonteminin kuralin1 bulunuz.

n=1 n=2 n=3 n=4
1 1 2
5@2 6@3
4 3 5 4
VERI TOPLA

Bu modeller incelendiginde her bir kenara ait diigtim ¢iftlerinin etiketi ile ilgili

asagidaki veriler toplanir (Ikililerin siras1 dnemli degildir.).

Diigiim Saysi (n) ikililer
1 _
2 (1,2)
3 (1,2), (1,3),(2.3)
4 (1,2),(1,3),(2,3),(1,4),(3,4)
5 (1,2),(1,3),(2,3),(1,4),(1,5).(2,5).(3,5).(3.4).(4,5)
6 (1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,3),(2,5),(3,4),(3,5),(4,5),(5,6)
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VERILERI ILISKILENDIR

Verilen modeller ve toplanan veriler 1s18inda etiketi aralarinda asal olan
diiglimler arasinda bir kenar oldugu, aksi durumda kenar bulunmadigi goriiliir. O

zaman her bir kenarin ¢akisik oldugu diigiim ¢iftinin etiketi aralarinda asaldir.

GENELLESTIR

Herhangi bir G=(V,E) grafinda bulunan biitiin diiglimler {1,2,3,...,

4l

kiimesinin elemanlar1 ile birebir ve oOrten olacak sekilde etiketlendiginde, her bir
kenarin ¢akisik oldugu diiglimlerin etiketi aralarinda asal oluyorsa bu etiketleme tiirii

asal etiketlemedir.

DEGERLENDIR

Graf ¢esitlerinden P yol grafina, C, devir grafina ve ikili graflara asal
etiketleme uygulanabilir. Yalniz agaglar, tirtil graflar, K, tam grafi ve W, grafi gibi
graf tiirlerine asal etiketleme uygulayabilmek i¢in ¢esitli sinirlamalar ve sartlar
getirilmistir. Ornegin n<4 i¢in K, tam grafina, n+1 ‘in tek olmasi durumunda W,

grafina asal etiketleme uygulanabilir. Ayrica biitiin biiyiilk agaclarin asal oldugu
ispatlanmugtir.
e Ogrencinin de etkinligin biitiin asamalarma bu sekilde cevaplar vermesi

beklenmektedir.
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ETKINLIK 4.2.

Problem: »n diigiimlii, asal etiketli bir grafta bulunabilecek maksimum kenar
sayisinin Euler’in Phi fonksiyonu ile olan iliskisini arastiriniz.

Bu oriintiiniin ilk 5 modeli asagida verilmistir.

n=1 n=2 n=3 n=4

VERI TOPLA

Bu modeldeki (oriintii), diigiim sayist (n) ile ikili (kenar) sayisi arasindaki

iligkiyi ifade ediniz.
. ikili
Diigiim Sayisi (n) Ikililer (kenar) Sayis:
1 - -
2 (1,2) 1
3 (1,2), (1,3),(2,3) 142
g (1.2), (1,3),(2,3),(1,4),(3,4) 14242
(1,2),(1,3),(2,3),(1,4).(1,5),
5 1+2+2+4
(2,5).(3,5).(3.4).(4.5)
n
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n=1-0 tane
n=2—1tane
n=3—1+2 tane
n=4—>1+2+2 tane
n=5—->1+2+2+4 tane

VERILERI ILISKILENDIR
Diigiim Sayisi (n) ikili (kenar) Sayis
: - Y +o(2)
2 1
\% +o(3)
3 142 <<
4 1+2+2 (é +o(4)
5 142+2+4 J+0(5)
R
n 1+2+2+4+...+(0(n)<)+g0(n)
GENELLESTIR

Diigiim sayis1 (n) arttikca ikili (kenar) sayis1 Euler’in Phi fonksiyonuna bagl

olarak artis gostermektedir. O zaman »n diigimlii bir grafin maksimum kenar sayisi

14242+4+...+9(n)=0(2)+9(3)+¢(4)+0(5)+...+¢(n)

olup bu toplam ) ¢ (k) seklinde ifade edilir.
k=2

DEGERLENDIR

Graflarin diigiim sayis1 ile Euler’in Phi fonksiyonu arasinda kurulan bu iliski
sayesinde graf teori ile sayilar teorisi arasinda Onemli bir baglanti oldugu
gorilmiistiir.

e Ogrencinin de etkinligin biitiin asamalarina bu sekilde cevaplar vermesi

beklenmektedir.
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ETKINLIK 4.3.

Problem: a,b,c farkli asal sayilar ve m,k,p birer sayma sayist olmak iizere
n=a"b"c’ seklindeki pozitif tamsayilarin pozitif bélenleri ile ilgili asagidaki

modeller olusturuluyor.
1 1 2 1 3 1 2 4 1 51 2 3 6
VERI TOPLA

n pozitif tamsayisi ile bu tam sayinin pozitif bolenlerinin olusturdugu modelde

bulunan kenar sayis1 (pozitif bolenleri sayis1) arasindaki iliskiyi inceleyiniz.

n’ nin Kenar Sayisi

! asal carpanlara ayrihsi ( Pozitif Bolen Sayisi)
1 - 1

2 2! 2

3 3! 2

4 2? 3

5 5! 2

6 2'.3' 4

n n=a"b"c"
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VERILERI ILISKILENDIR
Kenar Sayisi n’ nin

" ( Pozitif Bélen Sayisi) asal carpanlara ayrihsi Kural
1 1 - _
2 2! 1+1=2
3 2 3! 1+1=2
4 3 22 241=2
5 2 5! 1+1=2
6 4 2'3! (1+1).(1+1)=4
n n=a"b"c’

GENELLESTIR

n pozitif tamsayis1 asal carpanlara ayrildiginda olusan tek tiirlii yazilimdaki

asallarin kuvvetlerine / eklenip bunlar carpilirsa n’ nin pozitif bdlen sayisi bulunur.
O zaman n =a" b".c” pozitif tamsayismin pozitif bolen sayisi (m + 1).(k + 1)( p+ 1)

dir.

DEGERLENDIR

n pozitif tamsayisinin tam bdlenlerinin sayisini bulunuz.

X\A/Sl\m
1 1 1 2 1 2 1 3 - -3 1 2 4 -1 2 -4

n=1—->1+1=2 tane

n=2-—->2+2=4tane
n=3—>2+2=4tane
n=4—>3+3=6 tane

Anlasilacagi lizere n pozitif tamsayisinin pozitif bolen sayisi, negatif bolen

sayisina esittir. Dolayisiyla tiim bolen sayisi pozitif (negatif) bolen sayisinin iki
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katidir. Buradan n=a"b"c? pozitif tamsayisimn tam bdlenlerinin  sayisi

2.(m + 1).(k + 1).(p + 1) seklinde ifade edilir.

e Ogrencinin de etkinligin biitiin asamalarma bu sekilde cevaplar vermesi

beklenmektedir.
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ETKINLIK 4.4.

Problem: G =(V,E) olmak iizere V ={1,2,3,...,n} ve swrasiz {x,y} ikilileri i¢in
E= {{x,y} A<x,y<nx#yve ((x,y),n) = 1} seklinde tanimlanan basit grafi ile

biitiinleyeni olan G grafi arasinda 1 =2’ (1#0) olmasi durumunda bulunan iligki

ile ilgili asagidaki modeller olusturuluyor.

G grafi G grafi

n=2=2 ____, o 4
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VERI TOPLA
G grafi G grafi Toplam G grafi G grafi
diigiim sayis1 kenar sayisi kenar sayisi kenar sayisi diigiim sayisi
n=2'=2 I Do 0 0
n=2"=4 5 ‘v | . o,
n=2"=8 22 x| 6 2’ =4
n=2"' n=2"
VERILERI ILISKILENDIR

Toplanan veriler incelendiginde n =2’ (t #* 0) i¢in G grafinin kenar sayisi ile
n=2""i¢in toplam kenar sayisinin birbirine esit oldugu goriilmektedir. Ayrica G

grafinin biitiinleyeni olan G grafi, tam graf ile de iliskilidir.

n=2"=2 icin G bos graf
n=2"=4i¢in G=K,

n=2"=8 i¢gin G=K,

GENELLESTIR

n=2'(r#0) digimlii bir G grafinda (/)(2t) tane n=2' den kiigik ve n=2'
ile arasinda asal olan pozitif tamsay1 vardir. Euler’in Phi fonksiyonunda “Vp asali
ve t>1 i¢in go( p’) = p'— p'™" dir” (Sivaramakrishnan, 1989: 83). oldugundan 2’ ile
arasinda asal olmayan tamsay1 sayisi 2’ —go(Z’) =2 —(2t —2”1) =2"" dir. O zaman
G grafinda bulunan 2" diigiim istenilen sartlar1 tasimaz ve bu diigiimler arasinda
bir kenar yoktur. Bu durumda G grafinin diigiim sayis1 n=2"" dir. Modelden de

goriildiigii gibi G grafinda, her diiglimiin diger diiglimlerle bir kenar ile baglantisi

vardir. Dolayisiyla #n=2"" diigiimlii G grafi ayni1 zamanda K, tam grafidir.
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DEGERLENDIR

Bu durum p # 2 olmak lizere Vp asal kuvveti i¢in gegerli olur mu?
Inceleyiniz.

G grafinin her bir digimii V = {1,2,3,..., p' } kiimesinin elemanlar1 ile
birbirinden farkli olacak sekilde etiketlensin. G grafinda go( p’) tane p' den kiigiik
ve p' ile arasinda asal olan pozitif tamsay1 vardir. Dolayisiyla p' ile arasinda asal
olmayan diigiim sayis1 p' —(p( p’) =p' —( p - p”l) = p'" dir. O zaman G grafinda
bulunan p'"' diigiim istenilen sartlar1 tasimaz ve bu diigiimler arasinda bir kenar

t-1

yoktur. Bu durumda G grafinin diigiim sayis1 n=p" dir. G grafinda, her
diigiimiin diger diigiimlerle bir kenar ile baglantis1 vardir. Dolayisiyla n=p'"

digimli G grafi ayni zamanda Kp,,l tam grafidir.

e Ogrencinin de etkinligin biitiin asamalarina bu sekilde cevaplar vermesi

beklenmektedir
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5. SONUC VE ONERILER

Tez ¢alismasinda graf teorinin tezde ihtiya¢ duyulan temel tanim ve
teoremleri verilerek graf etiketleme c¢esitlerinin bir boliimiinden bahsedilmistir. Graf
etiketlemenin diiglimlere, kenarlara veya her ikisine birden sayilar kiimesinden
elemanlar atanarak olusturulmasindan dolay1 sayilar teorisi ile yakindan iliskisi

vardir. Dolayisiyla ¢ kenarli bir grafin  diigiimler kiimesinin elemanlari

{0,1, 2,.,J, (q)} kiimesinden segilerek adina Jordan toplam grafi denilen yeni bir

graf etiketleme tanimi yapilmistir. Tanimlanan bu graf etiketlemenin hangi tiir
graflara uygulanabilecegi incelenmistir.

Onceki boliimlerde bahsedilen bilgi, teorem ve etiketlemeler kullanilarak
etkinlikler olusturulmustur. Boylece tezde verilen bilgilerin nasil dgretilecegine ve
matematik egitiminin her kademesinde graf teorinin islevsel olduguna atifta
bulunulmustur.

Etkinlik 4.4 ile Jordan Totient fonksiyonuna cesitli sinirlamalar getirilerek

etiketleme yoluyla yeni bir graf olugturulmustur. Olusturulan bu grafin diiglim sayisi

n=2' (t # 0) olmas1 durumunda, graf ile biitiinleyeni arasindaki iliski incelenmistir.

J, (n) fonksiyonuna ait say1 dizisinin belirli bir kurali yoktur. Fonksiyonun

sonucu birbirinden farkli degerlerde esit de ¢ikabilmektedir. Dolayisiyla diigiimlere
degerler verildiginde bu degerlerin toplami her zaman bir Jordan fonksiyonunu

vermeyebilir. Buradan agik olarak K, ve K, , gibi her diigiim ¢ifti arasinda bir

kenar bulunan graflara Jordan toplam etiketleme uygulanamaz. Ayrica C, , H, , W,

graflarma ve dislilere Jordan toplam etiketleme uygulanamaz. Fakat bu graflara
cesitli kisitlamalar getirilerek veya graf islemleri yapilarak Jordan toplam graf olup
olmadiklar incelenebilir.

Matematik egitiminde miifredatta bulunan bir¢ok konu ve problem durumunu
graf teori ile aciklamak ve uygun modeller olusturmak miimkiindiir. Buradan
hareketle ilkogretim, ortadgretim, lise ve iiniversite miifredatlar1 gézden gecirilip

modellemeler- etkinlikler olusturulabilir.
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