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OZET

Istatistik teorisinde, degiskenler arasindaki bagimlilik yapisini anlamak uzun yillar ¢alisiimus
ve bu bagimlilik yapisini ortaya koymak i¢in birgok yontem gelistirilmistir. Son zamanlarda
bunun i¢in kullanilan en etkili yontemlerden biri de kapula fonksiyonlaridir. Kapula
fonksiyonlar1 yardimiyla iki veya ¢ok degiskenli dagilimlarin kolayca insa edilebilmesi de
kapulalara olan ilgiyi artrrmistir. Bu tezde istatistiksel hipotezlerde, tahmin problemlerinde,
istatistiksel siire¢ kontrollerinde, glvenilirlik, risk yonetimi ve bir¢ok uygulamali alanda
yaygin olarak kullanilmakta olan sira istatistiklerinin bagimlilik yapis1 kapulalarla
arastirilmistir. {1k olarak X ayr Xy U sira istatistiklerinin bagimlilik iligkilerine bakilmis ve

bu iliskilerin degisimine bagl olarak Clayton, Frank, Gumbel, Gaussian, Farlie-Gumbel-
Morgenstern ve min-max-kapula ailelerinin veri setine uygunluklar1 Ki-kare uyum iyiligi
testi ile incelenmistir. Ikinci olarak da Dolati ve Ubeda-Flores (2009) tarafindan 6nerilen
sira istatistiklerinin marjinal dagilimlar1 ile elde edilmis kapulanin ¢arpim kapulasi ile
dogrusal bir kombinasyonu olusturularak yeni bir karma kapula elde edilmistir. Elde edilen
yeni karma kapulanin 6nemli kapulalarla iliskileri, simetri yapisi, siralama 6zelligi, kadran
bagimliligi, uyumu ve Kendall’m 7 ’su ve Spearman’in p’su i¢in yeni sinirlart elde
edilmistir. Yeni karma kapula negatif kadran bagimliliga sahip bulunmustur. Ayrica yeni
olusturulan kapula Farlie-Gumbel-Morgenstern kapulasina uygulanarak Farlie-Gumbel-
Morgenstern kapulasinin yeni bir formu elde edilmistir. Yeni karma kapula negatif kadran
bagimli oldugu i¢in Farlie-Gumbel-Morgenstern kapulasinim yeni formu negatif yonde daha
giiclii bir bagimlilik yapisina sahip bulunmustur. Farlie-Gumbel-Morgenstern kapulasinin
yeni formu bazi kapulalar ile karsilastirilmistir. Bunlar Farlie-Gumbel-Morgenstern
kapulasi, Gaussian kapulas1 ve Frank kapulasidir. Burada karsilastirmada kullanilan
kapulalar arasinda en uygun kapulay1 bulmak i¢in Akaike bilgi kriteri ve Bayesian bilgi
kriteri kullanilmistir.
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Anahtar Kelimeler : Karma kapula, Farlie-Gumbel-Morgenstern kapula, negatif kadran
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ABSTRACT

In statistics theory, it has been studied to understand dependency structure between variables
for many years and some methods have been developed to reveal this dependency structure.
Recently, one of the most effective methods for this purpose are copula functions. The ability
to easily construct bivariate or multivariate distributions with the help of the copula functions
has also increased the relevance of the copula. In this thesis, dependency structure of order
statistics which are widely used in statistical hypothesis, prediction problems, statistical
process controls, reliability, risk management and many applied areas, have been
investigated with copulas. Firstly, dependency relations of the extreme order statistics

X4, Xy have been examined and the suitability of Clayton, Frank, Gumbel, Gaussian,

Farlie-Gumbel-Morgenstern and min-max-copula families to the data set has been explored
by Chi-square goodness of fit test from depending on the change of these relations. Secondly,
a new mixture copula has been obtained by creating a linear combination of product copula
with copula which is obtained with marginal distributions of order statistics which was
proposed by Dolati and Ubeda-Flores (2009). Relationships with significant copulas,
symmetry, quadrant dependency, concordance, and new bounds for Spearman’s rho and
Kendall’s tau of new mixture copula is obtained. It is seen that the new mixture copula is
found as negative quadrant dependence. In addition, a new form of Farlie-Gumbel-
Morgenstern copula is obtained by applying Farlie-Gumbel-Morgenstern copula to new
mixture copula. Because the new mixture copula has negative quadrant dependency, the new
form of Farlie-Gumbel-Morgenstern copula has been found to have a stronger negative
dependency. The new form of the Farlie-Gumbel-Morgenstern copula has been compared to
some copulas. These are Farlie-Gumbel-Morgenstern, Gaussian and Frank copulas. To find
the best-fit copula between the copulas used in the comparison, Akaike information criterion
and Bayesian information criterian are used.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.
Simgeler Aciklama

p> Pozitif tanimli korelasyon matrisi

Bir-boyutlu standart normal dagilimim dagilim fonksiyonu
Tanim kiimesi S, xS, olan ortak dagilim fonksiyonu

o @ ’nin tersi

H H ’nin sag kalim fonsiyonu

P Gaussian kapulanin parametresi

V,(B) B dikdortgeninin H fonksiyonundaki hacmi
I [0,1], birim aralik

B Dikdortgen

R Gercek eksen, (—o, )

7] Kapula parametresi

C Kapulanin duali

f Olasilik yogunluk fonksiyonu

P Spearman’in p degeri

H, Yokluk hipotezi

M Fréchet-Hoeffding tist sinir1

|2 [0,1, birim kare

o Alt kapula

H, Alternatif hipotez

P Arsimedyan kapula {ireticisinin sdzde tersi
(1) Arsimedyan kapulanin iireticisi

I1 Carpim kapulasi

c’ Es kapula

W Fréchet-Hoeffding alt sinir1



Simgeler

o

S

a, B
F—l G—l
C, D, C,(u,v)

Kisaltmalar

AIC
BIC
FGM
NQD
PQD

Xii

Aciklama

Genigletilmis gercek diizlem, RxR
Genisletilmis gergek eksen, [—o0, 0]
Kapula olasilik yogunluk fonksiyonu
Kapula parametresinin tahmini
Kendall’imm z degeri

Sag kalim fonksiyonu

Sag kalim kapulasi

Genigsletilmis gercek eksenin bos olmayan alt kiimeleri
Marjinal dagilim fonksiyonlari
Marjinal sag kalim fonksiyonlar1
Olasilik degerleri

Marjinal dagilim fonksiyonlarinin tersi

Kapula fonksiyonu

Aciklama

Akaike bilgi kriteri

Bayesian bilgi kriteri
Farlie-Gumbel-Morgenstern kapula
Negatif kadran bagimli

Pozitif kadran bagimli



1. GIRIS

Degiskenler arasindaki iliskiyi anlayabilmek i¢in dncelikle degiskenlerin bagimlilik yapisini
aciklamak gerekir. Degiskenler arasi bagimlilik yapisi istatistik teorisinde uzun yillar
arastirilmis ve bu bagimlilik yapisini ortaya koymak i¢in birgok yontem gelistirilmistir. En
cok kullanilan yontemlerden biri de klasik regresyon analizidir. Ancak regresyon analizi baz1
varsayimlar gerektirmektedir. Bu varsayimlardan ka¢mmak i¢cin de bazi yaklasimlar

gelistirilmistir. Bunlardan biri de kapula fonksiyonlaridir.

Ik olarak 1940 yilinda Hoeffding ¢ok degiskenli dagilimlar, bu dagilimlarin zellikleri ve
bagimlilik 6lgiileri lizerine bazi ¢alismalar yapmistir. 1959 yilinda Sklar tarafindan ilk defa
kapulalarm varlig1 ortaya koyulmus ve ¢ok degiskenli dagilim fonksiyonlariyla dagilimin

bir boyutlu marjinalleri arasinda bir bagint1 tanimlamaya yardimc1 oldugunu gostermistir.

Nelsen (2006) kapulalari, tek degiskenli marjinalleri [0,1] arahigi tizerinde diizgiin dagilima

sahip ve c¢ok degiskenli dagilimlar1 kendi tek degiskenli marjinallerine baglayan
fonksiyonlar olarak ifade eder (Nelsen, 2006:7). Kapula fonksiyonunun asil amaci, gdzlenen
verilere en uygun diisen ¢ok degiskenli dagilim1 bagimlilik yapisini da ortaya koyarak elde

etmektir.

Sira istatistikleri, olasilik teorisinde ve istatistiksel ¢ikarimlarda dnemli bir yere sahiptir.
Istatistiksel hipotezlerde, tahmin problemlerinde, istatistiksel siire¢ kontrollerinde,
giivenilirlik, risk yonetimi ve bircok uygulamali alanda yaygin olarak kullanilmakta ve bu
sebeple arastirmacilar tarafindan biiyilk 6nem gormektedir. Birgok arastirmaci sira
istatistiklerinin bagimlilik yapisini1 kapula fonksiyonu yardimiyla calismistir. Averous,
Genest ve Kochar (2005) sira istatistikleri ¢iftleri arasindaki iliskinin 6rnegin ilk c¢ekildigi
dagilimdan bagimsiz oldugunu kapulalar ile ispatlamiglardir. Ayrica iki sira istatistigi
arasindaki iliskinin derecesini kiyaslamis ve bu sira istatistikleri ¢ifti i¢in kapulalarla bazi

bagimlilik srralamalar1 olusturmuslardir. Schmitz (2004), X, X,,..,X ,neN, n aym
dagilimhi bagimsiz rastgele degiskenler olmak tizere, X, ve X, ug sira istatistikleri
arasindaki bagimlilik yapisini bulmustur. Buradan Kendall’m 7 ’su ve Spearman’in p ’su

arasinda 37, > p, 27, >0 esitsizliginin oldugunu gostermis ve ayrica sayisal ispatlarla n



1 s > ’ ’ 3 ) -
sonsuza giderken Spearman’mn p ’sunun Kendall’in 7 ’suna oranimin 2 ye yakmsadigimni

bulmugtur. Li ve Li (2007) Schmitz’in varsayimmi, X, Ve X, arasindaki kapulaya

(€]
L’Hospital kuralini uygulayarak saglamis ve son olarak Chen (2007) elde edilen bu

sonuglardan faydalanarak n>2 oldugunda ayni dagilimli iki ug sira istatistigi X, ve X,

arasindaki Spearman’in p ’su i¢in {i¢ yeni formiil elde etmistir. Bu formuller, p, ve 7,
arasindaki esitsizlik iligkisini Schmitz’in (2004) bulmus oldugu 37,2p,27,>0
esitsizliginden daha siki bir sekilde ortaya koymaktadir. Ghalibaf (2016) bagimsiz ve ayni

dagiliml siirekli rastgele degiskenlerin X, ve X, uc swa istatistikleri icin kapula

@
yardimiyla, aralarindaki iliskileri bazi iligki katsayilari ile farkli n degerleri i¢in hesaplamis

ve n degerinin artistyla bagimliligin azaldigini sayisal degerler ve grafiklerle gostermistir.

Istatistikte, verilen marjinal fonksiyonlar yardimiyla iki veya ¢ok degiskenli dagilimlarin
kurulmasi uzun yillardir ilgi gérmekte ve ¢alisma konusu olmaktadir. Son zamanlarda Sklar
teoremi sayesinde ise kapulalar kolayca insa edilebilmektedir. Nelsen (2006: 51, 105),
kitabinda kapula kurmak i¢in farkli metotlardan bahsetmektedir. Guniimuzde veri analizi ve
modellemesi ile ugrasan arastirmacilar, hem her zamankinden daha giiclii hesaplama
yontemlerine sahip hem de karmasik sistemleri farkli dagilimlar veya bu dagilimlarm farkl
versiyonlar1 ile modelleyerek sistemlerin durumlar1 hakkinda daha iyi tahmin, 6ngoéri ve
aciklamalarda bulunabilmektedirler. Bunun i¢in de karma dagilimlar kullanilmaktadir.
Yantis, Meyer ve Keith Smith (1991) karma dagilimlar1 “karma dagilimlar verilerin degisik
ozelliklerini aciklayan sonlu veya sonsuz sayidaki bilesenden, olasi farkli dagilim
tiirlerinden olusmustur ve karma dagilimlar1 iki veya daha fazla agirliklandirilmis dagilim
fonksiyonunun dogrusal kombinasyonunun bir formu olarak diisiinmek de miimkiindiir”

olarak aciklar.

Kapulalar fonksiyonlarin birlesimleriyle elde edilen 6zel fonksiyonlardir. Dolayistyla uygun
doniisiimler yapilarak yeni kapulalar olusturulabilir veya var olan kapulalar iyilestirilebilir.
Son zamanlarda bir¢ok arastrmact yeni kapulalar insa etmek veya var olan kapulalari
iyilestirerek daha yiiksek korelasyonlu degiskenler elde etmeyi hedeflemislerdir. Literatiirde
en onemli parametrik kapula ailelerinden biri olan Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM)
kapulasi kolay cebirsel 6zellikleri nedeniyle arastirmacilar tarafindan biiyiik ilgi gormiistiir.

FGM kapulasinin en biiyiik dezavantaji ise Spearman’in p ’su ve Kendall’in z ’sunun alt



ve ust sinir araliklarmin sirastyla [-1/3,1/3] ve [-2/9,2/9] olmasidir. Bu sinirh

bagimlilig1 genisletmek icin arastirmacilar FGM kapulasinin yeni formlarini 6nermislerdir.
Huang ve Kotz (1999), Bairamov ve Kotz (2000), Lai ve Xie (2000), Bairamov, Kotz ve
Bekgi (2001), Rodriguez ve Flores (2004), FGM ailesinin birgok yeni modifikasyonu
iizerinde cahgmuslardir. Dolati ve Ubeda-Flores (2009) sira istatistiklerinin marjinal
dagilimlarint kullanarak yeni iki farkli kapula elde etmis ve elde ettikleri kapulalarin
Ozelliklerini incelemislerdir. Ayrica elde ettikleri kapulalar1 FGM kapula ailesine
uygulayarak FGM kapulasinin iki yeni formunu elde etmislerdir. Bayramoglu ve Bairamov
(2014) rastgele se¢ilmis siirekli bir kapula kullanarak sira istatistiklerinin dagilimmin temel

alindig: yiiksek korelasyonlu yeni bir iki degiskenli dagilim olusturmustur.

Tezin 2. boliimiinde kapulalar, kapulalarin bagimlilik ve simetri 6zellikleri, sira istatistikleri
ve model se¢imi ile ilgili temel tanimlar ve 6zelliklere yer verilmistir. Tezin 3. boluminde

Xy Xy Ue sira istatistikleri igin farkli n degerlerinde sira istatistiklerinin bagimlilik

>
iligkilerine bakilmis ve bu iliskilerin degisimine bagli olarak Clayton, Frank, Gumbel,
Gaussian, FGM ve min-max-kapula ailelerinin veri setine uygunluklar1 Ki-kare uyum iyiligi
testi ile incelenmistir. Tezin 4. bolimiinde Dolati ve Ubeda-Flores (2009) tarafindan 6nerilen
sira istatistiklerinin marjinal dagilimlar1 ile elde edilmis kapulanin ¢arpim kapulas: ile
dogrusal bir kombinasyonu olusturularak yeni bir karma kapula elde edilmistir. Elde edilen
yeni karma kapulanm 6nemli kapulalarla iliskileri, simetri yapisi, siralama 6zelligi, kadran

bagimliligi, uyumu ve Kendall’m 7 ’su ve Spearman’in p’su i¢in yeni sinirlart elde

edilmistir. Ayrica yeni olusturulan kapula FGM kapulasina uygulanarak FGM kapulasinin
yeni bir formu elde edilmistir. Tezin 5. bélimunde similasyonla FGM kapulasmimn yeni
formu baz1 kapulalar ile karsilagtirilmistir. Bunlar FGM kapulasi, Gaussian kapulasi ve
Frank kapulasidir. Burada modele en uygun kapulay1 bulmak i¢in Akaike bilgi kriteri ve
Bayesian bilgi kriteri kullanilmistir.






2. TEMEL TANIMLAR VE OZELLiKLER

Bu boliimde rastgele degiskenler arasindaki bagimlilik yapisini ortaya koyan kapulalar,
kapulalarin bagimlilik yapilar: ve simetri 6zellikleri, sira istatistikleri ve model segimi ile

ilgili temel tanimlara ve 6zelliklere yer verilmistir.
2.1. Kapulalarin Tamimm ve Genel Ozellikleri

Kapulalar ve 6zelliklerini anlayabilmek i¢in Oncelikle bazi matematiksel tanimlara yer

vermek gerekir.

R gercek eksen (—o0,) ™u, R genisletilmis gercek eksen [—oo, 0] u, ﬁz genisletilmis
gercek dizlem RxR ‘yi ifade etmektedir. R"*de bir dikdortgen iki kapali araligin
Kartezyen ¢arpimidir ve bu B dikdortgeni B =[x, X,]x[Y,,Y,] ile ifade edilmektedir.

Burada B dikdortgenin kose noktalart (X, Y;) , (X, Y,), (X, Y;) ve (X,,Y,) *dir. 17 birim

karesi | =[0,1] olmak Uzere 1 x 1 ¢arpimudir (Nelsen, 2006: 7, 8).
Tanim

S, ve S, R’nin bos olmayan alt kiimeleri ve H tanim kiimesi S, xS, olacak sekilde bir

fonksiyon olsun. B =[x, X,]x[Yy,,¥,] biitiin kdseleri H ’nin tanim kiimesinde olan bir

dikdortgen olmasi halinde B ’nin H ‘deki hacmi asagidaki gibi verilir (Nelsen, 2006: 8).
Vi (B)=H (le yz) —-H (sz yl) —-H (X1’ Y2) +H (le yl)’ (2.1)
Tanim

Koseleri H fonksiyonunun tamim kiimesinde olan biitiin B dikdortgenleri icin V,,(B) >0

oluyorsa, H fonksiyonuna her bir degiskene gdre azalmayan (yani 2-artan veya yari

monoton) fonksiyon denir (Nelsen, 2006: 8).



Lemma

S, ve S, R’nin bos olmayan alt kiimeleri ve H tamm kiimesi S, xS, olan 2-artan bir
fonksiyon olsun. X, <X, , X,X,€S ve y,<y, , VY.,Y,€S, olsun. O zaman
t—>H(ty,)-H(ty,) fonksiyonu S, tzerinde ve t— H(X,,t)—H(x,t) fonksiyonu S,

uzerinde azalmayan bir fonksiyondur (Nelsen, 2006: 9).

Lemma

S, ve S,, R’nin bos olmayan alt kiimeleri ve H tamm kiimesi S, xS, olan 2-artan bir

fonksiyon olsun. O zaman H her degiskeni i¢in azalmayan bir fonksiyondur.

S, ’in en kiigiik @, elemanina ve S, ’nin en kiigiik @, elemanina sahip oldugunu varsayalim.
H:S xS, >R fonksiyonuna, her (X,y) €S, xS, i¢cin H(x,a,)=H(a,,y)=0 oluyorsa
temelli (grounded) fonksiyon denir (Nelsen, 2006: 9).

Lemma

S, ve S,, R’nin bos olmayan alt kiimeleri ve H tanim kiimesi S, xS, olan temelli 2-artan

bir fonksiyon olsun. S, xS, de (X;,Y,) ve (X,,Y,) herhangi noktalar oldugunda asagidaki

esitsizlik gegerlidir (Nelsen, 2006: 9).
|H (Xz’ yz) —H (X1’ y1)| < |F(X2) - F(X1)| +|G(y2) _G(y1)|’ (2-2)

Tanim (Iki boyutlu alt kapula (veya kisaca alt kapula))

C' fonksiyonu asagidaki 6zellikleri sagliyorsa bir alt kapuladir.

1. S, ve S,, 0 ve 1’i bulunduran | =[0,1]in alt kiimeleri olmak iizere C'’nin tanim

kiimesi S, xS, *dir.

2. C' temelli ve 2-artan bir fonksiyondur.



3.HerueS$, veherveS, icin C'(u,l)=u ve C'(L,v)=v dir.

Tamm kiimesi C' olan her (u,v) icin 0<C'(u,v) <1°dir. Oyle ki burada C' ’nin gériintii

kiimesi | ’nin bir alt kiimesidir (Nelsen, 2006: 10).

Tanim (iki boyutlu kapula (veya kisaca kapula))

C: 1> > 1 ile tammlanms fonksiyon asagidaki 6zellikleri sagliyor ise iki boyutlu kapula

olarak adlandirilir.

1. Her u,v €| i¢in sinir sartlar1 agagidaki gibi bulunur.

C(u,0)=C(0,v) =0.

C(u,))=u ve C(Lv)=v.

2. U <u, ve V, <V,olacak sekilde her uj,u,,v;,v, €l igin 2-artanlik 6zelligi, asagidaki

gibidir.

C(u,,v,)—C(u,,v,) —C(u,,v,) +C(u,Vv,;) 20, (Nelsen, 2006: 10, 11).

Tanim (n-boyutlu kapula)

n-boyutlu bir kapula asagidaki dzelliklere sahip bir C: 1" — | fonksiyonudur.

1.Her uel” igin u ‘nun en az bir koordinat1 0 ise C(u) =0 ve U, hari¢ u ‘nun biitiin

koordinatlar1 1 ise C(U) =U, olmaldur.

2. a<bolanher a,bel" igin V. ([a,b]) 20 olmalidir (Nelsen, 2006: 45).

2.1.1. Sklar teoremi

H, marjinalleri F ve G olan ortak bir dagilim fonksiyonu olsun. Her x,y e R icin;



H(xy) = C(F(x), G(y)), (2.3)

olacak sekilde bir C kapulasi1 vardir. Eger F ve G surekliyse C tektir; aksi halde, C, F

ve G’nin deger kiimelerinin Kartezyen g¢arpimi (yani, RangeF xRangeG) (zerinde

tanimlanmistir. Tersine, eger C bir kapula ve F ile G dagilim fonksiyonlariysa o zaman
(2.3) ile tanimlanan H fonksiyonu marjinalleri F ve G olan bir ortak dagilim

fonksiyonudur. F ve G surekli ise bu durumda

C(u,v) = H(F“™(u),G(v)), (2.4)
olur (Nelsen, 2006: 18, 22).

2.1.2. Kapulalarin olasilik yogunluk fonksiyonu

Kapulalarin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi hesaplanir (Nelsen, 2006: 108).

_ 0"C(u,u,,...u,)
ou,ou,...ou,,

c(u,,u,,...u.) (2.5)

2.1.3. Kapulalarda siralama

C, ve C, iki kapula olsun. Eger her (u,v) e | igin C,(u,v) <C,(u,v) oluyorsa C,, C,’den
kuclktdr denir ve C, <C, ile gosterilir. Kapulalar kiimesine iligkin bu kismi siralamaya

uyum siralamasi denir. Bu siralama her kapula ¢ifti karsilastirilabilir olmadigindan kismi bir

siralamadir. Bununla birlikte tamamen sirali kapula aileleri de vardir. & < @, oldugunda
C, <C,, oluyorsa C, kapula ailesine pozitif sirali, @ <, oldugunda C, >C, oluyorsa

da negatif sirali denir (Nelsen, 2006: 39 ).

2.1.4. Fréchet-Hoeffding simir

Her C kapulast ve her (u,v)el?icin M(u,v) =min(u,v) olacak sekilde bir minimum

kapula ve W (u,v) = max(u+Vv —1,0) olacak sekilde bir maksimum kapula vardir ve



W (u,v) <C(u,v) <M (u,v), (2.6)

yazilabilir. (2.6) esitsizligi Fréchet-Hoeffding sinirlarmm kapula versiyonudur. Burada
M ’ye Fréchet-Hoeffding iist sinir1 ve W ’ye Fréchet-Hoeffding alt sinir1 denir. Burada
Fréchet-Hoeffding tist sinir kapulasi her kapuladan biiyiik, Fréchet-Hoeffding alt smir
kapulas1 da her kapuladan kiiciiktiir (Nelsen, 2006: 30).

2.1.5. Bir kapulanin duali ve eskapula

Bir kapulanmn duali C(u,v)=u+v—C(u,v) ile tanimlanan C fonksiyonudur ve eskapula
C” ile gosterilirse, C"(u,v) =1-C(1-u,1-V) ile ifade edilir. Bu fonksiyonlardan ikisi de
kapula degildir, ancak C, X ile Y rastgele degiskenler ¢iftinin bir kapulas1 ise kapulanin

duali ve es kapulanin her biri X ve Y ’ye iliskin bir olayin olasiligini ifade eder (Nelsen,
2006: 33, 34).

2.1.6. Carpim kapulasi

[1 carpim kapulasidir ve her (u,v) €[0,1)% icin TT(u,v) =u.v’dir. X ve Y stirekli rastgele

degiskenler olsun. O zaman X ile Y *nin bagimsiz olmast igin gerek ve yeter sart C,, =11

olmasidir (Nelsen, 2006: 27, 28).
2.1.7. Sagkalim (survival) kapulasi

Bircok uygulamada, ilgilenilen rastgele degiskenler bir yigidaki bireylerin veya nesnelerin

yasam siirelerini temsil eder. Bir bireyin veya nesnenin X zamanmin tesinde yasamasi veya

sag kalmasi olasilig1 sagkalim fonksiyonu F(x)=1—F(x)=P(X > x) ile verilir.

Ortak dagilim fonksiyonu H olan bir (X,Y) rastgele degisken cifti igin ortak sagkalim

fonksiyonu H(x,y)=P[X >x,Y >y] ile verilir. H ‘nin marjinalleri srasiyla tek

degiskenli F ve G sagkalim fonksiyonlari olan H (x,—w) Ve H (-0, y) fonksiyonlaridur.

Sklar teoreminde belirtildigi gibi bir degiskenli ve ortak sagkalim fonksiyonlar1 arasinda
asagidaki gibi bir bagint1 vardir. X ile Y 'nin kapulasinin C oldugu varsayildiginda
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H(x,y) =1-F(x) - G(y) + H(x, Y)
=F(x)+G(y)-1+C(F(x),G(y))
=F(x)+G(y)-1+C(1-F(x),1-G(y)).

seklinde yazilabilir.

C:1%2 > fonksiyonu

C(u,v)=u+v-1+C(l—u,1-v) (2.7)

olarak tanimlanir ve X Ve Y rastgele degiskenlerinin sagkalim kapulasini ifade eder. Burada
C sagkalim kapulasini, ortak dagilim fonksiyonu C kapulasi olan rastgele degiskenlere

iliskin C sagkalim fonksiyonuyla karistrmamak gerekir (Nelsen, 2006: 32).
C(u,v)=P[U >uV >v]=1-u—-v+C(u,v)=C(1—u,1-Vv) (2.8)
2.2. Kapulalarin Simetri Ozellikleri

X bir rastgele degisken ve a bir gergek sayi olsun. Bu durumda X —a ve a— X rastgele
degiskenlerinin dagilim fonksiyonlar1 ayniysa, yani herhangi bir XxeR igin

P[X —a<x]=P[a— X <Xx] ise, X, a gevresinde simetriktir denir.
Tanim
X ve Y rastgele degiskenler ve (a,b), R*’de bir nokta olsun.

1. Xile Y rastgele degiskenleri sirasiyla a ve b cevresinde simetrikse, (X,Y)’ye (a,b)

cevresinde marjinal olarak simetriktir denir.

2. X —a ile Y —b’nin ortak dagihim fonksiyonu a— X ile b-Y ’nin ortak dagilim

fonksiyonuyla ayniysa (X,Y) ’ye (a,b) gevresinde 1ginsal simetriktir denir.
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3. (X-aY-Db),(X-a,b-Y),(a-X,Y -b) ve (a—X,b-Y) rastgele degisken ¢iftleri

ortak bir dagilima sahipse, (X,Y) ’ye (a,b) civarinda ortak simetriktir denir.

Teorem

X ile Y ortak dagilim fonksiyonu H , marjinalleri sirastyla F ve G, kapulasi C olan stirekli

rastgele degiskenler olsun. O zaman V(u,v) € 1? icin,

X ile Y degistirilebilir (exchangable) <> F =G ve C(u,v) =C(v,u).
Her (u,v) € 17 icin C(u,v) =C(v,u) oldugunda C’ye simetriktir denir.
Teorem

X ile Y ortak dagilim fonksiyonu H , marjinalleri sirasiyla F ve G, kapulasi C olan strekli
rastgele degiskenler olsun. Ayrica X ile Y ‘nin sirasiyla a ve b ¢evresinde simetrik oldugu

varsayilsm. O zaman (X,Y) (a,b) g¢evresinde 1sinsal simetriktir, 0 zaman H

H(a+x,b+y)=H(a—x,b—y) tim (x,y)e R’ kosulunu sadece ve sadece C=C

oldugunda saglar, yani C(u,v) =u+v—1+C(1-u,1-v) her (u,v) € I*olur (Nelsen, 2006:
36, 38).

2.3. Kapulalarin Bagimhhk Yapilan

Rastgele degiskenler arasindaki bagimlilik iligkileri olasilik ve istatistikte en genis olarak
calisilan konulardan biridir. Jogdeo (1982) “bagimmliligin dogasi1 ¢ok degisik bi¢imler alabilir
ve bagimlilik {izerinde bazi 6zel varsayimlarda bulunulmadik¢a hi¢gbir anlamli istatistiksel
model tasarlanamaz” diyerek bagimliligin onemini vurgulamistir. Bu boliimde rastgele
degiskenler arasindaki bagimmlilik yapilar1 ve bazi birliktelik dl¢tileri tanitilip bu yapilarin

kapulalarla nasil ifade edildigi incelenecektir.
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2.3.1. Uyumluluk (concordance)

(X, Y;) ve (x i Y;)» (X,Y) siirekli rastgele degiskenler vektdriinde iki gdzlemi gdstersin.
Burada x; <x; Ve y,<y, yada x,>x;, ve y, >y, ise (X,Y) ve (x,y;)gozlemleri
uyumludur (concordant) denir. Benzer sekilde x; < x; Ve y, >y, yada x> x; ve y, <y;

ise (X, ;) ve (x;,y,)gozlemleri uyumsuzdur (discordant) denir.

C, ve C,kapulalari i¢in eger C, <C, ise C, kapulasi C,; kapulasindan daha uyumludur

(concordant) denir ve C, <, C, ile gosterilir (Nelsen, 2006: 157, 158).
2.3.2. Kadran (quadrant) bagimhhk

X ve Y orastgele degiskenler olsun. Eger her (X,y)eR® icin
P[X <xY <y]>P[X <x]P[Y <y] yada P[X>XxY >y]>P[X>Xx]P[Y >y] ise X
ile Y ’ye  pozitif  kadran  bagimhi  (PQD) denir. Benzer  sekilde
P[X <x,Y <y]>P[X <x]P[Y <y] yada P[X > XY > y]>P[X >Xx]P[Y >y] ise X ile
Y ’ye negatif kadran bagimli (NQD) denir.

Bir bagka ifade ile eger bir C kapulast her (u,v) €[0,1] icin TT(u,v) <, C ise pozitif kadran

bagimli (PQD), C <, [1(u,V) ise negatif kadran bagimlidir (NQD) (Nelsen, 2006: 187, 189).
2.3.3. Kendall’in 7 ’su ve Spearman’in p’su

Kendall’m 7 ’su ve Spearman’m p’su X Ve Y gibi iki rastgele degisken arasindaki iliskiyi
Olcen parametrik olmayan iki dl¢tidir. Kendall’in 7 ’su ve Spearman’in p ’sunun X ve Y

degiskenlerinin C kapulasi ile iligkisi sirasiyla asagidaki teoremlerde verilmistir.
Teorem

X veY kapulas: C olansureklirastgele degiskenler oldugunda Kendall’in z ’su asagidaki
gibi elde edilir (Nelsen, 2006: 161).
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7(C) =4[ [C(x,y)dC(x,y) -1 (2.9)

Teorem

X ve Y kapulast C olan surekli rastgele degiskenler oldugunda Spearman’mn p ’su

asagidaki gibi elde edilir (Nelsen, 2006: 167).
11

p(C)=12 j j C(x, y)dxdy -3 (2.10)
00

2.4. Tezde Kullanilan Kapula Aileleri
Bu boliimde tezde kullanilan kapula aileleri tanitilmistir.
2.4.1. Arsimedyen kapulasi

Arsimedyen kapula ailesi; kolayca insa edilebilmesi, bu smifa ait kapula ailelerinin biiyiik
farkliliklar icermesi ve bu smifin {iyelerinin sahip oldugu Ozelliklerden dolay1
uygulamalarda siklikla kullanilmaktadir. Arsimedyen kapulalarin 6zellikleri asagida

verilmistir.
@, ¢:1 —[0,0] surekli, konveks ve kesin azalan ve ¢(1) =0 olacak sekilde bir fonksiyon

olsun. ¢ ’nin sézde (pseudo) tersi, tanim kiimesi [0, o] deger kiimesi 1 olan;

S0 :{qfl(t) 0<t<p(0) 2.1)

0 ,0(0)<t<oo

ile verilen fonksiyondur. Burada ¢! *in stirekli ve [0,] Uzerinde artmayan ve [0, ¢(0)]

lizerinde kesin azalan bir fonksiyondur. Buradan C: 1% — |

C(u,v) = 9" (g(u) + (V) (2.12)
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bicimindeki kapulalara Arsimedyen kapula denir. ¢ fonksiyonuna kapulanin iireticisi denir.

¢(0) = o ise, ¢ ’ye tam (strict) Uretici denir. Bu durumda @' (p(u) + @(v)) ‘ye de tam
Arsimedyen kapula denir.

Kapulalarn tireticisi i¢in 6zellikler asagida verilmistir.

1. p(1)=0.

2. Her t€(0,1) icin ¢'(t) <0’dir, yani ¢ azalan bir fonksiyondur.

3. Her t€(0,1) icin ¢"(t) > 0°dir, yani ¢ konveks bir fonksiyondur.

Teorem

C dUreticisi ¢ olan bir Arsimedyen kapula olsun. Bu durumda;

1. C simetriktir, yani her u,v el i¢in C(u,v)=C(v,u) olur.

2. C birlesme 6zelligine sahiptir, yani her u,v,we | icin C(C(u,v),w)=C(u,C(v,w)) olur.
3. Eger ¢ >0 herhangi bir sabitse, c ‘de C ’nin iireticisidir.

Cizelge 2.1 de 6nemli Arsimedyen kapula aileleri, bu ailelerin fonksiyonlari, Ureticileri,

parametre araliklar1 ve bu kapula ailelerinin parametrelerinin Kendall’m 7z ’su ile iliskileri

verilmistir (Nelsen, 2006: 109, 132).
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Cizelge 2.1. Arsimedyen kapula aileleri, bu ailelerin fonksiyonlari, iireticileri, parametre
araliklar1 ve parametrelerinin Kendall’in 7z ’su ile iliskileri

A C,(u.V) pf)  raameme  Kenlm 7 aegen
11, [Lo)\{0} 0
Cl -0 -6 _ (-1

ayton  [max(u™ +v°—-10)] ? 49( ) e
—6u _ —6v _ _6t _ _w’ 0 \ O 4

Frank _l|n(1+ (e }3(6 1)) _In e,g 1 ( )\{0} 1-21D,(-0)-1]
0 (e"-1) e?-1 0
1 _ 0 1,00 -1
unbel exp(-{(-Inuy’+ vy MO ) 0

1¢ t
*Burada D, 1.Dereceden Debye fonksiyonunu géstermektedir. D, (&) = 5'[ 1
e —
0

2.4.2. Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) kapulasi

Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) dagilimlar1 modellemede, birliktelik testlerinde ve
parametre dis1 yontemlerin etkinligini calismada yaygin olarak kullanilmigtir. 1995 yilinda
de la Horra ve Fernandez yaptiklar1 ¢alismalar sonucunda FGM ailesinin gii¢lii bir smif

oldugunu ileri siirmiislerdir. FGM kapulasi asagidaki gibi verilir (Nelsen, 2006: 77).

C,(uv)=ul+6(1-u)1-v)], Hfe[-11] (2.13)

FGM kapulasinin Kendall’im 7 ’su ve Spearman’in p ’su ile iligkisi sirasiyla, 7 = % ve

p= g esitlikleri ile elde edilir (Nelsen, 2006: 162).

2.4.3. Gaussian kapulasi

Gaussian kapula, ¢ok degiskenli Gaussian dagilimindan tiiretilmistir. @ bir-boyutlu standart

normal dagilimin dagilim fonksiyonu ve @] pozitif tanimli korelasyon matrisi = ile n-

boyutlu standart normal dagilimin dagilm fonksiyonu olsun. Bu durumda n-boyutlu

Gaussian kapula C asagidaki gibi tanimlanir.

Co(u,,...,u,) = @D *(Uy),.... 2 *(U,)), v(u,,...,u,) €[0,1]" (2.14)
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n =2 icin asagidaki gibi tanimlanur.

o (u) d(v)

—0 27[(1_ p122)l/2

s°—2p, S t+t?
2(1_,0122)

C; (uv)=

—00

exp(— Ydsdt, (u,v) e[0,1)? (2.15)

Burada p,, iki degiskenli standart normal dagilimin korelasyon katsayisidir. Gaussian

kapulasinin Kendall’in 7 ’su ile iliskisi

T= garcsin(,olz)
T

esitligi ile elde edilir (Embrechts, Lindskog ve Mcneil, 2003: 357,360).

2.5. Sira istatistikleri

<Xy <. X

X, X,,..., X, bagimsiz ve ayni dagilima sahip rastgele degiskenler ve Xy <Xp < )

bu rastgele degiskenlerin sira istatistikleri olsun. Buna gére X, ye I. sira istatistigi denir.

X, Min(X;, X,,..., X,) yani en kiigiik sira istatistigini, X .,, max(X,, X,,..., X,) yanien

@ (n)?

biiyiik sira istatistigini ifade eder.
2.5.1. Sira istatistiklerinin marjinal ve ortak dagihim fonksiyonlari
1. sira istatistiZinin dagilim ve olasilik yogunluk fonksiyonlar sirastyla asagidaki gibidir.

RB)=PXy <t (2.16)
S O

f,(X)=nl-FX)]" " f(x), —oo<X<oo (2.17)

1<r<n olmak (zere r. sira istatistiginin dagilim ve olasilik yogunluk fonksiyonlar

sirasiyla asagidaki gibidir.
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Fr(x) = P{X(r) = }

. Z[I jF(x)‘[l— FOOI

—00< X <00 (2.18)

f.(x)= r'( — )|F(X) L-FX)]"" f(x), —o<Xx<w (2.19)

n. sira istatistiginin dagilim ve olasilik yogunluk fonksiyonlar1 sirasiyla agsagidaki gibidir.

Fn(x) = P{X(n) = X}

Fo —0< X <00 (2.20)

f (X)=nF(X)""f(x), —00< X <00 (2.21)

1<r<s<n olmak Uzere r. ve s. sira istatistiklerinin ortak dagilim ve ortak olasilik

yogunluk fonksiyonlar1 sirasiyla asagidaki gibidir.

Fino (% Y) = P{X(r) <X, X(S) <vy}

_,Z;‘;H(J ,).(n )F(x)‘[F(y)—F(x)]‘”[l—F(y)]”*", (2.22)

—0<X<Yy<®

n! r-1
(r DIt i ) T (2.23)

[F(y) - FO)I ™ f(YRL-FYI™, —co<x<y<oo

frs(Xy)=

1. ve n. sira istatistiklerinin ortak dagilim fonksiyonu asagidaki gibidir.

F(l),(n)(X’ y) = P{X(l) <X, X(n) = y}
:{F(y) ~(F()-F()", x<y (2.24)
F(y)" . X2y

(Arnold, Balakrishnan ve Nagaraja 1992: 9, 21).
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2.6. Model Segimi

Veriye en uygun kapulay1 segmek i¢in literatiirde kullanilan birgok yontem vardir. Bu
yontemlerden tezde kullanilmig olan Ki-kare uyum iyiligi testi, Akaike bilgi kriteri
(Akaike Information Criterion- AIC) ve Bayesian bilgi kriteri (Bayesian Information

Criterion- BIC) bu boliimde verilmistir.
2.6.1. Ki-kare uyum iyiligi testi

Ki-kare uyum iyiligi testi veriye uygun model se¢iminde kullanilan yontemlerden biridir.
Gozlenen ve beklenen frekanslar Gzerinden Ki-kare istatistigi hesaplanir. Hesaplanan
beklenen frekanslarin gozlenen frekanslara esit ya da yakin olmasi istenir. Burada
hesaplanan ki-kare istatistiginin serbestlik derecesi sd = ((I —1)(J —1))— p—-(q—21) olup,
I satir sayisini, J siitun sayisini, p tahmin edilen parametre sayisini ve ( birlestirilen
hiicre sayisini ifade eder. En kiigiik ki-kare degerine sahip kapula ailesi verilere en uygun

olandir. Ki-kare test istatistigi asagidaki gibi hesaplanir.

L& (G - By)

x = ZZ% (2.25)

i=1 j:]. 1j
Burada G;, gozlenen frekanslar, B;, beklenen frekanslardir (Genest ve Rivest, 1993).

2.6.2. Akaike bilgi kriteri ve Bayesian bilgi kriteri

Akaike (1974) tarafindan onerilen Akaike bilgi kriteri (Akaike Information Criterion- AIC)
ve Schwarz (1978) tarafindan Onerilen Bayesian bilgi kriteri (Bayesian Information
Criterion- BIC) veriye en uygun modeli segmede yaygin olarak kullanilan yontemlerdir. En
kicik AIC ve BIC  degerine sahip model en uygun model olarak belirlenir. Farkl

yontemlerle hesaplanabilen bilgi kriterleri kapulalar i¢in asagidaki gibi hesaplanir.

AIC =—2iln c(u;,v,) + 2k, (2.26)

i=1
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N
BIC =-2>Inc(u,v;) +kInN. (2.27)

i=1

Burada k kapula parametrelerinin sayisi, N ornek ¢api, c(u;,V,) ise C(u;,V;) kapulasinin

olasilik yogunluk fonksiyonudur (Li ve digerleri, 2013).
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3. X4, VE X,, UC SIRA ISTATISTIKLERI UZERINE CALISMALAR

Bubdlimde X, ve X, ug sira istatistiklerinin kapulasi verilmistir. Ayrica X, ve X,

ug¢ sira istatistikleri i¢in bir simiilasyon ¢alismasina yer verilmistir.

3.1 X, ve X, Ue¢Sira Istatistiklerinin Kapulas

X, X5 X, ne N, N ayni dagilimli bagimsiz rastgele degiskenler olmak tizere, X, ve

X, u¢ smra istatistiklerinin kapulasini elde etmek ic¢in esitlik (2.4) ile verilen

(n)

C(u,v) = H(F™(u),G™(v)) ifadesi ¢cézulur. Burada 6ncelikle F©(u) ve G (v)

u=1-[1-F(x)]" olmak iizere F™(u)=1-[1—u]"

v=G(y)" olmak tizere G (v) =v*"

olarak bulunur. 1-[1-F(x)]" ve G(y)" 'nin sirastyla 1. ve n. sira istatistiklerinin dagilim

fonksiyonu olduguna dikkat edilmelidir. Esitlik (2.21) ile verilen 1. ve n. sira istatistiklerinin

ortak dagilim fonksiyonu kullanilarak C_(F,(x), F,(Y)) = Fy, (X, y) esitligi ¢oziliir ve

V— Vl/n+ 1—u 1/n_1 n’ 1—(1—u Un <V1/n

¢ oy [y 1w .
v, 1_(1_ u)l/n > Vlln,

bulunur. C,(u,v), “min-max-kapula” olarak ifade edilir ve X, ve X, u¢ sira

istatistiklerinin kapulasidir (Schmitz, 2004).

3.2. Xyve X, Ug Sira Istatistiklerinin Bagimhihk Yapis1 Uzerine Bir Simiilasyon

Cahismasi

()

X ~N(0,1) dagilimindan gekilmis rastgele 6rnekler ve X ,,, X X (n bu rastgele drnegin

@1 M@y
sira istatistikleri olsun. Bu calismada farkli n degerleri i¢in sira istatistiklerinin bagimlilik
iligskilerine bakilmig ve bu iliskilerin degisimine bagli olarak Clayton, Frank, Gumbel,
Gaussian, FGM ve min-max-kapula ailelerinin veri setine uygunluklar1 incelenmistir.

Calismada bes duruma yer verilmis ve bu bes durum icinde de ikiser duruma bakilmistir.
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Birinci durum n=2, ikinci durum n =5, t¢linct durum n =10, doérdunci durum n=20 ve

besinci durum n =100 olmasi halinde X, X, u¢ sira istatistikleri i¢in 4 x4 lik ¢eyrek

OF
noktalarla ve 6x6’lik noktalarla smiflanmis sonuglar elde edilmistir. Standart normal

dagihmdan 1000 tane Ornek cekilmistir. Burada gozlenen frekanslar X, X sira

(OF

istatistiklerinin 4 x4°likk ¢eyrek noktalarla (j=1,2,3,4 icin 1000><i) ve 6x6’hk

noktalarla (j=1,2,3,4,5,6 icin 1000><é) simiflanmis frekans matrisidir. 6, kapula

ailelerinin parametre tahmini ve z degeri X, X, sira istatistiklerinden elde edilen

>
Kendall’in tau’sudur. 7 degeri kullanilarak kapula aileleri igin parametre tahminleri

yapilmis ve buradan beklenen frekanslar elde edilmistir. Elde edilen degerlerlerle her bir

kapula ailesi icin »° degerleri hesaplanmis ve bu islem r =500 kez tekrarlanmustir. Her bir

ailenin veri setine uygunlugunu test etmek icin asagidaki hipotez kurulur.

H, : Kapula ailesi veri seti i¢in uygundur.
H, : Kapula ailesi veri seti igin uygun degildir.

4% 4°liik geyrek noktalarla smiflanmus frekans matrisinden y° tablo degeri Xaos =16.92
olarak ve 6x6lik noktalarla smiflanmis frekans matrisinden g tablo degeri Xog.0s = 36.42

olarak hesaplanmis ve tablo degeri ile hesaplanan ;(Zdegerleri karsilagtirilmistir. Biitiin

durumlar ve sonuglar1 Cizelge 3.1 de verilmistir. Veri seti icin uygun bulunan kapula aileleri

ok 9

yaninda semboliiyle, hesaplanamayan degerler ““ - ”” semboluyle gésterilmistir.



Cizelge 3.1. Ug sira istatistikleri (X, X,)) i¢in simiilasyon sonuglari

23

n T Kapula ailesi 0 pxp Hesaplanan 2 degeri V4 2 tablo degeri
Ax4 126,80 16,92
Clayton 0,9603 6x6 224,06 36,42
4x4 91,48 16,92
Frank 3,1995 6x6 176,85 36,42
4x4 89,07 16,92
, . Gumbel 1,4802 6x6 176.80 36.42
, Gaussian 0,4878 4x4 95,70 10,92
' 6x6 175,90 36,42
*13,87 16,92
*Min-max copula 2 g:g 38.49 36.42
Ax4 - 16,92
FGM i 6x6 - 36,42
4x4 18,28 16,92
Clayton 0,2373 6x6 7169 36.42
Ax4 17,20 16,92
Frank 0,9634 66 7001 36,42
20,27 16,92
gLmbe 11187 g ig 69,95 36,42
1061 ’ :
° i Gaussian 0,1658 44 17.07 16,92
i 6x6 68,04 36,42
*12,52 16,92
*Min-max copula 5 g:g 5653 3642
4x4 17,24 16,92
FGM 04773 5636 71,14 36,42
4x4 17,42 16,92
Clayton 0.14%8 56 46,00 36,42
4x4 19,66 16,92
Frank 0,6140
6x6 45,1 36,42
4x4 22,51 16,92
10 | oo Gumbel 10729 556 47,64 36,42
Y Gaussian 0,1066 4x4 19,17 16,92
ussi ' 6x6 44,24 36,42
*16,01 16,92
*Min-max copula 10 g :g 2130 3642
4x4 19,36 16,92
FGM 0,3059 6x6 45,73 36,42
4x4 *16,05 16,92
*
Clayton 0,1012 6x6 60.96 3642
4x4 *14,14 16,92
*
Frank 0,4344 6x6 55 63 3642
Ax4 *14,03 16,92
*Gumbel 1,0506
20 | 00482 ! ! 6x6 55,88 36.42
_ 4x4 *13,82 16,92
*
Gaussian 0,0756 6x6 5497 36,42
*15,20 16,92
*Min-max copula 20 g:g 56.42 36 42
*FGM 0,2168 4x4 *14,53 16,92
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Cizelge 3.1. (devam) Ug sira istatistikleri (X ), X)) i¢in simiilasyon sonuglari

6x6 55,20 36,42

100 | 0,0018 Clayton 0,0036 4x4 17,26 16,92
6x6 53,81 36,42

Frank 0,0163 4x4 17,47 16,92
6x6 53,45 36,42

Gumbel 1,0018 4x4 17,23 16,92
6x6 53,85 36,42

Gaussian 0,0028 4x4 17,41 16,92
6x6 54,46 36,42

Min-max copula 100 4x4 17,61 16,92
6x6 54,60 36,42

FGM 0,0081 4x4 17,64 16,92
6x6 54,6 36,42

Sonuglar incelendiginde 4 x4 ‘lik geyriklere ayrilmis veri seti icin N=2,510 olmasi
halinde sadece min-max-kapulasi igin H, yokluk hipotezi kabul edilir ve veri seti i¢in uygun
bulunur. Diger kapula aileleri veri seti i¢in uygun bulunmaz. FGM kapula ailesi i¢cin Kendall
7 siirlari [-2/9,2/9] araligindadir. Dolayisiyla n =2 olmasi halinde hesaplanan 7 =0,3244
degeri sinirlarm diginda oldugu i¢in burada FGM kapulas1 hesaplanmaz. n=20 olmasi

halinde buttn kapula aileleri i¢in H, yokluk hipotezi kabul edilir ve veri seti ig¢in uygun

bulunur. n =100 olmasi halinde ise biitiin kapula aileleri icin H, yokluk hipotezi red edilir
ve veri seti i¢in uygun bulunmaz. 6 x 6 ’lik noktalara ayrilmis veri seti i¢in biitiin durumlarda
caligilan tiim kapula aileleri i¢in H, yokluk hipotezi red edilir ve veri seti i¢in uygun

bulunmaz. Dolayisiyla veriyi 6 x 6 ’lik noktalara ayirmak kullanigh degildir.

Yapilan simiilasyon calismasinda n’nin kiiclik degerleri icin min-max-kapulasinin iyi
sonuglar verirken n=20 olmas1 halinde biitiin kapula ailelerinin birbirine benzer sonuglar
vererek veri setine uygun bulundugu tespit edilmistir. n’nin biiyiik degerleri i¢in ise hem
min-max-kapulasmin hem de diger kapula ailelerinin veriye uygun olmadigi tespit
edilmistir. En kiiclik ve en biiylik sira istatistikleri ¢iftleri arasindaki bagmmlilik yapismnin
incelenmesinde min-max-kapulasinin diger kapula ailelerinine gore daha iyi sonuglar

verdigi fakat n’nin kiiglik degerleri i¢in daha elverisli oldugu simiilasyonla gosterilmistir.
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4. SIRA ISTATISTIKLERININ DAGILIM OZELLIKLERI
KULLANILARAK YENi KAPULALAR ELDE ETME VE YENI
ONERILEN KARMA KAPULA

Bu boliimde Dolati ve Ubeda-Flores (2009) tarafindan énerilen kapula insa etme yontemleri

ve yeni Onerilen karma kapula verilmistir.
4.1. Sira Istatistikleri Ciftleri Kullanilarak Kapula insa Etme

Dolati ve Ubeda-Flores (2009) sira istatistiklerinin marjinal dagilimlarni kullanarak yeni iKi
farkli kapula elde etmis ve elde ettikleri kapulalarin 6zelliklerini incelemislerdir. Yapilan

dontistimler asagida verilmistir.

(X,Y,) ve (X,,Y,), ortak kapulas1 D olan ve (0,1)araliginda diizgiin dagilim gosteren iki

bagimsiz vektor olsun. X ), X, Ve Y,,,Y,, bu vektorlerin sira istatistikleri olmak iizere

(OF 172

rastgele bir (Z,,,Z,,) vektorii asagidaki gibi tanimlanmustir.

(O

27y [urYa) 112 olasitika
o (X(2>’Y(1))' 1/2 olasilikla.

(Z4),Z,,)) rastgele vektoriiniin dagilim asagidaki gibi elde edilmistir.

1 1
Hl(x’ y) :EP(X(;L) < X,Y(z) < y)+§P(X(2) < X’Y(l) < y)

= %{P(Y(Z) <y)- P(X(l) > XYy < y) + P(X(Z) <X)- P(X(Z) <X, Yy > Yy)
—%{yz —(y=D(X y))? + X — (X~ D(x, )} (4.1)

=D(x, y{x+y-D(x,y)}
=D(X, y){L-1-x-y+D(x,y))}
=D(X, y){L- D(x, y)}.

a €[0,1] icin rastgele (T, T,,) Gifti asagidaki gibi tanimlanmustr.

(O
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T T (Z(l)!z(z)), a O|3.Slhkla
( wr (2))_ (X(l)lY(l))1 1—- « olasilikla.

Buradan, (T,,,T,,)rastgele degiskeninin dagilimi C,[D] asagidaki gibi bulunur.

C,[D]=aD(x, y}{L-D(x, y)}+(1-a)D(x,y)
= D(x, y){1- aD(x,y)}.

(Zy),Z,,)) rastgele vektorii asagidaki gibi tanimlansin.

; 5 (X Yg), 1/2 olasilikla
( o (2))_ (X(z)vY(z)), 1/2 olasilikla.

(Z4y,Z,)) rastgele vektoriiniin dagilimi agagidaki gibi bulunmustur.

1 1
H,(X,y)= 2 P(Xm <X, Yy < y) +§ P(X(z) <XYp < y)

= %{1— P(Xyy>X)=P(Yy > Y)+P(Xyy > XYy > y) + D?(x, y)}
=§{1—<1—x)2 ~(@-y) + (- x—y+ D(x,))* + D*(x, y)}

=T1(x, y) + D(x, Y)D(x, Y).
a €[0,1] icin rastgele (T,,,T,,) Gifti asagidaki gibi tanimlanmustir.

T T (Z(l)iz(z)), a 0|&Slhkla
( o (2))_ (X(l)lx(z)), 1—0! O|a5111kla.

(4.2)

(4.3)

Buradan, (T, T, )rastgele degiskeninin dagilimi C_°[D] asagidaki gibi elde edilmistir.

C,’[D]=eAT1(x, y) + D(X, Y)D(X, y)}+ (1 — ) [1(x, y)
=T1(x,y) + @D(x, y)D(X, y).

(4.4
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Herhangi bir D kapulasi i¢in, 0< <1 araliginda [0,1]* = [0,1] iizerinden tanimlanan iki

kapula asagidaki gibidir.

C,[D]=D(x, y){1-aD(x, )}, (4.5)
C, [D1=TI(x, y) +aD(x, y)D(X, y). (4.6)

Elde edilen kapulalarin minimum kapula, maksimum kapula ve carpim kapulasi ile iliskileri

asagida verilmistir.

Durum 1.

Mininmum kapula olan M kapulasi ele almsm. [0,1]° Uzerinde her (x,y) icin
M(Xy)=M@A-x,1—y) ve M(x,y)M(x,y)=M(x,y)—TI(x,y) oldugu bilinmektedir.

(4.5) ve (4.6) kapulalar1 minimum kapulasina uygulandigi zaman asagidaki kapulalar elde

edilmistir.

C.IMI(x,y) =all(x,y) + 1-a)M(x,y), (4.7)
ve

C,/IMI(x,y) =aM(x,y) + 1-a) I1(x, y). (4.8)

(4.7) ve (4.8) ile verilen kapula formlar1 Fréchet-Mardia kapula ailesine aittir.

Durum 2.

Maksimum kapula olan W kapulasi ele almsm. [0,1)° Gzerinde her (x,y) icin

W (X, Y)W (X, y) =0 oldugu bilinmektedir. . (4.5) ve (4.6) kapulalar1 maksimum kapulasma

uygulandig1 zaman asagidaki kapulalar elde edilmistir.

C,WI(x, y) =W(x,y), (4.9)
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ve

C.WI(x,y) =II(x, ). (4.10)

(4.9) ile verilen kapula maksimum kapula, (4.10) ile verilen kapula ¢arpim kapulasidir.

Durum 3.

[I ¢arpim kapulasi ele alinsmn. (4.5) ve (4.6) kapulalar1 [ ¢arpim kapulasia uygulandigi

zaman asagidaki kapulalar elde edilmistir.

CIITI(x, y) = xy[1-al-x)1-y)], (4.11)
ve
C.II(% y) = xy[1+ a(1-x)1-y)]. (4.12)

(4.11) ve (4.12) ile elde edilen kapulalar FGM kapula ailesinin tyeleridir.

Elde edilen yeni kapulalarm ayrica bilinen 6nemi kapulalarla aralarindaki iliskileri, simetri
yapist ve bagimlilik iizerindeki etkileri Dolati ve Ubeda-Flores (2009) tarafindan

incelenmistir.

Boliim 4.2°de Dolati ve Ubeda-Flores’mn (2009) yaptigi ¢alismadan ¢ikilarak yeni bir karma
kapula elde edilmistir.

4.2. Yeni Karma Kapula

Bu béliimde Dolati ve Ubeda-Flores’m (2009) yaptig1 calismadan cikilarak yeni bir karma
kapula elde edilmistir. (X,,Y;) ve (X,,Y,), ortak kapulasi D olan ve (0,1) araliginda

Y,.. bu vektorlerin sira

diizgiin dagilim gosteren iki bagimsiz vektor olsun. X Y2

1) X(z) ve 'Y

istatistikleri olmak (izere asagidaki gibi bir rastgele vektdr tanimlansin.
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(Z1,Z,)) = (X@:Y) 1/2 olasilikla
o (X Yw) 1/2 olasilikla.

Buna gore (Z,,,,Z,,,) rastgele vektoriiniin dagilimi Esitlik 4.1 de oldugu gibidir.

1 1
Hl(x’ y) :EP(X(;L) < X,Y(z) < y)+§P(X(2) < X,Y(l) < y)

= l{P(Y(z) <¥) = P(Xg > XY SY)+P(Xp) <X)=P(X( XYy > Y)
%{y2 —(y=D(x,¥))* +x* = (x=D(x, ¥))*}

=D(x, y{x+y-D(x,y)}

=D(x, y){L-(1-x-y+D(x,y))}

= D(x, y){1- D(x, y)}.

Dolati ve Ubeda-Flores’in (2009) yaptigindan farkli olarak o [0,1] icin rastgele (Toy: Tzy)
cifti asagidaki gibi tanimlansmn.

T T (Z(l);z(z)), o olasilikla
( o (2))_ (X(]_)IX(Z))1 1—0! O|a8111kla.

Buradan, (T, T, )rastgele degiskeninin dagilimi C,*[D] asagidaki gibi bulunur,

C, [D]=aD(x, y)(1-D(x, y)) + (1 - ) TI(x, y)
=aD(x,y) —aD(x, y)D(x, y) + I1(x, y) — «T1(x, y).

Herhangi bir D kapulasi icin, 0< @ <1 araligmda [0,1]> —=[0,1] iizerinden tanimlanan

yeni iki degiskenli dagilim fonksiyonu asagidaki gibidir.

C,[Dl=aD(x,y) —aD(x, Y)D(x, y) +I1(x, y) —aTI(x, y). (4.13)

C,*[D] iki degiskenli dagilim fonksiyonunun bir kapula olmasi i¢in smir sartlarmi

saglamasi gereklidir. Bu durum asagida incelenmistir.
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C,*[D](x,0) = &-0(x +0—0) + (1— ) - x-0=0.
CaA[D](O, Y)=a-00+y-0)+(1-a)-0-y=0.
C,[DI(x,) =a-x(x+1-x)+(1-a)-x-1=x.

C, [DILy)=a - yl+y-y)+(1-a)l-y=y.

C,*[D](x,0)=C,*[D](0,y) =0 ve C,°[Dl(x))=x, C,*[DI(Ly)=y smr sartlari

saglandigi i¢in C_“[D] bir kapuladur.

Yeni karma kapula minimum, maksimum ve c¢arpim kapulalarina uygulandiginda elde

edilecek durumlar asagida verilmistir.

Durum 1.

Minimum kapula olan M kapulasi ele almsm. [0,1]° (zerinde her (x,y) icin
M yY)=M@A-x,1-y) Ve M y)M(xy)=M(x,y)-TI(x,y) oldugu bilgisi

kullanilarak asagidaki kapula elde edilmistir.

C,AIMI=aM(x,y)—aM(x,y)+all(x,y) +T1(x, y) —aIl(x,y)
=H(X! y)

Elde edilen kapula ¢arpim kapulasidir.

Durum 2.

Maksimum kapula olan W kapulasi ele alnsm. [0,1]° Gzerinde her (x,y) icin

W (X, Y)W (X, y) =0 oldugu bilgisi kullanilarak asagidaki kapula elde edilmistir.
C. W1=aW (x,y) +(1-a) (%, y).
Elde edilen kapula Fréchet-Mardia kapula ailesine aittir.

Durum 3.

[1 c¢arpim kapulasi ele alinsimn.
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C, [T = axy —axy(L—x)(1-y) +xy —axy
=xy[1-a(l-x)1-Yy)].

Elde edilen kapula Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) kapula ailesinin (yesi olarak

bulunur.
Asagida yeni karma kapulaya iliskin baz1 6zellikler verilmistir.

Eger biitin X,y €[0,1] icin D(x,y)=D(y,x) oluyorsa D kapulasi simetriktir denir.

Asagida verilen teorem C_*[D] kapulasmin simetri yapisi ile ilgilidir.

Teorem

Eger bir D kapulasi simetrikse C_*[D] kapulas: da simetriktir.
fspat
C, [DI(y, ) = aD(y, x) —aD(y, \)D(y, X) + [1(y, X) - aTI(y, X).

D(x,y)=D(y,X) ve D(x,y)=1-Xx—y+D(x,y), D(y,x)=1-x—y+D(y,x) oldugu
icin  D(x,y)=D(y,x) bulunur. Ayni zamanda [I(X,y)=X.y=Y.X oldugu igin

C,*[DI(y,x)=C_*[D](x, y) bulunur ve ispat tamamlanir.

Bir kapula C=C yani C(x,y)=x+y—-1+C(1-x,1-Y) saglaniyorsa 1sinsal simetriktir

denir. Asagida verilen teorem C_*[D] kapulasinin 1sinsal simetri yapisi ile ilgilidir.

Teorem

Eger D kapulasi iginsal simetrikse her o €[0,1] i¢in C_*[D] kapulasi da 1ginsal simetriktir.

fspat
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C, [D1(x,y) = x+y-1+C,*[DI(L-x,1-y)
=Xx+y-1+aD(l-x1-y)—aDl-x,1-y)DA-x1-y)+@-a)11-x,1-y)
=X+y-1+aD(l-x,1-Yy) —aB(x, y)D(X,y)+ A -x)A-y)—a@-Xx)(1-y)
=X+y-1+aD(1-x,1- y)—aB(x, YID(X,Y) +1—X—y+ Xy —a+ax+ay —axy
— ax+ay—a+aDd-x1-y)—aD(x, y)D(X, ) + Xy — axy
=a(X+y-1+D(1-x,1-y) —B(X, y)D(X,y) +(1-a)xy
= aD(x,y) - aD(x, y)D(x,y) + L- ) [1(x,y).

Burada D(1—x,1—y):5(x, y), DA-x,1—-y)=D(x,y) ve TI(x, y):f[(x, y) Ozellikleri

kullanilmistir. C_*[D]=C,*[D]=C,*[D] oldugu i¢in ispat tamamlanmis olur.

@, < a, oldugunda C, <C, oluyorsa C, kapula ailesine pozitif sirali, &; < ¢, oldugunda
C, >C, oluyorsa C, kapula ailesine negatif sirali denir. Asagida verilen teorem C,*[D]

kapulasinin siralama 6zelligi ile ilgilidir.

Teorem
C,"[D] parametrik kapula ailesi negatif siralidir.
fspat

o, <a, iken C%A[D](X, y) —C%A[D](X, y) <0 durumunda C, kapula ailesi pozitif sirali
aksi takdirde yani C%A[D](X, y)—CazA[D](X, y) >0 ise negatif siralidir. Asagida C_*[D]

kapulas1 negatif sirali olarak varsayilip incelenirse;

a,D(x, y)(1-D(x,y)) + (1 - &) [1(x, ¥) — &,D(x, y)(1 - D(x, ¥)) - (1— &,) [1(x, y) > 0
(en — @,)(D(X, Y)(A=D(X, ¥))) + Xy — Xy = Xy + a,Xy >0

(& —a,)(D(X, y)(X+y—D(X,¥))) — (e, —a,)xy >0

(o, — 2,)(XD(x, y) + yD(x, y) - D*(x,y) = xy) >0

(& —a,)(X(D(x,y) = y) = D(x, y)(D(x,y) - y)) >0

(4, — ;) ((x=D(x,¥))(D(x,y) - y)) > 0.

+

+
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Her zaman x> D(x,y) ve y > D(X,y) oldugu i¢in ispat tamamlanmis olur.

Bir C kapulasi []<, Cise pozitif kadran bagimh (PQD), C < [l ise negatif kadran
bagimlidir (NQD) denir. Asagida verilen teorem C_“[D] kapulasinin kadran bagimlilik

yapisti ile ilgilidir.

Teorem

Her a €[0,1] icin C_*[D] kapulas1 negatif kadran bagimlidir.

fspat

Bitlin kapulalar icin W(x,y) <C(x,y) <M(X,y) durumu saglanir. C_*[D] kapulasi igin

bu sinirlar yerine konulursa asagidaki esitsizlik elde edilir.

aW (x,y) + (1-e)1(x, y) <, C,* [DI(x, y) <, T1(x, y).

Burada C_*[D](x,y) <. [1(x, y) oldugu i¢in ispat tamamlanmis olur.

C, ve C,kapulalari i¢in eger C, <C, ise C, kapulasi C,; kapulasindan daha uyumludur

(C,<.C,) denir. Asagida verilen teorem C_“[D] kapulasinin uyumluluk 6zelligi ile

ilgilidir.

Teorem

D, ve D, D, <, D, olan iki kapula ise her « €[0,1] icin C_*[D,]<, C,*[D,] olur.

fspat
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aD, (X, Y)(1-Di(x, y)) + (1 - ) [1(x, y) < aD,(X, y){L - Dz(x, y)) + (1 - ) [1(x, y)
D,(X, y)(X+y =Dy(X,y)) = D, (X, y)(x+ y = D,(x,y)) <0

D, (%, y)x+ Dy (X, Y)Y = D/’ (%, y) = D, (X, y)x = D,(x, y)y + D,*(x,y) <0

(D, (%, ¥) = D, (%, y))x+(Dy (%, y) = D, (X, ¥))y = (D" (%, y) = D, (x,y)) <0
(Dy(x,y) = D,(x,¥)) (x =Dy (X, ¥) + Yy — D,(x, y)) <0.

- +

Her zaman x> D;(X,y) ve y=D,(X,Y) oldugu i¢in ispat tamamlanmis olur.

Asagida verilen teorem C_“[D] kapulasinin Kendall’m 7 ’su ve Spearman’in p’su ile

iligkisini vermektedir.
Teorem

Her o €[0,1] ve verilen bir D kapulasi i¢in C_*[D] kapulasinm iliski katsayilarmmn smirlar1

asagidaki gibi bulunmustur.

(=a)(a+2)
3

<7(C,*[D]) <0,
—a < p(C,*[D]) <0.

fspat

C, ve C,kapulalar1 igin eger C, < C, ise 7(C)<7(C,) ve p(C)<p(C,) olur
(Nelsen, 2006: 169).

Butin kapulalar icin W(x,y) <C(x,y)<M(X,y) durumu saglandigindan, C_*[D]

kapulas1 i¢in bu smurlar yerine konuldugunda;

AW (X, y)+(Q—-a)I1(x y) <C, [D](x,y) <TI(x,y) elde edilir. Burada z(I1(x,y))=0 ve
Fréchet-Mardia kapula ailesi olan C, ,(x,y) =AM (X,y) + (1 —a - B)I1(X,y) + aW (X, y)
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_(B-a)a+B+2)
’ 3

icin Kendall’in 7z ’sunun 7, ve Spearman’mn p ’sunun p, , = -«

bilgisi kullanilarak hesaplamalar yapilir (Nelsen, 2006: 162). Burada C_*[D] kapulasinin
sinirlarmi elde etmek igin =0 alinmasi gerektigine dikkat edilmelidir. Bu durum iligki

parametrelerinin hesaplanmasinda da uygulandig1 zaman yukaridaki sinirlar elde edilmis ve

ispat tamamlanmis olur.

Yeni elde edilen karma kapula FGM kapula ailesine uygulanmis ve FGM kapulasinin yeni

bir formu asagidaki gibi elde edilmistir.
C. [DpI(x, y) = axy[1+0(1— )AL= Y[x +y —xy —-Oxy(1-x)1- )]+ (1-a)xy  (4.14)

Bazi cebirsel islemlerden sonra yeni olusturulan kapula i¢in Kendal’m 7z ’su ve

Spearman’in p ’su asagidaki gibi hesaplanmaistir.

7(C, [D,1(x ¥)) = 4f [[lexy[L+ 8@~ X)L~ Y)I[x + y — Xy — Oxy(L— X)@~ Y)] + (1 - @) xy]

T—a+...-16a0*x’y*ldxdy -1
4O 2P N a’0 B 2a0? ab 2a

711025 450 225 225 9 9

11
p(CaA[DQ](X, y)) =12 é (I) [erxy[1+0(1=x) (1= y)[x-+y—xy—6xy (1-X) (1= )]+ (1-a) xyJdxdy — 3

__a+a9_at92
- 36 75

Buradan Kendall’in 7 ’su ve Spearman’m p ’su sirasiyla agagidaki gibi bulunur.

2
W0 Lyerer (22,0 2,

C “ID,1(x,y)) = — +
7(C DY) = (7055 ~ 250 T 225 2259 9

p(C, D, (% y»=(—§+§—f—5>a.
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Hesaplamalara goére a<[0,1] ve 6e[-11] icin p(CaA[Dg])e[—O,Slé, 0] wve
7(C,*[D,]) €[-0,3492517, 0] araliklarinda bulunmustur. (o,6) =(1,-1) icin Kendall’in

7’su 7=-0,3492517, Spearman’m p ’su p =-0, 513 degerlerine kadar diismiistiir. FGM
kapula ailesinin en biiyiik dezavantaji Kendall’in 7 ’su ve Spearman’in p ’sunun sirasiyla
[-2/9,2/9] ve [-1/3,1/3] alt ve iist sinirlarina sahip olmasidir. Negatif kadran bagiml

oldugu ispatlanan yeni karma kapula FGM kapulasina uygulandigi zaman FGM kapulasinin
smirlart negatif yonde genisletilmis ve negatif yonde daha giiclii bir bagimlilik elde

edilmistir.
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5. EN UYGUN KAPULA SECIiMIi VE SIMULASYON CALISMASI

Bu boliimde FGM kapulasinin yeni formu bazi kapulalarla karsilastirilacaktir. AIC ve BIC
bilgi kriterleri kullanilarak en iyi kapula se¢imi yapilacak ve karsilagtirmada kullanilan
kapulalardan simiilasyonla veri iretilecektir. Uretilen veri kullanilarak sagilim grafikleri

elde edilerek yorumlamalar yapilmistir.
5.1. En Uygun Kapula Segimi

FGM kapulasinin yeni olusturulan formu bazi kapulalarla karsilastirilarak veriye en uygun
kapula aileleri se¢ilmistir. FGM kapulasinin yeni formu negatif korelasyona uygun oldugu
i¢in karsilastirmada kullanilacak kapulalar negatif korelasyonda kullanilmaya uygun olarak
secilmistir. Bunlar FGM kapulasi, Gaussian kapulasi ve Frank kapulasidir. FGM kapulasinin
yeni formu parametre sinirlarini asmayacak sekilde uygun alfa olasiliklari ile kullanilmastir.
Calismada bes duruma yer verilmistir. X ~N(0,1) ve Y ~N(0,1) olacak sekilde 100 érnek
capimnda birbiriyle korelasyonlu iki veri seti olusturulmustur. Korelasyonlu veri elde etmek

icin Cholesky ayrigimi kullanilmistir (Li ve digerleri, 2013). Birinci durumda X ve Y
arasmdaki Kendall’in 7’su 7 =-0,0476, ikinci durumda X ve Y arasindaki Kendall’in
7’su 7=-0,1144, Gcuncl durumda X ve Y arasindaki Kendall’m z’su 7 =-0,2100,
dordinct durumda X ve Y arasindaki Kendall’mm 7 ’su 7 =-0,2561 ve besinci durumda
X ve Y arasindaki Kendall’in 7’su 7 =-0,3087 olmas1 halinde X ve Y verisine en
uygun kapula ailesi arastirilmistir. En uygun kapulay1r bulmak icin AIC ve BIC bilgi
kriterleri kullanilmistir. En kiglk AIC ve BIC degerine sahip olan kapula modele en
uygun kapula olarak tespit edilir. AIC ve BIC bilgi kriterlerini hesaplamak icin elde edilen

X ve Y korelasyonlu verisinin ranklar1 kullanilir. Bu ranklar asagida verildigi gibi

hesaplanir.
U - rank(X,)
N+1 o o12,0N
v - rank(Y,)

"N+l
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Burada rank(X,)(veya rank(Y,)), X (veyaY)’ler arasinda azalan bir siraya gore

siralandiginda kaginci sirada oldugunu ifade eder. Bu doniisiimle (u,v) standart diizgiin

dagilim vektorii elde edilir.

Kapulalarin olasilik yogunluk fonksiyonu c(u,v) ve parametre araliklar1 Cizelge 5.1 de
verilmistir. Burada p,, ve 6 kapula parametreleridir. Kapula parametreleri Kendall’in

7 ’su ile olan iligkileri kullanilarak tahmin edilmistir. Korelasyonlu veri X ve Y ’den
hesaplanan Kendall’in 7 degerleri kullanilarak parametre tahminleri yapilmistir. Ayrica bes
farkli durum i¢in de X ve Y arasindaki Spearman’m p ’su, doniisiimle elde edilmis (u,Vv)
standart diizglin dagilim vektorii arasindaki Kendall’m 7 ’su ve Spearman’m p ’su

hesaplanmaistir.

Cizelge 5.1. Calismada kullanilan kapula ailelerinin olasilik yogunluk fonksiyonlart,
parametre araliklar1 ve Kendall’in 7z ’su ile iligkileri

Kapula Kapula olasilik yogunluk fonksiyonu C(U, V) Parlametre Kendall'm 7~ degeri
araligy
Gaussi -
aussian exp{— §'12p122 —2Pp616, + gzzplzz }[ 1] garcsin(plz)
1-p,°) 2(1—/?122) 4
G =07 (u), 5, =7 (v)
Frank (a0 _1)a-0(u+v) (—o0,) 4
o —he 1-2[D,(-0)-1]
[(e?-D+(E™-1Ee*-1] {0} 0
FGM 1+6(2u-1)(2v-1) [-1,1] 20
9
New- 2 3,3 3,2 — 2
N 1-a+ abd?(-16u’v® + 24u’y [-1.1] 49° 0 1 1220
—8u’v + 24uv® —36uAv? +12u®v 11025 450 225
2
—8uv® +12uv? — 4uv) + af(-18u’v’ +(_£ Lo E)a
+18u°v — 3u® + 2V) + a(—4uv + 2u + 2v) 225 9 9
. ) _ 17 t
*Burada D, 1. Dereceden Debye fonksiyonunu géstermektedir. D, (&) = 5'[ T
e J—

0

Cizelge 5.2 de X ve Y arasindaki farkli Kendall z degerlerine gore kapulalarin
karsilastirma sonuglar1 Ozetlenmistir. Veriye en uygun kapula ailesi yaninda “ * 7

semboliiyle, hesaplanamayan degerler “—* semboliiyle gdsterilmistir.
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Cizelge 5.2. X ve Y arasindaki farkli Kendall z degerlerine gore kapulalarin karsilagtirma

sonuglar1
X veY X veY uvev u ve Kapula
arasindaki  arasindaki  arasindaki v Kapula ailesi parametresi AIC BIC
T Yo T arasinda
ki p (P Vveya )
-0,0476 -0,0728 -0,0469 -0,0721  New FGM -0,1392 1,487 4,092
(a =0,2)
*New FGM 0,9996 1,215 3,820
(a=0,4)
FGM -0,2143 1,457 4,062
Gaussian -0,0747 1,393 3,998
Frank -0,4293 1,489 4,094
-0,1144 -0,1722 -0,1152 -0,1734 *New FGM -0,5395 -1,079 1,526
(a=0,4)
New FGM 0,2845 -0,832 1,773
(a =0,6)
New FGM 0,900 0,191 2,797
(a=0,9)
FGM -0,5149 -0,978 1,626
Gaussian -0,1788 -0,809 1,795
Frank -1,0409 -1,047 1,577
-0,2100 -0,2944 -0,2101 -0,2945 New FGM 0,6426 -7,018 -4,413
(a=0,7)
New FGM -0,3400 -6,932 -4,327
(a =0,8)
New FGM -0,0950 -6,764 -4,158
(a=0,9)
FGM -0,9451 -6,661 -4,056
*Gaussian -0,3239 -9,465 -6,860
Frank -1,9609 -7,402 -4,796
-0,2561 -0,3620 -0,2558 -0,3610 New FGM -0,7939 -11,544  -8,939
(a =0,8)
New FGM -0,5194 -11,088  -8,483
(a=0,9)
FGM — _ _
*@Gaussian -0,3915 -14,461  -11,855
Frank -2,4360 -12,606  -10,000
-0,3087 -0,4450 -0,3095 -0,4454  New FGM -0,9569 -20,076  -17,471
(a=0,9)
FGM — _ _
*Gaussian -0,4661 -22,556  -19,951
Frank -3,0167 -19,690 -17,084

X ve Y arasindaki Kendall’'m z’su 7 =-0,04760ldugunda,

X ve Y arasmdaki

Spearman’m p ’su p =—0,0728 olarak elde edilmistir. Doniistimle elde edilen (u,Vv) ciftleri

arasindaki Kendall’n z’su 7=-0,0469, Spearman’m p’su p=-0,0721 olarak
bulunmustur. Burada en kiicik AIC ve BIC degerine sahip kapula a=0,4 oldugunda

yeni FGM kapulasidir, dolayisiyla en uygun kapula olarak belirlenir. Daha sonra Gaussian

kapula, FGM kapula, o =0,2 oldugunda yeni FGM kapula ve son olarak en zayif kapula

Frank kapulasi olarak tespit edilir.
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X ve Y arasindaki Kendall’'m z’su 7=-0,1144 oldugunda, X ve Y arasindaki
Spearman’mn p’su p =-0,1722 olarak elde edilmistir. Doniistimle elde edilen (u,Vv) ciftleri
arasindaki Kendall’'m z’su 7=-0,1152, Spearman’m p’su p=-0,1734 olarak
bulunmustur. Burada en kiigik AIC ve BIC degerine sahip kapula a =0,4 oldugunda
yeni FGM kapulasidir, dolayisiyla en uygun kapula olarak belirlenir. Daha sonra Frank
kapulasi, FGM kapula, @ =0,6 oldugunda yeni FGM kapula, Gaussian kapula ve son olarak
en zayif kapula « =0,9 oldugunda yeni FGM kapula olarak tespit edilir.

X ve Y arasindaki Kendall’'m z’su 7=-0,2100 oldugunda, X ve Y arasindaki
Spearman’m p ’su p =-0,2944 olarak elde edilmistir. Doniistimle elde edilen (u,v) ciftleri
arasindaki Kendall’'m z’su 7=-0,2101, Spearman’m p’su p=-0,2945 olarak
bulunmustur. Burada en kiiglik AIC ve BIC degerine sahip kapula Gaussian kapulasidir,
dolayistyla en uygun kapula olarak belirlenir. Daha sonra Frank kapulasi, «=0,7
oldugunda yeni FGM kapula, « = 0,8 oldugunda yeni FGM kapula, & =0,9 oldugunda yeni
FGM kapula ve son olarak en zayif kapula FGM kapula olarak tespit edilir.

X ve Y arasindaki Kendall’'m z’su 7=-0,2561 oldugunda, X ve Y arasindaki
Spearman’m p ’su p =-0,3620 olarak elde edilmistir. Doniisiimle elde edilen (u,V) ciftleri
arasindaki Kendall’in z’su 7=-0,2558, Spearman’n p’su p=-0,3610 olarak
bulunmustur. FGM kapulasinin parametre araligi [-1,1] ve Kendall z degeri [-2/9,2/9]
degerleri arasinda oldugu i¢in burada kullanilamaz. Dikkat edilmelidir ki yeni FGM kapulas1
negatif korelasyonda daha yiiksek smirlara sahip oldugu i¢in belirli alfa olasilik degerlerinde
parametre degeri [-1,1] olacak sekilde kullanilmaya devam edilebilir. Burada en kiiciik AIC
ve BIC degerine sahip kapula Gaussian kapulasidir, dolayisiyla en uygun kapula olarak

belirlenir. Daha sonra Frank kapulasi, « =0,8 oldugunda yeni FGM kapula ve son olarak

en zayif kapula @ =0,9 oldugunda yeni FGM kapula olarak tespit edilir.

X ve Y arasindaki Kendall’'m 7’su 7=-0,3087 oldugunda, X ve Y arasindaki
Spearman’m p ’su p =-0,4450 olarak elde edilmistir. Doniisiimle elde edilen (u,V) ciftleri
arasindaki Kendall’'m z’su 7=-0,3095, Spearman’m p’su p=-0,4454 olarak

bulunmustur. FGM kapulas1 burada yine parametre sinirmin disinda oldugu icin

kullanilamaz. Burada en kiiciik AIC ve BIC degerine sahip kapula Gaussian kapulasidir,
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dolayistyla en uygun kapula olarak belirlenir. Daha sonra a =0,9 oldugunda yeni FGM

kapula ve son olarak en zayif kapula Frank kapulas1 olarak tespit edilir.

FGM kapulasinin yeni olusturulan formu igin degiskenler arasinda negatif korelasyon sz
konusu oldugunda mutlak degerce kiiclik korelasyonlarda karsilastirmada kullanilan
kapulalardan daha iyi sonug¢ verdigi bir ok durumda da FGM kapulasindan daha iyi sonug
verdigi tespit edilmistir. Ayrica negatif korelasyonlar mutlak degerce arttiginda yeni FGM
kapulasinin kiigiik alfa olasiliklarinda daha iyi sonuglar verdigi, alfa olasili1 arttik¢a

sonuclar kotiilestigi igin tercih edilememektedir.
5.2. Simiilasyon Calismasi

Kapulalardan simiilasyonla rastgele vektor tretmek kapulalarda en 6nemli uygulamalardan
biridir. Similasyon galismasinda bes duruma yer verilmistir. Boliim 5.1 de kullanilan butiin
durumlar i¢in yine boliim 5.1 de kullanilan kapula aileleri ile rastgele vektorler tiretilmistir.
Her bir kapula ailesinden 1000 tane restgele vektor Uretilmistir. FGM kapulasi, Gaussian
kapulas1 ve Frank kapulasindan rastgele vektorler Nelsen (2006: 41) tarafindan 6nerilen

algoritma ile asagidaki gibi elde edilmistir.

1. (0,1) arahiginda diizgiin dagilima sahip u ve t bagimsiz degiskenleri tiret.
2. v=c{P(t), burada c{™,C, *nun yari tersini ifade eder.

3. Istenen (u,v) ciftleri elde edilir.

FGM kapulasinin yeni formu igin rastgele vektorler Dolati ve Ubeda-Flores (2009)

tarafindan onerilen algoritma ile asagidaki gibi elde edilmistir.

Adm 1. (0,1) araliginda diizgiin dagilim gosteren rastgele bir S, degiskeni iiret;

Adim 2. X, <X,

w < Ve Y, <Y, olacak sekilde FGM kapulasindan bagimsiz (X,,Y;) ve

) (€

(X,,Y,) rastgele degiskenlerini iiret.

Adim 3. Eger S, >a ise (u,v)=(X,, X,)
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Adim 4. Aksi takdirde; (0,1) arahginda diizgiin dagilim gosteren rastgele bir S, degiskeni

tret ve S, <1/2ise (u,v) =(Xy,Y)  Yoksa (U,v) = (X, Yy) -

(OF

Butun kapulalar icin parametre tahminleri Cizelge 5.1 de verildigi gibi Kendall’m z ’su ile
iliskilerinden tahmin edilerek bulunmustur. Similasyonla elde edilen 1000 tane rastgele

vektor (u,v) ciftlerinin sagilim grafikleri asagida verilmistir.

Sekil 5.1°’de Kendall’in 7 ’su 7 = —0,0476 oldugunda kapulalardan tiretilen (u,v) ciftlerinin
sacilim grafikleri verilmistir. FGM kapulasinin yeni formu i¢cin «=0,2 ve «a=0,4

olasiliklar1 kullanilmistir.

Gaussian

i :‘:'-' >
A

08 1

Sekil 5.1. Kendall’m 7 ’su 7 =-0,0476 oldugunda kapulalardan iiretilen (u,v) ciftlerinin
sacilim grafikleri

Sekil 5.2°de Kendall’m 7 ’su 7 =—0,1144 oldugunda kapulalardan tiretilen (u,Vv) ciftlerinin
sacilim grafikleri verilmistir. FGM kapulasinin yeni formu i¢in ¢ =0,4, « =0,6 ve «=0,9

olasiliklar1 kullanilmastir.
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Gaussian Frank
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Sekil 5.2. Kendall’m 7 ’su 7 =-0,1144 oldugunda kapulalardan iretilen (u,v) ciftlerinin
sacilim grafikleri

Sekil 5.3’te Kendall’in 7 ’su 7 =-0,2100 oldugunda kapulalardan iiretilen (u,V) ciftlerinin
sacilim grafikleri verilmistir. FGM kapulasinin yeni formu i¢cin ¢ =0,7, « =0,8 ve «=0,9

olasiliklar1 kullanilmistir.
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Sekil 5.3. Kendall’m 7 ’su 7 =-0,2100 oldugunda kapulalardan iiretilen (u,v) ciftlerinin
sacilim grafikleri



44

Sekil 5.4’te Kendall’m 7 ’su 7 =-0,2561 oldugunda kapulalardan tiretilen (u,v) ciftlerinin
sacilim grafikleri verilmistir. FGM kapulasinin yeni formu i¢in «=0,8 ve «=0,9
olasiliklar1 kullanilmistir. FGM kapulasinin Kendall 7 degeri [-2/9,2/9] degerleri arasinda
oldugu i¢in Kendall’in 7 ’su 7 =-0,25610ldugunda kullanilamaz dolayisiyla burada yer

verilmemistir.

Gaussian

Sekil 5.4. Kendall’m 7’su 7 =-0,2561 oldugunda kapulalardan uretilen (u,v) ciftlerinin
sacgilim grafikleri

Sekil 5.5’te Kendall’in 7 ’su 7 =-0,3087 oldugunda kapulalardan iiretilen (u,V) ciftlerinin
sagilim grafikleri verilmistir. FGM kapulasimin yeni formu i¢in «=0,9 olasilig1

kullanilmistir. FGM kapulasinin Kendall z degeri [-2/9,2/9] degerleri arasinda oldugu i¢in

Kendall’mm 7 ’su 7 =-0,3087 oldugunda kullanilamaz dolayisiyla burada yer verilmemistir.
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Sekil 5.5. Kendall’in 7 ’su 7 =-0,3087 oldugunda kapulalardan tretilen (u,v) ciftlerinin
sacilim grafikleri

Simiilasyonla kapulalardan tiretilen rastgele degisken (u,v) c¢iftlerinin sagilim grafikleri
incelendiginde FGM kapulasinin yeni formu i¢in elde edilen (u,v) ciftlerinin negatif

bagimlilig: diger kapulalara gore daha giiglii bir sekilde yansittigi, 6zellikle Kendall z *nun

mutlak degerce kiiciik degerleri i¢in giiclii bir bagimlilik gosterdigi gézlemlenmistir.
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6. SONUC VE ONERILER

Kapulalar rastgele degiskenler arasindaki bagimlilik yapisini ortaya koymak i¢in kullanilan
etkili bir yontemdir. Sklar teoremi sayesinde kolayca insa edilebilmesi Sebebiyle de
aragtirmacilar tarafindan buyiik ilgi gormektedir. Bu ¢aligmada istatistiksel hipotezlerde,
tahmin problemlerinde, istatistiksel stire¢ kontrollerinde, guvenilirlik, risk yonetimi ve
birgok uygulamali alanda yaygin olarak kullanilmakta olan sira istatistiklenin bagimlilik

yapist kullanilarak ¢alismalar yapilmistir.

Schmitz’in (2004) ug¢ swra istatistikleri X, X, i¢in Onerdigi “min-max-kapula” ile
Clayton, Frank, Gumbel, Gaussian, FGM kapula aileleri farkli n degerleri kullanilarak
karsilagtirilmistir. Kapula ailelerinin veri setine uygunlugu Ki-kare uyum iyiligi testi ile
incelenmistir. Sonuglar incelendiginde 4 x4 ‘lik c¢eyrekliklere ayrilmis veri seti i¢in
n=2,510 olmasi halinde sadece min-max-kapula i¢in H, yokluk hipotezi kabul edilir ve

veri seti icin uygun bulunurken diger kapula aileleri veri seti i¢in uygun bulunmamustir.
FGM kapula ailesi i¢in Kendall 7 smuirlar1 [-2/9,2/9] araliginda olmasindan dolayr n=2

olmas1 halinde hesaplanan 7 = 0.3244 degeri sinirlari diginda kalir ve burada FGM kapulas1
hesaplanamaz. n=20 olmasi halinde biitiin kapula aileleri i¢in H, yokluk hipotezi kabul
edilir ve veri seti igin uygun bulunur. n =100 olmasi halinde ise biitiin kapula aileleri i¢in

H, yokluk hipotezi red edilir ve veri seti i¢cin uygun bulunmaz. 6x 6 ’lik noktalara ayrilmis

veri seti i¢in biitiin durumlarda ¢aligilan tiim kapula aileleri i¢in H, yokluk hipotezi red

edilir ve veri seti i¢cin uygun bulunmaz. Yapilan simiilasyon c¢alismasinda n’nin kiiciik
degerleri i¢in min-max-kapulasinin iyi sonuglar verdigi, n =20 olmasi halinde biitiin kapula
ailelerinin birbirine benzer sonuglar vererek veri setine uygun oldugu, n ’nin biiyiik degerleri
icin ise hem min-max-kapulasinin hem de diger kapula ailelerinin veriye uygun olmadigi
tespit edilmistir. En kiiclik ve en biiyiik sira istatistikleri ¢iftleri arasindaki bagimlilik
yapisinin incelenmesinde min-max-kapulasinin diger kapula ailelerinine gore daha iyi
sonuglar verdigi fakat n’nin kiiciik degerleri i¢cin daha elverisli oldugu simiilasyonla
gosterilmistir. 1000 6rnek c¢ekilerek yapilan caligmada veri seti 6x6’°hik noktalara
ayrildiginda biitiin kapula aileleri veri setine uygun bulunmamistir. Dolayistyla 1000 6rnek

cap1 i¢in veriyi 4 x4 ‘likk ¢eyrekliklere ayirmanin daha iyi sonuglar verdigi sdylenebilir.
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Dolati ve Ubeda-Flores (2009) tarafindan 6nerilen sira istatistiklerinin marjinal dagilimlar1
ile elde edilmis kapulanin ¢arpim kapulasi ile dogrusal bir kombinasyonu olusturularak yeni
bir karma kapula elde edilmistir. Elde edilen yeni karma kapulanin bilinen 6nemli
kapulalarla iligkileri, simetri yapisi, siralama Ozelligi, kadran bagimliligi, uyumu ve
Kendall’imn 7 ’su ve Spearman’in p ’su i¢in yeni smirlar1 elde edilmistir. Negatif kadran
bagimli oldugu ispatlanan yeni karma kapula FGM kapulasina uygulanmistir. FGM
kapulasmin yeni formu i¢in Kendall’in 7 ’su ve Spearman’in p ’su hesaplanmistir. FGM

kapulasi i¢in Kendall’in 7 ’su ve Spearman’m p ’su sirastyla [-2/9,2/9] ve [-1/3,1/3]

degerleriyle smirliyken yeni form i¢cin Kendall’in z’su ve Spearman’in p ’su sirasiyla

[0, 513, 0] ve [-0,3492517, Q] araliklarinda bulunarak negatif yonde daha giicli bir

bagimlilik yapis1 elde edilmistir.

FGM kapulasimin yeni formu parametre sinirlarini agsmayacak sekilde farkl alfa olasiliklar
ile negatif korelasyona uygun olan kapulalar ile karsilagtirilmistir. Bunlar FGM kapulasi,
Gaussian kapulasi ve Frank kapulasidir. Burada modele en uygun kapulay1 bulmak igin AIC

ve BIC kullanilmastir.

Kendall’m 7 ’su 7 =-0,0476 oldugunda, en kii¢ciik AIC ve BIC degerine sahip kapula,
a =0,4 oldugunda yeni FGM kapulasi bulunmustur, dolayisiyla en uygun kapula olarak
belirlenir. Daha sonra Gaussian kapula, FGM kapula, & =0,2 oldugunda yeni FGM kapula
ve son olarak en zayif kapula Frank kapulasi olarak tespit edilmistir. Burada « =0,4 iken

yeni FGM kapulasi, FGM kapuladan daha iyi sonu¢ vermistir.

Kendall’m 7 ’su 7=-0,1144 oldugunda, en kii¢ilk AIC ve BIC degerine sahip kapula
a=0,4 oldugunda yeni FGM kapulasidir, dolayisiyla en uygun kapula olarak belirlenir.
Daha sonra Frank kapulasi, FGM kapula, & =0,6 oldugunda yeni FGM kapula, Gaussian
kapula ve son olarak en zayif kapula o =0,9 oldugunda yeni FGM kapula olarak tespit
edilmistir. Burada alfa olasilig1 arttikga yeni FGM kapula i¢in sonuglar kotiilesmistir. Yeni
FGM kapulas1 o =0,4 oldugunda, FGM kapuladan daha iyi sonug¢ vermistir.

Kendall’in 7 ’su 7 =-0,2100 oldugunda en kiiciik AIC ve BIC degerine sahip kapula
Gaussian kapulasi bulunmustur, dolayisiyla en uygun kapula olarak belirlenir. Daha sonra

Frank kapulasi, o =0,7 oldugunda yeni FGM kapula, = 0,8 oldugunda yeni FGM kapula,
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a=0,9 oldugunda yeni FGM kapula ve son olarak en zayif kapula FGM kapula olarak
tespit edilir. Burada yine alfa olasilig1 arttik¢a yeni FGM kapula i¢in sonuglar kotiilesmistir.

Ayrica yeni FGM kapulasi tiim durumlarda FGM kapulasindan daha iyi bulunmustur.

Kendall’in 7 ’su 7 =-0,2561 iken FGM kapulasinin parametre araligi [-1,1] ve Kendall =
degeri [-2/9,2/9] degerleri arasinda oldugu i¢in burada kullanilamaz. Dikkat edilmelidir ki
yeni FGM kapulasi negatif korelasyonda daha yiiksek sinirlara sahip oldugu i¢in belirli alfa
olasilik degerlerinde parametre degeri [-1,1] olacak sekilde kullanilmaya devam
edilebilmistir. Burada en kiigik AIC ve BIC degerine sahip kapula Gaussian kapulasi
bulunmustur, dolayisiyla en uygun kapula olarak belirlenir. Daha sonra Frank kapulasi,
a = 0,8 oldugunda yeni FGM kapula ve son olarak en zayif kapula « =0,9 oldugunda yeni
FGM kapula olarak tespit edilir. Yine burada alfa olasilig1 arttikca yeni FGM kapula i¢in

sonuglar kotiilesmistir.

Kendall’m z’su 7=-0,3087 oldugunda, FGM kapulas1 yine parametre smirmin disinda
oldugu i¢in kullanilamamistir. Burada en kiicik AIC ve BIC degerine sahip kapula
Gaussian kapulasi bulunmustur, dolayisiyla en uygun kapula olarak belirlenir. Daha sonra
a =0,9 oldugunda yeni FGM kapula ve son olarak en zayif kapula Frank kapulasi olarak

tespit edilmistir.

Son olarak Gaussian, Frank, FGM ve yeni FGM kapulasindan rastgele degisken tiretilerek
sacilim grafikleri elde edilmistir. Grafikler incelendiginde yeni FGM kapulasindan elde
edilen (u,v) ciftlerinin negatif bagimhlig1 diger kapulalara gore daha gii¢li bir sekilde
yansittigi, 6zellikle Kendall 7 *nun mutlak degerce kiiciik degerleri i¢in giiclii bir bagimlilik

gosterdigi tespit edilmistir.

FGM kapulasinin yeni olusturulan formu i¢in degiskenler arasinda negatif korelasyon s6z
konusu oldugunda mutlak degerce kiiciik korelasyonlarda karsilastirmada kullanilan
kapulalardan daha iyi sonug verdigi bir ok durumda da FGM kapulasindan daha iyi sonug
verdigi tespit edilmistir. Negatif korelasyonlar mutlak degerce arttiginda yeni FGM
kapulasinin kiiciik alfa olasiliklarinda daha iyi sonuglar verdigi, alfa olasilig1 arttik¢a
sonuglarin kotiilestigi tespit edilmistir. Yeni karma kapula negatif kadran bagimli oldugu
icin FGM kapulasina uygulandig1 zaman korelasyonu negatif yonde gii¢clendirmistir ve FGM

kapulasina gore mutlak degerce daha yiiksek korelasyonlarda kullanilabilmektedir.
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Dolayistyla FGM kapulasinin yeni formu degiskenler arasinda negatif bagimlilik s6z konusu

oldugunda kullanilmak iizere 6nerilmektedir.
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