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OZET

Bu ¢alisma ii¢ boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde ideal topolojik uzaylarda

tamimlanan baz kiime ¢esitleri ve ozellikleri incelenip, yorumlandi.

ikinci béliimde, ilk olarak Di(c, 8,)-kiime ve &-pre-lI-acik kiime olarak

adlandirilan kiimeler, ikinci olarak &*-t-kiime ve &*-B-kiime olarak adlandirilan
kiimeler tammmlanip o6zellikleri incelendi ve diger kiime cesitleri ile baglantilar

orneklerle ele alindi.

Uciincii  boliimde  siirekliligin yeni dagihmlar1 elde edildi. Bunun icin

D;(c, 8,)-siireklilik, &-I-almost siireklilik ve 8"-B-siireklilik kavramlar1 tanimlanip

siirekliligin iki yeni dagilim elde edildi.

Anahtar  Kelimler:  Dy(c, 8,)-kiime, 8-pre-I-agck  kiime,  8"-B-kiime,
Dj(c, 8;)-siireklilik, &-I-almost siireklilik
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Teria fnoilince Ady A RESEARCH OF GENERALIZED CONTINUITY IN IDEAL
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SUMMARY

This study consists of three parts. In the first part, some types of sets that are
defined in ideal topological spaces and their features were researched and interpreted.

In the second part , firstly the sets called Dl(c, 8p)-set and &-pre-I-set were

identified, secondly the features of the sets called 8*-t-set and &*-B-set were researched

and the connections with the other types of sets were examplified.

In the third part the new decompositions of continuity were obtained. For this
purpose two new decompositions of continuity defining D,(c, 8p)-continuity, 8-I-almost

continuity and &*-B-continuity were obtained.

Key Words: Dy(c,8,) set, 8-pre-I-open set, 8*-B-set, Dy(c,8,) continuity,

§-I-almost continuity

Vi






iCINDEKILER

Sayfa No
BilimMSEl EIK SAYTAST 1.vviviiiiiitiiieiiitiiieiste sttt sttt ettt ettt b bt n et en et ii
TZ KADUI FOMMU ... iii
(0T T N 1c) <1 o iv
O1ZEL oottt ettt a ettt et n et a et st sn et en e \
SUMIMEIY .ttt b r e h e e e b bR R b e e bt e s e st Rt AR e Rt e b e s e b n e Rt s bt eb e et e e e nnens vi
TOINACKILET. . ..ot vii
(€515 T ST OU PP OTPTRON 1
BIRINCI BOLUM -IDEAL TOPOLOJIK UZAY VE
IDEAL TOPOLOJIK UZAYDA VERILEN BAZI KUME
CESITLERININ INCELENMESI .. etttuuiiitiuiriiuireruieeeeineretnnesrtnneesessmmeensssernnssssnnsssssn. 2
1. 1. Ideal Topolojik UzZay............coeuiiii e, 2
1. 2. Ideal Topolojik Uzaylarda Baz1 Kiime Cesitleri ve Ozellikleri........................ceeevnennnn. 5
1.3. §-t-Kiime, §-B-Kime Ve OZEIIKIEIT ....vcvevevieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee et seeeeeteeseeeeeesstsseeeeeeeseseeeneens 12

IKINCi BOLUM- D/(c, 8,)-KUME, 8-PRE-I-ACIK KUME, 6*-t-KUME VE §"-B-KUME ....... 13

2. 1. D;(c, 6,)-Kiime ve OZEIHKIETT. . ..., 13
2. 2. 8-Pre-I-Acik Kiime ve OzelliKICTi. ... .....oouiie it 18
2.3.6*-t-Kiime, 6*-B-Kime ve OzelliKICri. .. . ovneeine e, 30
UCUNCU BOLUM-SUREKLILIGIN IDEAL TOPOLOJiK UZAYLARDA DAGILIML.............. 34
3.1.D/(c, Sp)—Siireklilik, &-1-Almost Siireklilik ve §*-B-Siireklilik ..............cocoeviiiiii 34
3. 2. Ideal Topolojik Uzaylarda Siirekliligin Dagilimi ..................ccoooiiiiiiiiiiiiiiiiee e, 44
SONUG V& OMETIIET .. .o, 49
KAYNAKGA ... e ettt e e e e 50
OZGEOIMIS. ... e, 52

Vii






GIRIS

1933 yilinda Kuratowski (Kuratowski, 1933), ideal kavrami yardimiyla bir
topolojik uzayda lokal fonksiyon tanimini vermistir ve bu fonksiyonun 6zelliklerini
incelemistir. Ardindan 1945 yilinda Vaidyanathaswamy (Vaidyanathaswamy, 1945:
51-61) lokal fonksiyon kavramindan yararlanarak bir kapanis islemi tanimlamistir ve
kapanis islemi ile elde ettigi kapali kiimelerden yeni bir topoloji olusturmustur. 1964
yilinda Hayashi (Hayashi, 1964: 205-215) kendi adimi verdigi yeni bir uzay
tamimlamigtir. Daha sonra 1975 yilinda Samuels (Samuels, 1975: 409-416) idealleri
degistirmek suretiyle yeni arastirmalar yapmistir. Jankovi¢ ve Hamlet (Jankovi¢ ve
Hamlet, 1990: 295-310) lokal fonksiyon kavrami ile ilgili o zamana kadar yapilan
tim ¢alismalar1 ayrintili bir sekilde incelemislerdir ve bu kavramla ilgili yeni
ozellikler elde etmislerdir. En genel anlamda, bir f fonksiyonunun siirekliligi

literatiirde soyle ifade edilir:

(X,7) ve (Y, @) topolojik uzaylar ile f:(X,t) = (Y, @) fonksiyonu verilsin.
Eger bir x € Xnoktasi ve f(x) noktasinin her V cY komsulugu igin
f(U) c Volacak sekilde x noktasinin bir U komsulugu varsa, f fonksiyonuna
x noktasinda siireklidir denir. Eger f fonksiyonu her x € X noktasinda siirekli ise, bu

takdirde f fonksiyonuna stireklidir denir.

Genellestirilmis stireklilik kavramlar1 iizerine yapilan ilk temel c¢alismalar
Fomin (Fomin, 1943: 471-480) tarafindan 1943 yilinda tanimlanan 6-siireklilik ile
baglamistir. Sonra 1961 yilinda Levine (Levine, 1961) zayif siireklilik kavramini
tanimlamistir. Buna gore her siirekli fonksiyon 6-stirekli ve zayif stireklidir, fakat

tersi her zaman dogru degildir. Ayrica her 6-siirekli fonksiyon zayif siireklidir.

1990 yilinda Jankovi¢ ve Hamlet (Jankovi¢ ve Hamlet, 1990: 295-310)
X kiimesi iizerinde bir I ideali ve bir t topolojisi yardimiyla elde edilen ideal
topolojik uzayda [-agik kiime kavramini tanimlamiglardir. Bu ¢alismadan sonra
almost-I-agik, a-I-agik, semi-I-agik, fB-I-a¢ik kiime kavramlari elde edilmis ve

strekliligin ~ yeni  dagilimlart  elde edilmistir. Bu c¢alismanin  amaci



§-1-almost-siireklilik, D;(c, 8, )-siireklilik ve  §*-B-siireklilik ~ kavramlarindan

yararlanarak siirekliligin yeni dagilimlarini elde etmektir.

1. BOLUM

IDEAL TOPOLOJIK UZAY VE IDEAL TOPOLOJIK UZAYDA
VERILEN BAZI KUME CESITLERININ INCELENMESI

Bu béliimde, ¢alisma igin gerekli olan bazi temel kavramlar ile genellestirilmis

kiimeleri incelenecektir.
1. 1. ideal Topolojik Uzay
1. 1. 1. Tanmim (Kuratowski, 1933)

Bos olmayan bir X kiimesi verilsin. P(X) kuvvet kiimesi olmak {izere, bos

olmayan bir I ¢ P(X) ailesi,
a)AelveBcAise,Bel
b)A,Belise,(AUB) €I

sartlarini sagliyorsa, bu takdirde / ailesine, X kiimesi iizerinde ideal denir.
1. 1. 2. Tanmim (Kuratowski, 1933)

(X,7) topolojik uzay1 ve bir A € X kiimesi verilsin. Ayrica I ailesi, X kiimesi
tizerinde bir ideal olsun. Bu takdirde, A*(I,7) ={x € X | VU € N igin, UN A & I}
kiimesine, A kiimesinin / ideali ve 7 topolojisine bagli lokal fonksiyonu denir. Bu
caligmada, karigiklia neden olmadikga, A*(I,7) gosterimi yerine, A* gosterimi

kullanilacaktir.

(X,7) topolojik uzay olsun. X kiimesi tizerinde bir [ ideali ve A,B c X

kiimeleri verilsin. Bu takdirde, asagidaki 6zellikler saglanir.



a) Eger Ac Bise, A* c B*
b)A*=(A")" c A~

c) (4)* c A4

d)(AUuB)"=A"UB"

e) (AN B)* c A*n B*

f)EgerU et ise, UNA" c (UNA)"

Vaidyanathaswamy (Vaidyanathaswamy, 1945: 51-61) herhangi bir A c X alt
kiimesi i¢in, A" = A U A" seklinde tanimlanan CI*: P(X) — P(X) fonksiyonunun,

Kuratowski kapanis aksiyomlarini sagladigini géstermistir.
1. 1. 3. Tamim (Jankovi¢ ve Hamlet, 1990: 295-310)

(X, 1) topolojik uzayr ve X kiimesi tizerinde bir I ideali verilsin. I ideali ile
birlikte verilen (X,7) topolojik uzayma, ideal topolojik uzay denir ve

(X, 7, 1) seklinde gosterilir.
1.1. 4. Tamim (Vaidyanathaswamy,1960)

(X, 1) topolojik uzay1 ve X kiimesi tizerinde bir I ideali verilsin. Bu takdirde,
() ={UcX | (X = U)™ = (X — U)} seklinde tanimlanan 7" (/) ailesi X kiimesi
tizerinde bir topoloji belirtir. Bu topoloji T topolojisinden daha ince bir topolojidir.
Jankovi¢ ve Hamlett(Jankovi¢ ve Hamlet, 1990: 295-310), minimal ideal I = {@} ile

maksimal ideali I = P(X) kullanarak asagidaki sonuca ulagsmislardir.
(1)1 ={@}igcin A* =A ve A = A""oldugundan, T°(I) =1

(2) 1 = P(X)ig¢in A" = @ ve A = A”*oldugundan, t*(I) = P(X)



Ayrica, tanimlanabilecek diger idealler bu iki ideal arasinda yer aldigindan,
(1) ve (2) sonuglarindan faydalanarak o ideallere karsilik gelen 7*(I) topolojileri ile

ilgili asagidaki bagintinin bulunmasi agiktir.

(X,7) topolojik uzayr verilsin. X kiimesi tizerindeki her [ ideali igin,

{9} c I c P(X) oldugundan, T = *({9}) c =°(I) c t*(P(X)) = P(X) elde edilir.

t*(I) c t*(J) bagntis1  bulunur. 7*(I) topolojisinin topoloji taban1 da soyle

verilmistir.
1. 1. 5. Tamim (Vaidyanathaswamy,1960)

(X, 7) topolojik uzay1 ve X kiimesi tizerinde bir I ideali verilsin. Bu takdirde,
U, ) ={U\1I | U c 1,1 € I}ailesi, (1) topolojisi i¢in bir tabandir.

Ideal topolojik uzaylarda yapilan ¢alismalar neticesinde bazi 6zel uzaylarin

tanimlanmasi da saglanmistir. Bu uzaylarin bazilar1 asagida ele alinmistir.
1. 1. 6. Tanim (Samuels, 1975: 409-416)

(X,7,1) ideal topolojik uzaymnda T N1 = {@} ise, bu takdirde (X,7,I) ideal

topolojik uzayma Samuels uzay: denir.

1. 1. 7. Tamm (Hayashi, 1964: 205-215)

(X,7,1) ideal topolojik uzay: verilsin. Eger X = X* ise bu takdirde (X,t,I)

ideal topolojik uzayina Hayashi uzayi denir.

Jankovi¢ ve Hamlett (Jankovi¢ ve Hamlet, 1990: 295-310) Hayashi uzayi ile
Samuels uzayr kavramlarinin ¢akisik oldugunu gostermislerdir ve bu iki kavrami,
Hayashi-Samuels uzayi olarak adlandirmislardir. Ayrica, bu uzay: karakterize eden

bazi 6zellikleri de asagidaki gibi elde etmislerdir.



1. 1. 1. Onerme (Jankovié¢ ve Hamlet, 1990: 295-310)

(X, 1) topolojik uzay1 ve X kiimesi tizerinde bir I ideali verilsin. Bu takdirde,

asagidaki 6zellikler birbirine denktir.
aX=Xx"
b)tnI={¢}
c) Her U € 1 kiimesi igin, U c U*
1. 2. ideal Topolojik Uzaylarda Baz1 Kiime Cesitleri ve Ozellikleri

Bu kesimde, literatiirde (X, t) topolojik uzayinda ve (X, t,I) ideal topolojik

uzayinda tanimlanan bazi kiime ¢esitleri incelenip yorumlanacaktir.
1.2.1. Tanim
(X, 7) topolojik uzay1 ve herhangi bir A € X kiimesi verilsin.
a) A c ((A")7)" ise, A kiimesine a-acik kiime(Njastad, 1965: 961-970),
b) A c (A")~ ise, A kiimesine semi-agik kiime (Levine, 1963: 36-41),
c) A c (A7)’ ise, A kiimesine pre-acik kiime (Mashhour, 1982: 47-53 ),

d) A c ((A7)")" ise, A kiimesine $-agik kiime (Abd E.M. El-Deeb, Mahmoud,
1983: 77-90) denir.

(X, ) topolojik uzayinda verilen yukaridaki tanimda gecen kiime gesitleri,

benzer sekilde (X, 7, 1) ideal topolojik uzayinda asagidaki tanimda verilmistir.
1. 2. 2. Tanim

(X, t,1) ideal topolojik uzay1 ve herhangi bir A € X kiimesi verilsin.



a) Ac ((A)™) ise, A kiimesine a-I-agik kiime (Hatir ve Noiri, 2002:
341-349),

b)Ac (A"~ ise, A kiimesine semi-I-a¢ik kiime (Hatir ve Noiri, 2002:
341-349),

c) Ac (A7) ise, A kiimesine pre-I-acik kiime (Dontchev ve Przemski, 1996),

d)A c ((A7)") ise, A kiimesine p-I-agik kiime (Hatir ve Noiri, 2002:
341-349) denir.

Przemski, (Przemski, 1993: 93-98) Dontchev ve Przemski (Dontchev ve
Przemski, 1996: 109-120) asagidaki kiime g¢esitlerini tanimlayip bu kiimelerden
yararlanarak acik bir kiimenin dolayisiyla siirekliligin yeni dagilimlarini elde

etmislerdir.
1.2. 3. Tanim
(X, 7) topolojik uzay1 ve herhangi bir A c X alt kiimesi verilsin. Eger,
a) A" = ((4)7) ise, A kilmesine D (c, )-kiime (Przemski, 1993: 93-98)
b) A" =An (A") ise, A kiimesine D(c, s)-kiime (Przemski, 1993: 93-98)
c) A" =An (A7) ise, Akiimesine D(c,p)-kiime (Przemski, 1993: 93-98)

d)An((A)7) =An (A7) ise, A kiimesine D(a,p)-kiime (Przemski, 1993:
93-98)

e) A"=An((A7)") ise, A kiimesine D(c, f)-kiime (Dontchev ve Przemski,
1996: 109-120)

) An((A)) =4An ((A7)) ise, A kiimesine D(a,p)-kiime denir.
(Dontchev ve Przemski, 1996: 109-120)



1. 2. 4. Tamim (Veli¢ko, 1968: 103-118)

(X, 7) topolojik uzay1 ve bir A c X alt kiimesi verilsin.
a) A = (A7)’ ise, A kiimesine regiiler agik

b) A = (A")~ ise, A kiimesine regiiler kapali denir.

1. 2. 5. Tamm (Veli¢ko, 1968: 103-118)

(X, 7) topolojik uzay1 ve bir A € X alt kiimesi verilsin. Vx € A noktasi igin,
X € G C A olacak sekilde bir regiiler a¢ik G kiimesi varsa A kiimesine §-agik kiime
denir. §-acik kiimenin tiimleyeni §-kapalidir. x noktasini ihtiva eden her U agik
kiimesi icin eger (U™) N A # @ ise, x € X noktas1 A kiimesinin §-kapanis noktasi
olarak adlandirilir. Biitiin §-kapanis noktalarinin kiimesi A kiimesinin §-kapanigini
olusturur ve A~% seklinde gosterilir. A kiimesinin 8-i¢i ise, A kiimesinin ihtiva ettigi
X’deki biitiin regiiler agik kiimelerin birlesimidir ve A% seklinde gosterilir. Eger

A% = Alise, A kiimesi §-aciktir.

S

6-acik kiimeler bir topoloji olusturur. Bu topoloji 7° ile gosterilir. Bu

topolojiye gore her §-agik kiime agik bir kiime oldugundan, téczct* elde edilir.
1. 2. 1. Onerme (Veli¢ko, 1968: 103-118)

(X, ) topolojik uzay1 ve A, B c X alt kiimesi verilsin. Bu durumda asagidaki

ozellikler saglanir.
a)A" c A~
b)Ac Bise, A7 ¢ B~
)(ANB) % cAdnBS

d)(AUB)®=4"%uUBd



1. 2. 2. Onerme (Veli¢ko, 1968: 103-118)

(X, 7) topolojik uzay1 ve A c X alt kiimesi verilsin.
a) Aacikise, A% = A~

b) A kapali ise, A% = A’dir.

Veli¢ko tarafindan verilen &-acik kiimelerden daha zayif kiime ¢esitleri
asagidaki gibi verilmistir.

1.2.6. Tanim
(X, 7,1) ideal topolojik uzayi ve A c X kiimesi verilsin.

a) A c (A7%)" ise, A kiimesine §-pre-acik kiime (Raychaudhuri ve Mukherjee,
1993)

b) Ac((A™%))ise, A kiimesine §-B-agik kiime(Hatir ve Noiri, 2009:
205-211)

c) Ac ((A7%)")™ ise, A kiimesine B*-I-agik kiime denir.(Ekici ve Noiri,
2009: 165-177)

6-kapanis tanimindan yararlanilarak asagidaki kiime cesitleri elde edilmistir.
1. 2. 7. Tamim (Przemski, 1993: 93-98)

(X, 7) topolojik uzay1 ve A € X kiimesi verilsin.

a) A" = An (A7%) ise, A kiimesine D(c, §,)-kiime,

b) A" = An ((A7%)")" ise, A kiimesine D(c, §g)-kiime,

) AN ((A)7) = An(A7%) ise, A kiimesine D(a, 8,)-kiime,

d) AN ((A)7) = AN ((A7%)") ise, A kiimesine D (a, 8)-kiime denir.



Przemski’nin verdigi tanmimlardan yararlanilarak ideal topolojik uzayinda

asagidaki tanimlar elde edilmistir.
1. 2. 8. Tanmim (Hatir, 2002: 57-62)
(X,7,I) ideal topolojik uzay1 ve A c X alt kiimesi verilsin. Eger,
a)A"=An (A7) ise, A kiimesine D;(c, p)-kiime
b) A" = An ((A)™) ise, A kiimesine D;(c, a)-kiime
A" =A4n (Ao)_* ise, A kiimesine D, (c, s)-kiime
d) A’ =An (47)) ise, A kiimesine D;(c, §)-kiime denir.
1. 2. 3. Onerme (Hatir, 2002: 57-62)
(X, 7,1) ideal topolojik uzayinda asagidaki dzellikler saglanir.

a) Her D(c,p)-kiime, D;(c, p)-kiimedir.
b) Her D(c, a)-kiime, D, (c, a)-kiimedir.
c) Her D(c,s)-kiime, D;(c, s)-kiimedir.
d) Her D(c, B)-kime, D;(c, 8)-kiimedir.

Ispat

a) A kiimesi bir D(c,p)-kiime olsun. Bu durumda A" = A n (47)° esitligi
saglamr. A" c A*UA=A"" oldugundan, A" cANn(A™*) ' =A4An
(A*UA)’ cAn (A" UA) =An (A7) elde edilir. Dolayisiyla, A kiimesi
bir D;(c, p)-kiimedir.

b) A kiimesi bir D(c, a)-kiime olsun. Bu durumda A" = A n ((4")7)" esitligi
saglanir. Lokal fonksiyon ile ilgili &zelliklerden, A" c AN (A)™*)'=4n
(AU cAn((A)) =4  elde edilir. Bu ise A kiimesinin
D;(c, a)-kiime oldugunu gosterir.

c) A kiimesi bir D(c,s)-kiime olsun. Bu durumda A" = AN (A")~ esitligi

saglanir. Lokal fonksiyon ile ilgili &zellikler kullanilarak A € AN
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A =An((A)Y ' UA) AN ((A) UA)=ANn(A) =4 esitligi
elde edilir. Bu ise A kiimesinin D;(c, s)-kiime oldugunu gosterir.

d) A kiimesi bir D(c, §)-kiime olsun. Bu durumda, A" = A n ((47)")~ esitligi
saglanir. Lokal fonksiyon ile ilgili dzelliklerden, A" c An ((A™))™ =
AN((A"UA))Y cAn((A"UA)) = An((A)) =4 esitligi elde

edilir. Bu ise A kiimesinin D;(c, §)-kiime oldugunu gosterir.
1.2.1. Uyan

1. 2. 3. Onermedeki gerektirmelerin tersleri genellikle dogru degildir. Bu
durum (Hatir ve Noiri, 2009: 205-211) asagidaki orneklerle agiklanmistir.

1.2. 1. Ornek

X ={a,b,c,d} kiimesi iizerinde T = {0,X,{a},{b,d},{a b,d}} topolojisi ve
I = {@, {a},{b}, {a,b}} ideali verilsin. A ={a, b} ¢ X kiimesini alalim.
A kiimesi D;(c, p)-kiime, fakat D (c, p)-kiime degildir.

Gergekten A*={a,b}*=0 ve (A7) ={a} oldugundan, A kiimesi
D;(c,p)-kiime, fakat D(c,p)-kiime degildir. Ayrica, A kiimesi, D;(c, f)-kiimedir,
fakat D (c, B)-kiime degildir.

1.2.2. Ornek

X ={a,b,c,d} kimesi ile iizerinde tanimlanan 7 = {(Z),X ,{b}, {c,d},{b,c, d}}
topolojisi ve I ={@,{c}} ideali verilsin. A={a,b} cX kiimesini ele alalim.
A kiimesi D; (¢, a)-kiime, fakat D;(c, s)-kiime degildir. Clinkii
(@A™ = (b} = {b}, vyani, A kimesi D;(c,a)-kiime, fakat
(A = ({b)™ = {a, b} oldugundan, A kiimesi D, (c, s)-kiime degildir.

Buraya kadar incelenen kiimelerden yararlanarak agik bir kiimenin dagilimlar

elde edilmistir.
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1. 2. 1. Teorem (Hatir, 2002: 57-62)
(X, 7,1) ideal topolojik uzay1 ve A c X alt kiimesi verilsin. Bu takdirde,

a) A kiimesinin agik olmasi i¢in gerek ve yeter sart A kiimesinin, hem a-I-agik

hem de D;(c, @)-kiime olmasidir.

b) A kiimesinin acgik olmasi i¢in gerek ve yeter sart A kiimesinin, hem

pre-I-acik hem de D;(c, p)-kiime olmasidir.

c) A kiimesinin agik olmasi i¢in gerek ve yeter sart A kiimesinin, hem

semi-I- agik hem de D, (c, s)-kiime olmasidir.

d) A kiimesinin agik olmasi igin gerek ve yeter sart A kiimesinin, hem S-I-agik

hem de D, (c, #)-kiime olmasidir.
Ispat
=

1. 2. 2. Tanim ve 1. 2. 8. Tanim geregince, her agik kiime a-I-agik, pre-I-acik,
semi-I-agik ve B-I-agiktir. Ayni zamanda her agik kiime D, (c, «), D;(c,p), D;(c, s),

D;(c, B) kiimedir. Fakat bu gerektirmelerin tersleri genellikle dogru degildir.

=

a) A kiimesi a-I-acik ve D;(c, a)-kiime olsun. Bu durumda A c ((4)™)" ve
A =An (A7) olur, Ac ((A)™)" = A" oldugundan, A kiimesi agik
bir kiimedir.

b) A kiimesi pre-I-acik ve D;(c,p)-kiime olsun. Bu durumda A c (47*)" ve
A=AnA olur.Ac An(A™) = A’ oldugundan, A kiimesi acik bir
kiimedir.

c) A kiimesi semi-I-agik ve D;(c, s)-kiime olsun. Bu durumda A c (4")™* ve
A =An(A) " olur. AcAn(A")™* = A" oldugundan, A kiimesi acik

bir kiimedir.
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d) A kiimesi B-I-agik ve D;(c, 8)-kiime olsun. Bu durumda 4 < ((47*)")~ ve
A=An(A) olur.Ac ((A7)")” = A" oldugundan, A kiimesi acik

bir kiimedir.

1. 3. §-t-Kiime, &-B-Kiime ve Ozellikleri

1. 3. 1. Tamim (Hatir ve Noiri, 2006: 281-287)

(X, 1) topolojik uzay1 ve A c X verilsin. Eger,
a) (A7) = A’ ise, A kiimesine t-kiime

b) (A=%)" = A’ ise, A kiimesine §-t-kiime denir.
1. 3. 2. Tanim (Hatir ve Noiri, 2006: 281-287)
(X, 7) topolojik uzayi ve A c X verilsin. Eger,

a) U et ve V kiimesit-kiime olmak tizere, A=UNV ise, A kiimesine

B-kime

b) U € T veV kiimesi §-t-kiime olmak {izere, A=UNV ise , A kiimesine

&-B-kiime denir.
1. 3. 1. Onerme (Hatir ve Noiri, 2006: 281-287)
(X, 7, 1) ideal topolojik uzayinda asagidaki 6zellikler saglanir.
a) Her t-kiime, B-kiimedir.
b) Her §-t-kiime, §-B-kiimedir.
c) Her §-t-kiime, t-kiimedir.

d) Her §-B-kiime, B-kiimedir.
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2. BOLUM

D,(c,8,)-KUME, 8-PRE-I-ACIK KUME, 6*-t-KUME VE §*-B-KUME

Bu béliimde agik bir kiimenin dagilimini elde edebilmek igin, birinci olarak,
D(c, 6,)-kiime tamimindan yararlanilarak D, (c, §,,)-kiime, iKinci olarak §-pre-agik
kiime tanimindan yararlanilarak §-pre-I-acik kiime elde edilmistir. Ugiincii olarak,
6-t-kiime ve §-B-kiime tanimindan yararlanilarak, sirastyla §7*-t-kiime ve

& *-B-kiime tanimlar1 elde edilmistir.
2. 1. Dy(c, 6,)-Kiime ve Ozellikleri

2.1.1. Tanim

(X, 7,1) ideal topolojik uzay1 ve A c X alt kiimesi verilsin. A" = An (47%)*

ise, A kiimesine D;(c, 8,)-kiime denir.

D;(c, 6,)-kiimenin birinci bolimde tanimlanan kiime gesitleriyle baglantis

asagida incelenmistir.
2.1.1. Onerme

(X,7,1) ideal topolojik uzay1 ve A c X alt kimesi verilsin. A kiimesi
D;(c, 6,,)-kiime ise, D(c, 6,,)-kiimedir.

Ispat

A kiimesi D;(c,8,) kiime, yani,An (A7%)* = A" olsun.z*(I) topolojisi 7

topolojisinden ince oldugundan, A" c AN (A™%)" c An (479" = 4" elde edilir.
O halde A kiimesi D(c, 8,,)-kiimedir.

2.1. 1. Uyan

2. 1. 1. Onermedeki gerektirmenin tersi genellikle dogru degildir.
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2.1. 1. Ornek

X ={a,b,c,d} kiimesi iizerinde 7 = {@, X, {a},{b},{a, b},{a, b, d}} topolojisi
ve I ={@,{a}} ideali verilsin, A = {b,c} olsun. A kiimesi D(c,§,)-kiimedir fakat
D;(c, 6,)-kiime degildir.

A% ={b,c,d} ve (A=%)"={b} buradan A" =AnN (A% bulunur ki A

kiimesi D (c, §,)-kiimedir. T* topolojisi
v ={0,X,{a},{b},{a, b}, {a b,d},{b,d},{b, c,d}} olarak bulunur.

(A=%)* ={b,c,d} ve {b}=A"+ AN (A7%)* = {b,c} bulunur ki A kiimesi
D;(c, 6,)-kiime degildir.

2. 1. 2. Tamim (Ozcan, 2006)

(X,7,I) ideal topolojik uzay1r ve AcX alt kimesi verilsin.

A =AnN((A7%)")" ise, A kiimesine Dj(c, 8p)-kiime denir.
2. 1. 2. Uyan

D;(c, 6p)-kime ile D;(c,dép)-kiime birbirinden bagimsizdir. Bu durum

asagidaki orneklerle incelenmistir.
2.1.2. Ornek

X ={a,b,c,d,e} kimesiiizerinde 7 ={0,X,{c},{e} {a} {c e}, {e a},{c a},
{e,c,a},{e, c,d},{e, c,d,a}}topolojisi ve I = {@,{e},{c}, {a},{d},{e, a},{e, c} {a, c}
,{a,d},{e,d},{c,d},{e,c,d} {ac d},{ae d},{a,e c} {a e c,d}} ideali verilsin.
A = {a, b} olsun. A kiimesi D, (c, §z)-kiimedir, fakat D;(c, 6,)-kiime degildir.

A% ={a,b} ve ((A7%)")™* ={a} oldugundan, A" ={a}=An (475~

bulunur ki, A kiimesi D;(c, 6g)-kiimedir. T* topolojisi
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t ={0,X,{c},{e} {a},{c, e}, {e a},{c,a},{e c,a},{e c,d} {e c,d,a}{bc,d e}
{c,d},{c,d,a},{a,b,c,d},{e d} {e d,a},{a,b,d, e}, {a b,c, e} {c b,d} {e b,d},
{b,e,c},{d},{a,d},{a,b,d},{a,b,c},{a, b, e}, {a, b}, {b e} {b, c}, {b d}, {b}}

oldugundan, (47%)* ={a,b}ve {a} =A4" # An (A~%)* = {a, b} bulunur. O halde
A kiimesi D (c, 8,)-kiime degildir.

2.1. 3. Ornek

X ={a,b,c,d, e} kiimesi tizerinde T={(D,X,{c},{a},{a,c},{a,b},{a,b,c}}
topolojisi ve I={@,{a}} ideali verilsin, A={c,d} olsun. A kiimesi

D, (c, 6,)-kiimedir fakat D;(c, 8g)-kiime degildir. Gergekten, " topolojisi

 ={0,X,{c}, {a}, {b},{b, c}{a,c},{a b}, {a b,c},{bcde}} oldugundan,
A ={}=An(A"°%" ={c} bulunur ki, A kiimesi D;(c,38,)-kiimedir. Fakat
((A=%))™ = {c,d, e} oldugundan, {c} = A" # An ((47%)")~ = {c,d} bulunur ki,
A kiimesi D; (¢, 6g)-kiime degildir.

2.1.2. Onerme

Her D;(c, 6,,)-kiime D; (¢, p)-kiimedir.

2. 1. 3. Uyan

2. 1. 2. Onermedeki gerektirmenin tersi genellikle dogru degildir.
2. 1. 4. Ornek

X ={a,b,c,d} kiimesi iizerinde 7 = {(Z), X, {c},{d},{c,d},{a,c, d}} topolojisi
ve I = {@,{c}} ideali verilsin. A = {b,d} olsun. A kiimesi D;(c, p)-kiimedir, fakat
D;(c, 6,)-kiime degildir.
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Gercekten A™* ={a,b,d}, (47*) ={d} ve A ={d} oldugundan,
A =An (A" yani, A kiimesi, D;(c, p)-kiimedir. T* topolojisi

 ={0,X,{d},{c},{c,d},{a d},{a c, d},{a b, d}} oldugundan,
A=% ={a,b,d} ve (A~%)* ={a,b,d} bulunur.

Yine, {d}=A" # An (A7%)* = {b,d} oldugundan, A kiimesi D,(c, §,)-kiime
degildir.

Di(c, Sp)-kﬁmenin D(a,6,) ve D(a,p)-kime ile baglantis1 asagida

incelenmistir.
2.1.3. Onerme
Her D;(c, 6,,)-kiime D(a, &,)-kiimedir.
Ispat

2. 1. 1. Sema geregince her D;(c, 6,)-kiime D(c, 6p)-k1'jmedir. 2. 1. 1. Sema
geregince, her D(c, Sp)-kiime D(a, 6p)-kiimedir. Dolayisiyla her D;(c, 6p)-kiime
D(a, 6,)-kiimedir.

2.1. 4. Onerme
Her D, (c, 6,)-kiime D (a, p)-kiimedir.
Ispat

2. 1. 1. Sema geregince, her D;(c, 8,)-kiime D(c, Sp)-kiimedir. 2. 1. 1. Sema
geregince, her D(c, 6p)-kiime, D(a, p)-kiimedir. Dolayisiyla, her D, (c, 6,)-kiime
D (a, p)-kiimedir.

2.1. 4. Uyan

2. 1. 3. Onerme ve 2. 1. 4. Onermenin tersi dogru degildir.
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2.1.5. Ornek

2. 1. 4. Ornekteki A kiimesi D(a,p)-kiimedir ve D(a,8,)-kiimedir, fakat
D;(c, 6,)-kiime degildir.

Gergekten {d}=AN (A7) =4An(A7% ={d} olur ki A kiimesi
D(a, 6,)-kiimedir. Yine {d} = AN ((A)7) =AN (A7) ={d} olur ki A kiimesi
D(a,p)-kimedir.  Fakat {d}=A"#A4A n (49" = {b,d}  oldugundan,
A kiimesi D, (¢, 8,))-kiime degildir.

2.1.1. Teorem

(X, 7,1) ideal topolojik uzay: verilsin. Eger her a € Ai¢in U, , D,(c, 8,)-kiime
ise, U{Uy : aeA} D,(c, 6,)-kiimedir.

Ispat

Her a€AiginU, = U, n ((U,)~%)*yazabiliriz. Buradan, UgealU, =
Ugea (Ua N (U)™®)™) = Ugea(Ua) N Uaea((Ua)™®)* yardimiyla (UgeaUq)™ =
(UgeaU) N ((UgeaUx)™%)*  elde edilir.  Dolayisiyla, UgeaU,  kiimesi
D;(c, 6p)-kiimedir.

Simdiye kadar bahsedilen kiimeler arasindaki baglantilar (Hatir ve Caldas,

2010: 197-202) incelenmistir.
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2.1.1.Sema
D(c,s) — Dy(c,s)

T > DI(C,5B}_>D(C,5I;) > D(C;ﬁ) __pDI(C!ﬁ)

! v
D(c,a) Di(c,a)
a-acik L » D(a,6p D(a,pB) / /

\ 4
Di(c8,) —* [Dcd)— |DEp) ——> DieD)

N

Semi-agikk — D(a,6p) ——» D(a,p)

<

\

2. 2. 8-Pre-I-Acik Kiime ve Ozellikleri
2. 2. 1. Tammm (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993)

(X,7,I) ideal topolojik uzay1 ve A c X alt kiimesi verilsin. Eger

A c (A% ise, A kiimesine 5-pre-acik kiime denir.
2.2.1. Onerme
Her agik kiime §-pre-agik kiimedir.
Ispat

(X,7,1) ideal topolojik uzayr ve A c X alt kiimesi verilsin. A kiimesi agiksa

A c A" yazilir.

1. 2. 1. (a) Onerme geregince A ¢ A=% oldugundan, A c A" ¢ (47%)"elde
edilir. Dolayistyla A kiimesi §-pre-acik kiimedir.

Agik bir kiimenin dagilimini elde edebilmek i¢in §-pre-agik kiime kavramindan

yararlanilarak asagidaki tanim elde edilmistir.
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2.2.2. Tanim

(X,7,1) ideal topolojik uzayt ve Ac X alt kiimesi verilsin. Eger

Ac (A% ise, Akiimesine §-pre-I-acik kiime denir.
2.2.2. Onerme

(X,7,I) ideal topolojik uzay1 ve A € X alt kiimesi verilsin. Eger A kiimesi

§-pre-agik kiime ise, §-pre-I-agik kiime olur.
Ispat
(1) topolojisi T topolojisinden ince oldugundan sonug agiktir.
2.2.1. Uyan

Asagidaki 6rnekte goriilecegi gibi 2. 2. 2. Onermenin tersi genellikle dogru

degildir.
2.2.1. Ornek

X ={a,b,c,d} kiimesi iizerinde 7 = {@, X, {a},{b},{a, b},{a, b, d}} topolojisi

ve I = {@,{a}} ideali verilsin. A = {b, c} olsun. t* topolojisi
t* ={0,X,{a}, (b}, {a b}, {b,d},{a,b,d}, {b,c,d}} olarak bulunur,

O halde A% ={b,c,d} ve (A=%)* ={b,c,d} oldugundan A c (A%
bulunur. A kiimesi &8-pre-I-agik kiimedir. Fakat (A7%) = {b} ve A ¢ (47%)
oldugundan, A kiimesi §-pre-acik kiime degildir.

2. 2. 3. Onerme

(X,7,1) ideal topolojik uzayr ve A C X alt kiimesi verilsin. Eger A kiimesi

regiiler acik ise, §-pre-I-agik kiimedir.
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Ispat
Regiiler agik kiime agik bir kiime oldugundan, ispat agiktir.

2.2.3. Tanim

(X,7,1) ideal topolojik uzayr ve A c X alt kiimesi verilsin. Eger X — A

kiimesi &-pre-I-agik ise, A kiimesine §-pre-I-kapali denir.
2.2.4. Onerme

(X,7,1) ideal topolojik uzay1r ve A c X alt kiimesinin §-pre-I-kapali olmasi

icin gerek ve yeter sart (4%)™* c A4 olmasidir.
Ispat
=
A kiimesi 6-pre-I-kapali olsun. X — A kiimesi §-pre-I-a¢ik kiimedir yani

X—Ac ((X-A4)%"=X-(4%)"olup,

(A%)™* c A elde edilir.

=

(A%)~* c A olsun. Bu takdirde
X—AcX—-(A%) " =((X—A4)"9H ve

X—Ac((X—A4)"%"olup, X—A kiimesi &-pre-I-agiktir. O halde
A kiimesi 6-pre-I-kapalidir.
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2. 2. 4. Tamim (Mashhour, Abd E.M., El-Deeb, 1982: 47-53)

(X,1,1) ideal topolojik uzay1 ve A c X alt kiimesi verilsin. A* € A ise,

A kiimesine T*-kapali denir.
2.2.5. Onerme

(X,7,1) ideal topolojik uzayr ve A c X alt kiimesi verilsin. A kiimesi

&-pre-1-kapali ve §-agik ise, T*-kapalidir.
Ispat

A kiimesi &-pre-I-kapali olsun. Bu takdirde (4%)™* € A ve aym zamanda
A kiimesi 8-agik oldugundan, A* = (4%)* c 4% U (4%)" = (4%)™* c 4 bulunur.

Dolayisiyla, A kiimesi t*-kapalidir.
2.2.6. Onerme

(X,7,1) ideal topolojik uzayi ve A c X alt kiimesi verilsin. Eger

A c B c A% veB kiimesi §-pre-I-acik ise, A kiimesi de &-pre-I-agiktir.
Ispat

Ac Bc A% bagmtisinda §-kapams alinirsa A4 € B=9 < A% bulunur.
Buradan A%=B% olup, B  kiimesinin  &-pre-I-agitk  olmasindan
Ac Bc (B™%)* = (47%)" elde edilir. Buradan A c (47%)*, yani A kiimesi
&-pre-I-agiktir.

2.2.7. Onerme

(X,t,1I) ideal topolojik uzay1 verilsin, Va € A i¢in, U, kiimeleri §-pre-I-agik
ise, U{U,:a € A} kiimesi de §-pre-I-agiktir.
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Ispat

Va € A igin U, kiimesi §-pre-I-agik olsun. Bu takdirde, U, © ((U,)~%)* olup,
her iki yanmn @ iizerinden birlesimi alinirsa, Ugep Uy € Ugen(Ug) ™)™ €

(UaEA(Ua_(S))*O c ((UaEA Ua)_a)*o ve buradan UaEA Ua c ((UaeA Ua)_s)*o
bulunur. Dolayisiyla, Ugea U, kiimesi §-pre-I-agiktir.

2.2.2. Uyan
Herhangi iki §-pre-I-agik kiimenin kesisimi §-pre-I-agik kiime olmayabilir.
2.2.2. Ornek

X ={a,b,c,d, e} kimesi izerinde T ={@,X,{c}{a},{a c}{a b}, {ab,c}}
topolojisi ve I ={@,{c}}ideali verilsin A ={b,d,e} ve B ={ad, e} kiimeleri
§-pre-I-agik kiime oldugu halde A N B = {d, e} kiimesi §-pre-I-agik kiime degildir.

Gergekten 7* = {(D, X,{c},{a},{a,c},{a,b},{a,b,c}{a,b,d, e}} oldugundan,
A% ={a,b,d,e}, (A% ={a,b,d, e} olup, Ac (47%)* , yani, A kiimesi
&-pre-I-agiktir.

B=% ={a,b,d, e}, (B~%)* ={a,b,d,e} olup, B c (B~%)*, yani, B kiimesi
&-pre-I-agiktir.

AnB={de}, {de}®={de} ve ({de} ¥ =0 oldugundan,
AN B ={d,e} kiimesi §-pre-I-agik degildir.

2.2. 8. Onerme

(X, t,1) ideal topolojik uzayinda asagidaki ifadeler saglanir.

a) Her §-pre-agik kiime, B*-I-a¢ik kiime (Ekici ve Noiri, 2009: 165-177),
b) Her §-pre-agik kiime, §-f-a¢ik kiime (Hatir ve Noiri, 2006: 281-287),

) Her a-agik kiime, §-pre-acik kiime (Raychaudhuri ve Mukherjee: 1993),
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d) Her a-a¢ik kiime, 6- pre-I-agik kiime,
e) Her a-I-agik kiime, §-pre-agik kiime (Raychaudhuri ve Mukherjee: 1993)
f) Her a-I-agik kiime, &-pre-I-agik kiimedir.

2.2.3. Uyan
2. 2. 8. Onermenin tersleri genellikle dogru degildir.

2.2.3. Ornek

X ={a,b,c,d} kiimesi iizerinde T = {9, X,{a},{b},{a, b}, {a b,d}} topolojisi

ve I = {@,{a}} ideali verilsin. A ={b, c} olsun. t* topolojisi
v ={0,X,{a},{b},{a b}, {b,d},{b,c,d},{a b,d}} olarak bulunur.

A kimesi f*-I-agik kiime iken &-pre-agik kiime degildir. Gergekten
A% ={b,c,d}, A ={} ve (A %) *={bcd} oldugundan,
A c ((A=%)")™ olup, A kiimesi f*-I-acik kiimedir, fakat A = {b, c} ¢ {b} = (A7%)°
oldugundan, 4 kiimesi §-pre-agik kiime degildir.

2. 2. 4. Ornek

2. 2. 3. Ornekte verilen A kiimesi, §-f-acik kiimedir, fakat §-pre-agik kiime
degildir. Gergekten A% ={b,c,d}, (47%)°" ={b} ve ((A=®)")~ = {b,c,d} dir.
A={b,c}c{b,c,d}=((A"®)" olup, A kimesi &-B-acik kiimedir, fakat
A ={b,c} ¢ {b} = (A~%)° oldugundan, A kiimesi &-pre-agik kiime degildir.

2.2.5. Ornek

X ={a,b,c} kimesi flizerinde T = {(Z),X, {a},{a, b}, {a, c}} topolojisi  ve
I ={@,{a}} ideali verilsin. A ={b,c} olsun. A kiimesi §-pre-agik kiimedir, fakat
a-agik kiime degildir. Gergekten A7% = X ve A € (47%)" oldugundan, A kiimesi
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5-pre-acik kiimedir. Fakat ((4)7) = @ oldugundan, A kiimesi a-acik kiime
degildir.

2.2.6. Ornek

X ={a,b,c,d,e} kiimesi lizerinde T = {(D, X, {c},{a},{a,c},{a, b}, {a,b, c}}
topolojisi ve I = {@,{c}} ideali verilsin. A = {b,d, e} olsun. t* topolojisi

" = {@, X, {c},{a},{a,c},{a, b}, {a, b,c},{a,b,d, e}} olarak bulunur.

A kiimesi §-pre-I-acik kiimedir fakat a-acik kiime degildir.

Gergekten A% ={a,b,d, e} ve (A=%* ={a,b,d, e} olup,
A={b,d,e} c {a,b,d, e} = (A% oldugundan, A kiimesi 5-pre-I-agik kiimedir.
Fakat ((A")7)" = 0 oldugundan, a-agik kiime degildir.

2.2.7. Ornek

2. 2. 5. Omekte verilen A kiimesi §-pre-agik kiimedir, fakat a-I-agik kiime
degildir. Gergekten A = {b,c},A c (47%)° = X oldugundan, A kiimesi &-pre-agik
kiimedir. Fakat ((A)™*)" = @ oldugundan, A kiimesi a-I-acik kiime degildir.

2. 2. 8. Ornek

2. 2. 6. Ornekte verilen A kiimesi §-pre-I-acik kiimedir, fakat a-I-acik kiime
degildir.  Gergekten A% ={a,b,d,e} ve (479" ={a,b,d,e} olup,
A=1{b,d,e}c{ab,d,e}=(A7%)" oldugundan, A kiimesi &-pre-I-acik kiimedir.
Fakat ((4)™*)" = @ oldugundan, A kiimesi a-I-acik kiime degildir.

2.2.4. Uyan

6- pre-I-agik kiime ile §-fF-agik kiime birbirinden bagimsizdir. Bu durum

asagida orneklerle incelenmistir.
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2.2.9. Ornek

X ={a,b,c,d,e} kiimesi lzerinde T = {(D, X,{c},{a},{a,c},{a b}, {a,b, c}}
topolojisi ve I = {@, {a},{b},{c} {a,c},{b,c}, {a, b}, {a,b, c}} ideali tanimlansin ve
A =1{d,e} olsun. A kiimesi §- pre-I-agik kiimedir, fakat §-f-agik kiime degildir.
Gergekten T* topolojisi

" ={0,X,{c}{a}, {b}.{a,c},{a,b},{b,c},{d, e}, {a,b,c},{a,d,e},{b,d, e},
{c,d,e}, {b,c,d, e}, {a,cd e}, {a b,d,e}} olarak bulunur.

Buradan A% = {d,e},(47%)*" = {d, e} bulunur, A = {d,e}={d,e} = (479"
oldugundan A kiimesi &- pre-I-agik kiimedir. Fakat ((A=%))~ =@ bulunur ki
A={d e} ¢ 0= ((47%") oldugundan A kiimesi §-B-acik kiime degildir.

2.2.10. Ornek

X ={ab,c,d} kimesi iizerinde 7 ={@,X,{b},{c},{b,c}} topolojisi ve
I = {®,{b}} ideali verilsin ve A = {a, b,d} olsun. A kiimesi §-f-agik kiimedir fakat
&- pre-I-agik kiime degidir. t* topolojisi

v ={0,X,{b},{c}, {b, c},{a, c, d}} olarak bulunur.

O halde A% ={a,b,d} ve ((A) ={ab,d} bulunur Ki
A={ab,d}c{ab,d}=((A"%") oldugundan A kiimesi §-f-agik kiimedir.
Fakat (A7%)* = {b} oldugundan A ={a,b,d} ¢ {b} = (A~%)* bulunur Ki
A kiimesi  §- pre-I-agik kiime degildir.

Buraya kadar incelenen kavramlar arasindaki iligkiler asagidaki sema ile

verilmistir.
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2.2.1. Sema

Acik _a-l-agik » semi-I-agik
\a-aglk / > |semi-agik
v
pre-I-agik » [-I-acik
\ \ !
pre-agik » [-acik
v
§-pre-acik » B*-1-agik]
\ \I
6-pre-I-agik » 0-B-agik

2.2.10. Onerme

(X,7,1) ideal topolojik uzay: ve A © X verilsin. Eger U € X ve U € 7% ise,
AnNUcAnU)9 dr.

Ispat

Her x € X icin x € A% n U olsun. x noktasini ihtiva eden her V §-acik kiimesi
icin x €V NU kimesi &-agiktir. Buradan VNUNA =+ @ bulunur, vyani

x € (AN U)~% olup, istenen elde edilir.
2.2.1. Teorem

(X,7,1) ideal topolojik uzayi1 ve A c X verilsin. Eger A kiimesi §-pre-I-agik
ve B kiimesi §-agik ise, A N B kiimesi §-pre-I-agiktir.
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Ispat

Hipotez geregince, A c (A=%)** ve B = B¥ dir. Buradan,

ANB c (49" nB%
(45" n (B®)"
=B nA~%*
c((An B)~%* pulunur.
O halde A N B kiimesi §-pre-I-agiktir.

2.2.11. Ornek

X ={a,b,c,d} kiimesi iizerinde T = {0,X,{b},{a},{a, b}, {a, b,d}} topolojisi
vel = {@, {c}} ideali verilsin. A = {b, c} olsun. t* ve % topolojileri

v ={0,X,{b},{a}, {a,b},{a,b,d}}

% = {0,X,{b},{a}, {a, b}} olarak bulunur.

(A=%)* = {b} olup, A & (A=%)* oldugundan, A kiimesi §-pre-I-agik degildir.
79 topolojisinin elamanlarma bakildiginda, A kiimesinin elemanlarini igeren yalniz X
kiimesi vardir yani A kiimesini elde etmek i¢in §-agik kiime olarak yalniz X kiimesi
ile kesisim islemi yapilabilir, bu durumda X N A = A olmakla beraber A kiimesi
&-pre-I-acik degildir.

O halde A kiimesinin §-ac¢ik ve §-pre-I-acgik iki kiimenin kesisimi seklinde

yazilamadig1 goriliir.

2. 2. 5. Tammm (Jankovi¢ ve Hamlet, 1990: 295-310)

(X,7,1) ideal topolojik uzay ve A c X alt kiimesi verilsin. A {izerindeki alt

uzay topolojisi 7|, seklinde gosterilirse, [j, = {AN 1 | I €1} A iizerindeki idealdir.
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2. 2. 11. Onerme (Jankovié¢ ve Hamlet, 1990: 295-310)

(X, 1,1) ideal topolojik uzay1 ve A, B C X alt kiimeleri verilsin ve B c A olsun.
Bu takdirde B*(t4,14) = B*(z,1) N A dur.

2.2.12. Onerme

(X,7,I) ideal topolojik uzay, Uc X §&-acik alt kiime ve V kiimesi
&-pre-I-acik ise, U NV kiimesi U alt uzayinda §-pre-I-agiktir.
Ispat

Uet® ve V kimesi §-pre-I-agik olsun. Buradan 2. 2. 10. Onermeyi
kullanarak
UnvecldnW=H"=Uun(U"nW=")=W"nV95"v
=WUNUTNV=*v c(UnUNV) O
= (U nV)~%)*v elde edilir ki,
U NV kiimesi U alt uzayinda §-pre-I-agiktir.

Agcik bir kiimenin dagilimini asagidaki teoremle elde edilmistir.
2.2.2. Teorem

(X, 1,1) ideal topolojik uzayinda A kiimesinin agik olmasi i¢in gerek ve yeter

sart A kiimesinin hem §-pre-I-a¢ik hem de D, (¢, §,)-kiime olmasidir.
Ispat
=

Her agik kiime §-pre-I-agik kiime ve D, (c, §,)-kiimedir. A kiimesi agik olsun.
A=A dir. 1. 2. 1. Onerme(a) geregince A ¢ A=% saglamir. 7*(I) topolojisi T
topolojisinden ~ ince  oldugundan, A" < (A7%)° c (47%*  yazlabilir.

A=A" bagmtisinda her iki tarafta (47%)* ile kesisim islemi yapilirsa, yani,
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(A" N4 =An (A7%)" durumunda, A° = AN (A7%)* elde edilir. Dolayisiyla,
A kiimesi Dy (¢, 6,)-kiimedir.

A kiimesi ac¢ik olsun, A c A° dir. Bu takdirde A c A" c (47%)" c (479~
olup, A © (A=%)*", yani, A kiimesi &-pre-I-acik kiimedir.

A kiimesi hem §-pre-I-agik kiime hem de D, (c, §,)-kiime olsun. Bu takdirde
Ac (A" ve A=4A4n(AD"olup, Ac An(A7%)" =A4" elde edilir.
Dolayistyla, A kiimesi agiktir.

2.2.4. Uyan

D;(c, 6,)-kime ve &-pre-I-agik kiime birbirinden bagimsizdir. Bu durum

asagidaki 6rneklerle incelenmistir.
2. 2.12. Ornek

X ={a,b,c,d, e} kiimesi tizerinde T={(D,X,{c},{a},{a,c},{a,b},{a,b,c}}
topolojisi ve I = {@,{c}} ideali verilsin ve A = {c,d} olsun. A kiimesi

D;(c, 6,)-kiimedir fakat §-pre-I-acik kiime degildir. T* topolojisi
TF = {(D, X,{c},{a},{a,c},{a,b},{a,b,c}{a,b,d, e}} olarak bulunur.

O halde A%={cd,e} ve (A ={c}  bulunur ki
{c}=A=A4n(A47%" = {c} yani, A kiimesi D;(c, §,)-kiimedir.

Fakat {c,d} = A ¢ (A7%)*" = {c} oldugundan, A kiimesi &-pre-I-agik kiime
degildir.
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2.2.13. Ornek

X ={a,b,c,d} kiimesi iizerinde 7 = {0,X,{c},{d},{c, d},{a c,d}} topolojisi
ve I ={0,{c}}ideali verilsin. A={b,d} olsun. A kiimesi §-pre-I-agik kiimedir,
fakat D,(c, 8,)-kiime degildir. T* topolojisi

v = {0, X,{c},{d}, {c,d},{a, c,d},{a,d},{a, b, d}} olarak bulunur.
O halde A4A°%={abd} ve (A %" ={abd} bulunur ki

{b,d}=AcC (A_‘S)*o = {a, b, d} oldugundan, A kiimesi §-pre-I-agik kiimedir.

{d}=A#4n (45" ={b,d} oldugundan, A kimesi D;(c,d,)-kiime
degildir.

2. 3. §*-t-Kiime, 6*-B-Kiime ve Ozellikleri

Bu kisimda, agik bir kiimenin yeni bir dagilimimi elde edebilmek igin
6*-t-kime ve &*-B-kiime olarak adlandirilan iki yeni kiime tanimlanmistir.
§*-t-kiime ve §*-B-kiimenin daha once topolojik uzayda verilen t-kiime, B-kiime,

6-t-kiime, §-B-kiime ile aralarindaki iliski incelenmistir.
2.3. 1. Tamim
(X, 7, 1) ideal topolojik uzay1 ve A < X verilsin. Eger,
a) (A=%)*" = A’ ise, A kiimesine §*-t-kiime

b) U € T veV kiimesi §*-t-kiime olmak tizere, A=U NV ise, A kiimesine

&*-B-kiime denir.
2.3.1. Onerme
(X, 7, 1) ideal topolojik uzayinda asagidaki 6zellikler saglanir.

a) Her §*-t-kiime, §*-B-kiimedir.



31

b) Her §*-t-kiime, §-t-kiimedir.
¢) Her §*-B-kiime, §-B-kiimedir.

Ispat

a) Xet ve A kiimesi §*-t-kiime ise, A = AN X oldugundan, A kiimesi
6 *-B-kiimedir.

b) A kiimesi &*-t-kiime ise, (A=%)* = A" olacaktir. Buradan
AcA®'c @AH=4 ve (A% =4 bulunur. Bu ise, A kiimesinin

o-t-kiime olmasidir.

c) A kiimesi §*-B-kime ve X €t ise A =ANX oldugundan, A kiimesi
5*-t-kiimedir. Buradan (b) geregince, A kiimesi &-t-kiimedir. 1. 3. 1. Onerme(b)

geregince A kiimesi §-B-kiimedir.
2.3. 1. Uyan
2. 3. 1. Onerme ile verilen ifadelerin tersleri genellikle dogru degildir.
2.3.1. Ornek

X ={a,b,c,d} kiimesi Uzerinde T={®,X,{b},{c},{b,c}} topolojisi  ve
I={0,{c}} ideali verilsin. A={a,b,d} olsun. A kiimesi &-t-kiimedir, fakat

&*-t-kiime degildir. T topolojisi
t* ={0,X,{b},{c},{b,c},{a, b, d}} olarak bulunur.

O halde A=% ={a,b,d} ve {b} = A" = (47%)" = {b} oldugundan, A kiimesi
§-t-kiimedir.

Fakat {b}=A"# (A~%)* ={a,b,d} oldugundan, A kiimesi &*-t-kiime
degildir. Ayn1 zamanda A kiimesi §-B-kiime, fakat §*-B-kiime degildir.
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2.3.2. Ornek

X ={a,b,c,d} kiimesi iizerinde T = {0, X, {a}, {b}, {a, b}, {a, b, d}} topolojisive
I1={0,{a}} ideali verilsin. A={ab} olsun. {ab}=4# @A "=X
oldugundan, A kiimesi §*-t-kiime degildir. Fakat A = A N X oldugundan A € 7 ve
(X=%)* = X" bulunur ki A kiimesi &*-B-kiimedir.

2. 3. Kisimda incelenen kiimeler arasindaki bagimntilar asagidaki sema ile

verilmistir.

2. 3. 1. Sema

60"-B-kime — 3 §-B-kime — 5 B-kiime

T T T

0" -t-kiime t-kiime

, O-t-kiime .

2.3.2. Onerme
(X, t,1) ideal topolojik uzayindaki &*-t-kiimelerin kesisimi yine §*-t-kiimedir.
Ispat

A ve B &*-t-kiimeleri verilsin. A" = (47%)* ve B = (B~%)"geregince,

kesisimleri alinirsa,

AnB)Y < (AnB)®) c (A°nB" = (4% n B =
A'NnB" = (ANnB)" olur. Buradan

((An B)“s)*o = (AN B) bulunur. O halde A N B kiimesi &§*-t-kiimedir.
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2.3. 2. Uyan

(X, t,1) ideal topolojik uzaymnda &*-B-kiime kavrami ile §-pre-I-agik kiime

kavramlari birbirinden bagimsizdir.
2.3. 3. Ornek

X ={ab,c,d e} kimesi iizerinde T = {@,X,{c},{a},{a c},{a b}, {a b,c}}
topolojisi ve I = {@,{c}} ideali verilsin. A = {b,d, e} olsun. A kiimesi 5-pre-I-acik
kiimedir, fakat §*-B-kiime degildir. t* topolojisi

={0,X,{c},{a},{a c},{a b}, {a b, c},{a b,d, e}} olarak bulunur.

Ohalde A=% = {a,b,d, e} ve (A=%)* = {a, b, d, e} oldugundan, A c (A=%)",

yani, A kiimesi §-pre-I-agik kiimedir.

Fakat @ = {b,d,e} # (A~%)* = {a, b, d, e} oldugundan, A kiimesi &*-t-kiime
degildir. Boylece A kiimesi §*-B-kiime degildir.

2. 3. 4. Ornek

X ={a,b,c,d,e} kimesi tlizerinde 7 = {@,X, {c},{a},{a,c},{a, b}, {a,b, c}}
topolojisi ve I = {@, {c}} ideali verilsin ve A = {c, d} olsun. A kiimesi §*-B-kiimedir,

fakat §-pre-I-acik kiime degildir. Gergekten
* ={0,X,{c},{a}, {a, c},{a b}, {a b, c}{a b, d, e}} oldugundan,

A% ={c,d,e} ve (A73)* = {c} bulunur. O halde {c}=A4"= (47%)" = {c}
yani, A kiimesi §*-t-kiimedir. 2. 3. 1. Onerme geregince, her §*-t-kiime &*-B-kiime

oldugu icin, A kiimesi de §*-B-kiimedir.

Fakat {c,d} = A ¢ (A=®)* = {c} oldugundan, A kiimesi §-pre-I-agik kiime
degildir.

Acik bir kiimenin yeni bir dagilimi agagidaki 6nerme ile verilmistir.
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2. 3. 3. Onerme

(X,t,1) ideal topolojik uzayinda A € X kiimesi verilsin. A kiimesinin agik
olmasi i¢in gerek ve yeter sart A kiimesinin hem &-pre-I-acik kiime hem de

0 *-B-kiime olmasidir.
Ispat

=
A kiimesi §-pre-I-agik ve §*-B-kiime olsun. Buradan, §*-B-kiime tanimindan,
V kiimesi §*-t-kiime ve U € t olmak ilizere A = U NV olur. Yine, A kiimesi ayni
zamanda §-pre-I-acik oldugundan,
AcAH* =NV D" cWUnV=H"=wW""nV’
A=UnV=UnUnV)cUn U "NV elde edilir.
U'cU% cW%" ve U n WU =U" geregince,

A=UnV=UnUnV)cUn@H*nV)=0'nV" =4 yani,

A kiimesi agiktir.

= A kiimesi agik ise §-pre-I-acik kiimedir (2. 2. 2. Teorem). Ayni zamanda
A = AN X geregince A kiimesi §*-B-kiimedir.

3. BOLUM

SUREKLILIGIN DAGILIMI

3. 1. D4(c, 8,)-Siireklilik, 8-I-Almost Siireklilik ve §*-B-Siireklilik

Ikinci boliimde incelenen kiimeler yardimiyla, genellestirilmis siirekli
fonksiyonlar elde etmek miimkiindiir. Bu boliimde, calisma i¢in gerekli
genellestirilmis stirekli fonksiyon cesitleri incelenip, siirekli fonksiyonlarin iki yeni
dagilimi elde edilmistir. Bunun igin §-/-almost siireklilik, D;(c, 8,)-stireklilik ve
&"-B-siireklilik kavramlar1 tanimlanmistir. Daha once elde edilmis genellestirilmis

stireklilik kavramlarinin tanimlar1 listeler halinde verilmistir.
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3.1.1. Tanim

fi(X,7t) > (Y,0) fonksiyonu verilsin. Eger (Y,0) topolojik uzaymin her

V € o agik kiimesi igin, f ~1(V) kiimesi (X, T) topolojik uzayinda,

a)
b)
c)

d)
e)

f)

9)

Agik ise, f fonksiyonu siirekli

a-acik ise, f fonksiyonu a-siirekli (Dontchev ve Przemski, 1996)

pre-acik ise, f fonksiyonu pre-siirekli (Mashhour, Abd E.M. , El-Deeb,
1982: 47-53))

semi-agik ise, f fonksiyonu semi-siirekli ( Levine, 1963: 36-41)

B -acik ise, f fonksiyonu g-stirekli (Abd E.M. , EI-Deeb, Mahmoud, 1983:
77-90)

6-pre-agik ise, f  fonksiyonu §-almost-siirekli (Raychaudhuri ve
Mukherjee, 1993)

6-F-acik ise, f fonksiyonu &-f-siireklidir. (Hatir ve Noiri, 2009: 205-211)

3.1.2. Tanim

f:(X,t,I) = (Y,0) fonksiyonu verilsin. Eger (Y, o) topolojik uzaymin her

V € o agik kiimesi igin, f~1(V) kiimesi (X, 7, I) ideal topolojik uzayinda,

a)

a-I-agik ise, f fonksiyonu a-I-siirekli (Hatir ve Noiri, 2002: 341-349)

b) pre-I-agik ise, pre-I-siirekli (Dontchev ve Przemski, 1996)

c)

semi-I-agik ise, semi-/-siirekli (Hatir ve Noiri, 2002: 341-349)

d) B-I-acik ise, B-I-siirekli (Hatir ve Noiri, 2002: 341-349)

e)

B*-1-agik ise, B*-1-stireklidir. (EKici ve Noiri, 2009:165-177).

3.1. 3. Tamim

fi(X,t) = (Y,0) fonksiyonu verilsin. Eger (Y,0) topolojik uzaymin her

V € o agik kiimesi igin, £~ (V) kiimesi (X, 7) topolojik uzayinda,

a) D(c, a)-kiime ise, D(c, a)-siirekli (Przemski, 1993: 93-98)

b) D(c, s)-kiime ise, D(c, s)-stirekli (Przemski, 1993: 93-98)
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¢) D(c, p)-kiime ise, D(c, p)-stirekli (Przemski, 1993: 93-98)
d) D(a, p)-kiime ise, D(a,p)-stirekli (Przemski, 1993: 93-98)
e) D(c, B)-kiime ise, D(c, B)-siirekli (Dontchev ve Przemski 1996: 109-120)

f) D(a,pB)-kime ise, D(a,)-siireklidir. (Dontchev ve Przemski 1996:
109-120

3. 1. 4. Tammm (Hatir ve Caldas, 2010: 197-202)

fi(X,t) =» (Y,0) fonksiyonu verilsin. Eger (Y,0) topolojik uzaymin her
V € o agik kiimesi i¢in, f~1(V) kiimesi (X, T) topolojik uzayimda,

a) D(c, 6,)-kiime ise, D(c,6,)-siirekli

b) D(c, 8g)-kiime ise, D(c, &p)-siirekli

¢) D(a, 6,)-kiime ise, D(a, 6,)-siirekli

d) D(a, 6)-kiime ise, D(a,&p)-siireklidir.
3. 1. 5. Tammm (Hatir, 2002: 57-62)

f:X,t,I) » (Y,0) fonksiyonu verilsin. Eger (Y,o0) topolojik uzaymin
her V € o agik kiimesi igin, f~1(V) kiimesi (X, 7, I) ideal topolojik uzayinda,

a) D;(c,a) kime ise, f fonksiyonu D, (c, a)-stirekli
b) D,(c,p) kiime ise, f fonksiyonu D, (c, p)-siirekli
c) D;(c,s) kime ise, f fonksiyonu D, (c, s)-stirekli
d) D;(c, B)-kiime ise, f fonksiyonu D;(c, f)-stireklidir.

Asagidaki teoremle daha oOnce incelenen kiimeler kullanilarak siirekli bir

fonksiyonun dagilimlar verilmistir.



37

3. 1. 1. Teorem (Hatir, 2002: 57-62)
f 1 (X,t,I) = (Y,0) fonksiyonu verilsin. Buna gore asagidaki ifadeler denktir.

a) f fonksiyonu stireklidir.

b) f fonksiyonu a-I-siireklidir ve D, (c, a)-stireklidir.
c) f fonksiyonu pre-I-siireklidir ve D; (c, p)-siireklidir.
d) f fonksiyonu semi-I-siireklidir ve D, (c, s)-stireklidir.
e) f fonksiyonu B-I -siireklidir ve D;(c, B)-stireklidir.

2.Boliimde tanimlanan D,(c, 6p)-kl'imeyi kullamlarak D,(c, SP)-sﬁreklilik

tanimlanmustir.
3.1.6. Tamm

f:(X,1,1) = (Y,0) fonksiyonu verilsin. Eger (Y, a) topolojik uzaymin her V
acik alt kiimesi i¢in, f~*(V) kiimesi (X,t,I) uzaymnda D,(c,d,)-kime ise,

f fonksiyonuna D, (c, 8, )-siirekli denir.
3. 1. 7. Tanmim (Ozcan, 2006)

f (X, t,I) = (Y,0) fonksiyonu verilsin. Eger (Y, o) topolojik uzaymnin her V
agik alt kiimesi igin, f~'(V) kiimesi (X,7,I) uzayinda D;(c,8p)-kiime ise,
f fonksiyonuna D (c, 8 )-siirekli denir.

3.1.1. Onerme

D, (c, 6p)-siireklilik ve D, (c, 6[;)-siirek|i|ik kavramlari birbirinden bagimsizdir.
Ispat

2. 1. 2. Uyar geregince ispat agiktir.

2. Boliimde yer alan §-pre-I-agik kiime tanimi kullanilarak asagidaki tanimlar

verilebilir.
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3.1.8. Tanim

f (X, t,I) = (Y,0) fonksiyonu verilsin. Eger (Y, g) topolojik uzaymin her V
acik alt kiimesi igin, f~1(V) kiimesi (X,7,I) uzaymda &-pre-I-acik ise,

f fonksiyonuna §-1-almost stirekli denir.
3.1.9. Tammm

f: X,t,I) » (Y,0,]) fonksiyonu verilsin. Eger (Y,0,]) topolojik uzaymin
her  §-pre-I-acik V kiimesi i¢in, £~ (V) kiimesi (X, 7,I) uzayinda §-pre-I-acik ise,
f fonksiyonuna §-pre-I-irresolute denir.

3.1.2. Onerme
f:(X,1,I) = (Y, 0) fonksiyonu verilsin. Asagidaki ifadeler saglanir.

a) Her §-almost siirekli fonksiyon §-I-almost stireklidir.
b) Her D;(c, 8, )-siirekli fonksiyon, D(c, §,,)-siireklidir.
c) Her D;(c, 8, )-siirekli fonksiyon D(a, §,) ve D(a, p)-siireklidir.

Ispat

2. 1. 1. Onerme, 2. 1. 3. Onerme, 2. 1. 4. Onerme, 2. 2. 2. Onerme geregince
ispat aciktir.

3.1. 1. Uyan
3. 1. 2. Onerme ile verilen ifadelerin tersleri genellikle dogru degildir.

3.1.1. Ornek

X = {a,b,c,d} kiimesi iizerinde T = {@, X, {a}, {b},{a b},{a b,d}} topolojisi
ve I = {(Z), {a}} ideali wverilsin. Y = {a,d} kiimesi tlizerinde de o = {(Z), Y, {a}}
topolojisi  verilsin.  f: (X,t,I) » (Y,0) fonksiyonu f(b) = f(c) =a ve
f(a) = f(d) = d seklinde tanimlansin. f fonksiyonu &-I-almost siireklidir, fakat
&-almost siirekli degildir. Gergekten, {a} € o igin f ~1({a}) = A = {b, ¢} olur.
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A% ={b,c,d} ve (47%)" = {b,c,d} oldugundan, A c (A7%)*, yani, A
kiimesi §-pre-I-acik kiimedir.

Ote yandan Y €0 i¢in f~21(Y) =X ve X c (X~%)" bulunur ki X kiimesi
&-pre-I-acik kiimedir.

Fakat A = {b,c} olmak iizere, (A7%) = {b} ve A & (47%)’oldugundan,
A kiimesi §-pre-agik kiime degildir.

O halde f fonksiyonu §-I-almost siireklidir, fakat §-almost siirekli degildir.

3.1.2. Ornek

X={ab,cde} kimesi iizerinde 7 ={@,X {a},{b}{a b} {a b, c}}
topolojisi ve [ = {(D, {b}} ideali verilsin. Y = {b,c} kiimesi iizerinde de
o= {@, Y, {b}} topolojisi verilsin. f:(X,t,I) = (Y, a) fonksiyonu f(a) = f(d) = b
ve f(b) = f(c) = f(e) = c¢ seklinde tanimlansin. f fonksiyonu D(c, 6p)-siireklidir,

fakat D,(c, 5p)-siirekli degildir. Gergekten, {b} € o i¢in f~1({b}) ={a,d} = A
olur.

A% ={a,c,d,e} ve (47%° = {a} oldugundan, A" = An (4A=%)" bulunur
ki A kiimesi D(c, 6p)-kﬁmedir. Ote yandan Y € g icin f~1(Y) =X kiimesi
D(c, 8,)-kiimedir. * topolojisi

t* ={0,X,{a},{b},{a b}, {a,b,c}{a c} {a c d e}} oldugundan,

f1{bY) = A = {a,d} olup, (A=) ={a,c,d, e} ve
{a} =A"# An (A7) = {a,d} bulunur, yani, A kiimesi D;(c, 8,)-kiime degildir.

O halde f fonksiyonu D(c, 8, )-siireklidir, fakat D; (c, §,)-siirekli degildir.
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3.1. 3. Ornek

X ={ab,c,d e} kimesi iizerinde t=1{0,X,{a},{b},{a b} {d e} {b c},
{a,d,e},{b,d,e},{a,b,c},{b,c,d, e} {a,b,d, e}} topolojisi ve [ = {(Z), {e}} ideali
verilsin. Y = {a,d} kiimesi iizerinde de o = {@,Y,{d}} topolojik uzay verilsin.

f:(X,t,1) » (Y,0) fonksiyonu f(a)=f(c)=dvef(b)=f(d)=f(e)=a
seklinde tanimlansmn. f fonksiyonu D(a, p)-siireklidir fakat D;(c, §,)-siirekli
degildir. Gergekten, {d} € o i¢in, f~1({d}) = {a,c} = A olur. t* topolojisi,

™ ={0,X,{a},{b},{d},{a,b},{a,d},{b,d},{d, e}, {b c}{ad e} {bc,d{ab,d}

{b,d,e},{a,b,c},{b,c,d, e}, {a,b,d, e} {a,b,c,d}} olarak bulunur.

f71{d)~% = {a,c}7% = {a,b,c} ve ({a,c} %" = {a,b,c} olup,
{a,c}n ({a, c}“s)*o ={a,c}n{a,b,c} = {a,c} # {a} = A" bulunur, yani, A kiimesi

D;(c, 6,)-kiime degildir. Dolayisiyla, f fonksiyonu D, (c, 6,)-stirekli degildir.

Fakat {a, c} kiimesi D (a, p)-kiimedir. Ote yandan, Y € ¢ i¢in f~1(Y) =X ve
X kiimesi D (a, p)-kiimedir. Dolayisiyla, f fonksiyonu D (a, p)-siireklidir.

3.1. 4. Ornek

X ={a,b,c,d} kimesi Tlzerinde 1= {@,X, {b},{a,b},{b,c},{a,b, c}}
topolojisi I = {(Z), {a}} ideali  wverilsin. Y = {c,d}kiimesi lizerinde de
0={(D, Y, {c}} topolojisi  verilsin. f: (X, t, I) > (Y, 0) fonksiyonu
f@=f()=dve f(b)=f(d)=c seklinde tanimlansin. f fonksiyonu
D(a, 6,)-stireklidir, fakat  D;(c,d,)-siirekli degildir. Gergekten, {c} € o igin,
f~t({c}) = A ={b,d}olur.

(A =X ve (A" =X olup Xn{b,d} ={b,d}+{b}=A" bulunur,
yani, A kiimesi D, (c, 8,)-kiime degildir. Dolayisiyla, f fonksiyonu D;(c, 8,)-siirekli
degildir.
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Fakat A kiimesi D(a, §,)-kiimedir. Ote yandanY € ¢ i¢in f~*(Y) =X ve X
kiimesi D(a, 6,)-kiimedir. Dolayisiyla, f fonksiyonu D(a, &, )-siireklidir.

6-I-almost siirekli fonksiyonun karakterizasyonlar1 ve Ozellikleri asagidaki

teoremlerde incelenmistir.
3.1.2. Teorem

f:(X,t,I) = (Y,0) fonksiyonu verilsin. Bu durumda asagidaki ifadeler

birbirine denktirler.

a) f fonksiyonu § -I-almost-siireklidir.

b) f(x) noktasinin her V agik komsulugu i¢in f(U) c V olacak sekilde
&-pre-I-acik bir U kiimesi vardir.

C) VF c Y kapali alt kiimesinin ters goriintiisii §-pre-I/-kapalidir.

d) VB c Y icin, fH((B*)™) < f71(B)

e) VA c X igin, f((A%)™) c f(4)

Ispat

a)=Db)

x €X ve f(x) noktasinin herhangi bir V agik komsulugu verilsin. f
fonksiyonu &-I-almost siirekli oldugundan, f~1(V) &-pre-I-agiktir. U = f~1(V)
alinirsa, f(x) € f(U) c V elde edilir.

b)=c)

F c Y kapali kiimesi verilsin. V =Y — F kiimesi Y uzayinda agiktir. (b)
geregince, x noktasini ihtiva eden U §-pre-I-agik kiimesi f(U) < V olacak sekilde
vardir. O halde U c f~2(V) ve Uc (U™%* c (f~1(V)=%" dir. Buradan
f7YV) ¢ (f7L0)™H ve YY) 5-pre-I-agik  olur ki X uzayinda
fFAR)=X-f"Y(Y-F)=X-f"Y(V) 6-pre-I-kapalidur.
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c) =d)

B c Yalalim. B~ kiimesi, Y uzayinda kapali olup, (c) geregince, f~1(B)
5-pre-I-kapali oldugundan, X—f"1(B) 5-pre-I-agiktir. Buradan
X=f7'B) c (X=f7'BNO" =X - (BN~ ve  boylece
FYH(B¥)™) c f~1(B) elde edilir.

d)=e)

A c X verilsin. (d) geregince, (A%)™ = f7Y(f(A%) ™) € fF71(F(A) ve
boylece f((A%) ™) c F(A) elde edilir.

e)=a)

VcY agk alt kiimesi wverilsin.Y —V kapali kime olup ()

geregince, f((f Y -V)¥)™ c f(f2(Y-v)) =Y=V=Y-V olur,
Buradan X — (f ()™ = ((f 'Y -V c Y -V)c X —fH(V)
olacaktir. Sonug¢ olarak, f~1(V) < (f~1(V)™%)* oldugundan, f~*(V) kiimesi
&-pre-I-agik olur ki f fonksiyonu &-I-almost stireklidir.

&-I1-almost stirekli fonksiyonlarin bileskesi asagidaki teoremde elde edilmistir.

3.1.3. Teorem
f:X,t,1) > (Y,0,]) ve g:(Y,0,])= (Z, ) fonksiyonlari verilsin.

a) f  fonksiyonu §-I-almost siirekli ve g fonksiyonu siirekli ise,
gof bileske fonksiyonu & -I-almost-siireklidir.
b) f fonksiyonu &-pre-I-irresolute ve g fonksiyonu §-I-almost siirekli

ise, gof bileske fonksiyonu §-I-almost siireklidir.
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Ispat

a) V € ¢ olsun. g fonksiyonu siirekli oldugundan, g~1(V) € o dir. Yine
f fonksiyonu &-I-almost-siirekli oldugundan, Y uzaymda alman g~(V) acik alt
kiimesinin ters goriintiisii, f~1(g~1(V)) kiimesi (X,7,I) uzayinda &-pre-I-agik
oldugundan, gof fonksiyonu §-I-almost siireklidir.

b) (a) kisminin ispatina benzer sekilde yapilir.

3.1. 4. Teorem

f:(X,t,I) » (Y,0) 8-I-almost siirekli fonksiyonu ve U € 79 verilsin. Bu
takdirde fiy: (U, ty, Iy) = (Y, o) fonksiyonu da §-I-almost siireklidir.

Ispat

V kiimesi Y uzaymda agik bir kiime olsun. f fonksiyonu §-I-almost stirekli
oldugundan, f~(V) kiimesi &-pre-I-agiktir. U € 7% olup, 2. 2. 11. Onerme
geregince, (fiy) *(V) =UnN f~1(V) kiimesi (U,7y,Iy) uzaymnda §-pre-I-agiktir.
Dolayisiyla, fiy : (U, Ty, Iy) = (Y, o) kisitlanis fonksiyonu §-I-almost siireklidir.

3. 1. 10. Tanim (Hatir ve Caldas, 2010: 197-202)

f:(X,t) > (Y,0) fonksiyonu ve VV €o igin, f~1(V) kimesi (X,7)
uzayinda,

a) B-kiime ise, B-stirekli

b) §-B-kiime ise, §-B-siirekli

C) §*-B-kiime ise, & *-B-siireklidir.

3.1. 3. Onerme

Her §*-B-siirekli fonksiyon, §-B-siireklidir.
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Ispat

2. 3. 1. Onerme(c) geregince ispat agiktir.

3. 1. 2. Uyan

3. 1. 3. Onerme ile verilen gerektirmenin tersi genelde dogru degildir.
3. 1. 5. Ornek

X={ab,c,d} kimesi iizerinde T ={®,X,{b},{c}{b c}} topolojisi ve
I = {(Z), {c}} ideali verilsin, Y = {b, c} kiimesi tizerinde de o :{QS, Y, {c}} topolojisi
verilsin. f: (X,t,I) = (Y,0) fonksiyonu f(b) =f(d)=f(a)=c ve f(c)=»b
seklinde tamimlansin. f fonksiyonu &-B-siireklidir fakat &§*-B-siirekli degildir.
Gergekten, {c} € o i¢in, f~'({c}) ={a,b,d} = A ve A%={ab,d} olup
{b} = A" = (A7%)" oldugundan, A kiimesi &-t-kiimedir. 2. 3. 1. Onermeden
A kiimesi &-B-kiimedir. Ote yandan Y € g i¢in f~1(Y) =X ve X kiimesi
&-B-kiime olup f fonksiyonu §-B-stireklidir. T* topolojisi,

t* ={0,X,{b},{c}, {b, c},{a, b, d}} olarak bulunur.

(b} =A4"# (A% ={a,b,d} oldugundan, A kiimesi §*-t-kiime degildir.

Ayni zamanda, A kiimesi §*-B-kiime degildir.

6"-B-siireklilik, §-B-stireklilik, B-siireklilik arasindaki baginti asagidaki

semada verilmistir.

3.1.1. Sema

6"-B-siireklilik —— §-B-siireklilik —  B-siireklilik
3. 2. Siirekliligin Ideal Topolojik Uzaylarda Dagilim

Siirekliligin dagilimlar asagidaki teoremle elde edilmistir.
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3.2.1. Teorem

f:(X,7) = (Y, o) fonksiyonu verilsin. Asagidaki ifadeler denktirler.

a) f fonksiyonu siireklidir.

b) f fonksiyonu §-almost siirekli ve D(c, 6p)-sﬁreklidir.(Hat1r ve Caldas,
2010: 197-202)

c) f fonksiyonu §-almost siirekli ve §-B-siireklidir.(Hatir ve Noiri, 2006:
281-287)

Calismanin esas amacini olusturan siirekli bir fonksiyonun dagilimlari, 3. 2. 1.

Teoremine benzer sekilde ideal topolojik uzayda asagidaki teoremle verilmistir.
3.2.2. Teorem

f:(X,t,I) = (Y, 0) fonksiyonu verilsin. Asagidaki ifadeler denktirler.
a) f fonksiyonu stireklidir.
b) f fonksiyonu §-I-almost siirekli ve D;(c, ,,)-siireklidir.

c) f fonksiyonu §-I-almost-siirekli ve §*-B-siireklidir.

Ispat

2. 2. 2. Teorem, 2. 3. 3. Onerme, 3. 1. 6. Tanim ve 3. 1. 9. Tanimdan ispat
aciktir.

3.2. 1. Uyan

1) §-1-almost siireklilik ve D,(c, 6p)-siireklilik bagimsizdir.
2) §-1-almost siireklilik ve §*-B-siireklilik bagimsizdir.
3.2.1. Ornek

X ={a,b,c,d,e} kiimesi ilizerinde 7 = {QS,X, {a},{c},{a,cHa, b},{a,b, c}}

topolojisi  ve I={Q),{c}} ideali verilsin. Y = {a,b} kiimesi iizerinde de
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oc=1{0,Y {a}} topolojisi  verilsin.  f:(X,7,1) = (Y, 0) fonksiyonu
fe)=fd)=a ve f(a)=fb)=f(e)=b seklinde  tanimlansin.
f fonksiyonu D,(c, 6p)-siirek1idir, fakat §-I-almost siirekli degildir. Gergekten,
{a} € oi¢in, f71({a}) = {c,d} = A ve 7* topolojisi,

 ={0,X,{a},{c},{a,c},{a, b}, {a b,c}{a b,d, e}} oldugundan,

A% ={c,d,e} ve (A47%)* ={c} bulunur ki An (A7%)" ={c}=4", yani,
A kiimesi D,(c, 6p)-kﬁmedir. Ote yandan, Y € icin f~1(Y) =X olup,
X kiimesi D,(c, 6p)-kiimedir.

Fakat A ¢ (A~%)* oldugundan, A kiimesi §-pre-I-agik kiime degildir.
3.2. 2. Ornek

X ={a, b, c,d, e} kiimesi iizerinde T = {@, X, {c},{d}, {c, d},{c, d, e}} topolojisi
ve [ = {(D, {c}} ideali verilsin. Y = {a,c} kiimesi lizerinde de o Z{(D, Y, {c}}
topolojisi  verilsin.  f: (X,t,I) » (Y,0) fonksiyonu f(b) =f(d)=c ve
f(a) = f(c) = f(e) = a seklinde tanimlansin. f fonksiyonu &-I-almost siireklidir,
fakat D,(c, 6p)-sijrekli degildir. Gergekten, {c} € o i¢in, f~1({c}) ={b,d} = A

bulunur.z* topolojisi
T* = {Q)p Xp {C}r {d}l {C; d}l {d; e}, {C, d; e}, {a, b, d, e}} Oldugundan,
A% ={a,b,d,e}ve (47%)* = {a,b,d, e} bulunur ki

A kiimesi §-pre-I-acik kiimedir. Ote yandan, Y € ¢ icin f~1(Y) = X olup, X

kiimesi 6-pre-I-acgik kiimedir.

Fakat {d} = A" # An (479" = {b, d} oldugundan, A kiimesi D;(c, §, )-kiime
degildir.
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3.2. 3. Ornek

X ={a,b,c,d,e} kimesi ftzerinde T = {(D, X,{c},{a},{a,c},{a, b}, {a,b, c}}
topolojisi ve [ ={@,{c}} ideali verilsin. Y ={a,c} kiimesi iizerinde de
o={0, ¥, {c}}  topolojisi verilsin. £ (X,7,I) > (Y,0) fonksiyonu
f(b) =f(d) =f(e)=c ve f(a) = f(c) = a scklinde tanimlansin. f fonksiyonu
&-I-almost-siirekli, fakat &*-B-stirekli degildir. Gergekten, {c} €0 igin,
f~r({c})) = {b,d, e} = A bulunur. t* topolojisi

t={0,X,{c},{a}, {a,c},{a, b}, {a,b,c},{a, b, d, e}} oldugundan,

A% ={a,b,d, e} ve Ac (47%)* ={a,b,d, e}, yani, A kiimesi &-pre-I-acik
kiimedir. Ote yandan, f~(Y) =X ve X kiimesi &-pre-I-agik kiime olup,

f fonksiyonu &-I-almost siireklidir.

Fakat U =X ve V =4 alinirsa, @ = {b,d, e} = A" # (A% ={a,b,d, e}
oldugundan, A kiimesi §*-B-kiime degildir. Dolayisiyla, f fonksiyonu &*-B-siirekli
degildir.

3. 2. 4. Ornek

X ={a,b,c,d, e} kimesi {izerinde T = {(D, X,{c},{a},{a,c},{a b}, {a,b, c}}
topolojisi ve I ={@,{c}} ideali verilsin ve Y ={a,b,c} kiimesi iizerinde de
o ={0,Y,{a}} topolajisi verilsin. f: (X,7,1) - (Y, o) fonksiyonu f(c) = f(d) = a,
f@=fMb)=b ve f(e)=c seklinde tanimlansm. f  fonksiyonu
0*-B-siirekli, fakat &-I-almost siirekli degildir. Gergekten, {a} € o igin,
f~1({a}) = {c,d} = A bulunur. t* topolojisi,

t'={0,X,{c},{a}, {a,c},{a, b}, {a,b,c},{a,b,d,e}} oldugundan,

A7% ={c,d, e} ve (47%)*" = {c} bulunur. O halde {c} = A" = (A7%)*" = {c}

bulunur ki A kiimesi &8*-t-kiimedir. 2. 3. 1. Onerme geregince, her &*-t-kiime
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5*-B-kiime oldugu i¢in A kiimesi de §*-B-kiimedir. Ote yandan f~1(Y) =X ve
X kiimesi &*-B-kiime olup, f fonksiyonu §*-B-siireklidir.

Fakat {c,d} = A ¢ (A=®)* = {c} oldugundan, A kiimesi §-pre-I-agik kiime
degildir. Dolayisiyla, f fonksiyonu §-I-almost-siirekli degildir.
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SONUC VE ONERILER

Birinci boliimde, ¢alisma igin gerekli olan (X, , 1) ideal topolojik uzayin bazi

kiime gesitleri ve siirekli fonksiyon tiirleri incelenip yorumlanmustir.

Ikinci bdlimiin birinci kesiminde, D;(c,d,)-kiilme tamimlanarak diger
genellestirilmis kiime cesitleri arasindaki irtibat incelenmistir. ikinci kesimde
§-pre-I-acik kiime tanimlanip Ozellikleri ve diger genellestirilmis kiimelerle

baglantis1 incelenmistir. Uciincii kesimde &*-t-kiime ve §*-B-kiime tanimlanmustir.

Ugiincii boliimde, bu kiimeler yardimiyla §-I-almost siireklilik, §*-B-siireklilik
ve D,(c, 5,,) stirekli fonksiyon kavramlar verilip, stirekliligin yeni dagilimlar elde

edilmisgtir.

Bu calismada tanimlanan §-pre-I-acgik kiime, D; (c, 6p)-kﬁme, 6*-t-kiime ve
6*-B-kiime tanimlarina benzer tanimlar yapilarak siirekli fonksiyonlarin bagska

dagilimlar elde edilebilir.
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