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ÖZET 

Sigorta, aktüerya ve risk gibi alanlarda önemli bir rolü olan kapula fonksiyonları, rasgele 

değişkenlerin bağımlılık yapısını açıklamak için sıklıkla kullanılmaktadır. Diğer taraftan, 

fayda fonksiyonlarına bağlı olarak tanımlanan riskten kaçınma ölçütü, sigorta şirketleri 

açısından risk primi hesaplanmasında kullanılan önemli bir karar verme aracıdır. Bu 

çalışmada, bağımlı iki değişkenli riskler için riskten kaçınma katsayıları matrisi ve risk primi 

vektörü, Kettler (2007)’de verilen fayda kapula fonksiyonu kullanılarak elde edilmiştir. Risk 

prim vektörünün değerleri, risklerin bağımsız, yarı bağımlı ve tam bağımlı olması durumları 

için hesaplanmıştır. Kapula bağımlılık parametresinin farklı değerleri için riskten kaçınma 

matrisi ve risk prim vektörünün değerleri hesaplanmış, sonuçlar tablo ve grafiklerle 

sunulmuştur. Çalışmanın devamında, budanmış dağılım yöntemi kullanılarak, Kettler 

(2007)’de verilen fayda kapulası için, Sklar kapulası özelliklerini sağlayan, yeni bir Sklar 

kapula fonksiyonu elde edilmiştir. Çalışmanın sonunda, elde edilen bu yeni kapula için bir 

simülasyon çalışması yapılmıştır. Bu simülasyon çalışmasında, bağımlılık parametresinin 

tahmini için en çok olabilirlik tahmin yöntemi kullanılmıştır ve büyük örneklemler için daha 

doğru tahminlerin yapıldığı gösterilmiştir. Seçilmiş bir parametre değeri için elde edilen 

simülasyon verileri kullanılarak, riskten kaçınma katsayıları ve risk prim vektörleri sayısal 

olarak hesaplanmış, sonuçlar tablo ve grafiklerle sunulmuştur. Ayrıca, bağımlı örneklerle 

çalışan bir sigorta şirketinin riskten kaçınması durumunda daha fazla prim ve riski sevmesi 

durumunda daha az prim alması gerektiği sayısal örneklerle gösterilmiştir. 
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ABSTRACT 

Copula functions, which play an important role in insurance, actuarial and risk areas, are 

frequently used to explain the dependency structure of random variables. On the other hand, 

the risk aversion measure, which is defined based on utility functions, is an important 

decision-making tool used in the calculation of risk premium for insurance companies. In 

this study, the risk aversion matrix and risk premium vector for dependent bivariate risks are 

obtained by using the utility copula function given in Kettler (2007). The values of the risk 

premium vector are calculated for independent, semi-dependent and fully dependent risks. 

The risk aversion matrix and the risk premium vector are calculated for the different values 

of the copula dependency parameter and the results are presented in tables and graphs. In the 

continuation of the study, using the truncated distribution method, a new Sklar copula 

function is obtained for the utility copula given in Kettler (2007), which provides Sklar 

copula properties. At the end of the study, a simulation study is performed for this new 

copula. In this simulation study, the maximum likelihood estimation method is used to 

estimate the dependency parameter and it is shown that more accurate estimates are made 

for large samples. Using simulation data obtained for a selected parameter value, risk 

aversion coefficients and risk premium vectors are numerically calculated and the results are 

presented in tables and graphs. In addition, it is shown by numerical examples that an 

insurance company working with dependent risks should receive more premiums if it is risk 

aversion and less premiums if it is risk seeking. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

Bu çalışmada kullanılmış simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur.  

 

Simgeler Açıklamalar 

 

ℝ̅ Genişletilmiş reel sayılar kümesi 

ℝ̅𝟐  ℝ ×ℝ genişletilmiş reel düzlem 

ℝ̅+
𝟐  [0,∞] × [0,∞] pozitif reel düzlem 

𝑭, 𝑮 Marjinal dağılım fonksiyonları 

H Ortak dağılım fonksiyonu 

𝑪 Kapula 

𝒄 Kapula olasılık yoğunluk fonksiyonu 

𝜽 Kapula bağımlılık parametresi 

�̂�𝑴𝑳𝑬 Kapula parametresinin en çok olabilirlik tahmini 

𝑰 [0,1] birim aralık 

𝑰𝟐 [0,1] × [0,1] birim kare 

𝐮 Fayda fonksiyonu 

𝑼𝟏 Tek değişkenli fayda fonksiyonu kümesi 

𝑼𝟐 İki değişkenli fayda fonksiyonu kümesi 

𝑨 Dikdörtgen 

𝑪𝟏, 𝑪𝟐 Marjinal kapula fonksiyonu 

𝑹𝑨 Riskten kaçınma katsayısı 

𝑹 Riskten kaçınma matrisi 

𝒓𝒊𝒋 𝑅’nin elemanları 

𝝅 Risk prim vektörü 

𝚺 Varyans-Kovaryans matrisi  

𝝉 Kendall’ın 𝜏 katsayısı 

𝝆 Spearman’ın 𝜌 katsayısı 

𝑼𝑪𝜽 Fayda kapulası 

𝐮𝒄𝜽 Fayda kapulası ölçüsü 

𝑪𝒕𝒓𝒖𝒏 Yeni Sklar kapulası 
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Simgeler Açıklamalar 

 

𝒄𝒕𝒓𝒖𝒏 Yeni Sklar kapulası olasılık yoğunluk fonksiyonu 

 

Kısaltmalar Açıklamalar 

 

𝐝𝐠 Köşegen matris 

MLE En çok olabilirlik tahmini 

𝑴𝑺𝑬 Hata Kareler Ortalaması 

 

 

 



1 

 

1. GİRİŞ 

Günümüzde sigortacılık alanında sigorta ürünlerine ait prim fiyatlarının doğru bir şekilde 

belirlenmesi, sigortalı ve sigorta şirketi açısından oldukça önemlidir. Risk primlerinin 

belirlenmesinde risklerin bağımlılık yapıları önemli faktörlerden biridir. Diğer taraftan, 

sigortacılığa verilen önemin artması ile bireylerin birden fazla sigorta ürününü birlikte satın 

alma istekleri yaygınlaşmıştır. Örneğin, kaza sigortası satın alan bir sigortalı bunun yanında 

sakatlık sigortası da satın almak isteyebilir. Böylelikle risklerin aynı sigortalıya ait olması, 

bağımlı risk yapılarının ortaya çıkmasına neden olur. Burada risklerin bağımsız olması 

bireyin tek bir sigorta ürününde poliçe sahibi olması anlamına gelirken, bağımlı olması aynı 

sigortalının birden fazla sigorta ürününde poliçe sahibi olması anlamına gelmektedir. 

Risk primlerinin belirlenmesinde diğer önemli bir faktör riskten kaçınma ölçüsüdür. Riskten 

kaçınma ölçüsü, riskten kaçınma ya da riski sevme durumlarına göre tek değişkenli ve çok 

değişkenli durumları için belirlenebilir. Ancak aynı kişilere ait bağımlı sigorta ürünleri 

(riskler) için çok değişkenli riskten kaçınma ölçüsüne göre prim fiyatlarının belirlenmesi 

daha anlamlı olacaktır. Bu amaçla, kapula fonksiyonları bağımlı risklerin modellenmesinde 

önemli bir araç olarak kullanılmaktadır. Riskten kaçınma ölçüsü ile prim hesaplamak için, 

fayda fonksiyonlarına dayalı fayda kapulalarından yararlanılmaktadır.  

Fayda fonksiyonu ise iktisat (Cipu, ve Gheorghe, 2015), finans (Denuit vd, 2011), 

sigortacılık (Cherubini vd, 2004, Courbage ve Rey, 2007) gibi pek çok alanda riskli 

alternatiflerin modellenmesinde sıklıkla kullanılmaktadır. Ayrıca portföy tercihi, fon tercihi 

ve menkul kıymet yatırımları alanlarında karar vermede bir araç olarak faydalanılmaktadır 

(Tekin, 2016). Bu düşünce ile her karar vericinin kendi tercihlerini ifade eden bir fayda 

fonksiyonuna sahip olduğu düşünülebilir (Cardin vd, 2004). Bu düşünce ile, Eeckhoudt vd 

(2007) bireylerin şu andaki tasarruflarına bakarak, fayda fonksiyonu yardımıyla birbiriyle 

ilişkili olan servet ve sağlık koşullarının gelecekteki durumlarını incelemişlerdir. Buna ek 

olarak, Denuit vd (2011) ise iki değişkenli fayda fonksiyonu ve buna bağlı olarak ilişkili 

finansal riskler için optimal çözümler vermiştir. Sigorta alanında da prim hesaplamalarında 

kullanılmaktadır (Lai,2015). 

Fayda fonksiyonu, beklenen fayda teorisinin temelini oluşturmaktadır. Bir karar vericinin 

riskli alternatiflerle ilgili tercihleri, beklenen fayda teorisinin aksiyomlarını (tamlık, 
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dönüşlülük, geçişlilik, monotonluk, süreklilik, bağımsızlık) sağlıyorsa, bu karar vericinin 

tercihleri bir fayda fonksiyonu ile temsil edilebilir. Ancak Taşdemir (2007) çalışmasında, 

özellikle birbiriyle ilişkili riskli tercihlerin bazı aksiyomları sağlamadığında bu teorinin 

yetersiz kaldığını Ellsberg ve Allais Paradoksları örnekleri üzerinde göstermiştir. Bu durum, 

ilişkili risklerle karşılaşıldığında, risklerin bağımlılık yapısının nasıl açıklanacağı sorusunu 

akla getirir. Bu noktada fayda kapula fonksiyonları olarak adlandırılan yeni yapılar 

oluşturmak, bu soruya bir yanıt olabilir. Bu bağlamda ilk defa Kettler (2007), fayda kapulası 

inşa etme yöntemi vermiştir. Daha sonra Abbas (2009, 2010a, 2013, 2010b), Arşimedyan 

fayda kapulaları inşa etme yöntemleri ve fayda kapulalarının sınırlılık özellikleri ile ilgili 

çalışmalar yapmıştır. Ayrıca Arşimedyan fayda kapulalarının iki ayrı sınıfını tanımlayarak, 

fayda kapulası için riskten kaçınma matrisinin tanımını vermiştir. 

Riskten kaçınma, bir maldan veya paradan ne kadar fayda sağlandığını belirleyen temel bir 

parametredir (Thomas, 2016). Diğer taraftan, riskten kaçınma ölçüsü, risk yönetimi ve 

sigortacılık alanında, riskli tercihler arasında karar verme durumunda olan bir karar verici 

için ona en az risk getirecek seçimi belirlemesinde yardımcı olur. Ayrıca karar verici, riskten 

kaçınma ölçüsüne göre, ödenecek risk primi katsayılarını belirleyebilir (Goovaerts vd. 

2012). 

Fayda fonksiyonları ve kapula modellerinin seçimi risk yönetimi kararlarında önemlidir. 

Riskten kaçınma ölçüsü de fayda fonksiyonu ve fayda kapulasına bağlı olarak belirlenebilir. 

Literatürdeki riskten kaçınma ölçüsüne dayalı ilk çalışmalar fayda fonksiyonuna göre 

yapılmıştır. Arrow (1971) ve Pratt (1964) tek değişkenli fayda fonksiyonuna bağlı olarak tek 

değişkenli riskten kaçınmanın bir ölçüsünü tanımlamışlardır. Duncan (1977) iki değişkenli 

fayda fonksiyonuna dayalı iki değişkenli riskten kaçınma fonksiyonunu kullanarak iki 

değişkenli risk primini elde etmiştir. Literatürde tek değişkenli ve iki değişkenli riskten 

kaçınma katsayıları ile ilgili başka çalışmalar da vardır (Sengupta, 1983, Cardin ve Ferretti, 

2004, Li vd, 2016 ve Thomas, 2016).  

Literatürde fayda kapulasına dayalı riskten kaçınma ölçüleri ile ilgili çalışmalar çok az 

mevcuttur. İlk kez Abbas (2009), Arşimedyan fayda kapulasına dayalı riskten kaçınma 

ölçülerine değinmiş, bu konuyla ilgili çalışmaları daha sonraki yıllarda da devam etmiştir 

(Abbas, 2010, 2013, 2015).  
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Son zamanlarda bağımlı risklerin modellemesinde kapula fonksiyonları sıklıkla 

kullanılmaktadır. Tank ve Gebizlioğlu (2004), risklerin bağımlılığını yeni bir dağılım ile 

modellemişlerdir. Kızılok (2010) çalışmasında, Farlie-Gumbel- Morgenstern (FGM) 

kapulası ile modellenen bağımlı risklerin farklı parametre değerlerinde iki değişkenli Riske 

Maruz Değer (VaR) ve Koşullu Riske Maruz Değer (CVaR) risk ölçümlerini elde etmiştir. 

Kemaloğlu ve Kara (2015), çok değişkenli finans verilerinin bağımlılık yapısını kapulalar 

yardımıyla açıklamışlardır. Yine Kemaloğlu vd (2018), bağımlılık yapısını FGM kapula 

yardımıyla ele alarak, Pareto dağılımından kaynanlanan talep miktarını bulanık mantık 

yaklaşımı ile yorumlamıştır.  

Bu tez çalışmasında ise, bağımlı riskler durumunda, fayda fonksiyonlarına dayalı fayda 

kapulaları ile iki değişkenli riskten kaçınma fonksiyonları ve risk primlerinin bulunması 

amaçlanmıştır. Risklerin bağımlılık yapısı için Kettler (2007)’de verilen fayda kapulası 

modeli kullanılmıştır. Bu model, budanmış dağılım yöntemi kullanılarak Sklar kapula 

özelliklerini sağlayan yeni bir Sklar kapula fonksiyonu olarak geliştirilmiştir. Bu yeni kapula 

fonksiyonu ile farklı bağımlılık parametre değerlerinde simülasyon çalışması yapılmıştır. 

Burada parametre tahmini için en çok olabilirlik tahmin yöntemi kullanılmıştır. Seçilen bir 

parametre değeri için simülasyon yolu ile elde edilen iki değişkenli risk verileri kullanılarak 

iki değişkenli riskten kaçınma ve risk prim katsayıları sayısal olarak bulunmuştur. 

Çalışmanın ikinci bölümünde kapula, fayda teorisi, fayda kapulası, riskten kaçınma ve risk 

primi hakkında bazı temel bilgiler verilmiştir. Üçüncü bölümünde Kettler (2007)’de verilen 

fayda kapulası için iki değişkenli riskten kaçınma matrisleri ve risk prim vektörleri elde 

edilmiştir. Farklı parametre değerleri için elde edilen sayısal sonuçlar tablo ve grafiklerle 

sunulmuş ve yorumlanmıştır. Dördüncü bölümde, Kettler (2007)’deki fayda kapulası için, 

budanmış dağılım yöntemi kullanılarak yeni bir Sklar kapulası elde edilmiştir. Yine aynı 

bölümde, yeni Sklar kapulasının bazı kapula olma özellikleri incelenmiştir. Çalışmanın 

beşinci bölümünde yeni Sklar kapulası için simülasyon çalışmasına yer verilmiştir. Belirli 

bağımlılık parametrelerine göre, bu kapuladan üretilen sayılar için riskten kaçınma matrisi 

ve risk prim vektörü elde edilmiştir. Sonuçlar tablo ve grafiklerle özetlenmiştir. Altıncı 

bölümde ise sonuç ve önerilere yer verilmiştir. 
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2. TEMEL TANIMLAR VE ÖZELLİKLER 

Bu bölümde, rastgele değişkenler arasındaki bağımlılık yapısını modelleyen kapulalar, 

sigortacılık, aktüerya ve risk yönetiminde riskli alternatiflerin tercihinde kullanılan fayda 

fonksiyonu ve fayda kapulaları tanıtılmıştır. Ayrıca riskten kaçınma ve risk primi ile ilgili 

temel bilgilere yer verilmiştir.  

2.1. Kapulalar 

Kapulalar, rasgele değişkenler arasındaki bağımlılığı modellemek için kullanılmaktadır. 

Değişkenlerin marjinalleri normal dağılmadığında ve bu değişkenler arasındaki ilişkinin 

ölçüsüne ihtiyaç duyulduğunda, kapulalar oldukça kullanışlı araçlardır. Değişkenlerin 

marjinal dağılımları hakkında bilgi verdiği gibi, marjinallerin ortak dağılımları hakkında da 

bilgi verir. Ayrıca uygun kapulalar yardımıyla bağımlılık davranışları belirlenebilir. 

Aktüeryal ve finansal uygulamalarda bağımlı risk gruplarına çok rastlandığından bu gibi 

alanlarda kapulaların kullanımı oldukça çoktur. Örneğin, 

 Aktüeryal uygulamalarda, kayıpların modellenmesinde ve aktüeryal kararlar vermede 

(Genest vd, 1998, Frees ve Valdez, 1998, Dhaene vd, 2002)  

 Finans ve ekonomi alanlarında, risklerin modellenmesinde ve risk yönetiminde (Genest 

vd, 2009, Fischer vd, 2009, Cherubini vd, 2004) 

 Sigortacılık alanında, bağımlı risklerin sigortalanmasında (Cebrian vd, 2003, Denuit vd, 

2005) 

sıklıkla kapulalardan faydanılmaktadır. 

2.1.1. Kapulalar ile ilgili temel bilgiler 

Kapula fonksiyonu ilk olarak Sklar (1959) tarafından tanımlanmıştır. Buna göre 𝐻(𝑥, 𝑦) 

fonksiyonu marjinalleri 𝐹 ve 𝐺 olan iki boyutlu sürekli ortak dağılım fonksiyonu olmak 

üzere 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ için 

𝐻(𝑥, 𝑦)  =  𝐶(𝐹(𝑥), 𝐺(𝑦)) (2.1) 
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şekilde tanımlanan bir 𝐶: [0,1]² → [0,1] kapula fonksiyonu vardır. Eğer 𝐹 ve 𝐺 sürekli ise, 

𝐶 tektir. Ayrıca 𝐶 kapula fonksiyonu, 𝐹 ve 𝐺 de dağılım fonksiyonu ise, Eş. 2.1 ile 

tanımlanan 𝐻 fonksiyonu, marjinalleri 𝐹 ve 𝐺 olan bir ortak dağılım fonksiyonudur (Nelsen, 

2006: 18-22). 

Kapulanın özellikleri 

İki boyutlu bir kapula aşağıdaki özelliklere sahip bir 𝐶: 𝐼2 → 𝐼 fonksiyonudur (Nelsen, 

2006:10): 

i. Her 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐼 için 

𝐶(𝑢, 0) = 𝐶(0, 𝑣) = 0  

𝐶(𝑢, 1) = 𝑢 ve 𝐶(1, 𝑣) = 𝑣 

ii. 𝑢1 ≤ 𝑢2 ve 𝑣1 ≤ 𝑣2 olacak şekilde her 𝑢1, 𝑢2, 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝐼 için 

𝑃(𝑢1 ≤ 𝑈 ≤ 𝑢2, 𝑣1 ≤ 𝑉 ≤ 𝑣2) =  𝐶(𝑢2, 𝑣2) − 𝐶(𝑢2, 𝑣1) − 𝐶(𝑢1, 𝑣2) + 𝐶(𝑢1, 𝑣1) ≥ 0  

𝐶 kapula fonksiyonunun olasılık yoğunluk fonksiyonu ise 

𝑐(𝑢, 𝑣) =
𝑑2

𝑑𝑢𝑑𝑣
𝐶(𝑢, 𝑣) (2.2) 

ile tanımlanır (Sklar, 1959). 

2.2. Fayda Teorisi, Fayda Kapulası, Riskten Kaçınma ve Risk Primi 

Bu bölümde öncelikle Fayda Teorisi’nden kısaca bahsedilerek, fayda fonksiyonları 

yardımıyla fayda kapulalarını elde etme yöntemi verilecektir. Daha sonra, tek ve iki 

değişkenli riskten kaçınma kavramları ele alınacaktır. İki değişkenli riskten kaçınmanın 

tanımı, fayda fonksiyonu ve fayda kapulası ile iki şekilde tanımlanmaktadır. Bu çalışmada, 

iki değişkenli riskten kaçınma fonksiyonları fayda kapulaları ile elde edilecektir. Risk primi 

ise, riskten kaçınma fonksiyonu yardımıyla tanımlanacaktır. 
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2.2.1.  Fayda teorisi 

Modern fayda teorisi, bir karar vericinin belirli rasyonel davranış aksiyomlarına göre 

(yapılan seçimlerde kazancın en üst, zararın ise en alt düzeye indirmeye çalışılması kuramı), 

belirsiz kazancı olan varlıklar arasında seçim yapması durumunda, portföy tercihlerinin 

beklenen faydasını maksimum yapacak şekilde bir fayda fonksiyonunun inşa edilebileceğini 

göstermektedir (Richter, 1960). 

Fayda fonksiyonları genellikle risk ve aktüerya uygulamalarında belirsizlik altında uygun 

kararlar almak için kullanılır. Başka bir deyişle, gerçek hayatta bireyleri, riskli alternatifler 

arasından seçim yapmaya yönlendirir. Bu nedenle, riskten kaçınma, riski sevme ve risk 

primleri gibi bazı önemli risk ölçülerinin hesaplanmasında kullanılan önemli bir araçtır 

(Denuit vd, 2005).  

Tanım  

Tek değişkenli fayda fonksiyonlarının kümesi 

𝑈1 = {u(𝑥) ∈ ∁
2: [𝑎,∞) → ℝ, u′(𝑥) > 0, u′′(𝑥) < 0} 

ile tanımlanır. u′(𝑥) > 0 durumu u fayda fonksiyonunun artan olduğunu, u′′(𝑥) < 0 durumu 

ise u fonksiyonunun içbükey fonksiyon olduğunu gösterir (Denuit vd, 2005). 

Tanım  

İki değişkenli fayda fonksiyonlarının kümesi 

𝑈2 = {u(𝑥, 𝑦) ∈ ∁
2: 𝐴 = [𝑎,∞) × [𝑏,∞) → ℝ̅,

𝜕u

𝜕𝑥
> 0,   

𝜕u

𝜕𝑦
> 0,

𝜕2u

𝜕𝑥2
< 0,

𝜕2u

𝜕𝑦2
< 0,

𝜕2u

𝜕𝑥𝜕𝑦
=
𝜕2u

𝜕𝑦𝜕𝑥
< 0,

𝜕2u

𝜕𝑥2
𝜕2u

𝜕𝑦2
−
𝜕2u

𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕2u

𝜕𝑦𝜕𝑥
> 0} 

ile tanımlanır. u fayda fonksiyonunun Hessian matrisinin pozitif olması, fayda 

fonksiyonunun dışbükey olduğunu gösterir (Kettler, 2007). 
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𝐴 bölgesi, 𝐴𝑤 = [𝑎, 𝑥] × [𝑏,∞], 𝑥 ≥ 𝑎 ve 𝐵𝑧 = [𝑏, 𝑦] × [𝑎,∞], 𝑦 ≥ 𝑏 olarak parçalansın. 

𝐼(𝑥, 𝑦) = −∫
𝜕2u

𝜕𝑥𝜕𝑦𝐴

𝑑𝑦𝑑𝑥 

= −u(𝑥, 𝑦) + u(𝑥, 𝑏) + u(𝑎, 𝑦) − u(𝑎, 𝑏) > 0 (2.3) 

Burada −
𝜕2u

𝜕𝑥𝜕𝑦
, u(𝑥, 𝑦) fayda fonksiyonunun bir ölçüsüdür. Aynı zamanda u1(𝑥) ve u2(𝑦), 

u(𝑥, 𝑦) fayda fonksiyonunun marjinalleridir ve  

u1(𝑥) = u(𝑥, 𝑏)  

u2(𝑦) = u(𝑎, 𝑦)  

u(𝑎, 𝑏) = u1(𝑎) = u2(𝑏) = 𝑘  

şeklinde elde edilir. 

(𝑢, 𝑣) ∈ ℝ̅+
2  olmak üzere,  

lim
𝑦→∞

(u(𝑥, 𝑦) − u(𝑎, 𝑦)) = lim
𝑥→∞

(u(𝑥, 𝑦) − u(𝑥, 𝑏)) = 0 

ise, Eş. 2.3’ten 

lim
𝑦→∞

(u(𝑥, 𝑦) − u(𝑎, 𝑦)) = lim
𝑥→∞

(u(𝑥, 𝑦) − u(𝑥, 𝑏)) = 0 

ise  

𝑢 = lim
𝑦→∞

𝐼(𝑥, 𝑦) = u1(𝑥) − u1(𝑎) = ∫
𝑑u1
𝑑𝑠

𝑥

𝑎

𝑑𝑠 > 0 

𝑣 = lim
𝑥→∞

𝐼(𝑥, 𝑦) =u2(𝑥) − u2(𝑏) = ∫
𝑑u2
𝑑𝑡

𝑦

𝑏

𝑑𝑡 > 0 

şeklindedir. Bu sonuçlar, lim
𝜕u

𝜕𝑥
𝑦→∞

= lim
𝑥→∞

𝜕u

𝜕𝑦
= 0 varsayımı ile geçerlidir. Bu varsayım, u1(𝑥) 

ve u2(𝑦)' nin marjinal fayda fonksiyonlarının varlığını göstermektedir. Ayrıca bu varsayımın 
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varlığı, birinci türevlerin 0’dan büyük olması (
𝜕u

𝜕𝑥
> 0,   

𝜕u

𝜕𝑦
> 0) şartından, dolaylı olarak 

söylenebilir. Böylece  𝛾  bir sınır olmak üzere  

u(𝑥, 𝑦) − u(𝑎, 𝑦) > (𝑥 − 𝑎)𝛾 > 0 

veya 

u(𝑥, 𝑦) − u(𝑥, 𝑏) > (𝑦 − 𝑏)𝛾 > 0 

eşitsizlikleri birinci türevler monoton azalan olduğu sürece sırasıyla 𝑦 ve 𝑥’den bağımsızdır. 

Bu nedenle 𝑢 ve 𝑣 değişkenleri, u(𝑥, 𝑦)’nin 𝑦 =  𝑏 ve 𝑥 =  𝑎 kısıtlamaları ile elde edilemez 

(Kettler, 2007). 

2.2.2.  Fayda kapulası 

İki değişkenli fayda kapulası 𝑈𝐶(𝑢, 𝑣), u(𝑥, 𝑦) fayda fonksiyonu yardımıyla (2.4)'deki gibi 

elde edilir (Kettler, 2007): 

𝑈𝐶(𝑢, 𝑣) = −u(u1
−1(𝑢 + 𝑘), u2

−1(𝑣 + 𝑘)) + (𝑢 + 𝑘) + 𝑘 > 0,     u(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 (2.4) 

Burada u1(𝑥) = u(𝑥, 𝑏) ve u2(𝑦) = u(𝑎, 𝑦) marjinal fayda fonksiyonlarıdır. Ayrıca 

u(𝑎, 𝑏) = u1(𝑎) = u2(𝑏) = 𝑘 dır. 

Bir fayda kapulası  

i. Temel koşul (The ground condition): 𝑈𝐶(𝑢, 0) = 𝑈𝐶(0, 𝑣) = 0 

ii. Düzgün marjinal koşul (The uniform margin condition): 𝑈𝐶1(𝑢) = 𝑈𝐶(𝑢,∞) = 𝑢 ve 

𝑈𝐶2(𝑣) = 𝑈𝐶(∞, 𝑣) = 𝑣 

iii. Fayda kapulası ölçüsü (Utility copula measure): 𝑢𝑐(𝑢, 𝑣) ≔
𝜕2𝑈𝐶

𝜕𝑢𝜕𝑣
= −

𝜕2u

𝜕𝑥𝜕𝑦
𝑑u1
𝑑𝑥

𝑑u2
𝑑𝑦

 

özelliklerini sağlar. 
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Her sürekli Sklar kapulası bir fayda kapulasıdır. Ancak her fayda kapulası bir Sklar kapulası 

değildir (Abbas, 2009). 

2.2.3.  Riskten kaçınma 

Riskten kaçınma, karar vericinin riske karşı davranışı ile ilgili bir kavramdır. Karar verici, 

getirisi olan birkaç farklı durumla karşı karşıya geldiğinde, daha az riskli olanı tercih etmek 

ister. Dolayısıyla daha az riskli tercihi seçip seçmeyeceğine de riskten kaçınma katsayısı ile 

karar verebilir. 

Riskli bir davranış, bir veya birden fazla risk söz konusu olduğunda, fayda fonksiyonları 

yardımıyla ele alınmaktadır. Bununla birlikte, çeşitli ekonomik problemlerin 

modellenmesinde tek boyutlu fayda fonksiyonları yetersiz kalmakta ve çok değişkenli fayda 

fonksiyonlarına ihtiyaç duyulmaktadır (Cardin ve Ferretti, 2004). Riskler arasında bağımlılık 

söz konusu olduğunda ise, karar verici risklere karşı davranışı kapula fonksiyonları ile 

modellenebilir.  

Riskten kaçınma, tek ve iki değişkenli olmak üzere, fayda fonksiyonu ve kapula fonksiyonu 

yardımıyla tanımlanacaktır. 

Tek değişkenli riskten kaçınma  

Riskten kaçınma katsayısı ilk olarak Arrow (1971) ve Pratt (1964) tarafından aşağıdaki gibi 

tanımlanmıştır: 

𝑅𝐴 = −
u′′(𝑥)

u′(𝑥)
 

𝑅𝐴, riskten kaçınma gücünün bir ölçüsü olarak da tanımlanabilir. Burada u(𝑥) fayda 

fonksiyonudur. Kar sağlamak ve riskten kaçınmak isteyen her karar verici için 𝑅𝐴 ≥ 0 

olmalıdır. Riskten kaçınma katsayısı belirsizlik altında davranış gösteren teorik ve ampirik 

çalışmalarda kullanışlıdır (Arrow, 1965). 
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İki değişkenli riskten kaçınma matrisi 

Fayda fonksiyonu yardımıyla,  

𝑅 = [𝑟𝑖𝑗] = − [
u𝑖𝑗

u𝑖
] ,         𝑖, 𝑗 = 1,2 

ile tanımlanır. Burada u𝑖 =
𝜕u(𝑥𝑖,𝑦𝑗)

𝜕𝑥𝑖
 marjinal fayda fonksiyonları ve u𝑖𝑗 =

𝜕2u(𝑥𝑖,𝑦𝑗)

𝜕𝑥𝑖𝑦𝑗
 dır 

(Duncan, 1977).  

Kapula fonksiyonu yardımıyla, 

𝑅 = 𝑟𝑖𝑗 = −[

𝑟11

𝑟1

𝑟12

𝑟1
𝑟21

𝑟2

𝑟22

𝑟2

] ,         𝑖, 𝑗 = 1,2 (2.5) 

ile tanımlanır (Abbas, 2009). Burada 𝑅’nin elemanları ise 𝑖 ≠ 𝑗 için 𝑟𝑖𝑗 = 𝜕²𝐶(𝑢, 𝑣)/𝜕𝑢𝜕𝑣 

ve 𝑟𝑗𝑖 = 𝜕²𝐶(𝑢, 𝑣)/𝜕𝑣𝜕𝑢, 𝑖 = 𝑗 için 𝑟𝑖𝑖 = 𝜕²𝐶(𝑢, 𝑣)/𝜕𝑢
2, 𝑟𝑗𝑗 = 𝜕²𝐶(𝑢, 𝑣)/𝜕𝑣

2 ile bulunur. 

Ayrıca 𝑢 ve 𝑣 için marjinal kapula fonksiyonları da 𝑟1 =
𝑑

𝑑𝑢
𝐶(𝑢, 𝑣) ve 𝑟2 =

𝑑

𝑑𝑣
𝐶(𝑢, 𝑣) 

şeklinde hesaplanır. 

Fayda fonksiyonu veya fayda kapulasının karma kısmi türevi, çok değişkenli riskten 

kaçınma olarak da bilinir. Bir karar vericinin karma kısmi türevi (pozitif) negatif ise çok 

değişkenli (risk seven) riskten kaçındığı söylenir (Abbas, 2009). 

2.2.4.  Risk primi 

Risk primi, olası kayıp miktarını ve kayıp sayısını karşılamak üzere hesaplanan net prim 

tutarını ifade etmektedir. Lai (2015), istatistiksel primin riskten kaçınmanın artan bir 

fonksiyonu olduğunu ortaya koymaktadır. Bir karar verici riskten kaçınırsa, riski önlemek 

için risk primi ödemeye razıdır. 

Yaklaşık risk prim vektörü 
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𝜋 =
1

2
dg𝑅Σ (2.6) 

ile bulunur. Burada Σ = [
𝜎11 𝜎12
𝜎21 𝜎22

] varyans kovaryans matrisidir. Bir karar verici riskten 

kaçınıyorsa (𝑅 > 0) daha çok prim ödemeyi kabul edecektir. Eğer bir karar verici riski 

seviyorsa (𝑅 < 0) daha az prim ödemeyi isteyecektir (Duncan, 1977). 
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3. FAYDA KAPULASI İÇİN RİSKTEN KAÇINMA VE RİSK PRİMİ 

Çalışmanın bu bölümünde, Kettler (2007)’deki fayda fonksiyonu ve fayda kapulası için 

riskten kaçınma matrisi ve risk prim vektörü elde edilecektir. Ayrıca sonuçlar tablo ve 

grafikler ile yorumlanacaktır. 

Kettler (2007)’de verilen logaritmik fayda fonksiyonu (logarithmic substitution utility 

function) aşağıdaki gibidir: 

u(𝑥, 𝑦) = ln (𝑥 + 𝑦 − 1),     (𝑥, 𝑦) ∈ [1,∞)2 (3.1) 

Bu logaritmik fayda fonksiyonu yardımıyla Eş. 2.3’ten elde edilen fayda kapulası ise 

𝑈𝐶(𝑢, 𝑣) = (𝑢 + 𝑣 − ln (𝑒𝑢 + 𝑒𝑣 − 1)),           (𝑢, 𝑣) ∈ (0,∞)2 (3.2) 

şeklindedir. Bu kapula tek parametreli bir kapula ailesine 

𝑈𝐶𝜃(𝑢, 𝑣) =  (𝑢
𝜃 + 𝑣𝜃 − ln (𝑒𝑢

𝜃
+ 𝑒𝑣

𝜃
− 1))

1/𝜃

> 0, 

(𝑢, 𝑣) ∈ (0,∞)2,    𝜃 ∈ (0,∞) (3.3) 

şeklinde genişletilebilir (Kettler, 2007). 

Eş. 3.3 için, Eş. 2.5’ten elde edilen riskten kaçınma matrisi 

𝑅𝜃 =

[
 
 
 
 𝜃𝑒𝑢

𝜃
𝑢𝜃

𝑢𝑘1
+
(𝜃−1)𝑢𝜃−1(𝑒𝑣

𝜃
−1)

𝑘1[𝐶𝜃(𝑢,𝑣)]
𝜃 −

(𝜃−1)

𝑢
ℎ(𝑣)

ℎ(𝑢) 𝑧(𝑣) +
(𝜃−1)𝑘1([𝐶𝜃(𝑢,𝑣)]

𝜃−𝑣𝜃)−𝜃𝑒𝑣
𝜃
𝑣2𝜃

𝑣𝑘1[𝐶𝜃(𝑢,𝑣)]
𝜃 ]

 
 
 
 

 (3.4) 

şeklindedir. Burada ℎ(𝑢) =
𝑢𝜃−1

𝑘1
(
𝜃𝑒𝑢

𝜃
𝑒𝑣
𝜃

(𝑒𝑢
𝜃
−1)

−
(𝜃−1)(𝑒𝑣

𝜃
−1)

[𝐶𝜃(𝑢,𝑣)]𝜃
), ℎ(𝑣) =

𝑣𝜃−1

𝑘1
(
𝜃𝑒𝑢

𝜃
𝑒𝑣
𝜃

(𝑒𝑣
𝜃
−1)

−
(𝜃−1)(𝑒𝑢

𝜃
−1)

[𝐶𝜃(𝑢,𝑣)]
𝜃 ), 

𝑧(𝑣) =
𝑒𝑣
𝜃
𝑣𝜃(−𝜃([𝐶𝜃(𝑢,𝑣)]

𝜃−1)−1)

𝑣𝑘1[𝐶𝜃(𝑢,𝑣)]
𝜃  ve 𝑘1 = 𝑒

𝑢𝜃 + 𝑒𝑣
𝜃
− 1 dır. 
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Eş. 2.6’dan elde edilen risk prim vektörü 

π =
1

2𝑘1

[
 
 
 
 
 
 𝜎11

𝑢
(𝑒𝑢

𝜃
𝑢𝜃 + (𝜃 − 1)(

𝑢𝜃(𝑒𝑣
𝜃
−1)

[𝐶𝜃(𝑢,𝑣)]
𝜃 − 𝑘1)) + 𝜎21𝑣

𝜃−1 (
(𝜃−1)(𝑒𝑢

𝜃
−1)

[𝐶𝜃(𝑢,𝑣)]
𝜃 −

𝜃𝑒𝑢
𝜃
𝑒𝑣
𝜃

(𝑒𝑣
𝜃
−1)
)

−
𝜎22

𝑣
(
(𝜃−1)(𝑒𝑢

𝜃
−1)([𝐶𝜃(𝑢,𝑣)]

𝜃−𝑣𝜃)

[𝐶𝜃(𝑢,𝑣)]
𝜃 + 𝑒𝑣

𝜃
(𝜃(1 − 𝑣𝜃) − 1)) + 𝜎12𝑢

𝜃−1 (
𝜃𝑒𝑢

𝜃
𝑒𝑣
𝜃

(𝑒𝑢
𝜃
−1)

−
(𝜃−1)(𝑒𝑣

𝜃
−1)

[𝐶𝜃(𝑢,𝑣)]
𝜃 )

                                                         ]
 
 
 
 
 
 

 (3.5) 

şeklindedir. Burada, 𝑘1 = 𝑒
𝑢𝜃 + 𝑒𝑣

𝜃
− 1 dır. 

Bağımlılık parametresinin 𝜃 = 1 ve 𝜃 = 2 olan iki durumu için riskten kaçınma matrisi ve 

risk prim vektörü hesaplanmıştır. Bunun için 𝜎11𝜎22 = 1, 𝜎11 ≠ 0, 𝜎22 ≠ 0  varsayımı 

yapılarak, risklerin bağımsız (𝜌12=0, 𝜌21 = 0), yarı bağımlı (𝜌12 = 0.5, 𝜌21 = 0.5) ve tam 

bağımlı (𝜌12 = 1, 𝜌21 = 1) olma durumları göz önünde bulundurulmuştur. 

Durum 1.  𝜃 = 1 için riskten kaçınma matrisi ve risk prim vektörü  

Eş. 3.4’ten, bağımlılık parametresi 𝜃 = 1 için elde edilen riskten kaçınma matrisi 

𝑅𝜃=1 = [

𝑒𝑢
(𝑒𝑢 + 𝑒𝑣 − 1)⁄ −𝑒𝑢𝑒𝑣

(𝑒𝑣 − 1)(𝑒𝑢 + 𝑒𝑣 − 1)⁄

−𝑒𝑢𝑒𝑣
(𝑒𝑢 − 1)(𝑒𝑢 + 𝑒𝑣 − 1)⁄ 𝑒𝑣

(𝑒𝑢 + 𝑒𝑣 − 1)⁄
] 

ve risk prim vektörü 

π𝜃=1 = −
1

2

[
 
 
 
 
𝑒𝑢

𝑒𝑣 − 1

𝜌21𝑒
𝑣 − 𝜎11(𝑒

𝑣 − 1)

𝑒𝑢 + 𝑒𝑣 − 1

𝑒𝑣

𝑒𝑢 − 1

𝜌12𝑒
𝑢 − 𝜎22(𝑒

𝑢 − 1)

𝑒𝑢 + 𝑒𝑣 − 1 ]
 
 
 
 

 

şeklindedir. Buna göre 𝑢 ve 𝑣’nin belli değerleri için riskten kaçınma ve risk prim değerleri 

sırasıyla Çizelge 3.1 ve Çizelge 3.2.’de verilmiştir. Ayrıca bu tablo değerleri için elde edilen 

grafikler de Şekil 3.1, Şekil 3.2, Şekil 3.3 ve Şekil 3.4’te gösterilmiştir. 
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Çizelge 3.1. 𝑈𝐶1(𝑢, 𝑣) kapulası için riskten kaçınma matrisi değerleri 

𝑢 𝑣 𝑟11 𝑟12 𝑟21 𝑟22 

0,1 0,1 0,9131 -9,5952 -9,5952 0,9131 

 0,3 0,7596 -2,9306 -9,7488 0,9277 

 0,5  0,6301 -1,6015 -9,8782 0,9400 

 0,7 0,5216 -1,0361 -9,9868 0,9504 

 0,9 0,4309 -0,7261 -10,0774 0,9590 

0,3 0,1 0,9277 -9,7488 -2,9306 0,7596 

 0,3 0,7942 -3,0641 -3,0641 0,7942 

 0,5 0,6754 -1,7165 -3,1829 0,8249 

 0,7 0,5711 -1,1345 -3,2872 0,8520 

 0,9 0,4805 -0,8096 -3,3778 0,8755 

0,5 0,1 0,9400 -9,8782 -1,6015 0,6301 

 0,3 0,8249 -3,1829 -1,7165 0,6754 

 0,5 0,7176 -1,8239 -1,8239 0,7176 

 0,7 0,6192 -1,2301 -1,9222 0,7563 

 0,9 0,5304 -0,8938 -2,0111 0,7913 

0,7 0,1 0,9504 -9,9868 -1,0361 0,5216 

 0,3 0,8520 -3,2872 -1,1345 0,5711 

 0,5 0,7563 -1,9222 -1,2301 0,6192 

 0,7 0,6652 -1,3213 -1,3213 0,6652 

 0,9 0,5798 -0,9770 -1,4067 0,7081 

0,9 0,1 0,9590 -10,0774 -0,7261 0,4309 

 0,3 0,8755 -3,3778 -0,8096 0,4805 

 0,5 0,7913 -2,0111 -0,8938 0,5304 

 0,7 0,7081 -1,4067 -0,9770 0,5798 

 0,9 0,6276 -1,0575 -1,0575 0,6276 

 

Şekil 3.1. 𝑈𝐶1(𝑢, 𝑣) kapulası için riskten kaçınma matrisinin grafikleri 
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Çizelge 3.2. 𝑈𝐶1(𝑢, 𝑣) kapulası için risk prim vektörü değerleri 

𝜃 = 1 𝜌12=0,  𝜌21 = 0 𝜌12 = 0,5,  𝜌21 = 0,5 𝜌12 = 1,  𝜌21 = 1 

𝑢 𝑣 𝜋11 𝜋21 𝜋11 𝜋21 𝜋11 𝜋21 

0,1 0,1 0,4566 0,4566 -1,9423 -1,9423 -4,3411 -4,3411 

 0,3 0,3798 0,4639 -0,3529 -1,9733 -1,0855 -4,4105 

 0,5  0,3151 0,4700 -0,0853 -1,9995 -0,4857 -4,4691 

 0,7 0,2608 0,4752 0,0018 -2,0215 -0,2572 -4,5182 

 0,9 0,2155 0,4795 0,0339 -2,0399 -0,1476 -4,5592 

0,3 0,1 0,4639 0,3798 -1,9733 -0,3529 -4,4105 -1,0855 

 0,3 0,3971 0,3971 -0,3689 -0,3689 -1,1350 -1,1350 

 0,5 0,3377 0,4125 -0,0914 -0,3832 -0,5206 -1,1790 

 0,7 0,2856 0,4260 0,0019 -0,3958 -0,2817 -1,2176 

 0,9 0,2402 0,4377 0,0378 -0,4067 -0,1646 -1,2512 

0,5 0,1 0,4700 0,3151 -1,9995 -0,0853 -4,4691 -0,4857 

 0,3 0,4125 0,3377 -0,3832 -0,0914 -1,1790 -0,5206 

 0,5 0,3588 0,3588 -0,0971 -0,0971 -0,5531 -0,5531 

 0,7 0,3096 0,3782 0,0021 -0,1024 -0,3054 -0,5830 

 0,9 0,2652 0,3956 0,0418 -0,1071 -0,1817 -0,6099 

0,7 0,1 0,4752 0,2608 -2,0215 0,0018 -4,5182 -0,2572 

 0,3 0,4260 0,2856 -0,3958 0,0019 -1,2176 -0,2817 

 0,5 0,3782 0,3096 -0,1024 0,0021 -0,5830 -0,3054 

 0,7 0,3326 0,3326 0,0023 0,0023 -0,3281 -0,3281 

 0,9 0,2899 0,3541 0,0456 0,0024 -0,1986 -0,3493 

0,9 0,1 0,4795 0,2155 -2,0399 0,0339 -4,5592 -0,1476 

 0,3 0,4377 0,2402 -0,4067 0,0378 -1,2512 -0,1646 

 0,5 0,3956 0,2652 -0,1071 0,0418 -0,6099 -0,1817 

 0,7 0,3541 0,2899 0,0024 0,0456 -0,3493 -0,1986 

 0,9 0,3138 0,3138 0,0494 0,0494 -0,2150 -0,2150 

 

Şekil 3.2. 𝑈𝐶𝜃(𝑢, 𝑣) kapulasının θ = 1 ve 𝜌12=0,  𝜌21 = 0 için risk prim grafikleri 
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Şekil 3.3. 𝑈𝐶𝜃(𝑢, 𝑣) kapulasının 𝜃 = 1 ve 𝜌12 = 0,5 𝜌21 = 0,5 için risk prim grafikleri 

 

Şekil 3.4. 𝑈𝐶𝜃(𝑢, 𝑣) kapulasının 𝜃 = 1 ve 𝜌12 = 1, 𝜌21 = 1 için risk prim grafikleri 

Durum 2.  𝜃 = 2 için riskten kaçınma matrisi ve risk prim vektörü  

Eş. 3.4’ten, bağımlılık parametresi 𝜃 = 2 için elde edilen riskten kaçınma matrisi 

R𝜃=2 =

[
 
 
 
 
 1

𝑢
−
2𝑒𝑢

2
𝑢

𝑘1:𝜃=2
−

𝑢(𝑒𝑣
2
− 1)

𝑘1:𝜃=2[𝐶2(𝑢, 𝑣)]
2

𝑣

𝑘1:𝜃=2
(
2𝑒𝑢

2
𝑒𝑣

2

(𝑒𝑣
2
− 1)

−
𝑒𝑢

2
− 1

[𝐶2(𝑢, 𝑣)]
2)

𝑢

𝑘1:𝜃=2
(
2𝑒𝑢

2
𝑒𝑣

2

(𝑒𝑢
2
− 1)

−
𝑒𝑣

2
− 1

[𝐶2(𝑢, 𝑣)]
2)

𝑒𝑣
2
(1 − 2([𝐶2(𝑢, 𝑣)]

2 − 𝑣2)) − 2𝑒𝑣
2
𝑣3

𝑘1:𝜃=2[𝐶2(𝑢, 𝑣)]
2 +

[𝐶2(𝑢, 𝑣)]
2 − 𝑣2

𝑣[𝐶2(𝑢, 𝑣)]
2
]
 
 
 
 
 

 

ve risk prim vektörü 
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π𝜃=2 =
1

2𝑘1:𝜃=2

[
 
 
 
 
 
 𝜎11

𝑢
(𝑒𝑢

2
𝑢2 + (

𝑢2(𝑒𝑣
2
− 1)

[𝐶2(𝑢, 𝑣)]
2 − 𝑘1:𝜃=2)) + 𝜌21𝑣 (

𝑒𝑢
2
− 1

[𝐶2(𝑢, 𝑣)]
2 −

𝜃𝑒𝑢
2
𝑒𝑣

2

(𝑒𝑣
2
− 1)

)

−
𝜎22
𝑣
(
(𝑒𝑢

2
− 1)([𝐶2(𝑢, 𝑣)]

2 − 𝑣2)

[𝐶2(𝑢, 𝑣)]
2 + 𝑒𝑣

2
(2(1 − 𝑣2) − 1)) + 𝜌12𝑢 (

2𝑒𝑢
2
𝑒𝑣

2

(𝑒𝑢
2
− 1)

−
𝑒𝑣

2
− 1

[𝐶2(𝑢, 𝑣)]
2)

]
 
 
 
 
 
 

 

Burada 𝑘1:𝜃=2 ifadesi, 𝑘1 = 𝑒
𝑢𝜃 + 𝑒𝑣

𝜃
− 1 eşitliğinde 𝜃 yerine 2 değeri yazılarak elde edilen 

eşitliği göstermektedir. Buna göre belli (𝑢, 𝑣) değerleri için riskten kaçınma ve risk prim 

değerleri sırasıyla Çizelge 3.3 ve Çizelge 3.4’te verilmiştir. Ayrıca bu tablo değerleri için 

elde edilen grafikler de sırasıyla Şekil 3.5, Şekil 3.6, Şekil 3.7 ve Şekil 3.8’de sunulmuştur. 

Çizelge 3.3. 𝑈𝐶2(𝑢, 𝑣) kapulası için riskten kaçınma matrisi değerleri 

𝑢 𝑣 𝑟11 𝑟12 𝑟21 𝑟22 

0,1 0,1 0,1486 -9,9516 -9,9516 0,1486 

 0,3 0,1373 -3,1897 -9,9629 0,4482 

 0,5 0,1172 -1,7662 -9,9830 0,7546 

 0,7 0,0923 -1,1135 -10,0078 1,0720 

 0,9 0,0672 -0,7272 -10,0330 1,4041 

0,3 0,1 0,4482 -9,9629 -3,1897 0,1373 

 0,3 0,4166 -3,2213 -3,2213 0,4166 

 0,5 0,3594 -1,8117 -3,2784 0,7091 

 0,7 0,2871 -1,1644 -3,3507 1,0211 

 0,9 0,2118 -0,7756 -3,4260 1,3557 

0,5 0,1 0,7546 -9,9830 -1,7662 0,1172 

 0,3 0,7091 -3,2784 -1,8117 0,3594 

 0,5 0,6242 -1,8966 -1,8966 0,6242 

 0,7 0,5117 -1,2634 -2,0091 0,9221 

 0,9 0,3881 -0,8737 -2,1327 1,2576 

0,7 0,1 1,0720 -10,0078 -1,1135 0,0923 

 0,3 1,0211 -3,3507 -1,1644 0,2871 

 0,5 0,9221 -2,0091 -1,2634 0,5117 

 0,7 0,7826 -1,4029 -1,4029 0,7826 

 0,9 0,6174 -1,0216 -1,5681 1,1097 

0,9 0,1 1,4041 -10,0330 -0,7272 0,0672 

 0,3 1,3557 -3,4260 -0,7756 0,2118 

 0,5 1,2576 -2,1327 -0,8737 0,3881 

 0,7 1,1097 -1,5681 -1,0216 0,6174 

 0,9 0,9183 -1,2130 -1,2130 0,9183 
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Şekil 3.5. 𝑈𝐶2(𝑢, 𝑣) kapulası için riskten kaçınma matrisinin grafikleri  

Çizelge 3.4. 𝑈𝐶2(𝑢, 𝑣) kapulası için risk prim vektörü değerleri 

𝜃 = 2 𝜌12=0,  𝜌21 = 0 𝜌12 = 0,5,  𝜌21 = 0,5 𝜌12 = 1,  𝜌21 = 1 

𝑢 𝑣 𝜋11 𝜋21 𝜋11 𝜋21 𝜋11 𝜋21 

0,1 0,1 0,0743 0,0743 -2,4136 -2,4136 -4,9015 -4,9015 

 0,3 0,0686 0,2241 -0,7288 -2,2666 -1,5262 -4,7574 

 0,5  0,0586 0,3773 -0,3830 -2,1185 -0,8245 -4,6142 

 0,7 0,0462 0,5360 -0,2322 -1,9659 -0,5106 -4,4679 

 0,9 0,0336 0,7020 -0,1482 -1,8062 -0,3300 -4,3145 

0,3 0,1 0,2241 0,0686 -2,2666 -0,7288 -4,7574 -1,5262 

 0,3 0,2083 0,2083 -0,5970 -0,5970 -1,4023 -1,4023 

 0,5 0,1797 0,3546 -0,2732 -0,4651 -0,7261 -1,2847 

 0,7 0,1436 0,5105 -0,1475 -0,3271 -0,4386 -1,1648 

 0,9 0,1059 0,6778 -0,0880 -0,1787 -0,2819 -1,0352 

0,5 0,1 0,3773 0,0586 -2,1185 -0,3830 -4,6142 -0,8245 

 0,3 0,3546 0,1797 -0,4651 -0,2732 -1,2847 -0,7261 

 0,5 0,3121 0,3121 -0,1621 -0,1621 -0,6362 -0,6362 

 0,7 0,2559 0,4610 -0,0600 -0,0412 -0,3759 -0,5435 

 0,9 0,1940 0,6288 -0,0244 0,0956 -0,2428 -0,4376 

0,7 0,1 0,5360 0,0462 -1,9659 -0,2322 -4,4679 -0,5106 

 0,3 0,5105 0,1436 -0,3271 -0,1475 -1,1648 -0,4386 

 0,5 0,4610 0,2559 -0,0412 -0,0600 -0,5435 -0,3759 

 0,7 0,3913 0,3913 0,0406 0,0406 -0,3101 -0,3101 

 0,9 0,3087 0,5549 0,0533 0,1628 -0,2021 -0,2292 

0,9 0,1 0,7020 0,0336 -1,8062 -0,1482 -4,3145 -0,3300 

 0,3 0,6778 0,1059 -0,1787 -0,0880 -1,0352 -0,2819 

 0,5 0,6288 0,1940 0,0956 -0,0244 -0,4376 -0,2428 

 0,7 0,5549 0,3087 0,1628 0,0533 -0,2292 -0,2021 

 0,9 0,4592 0,4592 0,1559 0,1559 -0,1473 -0,1473 
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Şekil 3.6. 𝑈𝐶𝜃(𝑢, 𝑣) kapulasının 𝜃 = 2 ve 𝜌12 = 0,  𝜌21 = 0 için risk prim grafikleri 

 

Şekil 3.7. 𝑈𝐶𝜃(𝑢, 𝑣) kapulasının 𝜃 = 2 ve 𝜌12 = 0,5, 𝜌21 = 0,5 için risk prim grafikleri 

 

Şekil 3.8. 𝑈𝐶𝜃(𝑢, 𝑣) kapulasının 𝜃 = 2 ve 𝜌12 = 1, 𝜌21 = 1 için risk prim grafikleri 
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Çizelge 3.1 ve Çizelge 3.3’e göre, bir sigorta şirketi iki riski ayrı ayrı sigortalayacaksa riskten 

kaçınan (𝑟11 > 0, 𝑟22 > 0), aynı anda sigortalayacaksa riski seven (𝑟12 < 0, 𝑟21 < 0) bir 

davranış sergileyeceği görülmektedir. Çizelge 3.2. ve Çizelge 3.4’te, bağımsız iki risk için 

(𝜌12 = 0,  𝜌21 = 0) prim katsayılarının 0’dan büyük olduğu görülmektedir. Bu durum da 

sigorta şirketinin bağımsız riskler karşısında riskten kaçınan bir davranış sergilediğini 

göstermektedir. Riskler yarı ve tam bağımlı olduğunda ise, sigorta şirketi riski seven bir 

davranış sergileyeceği görülmektedir. Buna bağlı olarak sigorta şirketi yarı ve tam bağımlı 

riskleri sigortalarken riskten kaçınmak isterse, risk prim katsayılarının toplamı kadar 

sigortalanandan fazla prim alması gerekecektir. Bağımlılık parametresi 𝜃’nın değeri arttıkça 

da riskler için belirlenecek prim katsayılarında da artış olduğu görülmektedir. Diğer bir ifade 

ile, bağımlı risklerle çalışan bir sigorta şirketi, daha fazla risk üstleneceğinden risklerin 

bağımsız olması durumuna göre belirlenen primden daha fazla prim alacağı anlaşılmaktadır.  

Bu durumlar, Çizelge 3.5’te verilen sayısal sonuçlar ile aşağıdaki örnekler ile daha ayrıntılı 

olarak açıklanmıştır. 

Çizelge 3.5. Belli (𝑢, 𝑣) değerlerinin bağımlılık yapılarına göre prim katsayıları 

 𝜃 = 1 𝜃 = 2 

Riskler Bağımlılık Yapısı 𝜋11 𝜋21 Toplam 𝜋11 𝜋21 Toplam 

𝑢 = 0,1 

𝑣 = 0,3 

𝜌12 = 0, 𝜌21 = 0 0,3798 0,4639 0,8437 0,0686 0,2241 0,2927 

𝜌12 = 0,5, 𝜌21 = 0,5 -0,3529 -1,9733 -2,3262 -0,7288 -2,2666 -2,9954 

𝜌12 = 1, 𝜌21 = 1 -1,0855 -4,4105 -5,4960 -1,5262 -4,7574 -6,2836 

𝑢 = 0,3 

𝑣 = 0,3 

𝜌12 = 0, 𝜌21 = 0 0,3971 0,3971 0.7942 0,2083 0,2083 0.4166 

𝜌12 = 0,5, 𝜌21 = 0,5 -0,3689 -0,3689 -0.7378 -0,5970 -0,5970 -1.1940 

𝜌12 = 1, 𝜌21 = 1 -1,1350 -1,1350 -2.2700 -1,4023 -1,4023 -2.8046 

𝑢 = 0,5 

𝑣 = 0,3 

𝜌12 = 0, 𝜌21 = 0 0,4125 0,3377 0.7502 0,3546 0,1797 0.5343 

𝜌12 = 0,5, 𝜌21 = 0,5 -0,3832 -0,0914 -0.4746 -0,4651 -0,2732 -0.7383 

𝜌12 = 1, 𝜌21 = 1 -1,1790 -0,5206 -1.6996 -1,2847 -0,7261 -2.0108 

 

1. Örnek (𝑢 = 0,1, 𝑣 = 0,3, 𝑢 < 𝑣): Bağımlılık parametresi 𝜃 = 1 iken, riskler bağımsız 

(𝜌12 = 0, 𝜌21 = 0) olduğunda ilk risk için alınacak prim katsayısı π11 = 0,3798, ikinci risk 

için alınacak prim katsayısı da π21 = 0,4639 kadardır. Riskler yarı bağımlı (𝜌12 = 0,5,

𝜌21 = 0,5) olduğunda ilk risk için alınacak prim katsayısı π11 = −0,3529, ikinci risk için 

alınacak prim katsayısı da π21 = −1,9733 kadardır. Riskler tam bağımlı (𝜌12 = 1, 𝜌21 = 1) 
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olduğunda bu prim katsayıları sırasıyla -1,0855 ve -4,4105 olmaktadır. Dolayısıyla bir 

sigorta şirketi, yarı bağımlı riskleri sigortalamak istediğinde, riskten kaçınmak için, bu 

risklerden 2,3262 (0,3529+1.9733) prim katsayısı ile daha fazla prim alması gerekir. Tam 

bağımlı riskleri sigortalamak istediğinde ise, bu risklerden 5,496 (1,0855+4,4105) prim 

katsayısı ile daha fazla prim almalıdır. 

𝜃 = 2 iken, riskler bağımsız (𝜌12 = 0, 𝜌21 = 0) olduğunda ilk risk için alınacak prim 

katsayısı π11 = 0,0686, ikinci risk için alınacak prim katsayısı da π21 = 0,2241 kadardır. 

Riskler yarı bağımlı (𝜌12 = 0,5, 𝜌21 = 0,5) olduğunda ilk risk için alınacak prim katsayısı 

π11 = −0,7288, ikinci risk için alınacak prim katsayısı da π21 = −2,2666 iken, riskler tam 

bağımlı (𝜌12 = 1, 𝜌21 = 1) olduğunda bu prim katsayıları sırasıyla -1,5262 ve -4,7574 

olmaktadır. Dolayısıyla bir sigorta şirketi, riskten kaçınmak istiyorsa, riskleri ayrı ayrı 

sigortalamayı tercih edecektir. Ancak yarı bağımlı riskleri sigortalamak istediğinde, riskten 

kaçınmak için, bu risklerden 2,9954 (0,7288+2,2666) prim katsayısı ile daha fazla prim 

alması gerekir. Tam bağımlı riskleri sigortalamak istediğinde ise, bu risklerden 6,2836 

(1,5262+4,7574) prim katsayısı ile daha fazla prim almalıdır. 

2. Örnek (𝑢 = 0,3, 𝑣 = 0,3, 𝑢 = 𝑣): Bağımlılık parametresi 𝜃 = 1 iken, riskler bağımsız 

(𝜌12 = 0, 𝜌21 = 0) olduğunda risklerden alınacak prim katsayıları π11 = π21 = 0,3971 

kadardır. Riskler yarı bağımlı (𝜌12 = 0,5, 𝜌21 = 0,5) olduğunda iki riskten de alınacak prim 

katsayısı π11 = π21 = −0,3689 dır. Riskler tam bağımlı (𝜌12 = 1, 𝜌21 = 1) olduğunda bu 

prim katsayıları π11 = π21 = −1,1350 olmaktadır. Dolayısıyla bir sigorta şirketi, yarı 

bağımlı riskleri sigortalamak istediğinde, riskten kaçınmak için, bu risklerden 0,7378 

(0,3689+0,3689) prim katsayısı ile daha fazla prim alması gerekir. Tam bağımlı riskleri 

sigortalamak istediğinde ise, bu risklerden 2,2700 (1,1350+1,1350) prim katsayısı ile daha 

fazla prim almalıdır. 

𝜃 = 2 iken, riskler bağımsız (𝜌12 = 0, 𝜌21 = 0) olduğunda risklerden alınacak prim 

katsayıları π11 = π21 = 0,2083 kadardır. Riskler yarı bağımlı (𝜌12 = 0,5, 𝜌21 = 0,5) 

olduğunda risklerden alınacak prim katsayıları π11 = π21 = −0,5970 iken, riskler tam 

bağımlı (𝜌12 = 1, 𝜌21 = 1) olduğunda bu prim katsayıları π11 = π21 = −1,4023 

olmaktadır. Dolayısıyla bir sigorta şirketi, riskten kaçınmak istiyorsa, riskleri ayrı ayrı 

sigortalamayı tercih edecektir. Ancak yarı bağımlı riskleri sigortalamak istediğinde, riskten 

kaçınmak için, bu risklerden 1,1940 (0,5970+0,5970) prim katsayısı ile daha fazla prim 
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alması gerekir. Tam bağımlı riskleri sigortalamak istediğinde ise, bu risklerden 2,8046 

(1,4023+1,4023) prim katsayısı ile daha fazla prim almalıdır. 

3. Örnek (𝑢 = 0,5, 𝑣 = 0,3, 𝑢 > 𝑣): Bağımlılık parametresi 𝜃 = 1 iken, riskler bağımsız 

(𝜌12 = 0, 𝜌21 = 0) olduğunda ilk risk için alınacak prim katsayısı π11 = 0,4125, ikinci risk 

için alınacak prim katsayısı da π21 = 0,3377 kadardır. Riskler yarı bağımlı (𝜌12 =

0,5, 𝜌21 = 0,5) iken, riskler için alınacak prim katsayıları π11 = −0,3832 ve π21 =

−0,0914 şeklindedir. Riskler tam bağımlı (𝜌12 = 1, 𝜌21 = 1) olduğunda bu prim katsayıları 

sırasıyla -1,1790 ve -0,5206 olmaktadır. Dolayısıyla bir sigorta şirketi, yarı bağımlı riskleri 

sigortalamak istediğinde, riskten kaçınmak için, bu risklerden 0,4746 (0,3832+0,0914) prim 

katsayısı ile daha fazla prim alması gerekir. Tam bağımlı riskleri sigortalamak istediğinde 

ise, bu risklerden 1,6996 (1,1790+0,5206) prim katsayısı ile daha fazla prim almalıdır. 

𝜃 = 2 iken, riskler bağımsız (𝜌12 = 0, 𝜌21 = 0) olduğunda ilk risk için alınacak prim 

katsayısı π11 = 0,3546, ikinci risk için alınacak prim katsayısı da π21 = 0,1797 kadardır. 

Riskler yarı bağımlı (𝜌12 = 0,5, 𝜌21 = 0,5) olduğunda riskler için alınacak prim katsayıları 

ise π11 = −0,4651 ve π21 = −0,2732 şeklindedir. Riskler tam bağımlı (𝜌12 = 1, 𝜌21 = 1) 

iken riskler için alınacak prim katsayıları π11 = −1,2847 ve π21 = −0,7261 şeklindedir. 

Dolayısıyla bir sigorta şirketi, riskten kaçınmak istiyorsa, riskleri ayrı ayrı sigortalamayı 

tercih edecektir. Ancak yarı bağımlı riskleri sigortalamak istediğinde, riskten kaçınmak için, 

bu risklerden 0,7383 (0,4651+0,2732) prim katsayısı ile daha fazla prim alması gerekir. Tam 

bağımlı riskleri sigortalamak istediğinde ise, bu risklerden 2,0108 (1,2847+0,7261) prim 

katsayısı ile daha fazla prim almalıdır. 
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4. FAYDA KAPULASI KULLANILARAK YENİ KAPULA ELDE 

ETME 

Bu bölümde, Eş. 3.3 ile verilen fayda kapulasından yararlanarak, budanmış (truncated) 

dağılım yöntemine dayalı yeni bir Sklar kapulası elde edilmiştir. 

4.1. Budanmış Dağılım 

Klasik olasılık dağılımlarında rastgele değişkenlerin tanım aralığı genellikle sonsuz 

aralıklarda tanımlanır. Ancak bu rasgele değişkenlerin örneklem değerleri sonlu aralıklarda 

değerler alırlar. Dolayısıyla rasgele değişkenin tanım aralığındaki bazı değerler ihmal 

edilebilir. Bu durum, “kuyruk dağılımı”nın dikkate alınması gerektiğini akla getirir. Bunun 

için kullanılacak yöntemlerden biri, budanmış dağılım yöntemidir. Bu yöntemde dağılımın 

daha küçük bir aralığı belirlenir ve dağılım yeniden düzenlenir. Böylelikle örneklem, bu 

yolla elde edilen yeni olasılık dağılımı ile daha iyi modellenebilmektedir (Tokmachev, 

2018). 

Budama işlemi, rasgele değişkenlerin bağımlılık yapısını, korelasyon katsayısını ve en çok 

olabilirlik gibi ölçütleri değiştirmez (David, 2005). 

𝑋 rasgele değişkenine ait olasılık yoğunluk fonksiyonu 𝑓𝑋(𝑥) olmak üzere, [𝑎, 𝑏] aralığında 

budanmış bir dağılımın dağılım fonksiyonu 

𝐺(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥|𝑋 ∈ [𝑎, 𝑏]) =
𝑃(𝑋 ≤ 𝑥, 𝑋 ∈ [𝑎, 𝑏])

𝑃(𝑋 ∈ [𝑎, 𝑏])
=
∫ 𝑓𝑋(𝑢)𝑑𝑢(−∞,𝑥]∩[𝑎,𝑏]

∫ 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

ve olasılık yoğunluk fonksiyonu 

𝑔(𝑦) = {

𝑓𝑋(𝑥)

∫ 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥
𝑏
𝑎

, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]

0, 𝑑𝑦
 (4.1) 

şeklindedir (Ahsanullah, vd. 2014). 
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4.2. Parametre Tahmini 

Kapula parametrelerini tahmin etmek için pek çok farklı yöntem vardır. Bu yöntemlerden en 

çok kullanılanlardan biri en çok olabilirlik (MLE) yöntemidir (Kara ve Yıldız, 2014). 

MLE ile parametre tahmini, genellikle 𝑋'in marjinal dağılımlarının parametrik veya 

parametrik olmayan bir yaklaşımını gerektirir. Bu çalışmada kullanılan rasgele değişkenler 

doğrudan ilgili kapuladan simüle edildiğinden, kapula parametrelerinin maksimum olasılık 

tahmini, sadece kapula yoğunluğuna dayanmaktadır. 

𝑈 = (𝑢𝑖, 𝑣𝑖), 𝑖 = 1: 𝑛 iki boyutlu örneklem olmak üzere, kapula olasılık yoğunluk 

fonksiyonu  

𝑐(𝑢, 𝑣; 𝜃) =
𝜕𝐶(𝑢, 𝑣; 𝜃)

𝜕𝑢𝜕𝑣
      𝑢, 𝑣 ∈ [0,1] 

ve en çok olabilirlik fonksiyonu 

ℒ𝑈(𝜃) =∑ln𝑐(𝑢𝑖 , 𝑣𝑖; 𝜃)

𝑛

𝑖=1

,   𝜃 ∈ ℝ2,     𝑈𝑖 = (𝑢𝑖, 𝑣𝑖)
𝑡 ∈ [0,1]2 

ile tanımlanır. 𝜃 parametresinin 𝜃𝑀𝐿𝐸  en çok olabilirlik tahmin edicisi ise 

𝜃𝑀𝐿𝐸(𝑈) = argmax𝜃ℒ𝑈(𝜃) 

ile bulunur (Weiß, 2011). 

4.3. Kendall’ın 𝝉’su ve Spearman’ın 𝝆’su 

𝑋 ve 𝑌 gibi iki rasgele değişken arasındaki ilişkiyi ölçen ve en çok kullanılan parametrik 

olmayan iki ölçü, Kendall’ın 𝜏’su ve Spearman’ın 𝜌’sudur. Bu iki ölçü, Nelsen (2006)’da 

aşağıdaki gibi tanımlanmıştır: 

𝑋 ve 𝑌 rasgele değişkenlerinin kapulası 𝐶 olmak üzere, sırasıyla Kendall’ın 𝜏’su ve 

Spearman’ın 𝜌’su  
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𝜏𝐶(𝜃) = 4∫ ∫ 𝐶(𝑢, 𝑣; 𝜃)𝑑𝐶(𝑢, 𝑣; 𝜃) − 1
1

0

1

0
 (4.2) 

𝜌𝐶(𝜃) = 12∫ ∫ 𝐶(𝑢, 𝑣; 𝜃)𝑑𝑢𝑑𝑣 − 3
1

0

1

0
 (4.3) 

ile elde edilir (Nelsen, 2006:166-167). 

4.4. Yeni Sklar Kapulası 

Kettler (2007)’de verilen fayda kapulası ve bu fayda kapulasının ölçüsü aşağıdaki gibi 

bulunmuştur: 

𝑈𝐶𝜃(𝑢, 𝑣) = (𝑢
𝜃 + 𝑣𝜃 − ln (𝑒𝑢

𝜃
+ 𝑒𝑣

𝜃
− 1))

1 𝜃⁄

, (𝑢, 𝑣) ∈ (0,∞)2 

u𝑐𝜃(𝑢, 𝑣) =
𝑢𝜃−1𝑣𝜃−1

(𝑒𝑢
𝜃
+ 𝑒𝑣

𝜃
− 1)

2 (𝑈𝐶𝜃(𝑢, 𝑣)
𝜃)
−2+

1
𝜃 ((𝜃 − 1) (𝑒𝑢

𝜃
+ 𝑒𝑣

𝜃
− 1)

+ 𝑒𝑢
𝜃+𝑣𝜃 (1 + 𝜃(𝑢𝜃 + 𝑣𝜃 − 1)) − 𝑒𝑢

𝜃+𝑣𝜃𝜃ln (𝑒𝑢
𝜃
+ 𝑒𝑣

𝜃
− 1)) 

 =
𝑢𝜃−1𝑣𝜃−1

(𝑘1)
2𝑈𝐶𝜃(𝑢,𝑣)

2𝜃−1 ((𝜃 − 1)𝑘1 + 𝑒
𝑢𝜃+𝑣𝜃 (1 + 𝜃(𝑢𝜃 + 𝑣𝜃 − 1)) − 𝑒𝑢

𝜃+𝑣𝜃𝜃ln(𝑘1)) 

 =
𝑢𝜃−1𝑣𝜃−1

(𝑘1)2𝑈𝐶𝜃(𝑢,𝑣)
2𝜃−1 ((𝜃 − 1)𝑘1 + 𝑒

𝑢𝜃+𝑣𝜃 (1 + 𝜃(𝑢𝜃 + 𝑣𝜃 − ln(𝑘1) − 1))) 

 =
𝑢𝜃−1𝑣𝜃−1

(𝑘1)2𝑈𝐶𝜃(𝑢,𝑣)
2𝜃−1 ((𝜃 − 1)𝑘1 + 𝑒

𝑢𝜃+𝑣𝜃 (1 + 𝜃(𝑈𝐶𝜃(𝑢, 𝑣)
𝜃 − 1))), 

          (𝑢, 𝑣) ∈ (0,∞)2 

Burada 𝑘1 = 𝑒
𝑢𝜃 + 𝑒𝑣

𝜃
− 1 dır. 

Aşağıda 𝑈𝐶𝜃(𝑢, 𝑣) fayda kapulasının, kapulası özelliklerini sağladığı gösterilmiştir: 

i. Her 𝑢, 𝑣 ∈ (0,∞)2 için 

𝑈𝐶(𝑢, 0) = 𝑈𝐶(0, 𝑣) = 0 , 𝑈𝐶(𝑢,∞) = 𝑢 ve 𝑈𝐶(∞, 𝑣) = 𝑣 ? 
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𝑈𝐶𝜃(𝑢, 0) = lim
𝑣→0

𝑈𝐶𝜃(𝑢, 𝑣) = lim
𝑣→0

(𝑢𝜃 + 𝑣𝜃 − ln (𝑒𝑢
𝜃
+ 𝑒𝑣

𝜃
− 1))

1 𝜃⁄

 

 = (𝑢𝜃 − ln (𝑒𝑢
𝜃
))
1 𝜃⁄

 

 = (𝑢𝜃 − 𝑢𝜃)
1 𝜃⁄

= 0 

𝑈𝐶𝜃(0, 𝑣) = lim
𝑢→0

𝑈𝐶𝜃(𝑢, 𝑣) = lim
𝑢→0

(𝑢𝜃 + 𝑣𝜃 − ln (𝑒𝑢
𝜃
+ 𝑒𝑣

𝜃
− 1))

1 𝜃⁄

 

 = (𝑣𝜃 − ln (𝑒𝑣
𝜃
))
1 𝜃⁄

 

 = (𝑣𝜃 − 𝑣𝜃)
1 𝜃⁄

= 0 

𝑈𝐶𝜃(𝑢,∞) = lim
𝑣→∞

𝑈𝐶𝜃(𝑢, 𝑣) = lim
𝑣→∞

(𝑢𝜃 + 𝑣𝜃 − ln (𝑒𝑢
𝜃
+ 𝑒𝑣

𝜃
− 1))

1 𝜃⁄

 

 = 𝑢 

𝑈𝐶𝜃(∞, 𝑣) = lim
𝑢→∞

𝑈𝐶𝜃(𝑢, 𝑣) = lim
𝑢→∞

(𝑢𝜃 + 𝑣𝜃 − ln (𝑒𝑢
𝜃
+ 𝑒𝑣

𝜃
− 1))

1 𝜃⁄

 

 = 𝑣 

𝑈𝐶𝜃(𝑢,∞) ve 𝑈𝐶𝜃(∞, 𝑣) marjinal fonksiyonları hesaplanırken her 𝜃 ∈ (0,∞) için, 

Mathematica 10.2 programında yazılan 

Assuming[𝑢 > 0, Limit[𝑈𝐶[𝑢, 𝑣, 1], 𝑣 → Infinity]] 

Assuming[𝑣 > 0, Limit[𝑈𝐶[𝑢, 𝑣, 1], 𝑢 → Infinity]] 

komutlarından yararlanılmıştır. 

ii. 𝑢1 ≤ 𝑢2 ve 𝑣1 ≤ 𝑣2 olacak şekilde her 𝑢1, 𝑢2, 𝑣1, 𝑣2 ∈ (0,∞)
2 için 

𝑈𝐶(𝑢1, 𝑣1) − 𝑈𝐶(𝑢2, 𝑣1) − 𝑈𝐶(𝑢1, 𝑣2) + 𝑈𝐶(𝑢2, 𝑣2) ≥ 0 ? 

 

𝜃 = 1 için bu özellik incelensin: 

𝑈𝐶(𝑢1, 𝑣1) − 𝑈𝐶(𝑢2, 𝑣1) − 𝑈𝐶(𝑢1, 𝑣2) + 𝑈𝐶(𝑢2, 𝑣2)  

= (𝑢1 + 𝑣1 − ln(𝑒
𝑢1 + 𝑒𝑣1 − 1))  − (𝑢2 + 𝑣1 − ln(𝑒

𝑢2 + 𝑒𝑣1 − 1)) 

 −(𝑢1 + 𝑣2 − ln(𝑒
𝑢1 + 𝑒𝑣2 − 1)) + (𝑢2 + 𝑣2 − ln(𝑒

𝑢2 + 𝑒𝑣2 − 1)) 

= −ln(𝑒𝑢1 + 𝑒𝑣1 − 1) + ln(𝑒𝑢2 + 𝑒𝑣1 − 1) + ln(𝑒𝑢1 + 𝑒𝑣2 − 1) − ln(𝑒𝑢2 + 𝑒𝑣2 − 1) 

(𝑢1, 𝑣1) = (0, 0), (𝑢2, 𝑣2) = (𝑢, 𝑣) olsun. Eş. 2.3’ten 

= ln(𝑒𝑢) + ln(𝑒𝑣) − ln(𝑒𝑢 + 𝑒𝑣 − 1) = 𝑢 + 𝑣 − ln(𝑒𝑢 + 𝑒𝑣 − 1) > 0 
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olduğu açıktır. Ancak 0 < 𝜃 ≤ 5 için bu durum sağlanmaktadır. 𝜃 ≥ 6 için 𝑈𝐶𝜃(𝑢, 𝑣) 

kapulası gerçel değerler almamaktadır. Şekil 4.1’de 𝜃’nın bazı değerleri için bu durum 

şekilsel olarak gösterilmiştir.  

(a) (b) 

Şekil 4.1. (a) 𝜃 = 2 için 𝑈𝐶𝜃(𝑢, 𝑣) kapulasının grafiği, (b) 𝜃 = 10 için 𝑈𝐶𝜃(𝑢, 𝑣) 
kapulasının grafiği 

Şekil 4.1’de görüldüğü gibi, 𝜃 = 10 için 𝑈𝐶𝜃(𝑢, 𝑣) kapulasının kuyruk kısımlarında 

bozulmalar ortaya çıkmaktadır. Böylelikle 𝑈𝐶𝜃(𝑢, 𝑣) fayda kapulası, kapula olma 

özelliklerini 0 < 𝑢, 𝑣 <  ∞ aralığında ve 0 < 𝜃 ≤ 5 aralığı için sağlarken, u𝑐𝜃(𝑢, 𝑣) 

fonksiyonu olasılık yoğunluk fonksiyonu özelliğini sağlamamaktadır. Bu nedenle 𝑈𝐶𝜃(𝑢, 𝑣) 

fayda kapulasını, bir dağılım fonksiyonu ve u𝑐𝜃(𝑢, 𝑣) fonksiyonunu da bir olasılık yoğunluk 

fonksiyonu şeklinde yazabilmek için, u𝑐𝜃(𝑢, 𝑣) fonksiyonu bir 𝑘 sabiti ile çarpılıp, 1’e 

eşitlendiğinde 𝑘 sabiti 

𝑘∫∫u𝑐𝜃(𝑢, 𝑣)𝑑𝑣𝑑𝑢

1

0

1

0

= 1 

⇒ 𝑘∫∫
𝑢𝜃−1𝑣𝜃−1

(𝑘1)
2𝑈𝐶𝜃(𝑢, 𝑣)

2𝜃−1
((𝜃 − 1)𝑘1 + 𝑒

𝑢𝜃+𝑣𝜃 (1 + 𝜃(𝑈𝐶𝜃(𝑢, 𝑣)
𝜃 − 1)))𝑑𝑣𝑑𝑢

1

0

1

0

= 1 

 ⇒ 𝑘 = (2 − ln(2𝑒 − 1))1 𝜃⁄ . 

olarak bulunmuştur. 𝑘 = 𝑘(𝜃) olmak üzere, Eş. 4.1 kullanılarak budanmış dağılım yöntemi 

ile elde edilen 𝑐𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 𝑣; 𝜃) olasılık yoğunluk fonksiyonu aşağıda verilmiştir. 
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𝑐𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 𝑣; 𝜃) =
u𝑐𝜃(𝑢, 𝑣)

∬ u𝑐𝜃(𝑢, 𝑣)𝑑𝑣𝑑𝑢
1

0

=
1

𝑘(𝜃)
𝑐𝜃(𝑢, 𝑣) 

= 
(2 − ln(2𝑒 − 1))−1 𝜃⁄

(𝑘1)2𝑈𝐶𝜃(𝑢, 𝑣)2𝜃−1
𝑢𝜃−1𝑣𝜃−1 ((𝜃 − 1)𝑘1 + 𝑒

𝑢𝜃+𝑣𝜃 (1 + 𝜃(𝑈𝐶𝜃(𝑢, 𝑣)
𝜃 − 1))) 

0 < 𝑢 < 1, 0 < 𝑣 < 1 

Burada 𝑘1 = 𝑒
𝑢𝜃 + 𝑒𝑣

𝜃
− 1 ve 𝑘(𝜃) = (2 − ln(2𝑒 − 1))1 𝜃⁄  dır.  

Şekil 4.2’de budanmış olasılık yoğunluk fonksiyonunun 𝜃 = 1 ve 𝜃 = 2 için grafikleri 

verilmiştir. 

(a) 
 

(b) 

Şekil 4.2. (a) 𝜃 = 1 için 𝑐𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 𝑣; 𝜃) fonksiyonunun grafiği (b) 𝜃 = 2 için 𝑐𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 𝑣; 𝜃) 
fonksiyonunun grafiği 

Budanmış olasılık yoğunluk fonksiyonunun dağılım fonksiyonu 𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 𝑣; 𝜃) ise Eş. 

2.2’den aşağıdaki gibi bulunur: 

𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 𝑣; 𝜃) = ∫ ∫ 𝑐𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑤, 𝑡; 𝜃)𝑑𝑡𝑑𝑤
𝑣

0

𝑢

0
,  0 < 𝑢 < 1, 0 < 𝑣 < 1 

𝜃 = 1 için; 

𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 𝑣; 1) =
𝑢 + 𝑣 − 𝑙𝑛(𝑒𝑢 + 𝑒𝑣 − 1)

2 − 𝑙𝑛(2𝑒 − 1)
=
𝑈𝐶1(𝑢, 𝑣)

𝑘(1)
 

𝜃 = 2 için;  
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𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 𝑣; 2) = (
𝑢2 + 𝑣2 − ln(𝑒𝑢

2
+ 𝑒𝑣

2
− 1)

2 − ln(2𝑒 − 1)
)

1
2

=
𝑈𝐶2(𝑢, 𝑣)

𝑘(2)
 

Dolayısıyla her 𝜃 > 0 için fayda kapulasını içeren budanmış kapula fonksiyonu aşağıdaki 

gibi yazılabilir: 

𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 𝑣; 𝜃) =
1

𝑘(𝜃)
𝑈𝐶𝜃(𝑢, 𝑣) ,      0 < 𝑢 < 1, 0 < 𝑣 < 1 

 = (2 − ln(2𝑒 − 1))−1 𝜃⁄ (𝑢𝜃 + 𝑣𝜃 − ln (𝑒𝑢
𝜃
+ 𝑒𝑣

𝜃
− 1))

1 𝜃⁄

 ,    

        0 < 𝑢 < 1,    0 < 𝑣 < 1,    𝜃 > 0 

𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 𝑣; 𝜃) fonksiyonunun farklı 𝜃 değerleri için grafikleri Şekil 4.3’te verilmiştir. 

(a) 
 

(b) 

Şekil 4.3. (a) 𝜃 = 1 için 𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 𝑣; 𝜃) fonksiyonunun grafiği (b) 𝜃 = 2 için 𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 𝑣; 𝜃) 
fonksiyonunun grafiği 

[0, 𝑎]2 üzerinde budanmış kapula olasılık yoğunluk fonksiyonu aşağıdaki gibi genellenebilir: 

𝑘𝑎(𝜃) = (2𝑎
𝜃 − ln (2𝑒𝑎

𝜃
− 1)

1
𝜃
) 

olmak üzere,  

𝑐𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 𝑣; 𝜃) =
1

𝑘𝑎(𝜃)
u𝑐𝜃(𝑢, 𝑣),  (𝑢, 𝑣) ∈ (0, 𝑎)2 

şeklindedir. 
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𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 𝑣; 𝜃) kapulasının kapula özelliklerini sağladığı aşağıda gösterilmiştir. 

i. Her (𝑢, 𝑣) ∈ (0, 1)2 için 

𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 0; 𝜃) = 𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(0, 𝑣; 𝜃) = 0 ? 

𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 1; 𝜃) = 𝐹(𝑢) ve 𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(1, 𝑣; 𝜃) = 𝐺(𝑣) ? 

𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 0; 𝜃) = lim
𝑣→0

𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 0; 𝜃) 

 = lim
𝑣→0
(2 − 𝑙𝑛(2𝑒 − 1))−1 𝜃⁄ (𝑢𝜃 + 𝑣𝜃 − ln (𝑒𝑢

𝜃
+ 𝑒𝑣

𝜃
− 1))

1 𝜃⁄

  

 = (2 − ln(2𝑒 − 1))−1 𝜃⁄ (𝑢𝜃 − ln (𝑒𝑢
𝜃
))
1 𝜃⁄

  

 = (2 − ln(2𝑒 − 1))−1 𝜃⁄ (𝑢𝜃 − 𝑢𝜃)
1 𝜃⁄

  

 = 0  

𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(0, 𝑣; 𝜃) = lim
𝑢→0

𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(0, 𝑣; 𝜃) 

 = lim
𝑢→0

(2 − ln(2𝑒 − 1))−1 𝜃⁄ (𝑢𝜃 + 𝑣𝜃 − ln (𝑒𝑢
𝜃
+ 𝑒𝑣

𝜃
− 1))

1 𝜃⁄

  

 = (2 − ln(2𝑒 − 1))−1 𝜃⁄ (𝑣𝜃 − ln (𝑒𝑣
𝜃
))
1 𝜃⁄

  

 = (2 − ln(2𝑒 − 1))−1 𝜃⁄ (𝑣𝜃 − 𝑣𝜃)
1 𝜃⁄

  

 = 0  

𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 1; 𝜃) = lim
𝑣→1

𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 1; 𝜃)  

 = lim
𝑣→1
(2 − 𝑙𝑛(2𝑒 − 1))−1 𝜃⁄ (𝑢𝜃 + 𝑣𝜃 − ln (𝑒𝑢

𝜃
+ 𝑒𝑣

𝜃
− 1))

1 𝜃⁄

  

 = lim
𝑣→1
(2 − 𝑙𝑛(2𝑒 − 1))−1 𝜃⁄ (𝑢𝜃 + 1 − ln (𝑒𝑢

𝜃
+ e − 1))

1 𝜃⁄
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𝜃 = 1 için 

 =
𝑢+1−𝑙𝑛(𝑒𝑢+𝑒−1)

2−𝑙𝑛(2𝑒−1)
= 𝐹(𝑢) 

𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(1, 𝑣; 𝜃) = lim
𝑢→1

𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(1, 𝑣; 𝜃) 

 = lim
𝑢→1

(2 − 𝑙𝑛(2𝑒 − 1))−1 𝜃⁄ (𝑢𝜃 + 𝑣𝜃 − ln (𝑒𝑢
𝜃
+ 𝑒𝑣

𝜃
− 1))

1 𝜃⁄

  

 = lim
𝑢→1

(2 − 𝑙𝑛(2𝑒 − 1))−1 𝜃⁄ (1 + 𝑣𝜃 − ln (𝑒 + 𝑒𝑣
𝜃
− 1))

1 𝜃⁄

  

𝜃 = 1 için 

 =
1+𝑣−𝑙𝑛(𝑒+𝑒𝑣−1)

2−𝑙𝑛(2𝑒−1)
= 𝐺(𝑣) 

𝐹(𝑢) ≅ 𝑢 ve 𝐺(𝑣) ≅ 𝑣 olduğu sayısal olarak gösterilebilir: Mathematica 10.2 programında 

Limit[trunC[0.2, 𝑣, 1], 𝑣 → 1] 

Limit[trunC[𝑢, 0.1,1], 𝑢 → 1] 

komutları ile yapılan hesaplamalar sonucunda 

𝑢 = 0,2 için 𝐹(𝑢) =  0,2385 ve 𝑣 = 0,1 için 𝐺(𝑣) = 0.1216  

elde edilmiştir. 𝑢 ve 𝑣’nin farklı değerleri için yakın sonuçlar elde edilebilir. Ayrıca 𝐹 ve 𝐺 

marjinal fonksiyonlarının grafikleri de Şekil 4.4’te gösterilmiştir. 

 
(a) 

 
(b) 

Şekil 4.4. (a) 𝐹(𝑢) ve (b) 𝐺(𝑣) marjinal dağılım fonksiyonlarının grafikleri 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
u

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

F u

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
v

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

G v
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ii. 𝑢1 ≤ 𝑢2 ve 𝑣1 ≤ 𝑣2 olacak şekilde her 𝑢1, 𝑢2, 𝑣1, 𝑣2 ∈ (0, 1)
2 için 

𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢1, 𝑣1; 𝜃) − 𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢2, 𝑣1; 𝜃) − 𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢1, 𝑣2; 𝜃) + 𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢2, 𝑣2; 𝜃) ≥ 0 ? 

 

𝜃 = 1 için bu özellik özel olarak incelensin: 

𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢1, 𝑣1; 𝜃) − 𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢2, 𝑣1; 𝜃) − 𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢1, 𝑣2; 𝜃) + 𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢2, 𝑣2; 𝜃)  

 

= (2 − 𝑙𝑛(2𝑒 − 1))−1 𝜃⁄ (𝑢1 + 𝑣1 − 𝑙𝑛(𝑒
𝑢1 + 𝑒𝑣1 − 1))  

 −(2 − 𝑙𝑛(2𝑒 − 1))−1 𝜃⁄ (𝑢2 + 𝑣1 − 𝑙𝑛(𝑒
𝑢2 + 𝑒𝑣1 − 1)) − (2 − 𝑙𝑛(2𝑒 − 1))−1 𝜃⁄  

(𝑢1 + 𝑣2 − 𝑙𝑛(𝑒
𝑢1 + 𝑒𝑣2 − 1)) + (2 − 𝑙𝑛(2𝑒 − 1))−1 𝜃⁄ (𝑢2 + 𝑣2 − 𝑙𝑛(𝑒

𝑢2 + 𝑒𝑣2 − 1)) 

 

= (2 − 𝑙𝑛(2𝑒 − 1))−1 𝜃⁄  (𝑙𝑛(𝑒𝑢1 + 𝑒𝑣1 − 1) − 𝑙𝑛(𝑒𝑢2 + 𝑒𝑣1 − 1) − 𝑙𝑛(𝑒𝑢1 + 𝑒𝑣2 − 1)

+ 𝑙𝑛(𝑒𝑢2 + 𝑒𝑣2 − 1)) 

 

(𝑢1, 𝑣1) = (0, 0), (𝑢2, 𝑣2) = (𝑢, 𝑣) olsun. Eş. 2.3’ten 

 

= (2 − 𝑙𝑛(2𝑒 − 1))−1 𝜃⁄ (𝑙𝑛(𝑒𝑢) + 𝑙𝑛(𝑒𝑣) − 𝑙𝑛(𝑒𝑢 + 𝑒𝑣 − 1)) 

= (2 − 𝑙𝑛(2𝑒 − 1))−1 𝜃⁄⏟              
>0

(𝑢 + 𝑣 − 𝑙𝑛(𝑒𝑢 + 𝑒𝑣 − 1))⏟                
>0

> 0 

bulunur. Böylelikle 𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 𝑣) fonksiyonu kapula şartlarını sağladığı için bir Sklar 

kapulasıdır. 

4.5. Yeni Sklar Kapulası İçin Parametre Tahmini 

En çok olabilirlik parametre tahmini 

𝑈 = (𝑢𝑖, 𝑣𝑖), 𝑖 = 1: 𝑛  örneklemi için yeni Sklar kapulasının aşağıda ℒ𝑈(𝜃) ile verilen en 

çok olabilirlik fonksiyonu kullanılarak 𝜃 parametresinin 𝜃𝑀𝐿𝐸  en çok olabilirlik tahmin 

edicisi Matlab R2016a programında 𝑚𝑎𝑥(𝑥) = −𝑚𝑖𝑛(−𝑥) bilgisine dayalı  “fminsearch” 

komutu ile elde edilmiştir. 
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ℒ𝑈(𝜃) = −∑ln 𝑐𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢𝑖, 𝑣𝑖; 𝜃)

𝑛

𝑖=1

 

= −∑ln(1 (𝑒𝑢𝑖
𝜃
+ 𝑒𝑣𝑖

𝜃
− 1)

2

⁄ 𝑢𝑖
𝜃−1𝑣𝑖

𝜃−1(2 − ln(2𝑒 − 1))−
1
𝜃 (𝑢𝑖

𝜃 + 𝑣𝑖
𝜃

𝑛

𝑖=1

− ln (𝑒𝑢𝑖
𝜃
+ 𝑒𝑣𝑖

𝜃
− 1)

1
𝜃
−2

) (1 + 𝑒𝑢𝑖
𝜃
(𝜃 − 1) + 𝑒𝑣𝑖

𝜃
(𝜃 − 1) − 𝜃

+ 𝑒𝑢𝑖
𝜃+𝑣𝑖

𝜃
(1 + 𝜃(𝑢𝑖

𝜃 + 𝑣𝑖
𝜃 − 1)

− 𝜃𝑒𝑢𝑖
𝜃+𝑣𝑖

𝜃
ln (𝑒𝑢𝑖

𝜃
+ 𝑒𝑣𝑖

𝜃
− 1)))),    

𝜃 ∈ ℝ𝑝 (𝑝 ≥ 1),     𝑈𝑖 = (𝑢𝑖 , 𝑣𝑖)
𝑡 ∈ [0,1]2 

θ parametresi için Kendall’ın τ ve Spearman’ın ρ ilişki katsayıları 

𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 𝑣; 𝜃) kapulasının Kendall’ın 𝜏 ve Spearman’ın 𝜌 ilişki katsayıları, Eş. 4.2 ve Eş. 

4.3’ten 

tau[𝑢_, 𝑣_, t_]: = 4Simplify[Integrate[trunC[𝑢, 𝑣, 𝑡] × 𝑡𝑟𝑢𝑛𝑐[𝑢, 𝑣, 𝑡], {𝑢, 0,1}, {𝑣, 0,1}]] − 1 

𝑟𝑜[𝑢_, 𝑣_, t_]: = 12Integrate[trunC[𝑢, 𝑣, 𝑡], {𝑢, 0,1}, {𝑣, 0,1}] − 3 

komutları yardımıyla aşağıdaki gibi hesaplanmıştır: 

𝜏(𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 𝑣; 𝜃)) = 4∫∫𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 𝑣; 𝜃)𝑑𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 𝑣; 𝜃) − 1

1

0

1

0

= 4∫∫(2

1

0

1

0

− 𝑙𝑛(2𝑒 − 1))−1 𝜃⁄ (𝑢𝜃 + 𝑣𝜃

− ln (𝑒𝑢
𝜃
+ 𝑒𝑣

𝜃
− 1))

1 𝜃⁄ (2 − 𝑙𝑛(2𝑒 − 1))−1 𝜃⁄

(𝑘1)2𝑈𝐶𝜃(𝑢, 𝑣)2𝜃−1
𝑢𝜃−1𝑣𝜃−1 ((𝜃 − 1)𝑘1

+ 𝑒𝑢
𝜃+𝑣𝜃 (1 + 𝜃(𝑈𝐶𝜃(𝑢, 𝑣)

𝜃 − 1))) 𝑑𝑢𝑑𝑣 − 1 
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= 𝑒
1.3463
𝜃 ∫∫

(𝑢𝑣)𝜃−1𝑈𝐶𝜃(𝑢, 𝑣)
−1+

1
𝜃 (𝑘1(𝜃 − 1) + 𝑒

𝑢𝜃+𝑣𝜃 (1 + 𝜃(𝑈𝐶𝜃(𝑢, 𝑣)
𝜃 − 1)))

(𝑘1)
2

𝑑𝑣 𝑑𝑢

1

0

1

0

 

𝜃 = 1 için 

=

2(2𝜋2 + 3(−3 + 4𝑙𝑛(𝑒 − 1) + 𝑙𝑛(𝑒 − 1)2 + 𝑙𝑛(2𝑒 − 1)2 − 2𝑙𝑛(1 − 3𝑒 + 2𝑒2)

+4PolyLog (2, −1 +
1
𝑒) + 2PolyLog (2,

1
1 − 𝑒) − 2PolyLog (2,

1
𝑒)))

3(ln(2𝑒 − 1) − 2)2
− 1 

elde edilmiştir. 

𝜌(𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 𝑣; 𝜃)) = 12∫∫𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 𝑣; 𝜃)𝑑𝑢𝑑𝑣 − 3

1

0

1

0

 

=
12

(2 − 𝑙𝑛(2𝑒 − 1))1 𝜃⁄
∫ ∫ (𝑢𝜃 + 𝑣𝜃 − 𝑙𝑛 (𝑒𝑢

𝜃
+ 𝑒𝑣

𝜃
− 1))

1

0

1

0

1 𝜃⁄

𝑑𝑢𝑑𝑣 − 3 

𝜃 = 1 için 

= 12∫
1+ 2𝑥 − 2ln (𝑒𝑥 − 1) − 2PolyLog (2,

1
1 − 𝑒𝑥) + 2PolyLog (2,−

𝑒
1 − 𝑒𝑥)

4 − 2ln(2𝑒 − 1)
𝑑𝑥

1

0

− 3 

Kendall’ın 𝜏 ve Spearman’ın 𝜌 katsayıları belli 𝜃 değerleri için hesaplanarak Çizelge 4.1’de 

verilmiştir. Şekil 4.5’te ise bu katsayıların 𝜃’ya göre değişimlerini gösteren grafikler 

verilmiştir. 
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Çizelge 4.1. Farklı 𝜃 değerleri için Kendall’ın 𝜏 ve Spearman’ın 𝜌 katsayıları 

𝜃 𝜏 𝜌 

0,25 0,0263 0,7722 

0,50 0,0416 0,6956 

0,75 0,0509 0,6354 

1 0,0565 0,5861 

1,25 0,0598 0,5446 

1,50 0,0615 0,5090 

1,75 0,0623 0,4780 

2 0,0624 0,4507 

2,25 0,0620 0,4265 

2,50 0,0614 0,4048 

2,75 0,0605 0,3853 

3 0,0595 0,3676 

3,25 0,0584 0,3514 

3,50 0,0572 0,3367 

3,75 0,0560 0,3231 

4 0,0550 0,3106 

4,25 0,0537 0,2991 

 

(a) (b) 

Şekil 4.5. (a) 𝜃’ya göre 𝜏 grafiği    (b) 𝜃’ya göre 𝜌 grafiği 

Çizelge 4.1 ve Şekil 4.5’e göre, Kendall’ın τ’su θ = 2 değerinden sonra azalmaya başlarken, 

Spearman’ın ρ’su θ’nın değeri arttıkça azalmaktadır. Ayrıca 0,25 < 𝜃 ≤ 4,25 için 

Spearmann’ın 𝜌’su ve Kendall’ın 𝜏’su ilişki katsayıları sırasıyla, 0,2991 ≤ 𝜌 ≤ 0,7722 ve 

0,0263 ≤ 𝜏 ≤ 0,0567 olduğu gözlenmiştir. 
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5. FAYDA KAPULASI YARDIMIYLA ELDE EDİLEN YENİ KAPULA 

İÇİN SİMÜLASYON ÇALIŞMASI 

Bu bölümde, elde edilen yeni 𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 𝑣; 𝜃) Sklar kapulasından bir simülasyon çalışması 

yapılmıştır. 𝜃’nın farklı değerlerine göre MLE tahminleri 𝑛 = 30, 50, 100, 150, 500 

örneklem büyüklükleri için elde edilmiştir. Burada ortalama 𝜃 tahmini her bir örneklemin 

100 kez tekrar edilmesi ile bulunmuştur. Yan (𝐵𝑖𝑎𝑠) ve Hata Kareler Ortalamaları (𝑀𝑆𝐸) 

hesaplanarak 𝜃 tahmin sonuçları farklı örneklem büyüklükleri için değerlendirilmiştir. Daha 

sonra seçilen bir 𝜃 değeri için yeni kapuladan rasgele vektörler üretilip, riskten kaçınma ve 

risk primi değerleri hesaplanmıştır. Elde edilen sonuçlar Çizelge 5.1’de verilmiştir. 

Yeni Sklar kapulası için yapılan bu simülasyon çalışmasında üretilen rasgele vektörler için, 

Öztürk ve Özbek (2015) tarafından verilen aşağıdaki algoritma kullanılmıştır. 

Adım 1. 𝑓𝑋(𝑥) ve 𝑔𝑌(𝑦 ∖ 𝑥) koşullu dağılımlarından sırasıyla 𝑋~𝑓𝑋(𝑥), 𝑌~𝑔𝑌(𝑦 ∖ 𝑥) 

bulunur. 

Adım 2. 𝑈𝑖~𝑈(0,1), 𝑖 = 1,2 olmak üzere,  

 𝐹𝑋(𝑥) = 𝑈1 

𝐺𝑌(𝑦 ∖ 𝑥) = 𝑈2  

denklem sisteminden 𝑋 ve 𝑌, 𝑈1 ve 𝑈2 cinsinden çözülür. 

Çizelge 5.1. Farklı 𝑛 ve 𝜃 değerlerine göre MLE tahminleri, 𝜌 ve 𝜏 katsayıları 

𝜃 = 1 𝜃 = 1,50 

𝑛 𝜃𝑀𝐿𝐸 𝐵𝑖𝑎𝑠 𝑀𝑆𝐸 𝜌 𝜏 𝑛 𝜃𝑀𝐿𝐸 𝐵𝑖𝑎𝑠 𝑀𝑆𝐸 𝜌 𝜏 

30 1,1752 -0,1752 0,2194 0,1049 0,0565 30 1,7573 -0,2573 0,6695 0,0963 0,0566 

50 1,1432 -0,1432 0,1468 0,1356 0,0790 50 1,5989 -0,0989 0,1768 0,0913 0,0518 

100 1,1015 -0,1015 0,0103 0,1049 0,0573 100 1,6483 -0,1483 0,1283 0,1063 0,0644 

150 1,1007 -0,1007 0,0102 0,0939 0,0545 150 1,6002 -0,1002 0,0100 0,0768 0,0438 

500 1,1000 -0,1000 0,0100 0,0854 0,0467 500 1,5500 -0,0500 0,0025 0,0874 0,0494 

𝜃 = 1,25 𝜃 = 1,75 

𝑛 𝜃𝑀𝐿𝐸 𝐵𝑖𝑎𝑠 𝑀𝑆𝐸 𝜌 𝜏 𝑛 𝜃𝑀𝐿𝐸 𝐵𝑖𝑎𝑠 𝑀𝑆𝐸 𝜌 𝜏 

30 1,2330 0,0170 0,3171 0,0893 0,0486 30 1,7031 0,0469 0,9699 0,0874 0,0522 

50 1,0126 0,2374 0,0883 0,0785 0,0447 50 1,5818 0,1682 0,3892 0,0699 0,0433 

100 1,0016 0,2484 0,0617 0,0719 0,0378 100 1,7818 -0,0318 0,0276 0,0809 0,0428 

150 1,0006 0,2494 0,0622 0,0966 0,0531 150 1,7761 -0,0261 0,0614 0,0767 0,0444 

500 1,3000 -0,0500 0,0025 0,0857 0,0478 500 1,7505 -0,0005 0,0002 0,0823 0,0472 
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Çizelge 5.1. (Devam) Farklı 𝑛 ve 𝜃 değerlerine göre MLE tahminleri, 𝜌 ve 𝜏 katsayıları 

𝜃 = 2 𝜃 = 2,75 

𝑛 𝜃𝑀𝐿𝐸 𝐵𝑖𝑎𝑠 𝑀𝑆𝐸 𝜌 𝜏 𝑛 𝜃𝑀𝐿𝐸 𝐵𝑖𝑎𝑠 𝑀𝑆𝐸 𝜌 𝜏 

30 2,4996 -0,4996 2,3009 0,0788 0,0457 30 2,8502 -0,1002 2,3549 0,0884 0,0523 

50 2,2033 -0,2033 0,6256 0,0811 0,0445 50 2,8587 -0,1087 1,0687 0,0640 0,0394 

100 2,1006 -0,1006 0,0120 0,0890 0,0510 100 2,8268 -0,0768 0,0137 0,0488 0,0288 

150 2,1043 -0,1043 0,0113 0,0839 0,0483 150 2,7978 -0,0478 0,0455 0,0471 0,0262 

500 2,0500 -0,0500 0,0025 0,0773 0,0438 500 2,8000 -0,0500 0,0025 0,0370 0,0368 

𝜃 = 2,25 𝜃 = 3 

𝑛 𝜃𝑀𝐿𝐸 𝐵𝑖𝑎𝑠 𝑀𝑆𝐸 𝜌 𝜏 𝑛 𝜃𝑀𝐿𝐸 𝐵𝑖𝑎𝑠 𝑀𝑆𝐸 𝜌 𝜏 

30 2,2576 -0,0076 1,2672 0,0672 0,0390 30 3,0942 -0,0942 1,8853 0,0699 0,0439 

50 2,3260 -0,0760 0,7070 0,0619 0,0350 50 3,0912 -0,0912 0,8557 0,0563 0,0351 

100 2,3434 -0,0934 0,0734 0,0710 0,0411 100 3,0475 -0,0475 0,0849 0,0399 0,0234 

150 2,3033 -0,0533 0,0030 0,0730 0,0427 150 3,0483 -0,0483 0,0093 0,0616 0,0349 

500 2,3000 -0,0500 0,0025 0,0721 0,0410 500 3,0500 -0,0500 0,0025 0,0500 0,0287 

𝜃 = 2,50 𝜃 = 3,25 

𝑛 𝜃𝑀𝐿𝐸 𝐵𝑖𝑎𝑠 𝑀𝑆𝐸 𝜌 𝜏 𝑛 𝜃𝑀𝐿𝐸 𝐵𝑖𝑎𝑠 𝑀𝑆𝐸 𝜌 𝜏 

30 2,6644 -0,1644 1,7442 0,0948 0,0637 30 3,2923 -0,0423 1,5754 0,0250 0,0106 

50 2,5056 -0,0056 0,4448 0,0666 0,0393 50 3,2965 -0,0465 1,1365 0,0697 0,0392 

100 2,4614 0,0386 0,0028 0,0579 0,0320 100 3,3830 -0,1330 0,3105 0,0642 0,0384 

150 2,4918 0,0082 0,0038 0,0684 0,0393 150 3,2856 -0,0356 0,0599 0,0554 0,0328 

500 2,4800 0,0200 0,0004 0,0681 0,0398 500 3,3000 -0,0500 0,0025 0,0718 0,0438 

Şekil 5.1’e göre, 𝑛 = 30 için 𝜃𝑀𝐿𝐸 = 1,2331 (0,0170) tahmini ve 𝜃𝑀𝐿𝐸 =

2,2576 (−0,0076) tahmini en küçük Bias değerlerine sahiptir. 𝑛 = 50 için 𝜃𝑀𝐿𝐸 =

2,5056 (−0,0056) yapılan tahminlerden Bias değeri en küçük olan tahmindir. 𝑛 = 100 için 

𝜃𝑀𝐿𝐸 = 1,7818 (0,0318) tahmini en küçük Bias değerine sahiptir. 𝑛 = 150 olduğunda 

𝜃𝑀𝐿𝐸 = 2,4918 (0,0082) tahmini diğer tahminler içerisinde Bias değerine göre en iyi 

tahmindir. 𝑛 = 500 örneklem değeri için 𝜃𝑀𝐿𝐸 = 1,7505 (−0,0005) tahmini Bias değerleri 

arasında en küçüğüdür. 

 

Şekil 5.1. 𝑛 = 30,50,100,150,500 için 𝜃 değerlerine göre Bias değerlerinin grafiği 
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Şekil 5.2. 𝑛 = 30,50,100,150,500 için 𝜃 değerlerine göre MSE değerlerinin grafiği 

Şekil 5.2’de, örneklem genişliği arttıkça 𝜃𝑀𝐿𝐸  tahminlerine ait MSE değerlerinin azaldığı 

görülmektedir. Ayrıca seçilmiş 𝜃𝑀𝐿𝐸  tahmin değerlerine ait MSE değerleri, küçük 

örneklemlerde (𝑛 = 30, 50) daha büyük olurken, büyük örneklemlerde (𝑛 =

100, 150, 500) daha küçük olmaktadır.  

Bias ve MSE bilgilerinden yararlanarak 𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 𝑣; 𝜃) kapulasından 𝑛 = 30 ve 𝜃 = 1.25 

için üretilen rasgele vektörlerin riskten kaçınma matrisi ve risk prim vektörü Çizelge 5.2’de 

verilmiştir. 

Çizelge 5.2. 𝑛 = 30 ve 𝜃 = 1,25  için 𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 𝑣; 𝜃) kapulasından üretilen rasgele vektörün 

riskten kaçınma matrisi ve risk prim vektörü değerleri 

𝑢 𝑣 𝑟11 𝑟12 𝑟21 𝑟22 𝜋11 𝜋21 

0,3968 0,2314 0,8510 -4,1190 -2,2020 0,7213 -0,0347 -0,0044 

0,1381 0,0628 0,9466 -15,5500 -6,8058 0,8779 -0,2139 -0,0713 

0,0552 0,2714 0,7721 -3,2481 -17,8429 0,9585 -0,0237 -0,2443 

0,3526 0,7197 0,5745 -1,1196 -2,7907 0,8293 0,0031 -0,0092 

0,1453 0,1659 0,8650 -5,6567 -6,5307 0,8830 -0,0588 -0,0667 

0,6185 0,6713 0,6599 -1,3496 -1,5082 0,6956 0,0026 0,0056 

0,0249 0,6388 0,5341 -1,1315 -40,1758 0,9869 0,0014 -0,5999 

0,9642 0,9307 0,6306 -1,0411 -0,9856 0,6098 0,0064 0,0103 

0,3602 0,8724 0,5072 -0,8715 -2,7992 0,8466 0,0046 -0,0086 

0,2026 0,5811 0,6085 -1,3806 -4,8443 0,8884 0,0002 -0,0395 

0,9783 0,9244 0,6363 -1,0548 -0,9662 0,6029 0,0064 0,0103 

0,3364 0,1890 0,8706 -5,0556 -2,6302 0,7513 -0,0490 -0,0100 

0,0872 0,7276 0,5049 -0,9767 -11,4710 0,9578 0,0028 -0,1425 

0,3381 0,4258 0,7254 -2,0918 -2,7601 0,7919 -0,0069 -0,0103 

0,0539 0,3061 0,7466 -2,8316 -18,3134 0,9608 -0,0180 -0,2517 

0,5650 0,9556 0,5237 -0,8509 -1,7931 0,7740 0,0055 0,0044 

0,1991 0,1413 0,8894 -6,7471 -4,6489 0,8394 -0,0753 -0,0385 

0,6670 0,5994 0,7035 -1,5605 -1,3508 0,6575 0,0008 0,0065 

0,0
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Çizelge 5.2. (devam) 𝑛 = 30 ve 𝜃 = 1,25  için 𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 𝑣; 𝜃) kapulasından üretilen rasgele 

vektörün riskten kaçınma matrisi ve risk prim vektörü değerleri 

0,4345 0,5670 0,6693 -1,5466 -2,1683 0,7641 -0,0002 -0,0021 

0,8507 0,1494 0,9356 -6,7399 -0,8100 0,4640 -0,0735 0,0068 

0,5801 0,1469 0,9186 -6,7255 -1,3532 0,5956 -0,0739 0,0038 

0,0413 0,1348 0,8783 -6,9627 -23,8653 0,9645 -0,0792 -0,3402 

0,4916 0,7970 0,5729 -1,0429 -2,0020 0,7775 0,0043 0,0012 

0,2978 0,1707 0,8786 -5,5972 -3,0045 0,7737 -0,0573 -0,0150 

0,6356 0,2852 0,8512 -3,4305 -1,2748 0,5996 -0,0237 0,0052 

0,1890 0,5277 0,6348 -1,5482 -5,1713 0,8907 -0,0015 -0,0447 

0,1684 0,4371 0,6834 -1,9298 -5,7699 0,8941 -0,0059 -0,0541 

0,4095 0,6465 0,6237 -1,3098 -2,3521 0,7904 0,0019 -0,0039 

0,2478 0,6885 0,5639 -1,1331 -3,9927 0,8762 0,0025 -0,0264 

0,6587 0,9595 0,5454 -0,8842 -1,5271 0,7368 0,0058 0,0070 

𝑛 = 30 için üretilen [𝑢 𝑣] rasgele vektörü için Spearmann’ın 𝜌’su 0,4047, Kendall’ın 𝜏’su 

ise 0,3057 olarak bulunmuştur. 

Çizelge 5.2’ye göre, bir sigorta şirketi, 𝑢 = 0,1991 ve 𝑣 = 0,1413 birim düzgün bağımlı 

riskleri sigortalamak için 0,1138 (0,0753+0,0385) katsayısı ile risk primini hesaplayacaktır. 

Ayrıca sigorta şirketi riskleri aynı anda sigortalamak isterse riski seven bir davranış 

sergileyecektir (𝑟12 < 0, 𝑟21 < 0). Eğer sigorta şirketi riskten kaçınmayı tercih ederse, 

riskleri sigortalamak için 0,1138 prim katsayısı ile sigortalanandan daha fazla prim almalıdır. 

Riskten kaçınma matrisi ve risk prim vektörü grafiklerinin daha anlaşılır görülebilmesi için 

𝑛 = 5000 birim için bu grafikler Şekil 5.3 ve Şekil 5.4’te elde edilmiştir. Bu grafikler 

sırasıyla Şekil 3.1 ve Şekil 3.3 ile verilen riskten kaçınma ve risk primi grafikleri ile 

benzerlik göstermektedir. 
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Şekil 5.3. 𝑛 = 5000 ve 𝜃 = 1.25  için 𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 𝑣; 𝜃) kapulasından üretilen rasgele vektörün 

riskten kaçınma matrisi 

 

Şekil 5.4. 𝑛 = 5000 ve 𝜃 = 1.25  için 𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 𝑣; 𝜃) kapulasından üretilen rasgele vektörün 

risk prim vektörünün grafikleri 
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6. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu tez çalışmasında bağımlı riskler durumunda, Kettler (2007)’de verilen fayda kapulasına 

dayalı iki değişkenli riskten kaçınma matrisi ve risk prim vektörü elde edilmiştir. 𝜃 

bağımlılık parametresinin farklı değerleri için riskten kaçınma ve risk primleri 

hesaplanmıştır. Ayrıca risklerin bağımsız, yarı bağımlı ve tam bağımlı olma durumlarına 

göre riskten kaçınma ve risk primi katsayıları elde edilmiştir. Sonuçlar tablo ve grafiklerle 

sunulmuştur. Bu sonuçlara göre, risklerin bağımlılığı arttıkça, sigorta şirketinin riski seven 

bir davranış sergilediği görülmüştür. Buna ek olarak riski seven bir sigorta şirketi, risk almak 

istemezse prim katsayılarının toplamı kadar sigortalanandan fazla prim almayı tercih 

edecektir. 

Çalışmanın dördüncü bölümünde, bağımlı bir veri grubu için riskten kaçınma ve risk primi 

ölçütlerini sayısal olarak yorumlayabilmek amacıyla ele alınan modelden simülasyon 

çalışması yapılmak istenmiştir. Ancak bu fayda kapulası, dağılım fonksiyonu özelliklerini 

sağlamadığından simülasyon çalışmasında kullanılamamıştır. Böylelikle simülasyon 

yapabilmek için dağılım fonksiyonu özelliğini de sağlayan yeni bir Sklar kapula oluşturmaya 

gerek duyulmuştur. [0,∞) aralığında değerler alan Kettler fayda kapulasından budanmış 

dağılım yöntemi ile, [0,1] aralığında değerler alan aynı zamanda dağılım fonksiyonu da olan 

yeni bir Sklar kapulası elde edilmiştir. 

Beşinci bölümde verilen simülasyon çalışmasında, yeni Sklar kapulasından 𝑛 =

30, 50, 100, 150, 500 birimlik rasgele vektörler, kapula bağımlılık parametresi 𝜃’nın bazı 

değerleri için üretilmiştir. Bu işlemler 100’er kez denenerek 𝜃 parametresinin MLE 

tahminleri yapılmış ve bu tahminler Bias ve MSE ölçütleri ile değerlendirilmiştir. Buna göre 

örneklem genişliği arttıkça, MSE değerlerinin düştüğü görülmüştür. 

Ayrıca, yeni Sklar kapulası için Kendall’ın 𝜏’su ve Spearman’ın 𝜌’su yöntemlerine göre de 

parametre tahmini yapabilmek amacıyla 𝜃’ ya bağlı fonksiyonlar elde edilmeye çalışılmıştır. 

Ancak bu fonksiyonların açık formları elde edilemediğinden sayısal yöntemler ile bulunan 

sonuçlar verilmiştir. Burada 0,25 < 𝜃 ≤ 4,25 için Spearmann’ın 𝜌’su ve Kendall’ın 𝜏’su 

ilişki katsayıları sırasıyla, 0,2991 ≤ 𝜌 ≤ 0,7722 ve 0,0263 ≤ 𝜏 ≤ 0,0567 olduğu 

gözlenmiştir. 
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Çalışmanın devamında, 𝜃 = 1.25 parametre değerinde 𝑛 = 30 birimlik örneklemden 

üretilen rasgele vektör için riskten kaçınma ve risk prim vektörü katsayıları elde edilmiştir. 

Buna göre, risklerin bağımlılık yapısının 𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 𝑣; 𝜃) kapulası ile modellendiği durum için 

belirlenen prim katsayıları, riski sevme ve riskten kaçınma durumlarına göre yorumlanmıştır. 

Sonuçlar tablo ve grafiklerle sunulmuştur. Böylelikle bağımlı risklerle çalışan bir sigorta 

şirketinin riskten kaçınması durumunda daha fazla prim katsayısı belirlemesi gerekirken, 

riski sevmesi durumunda daha az prim katsayısı belirlemesi gerektiği sonucuna ulaşılmıştır. 

Literatürde, fayda fonksiyonlarına dayalı bağımlı çok değişkenli durumlar için oluşturulmuş 

fayda kapula modelleri çok fazla bulunmamaktadır. Böylece bu tez çalışmasında 

oluşturulmuş olan 𝐶𝑡𝑟𝑢𝑛(𝑢, 𝑣; 𝜃) kapulası prim hesaplamalarında kullanılan fayda 

kapulalarına alternatif olarak kullanılabilecektir. 

Gelecek çalışmalarda diğer bilinen fayda kapulaları için de budanmış dağılım yöntemi ile 

başka Sklar kapula modelleri oluşturulabilir. Bu şekilde oluşturulan, dağılım fonksiyonu 

özelliğini sağlayan yeni kapula fonksiyonları ile sigortacılık alanında, özellikle prim 

hesaplamalarında daha gerçekçi modellemelerin yapılabileceği öngörülmektedir. Diğer 

taraftan, yeni modellerin marjinal fonksiyonları olarak farklı fayda fonksiyonlarından 

yararlanılacağı için modellerin parametre sayısında artış olabilecektir. Bu durum, daha doğru 

modelleme yapılmasına olanak sağlarken, parametre sayısının artması ile parametre tahmini 

gibi istatistiksel sorunlarla da karşılaşılabileceği düşünülmektedir. Ayrıca elde edilen kapula 

modelleri, sigortacılık alanında birçok gözlenmiş bağımlı sigorta ürünlerine ait risk veri 

setleri için uygulandığında, var olan fayda kapulası modelleri ile karşılaştırılabilecektir ve 

model uyum iyiliği testleri ile daha gerçekçi model seçimlerinin yapılacağı 

değerlendirilebilecektir. 
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