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OZET

Bu tezde, integrallenebilir fonksiyonlara yaklagmak igin genellestirilmis Lupas-Szasz
tabanli yeni bir toplamsal-integral tip operator tanimlandi. Bu operatérlerin toplamsal
kisminda genellestirilmis Lupas, integral kisminda genellestirilmis Szasz taban foksiyonlari
kullanildi. Bu genellestirmede, belirli kosullar1 saglayan sinirsiz diziler yardimiyla daha iyi
bir yaklasim derecesi elde edildi. Bu operatorlerin Jain-tip genellestirmeleri tek ve iki
degiskenli bicimde tanimlanarak integrallenebilir fonksiyonlar i¢in lokal ve global yaklasim
teoremleri elde edildi. Jain tipin Genellestirilmis Boolean Toplami(GBS operatérleri)
tanimlanarak Bogel siirekli fonksiyonlara yaklasim sonuglari verildi. Boylece Lupas-Széasz
tabanli toplamsal-integral tip operatorlerin Jain GBS tipi i¢in fonksiyonlara daha 1yi bir
yakinsama orani elde edildi. Afin fonksiyonlar1 koruyacak bigimde operatorler yeniden
diizenlenerek mutlak siirekli hemen her yerde sinirli saliniml tiireve sahip fonksiyonlara
yakinsaklik orani elde edildi.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmig simgeler ve kisaltmalar, acgiklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler

Aacyf [m09 Yo; T, y]

Do (t)

wi (f,9)

wa (f, @)
wp(f; 01, 02)
w* (f,0)
Q(f,9)
K(f,96)

(),

Bb [0, OO)

B, [0, c0)

Cla, b]

C [0, o)
Cs [0, 00)
Cg [0, 00)

Cp [09 oo)

Aciklamalar

f fonksiyonunun (xg, yo) noktasimndaki karma fark
Moment fonksiyonu

f fonksiyonunun stireklilik modiilii(tek degiskenli)
f fonksiyonunun Ditzian-Totik diizgiinliik modiilii
Bogel (karma) stireklilik modiilii

f fonksiyonunun k-yinc1 kismi siireklilik modiilii
f fonksiyonunun agirlikli siireklilik modiilii

f fonksiyonunun Peetre-K fonksiyoneli

Pochhammer semboli, (z), = z(x+1)...(x+k—1) ve (x), :=
1

[0, 00) araliginda Bogel siirh fonksiyonlar uzayi

[0,00) da M > 0 olmak iizere |f (z)] < M (1+ 2?) sartim

saglayan fonksiyonlar uzay1

la,b] araliginda siirekli fonksiyonlar uzay:

[0,00) da tanimh stirekli fonksiyonlar

[0,00) da Bogel siirekli fonksiyonlar uzay:

[0, 00) araliginda siirekli ve simirli fonksiyonlar uzay:

B, [0, 00) nin siirekli fonksiyonlardan olugan alt kiimesi



Simgeler

C; [0, 00)

C® [0, c0)

D, (f,x)

2Fy (—’I’L, a; —; Z)

Lipx(M)

-1l B10,00)

I-lc10,00)

-1,

I-llep 2

xi

Aciklamalar
C,[0,00) nun lim,_,. ﬁ—?Q nin sonlu olmasi sartin1 saglayan
fonksiyonlardan olusan alt kiimesi

[0,00) da tamml k-kez siirekli tiirevlenebilir (k € N)

fonksiyonlar uzayi

x € R, D, lineer operatoriiniin f siirekli fonksiyonuna

uygulanmasi

Hipergeometrik fonksiyon

C'la, b] kiimesinden olan ve her xy,z5 € [a,b],0 <A <1, M >
0, |f (x2) — f (21)] < M |zy — 21| sartim saglayan Lipschitz

smifindan olan fonksiyonlar uzayi

B0, 00) uzaymda | f|| g9 o) = sup | f(z)] ile tammh olan norm

Cl0,00) wzaymda [|fllcpe) = SUPsepeo) [f ()] il
tanimlanan norm
C} [0, 00) uzaymda || f|| , = sup,<, ‘{j@' ile tammlanan norm

Cp (J?) uzaymda 1fllcye2y = sup |f (2,y)] ile tanimlh olan
z,y)€J?
norm o)



1. GIRIS

Yaklagim teorisi matematiksel analizin ©6nemli konularindan biridir ve c¢esitli
alanlardaki uygulamalar1 nedeniyle pek ¢ok matematik¢inin ilgisini ¢ekmektedir. Bu
alandaki 6nemli problemlerden biri de simirsiz araliklardaki siirekli fonksiyonlara

lineer porzitif operatorlerle yaklagimin incelenmesidir.

1885 yilinda Weierstrass reel sayilarin bir alt araligi olan [a,b] kapali araliginda
stirekli her f fonksiyonuna bir polinomla yaklagilabilecegini ifade etmigtir [1], bu
teoremin ispati bazi Ozel lineer operatorler kullanilarak verilmigtir. Weierstrass
yaklagim teoreminin ispat1 i¢in 1912 yilinda Bernstein tarafindan f : [0,1] — R

seklinde tanimh bir fonksiyon olmak tizere f € C0,1] i¢in n. dereceden;

B = X P f (1) Pust) = ()t 0=,

verilen polinomlar teoremin en gik ve kisa ispatini saglamasi yani sira yaklagim
teorisinin 6nemli cebirsel polinomlarindan da biridir [2]. Bernstein polinomlarmin
pozitif reel eksene bir¢ok genellemeleri yapilmigtir. Bunlarin en 6nemlilerinden biri de
1995’te Lupag'm tammladigl, (o), = 1 ve (o), = a(a+1)..(a+k—=1), k > 1

olarak tanimli Pochhammer semboliinii ifade etmek {izere;

1 G (04)1@ k
Ao =2 raila <t
k=0

esitliginde o = nx almak suretiyle f : [0,00) — R bir fonksiyon olmak iizere,

Lo(fin) = (1= oy 30 Ukeaty () o 20 (L)

k=0

lineer pozitif operatorleridir [3]. Bu operatorleri Lupas operatorleri olarak

isimlendiriyoruz.

1
Agratini, [4]'te, Lupag'in tamimladigi Es. 1.1 ile verilen operatorlerde a = 2 alarak,

Lo(fia) = Y a0 £ (5) o) =2 o > 0, (12)



operatorlerini tanimlamis ve siireklilik modiilii yardimiyla yaklagim dercesini vererek
Voronovskaja-tip asimptotik formiilii elde etmig, olasihik yontemlerle yaklagimi
incelemis ve ayni zamanda integrallenebilir fonksiyonlar i¢in hem Durrmeyer hem de
Kantorovich genigletmelerini  tamimlamigtir.  Agratini, [5]te, simirh  salimmh
fonksiyonlar i¢in Es. 1.2 ile verilen operatorlerin Kantorovich varyantinin yaklagim

ozelliklerini stireklilik modiilii yardimiyla ve olasilik yontemler kullanarak incelemistir.

Ry = [0,00), N = {1,2,...} olmak iizere, Eg. 1.2 ile verilen operatorlerinin bir

genellegtirmesi olan

2k
k=0

e (@), (K
L (f;x) =2"%" —Lfl— |, r€Ry,neN
operatorleri [6]'da Erengin ve Tagdelen tarafindan tamimlanmig ve agirhikh yaklagim
ozellikleri incelenmigtir. Burada (a,,), (b,) artan ve sinirsiz pozitif reel say1 dizileridir

ve

1 1
Z—::1+O(E>,lim—:0

ozelliklerini saglar. Ayrica |7]’de, yine Erengin ve Tagdelen tarafindan L} operatoriiniin
Kantorovich formu tanimlanmig ve bu operatorlerin yaklagim derecesi stireklilik modiilii

ve Peetre-/C fonksiyoneli yardimiyla verilmigtir.

Es. 1.2 ile tanimlanan operatorlerin Durrmeyer varyanti [4]'te Agratini tarafindan

asagidaki sekilde verilmigtir:

M, (f;2) = / wdu | S0 (@) / * () f () du. (1.3)
0 k=0 0

Lupag operatorleri igin, [8]’de Govil ve arkadaglari, Es. 1.2’de verilmis olan l;‘lk(:c) ve

Pnj—1(x) =e ™ (Zﬁi; seklindeki Szasz taban fonksiyonunu kullanarak

Do(fiz) =0 1) / Prir () f () duu + I (2) F(0), x>0 (1.4)

operatorlerinin yaklagim ozelliklerini incelemiglerdir.



Lupas operatorlerin farkli genellemelerinin tanimlanacagi ve bunlarin yaklagim

ozelliklerinin incelenecegi bu tez alti1 boliimden olugsmaktadir.
Ik boliim tez konusunun genel olarak tanitildigi giris boliimiidiir.

Ikinci boliimde, genellestirilmis Lupas ve Szasz taban fonksiyonlarina baglh toplamsal-

integral tip operatorler:

Qa

Do (1) = 523 s (@) [ Pu () ()
k=0 0

n

olarak tanimlandi. Burada f € C'[0, 00) ve integrallenebilir fonksiyon olmak iizere,

seklinde ve (ay,) , (b,) dizileri

b

. . . n n

lim a, = o0, lim b, =oco ve lim — =0, — <1,
n—00 n—00 n—00 (y, Qp,

kogullarii saglar. (a,), (b,) dizilerinin bu sekilde segilmesi daha iyi bir yaklagim
derecesi elde edilmesine olanak tanir. Bu operatorlerin Korovkin teoreminin sartlarini
sagladigi gosterilip, yaklagim derecesi siireklilik modiilii, Ditzian-Totik diizgiinliik
modiilii ve Peetre-KC fonksiyoneli yardimiyla incelendi. Ayrica Lipschitz sinifindan
olan fonksiyonlar igin genel ve lokal yaklagim o6zellikleri verilip, agirlikli yaklagim
ozellikleri aragtirildi. Farkl (a,), (b,) dizileri ve n degerleri i¢in yaklagimin derecesi

gorsel olarak grafikler yardimiyla resmedildi.

Bu tezin tigiincti bolimiinde ise [9], [10] ve [11] numaral kaynaklar dikkate alinarak
[0,00) da integrallenebilen fonksiyonlar icin, [, (z) yukarida tanimlanan olan Lupasg

tabani olmak iizere 5 € [0, 1) i¢gin, Szasz taban fonksiyonunun Jain genellegtirmesi

k=1 —(enztkp)
05 (k,%x) :Z—:x (Z—:x+kﬁ) %,xe[o,oo)meN,



seklinde kullanilarak agagidaki Jain-tip genellestirilmig operatorler tanimlandi:

7 b (fa x)
> T a ) T a
— /95 (k: -1, b—”u) du i () /6’5 (k: -1, b—nu) f(uw)du+1,0(z)f(0).
k=1 0 n 0 n

Bu operatérlerin yaklagim 6zellikleri analizin farkli yontemleri kullanilarak arasgtirildi.

Voronovskaja tip asimptotik yaklagim oram elde edildi.

Dordiincti ve beginci boliimlerde ise oOnceki boliimde verilmis olan Jain-tip
genellestirilmis operatorler sirasiyla once iki degiskenli bicimde tanimlanip yaklagim
ozellikleri incelendi, sonra da Bogel silirekli fonksiyonlara yaklagmak igin
Genellestirilmis Boolean Toplam(GBS) operatorleri tanimlandi. GBS operatorleri ile
Bogel siirekli fonksiyonlara karma siireklilik modiilii cinsinden yaklagim derecesi
verildi ve karma Lipschitz tip siniftan fonksiyonlara yakinsama oranlar1 elde edildi.
Bu iki béliimde verilen operatorlerin fonksiyonlara yaklagimimin karsilastirildig:

ornekler grafikler yardimiyla gorsel olarak besinci boliim sonunda verildi.

Altinct  boliimde, Lupag-Szasz tabanli toplamsal-integral tip operatorler afin
fonksiyonlar koruyacak sekilde, I, (z) ve P, (z) yukarida verilen Lupas ve Szasz

taban fonksiyonlar1 olmak {tizere,

A —
Dl (F1) = 523 s (@) [ Prsd (0.1 01+ als)S0),
" k=1 0

seklinde yeniden diizenlenerek mutlak siirekli ve hemen her yerde sinirli salinimh tiireve
sahip fonksiyonlara yakinsaklik orani elde edildi. Ayrica farkli fonksiyonlar icin yaklagim

grafikler yardimiyla gorsel olarak incelendi.

Yedinci ve son boliim sonug ve onerilerin verildigi boliimdyiir.



2. GENELLESTIRILMI§ TOPLAMSAL INTEGRAL TIPLI
LUPAS-SZASZ TABANLI OPERATORLER

Bu béliimde integrallenebilir fonksiyonlara yaklagsmak ic¢in siirsiz diziler yardimiyla
genellestirilmis Lupas-Szasz tabanli operatorleri tanimlayarak bazi yaklagim

ozelliklerini inceleyecegiz. (a,,) ve (b,),

n bn
lim a, = oo, lim b, =oco ve lim — =0, — <1, (2.1)
n—o00 n—o0 n—00 (U, Qp

kogullarin1 saglayan diziler ve sirasiyla genellestirilmis Lupag ve Szasz taban

fonksiyonlari

(Z_:x>k -3

olsun. f € C'[0, 00) integrallenebilir fonksiyonlar: igin

D (F1) = 523 s (@) [ Pa ()  (w) (2.3
" k=0 0

toplamsal-integral tip operatériinii tanimlayalim.
Diizgiin yakinsama ile ilgili temel teoremi agagidaki gibi verelim.
2.0.1. Teorem (Korovkin Teoremi)

Her n € N igin ve [¢, d] C [a,b] olmak tzere T}, : Cla,b] — Cl|c, d] seklinde tanimh (7,)

lineer pozitif operatorler dizisi olsun. Her bir i = 0, 1,2 i¢in e; (x) = 2 olmak iizere
7}1_{20 ITn(ei) = €ill oy = 0, i =0,1,2
kogullar1 gergekleniyorsa, bu durumda her f € Cfa, b] fonksiyonu igin

nh—{lgo 112 (f) = Fllcpay = 0

dir [12].



Bu caligma boyunca her bir ¢ = 0,1,2,3,4 igin ¢;(x) = a2' tek degiskenli test
fonksiyonlarim gosterecektir. Simdi, Dy, s, (f;x) operatorlerinin yaklagim ozelliklerini

incelemek icin 6ncelikle baz1 yardimei sonuglar: verelim.
2.1. Yardimci Sonuglar

Bu boéliimde o6ncelikle Lupas tarafindan tanimlanan operatorler ve bu operatorlerin

genellestirmelerinden bahsedecegiz.

[k olarak [3]’te tanimlanan

Lo (fin) = (1= ) 3 oty () <1 (2.4

k=0
operatorlerinin bazi yaklagim ozellikleri a = 1/2, a = nx durumu ve x > 0 igin [4]te

verilmis ve [13]'te bu operatorlerin Kantorovich formu tanimlanip yaklagim ozellikleri

aragtirilmigtir.

Es. 2.4 ile verilen operatorlerin bir genellestirmesi olan

2. (apx k
L (fir) =2 Y g (b—) wEcRy neN
k=0 | "

operatorleri, Ry = [0,00), N = {1,2,...} olmak iizere, [6]’da tanimlanmig ve agirlikh
yaklagim Ozellikleri incelenmigtir. Burada (a,), (b,) artan ve sirsiz pozitif reel say1

dizileridir ve

an, 1 . 1

ozelligi saglanir. Ayrica |7]'de L operatoriiniin Kantorovich formu tanimlanmig ve bu
operatorlerin yaklagim ozellikleri siireklilik modiilii ve Peetre-/C fonksiyoneli yardimiyla

verilmigtir.

D, b, (f;x) operatorlerinin yaklagim ozelliklerinin incelenmesinde kullamilacak olan
bazi sonuclarin elde edilmesi i¢in Es. 2.4 ile verilen L, operatorlerinin bir

genellegtirmesinden faydalanacagiz. Bu genellestirmeyi asagidaki gibi tanimliyoruz:



x € [0,00) ve f € Cp 0, 00)igin,

> (Z_nx> b
Lo, (Fia) =2 0y S0 Ly () 25)

seklindedir, burada (a,) ve (b,) Es. 2.1'de verilen sartlar saglayan pozitif reel say:
dizileridir. Cz [0, 00), [0, 00) araliginda taniml siirekli ve smirh fonksiyonlar kiimesi

ve bu uzaydaki norm || f|| = sup,>¢ |f(x)| dir.
Simdi bu operatorler igin test fonksiyonlarindaki degerlerini verelim.
2.1.1. Lemma

La, b,, Es. 2.5 ile tamimh operatorler ve z € [0,00) olsun. Test fonksiyonlar: igin

asagidaki esitlikler saglanir:

Lanvbn (60; x) = 17

Lo, b, (e1;7) =,

by,
Lo, b, (€2;2) = 2+ 22,

by b\
Lo, b, (€3;2) = 24+ 6222 +6 (—) x,

Qn Qn

by b\’ b \°
La, b, (€4; 95) =zt +12722% + 36 (—) % 4+ 26 (—) x.
a

n n a/n



jspat

Ustel fonksiyonlarin seri acihimindan yararlanarak olusturulan,

k=0

esitligini ve Pochhammer semboliiniin taniminmi kullanarak eq i¢in;

an
Lambn (60; .73) =2 b Z 2k—k"€0 a—k'

k=0

_an an
:2 bnx2bna::1

bulunur. e; igin;

Lo, b, (€1:2) = 27" Z

k=0

=\ n
—kel (b_/{;)



bulunur. e; igin;

La, b, (e2;x) =27 -
ns¥n '
Zko 2]

an > a
z —keQ (b_"k)

[e’s) T 2
—an 4 bn k bn
=2 sz—k;!(a )
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bn
=1’ 42" 1
aTL

bulunur. Benzer sgekilde hesaplamalara devam edilerek diger test fonksiyonlari da

kolayca elde edilebilir.

Not 1: Esg. 2.5 ile verilen L,, 5, (f;x) operatorleri, [0,a] C [0, 00) olmak tizere

n—o0

— eill o = 0,7 =0,1,2

kosullarim sagladigindan her f € C10, a] i¢in

lim [|Lq, b, (f) = fllcg,q =0

n—oo

olup Korovkin teoremi saglanir.
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2.2. Dy, p, (f;2) Operatorleri ile Yaklagim

2.2.1. Lemma

Smursiz artan (a,) ve (b,) reel say1 dizileri Es. 2.1’deki sartlar1 saglasin. Her = € [0, 00)

icin Es. 2.3 ile tanimlanmug olan D, 5, operatorleri agagidaki esitlikleri saglar:

Da, b, (e0;1) =1, (2.6)
bn
Darubn (61; x) =T + a_7 (27)
> by b\’
Da, b, (€2;0) =" +5—x+2( — | , (2.8)
A, Qn,
N b\’ b\
Dy, b, (e3;0) =2° + 12— +29 | — | 2 +6 — | , (2.9)
an, ap, anp,
4 bn 3 bn 2 2 bn ’ bn !
Dypp (es2) =a* +22"2% +131 (=) 22 +206 ( — ) v +24(— ) . (2.10)
Qp, an anp an,
fspat

Lemma 2.1.1.’den ve Pochhammer semboliiniin tanimini kullanarak;

n

Qp, >
Dan7bn (60’ x) - lnak (l’) Pn7k (u) €o (u) du
b k=0
- 0



(i)

o0 —X

bn an
oSSk =1

elde edilir. Benzer olarak e; igin,

n

(07% >
D (e132) = §- 3" (a) [ Prs(w)er () du
k=0 0

k=0
Qn,
o0 —X
bn k _an 4
=> TR (1)
k=0



Benzer islemlerle devam edilirse es, e3 icin,

[e.e]

D, b, (e2;2) = Z—n Z L () / P, i (u)es (u) du
k=0

n
0

a k
Qn - i —ang, (Eu) 2
:b—Zznk(x)/e St du
" k=0 0 ’

13

(2.11)

(2.12)
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b, b\ b\’
=23 + 12222 + 29 (—) x+6 (—) ,
Ay, Ay, Ay,

ile son olarak ey igin,

A — T
Dy, b, (e4;5) = b—zlnk(if)/Pnk(u) eq (u) du
" k=0 0

(2.13)
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ok ok
k=0 k=0
(i) () (&)
n_/Jko—ptx 2 n /Jko—ptx N/ ko—3ta
+> TR L +) S 2 50k +24 2
k=0 k=0 k=0
b, by 2 by \* by \
=o' +22-"2% 4131 (-) 2% + 206 (—) T+ 24 (-) : (2.14)

oldugu elde edilir.

Simdi de yaklagim derecesinin bulunmasinda kullanilacak olan momentleri verelim.

Not 2: {D,,, », } operatorleri ve her x € [0, 00) igin birinci moment, Eg. 2.11'1 kullanarak:

b, b,
Doy, (£ =) i) = Dao, (t:2) — 2Dar, (1 7) = ( ; —) Y

an an
seklinde elde edilir. Eg. 2.1’in kogullarim1 dikkate alirsak yeterince biiyiik n ler igin,

Dy, b, (t—2;2) =0 (b—n>

an

oldugu yazilabilir.
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{D,, b, } operatorleri igin Esg. 2.12’yi gz Oniine alirsak ikinci moment:

fno () = Da, b, ((t - x)2 : x) = Dq, b, (t2; a;) —22Dq, p, (t;2) + :I;zDambn (1;2)

b b\ 2 b bn b\
:9324——5934—2(—) — 2z <x+—>+$2=3$—+2<—) (2.15)

olarak elde edilir. Ayrica bu esgitlikten, Esg. 2.1 kogullar da dikkate alinarak, yeterince

biiytik n ler i¢in

Do, ((t—2)2) =0 (b—”) (z+1)

Qn

oldugu goriiliir. {D,,, s, } operatorleri i¢in 4. moment ise Eg. 2.14’1 kullanarak

fina(x) == Dy, ((¢t — z)*; x)

= Dpnp, (t4; :1:) — 42Dy, (t3; :L') + 6$2Dn’bn (t2; :17) - 4x3Dn7bn (t;x) + :c4Dn7bn (L; )

b\’ b\’ b\ !
=27 (—) z° + 182 (—) z+ 24 (—) . (2.16)
n n n

Dahas1 Eg. 2.1 kosullarindan yeterince biiyiik n ler igin;

fina(z) =27 (b—")2m2 +182 (b—”)ga: +24 (b—">4 =0 (Z—") (P+z+1). (217

a”I’L a'n an n

Boylece, D, 4, (f;x) operatorleri i¢in Lemma 2.2.1.°den, her bir i = 0,1,2 i¢in e; () =

x% olmak iizere

lim [|Dg, (i) — €] =0,i=0,1,2

n—o0

kogullar1 gergeklendiginden her f € Cj [0, 00) fonksiyonu igin

nlgl;lo [ Day b, (f) — f||c[0,a} =0
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dir, yani Korovkin-tip teorem gergeklenir. D, », (f;x) operatorleri [0, 00) un herhangi

kompakt alt kiimeleri {izerinde yakinsama diizgiindiir.

D,, », operatorleri icin siireklilik modiiliiyle yaklagim oranini asagidaki teoremle

verelim.

2.2.2. Tanim

f € Cp [0, 00) fonksiyonunun siireklilik modiili, ¢ € [0, 00) olmak iizere w : [0, 00) — R

icin

w(f,0) =sup{|f(z) — f(y)| : |z —y| < 6,2,y € [0,00)}

olarak tanimlanir [14],(s.17).

Siireklilik modiilii asagida verilen 6zelliklere sahiptir:

w(f,0) >0,

0 <dyise w(f,d1) <w(f,d2),

m € Nise w (f,md) < mw(f,d),

Her A € RT ise w (f, M) < (A + 1D w(f,0),
I, R de herhangi bir aralik olsun.

f, I tizerinde diizgiin siirekli <= lims_,o+ w (f,d) = 0,
o |f(t) = f@)| Sw(f |t —2]),
o 1F) = f@)l < (5L +1)w (£.0)
2.2.3. Teorem

T, : Cla,b] — Cle,d], [c,d] C la,b] olmak tizere (T,) lineer pozitif operatorler dizisi,
ol (x) =T, ((t - z)? ;) olmak iizere f € Cla,b] ve z € [a,b] i¢in

T (fi2) = f(@)] < |[f @) T (L2) = 1 + (T (L) + (T (L)) w(f, @ 2(2))
esitsizligi saglanr [12].
2.2.4. Teorem

Her f € Cg[0,00) i¢in {D,,, », }, Es. 2.3 ile tanimlanan operatorler dizisi olsun.
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Bu durumda

Doy (f;7) = f (2)] < 20 (f, da ) (2.18)

esitsizligi saglanir ve burada her beliri x € [0,00) i¢in 4, () =

Es. 2.3 ile verilen operatoriin tanimini kullanarak

D (i) = £ (@) = 32 3 s (@) [ P (0) (@) — f (@) d

n

elde edilir. Burada her bir x,t € [0,00) ve her § > 0 igin

[f(z) = fO] < 1+ 07z —thw (f,0) (2.19)

oldugunu biliyoruz. O halde Es. 2.19’daki ifadenin her iki tarafina {D,, s, }

operatorlerini uygulayip tiggen esitsizligini kullanarak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

D (i) = F2)] £ 52D s (@) [ Prs ) (1467 =) (7,6)
" k=0 0

=w (f,08) Da, s, (€0) () + 6 'w (f,0) Da, s, (Ju —|) ().

Bu son egitsizlikte Cauchy-Schwarz esitsizligini uygullarsak;

[N

Qn Qn

D, (fi7) — f(2)| Sw (f,6) + 6w (f,0) <3xb_n 49 (b_> )

2\ 2
elde edilir. Burada 0 := d,, ;, (z) = (3x2—2 +2 2—2 ) segersek Eg. 2.18 saglanmis

olur. n — oo igin limit alindiginda belirli her = € [0, 00) igin 0,4, 5, () = O ve w (f,d) —
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0 oldugu goriiliir.
2.2.5. Tanim (Petree-KC fonksiyoneli)

Herhangi bir [0,00) C R arahginda tanmimh f € Cp [0, 00) fonksiyonlar i¢in Peetre-XC

fonksiyonelinin tanimi asagidaki gekilde verilir:

K(f? 6) = inngC%[O,oo){Hf - gHCB[O,oo) + 0 ||gHC]25,[O,oo)}’ (5 > 0)

Burada C%[0,00) = {g € Cp[0,00) : ¢" € Cp[0,00)} tizerindeki norm

HgHC%[O,oo) - ||9||CB[0,oo) + HgIHCB[O,OO) + ||g//HCB[O,oo)
ile verilen normdur [15].

2.2.6. Tanim

[0,00) aralign f € Cp[0,00) fonksiyonlar i¢in & > 0 olmak fiizere ikinci stireklilik

modiili

wy (f,0) = sup  sup  [f(x+2h) =2f(zx+h) — f(z)

0<h<8 ,2-+2he[0,00)

olarak verilir [15].

wa(f, \/5) ikinci stireklilik modiilii olmak iizere Peetre-KC fonksiyoneli ile iligkisi
KC(£,6) < M {wa(f,V/8) + min (1,8) | fllcy 0. | (2:20)

olarak verilir [16]. Burada 6 > 0 ve M,  ve f den bagimsiz bir sabittir.

Simdi, yaklagim oranini Petree-XC fonksiyonelini kullanarak verelim.
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2.2.7. Teorem

Her x € [0,00), f € Cp[0,00) i¢in

Ducs (i) = 0] < 46 (5,2 (51, 0)°) + (5 2) 221

n

< Muy (f; (2) "ai, <x>> v (1:2) (2.22)

bn
esitsizlikleri saglamr. Burada (87 , (aj))2 = ¢*(z) + —, ¢ (x) = /7 olmak iizere M,

n
n ve x ten bagimsiz bir sabittir.

jspat

D, b, (f;x) operatorleri birinci test fonksiyonunu korumadigindan

a,T + bn)

Qp

Davo, (f32) = vy (fi2) + f (2) — f (

seklinde yardimci operator tanimlayalim. Bu tanimdan

ve

D anX + by,

oldugu agiktir. Dolaysiyla D,, 4, ((t — ) ;2) = 0 elde edilir. g € C% [0, 00) ve t € [0, 00)

icin Taylor formiiliinii kullanarak

yazilabilir.



D, 1, operatoriinii bu esitligin her iki yanina da uygulayarak

anx+bn
t antton
_ -
Doy (9:2) =9 (2) = Day,p, /(t —u)g" (u) du;z / (@ L0
a/n

elde edilir.

Do, b, (9:7) — g ()|

anx+bn
t an
n bn
< Dy | [ 1=l @lavic |+ [ 225 i ]

" (an—i-bn 2
< llg"]l (Dan,bn (t—2)*;2) + (— - x) ) .

Qn

Lemma 2.2.1. ve Eg. 2.15’1 kullanarak,

2 2 2
Dambn((t—x)Q;x)Jr(m_x) :%m”(b_n) +(b_n)

an

b
elde edilir ve burada (47, (w))2 =z + — olarak segersek,
ant + b, 2 3b, 2
_ - =— (0, .
Qn, .T) an ( an,bn (x))

Do, ((t—2)%2) + (

Es. 2.23’te Es. 2.24’ten yararlanarak

_ 3b,,
|Dayp (g:2) — g (z)] < —

n

(6 4, (@) 119"

21

(2.23)

(2.24)

(2.25)
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esitsizligi elde edilir. Ayrica, her f € Cp[0,00) igin

an >
|Dan,bn(f;x)‘§b_zlnk /pnk: |du
" k=0 o

< |1/ —nzznk >/pn,k () du
0

= [/l Da,,p,, (eo; ) = || f]]
yazilir. Bu durumda, f € Cg [0, 00) igin
a,T + by,
Dt (F52)] < Dae (i)l 1 @) + £ (550 <317 (2.26)
saglanir. Eg. 2.25 ve Es. 2.26 kullanilarak, her f € Cg[0,00) ve g € C% 0, c0) icin,

|Dan,bn (fa ZE) - f (ZL’)|

Qp

< [Dappn ((f = 9):2)|+|(f — 9) w)lﬂﬁan,bn(g;w)—g(w)H'f(M)—f(w)

TL

b bn
<4|f -9l + 3bn (0r . (3;))2 + wy (f, a—)

bulunur. Burada g € C%[0,00) fonksiyonlar iizerinden infimum alinirsa istenen Es.
2.21 elde edilir. Ayrica Eg. 2.21°de Eg. 2.20 dikkate alinarak Eg. 2.22 kolayca goriiliir.

Siradaki kisimda yaklagim o6zelliklerini Ditzian-Totik diizgiinliik modiilii yardimiyla

inceleyelim.
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2.2.8. Tanim

Herhangi bir f € Cp[0,00) fonksiyonu ve ¢ : [0,00) — R, [0,00) araligina bagl bir

adim-agirlik fonksiyonu olsun. n € N ve § > 0 i¢gin

Moo @)= 20411 [ noto) (525)] - w =22 e .00

k

oldugunda Ditzian-Totik diizgiinliik modiilii agagidaki sekilde verilir:

wi (f,0)= sup sup |Ap,f (z)].
0<h<d z€[0,00)

¢ : [0,00) = R, ¢ # 0, Ditzian-Totik diizgiinliik modiiliniin adim-agirhik fonksiyonu
olsun. Buradaki ¢ fonksiyonu agagidaki 6zellikleri saglar [15]:

e Her [d/,V] C [a,b] alt arahg igin 6yle bir My = M(a’,b") > 0 sabiti vardir ki her
x € [d', V] igin
M1t<¢@)<M

dir.
e (G(a) >0 ve B(b) > 0 iki sayisi i¢in

zP@ , x— 07
x) ~ .
¢ (@) { (l—x)ﬂ(b) , x— 1"

Ayrica lokal yaklagim 6zellikleri igin Ditzian-Totik diizgiinlilk modiilii ve buna bagh

Peetre K- fonksiyoneli sirasiyla asagidaki gibi verilebilir:

wi(f, Vo) = sup  sup | flz+hé(x)) — 2f(z) + flz — hé(z)) |,

0<h<v/§ zthe(z)€[0,00)

Kooy (f6) = nf{[|f — gll + 0| 6°9"[| + 8% |¢"| : g € C*(9)}. (6 > 0),

burada C?(¢) = {g € C[0,00) : ¢ € ACp,.[0,0),¢*¢" € C[0,00)} ve
g € AC):[0,00) yani g diferansiyellenebilir ve ¢’ her kapali [a,b] C [0,00) alt
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araliginda mutlak siireklidir. Ayrica pozitif bir M sabiti i¢in
Ko (f:0) < Mwi(f,V/5)

esitsizligi saglanir ( [17], s.68).

2.2.9. Teorem

f € Cp0,00) olsun. Her x € [0, 00) igin,

- bn
||Dan7bn (f) - f” S 4’(:2,(]5(56) (fv a_) )

n

esitsizligi saglamr ve burada (07 (:U))2 = ¢*(x) + bp/an ve ¢(x) = /x dir.

jspat

D, b, (f;x) operatoriiniin birinci momenti sifirdan farkll oldugundan,

operatori agagidaki sekilde tanimlayalim;

a,T + bn)

G

D, (f32) = Dy, (f0) + f (2) — f (

olur ve buradan yeni tamimlanan D, ;, (f;z) operatorlerinin

Da b (€0§5U) = 17Ean7bn (61;1‘) =T

esitliklerini sagladig1 kolayca goriilebilir. Ayrica

[ D (f5)] = ‘Dan,bn (F0)+ f (x) = f (w) ‘

an

n b'rL
< I1Pavsn (i) +17 @) - |7 (=252 | <301,

n

(2.27)

yardimci

(2.28)

Her bir g € C?(¢) igin onceki teoremdekine benzer olarak, g fonksiyonunun Taylor
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acilimindan faydalanarak asagidaki esitsizlik elde edilebilir:

t/u—mw" )/ dul ; )

| Eanybn(g; x) ( |< Dan bn (

anz+bn + b
an Ay L
. 2 9 : . y
(6:, 4, (2))" = ¢*(x) + by/ay fonksiyonunun her z € [0, 00) degeri i¢in konkavhgmdan

yararlanarak ve u = 7o + (1 — 7)t, 7 € (0,1) denklemini géz oniine alarak

|t —u | B T|t—2x| Tt—x|

= <
(6 o (w)* (0, (re+ Q=7 ~ (8% (@) 7+ (374 ) (1 —7)

|t —u | |t —z |
<

(0,5, ()" ™ (82,5, (2)°

(2.30)

esitsizligi elde edilir. Buradan Esg. 2.29 ve Eg. 2.30'u kullanarak

| Da, . (9:7) — g() |

24| </t It — 4l s x) . H 2 </anz;:zm |t _u|du>
n,,bn - 9 an, bn - 9
v (3,4, @)° e (0, @)
1 v a,T + by, 2
< W 6an,bng Hn,2 (z) + o z
An,bn n
1 2 bn 2
<—= 5: n + - )
= o, ) )9 LL“@ <%>]
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yazilabilir. Onceki teoremin ispatidan

—= 3b,
’ Dan,bn(%x) - g(@ ’S a—

n

(0,0,)° 9" (2.31)

oldugunu kullanarak ve Es. 2.28, Eg. 2.31’den yararlanarak her f € Cg [0, c0) i¢in,

[ Danin (f52) = f(2)] < |Dayo (f = 9);2)| + [Dan(g52) = 9(2)| + 19 () = f (2)]

b, >
+3<—) ‘g
ap,

bulunur. Her g € C?(¢) igin sag taraftaki ifadeler iizerinden infimum alinirsa agagidaki

3b,,
§4||f—9||+a—

n

"

¢29//

esitsizlik elde edilir:

n

N 4
V%mAﬁ@—f@H§4ﬂw@<ﬂE>.

Siradaki kisimda iki parametreli Lipschitz simifindan olan fonksiyonlar uzayi igin
operatoriin yaklasim oOzellikleri incelenmistir. Bunun i¢in 6ncelikle bu fonksiyonlar

siifinin tanimi verilmigtir.
2.2.10. Tamm

Iki parametreli Lipchitz simufi,

Lipy (n) = {fECB [0,00) | f (t) = f (2)] SMlt_—x’z;x,tE (0,00)},
(t+x)?

ile tanimlanir ve burada M pozitif bir sabit ve € (0, 1] dir [18].
2.2.11. Teorem

Her f € Lipy (n) fonksiyonu ve z € (0, 00) igin

T n/2
u%mm@—ﬂMSM(@ﬂl) (2.32)

T
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esitsizligi saglanmir. Burada p,,o () Es. 2.15 ile verilmig olan, operatérin ikinci

momentidir.
fspat

Oncelikle 7 = 1 durumu icin;

D (f3 ) — fE}m>/aMwuw—ﬂmm

an r |lu — z|
<M-— L, P, d
0

1
Vu+x

elde edilir. Her x ve w pozitif reel sayisi i¢in < — oldugununu kullanarak

S

(e.9]

1 an

0

ve 6nce Holder esitsizligi, sonra da Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanarak

X

1/2
DavinF52) = ) < M=Di (i =l i) < v (#2212))

elde edilir. Bu, 7 = 1 durumu igin elde edilmek istenen sonucu verir. Simdide 0 < n < 1

durumu i¢in, Hoélder esitsizligini p = % ve ¢ = ﬁ i¢in uygularsak,

Do) = F@ £ 23 b @) [ Pas(0)If () = f (@)] du
" k=0 0

S tatw) 32 [ Pas @l @) 7 @)
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Qp, = 1
<323 ha@) [ P10 = F @] du
" k=0 0
oo o0 | ‘ n
a U—
- bn; 7’“(”““)/ ) ™
- 0
9 o n
M
< e Z—:Zln,k (x)/Pnk, () lu — | du
k=0 0
M n/
< 2 Duallt = alia))’ < v (H222)

elde edilir ve buradan Es. 2.32'nin saglandig1 acik¢a goriilmektedir.

Simdi de, Es. 2.3 ile tamimlanan operatorlerin bazi noktasal yaklasim o6zelliklerini

inceleyecegiz.

Oncelikle, f fonksiyonunun lokal diizgiinliigii ve lokal yaklagimi arasimdaki bagmtiy
verelim. n € (0, 1] olsun ve F kiimesi [0, 00) araligimin bir alt araligi olsun. O halde
f € Cp|0,00) igin

1f(t) — f(2x)] < M|t — 2"Vt € E ve z € [0,00),

kogsulu f ye bagh bir M, sabiti i¢in saglanirsa f € Lipy, (E, ) dir. Burada E kapanig

kiimesi [0, 0c0) araliginin bir alt kiimesi olan £ nin kapanigini ifade eder.
2.2.12. Teorem

f € Cpl0,00)N Lipy, (E,m), n € (0,1] olsun ve E kiimesi [0, co) araligmm siirl bir
alt araligi olsun. O halde her bir z € [0, 00) i¢in agagidaki esitsizlik elde edilir:

n/2
Do (f53) = Fl)| < M, { (P @) E>>"}
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burada My, f ye bagh bir sabit ve d (z, ) ise
d(z,E) =inf{|t —x|: t € £}
seklinde x noktasinin F kiimesine uzakligimi gosterir ve 5a2n,bn (x) = SZEZ—Z +2 (Z—Z>2 dir.
fspat
E, E kiimesinin kapanisi olmak iizere
d(z,E) = |zg— 2
olacak sekilde bir 2y € E noktasi bulunabilir. Ucgen esitsizliginden
1f (&) = f ()] < |f @) = f (@o)| + [ (z) — f (2o)] (2.33)

elde edilir. Es. 2.33in her iki tarafina da D,,;, operatorleri uygulanip, f &
Lipy, (E,n) igin tamimdan,

< My{Da, b, (|t = zo|"; ) + [ — 20"}
esitsizligi elde edilir. Burada p = 72] ve ¢ = ﬁ i¢in Holder esitsizligi uygulanirsa,

D (f;2) = F@) < My { (D ([t = 2™ 52) " (Day 0, (142" + (d (2, )" |

< M; { <?;ﬁ52mbn (:r:))n/2 + (d(z, E)”)}

n

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
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Simdi de Es. 2.3 verilen operatorlerin lokal yaklagim oranini aragtirmak icin Lenze
tarafindan tanimlanmis olan Lipschitz-tip maksimal fonksiyonu kullanalim. Oncelikle

asagidaki gibi bu maksimal fonksiyonun tanimini verelim.
2.2.13. Tanmim

Her f € Cp |0, 00) fonksiyonu igin n-yinci dereceden Lipschitz-tip maksimal fonksiyon,

her x € [0,00) ve n € (0,1] i¢in asagidaki sekilde tanmmlanir [19]:

B (fim) = wp MO =I@I

t#z,t€[0,00) |t - x|77

2.2.14. Teorem

f € Cp[0,00) ve n € (0,1] olsun. O halde her z € [0, c0) igin,

3b b
Davsnfi2) ~ 1@ £ 3(F50) {22880, (0}
elde edilir.
jspat
Oncelikle @, (f;x) in tanimim kullanarak,

| Day o (f32) = f(2)] < @p(f;2) Day, (It = 2[5 7)

yazabiliriz. Burada Hoélder esitsizligini p = % ve q = ﬁ icin uygulamakla agagidaki

esitsizlik elde edilir:

[ Day o (f:2) = f(@)] < Doy, (1f (8) = f(@)]52) < @y (f52) Doy, (|t — 2" )

2 3b,, n/2
c—aftia)” <550 {2282, 0}

n

< @y(f;2) (Dan o (

O halde ispat tamamlanmig olur.
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Son olarak D, ;, operatorlerinin agirlikh yaklagimim inceleyelim.
2.2.15. Tanim (Agirhikh Uzay)

p, R de siirekli, p(x) > 1 ve lim|g| 00 p(2) = 00 kogullarini saglayan agirlik fonksiyonu

olsun.

B,[0,00), [0,00) iizerinde tanimh ve f ye bagh bir My sabiti icin |f(x)| < My p(x)
esitsizligini saglayan fonksiyonlarin uzay: ve B, [0, 0o) tizerindeki agirlikli norm || f Hp =

SUpP,>0 % dir.

C,l0,00), B,[0,00) uzaymdaki tiim siirekli fonksiyonlarm uzaymi ve C7[0,00) ise

1 < oo kosulunu saglayan fonksiyonlarin

C,[0,00) uzaymdan olup lim, ,, f(z)p(x)
uzaymi gosterecektir. C,[0,00) ve C7[0,00), B,[0,00) un alt uzaylarr olup | f]],

normu ile donatilmiglardir.

Her f € C’; [0, 00) igin agirhikl stireklilik modiilii agagidaki gibi tanimlanir:

= )~ 1)
BT S ) ot

Q,(f;0) agirhkh siireklilik modiiliiniin 6zellikleri bilinen siireklilik modiiliiniin

ozellikleriyle paraleldir [20].

Asagida agirhkli Korovkin-tip teorem yardimiyla ( [14]) operatoriin fonksiyona

yaklagimi verilecektir.

2.2.16. Teorem
feCy0,00) ve p(x) = 14 2* olsun. O halde n — oo iken,

1 Day b, (f) = fll, =0

dir.
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jspat

Lemma 2.2.1.°1 kullanarak

D C) —
||Dan,bn(eo) — 60||p = sup | an,bn (60, $) €o ([B) |

—0,
>0 p(z)

D, (T) — b,
| Day i (1) — e, = sup |Da, 5, (e1;1) — €1 (2) | _

2>0 p(z) tn
ve
| Do, b, (€2;7) — €3 () | 5b,x by \” 1
D, — = L = 2(— .
1Da,. b, (€2) = €2, sup o (2) ol TG 1

elde edilir. O halde lim,, o || Da, b, (ex) — €kl|, = 0 her bir k& = 0,1,2 i¢in saglanur.
Agirhikh uzaylar igin Korovkin-tip teoremin ( [14]) kosullarn saglandigindan istenen

elde edilir.
2.2.17. Teorem

rec; [0,00) olsun. O halde yeterince biiyiik n dogal sayilar1 i¢in

sup

’Danybn<f7x)_f(x>| < KQ ( ‘6**17 )
=20 p () -

5/2 7 Y n,0n

esitsizligi saglanir, burada 0;" , = /by, /a, ve K, n den bagimsiz bir sabittir.
jspat
Her f € C}[0,00) ve x,t € [0, 00) igin, 2, tammuni ve dzelliklerini kullanarak

f () = f ()] <2(1+2?) (1 + (5;:,,%)2) Q, (f:6:7,.) <1 + |§; m') (14 (t—2)%)

Qn sbn

yazilabilir ve
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D (fi2) = F@) 2 (1+2%) (14 (0225,)°) Q0 (£:000,) D b (@)

T 1
X /Pn,k (u) (1 + 5 lu — x|) (1 + (u— $)2) du
A, ,bn,
0

g4(1+x2)(1+(;;b)) ,5;:n2znk

o e}

1
x <1+ 5o /Pn’k (u) |u—x|du+/Pn7k (u) (u—x)z du
Qn,,bn s
17 ,
+(5T /Pn,k (u) Ju —z| (u — x)” du
anybn

her 4;* , > 0 i¢in saglanir. Cauchy-Schwarz esitsizliginden,

Dy (F30) = f@)] <2 (L4 22) (14 (025,)°) 9 (f30000,)

1 + Dan,bn ((61 - l’ a ** \/Dan bn 61 - JZ) ,ZL‘)

an bn

+%\/Dan,bn ((er = 2)*:2) Do ((e2 = )" m)}

elde edilir. Es. 2.15 ve Es. 2.16 esitsizliklerinden,
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Dy (F30) = f@)] <2 (14 22) (1 (020,)") 9 (f30000,)

X

by, 1 br,
1 — 1 — 1
+0 (an) (x+1)+ 5 \/O <an) (x+1)

+5**1 \/O (b—”) (x+1)(x24+2+1)

An,bn an

X

b 1 b
1 -n 241 n 211
+O(an) (* + )—I—(S;:’bn\/O (an>(az +1)

elde edilir. 6;* , = /bn/a, oldugunu kullanarak yeterince biiyiik n ler i¢in

Da"“n 7:1:. P I‘ k%
aup Do (S >5/2f< )| < KQ, (f;67,),
x>0 (]-+'I2)

elde edilir, bu da istenen sonuctur.
2.3. Ornekler
Ornek

Sekil 2.1’de, f(z) = +/2x+ 22 fonksiyonu icin D,, 1, operatorlerinin fonksiyona
yaklagimi verilmigtir. Burada fonksiyon "mavi" ile temsil edilmek iizere (sekilde "f"
ile gosterilmigtir), "kirmuz1" D, 5, operatériiniin (a,) = (n) ve (b,) = (Inv/n+ 10)
dizileri i¢in (sekilde "D1" ile gosterilmistir), "sar" (a,) = (n), (b,) = (v/n) oldugu
durumu (gekilde "D2" ile gosterilmigtir) ve son olarak da "yesil" (a,) = (n) ve
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(b,) = (Inn) alindigi durumunu (sekilde "D3" ile gosterilmistir) gosterir. Sekilden de

anlagilacagi lizere farklh diziler i¢in yaklagim farkhdir.

Sekil 2.1. Farkl diziler igin D,, 5,in f(x) = v/2x + 22 fonksiyonuna yaklagim

Ornek

Sekil 2.2°de f(z) = (2z + 22)® fonksiyonu "mavi" ile temsil edilmekte (sekilde "f" ile
gosterilmistir), D,,;, operatorlerinin (a,) = (n), (b,) = (ln \/M) durumu
"kirmiz1" ile, operatorlerin (a,,) = (n), (b,) = (v/n) durumu "sar1" ile ve son olarak
da operatorlerin (a,) = (n), (b,) = (Inn) durumu "yesil" ile gosterilmektedir.
Operatorlerin farkli yaklagimlar: arasindaki farkli (a,), (b,) dizileri i¢in verilen f
fonksiyonlarina yaklagimi agagida goriilmektedir. Sekilden farkh (a,), (b,) dizileri igin
yaklagimin degistigi goriilmektedir.

Sekil 2.2. D,, ;, operatorlerinin f(x) = (22 + 22)” fonksiyonuna yaklagim



36

Ornek

f(x) = ((x — 1)/3)? fonksiyonu Sekil 2.3’te fonksiyon "mavi" ile temsil edilmek fizere,
D,,, », operatorlerinin (a,) = (n), (b,) = (Inn) i¢gin "kirmiz1" n = 10 , "pembe" n = 50,
"yesil" ise n = 100 durumlarini gostermektedir. Sekilde, artan n degerleri igin belli bir

aralikta yaklagimin daha iyi oldugu gozlenmektedir.

D1n1d
- Dia5d
:)1—n1|l]

Sekil 2.3. D, ,, operatérlerinin f(z) = ((z — 1)/3)? fonksiyonuna yaklagimm
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3. OPERATORLERIN JAIN-TIP GENELLESTIRILMESI VE
YAKLASIM OZELLIKLERI

Jain, [11]’de, modifiye Szasz-Mirakjan operatorlerini,

ank ( ) >0 (3.1)

seklinde tanimlamigtir. Burada 0 < 3 < 1 geklinde bir parametre ve

e gna (nx + kB!
P 4la) = e P RD) (32)

taban fonksiyonudur.

Gupta and Greubel, [21]'de, Es. 3.1 ile verilen operatorlerin Durrmeyer bi¢imini

-y /pu Posle) [ s @ F a7 550) (33

k=1 9
olarak tanimlamis ve momentleri Tricomi konfluent hipergeometrik fonksiyonlari

kullanarak hesaplamiglardir. Ayrica yaklagim ozellikleri birinci tip Stirling sayilar:

yardimiyla verilmigtir.
3.0.1. Tanim

Birinci ¢esit Stirling sayilari, n > 0 i¢in (z), = z(x + 1)...(x + n — 1) Pochhammer
acilimimdan elde edilen ifade olmak iizere bu polinomdaki z* ifadelerinin katsayilaridir,

yani,

Yukaridaki denklemde s(n, k) ifadesi birinci gesit Stirling sayilarini gosterir.

Konfluent hipergeometrik (Tricomi) fonksiyon tanimi ise, a ve b sirasiyla Re(a) > 0

ve Re(b) > 0 ozelliklerini saglayan reel ya da kompleks sayilar olmak iizere agagidaki
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integral gosterimi ile verilir [22]:

1

Ula,b,z) = (o)

/ e # o (1 4 t) e at. (3.4)
0

f € C']0,00) integrallenebilen fonksiyonlar:1 ve [, x(x) Lupas tabani olmak tizere €
[0,1) igin,

k=1~ (4natkp)
0 (k: Z—”x) = Iy (%x n kﬁ) eTx € [0,00),n € N, (3.5)

seklindeki Szasz taban fonksiyonunun Jain genellegtirmesi kullamilarak ve (a,), (b,)

dizileri Eg. 2.1 ile verilen kogullar1 saglamak iizere Jain-tip genellegtirilmis operatorler

an bn (f l‘) (36)
00 o0 -1 .
— 3 0/9,3 (k -1, Z—:u> du Lo () 0/65 (k -1, Z—:u) f(u)du+l,0(z)f(0)

olarak tamimlanir.

Siradaki boliimde, Es. 3.6 ile tanimlanmig olan Df}’bn operatorlerinin yaklagimi ile ilgili

sonuglar farkli analiz yontemleri kullanilarak incelenecektir.
3.1. Yardimci Sonuglar

Yakinsama ile ilgili teoremleri vermeden énce bu teoremlerin ispatinda kullanilacak,
birinci tip Stirling sayilar1 ve konfluent hipergeometrik fonksiyonlar yardimiyla elde

edilen baz1 yardimci sonuglari verelim.
3.1.1. Lemma

s, Es. 3.5 ile verilmig fonksiyon olmak tizere 0 < 5 < 1 i¢in

Pk —1,8) = <06 <k . b_u> ’tT> (3.7)

<95 (k — 1b—u) ,1>



seklinde tanimlanan ifade i¢in agsagidaki esitlikler saglanir:

Pi(k—1,5) = (b—) - ane B

pite=1.0= (ge) [0t ssae+ g+ SRS

Pj(k—1,8) = (b—:>4 [(1 — B) K+ 200K + adk? + (1201%];) + 5?1(5__5)] :

P (k—1,8) = <b—:)5 {(1 — )’ k® + 5a’k* + 5a5k® + (?“Ek;) ( 1ai_k;> + b (51(6__5 )

ve burada

a2 =1+48 - 267,

a?:1+6_3/82+/837

at =3—28—178*+83% - 284,

a; = (1-B)° (2+28— %),

39

|\
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ay =2+ 40 + 64 — 126° + 36",

ab =114 168 + 652 — 245° + 68%,

a3 =(1-p)(7+88 -85 +28Y),

ay = 3458458 +53° — 108" +258°,

a3 =10+ 65 — 36° — 8% — 128 + 128° — 65°,

a5 = 24 + 366 + 3062 + 208° + 153" — 308° + 545,
dir.
fspat

0 icin verilen Es. 3.5’ten yararlanarak;

05 (k—1,2u) ¢ :/95 k—1, 2 ) ¢t
b, bn
0

k=2 —(4nt4(k—1)8)4r

a a e bn t

= | 2t =t+ (k-1 dt
/bn <bn +< )6> (k_l)'
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elde ederiz. [21]’de verilen Lemma 2’den ve Es. 3.4 tamimindan faydalanarak

<95 (k— 1Z—ZU) ,t’“>

r_— — ’f‘-‘r]. o0
_ (ko 1@;) - (b_"> / e~ (=B (1 4 pyE2 gy
Qn,
0

_ I'(r+ 2)(F(ch)— 1)B)ktr (b_n)H e VU (r+ 2 k+r+1,(k—1)8) (3.8)

Qn

elde edilir. Burada

1
Ula,b,z) =27 5 Fy <a,a—b+1;—;——)

z

ve

e}

1Fi(ay by ) =

anazn

(b)

n=0 n

n!

olmak ftizere
1
2y (—1,a;—52) = (—1)"(a)n2" 1 Fy (—n; 1—a—n; ——)
x
seklindedir. O halde

(n(s-15) )= (&) TR

olarak yazilabilir. Buradan da hipergeometrik fonksiyon tanimi kullanarak ve Es. 3.8
satirindaki ifade goz oOniine alinarak <95 <k — 1,‘;’—:u> ,tT> icin asagidaki ifade elde
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edilir:

(o (1) )= (2) SRR SY

(r+1)! - 6k2< —1+r—5>@
r+1 |
(k1) (Z_n) g r+1 s!

yazilir. Islem kolayhgi icin yukaridaki denklemi agagidaki sekilde k yerine k + 1 alarak

yeniden diizenleyelim:

an A\ (r+ 1) 7kﬁk_1 k+r—s\kp
<95 <k, bnu) ,t > = —k (a_n)rﬂe 32:; 1 K (3.9)

n

Burada binom ifadeyi acip diizenlersek:

k—1

<95 (k Z_:u) ’tr> - ﬁekﬁz k —(itg)_(j)i Dl s T

s=0

n

olur. k8 = x alip diizenlemeye devam edersek:

<96 (k Z_:u) ’tr> - k(rﬂe_xki(k sk = s Dk = 54+ 7)5

r+1
an _
( b ) s=0

elde edilir. Burada da Pochhammer semboliiniin 6zelliginden

an . (r+1! _, — T
@ (520) ) = e R g
<E> =

olarak yazilabilir. §imdi (k — s),41 = ¢,(s) olarak alalim. ¢,(s) degerlerini 7 nin artan

degerleri i¢in yazalim ve £ — s nin kuvvetlerine gére diizenleyelim:

do(s) =(k—s)1 =k—s,
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p1(s)=(k—8)a=(k—s5+1)(k—s)=(k—3s)*+(k—s),
Pa(s) =(k—8)3=(k—s+2)(k—s+1)(k—s)=(k—3s)*+3(k—s)*+2(k—s),
p3(s) = (k—38)a=(k—s+3)(k—s+2)(k—s+1)(k—s)

=(k—8)*+6(k—5)>°+11(k —5)* +6(k — s),

olur ve buradan yukaridaki polinomlar1

r+1

br(s) = s(r+1,r—j+1)(k—s) ", (3.10)

j=0

ile ifade edebiliriz. Burada s(n, k) birinci gesit Stirling sayilarim gostermektedir. Esg.
3.10 ifadesini Es. 3.9'da yerine yazarsak:

k—1 r+1
an r T+1 72: r—i €T
<95<k,b—U),t>k( )r+1 E E sr4+1,r—j+ 1)k —s) g+1E
n b, s=0 j=0

olur ve buradan toplam ifadesini,

a (T+1)' r+1 k-1
n T\ __ P : r +1
<95 (k’, EU,) ,t > = W@ jE_O S(T + 1,T -7+ 1 EO T — (311)
bn - =

seklinde yazariz. Eg. 3.11’deki ikinci toplam ifadesinde r — 7 = m alarak

On() =S (k- s)mH 2 (3.12)

s!

yazabiliriz. Yani Es. 3.11 ifadesi

<95 <k Z—:u) ,t"> - lfie—m §s(r +1,r—j+1)0, () (3.13)

r+1
an -
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olur. Burada 7 nin degerleri i¢in P*(k — 1,8) = % ifadesinde Es. 3.13
B\F—L 73, Y)s

yazimini kullanirsak, » = 0 i¢in ©,,, yi ve Stirling sayilar igin s(1,1) = 1, s(1,0) = 0
esitliklerini alarak Es. 3.137i asagidaki gibi yazabiliriz:

<05 (k Z—:u) ,1> - (31 is(l, —j +1)0(x)

—T —z _p k-1
(& (& (& i
— o [5(1,1)8(@) + 5(1,0)01(2)] = T O(@) = 1o D (k=)
E E E s:O S‘

(05 (k,2u) 1) e Tk - 9)3

Fy(k—1,8) = =t =1 (3.14)
0 e T k—1 T
<95 (k b—u) , 1> e Lo (k= 9)%

bulunur. Benzer olarak r = 1 igin s(2,2) = 1, s(2,1) = 1, s(2,0) = 0 esitliklerini

kullanarak;

<eﬁ(k,z_:u),t>: isa,—wl)@_j(x)

()

olur. Bunu Py (k, 3) de yerine yazarsak,

o (e (k) ) Gy i)+ Gol@)]
Pr(k, ) = <95< 7%:“) ,1> B (g;%@o(x)




Or(x
Oo(z

Son egitlikte g ifadesini

_0fe) _ Eaglk =™y
Q@) Yk —s)%

olarak adlandiralim. O halde Es. 3.147i

BhO) | by
a, @O<x> +1 CLn(Sl( )+1)

Fy(k,B) =

olarak yeniden yazilabilir. Bu yazimi Eg. 3.15 ile verilen ifadede kullanarak;

r r+1

Pk —1,8) = <Z—’;> ; s(r+1,7)S;-1(x)

45

(3.15)

yazilir. Buradan P7(k,f) ifadelerini hesaplayarak yazabiliriz. Eg. 3.15teki S,(x)

r

ifadelerini hesaplayarak r = 0 igin Sp(x) = 1 oldugunu kullanarak, » = 1 igin,

_0(®) _ Xk 9)’s
Oole) Y5k - )3

!

elde edilir. Benzer olarak

SQ(x):asz—(Zk—B):E—l—kQ—k_x,

Sy(z) =k*—3k—1— (B> —6k+T7)z — 2+

Sy(z) = k* + (4k* — 10k* + 10k — 15) + (6k* — 20k — 25)
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s z(10k+1)

— (3k* — 6k +7) 2* — 2(2k — 5)2° + T—

olarak elde edilir. Bu sonuglarda x = kS doniistimii kullanarak

S1(kB) = (1= Bk + 125

_ B
Sa(kB) = (1 — B)*k* — 3Bk — =3

P-4k B
-5 1-§

S3(kB) = (1= B)°k* +65(1 — B)k* +

501 —-3B)k B

Sa(kB) = (1= B)"k" + 108(1 = A’k +58(58 = DK+ ——— — 13,

ifadeleri bulunur. Bulunan ifadeleri P*(k, 3) de yerine yazarak r nin degisen degerleri

icin agagidaki sonuglar1 r = 0, 1,2, 3 degerlerine gore elde ederiz:

Pi(k, B) = (—) 5(1,7)Sy () = [s(1, 1)So() + s(1,0) ()] = 1,

Pilh0) = (22) 3 s(2)S-1(0) = 22 (2, 2Su(a)s(2, DSala) + 5(2,0)54(0)]



g
1-p

_ (_") [S5() + 6S5(x) + 115, () + 650 (z)]

- (—) (1= 5% + 6501 - B8 +

B

+6<u—ﬁfﬁ—4wk————)+¢1(a—5)

1-p

B(76 — 4)k

B
1—=p

:<{92Vl—m%?awk————+301—mk+———+1

p

1-p

1

13

k+%)+6}

B

)+

47
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_ <b_n)3 [(1 — B)’K® + 6K (1 — ) +

Qn

k11-88) 3
=8 1-4]

ve r = 4 ic¢in,

Pi(k, B) = (2—2)4is<5,j>sj_1<x>

J=0

- <b_) [5(5,5)Sa(x) + 5(5,4)S3(x) + (5, 3)S2(2)(5, 2)S1 () + 5(5, 1) So(x) + 5(5,0)S_1 (1))

Qn

4
B (b_) {<1 — )"+ 1081 — 87K+ 56055 — 22 + 2L Zﬁ)k N 8
BB -4k B
+10 ((1—ﬁ)3k3+65(1—5>k2+ -5 1—6>
+35 ((1 — 5K — 36k — i) +50 <<1 Pk + L) ' 24]
1- 3 17

:<@Q4P1—m%*+mu—ﬁfﬁ+5w—4mﬁ+

n

10k(5—38) 4
13 +1—6]

P*(k, B) deki her r igin k degerleri yerine k — 1 yazilirsa istenen egitlikler elde edilir.

T

3.1.2. Lemma
Dgﬂbn operatorler i¢in agagidaki egitlikler saglanir:

D[ﬁ

an,bn

(eo; ) =1,
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bn ﬁ(Z — 5)

Dz[zi],bn (er;x) =2 (1—pB)+ w (=5

DY (exa) = (1 B)° 2+(b—z)z<(1+45—252)+2z—:)x+<Z—Z)2%.

fspat

Es. 3.6 ile verilen operatorlerin tanimini géz oniine alirsak ve 6nce Lemma 3.1.1., sonra
Lemma 2.1.1.’deki esitlikleri kullanarak;

(eo; Z Pk ni (2) + 2750760 (0) = Lo (z) =
k=1

(e1; @ Z P (k e () + 27 5%y (0)

ve benzer igslemlerle devam edilirse,

(eg; Z P;(k i (T) + 2755 %e,(0)

Zlnk b (1+45— 252 Z k+2_ ﬁ23 ﬁ Zlnk

Qn k=
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oldugu elde edilir.

Simdi de yaklagim derecesinin bulunmasinda kullanilacak, olan {D(ﬁ]bn} operatorleri

i¢in 1. ve 2. momentlerini verelim.

Not 3: {Dc[i}bn} operatorleri ve her z € [0,00) i¢in 1. momentin tanimim kullanarak:

DY ((t—x);2)= DY, (t;z) + 2D, (1;2)

=x(1—5)+—”5( Ay

bn B2 - B)
o (1=5) -5 — fx (3.16)

p)

9|:

seklinde elde edilir. Benzer olarak ikinci moment;

fnz (@) = D), (1 —2)*;2)

— Dﬁ},bn (% z) — QIDE,I)” (t;x) + xQDflbn (1; )

=(1-p8)722" + (2—”) ((1 +45 - 24?) +22—”) x

n

W\ BB=B) o gy BB
*() a-p WA AT T

ot (8 (o) (£) 2050
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2 b 2
~2* (1= )+ S (3.17)

seklinde elde edilir.

Yukaridaki lemmanin dogrudan bir sonucu olarak Korovkin-tip teoremi verelim. Bu

teoremi elde etmek amaciyla 5 € [0, 1) sayisi yerine

Bn €10,1) ve nh—>nolo B =0 (3.18)
saglayacak gekilde {3, } dizisini alalim.

3.1.3. Teorem

{D([lﬁn "in}, Es. 3.6 ile tamimlanan operatorler dizisi ve [0,a] C [0, 00) olmak {izere her
bir f € C[0,al igin,

llm ”D fH

Oa]

saglanir.
jspat
Lemma 3.1.2.°deki egitlikleri kullanarak

hmHDﬂ;@m—% —0,k=0,1,2, (3.19)

n—o0

‘C[O,a}

oldugundan Korovkin teoreminin sartlar: saglanir. D([fn ”;}n (f;z) operatorlerinin [0, co)
un herhangi kompakt alt kiimesi tizerinde n — oo iken f fonksiyonuna diizgiin yakinsak

oldugunu elde ederiz.

Simdi, Lﬂ "] (f;x) operatorlerinin f fonksiyonuna yaklagim derecesini siireklilik

modiilii yardlmlyla inceleyecegiz.
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3.2. Yaklagimin Derecesi
3.2.1. Teorem

{D [n] 5, }» Es. 3.6 ile tamimlanan lineer pozitif operatérler dizisi olsun. O halde f €
C’B[O, oo) ve her = € [0, 00) i¢in

DE (f50) = £ ()] < 20 (.60) (3.20)

esitsizligi saglanir. Burada

5, (z) = {(—2ﬁn +82) 2 + (2—2)2 ((1 + 48, — 25%) +QZ—:> . (%)QW}W,

olup = e ve (3, e baghdir.

fspat

Her bir z,t € [0,00) ve her 6 > 0 igin
[f(x) = fO < (L4007 |z — t)w (£, 9)

[Bn]

esitsizliginin her iki tarafina D", = operatorlerini uygularsak

DL (fi) = 1 ()]

-1

< Z /Gfgn (k -1, Z—"u) du i (%) /96n (k -1, %u) (146" Ju—zl) du+2" 7 f(0)
0 0

w(f,8) DL (eo) () + 67w (f,8) DY) (ju — z) (x) (3.21)

yazilir.
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Cauchy-Schwarz esitsizligi ve Esg. 3.21°den,

DI (Fi2) = 1 (@)| < w(£.9)

~1 2\ .2 b \? 2 n by 25721(3_@1) v
+6 w(f,é){(—2ﬂn+ﬂn)x +(£> ((1+4ﬁn—2ﬂn)+2a)x+(a—n> =5

elde edilir. Burada

s {Canemes () (0 -smr ) (3) S5}

secilerek Eg. 3.20 ifadesi her bir z € [0, 00) i¢in noktasal olarak saglanmig olur. Yaklagim

[0,00) un her kapali ve sinirh alt araliginda diizgiindiir.

Siradaki kisimda, yaklagim oranini Peetre KC-fonksiyonelini kullanarak elde edecegiz.
3.2.2. Teorem

Her x € [0,00), f € Cp[0,00) i¢in

by

D, (150 = 1 @) < 4K (1.2 (85, )7 ) e (1:2) (3.22)

n

< Mws (fé (2—n>_2 Oc b (@) +wi (fS Z—n> (3.23)

esitsizlikleri saglamr. Burada (87, (:c))2 = ¢*(z) + —, ¢ (z) = /x olmak iizere M,

n ve r den bagimsiz bir sabittir.
jspat

D([zi "},n (f; ) operatorleri birinci test fonksiyonunu korumadigindan

an

D% (fia) = D ?LU,%hﬂw—f(%ﬂi%), (3.21)
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seklinde yardimci operator tanimlayalim. Bu tanimdan

D, p, (e0;z) = D['B’f;)n (eo;z) =1

an

ve

IPn anx + bn
D([i})n (61; LE) = D([fy:})n (61; 33) +x — a— =

elde edilir. Buradan g € C% [0, 00) ve ¢ € [0, 00) i¢in Taylor formiiliinii kullanarak;

yazilir. 5511)" operatoriinii bu esitligin her iki yanina da uygulayarak
anx+bn

t Tap b
D, )=o) = 0, | [ emmg e )= [ (S ) gy
elde edilir.
J— B?’l
D, (g:2) = 9 ()

¢ anx+bn
F | ane + by
<o | [1e—allg @laue |+ [ |22 g ) au
nyy¥n an

Qn

" [Br] 2 an + by, 2
<|lg"l | Doy, ((t=2)52) + (—F—x) |. (3.25)

Not 3’deki, Es. 3.17 ifadesi ve Es. 2.1’deki kosullar géz 6niinde bulundurarak,

T+ by > 3b, b \>  (bn)’
DI (4= o)) + (L—w) =2t (—) + (—)



55

3, ba\* _ 3bn
= —uz+3 <—) - (6% 4. (x))2 (3.26)

oldugunu elde ederiz. Es. 3.25'te Es. 3.26’y1 yerine yazarsak;

" 3bn * "
DU, (g:0) = g (@) < 22 (3,5, @) 11" (3:27)

esitsizligi elde edilir. Ayrica, her f € Cp [0, 00) igin

an
‘D([Jf:})n(f;x)‘gb_zlnk /pnk u)| du
" k=0

0

P — 3

S 23 e @) [ s ) du = 11 DI, i) = 1
" k=0 0

yazilir. Bu durumda, f € Cg [0, 00) igin

D2, 50| < D, (i) 4 £ @)+ |1 (2250 < sl (3.28)

n

saglanir. Eg. 3.27 ve Es. 3.28 kullanilarak, her f € Cg[0,00) ve g € C% [0, c0) icin,

DI, (i) = £ (@)

< [DU, (7= 9)10)] 41 = ) D1+ [P, )~ g )]+ | £ (2250) — 0

Qn

<Al =gl 52 0, @) (122

n n

bulunur. Burada g € C% [0, c0) fonksiyonlar: iizerinden infimum alimirsa Es. 3.22 elde
edilir. Ayrica Eg. 3.22’de, Peetre-K fonksiyoneli ile siireklilik modiilii arasindaki baginti
dikkate alinarak Es. 3.237in saglandigi kolayca goriiliir.
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Simdi Voronovskaja-tip teoremi verelim.
3.2.3. Teorem

f€Cp[0,0),n €Nven — oo iken 3, — 0 olsun. Eger bir z € [0,b] C [0, 00) noktasi

icin f” tiirevi mevcutsa,

lim 5% (1= 8,) |DE) (fi2) = £ (2)] = f (@) = 20" (). (3:29)

n—o0 n

saglanir.
fspat

Taylor agilimini kullanarak f € Cg [0, 00) fonksiyonlar igin

F() = F@)+ (6= ) (@) + 5t — 22" () - (6,0) (2 — ),

esitligi vardir. Burada t — z iken kalan terim r (¢, ) — 0 dir. Yukaridaki esitligin iki

[,Bn]

tarafina D, "; operatoriinii uygularsak;

DY (fi) — £ (2) = DY (6 = )s0) £ 2) + 5 DL, (6= 2)%50) 17 ()

+DP (v (t,x) (t — 2)% ) (3.30)

ve bu esitligi katsayilar1 dikkate alarak diizenledigimizde

lim 5 (1= B,) | DI (fi2) = f (@)] = F'(a >+hm1[—< ﬁn>(£i"bn<x>ﬂ £ (@)

n—oo b, n—oo 2 | by,

+ lim Z—" (1—B,) D) (7 (t,2) (t — )% 2) (3.31)

n—oo n

elde edilir. t — z iken r (¢, ) — 0 dir, yani verilen herhangi ¢ > 0 igin 6yle bir 6 > 0
bulunabilir ki |t — x| < § iken |r(t,z)| < e saglamir. Eger |t —x| > 0 ise M > 0

(t —x)*
52

i¢in |r(t,z)] < M yazabiliriz. x4, A = (z —d,x+ ) C [0,00) aralig) i¢in
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tanimlanan karakteristik fonksiyon olsun. Karakteristik fonksiyon tanimini kullanir ve

Es. 3.30’un son terimini agsagidaki sekilde diizenlersek,

Dﬁ”in (r (t,z) (t — 2)% :(:) < Dﬁ”})n (|7’ (t,2)| (t — x)*xa; ac)

+DI (1 (8, 2)| (= 2)? (%) s 2)

<Dl (6= a)sa) + M DI (6~ 2)'s)

Burada Es. 2.1°deki sartlar1 ve Eg. 3.30'u dikkate alarak

DY (r (t,2) (¢ — )% 2) < 20 ((b—) (—4z + 1))

G,
1 b\’ 4 3 2
MO | (== (z* 4 222° + 1132 + 103z + 24) (3.32)
G,
bulunur ve her x € [0,b] C [0,00),b € R i¢in limite gegilirse
lim — (1 —5,) Dgi";)n (7“ (t,z) (t — :L')Q; x) =0

oldugu goriliir. Bu son Es. 3.31’de yerine yazilirsa Es. 3.29 saglanmig olur. Diizgiin
yakinsama i¢in ise f’yi [0,00) da diizgiin stirekli, 6 ve z’den bagimsiz olarak segmek

yeterlidir.
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4.IKI DEGISKENLI JAIN - TIP OPERATORLERIN
YAKLASIM OZELLIKLERI

Bu kisimda birinci béliimde Es. 3.6 ile tanmimlanmig olan Jain-tip genellegtirilmig
operatorleri iki boyutlu uzayda tanimlayip kismi ve tam siireklilik modiilii cinsinden
yaklagim derecesini verecegiz. Peetre-XC fonksiyoneline bagh ikinci stireklilik modiilii
cinsinden hata oranini elde edecegiz. Ayrica, kismi ve tam Lipschitz smifindan

fonksiyonlar i¢in yaklagim oranina iligkin elde edilen bazi sonuglar verilecektir.
4.1. Operatoriin Tanimi

Es. 3.6 ile tanimlanmig olan operatorlerin iki degigkenli formu;

-1

DYV (fra,y) =) ) I8 (x,y) //Hﬂ(k—l,j—l;x,y)dudv
0 0

j=1 k=1

: / / 0 (k= 1, — 130,y) f (u,v) dudv + 2”5 257 £(0,0) (4.1)
0 0

seklinde tanimlanir.
J =10,00), JxJ = J? olmak iizere C(J?) iki degiskenli reel degerli siirekli fonksiyonlar

uzaym gostersin. f € C(J?) iki degigkenli integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere
(z,y) € J> ve n,m € N ve 81, 3> € [0,1) i¢in

k-1 7(Lnx+k51)
an, anp, Qp e \btn

oo (i en N _cm [ NI o (@utiss)
B2 j?ﬁy _Ey ﬂy+jﬁ2 —]'

alarak bunlarin tensorel ¢carpimi ile |

. an, . Cmpy
96 (k7]7$7y) = 961 (ka b_x) eﬁz (]7 d_y)
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yi tanimlayalim. Ayrica

a
_“I'>
(b” k

27" dle I, . (y) = ~—=—027

nin tensorel ¢arpimini

Lt (,9) = U g () 1,5 ()
ile ifade edelim. Burada (a,), (b,) ile (¢p), (dm),

b b d d
lim = =0, <1, im 2 =0,-"2<1 (4.2)

n—o0 an n m—0o0 Cm

sartin1 saglayan, artan ve smirsiz reel say1 dizileridir. C'(J?), J? {izerinde tiim reel
degerli iki degigkenli siirekli f fonksiyonlarmin kiimesini, C'z (J?) ise C' (J?) den olan

siirh fonksiyonlarin kiimesini gostermektedir. Cp (J?) uzayi
[fllcyzy = sup |f(z,y)| normu ile bir normlu uzaydir. Es. 4.1 operatorleri
(z,y)eJ?

Cp (J?) iizerinde tanmimlanmistir.

4.2. Iki Degiskenli Jain-tip Genellestirilmis Operatérlerle Yaklagim

Bu bolimde Es. 4.1 ile tamimlanmis iki degiskenli D;ﬁ L%l operatorleri igin 6nce

operatoriin test fonksiyonlar1 elde edilecek ve sonrasinda bu operatorler igin

yakinsama incelenecektir.

Burada ve sonrasinda i,j € Ny ve i + j < 2 olmak iizere e; ;(z,y) = z'y’ seklinde iki

degiskenli durumun test fonksiyonlari olarak alinacaktir.
4.2.1. Lemma

{D,[f Lf 2]}, Es. 4.1 ile tamimlanmig iki degiskenli operatorler dizisi olsun. e; ; (z,y) test

fonksiyonlar1 ve her m,n € N i¢in, D%ﬁ L] agagidaki esitlikleri saglar:

D'LB,;T’LBQ] (60,0; Z, y) = 17
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DLB%@] (1032, y) =z (1= P1) + 2 5(1?— 5?)1)
D (casiany) =y (1 = )+ 22,

2
D}E:ﬁ%] (6270; z,y)=(1-— ﬁ1>2 $2+<b—n> ((1 + 48 — 2ﬁ%) + QZ_n) x+(a > 6%1(3— Blﬁ)l>

2
Dis (aai) = (1= o (22) (10445 = 2) + 20 y*(cm) 521(3— o

fspat

Tensorel carpimin 6zelliginden ve Eg. 4.1 ile verilen operatoriin tanimini kullanarak,

-1

7=1 k=1

DI (cgi ) = S 18, (2,y) //eﬁ(k_Lj—La:,y)dudv
0 0

X //95 (k =1, = L;,y) f (u,v) dudv + 276w @™ £(0,0)
0 0

0 2 k=1 —(4nu+kp)
an an, e \tn
0
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elde edilir. Benzer sekilde devam edilirse diger iki degiskenli test fonksiyonlari da

kolayca gortiliir:

-1

7=1 k=1

D,Q‘f,zf?](el,o;:v,y)—z 0, (2,y) //95 —1,j - L;z,y) dudv
0 0

X //95 (k—1,5—1L;z,y) e (u,v) dudv+2_%§%welyo(0,0)
00

-1

R by by B1(2 — B1)
_kzzoln,k< )an(l_ﬁl>k+a_n (1_51)

(i) o S

-1

DL‘f#Q](ez,o;:v,y)—Z I, (x,y) //95 —1,j - 1;z,y) dudv
0 0

71=1 k=1

X //95 (k—1,5—1L;2,y) e (u,v) dudv+2_%%w62yo(0,0)
0 0
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05, (k -1, %u) es (u) du

n

I
[~
7~
\8
)
=
N
>
|
\.P—‘
SHE
IS
~_
oY
I
~
N
%
=
&
0\8

_ il?@,k (z) ((b_:)z {(1 — B’k + (L + 48 — 262) k + %D

Yukaridaki lemmanin dogal bir sonucu olarak asagidaki not verilebilir.

Not 4: Degigkenlere gore birinci momentler sirasiyla;

bn 61(2 - Bl)

D[ﬁl,ﬂz] t— . — In 43
n,m (( .T),I,y) 51.CC+ a, 1—61 5 ( )
dy, Bo(2 —
D (s~ ) m,p) =~y + 222 P
Cm 1-— BQ

ve ikinci momentler,

DRl ((t— 2)? 2, y)

_ b\’ n ba\" i3~ 51)
= (=26, + B2) 2 + <a) ((1 + 461 — 267) + 25) T (a) zl——ﬁl)

DIPLPL ((s —y)? 2, y)

dm 2 m dm 2 23_
— (2 )+ () ((ram—2s) 42sn )y (S2) 2R
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seklindedir.

Simdi iki degigskenli durum igin Volkov tip teoremi verelim. Burada Volkov teoremini

elde etmek icin DLB 2] operatoriinde (3, ve [ yerine sirasiyla,

n,m — oo iken 3, — 0 ve ,, — 0,

(4.4)

kogulunu saglayan (53,) ve (f3,,) dizilerini alalim. Bu durumda Not 4’teki sonuglar1 da

gbzoniinde bulundurursak agagidaki sonuclar verilebilir.

Not 5: Herbir (z,y) € J? i¢in Es. 4.2 ve Es. 4.4 deki kosullar dikkate alinirsa Dllﬁ L02]

operatorii i¢in birinci moment n — oo igin;

by Ba(2 —
Dt (t — x52,y) = — oz + by (2 = )

— 0
Qp, ]-_Bn 4

benzer gekilde birinci bilegen i¢in ikinci moment n — o0 igin;

+ (b—”> ((1+4ﬁn—255) +2@) v+ (b—"> BaB=Bn)

bn (1 - 5n)

n an

Ikinci bilesen icin birinci moment, m — oo icin;

Dy (s = )32, y) = =By + o fn(2 = i)

— 0,
Cm 1_5m

ve ikinci bilegen i¢in ikinci moment, m — oo igin;

Dbnl (s —y)? s, y) = (—280 + B2) v

dm ? m dm 2 313_ m
#(22) (s eagz)ue (Z2) B0

olur.

— 0,

(4.5)
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4.2.2. Teorem

{DL’B it m}}, Es. 4.1 ile tamimlanms lineer pozitif operatorler dizisi her f € C (J?)

fonksiyonuna J? nin kompakt bir alt kiimesinde diizgiin olarak yakinsaktir .
jspat

Yeterince biiytik n ve m sayilari icin (ay,), (b,), (¢m) ve (d,,) dizileri Es. 4.2 ile verilen
ozelligi saglayan reel say1 dizileri ve (f,),(8n) de Es. 4.4’1 saglayan diziler olsun.
Lemma 4.2.1.1 dikkate alarak D%Z{Bm] (€0.0;2,Y), Dif?,{ﬁm] (e10;2,9),
D%%ﬁm] (01;%,Y), Dq[f,%{ﬁm} (t? + s%; z,y) terimlerinin sirasiyla 1, z, y ve 22 + y? ye J?
nin kompakt bir alt kiimesinde diizgiin olarak yakinsadigi goriiliir. O halde Volkov
teoreminden ( [23]), {DL’B n ’”]} operator dizisi, f fonksiyonuna n,m — oo iken J? nin

kompakt alt kiimesinde diizgiin olarak yakinsaktir.
4.3. Yaklagimin Derecesi

Bu boélimde Es. 4.1 egitligi ile tanimlanmis {D,[f . m]} operatorler dizisi i¢in
yaklagim hizim1 tam siireklilik modiilii, kismi siireklilik modiilleri ve Peetre-K

fonksiyoneli yardimiyla inceleyecegiz.
Bunun i¢in 6nce tam stireklilik modiiliiniin tanimini verelim.

Reel degerli ve smirh f € Cp (J?) fonksiyonu icin her (¢,s), (z,y) € J? olmak iizere
birinci siireklilik modiilii agagidaki sekilde tanimlanir:

w(f;0) = sup{|f(t,s) — fz,y)| : /(t —2)* + (s — y)* < o}. (4.6)

Dahas1 x ve y degigkenlerine gore kismi siireklilik modiilleri ise birinci bilegen igin,

WWﬁ®=9m{V@uw—f@mwhy€Jv€Mrﬂﬂ§5} (4.7)

ve ikinci bilegen i¢in,

w%ﬁ&ZSW{UWWQ—fwwﬁkervewrwm§5} (48)

seklinde tanimlanir.
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4.3.1. Teorem

{DL’B it m}}, Es. 4.1 ile tanimlanmis operatorler dizisi olsun. O halde diizgiin siirekli her

f € Cp(J?) igin asagidaki esitsizlikler saglanir:

(i) [ Dbl (Fra,y) — f (2, y)| < 20 (f;60m (2,9))

(i) | Dnbmd (fr20, ) — f(2,9)] < 2 [0 (f; 00 (2)) + W (f30m ()] -

Burada (z,y) € J? ve

by \ 2 b\ 2 B2(3 —

d,, 2 h i 2 29 (0 . 1/2
e OIS RO ROE =

ve

5o (z) = {(—2ﬁn+ﬁﬁ) 22+ (Z—Z)Q <(1+45n —27?) +2Z—:> T+ <%)2%}m,

, 2 o 1/2
S (y) = {(—25m +62) 7+ (i—Z) ((1 + 4B, — 282) + 2;—:) Y+ (i—:) —5’&(3_ 53;) } '
fspat

(i) Es. 4.6 ile verilen stireklilik modiiliiniin tanimindan

D (fray) = f (2y)] < D2 (1F (8 s) = £ (2,9)] 2, y)

< D) (w (£3/ =P+ (s = yP?) s.y)
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1
() |14 3D (V= a7+ G i)
yazilir. Ardindan Cauchy-Schwarz egitsizligini kullanarak;

1/2

‘D[ﬂn Bl (f:2y) — fz,y)| < w(f;0) [1 + % {D%f?rzﬁm] ((t—2)+(s—y)?);zy)} 7|,

w(f;0) |1+ 5 {Dﬁn Sl (¢ — w)%2) + D) (s — )% )} 7).
elde edilir. Burada

§:=0pm (z,9)

ve

2 2 paim
e (8 (oo ntst) o (2 55

4\’ AN RSl
+(—25m+ﬁi)y2+(a) ((1+4ﬁm—2ﬁfn)+2§—m)y+(;) %} ’

alinirsa istenen elde edilir.

(ii) Simdi de Esg. 4.7 ve Es. 4.8 ile verilen kismi siireklilik modiillerinin &zelliklerinden

ve Cauchy-Schwarz egitsizliginden

DU () = F ()| < DI (F (5) = f (2 )]52,9)
< DPBmL(1f (t,5) — f(ty)]s2,y) + DPPm (1 (ty) — f (@,9)]52,y)
(BB 1 2 [Brsm] 1 i
< D\ gls =l (Fi0m) sy | + Dy (14 =l = zlw’ (f30) 50y

w? (f;0m) (1 + i (D) (s — y)?) s, y))l/z)
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+w' (f;00) (1 + % (DYl ((t — 2)2) ;x,y))1/2>

:Al +A2

Burada 8,, = d,, (y), alip Es. 4.8 ile verilen tamimdan A; = 2w?(f;d,,) elde edilir.
Benzer olarak da Es. 4.7°de §,, = §, () alarak A, = 2w (f;4,) elde edilir.

Simdi de, D,[f Bl operatérlerinin f (z,y) € Cp (J?) fonksiyonlarina yaklagim derecesini

Peetre-/C fonksiyoneli yardimi ile bulalim.

3 () = {feCB () gxfg_; € Cy (Jz),i:1,2,}

dir ve bu uzay

'f

ot

o'f
oyt

0
0

i

CB(J2)>

2
1Flles 2y = I lopemy + D (‘
=1

Cp(J?)

seklinde tanimli norm ile bir normlu uzaydir.
4.3.2. Tanmim
f € C (J?) fonksiyonlar igin Peetre-K fonksiyonelinin tanimi
K(f,0) = infgecy (m {f = glloy ) + 0 lgllez 2} (6> 0) (4.9)
ile verilir.
Buradan ws( f, Vo ) ikinci stireklilik modiilii olmak tizere Peetre-KC fonksiyoneli ile iligkisi
C(£.6) < M {wa(f.V/8) + min (1,0) | Floy .} (4.10)

seklindedir [16]. Burada 6 > 0 ve M, 0 ve f den bagimsiz bir sabittir.
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4.3.3. Teorem
[ € Cp (J?) fonksiyonu igin agagidaki esitsizlikler saglanir:

DB (Fr2,) — f (2,9)] < AK (F; My (2,9)) +w (£16%,, (2, 9)

{w2<f My (2,9)) + i (1, M (2,9) [ Flloy 2 }+w (1000 (21))

2
Burada 5;,m(zay) = (_Bnm + bz n(2 ; )> + <_6my + Zl_:;ﬁml(zgfm)') ve

2 2
Mam(o) = (3800 + () + 3803, + (1))
olup f den bagimsiz bir sabittir.
fspat

Yardimc1 operatér asagidaki gibi tanimlansin:

Bn,Bm
DL (e y) = DIl (fiy) + f (2, y)

Not 5’1 kullanarak

Dy " ((t=2)32,9) =0, Dyt ™ ((s = y)52,y) = 0

oldugu kolayca goriilebilir. Bir g € C% (J?) fonksiyonu i¢in her (¢, s) € J? olmak iizere

Taylor teoreminden

g(t,s)—g(x,y) =gty —g(x,y)+g(ts)—(ty)



70

t s
9%g (u,y) 0%g (z,v)
@ y
yazilir. Es. 4.12’nin her iki tarafina da Ef :,’L’Bm] operatoriinii asagidaki gibi uygulayalim:

_[Bnngm]
D" (giw,y) — g (2,y)

—Bua-t o Bn2=Pn)

t =
g (u,y) an® +b g (u,y)
_ ﬂruﬂm U . n n 9
= DL,m ] / (t —u) o duyz,y | — / (—an - u) o du
s —Bmy+ dm w
02g (z,v) y Cmy + d 0?g (u,y)
Bn,Bm ? . m m 3
+D7[17m ] /(s —) 5 dv;z,y | — / (—Cm U =5 dv
Y Y
ve buradan mutlak degere gecilirse
[P0y
lBnsbm gu,y
*an‘benM
| b Bu(2 = Ba)  [|0%g (u,p)
— —u| | ——|d
+ / ’ 6 + a 1— 5n u au2 U
] (z U) .
+D, e |S dul;x
—Bm y+ dm. ﬁm(f Bm)
. s (2 = ) || 0% (z,0)
—Mm - - d
+ / ‘ B ) + e 1 — Bm v 81}2 v
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2
< {DL%B’"] ((t—2)*;2) + (—@w + Z—"M - w) } lgllez (2

dm m 2— m 2
+ {lezfm] (s =9):2) + (—ﬁmy + C—%ﬁ“ - y) } lglles,

elde edilir. Not 4 ve Es. 4.2’den agagidaki ifadeyi elde ederiz;

2 2
‘DL,m Ngizy) — g(rv,y)‘ < [3 (a—) (z+1)°+3 <C—> (y + 1)

HgHC%(J?)
< 4 bn 2 2 dm 2 2
<4 (=) @D+ () G+ gl - (4.13)
Dahas1 f € Cp (J?) igin,
_[5”75"“] . [ﬂnyﬁm} .
Dy (fim,y)| < D (Fra, )| 4+ 1f (2,)]
+'f( ﬁn$+an =3, 5my+cm 1-35,
<3 flly (4.14)

oldugunu biliyoruz. O halde Es. 4.13 ve Es. 4.14’11 birlikte diigiintirsek

_[IBTMBM] Y 5n75m
| Dl (fr2,9) — f(2,y)] < ’Dn,m ((f —g) ;x,y)’ + ‘Di,m Ngizy) —9(967,?;)‘

o)~ f (w,y>1+'f (e +
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<4|f- 9”0(12) +4 HQHC%(P)

(2—:)2 (x+1)%+ (%)2 (y+1)°

bn 3,(2 — B, 2 d. B.(2—8,, 2

Yukaridaki esitsizlikte g € C% (J?) ler iizerinden infimum alirsak

| D) (fr2,9) — f (2,9)| < 4K (f; My (2, 7))

bn n — Mn ? dm m - Mm 2
=\ V (s 2P ) o+ (o 2 P0ER ) )

elde edilir. Ayrica Es. 4.10’u g6z 6niine alarak

S M {WZ(fa Mn,m (Ia y)) + min (17 Mn,m (3:7 y)) H-fHC(JQ)} +w (fa 6:1,771(1’" y))
oldugu goriiliir.

Simdi, Es. 4.1 ile tamimlanmisg {DLB . ’”]} operatorler dizisi i¢in kismi ve tam Lipschitz

simifindan olan fonksiyonlara yaklagim derecesine iligkin sonuclari verelim.

Eger iki degiskenli bir f fonksiyonu, u = (¢,s), v = (x,%) ve ||, || Oklid normu olmak
tizere o € (0, 1] i¢in

[f(ts) = fzy)| < Mlu—o|",

kogulunu saglarsa o zaman f fonksiyonu Lipy;a Lipschitz smmifindandir ve bu f €

Lipysaile gosterilir.
Eger f fonksiyonu, (z1,v), (z2,y) keyfi noktalar olmak tizere ay, ay € (0, 1] igin

(w1, y) = fza,y)| < My |21 — 2™
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ve benzer gekilde (z,y;), (x,y2) keyfi noktalar: igin

|f(@,91) — fz,y2)| < Mo fyr — y2|™

kogullarimi saglarsa f sirasiyla z degiskenine gore Lipj, o smifi ve y degigkenine gore

y .
Lipy, a2 smfindandir, denir.
Sonug

D,[f b m], Es. 4.1 ile verilen genellestirilmig iki degigkenli Jain tip operatdrler olsun. Bu
durumda,

a) f € Lipya igin
‘DLﬁ:%Bm](fVT?y) - f(x7y)’ S M, (5n7m)0f/2 ’ M, B 2M7
b) My = 2M;, My = 2M> olmak iizere f € (Lip%;, oq N LipYy, o) icin

‘DL’?%’BM](f;x,y) _ f(x,y)] < M{ ((5n>a1/2 + Mé (5m)a2/2

saglanir. Burada 4, (z,v) , 0, (z) and d,, (y) Teorem 4.3.1.’de verildigi gibidir.
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5. LUPAS - SZASZ ~ OPERATORLERININ JAIN
GENELLESTIRMESININ GBS TiP1

Bu boliimde bir onceki boliimde iki degiskenli formunu Es. 4.1 ile tamimladigimiz
operatorlerin GBS (Genellestirilmis Boolean Toplam) operatorlerini tanimlayarak bu
operatorler yardimiyla Bogel siirekli (B-stirekli) fonksiyonlara karma stireklilik
modiilii ve karma Lipschitz tip uzayda yaklagim derecesine ait sonuglar1 verecegiz.
Ayrica, bolim sonunda bir 6nceki béliimde tamimlayip yaklagim 6zelliklerini
inceledigimiz genellestirilmis Jain tip iki degigkenli operatorler ve bu bdliimde
verecegimiz GBS operatorlerinin yaklagimini gorsel olarak grafikler yardimiyla
kargilagtiracagiz. Degisen n degerleri i¢cin GBS operatorlerinin yaklagimi i¢in de gorsel

bir 6rnek verecegiz.

B-siireklilik ve B-diferansiyellenebilme kavramlar: ilk olarak 1934-35 yillarinda Karl
Bogel'in galigmalar1 sayesinde ortaya gikmig ve geligtirilmistir( [24, 25]). B-siirekli
fonksiyonlar i¢gin Korovkin teoremi ise 1986-90 yillarinda C. Badea, 1. Badea, H. H.
Gonska ve C. Cottin tarafindan galisilmigtir( [26,27]).

Iki degiskenli Bernstein tip operatérler ve onlarin GBS operatorlerinin yaklagim
ozellikleri [28], [29], [30], [31] ve [32] de incelenmigtir.

Simdi bu ¢aligmada kullanilacak temel tanim ve gosterimleri verelim.
5.0.1. Tanim

I, J reel sayilarin iki alt araligi ve D = I x J olsun. f : D — R fonksiyonunun karma
farki Ay, f [0, yo; @, y| ile gosterilir. Her (z9,y0) € D noktasi i¢in f(z,y) nin karma
fark:

Awyf [ﬁo,yo;l’,y] =f (l‘,y) —f (x,yo) —f ($0=y> + f (x(]?yo)

seklindedir. Herhangi (z,y) € D noktas igin

lim Azyf [Io, Yo, T, y] =0
(z,y)—(z0,y0)

esitligi saglaniyorsa o zaman f’ye (zo,y0) € D noktasinda Bogel siirekli (B-siirekli)
fonksiyon denir. D {izerindeki biitiin B-siirekli fonksiyonlar uzayr Cj, (D) ile gosterilir
[33].
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B-siirekli fonksiyonlar1 yukaridaki ifadeye esdeger olarak;

"Her € > 0 i¢in |z — x| < d ve |y — yo| < d iken |A,, f [0, yo; z,y]| < € olacak bicimde
en az bir 0 > 0 varsa f, (xo,%0) € D noktasimda B-siireklidir."

sekilde de ifade edebiliriz. Bogel siirekli fonksiyonlar uzayi siirekli fonksiyonlar
uzaymdan daha genigtir. Yani her siirekli fonksiyon Bogel siireklidir, ancak bunun
tersi dogru degildir [34].

5.0.2. Tanim

Her f: D — R, her (z,y),(t,s) € D i¢in |Ay) f[t, s;2,y]| < K olacak bigimde en az
bir K > 0 reel sayis1 varsa f, D de, Bogel simirhidir (B-sinirhidir) denir.

D iizerinde sinirli fonksiyonlarin kiimesini B(D) ile gosterirsek, D tizerinde B-smirh

fonksiyonlarin kiimesine B, (D) diyebiliriz.
9.0.3. Tanim

I,J C R alt arahiklar, E(I x J),F(I x J) kiimeleri I x J de tamml reel degerli
fonksiyonlarin kiimesi ve L : E(I x J) — F(I x J) seklinde verilmig bir lineer pozitif

operator olsun.

Her (z,y) € I x J de tanimh herhangi f € E(I x J) fonksiyonlar i¢gin L operatoriiniin
GL:E(I xJ)— F(I x J), GBS operatorleri

(GLf) (2, y) = L(f(z, %)+ f(.,y) — [(, %) (z,9)
olarak tanimlanir.

J? =1[0,00) x [0,00) olmak iizere Es. 4.1 ile verilen operatériin 1. ve 2. bilesenlere gore
parametrik genigletmeleri f € C (J?) fonksiyonlar1 ve (z,y) € J? degerleri igin sirasiyla

asagidaki gibidir:

DI (f3w)

T an,bn
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:; 0/9,3” <l€ 1,Z:u) du le(SC)O/Qﬁn (k 1,Z:u>f( )du + 27w £(0),

DU (fry)

o

Jou (=120 ao) 1) [on. (3= 1.520) ryao+2 Ep)
0 " 0 "

,Bm]

Il
1M

Yukaridaki iki operatoriin tensorel carpimindan Es. 4.1 ile verilen D[B m operatorlerini

elde ederiz.
5.0.4. Tanim

D[B nfim] (f;x,y) operatorlerinin GBS operatorii parametrik genigletmeler yardimiyla
agagidaki gibi tanimlanir:

GDPl =, DP (fra,y) +, DE™ (fix,y) — DVnbnl (fr2,y).

Ccm,dm

GDL@?,{@”] (f;x,y) operatorii, f € Cy(J?) ve (x,y), (u,v) € J? igin

Mg

ZZ:Zn (7,y) //95 (k—1,j — 1;z,y) dudv (5.1)
j=1 0

1 0

B
Il

x//%(k—l,j—l;x,y) F () + f (@0) — f (u,0)] dudv + 275 89 (0, 0)
0 0

seklindedir ve burada GDYr" : C,(J2) — B(J?) dir.

Es. 5.1 ile tamimlanan bu operatérlerin f € Cy(J?) fonksiyonlarma yaklagim oranini

karma diizgiinliik modiiliinii kullanarak verelim.



78
5.1. GBS Operatorleri ile Bogel Siirekli Fonksiyonlara Yaklagim
5.1.1. Tanim

I, I, C R alt araliklar, I; x I, = D olmak {izere, bir f € By(D) fonksiyonu alalim. Her
(x,y),(t,s) € D i¢in (61,02) € (0,00) x (0,00) olmak iizere wg : [0, 00) x [0,00) = R

wB(f; 51,52) = sup {’A(x,y)f [tv 3;%9]‘ : |95 - t| < 0y, |?J - 3| < 52} )
ifadesine karma stireklilik modiilii denir [35].

Bu siireklilik modiiliiniin 6zellikleri bilinen siireklilik modiiliniun ozelliklerine benzerdir.

Asagidaki teoremi buna 6rnek olarak verebiliriz.
5.1.2. Teorem

I, I, C R kompakt alt araliklar, I; x I = D olmak iizere, bir f € By(D) fonksiyonu

alalim.

lim wp (f;0n,0m) = 0 olmasi igin gerek ve yeter sart f € Cp(D) olmasidir.

,M—00

Belirtelim ki, kompakt araliklardaki B-siirekli fonksiyonlar B-diizgiin siireklidir.
5.1.3. Teorem

Her f € Cy(J?) ve her (z,y) € J? i¢in Es. 5.1 ile tamimlanan operatorler
|GDP ) (f52,y) = f (2,9)] < 4wp (f;60(2), 6m(y))

esitsizligini saglar. Burada 9,, ve 9,, Teorem 4.3.1.’deki ifadelerin aynisidir.
jspat

wp (f;0n, ) nin tanmindan ve onun

WB (5 M0, AmOm) < (T4 M) (L+ M) wi (f500,0m) 3 Any A > 0
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temel 6zelliginden her (x,y), (t,s) € J* ve herhangi 6, d,, > 0 icin,

| A f [t s;2,y)| <ws (f; |z =1,y — s])

< (1 5 (L D e i snn 5:2)

elde edilir. A ) f [t,s;2,y] tanimim kullanarak

fla,s)+ f(ty) = ftis) = f(z;y) — Dy fIE, 552, 9]
yazabiliriz. Bu esitlige GD[’g nm] (f;x,y) operatorlerini uygulayalim:

D}f o ml (e00;2,y) = 1 olmasimndan ve Es. 5.2’den le .’ ] nin lineerligini de hesaba

katarak ve Cauchy-Schwarz egitsizligini kullanarak,

|GDYmbnl (fim,y) — f(2,y)| < DEnbrl (|AG ) FIE 852, 9]| 52, 9)

< (szf” (€0,0;7,y) + 6n( \/D[Bn Bm] 61,0 - 513)2 ;5371/)

+5m(y)71\/D’Lﬁ,%ﬁm} ((60,1 - y)2 7 Ly y)

+0n( \/D[ﬁ" o —2)*2,y) D™ (o1 — )75 2, y)> wp (f;0n(x), 0m(y))

elde edilir. Not 4 kullanilarak istenen esitsizlik saglanir.

GDL? nom] (f;x,y) operatorlerinin Lipschitz simifindan olan B-siirekli fonksiyonlar i¢in

yaklagim derecesini inceleyelim.
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5.1.4. Tanim

[ € Cy(J?) fonksiyonlarinin Lipschitz simifim A, u € (0, 1] olmak iizere Lipys (A, p1) ile
gosterelim. (¢,s), (z,y) € J* ve M > 0 igin

L'LpM (/\nu) = {f S Cb (JQ) : |A(x,y)f [t,s,x,yH S M |t - ZL‘|)\ |S - y|M}
olarak tanimlanir( [33] 5.382).
5.1.5. Teorem

f € Lipy (A, ) olsun.O halde agagidaki esitsizlik A, u € (0,1] ve her (z,y) € J? i¢in

saglanir:

|GDEn o) (fr2,y) — f (w,y)| < M6)268,

burada 9,,, d,, degerleri Teorem 4.3.1.’deki ile aymdir.
fspat

Bm]

GDLB o] operatorlerinin tanimi ve Dy, B m operatorlerinin linnerliginden

G (fiw,y) = DI () + F(ty) = f(E9)i,y)
= DUl (f(259) — Ay F[t: 85 25 9); 2, y)

= f(w;y) DL (e0.05,y) — DY) (A FIE 5575 9] 7, y)
yazabiliriz. f € Lipy (A, 1) olmasindan

|GDEn ol (fr2,y) — f (2,y)] < Dbl (A fIts si 2 y]| 52, y)

<MD (|t =2 s /", y)
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=MD (1t = a5 ,) D (|5 = yl* 2, )

elde edilir. Burada Holder egitsizligini p; = 2/A\,q1 = 2/(2—=X) ve py = 2/p,qa =
2/ (2 — p) igin uygularsak

A I3
2 2

|GDom (frayy) = f ()] < MDPO) (|t = 2f* ;) ” D1 (|s —y[* ;)

< M2 ok,

elde ederiz. Bu da ulagilmak istenen sonuctur.

5.2. Ornekler: Operatérlerin Yaklasim Oranlarinin Karsilagtirilmas:
Ornek

Sekil 5.1'de n = 20 i¢in (a,) = (n), (by) =1 ve (¢p) = (M), (dn) = 1 dizileri alinarak
GDY) (pembe) ve DY (sar1) operatérlerinin f(z,y) = 22 +y? + 1 fonksiyonuna

(mavi) yaklagimi gosterilmigtir.

20—

Sekil 5.1. n = 20 icin GDYr? ve DEPnPl operatorlerinin flz,y) = 2> + 4> + 1

fonksiyonuna yaklagiminin kargilagtirilmasi
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Ornek

Asagidaki 5.2 ve 5.3 sekillerinde (a,) = (n), (by) = (Vn+1) ve (cn) = (m),

)3 fonksiyonuna (mavi) yaklagimi gosterilmigtir.

+ 1) dizileri alinarak G D] (pembe) ve Drm] (sar1) operatorlerinin
2
7

-3+ -

)
{1
(X
00

000
PR
AROGN0
RN

i
— LSRR

#0

operatorlerinin  karsilagtirilmasi  (seklin  {istten

n,m

D[ﬁn,ﬁm}

Sekil 5.2. GDYP ve

goriniimii)

Sekil 5.3. n = 20 i¢in GD,[E nbml e D,[f o] operatorlerinin kargilagtirilmas: (seklin

alttan goriiniimii)
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Ornek

Sekil 5.4te (a,) = (n+1), (b,) = (Vn+10) ve (¢n) = (m+1), (d) = (Vm +10)
dizileri alinarak GD%: nm] operatorlerinin n = 5 i¢in "yesil", n = 10 i¢in "sarn" ve
n = 50 icin "pembe" ile f(z,y) = (z—1)°(y —1) fonksiyonuna (mavi) yaklagim

gosterilmigstir.

ekil54.n =5, n=10ve n = urumlari igin G Dy ;"™ operatorlerinin f(x,y) =
Sekil 5.4 5 10 50 durumlari icin G DY torlerinin f
(z — 1) (y — 1) fonksiyonuna yaklagimi
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6. AFIN FONKSIYONLARI KORUYAN LUPAS- SZASZ
TOPLAMSAL-INTEGRAL TIP OPERATORLER ILE
YAKLASIM

Siirli salinimh fonksiyonlar uzayinda yaklagim ilk olarak periyotlu siirh salinimh
fonksiyonlarin Fourier serisi igin Bojanic tarafindan verilmig [36] ve simirli salinimh
fonksiyonlarin Fourier-Legendre serisi igin yaklagimi Bojanic ve Vailleumier tarafindan

incelemigtir [37].

Herzog ve Hill [38|, f fonksiyonu [0, 1] araliginda smirh ve x noktasinda sigrama

stireksizligine sahipse

lim B,(f;x) =

n—o0

(f(z+) + f(z—)) (6.1)

N | —

esitliginin gerceklendigini ispatlamistir. Ozel olarak, f fonksiyonunun [0, 1] araliginda

siirli salinimli fonksiyon olmasi durumunda ise Es. 6.1 her = € (0,1) i¢in saglanir.

Cheng, f fonksiyonu [0, 1] araliginda smirh salimmli olmak tizere Eg. 6.1 ifadesinde
verilen sonug i¢in yaklagim hizin1 total salimimlar dizisinin aritmetik ortalamasi

yardimiyla elde etmigtir [39].

Lineer pozitif operatorler dizisi yardimiyla tiirevi sinirl salinimlh olan fonksiyonlar i¢in

yaklagim hizinin elde edilmesi bir¢ok matematik¢i tarafindan galigilmigtr.

Bu kisimda 1, () ve P,k (x) Es. 2.2 ile verilen, sirasiyla Lupag ve Szasz taban
fonksiyonlar1 olmak iizere Es. 2.3 ile verilen D,,;, operatorlerini afin fonksiyonlar

koruyacak sekilde asagidaki gibi tanimlayalim.

i —“”Zlnk /n“ (1) dt + Lo(2) £(0). (6.2)
- 0

Bu operatorler dizisinin mutlak siirekli ve hemen her yerde siirli salinimh tiireve sahip

fonksiyonlara yakinsama orani hesaplanacaktir.

Bunun i¢in oncelikle kullanilacak olan temel kavramlari verelim. Temel kavramlar igin
Balc [40], Nasibov [41] ve Natonson [42] eserlerine bakilabilir.

f, la,b] iizerinde tamml, reel degerli bir fonksiyon, P = {xq, 21, ..., z, }, |a, b] araliginin
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bir par¢alanmasi ve P de [a, b] araligimin tiim pargalanmalarinin kiimesi olsun. f nin

[a, b] tizerindeki toplam salinimi

b n

\/(f) = SUPZ |f (k) = f(@r-1)]

a

b

genigletilmig reel sayisidir. Eger, \/(f) sonlu ise f fonksiyonuna [a,b] {izerinde siirh
a
salimimhidir denir.

la,b] tzerindeki smirl salimml  fonksiyonlarin uzayir BVa,b] ile gosterilir.
Fonksiyonlarin aligilmig toplama ve skaler ile ¢arpma iglemlerine gére BV[a,b] lineer

bir uzaydir ve

b

1F @) gy = 1f(@)] + /()

a

ifadesi BV [a, b] uzayinda bir norm tanmimlar ve BV [a, b] uzay1 ||.|| 5,, normuna gére bir

Banach uzayidir.

Verilen her € > 0 ve Y, (b — a) < 0 sartim saglayan her sonlu ve ikigerli ayrik
{(ak,br) C [a,b] : k=1,2,...,n} aralik ailesi igin

> 1F(br) = flaw)| < e

olacak bigimde bir § > 0 varsa f fonksiyonu |a, b] tizerinde mutlak stireklidir denir.

f fonksiyonlar1 [a, b] izerinde mutlak siirekli ise bu mutlak siirekli fonksiyonlarin kiimesi
AC(a, b] ile gosterilir.

6.0.1. Tanim (Fonksiyonun Normali:)

f 1 =la,b] — R i¢in agagidaki geklinde tanimlanan f* fonksiyonuna f fonksiyonunun

normali denir:

f(zx) ,x=aveyaxr=>

=1
sUfeH)+ flz=)} Ja<z<b
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f = f*ise f fonksiyonu normallestirilmistir denir.
6.0.2. Teorem
f 1 =a,b] — R geklinde tammlanan fonksiyon i¢in agagidakiler denktir:
(a) f € ACla,b],

(b) f hemen her yerde tiirevlenebilir bir fonksiyon ve f’ € L'[a, b] ve her x € [a, ] i¢in

fo) = sty + [ syt
esitligi vardir.
6.1. Tiirevi Sinirhh Salinimli Fonksiyonlara Yaklagim

Simdiki bolimde, Es. 6.2 ile verilen D (f;x) operatorlerinin mutlak siirekli hemen
her yerde tiirevi sinirhi salimimli fonksiyonlara yakinsaklik oranini incelemek igin gerekli

lemmalar: verelim.
6.1.1. Lemma

(ay), (b,) dizileri Eg. 2.1’deki sartlar saglayan, sinirsiz artan pozitif reel say1 dizileri

olmak {tizere her z € [0, 00) i¢in D; . operatorleri asagidaki esitlikleri saglar:

D; . (eoiz) =1 (6.3)

D b, (e1320) = (6.4)
* 2 b”

Dy 4, (e2;m) =27 + 3@—:15 (6.5)

jspat

Es. 6.2 ile verilen operatorlerin tanimini ve Pochhammer semboliiniin 6zelligini
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kullanarak;

(e 9]

Qp >
D;mbn (60; I‘) = b_ Z ln,k ({L‘) / Pn,k—l (t) €0 (t) dt + lmo(fL‘)eo(O)
" k=1

0

-

Dy () = 23 1 () / Post (£) ex (£) dt + Lyo()er (0)
" k=1 s

a k—1
IR N (),
_n —grt \Tn
_bn;lnk(z‘)/e b =1 tdt
- 0

x b > (Z_nx) b
_ Onp N NP Sk g—gnaln _
= L (2) ank_ZZkH(k—i—l)!z b an(k+1) x,
k=1 k=0
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an
Dzn,bn €2, T Zlnk / n,k— 1 )dt+ln0( ) (O)
- 0

a?’l an
b 2 oo (b—$> 2 o0 ( )
I n k faf;”xQ g
= (o) oot () X g
k=1 k=1
=122+ 322
an

Simdi de yaklagim derecesinin bulunmasinda kullanilacak, olan {Dzmbn} operatorleri

icin 1. ve 2. momentlerini verelim.

Not 6: {Dzn,bn} operatorleri ve her z € [0, 00) i¢in 1. moment,

o (2) = D, (t—2)12) = D, (ki) +aD, , (Lix) =2 —a =0,
seklinde elde edilir. {Dzmbn} operatorleri i¢in 2. moment:

pnz (@) =D, ((t —2)*;2)
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bn bn
=D; , (t%2) —2zD} , (t;2)+2’D} , (1;2) =2+ =3z — 2z +1° = 3a—

(07% Qp,

seklindedir.

Not 7: Not 6’y1 dikkate alarak sabit bir z € [0, 00) ve v = 0, 1, 2, ... degerleri i¢in p, ~ ()

momentleri i¢in

b, ) [(v+1)/2]

o (2) = Di, (=)0 <O (-
esitsizligini verebiliriz. Ayrica
1/2

/2
D; oy, (s (@) 52) = (D}, ((E=2)32)) " <O (b_”) '

Simdi, Korovkin teoremini verelim.
6.1.2. Teorem

D; . (f;7) ile verilen operatdrlerin her bir f € C[0,00) fonksiyonlarma = € [0,a] C

[0,00) ,a > 0 elemanlar i¢in yakinsamasi diizgiindiir. Yani

lim Dg o (f;2) = f(x)

n—o0

saglanir.

Simdi ise D} , operatorlerinin mutlak siirekli hemen her yerde tiirevi sinirh saliniml

fonksiyonlara yaklagim hizini inceleyelim.

v > 0i¢in DBV, (0,00) f, (0,00) da tanimh ve mutlak siirekli, f* tiirevi (0, 00) da var
ve bu araligin alt araliklarinda simirli salimml ve M sabit olmak tizere |f(t)| < M7,
t — oo, sarti saglayan fonksiyonlarin kiimesi olsun. f € DBV, (0, 00) fonksiyonlar:

her a > 0 i¢in g fonksiyonlar (0, co) sonlu her alt araliginda simirh salinimh oldugunda

ﬂ@—/@@ﬁ+ﬂm
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gosterimine sahiptir.

(0,00) un her sonlu alt araliginda sinirli salimima sahip olan f’ fonksiyonu ve bir z €
(0,00) igin

@)= f'l@=), 0<t<uw
(f1)=(t) = {0, t=ux (6.6)

f'@t)— fl(z+), z<t<oo.

fonksiyonunu tammlayahm. Ayrica \/Z(( f)z) de (f")z nin [a,b] deki total salmimini
gostersin. Dy (f;x) operatorlerinin tanimmindan yararlanarak bu operatorleri

agsagidaki gekilde yeniden diizenleyebiliriz:

Ay —
Dy 4. (f;x):b_zlnk / k-1 ( t)dt + l,0(x)f(0)
" k=1 0

_ / K, (.1) f () dt, (6.7)

ve K, (x,t) burada,

_ .

- Zznk Pajeer (8) + I (2) 6 (1)
seklinde tanimh ve
K, (z,0)=0

ozelligini saglayan cekirdek fonksiyonudur ve 6 (t) Dirac delta fonksiyonunu gosterir.

Eger (3,(z, s) f K, (z,t)dt, alirsak

:/Kn(x,t)dtzl
0

elde ederiz.
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6.1.3. Lemma

Her 0 < 2 < o0 i¢in,

(a) B 1) = /Ot Ko, u)du < (3xb—”> (-2 0<t<uz,

Qn

ve

n

(b) 1 = Bn(x,t) < <3xb—n) (t—z) 2 x<t<oo,
jspat

Es. 6.7 gosterimini ve Not 6’y1 kullanarak kolaylikla

Bo(z 1) = /Ot K (o, u)du < /Ot (m_u)QKn(m,u)du

r—t

= ﬁ/{) Ky(x,u)(u— x)zdt < ppa(x) (x — t)72,0 <t<uz,

oldugu goriiliir. Benzer olarak da

1 - Bola,t) = /too K (2, u)du < /too (”“" - “)2 Ko (2, u)du

t—=x

1

T (t—a)? /too(m — )’ K (@, u)du < (t — )72 pin 2 (),

olarak bulunur.

Simdi de mutlak siirekli tiirevi sinirhh salinimhi fonksiyonlara operatorlerin yaklagim

derecesi i¢in asil teoremi verelim.

6.1.4. Teorem

f € DBV,(0,00), v € N olsun. O halde her = € (0,00) ve yeterince biiyiik n degerleri
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i¢in

(Do) = 10| < ('f/(“') ; ) + |f’(x+)’) <3$Z_n)1/2

n

(w etz/v/o

>V (0 + 21~ fa) - xf'<x>) (52)

v=1 a—z/\/o

. z+z//n
+52 V(e (6.

-

saglanir ve burada c,, = 27M sup,,cy \/Dzn,bn ((e; — zep)?; x) seklindedir.
jspat

Es. 6.2 ile verilen operatorlerin tanimi ve Eg. 6.7 gosteriminden yararlanarak

Dl (i) = £12) = [ Kule ) (£ () = fia) d

= /O h K (z,1) ( / t f’(u)du) dt (6.9)

esitligini yazabiliriz. Ayrica f'(u) € DBV,(0, co) fonksiyonu

f'a4) + f'(a—)
2

f'(at) + f'(a—)

Fw) = :

+ (f)alu) +

sgn(u — x)

(6.10)
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esitligini saglar. Burada d,(u) fonksiyonu

1, u==x
0 (u) =
0, u#=x
L,
ile tanimlanan karakteristik fonksiyondur ve isaret fonksiyonu sgn(u) = < 0,

—1,
ile verilen fonksiyondur. Esg. 6.10, Es. 6.9’da uygulanirsa,

Diva (i) 1= [ ([ t )i ) Koot

_ /Ooo (/t (fl(ﬂ) ; fle=) | (f’)x(u)) du) Ko, t)dt

+/O°O </t (f'(”) : G J x)) du) Koz, t)dt

+/OOO (/t {f’(w) _ S : f/(x_)} 5m(u)du) Kz, t)dt

=1+ I + I3,

u >0
u =

u <0

(6.11)

olsun. Yani buradaki integrallere sirasiyla I, I, ve I3 diyelim. Oncelikle I5 integralini

hesaplayalim. Burada karakteristik fonksiyonun ozelliginden fxt 0z (u)du = 0 oldugunu

kullanarak I3 integralini

I = /Ooo (/t [f’(x) P ACaok fl(“”_)} 5x(u)du> Ko(z, t)dt = 0

2

seklinde hesaplayabiliriz.
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Simdi [ integraline bakalim.

/OOO (/{: f'(z+) ; f'(x—)sgn(u — :c)du) Kn(x,t)dt‘

[Io] =

- : oIt = 2l,2)

foh) —fe)

elde edilir. Burada Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanarak ve Not 6’y1 dikkate alarak

e _ IS @) = f(a-)|
2

PP Ty

D;, 5, ((t — 2)%, 7)) fim 2 ()

elde edilir. [, integralini hesaplamak i¢in ise

I = /OOO (/t <f/(‘”+) er fle=) (f’)x(u)) du) Ko, t)dt

) /Ow ( / <f’<x+>;f’<x—>) du) K (o, 6+ / N ( / i f’)m(u)du) K, (. 1)t

=1+ 1s

seklinde yazabiliriz.

e [ ([ (P 0 s

_ e+ ) /0 N ( / t du) Koyt = T TE) Ly~

elde edilir. Buraya kadar bulduklarimizi Es. 6.11’de yerine yazarsak

Duvs () = o) < HE TN faale 6.12)

n
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elde ederiz. Burada son olarak I yi hesaplarsak teoremin ispatini tamamlamig olacagiz.

Bunun i¢in

fmaf(£u><m0 @%W+Z%([U)Um) (ot

n /:O (/zt(f’)x(u)du) K, (z,t)dt = A(f',2) + B(f,z) + C(f',x)

T

seklinde yazﬂabilir Burada A(f',z), B(f',z) ve C(f', ) genellestirilmis integrallerdir.

diBn(z,t) = 5 fo (x,t)dt oldugunu kullanarak ve kismi integrasyondan faydalanarak

Fol= [ 1018

Sl

:/:_

yazabiliriz. (f'), tammi ve (f'),(z) = 0 olmasindan

(201 e+ [ (F)a(0] Bl 0t = Ly + L

B

T

m:A%”W%@—MMM@uﬁﬁ

elde edilir. Simdi (f'), in,

T

(PO = 1(f)2(8) = (@) <\ ((F)2) (6.13)

t

ozelligi ve Lemma 6.1.3. (a) maddesinden,

7w ”C dt
IAI (3[[’—) / l‘—t)z’

yazilir. Burada t = x — x/u alirsak

Ry T
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elde edilir. 5, (z,t) <1 olmasimi ve Es. 6.13"i kullanarak

. (\/(f%) it < ( V (f’)x) [ a2 ( V (f’)x)

/n o\t

n
bulunur. Burada I4; ve I49 yi yerine yazarsak

[vn] z x
A(f2)] < (35—) 3 (\/(f’») o ( \4(1‘%) ,

v=1 r—
n

bulunur. Simdi B(f’, x) integralini hesaplayalim;

/:m (/xt(f')x(u)du) Kn(x,t)dt‘

[B(f', )| =

/ : (/ t(f/)x(U)dU) (1= (a0

<| [ utdu| L= (w2001 + [ 1011 = Bl e = Ty + T

elde edilir. Burada Lemma 6.1.3. (b)’den

ton < (322) 21£(20) = f(0) - )

n



98

yazabiliriz.

132=/;x|<f><>|<1—ﬂnm (/” /) DI (1= fulz, 1) dt

= Ipoi + Ip2ii

ve Ipy; de 1 — B, (z,t) <1 olmasindan yararlanarak,

Ipa; =/x PO (1~ Bl ) de < % ( V (f%)

T

elde edilir. Ipo; yi hesaplamak igin Lemma 6.1.3. (b)’den

T = | 01 (= Bl ) e < (3’9_) /:”:@_@—2(

+ +

a<~
~
5

N———
&

bulunur ve burada t = z + % alirsak

Ipii < <3$2—Z) /j (t— ) 2\t/ ( 2n) [g (gEY(f’)x)

T

elde edilir. O halde

by

Qn

|B<fxa:>|s( ) (21) — f(z) — 2f'(2)]

x

+% (””*\/ﬁ(f/)x> + (32—:) 2; (VU%)

seklinde yazilabilir. Simdi ise son integrali hesaplayalim.

[ ([ tnawan) g

C(f, )| =
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_ /:’ Ko(z,) (f(t) — flz) — (t —2)f'(z+)) dt‘

< / " Kol ) 1£(0) — f(@)] di + |/ (2] / " Koo, t) |t — o dt

T

< [ Kale)lf@ e+ [ Kl ) @417 @ (D, (€2 0)

xT

/ K, (x. )MOdt + | f( |/ Ko, )t + | /()| 13()

icin t < 2(t —x) vet > 2x igin x < t — x olmasindan ve Not 6’dan;

o(f, |<M/ Ko )6dt + | f(x |/ Ko, 6)dt + |f (o0)] 12(a)

<M [“r - ayas o) [ R w0 s

2z

:MQV/;OK,L(QU,t)( x)7 dt + e |/ (z, t)dt + | f'(a+)| ju/ ()

P, o) 17l b2 ) < e+ LD ) 1170l )

S Cyet

elde edilir. Burada ¢, , = 27M sup,,cy \/Dzn,bn ((e1 — weg)?V; ) dir. A(f',x), B(f', x)
ve C(f',z) yi ve Esg. 6.12 ile beraber goz 6ntine aldigimizda Eg. 6.8 elde edilir ki bu da

ispat1 tamamlar.
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6.2. Ornekler
Ornek

Sekil 6.1’de, n = 20 icin (a,) = (n) ve (b,) = (Inn) dizileri almarak Dj ,

operatorlerinin  (yesil) f(z) = x’sin (i) her yerde tiirevlenebilir ve kapali alt
araliklarda her x > 0 igin smurh salimma sahip fonksiyona (mavi) yaklagim
gosterilmigtir.

g

3.

G4

5

4]

14

D T T T T 1

0 2 4 6 8 10

X

- 5{11[ %J

Sekil 6.1. D, nin her yerde tiirevlenebilir, kapal alt aralikta siirh salmima sahip

Lupas-Szasz operatorleri

fonksiyona yaklagimi

Ornek

Sekil 6.2’de n = 20 igin (a,) = (n) ve (b,) = (Inn) dizileri almarak D; ,
operatorlerinin (yesil) f(z) = a?sin (=) tirevli ve smirh salmmh fakat tiirev

fonksiyonu simirsiz fonksiyona (mavi) yaklagimi gosterilmistir.
Ornek

Sekil 6.3'te, n = 20 igin (a,) = (n) ve (b,) = (lnn) dizileri alinarak D

an,bn

operatorlerinin (yesil) f(z) = wzcos(Z) siirekli fakat smirh salmmh olmayan

fonksiyonuna (mavi) yaklagimi gosterilmigtir.
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X

3. 1
Lupas-Szasz operatorleri —— X~ Slﬂ[ T ]

Sekil 6.2. Tiirevli ve sinirh salinimli fakat tiirev fonksiyonu sinirsiz fonksiyona yaklagim

o A

Lupas-Szasz operatorleri

m
XCos| —
X

Sekil 6.3. Stirekli fakat sinirli salinimh olmayan fonksiyona yaklagim
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7. SONUCLAR VE ONERILER

Operator dizilerinin genellestirilmesi ve farkli yontemlerin kullanilmasi yoluyla gesitli
ozelliklere sahip fonksiyonlara yakinsamada en iyi oranin verilmesi problemi yaklagim
teorinin 6nemli bir problemidir. Bu ¢alismada (a,,) ve (b,) sonsuz dizileri yardimiyla ve
Szasz-Lupas taban fonksiyonlarini kullanilarak yeni bir toplamsal-integral tip operator

tanimlandi ve farkli fonksiyon uzaylarinda yaklagim 6zellikleri elde edildi.

Tezin her bir boéliimiinde farkli bir genel tip operatér tamimlanmig olup, bu
operatorlerin bazilarinin 6zel durumlar literatiirde yer almaktadir. Dolayisiyla
bulunan sonuglar literatiirde bir kismi mevcut olan operatorlere iligkin sonuclar
kapsayan orjinal sonuclardir. Boylece elde ettigimiz yaklagim hata oranlar1 sectigimiz
dizilere baglh olarak mevcut sonuclardan daha iyidir ve segilen dizilere baglh olarak
daha kiigiiktiir. Bu durum yakinsaklik oranlarinin gorsel olarak verildigi grafiklerde

goriilebilir.

Szasz tipi operatorlerin Jain genellestirmeleri literatiirde 6nemli bir yer tutar. Tezde
tanimlamis oldugumuz genel Lupas-Szasz taban fonksiyonlar1 kullanilarak tanimlanan
toplamsal-integral tip operatorlerin Jain genellegtirilmesi ve bunlarin yaklagim

ozellikleri verilerek bu sonuclar iki boyutlu uzaylara genellegtirildi.

Stirekli fonksiyonlardan daha genig bir kiime olan Bogel siirekli fonksiyonlar uzayinda
yaklagimi incelemek ic¢in iki degiskenli genellegtirilmis Jain tip operatorlerin GBS
operatorleri tanimlandi. Bogel stirekli fonksiyonlara karma siireklilik modiilii
cinsinden yaklagim derecesi ve Lipschitz simifindan olan fonksiyonlar i¢in yakinsaklik
derecesine iligkin teoremler verildi. Boylece siirekli fonksiyonlardan daha genis bir

kiime olan Bogel siirekli fonksiyonlara bir genigletme elde edildi.

Elde edilen sonugclar farkli taban fonksiyonlar: cinsinden tanimlanarak benzer yaklagim

operatorleri i¢in calisilabilir.
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