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OZET

Bu tez ii¢ béliimden olusmaktadir.

Birinci béliimde siirekli fonksiyonlann tanimi yapilarak maksimum ve minimumlan
ile ilgili bazi ozellikler ispatlan ile verilmigtirr Son olarak siirekli
diferensiyellenebilir fonksiyonlar incelenmigtir.

Ikinci bolimde X', n-boyutlu vektdr olmak iizere maksimum tipli f(X) fonksiyonu
icin diskret minimaks problemi tamimlanmig ve Orneklerle incelenmigtir. Ayrica
problem igin bir geometrik yorum verilmistir.

Ugiincit  béliimde ise, @(X)=max F(X,Y) seklindeki siirekli fonksiyonun
minimumunun bulunmas: problemi verilip, aym: fonksiyonun yéne gére dogrultu
tirevi incelenmigtir. Ayrica minimaks problemi igin gerekli sartlar incelenip

geometrik yorum verilmigtir.

ANAHTAR KELIMELER : Minimaks problemi, Diskret minimaks problemi,

Geometrik Yorum
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ABSTRACT

This theis consist of three chapter.

In the first chapter defining continues functions we gave some properties concernet
with their maximums and minumums with their proofs at the and of the chapter we
examined continues the diferentiable fonctions.

In the second chapter in which X denotes n-dimentional vector, we defined discret
minimax problems for maximum formed f{X) function and this function was
examined with its examples. Also a geometric interpolation was given for this
problem.

In the third chapter has been given minumum of the continues function we examined
directional diferentiable of this functions. In addition exemining necessary conditions

for minimax problem a geometric model.

KEY WORDS : Minimax problem , Geometric interpolation , Discret Minimax

problem.
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ONSOZ

Genel anlamda minimaks problemleri, uygulamali matematikte 6nemli bir yere sahip
olan Diferensiyel Denklemlerin uygulamalarindandir. Diferensiyel Denklemler ise
modern matematifin temelini teskil etmekte olup dogal bilimler, miihendislik
bilimleri, ekonomi ve isletme 'bilimlerinin, karmasik problemlerinin analizi ve
¢6zlimd i¢in gereklidir.

Bu calismada Diferensiyel Denklemler ve Analiz’in birlikte kullanildigr ve
{ilkemizde fazlaca bahsi yapilmayan minimaks problemleri genel anlamda tanttilarak
incelenmigtir.

Bu caligmay1 hazirlamamda biiyiikk yardimlarim gordiigiim, gerektiginde tatilini bile
esirgemeden bana bilgilerini sunan degerli hocam Prof. Dr. Agamali Agamaliyev’e
tegekkiirii bir borg bilirim.

Ayrica bu ¢alismanin, konuyu tilkemizde daha detayh inceleyecek arastirmacilara bir

on kaynak olarak yararhi olmasini dilerim.
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1.YARDIMCI KAVRAMLAR

1.1. Siirekli Fonksiyonlar

Tanm. 1.1.1. G < E” kiimesinde bir F(X') fonksiyonu verilsin. V& >0 ve

her Xe G igin [X - X,|< & iken [F(X)~ F(X,)| <€ olacak sekilde §>0 sayisi
mevecut ise, F(X) fonksiyonu X, noktasinda stireklidir denir. k

G kiimesinin her noktasinda siirekli olan F(X) fonksiyonuna G kiimesinde
stireklidir denir.

Eger G < E” smurh ve kapah kiime ise, stirekli #(X') fonksiyonu bu kiime tizerinde
en biiyiik ve en kuquk degerlerini alir.

Yani, X,, X, € G igin F(X,)=sup F(X) ve F(X,)= inf F(X) dir.
XeG €

Tamm.l.l.Z.. Her £€>0 i¢in3d>0 &yle ki her X,,X, € G igin IXa —X,,|<£
iken |F (x,)-F(x, ] < € oluyorsa F(X) fonksiyonuna G kiimesi fizerinde diizgiin
stireklidir denir.
Simurh ve kapall G ¢ E" kiimesinde siirekli bir fonksiyon, aym1 G kiimesinde diizgiin
stireklidir. |
Eger, F,(X) , (i=12,.,r) fonksiyonu G kiimesinde siirekli ise
#(X)=(F(X), F,(X),....F,(X)) vektor fonksiyonu da G kiimesinde sireklidir.
F(X,Y) fonksiyonunu gz 6niine alalim. Burada X ve Y,

X =(x,rx,)eQ ve Y=(y,,...,y, )€ G
seklindedir.
QXG = = (%00 X5 Yy yo00s ¥ )E E™™ | X = (1,500, JE Q¥ = ()50 ¥, )€ G}
seklinde gosterelim. Eger F(#) fonksiyonu QxG kiimesinde stirekli ise
F(X,Y),XeQYeG fonksiyonu X ile ¥ nin siirekli bir fonksiyonudur.



1.2.Siirekli Fonksiyonlar I¢in Baz Esitlik ve Esitsizlikler

Smurl ve kapali G < E™ kiimesinde siirekli F(X) fonksiyonunu géz oniine alalim
ve agagidaki esitlik ve esitsizliklerin dogrulugunu gosterelim.

L
r)r}ggﬁ(x):-r}(xeig(— F(X)) (1.2.1)
%F(X)=—r§g(— F(X)) (1.2.2)
ispat:

Once (1.2.1) esitliginin dogru oldugunu gosterelim. Bunun igin X, F(X)
fonksiyonunun maksimum deger aldigi nokta ve X,, (-—F(X)) fonksiyonunun
minimum deger aldif1 nokta olsun. Bu taktirde,

maxF(X)=F(X)={(-F(X)<-min(-F(x)) ~ (21)
esitsizligi saglanir. |

Gergekten; (- F(X))= F,(X) ile gosterecek olursak, F,(X)2 min F, (X) yazabiliriz.

Bu esitsizliginin her iki yamm (-1) ile garparsak —F,(X)< ~min F, (X) esitsizligi

elde edilir.
Diger taraftan,

—guin(- F(X))=~{- F(X,)) = F(X,) < max F(x) (12.1%)
esitsizligi saglanr.

(1.2.1°) ve (1.2.1”) esitsizlikleri birlestirilirse

max F(X)=-min(~ F(X))

XeG XeG
esitligi elde edilir.
Simdi (1.2.2) esitliginin dogru oldugunu gosterelim. Bunun igin X, (-F(X))
fonksiyonunun maksimum deger aldizi nokta ve X,, F(X) fonksiyonunun

minimum deger aldif nokta olsun. O zaman,
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i F(X)= F(,) =~ F(X,))2 - axt- F(x) 122)
esitsizlifi saglanir.

Gergekten; (- F(X,))= F,(X) ile gésterecek olursak, F,(X)< max F (X) yazanz.

Bu esitsizliginin her iki yanum (-1) ile carparsak - F(X)>— max F (X) esitsizligi

elde edilir.
Diger taraftan,
- max(~ F(X)) = -max F, (X) = (£ (¥ )=~ F(X))2 min F(x) (1229
esitsizligi saglanir.
(1.2.2") ve (1.2.2") esitsizlikleri birlestirilirse,
min F(X )= —max(~ F(X))
esitligi elde edilir.
I, A 20 olmak iizere,
r)x}eaécﬂF(X)=lr§gé< F(X) (1.2.3)
5:{13ng()()= zrﬁigF(X) (1.2.4)
dir.
Ispat:

Once (1.2.3) esitliginin dogru oldugunu gésterelim.
F(X)’in maksimum deger aldig1 nokta X olsun. Herhangi bir Ze G igin,

F(Z)< max F(X)= AF(Z)< 2 max F(X)
= rgeagc[/lF(Z)] = rg{lgéc[ﬂF (x)sA max F (x) (123)

esitsizligi saglamr.



Diger taraftan,

Amax F(X)=AF(X)< max[AF(X)] (12.3")

XeG XeG
esitsizligi saglamr.
(1.2.3")ve (1.2.3") esitsizlikleri birlestirilirse,

maxlF(X)=lr§1aé<F(X)

XeG

elde edilir.
Simdi de (1.2.4) esitliginin dogru oldugunu goésterelim.
F(X) in minimum deger aldi1 nokta X, olsun. Herhangi bir Ze G igin,
min F(X)<F(Z)= A min F(X)< AF(Z)

= lr}r{leig[F(X)]sxgig[ﬂF(Z)]=r}1eig[ﬂ.F(X)] (12.4°)
esitsizligi saglanir.
Diger taraftan,

Amin F(X)=AF(X,)2 r}lei(r;l[ﬂF(X)] (1.2.4")

esitsizligi saglanir.
(1.2.4")ve (1.2.4") esitsizlikleri birlestirilirse,

minﬂF(X)r-ﬂ.r}ligF(X)

XeG

esitligi elde edilir.

III. ' r}lea();c[F(X)+c]= max F(X)+c , (c sabit) (1.2.5)
r}leig[F(X)+ c]= minF(X)+c , (csabit) (1.2.6)
Ispat:

Once (1.2.5) esitliginin saglandigim gésterelim. Herhangi bir Ze G igin



F(Z)< max F(X)= F(Z)+c< max F(X)+c
= nzneag{[F(Z)+ c]= rlr\}eagc[F(X)+ c]s max F(X)+c

Buradan,
x)r{xeaé([F(X)+ c]< r)r{léaé(F(X)+c (1.2.5)
esitsizligi elde edilir.
Diger taraftan,
max F(X)+c =F(X)+c < max[F(X)+c] (1.2.5")

esitligi saglanir.
(1.2.5") ve (1.2.5) esitsizlikleri birlestirilirse ,
I}leaé{[F(X)+ c]= max F(X)+c
esitligi elde edilir.
Simdi de (1.2.6) esitliginin dogru oldugunu gésterelim. Herhangi bir Ze G igin

F(z)z min F(X)= F(Z)+c2 min F(X)+c

= ggg[p(z)Jf cl= r}gg[F(X)+ c]= min F(X)+c

dir. Buradan,
r;leiél[F(X)+ c]> x?eigF(X)+ ¢ (1.2.6)
esitsizligi elde edilir.
Diger taraftan,
%F(Xﬁc = F(Xo)+c?.r}1eig[F(X)+c] (1.2.6")
esitsizligi yazlir.

(1.2.6") ve (1.2.6") esitsizlikleri birlestirilirse
r}xeig[F(X)+ cl= %F(X)+ c

esitligi elde edilir.
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Iv. max F(Xj < max{F(X) (12.7)
min F(X) < max|F(x) (1.2.8)
ispat:

Once (1.2.7) esitsizliginin dogru oldugunu gosterelim. X, F(X) fonksiyonunun
maksimum deger aldi31 nokta olsun. O halde,

ngxgé(F(Xj:IF(X"XSmaxlF(XX

XeG
esitsizligi saglanir. Boylece (1.2.7) esitsizligi elde edilmis olur.

Simdi (1.2.8) esitsizliginin dogru oldugunu gésterelim. Bunun i¢in (1.2.2) ve (1.2.7)

esitsizliklerini gz 6niinde bulundurahm. O zaman,

min F(Xj .

XeG

— max(- F(X)jz

XeG

max(~ F(X)) < max- F(X) < max|F (x)

XeG XeG XeG

esitsizligi saglanir. Buradan ,

min F(X )|  max|F(x)
XeG XeG
esitsizligi elde edilmis olur.
V. max[F, (X) + F, (X)] < max F, (X) + max F, (X) (1.2.9)
max|F, (X)+ F, (X)]2 max F, (X )+ max F; (X) (1.2.10)

¢={x e G| F,(x)= max F,(2)}
Ispat:

Once (1.2.9) esitsizliginin dogru oldugunu gosterelim. Bunun igin F,(X)’i sabit
diisiinelim. Yani F,(X )= c diyelim. O halde,



(1.2.5)'ten

max[F, (X)+ F,(X)]|=max[F (X)+c] = max[F,(X)]+c < max F,(X)+max F, (X)

XeG XeG XeG XeG XeG

esitsizligi saglanir. Buradan,

max[F, (X) + F, (X )} < max F, (X) + max F; (X)
esitsizligi elde edilir.
Simdi (1.2.10) esitsizliginin dogru oldugunu gdsterelim. Bunun igin F,(X)
fonksiyonunun G kiimesinde sabit oldugunu kabul edelim.

max[F, (X)+ F,(X)] 2 max[F, (X) + £, (X)) = max £, (X)+ max F, (X)

esitsizligi yazilir. Boylece,

max[F, (X)+ F, (X)] 2 max F, (X)+ max F, (X)
esitsizligi elde edilir.

Gergekten de, burada F,(X) sabit tutulmustur. F,(X) in ise sabit tutulmadigindan
maksimum degeri ¢ kiimesi {izerinden alinir.

VL I;leig[ﬂ X)+ F, X))z min F, (X)+ min F, (x) (1.2.11)
min[F, (X)+ £ (X)]< min F, (X)+ min 7, (X) (1.2.12)

¢ = e G| F(X)=min £, (2)}
ispat:
Once (1.2.11) esitsizliginin dogru oldugunu gosterelim. Bunun igin F,(X)’i

sabit gibi diigiinelim. Yani, F,(X)=c olsun. O halde,

(12.6)dan

minlF, (X)+ F,(X))=minlF (X)+¢] = minlF, (X)]+ ¢ 2 min £, (X)+min F, (X).



esitsizligi yazilir. Buradan,
min[F, (X) + F,(X)]2 min , (X)+ min F, (X)
esitsizligi elde edilir.
Simdi (1.2.12) éﬁtsizl}@inin dogru oldugunu gosterelim. Bunun igin F(X) i sabit
tutalim. O halde,

min[F, (X)+ F, (X)) < minlF, (X)+ F, (X)) = min £, (X) + min F, (X)

XeG Xeg
esitsizligi saglanir. Buradan,

min[F, (X)+ F, (X)|< min F,(X)+ min 7, (X)

Xegy
esitsizligi elde edilir.
Gergekten de, burada F,(X) sabit tutulmustur. F,(X) ise sabit tutulmadigindan

minimum degeri ¢, kiimesi {izerinden alinir.

VIL max F; (X) - max F, (X)l <madF(X)-F(x)  (1.2.13)
min F, (X)- min , (X)| < max|F, (X)- F, (x) (1.2.14)
Ispat:

(1.2.14) esitsizliginin dogrulugu agiktir. O halde biz (1.2.13) esitsizliginin dogru
oldugunu gésterelim.

max[F, (X)]= max[F, (X) + F, (X) - F, (X)}< max[F, (X) - F, (X)]+ max{F, (X))

XeG XeG XeG
oldugundan bu egitsizligin her iki tarafina —I}Ylaé([Fz (x)] ifadesini ekleyelim. O
zaman,

max F, (X)-max F, (X) < max[F, (X)- F, (X)]

XeG



esitsizligi elde edilir. Bu son esitsizligin sag yanindaki ifadenin yerine, ondan daha
bityiik olan g}ag|zq(x)-pz (X)) ifadesi yazilirsa,

max F, (X ) - max F;, (X) < max|F, (X) - F,(X ) (1.2.13)
esitsizligi elde edilir.

Diger taraftan,
max{F, (X)]= max[F, (x)+ F, (x)~ F, (x)]s max([F; (X) - £, (X)]+ max[7, (x)]

XeG

ifadesinden
max[F, (X)|< max[F, (X) - £, (0] + max[F, (X)]

esitsizligi ¢ikartlir. Bu esitsizligin her iki tarafina — rAr;aé([Fl (x)] ifadesini ekleyelim.
O zaman,

max F, (X)~max F, (X) < max[F, (X) - F, (X)]

esitsizligi elde edilir. Elde edilen bu son esitsizligin sag tarafindaki ifadenin yerine,

ondan daha biiyiik olan x})aéchz (X)~F(X)| ifadesi yazilarak,
max F, (X) - max F, (X) < max|F, (X) - F,(X)|

- Imax F, (%) - max F, (x)| < max(F, 00 - F; ()

XeG
Imax F, (x)-max F, (X){2 - max|F, () - F, (X)] (1:2137)
esitsizlizi elde edilir,

Simdi (1.2.13") ve (1.2.13") esitsizlikleri asagidaki gibi birlestirilirse,

—max|F, (X)~ F,(X)] < max F; (X) - max F; (X) < max|F, (X) - F; (X))

XeG

max F,(X) - max F, ()| < maxF, (x) - F, (x)

XeG



10

esitsizligi elde edilir.

Belirtilmelidir ki, bu son esitsizlife gegilicken —a<x<a= le <a Ozelligi

kullamilmugtir.
VIIL min ma }(X)—min g%K,(st%x max |F(x)-k,(x) (1.2.15)

ispat:
B (X)=ixel'(x(3,ch}(X) ve B, (X)=Err[1°%K, (X) olsun. O zaman,
] ) (1.2.14Yten )
min 4,(X)-min 5, (X] < max|,(X)- 5, (X) = maxlmac F,(X) - max K, (X)I

(12.13)ten

< max max]]F} x)-x,(x)

= XeG ieloN

esitsizligi saglanir. Buradan,

F,(X)-min max X, (Xj <maxmax |F,(X)-K,(X)

l}leigmnllo%] ! XeG ielo.N] XeG iclo.N)
esitsizligi elde edilir.
IX. (max|F(x)) * = max(F(x)) (1.2.16)

XeG XeG

lminF(x)) * = min(F(x)Y (1.2.17)

XeG
ispat:
Once (1.2.16) esitsizliginin dogru oldugunu gosterelim.

(maxlF(X}) ? =|F(X)" <max(F(x))’ (1.2.16)

XeG XeG

esitsizligi saglanr.
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Diger taraftan,
(FIY = (FU)) < lmax{F(z) °
max(FX) < lmadF(x)) *
esitsizligi elde edilir.

(1.2.16°) ve (1.2.16”) esitsizlikleri birlegtirilirse,

(max|F(x)) * = max(F(x)

XeG XeG
esitligi elde edilir.
Simdi de (1.2.17) esitliginin dogru oldugunu gésterelim.

lminl () * =[F(x, ) 2 min(F(x))

XeG
esitsizlig{ sagiamr,
Diger taraftan,
(FE)P = (FOO) 2 {minlF(2)) *
minl F(X) 2 pinlF(x))
esitsizligi bulunur.

(1.2.17) ve (1.2.17") esitsizlikleri birlestirilirse,
. . 2
lpinl () = mpin(P()

esitsizligi elde edilir.

(1.2.16")

(12.17)

(1.2.17)

X. G kiimesi, G= 0 G, seklinde gosterilirse agagidaki esitlikler dogru olur.
k=1

max F X)—m sup F(X)

XeG e{l;r XeG,

(1.2.18)
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min F(X)= min inf F(X) (1.2.19)

XeG ke(l;r] XeG,
Ispat:

Once (1.2.18) esitliginin dogru oldugunu gosterelim. Bumun igin X, F(X)
fonksiyonunun maksimum deger aldig1 nokta olsun. O halde,

maxF(X)=F( )SsupF(X)Sma)ﬁsup F(X)

XeG X<G XeG,
maxF(X)SmaaﬁzggF( ) (1.2.18")
esitsizligi elde edilir.
Diger taraftan,
1}13&(F(X)2As’2£ F(X)
ve buradan
1}12(3;(F( )>ma3521c1;> F(X) (1.2.18")

esitsizligi bulunur.
(1.2.18") ve (1.2.18") esitsizlikleri birlestirilirse,

max F (X ?xlsupF( )

XeG XeG,

esitligi elde edilir.

Simdi (1.2.19) esitliginin dogru oldugunu gosterelim. Bunun igin X,, F (x)
fonksiyonunun minimum deger aldig1 nokta olsun, O halde,

r}x{leigF(X)= F(X,)2 inf F(X)2= min inf F(X)

kell;r} XeG,

min F(X)2 min inf F(X) (1.2.19)

XeG kell;r) XeG,
esitsizligi bulunur.
Diger taraftan,
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min F(X) < inf F(X)

XeG XeG,
ve buradan
%F(X)Skeng(X) (12.19)
esitsizligi elde edilir.

(1.2.19") ve (1.2.19”) esitsizlikleri birlestirilirse,

%F(X)= in inf F(X)

kell;r) XeG,

esitligi elde edilir.

XI. Farz edelim ki F(¢), [c,d] kapal1 araliginda siirekli fonksiyondur. O zaman
agagidaki esitlikler dogrudur.

gaSL(F(t)= max F(-z),

-dszS~c
max F(t)= max F o J=E (z-c (1.2.20)
csisd aszsf f-a -

Ispat:

tyele,d] ve z, e, B iin,

F(t0)=F(c+ d—c {z, _a))sansl?s}fa c+ ;:;(z—a))

t, € [c,d] igin

cst<d aszsB

maxF(t)S.maxF(c+ d p

.y —a)) (1.2.20")

esitsizligi elde edilir.
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f-o c<t<d
max Fl ¢ +- 225 (2 — ) | < max F(¢)  (12207)
asz<p f-a = csi<d ( -

esitsizligi elde edilir. (1.2.20") ve (1.2.20") esitsizlikleri birlestirilirse (1.2.20) esitligi
elde edilir.

1.3.Siirekli Diferensiyellenebilir Fonksiyonlar

Lemma.1.3.1. Farz edelim ki F(X) fonksiyonu Q" E” agik kiimesinde siireklidir
ve siirekli birinci mertebeden kismi tiirevlere sahiptir. O zaman herhangi bir X € Q’

ve ge E” ,[Igl[ =1 igin ve yeteri kadar kiiglik & igin asagidaki esitlik dogrudur.

F(X+ag)=F(X)+d(a};;Y),g)+o(X,g;a)

IF(X) (F(X) IF(X)
ax | ox, 77 o

n

Burada o(X, g; ), g ye gore diizgiin yakinsaktir ve agagidaki sart1 saglar.

limM =0

O 4
ispat:
Belirlenmis X ve g degerleri i¢in,
h@)=F(X +oag) (13.1)
olsun. Tek degiskenli () fonksiyonu =0 noktasi civarinda siirekli tiireve

sahiptir. O halde,
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(1.3.2)

) ___(aF(X +0g) ’ g)

)¢

yazilabilir. h(@) igin Newton-Leibnitz formiiliinti yazalim.
h(@) = h(0) + T[h'(t)dt. ' (1.3.3)
0
Bu formiilii de asagidaki gibi yazalim.
h(cX) = h(0) + a’(0) + ‘][h'(t)—h’(O)]dt (1.3.4)
[}

(13.4), (1.3.2), (1.3.1) esitlikleri dikkate almnirsa,

F(X+ag)=F(X)+a(aF(X)’g)+‘]»(8F(X+tg) _aF(X)’g)dt

aX X oX oX
esitligi elde edilir.
Burada belirtelim ki,
Y OF(X +1tg) OF(X) )
o(X » &)= i ’ dt
(X, 8;0) o[( 3% x 8

dir. Lemma.1.3.1 in ispatmn tam olabilmesi i¢in esitligin g,|g|=1 yonine gore

dogru oldugunu da géstermeliyiz. Yani,

i 25289 _

a—>0 (04
oldugunu gostermeliyiz. Bu ise agafidaki esitlikten agikca goriiliir.

IF(X +tg) OF(X
|o(X,g;a)|S"a'||,Eﬁlﬁf|‘41|{ (3X+ £ a§( )‘l}

Boylece Lemma.1.3.1 ispat edilmistir.
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Farz edelim ki Xe Q' ve X+1geQ’, te[0,a] @>0 olsun. (1.3.3) esitligi ve
integralin ortalama deger teoremine gére, herhangi bir 7, 0<7< ¢ i¢in asagidaki
esitlik dogrudur.

| h(ct) = h(0) + o'(7) (13.5)
(1.3.1),(1.3.2), ve (1.3.5)’ten agagrdaki esitlik elde edilir.

OF(X +19) g)

F(X+ag)=F(X)+a{ %

Eger M c Q' siurht kapah kiime ise dyle o, >0 saywsi vardrr ki , tim e [0,2, ]
igin

OF (X)
.oX

F(X+a’g)=F(X)+d( ,gJ+0(X,g;a)

esitligi saglamr. Burada lim 2X:8:2)

a0 2 =0 olup, yakinsakhk Xe M ve

ge k", g“ =1 degiskenlerine gore diizgiindiir.
Egertim ge E”", “g" =1 i¢in
F(X +0g)=F(X)+a(g,V(X))+o(X, g;) (13.6)

im 2089 _

-0 o

sartim saglayan bir V(X) vektorii varsa, o zaman F(X) fonksiyonu Xe Q'

noktasinda diferensiyellenebilirdir.

Tanm.1.3.1. Eger F(X) fonksiyonu Q" kiimesinin her noktasinda
diferensiyellenebilirse ve (1.3.6) seklinde olan V(X) vektér fonksiyonu Q°

kiimesinde stirekli ise F/(X) fonksiyonuna siirekli diferensiyellenebilirdir denir.
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Simdi siirekli diferensiyellenebilir fonksiyon i¢in asagidaki yeter sart1 verelim.
Lemma.13.2. Farz edelim ki tim X e Q' ve ge E,,|g]|=1 icin asagidaki iliski
saglanir.

OFX) . FX +ai) —FO _ (.7 00)) (1.3.7)

ag a0

Ayrica V(X) vektor fonksiyonu Q” kiimesinde siireklidir.

O zaman F(X) fonksiyonu Q’ kiimesinde stirekli diferensiyellenebilirdir.

F(X) _
X V&)

Ispat:
Bélirlenmis her g,|g]=1 ve X, € Q" icin tek degiskenli
he)=F(X, +og) | (1.3.8)
fonksiyonunu alalim.
Xe Q' icinbyle 6>0 vardirki, X, +ogeQ’, ae(-48,6)dr.
Gosterelim ki, 4(cr) fonksiyonu (- 6,6) araliginda siirekli tireve sahiptir.

Gergekten de (3.7)’ye gore
Jim sl )~ Hall= i X o)+ )~ Lt )

=(g VX, +0g))

ve bdylece
Jim et f)-Hal= (g VX +2) (139)

esitligi bulunur.

Diger taraftan ,
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lim h(a+ﬂ)—h(a) - lim F((XO +ag)+(—ﬁ)(—g))—F(X0 +ag)
A->-0 ﬂ B0 -.ﬂ

=~ lim F((X,+ag)+7(-g))-F(X, +ag)

7> +0 7/

=—(-2,V (X, +ag))
=(g,V (X, +ag))
oldugundan agagidaki esitlik elde edilir.

Jim, h(“@_h(“) = (g VX, +0g)) (1.3.10)

Boylece, h(a) fonksiyonu (~&,8) arahgmin herhangi bir noktasinda sol ve sag
tiireve sahiptir ve bu tiirevler esittir.

Demek ki, h(e) fonksiyonu (~ &, ) araliginin herhangi bir noktasinda adi tiireve
sahiptir ve bu tiirev asagidaki sekilde hesaplamr.

H(e)=(g,V(X, +0g)) (1.3.11)

V(X) vektor fonksiyonu Q’ kiimesinde siireklidir. O halde A'(@), (-6,6)
araliginda sireklidir denilebilir.

h(c) icin Newton-Leibnitz formiiliini tekrar yazalim.
(@) =h(0)+ [K'(e)dt = h(0) +c#'(0) + [[h'(£) - W' (0) )at
0 0

(1.3.8) ve (1.3.11)’i g6z 6niine alirsak

F(X, +og)=F(X,)+a(g,V(X,))+0(X,, g;2) (1.3.12)

o Xy, g:2)= [(8,V (X, +18) - V(X,))dt
0

9-(&;&“—) =0 seklindedir.

esitsizligi yazilir. ling
a-
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Buradan F(X) fonksiyonunun her X, € Q" noktasinda diferensiyellenebilir oldugu
goriiliir. V(X) fonksiyonunun siirekliliginden F(X) fonksiyonunun Q’ kiimesinde
stirekli diferensiyellenebilir oldugunu sdyleyebiliriz.

(1.3.12) egitliginden,

oF (X,)

&)

esitligini yazanz. Béylece Lemma ispat edilmis olur.

Lemma.1.3.3. Farz edelim ki F(X) fonksiyonu Q' < E, agik kiimesinde siireklidir

ve slirekli L mertebeden kismi tireviere sahipti. O zaman X =(x,,..,x,) ve

g=(g,,818,) ||g||=1 olmak iizere yeteri kadar kiiciik o lar i¢in asagidaki

esitlik dogrudur.
!
F(X +og)=F(X) +Zolzd a;‘(kX) olX, g;0)
PR AFE)
agk Jisasendg=l aX XL ,aX 1777 S U
T o(X, g,a)
al—)O a
ispat:
hd)=F(X +ag) (1.3.13)

Yukandaki A(e) tek degiskenli fonksiyonu X =0 noktas: civarinda /. mertebeden

stirekli tlirevlere sahiptir. Buna gore yeteri kadar kiigik o lar igin Maclauren
formiili dogrudur.

I —1

ha)= h(0)+z h("’(0)+R (@) (1.3.14)

R, (¢r) nm kalan terimleri asagidaki gibidir.
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R(a)= & 4o ©,0<|q<|o (1.3.15)
I
i-17.(7)
R () = = 1)! j(a 0 n(p)dt
o
R (a) ——h (0)+0(X3g:aJ)
. [-1fq.1 !
o(X,g;0) = = l)' j(a o[ (1) - H )t (1.3.16)
yazarsak (1.3.14)’e gore
h(er) =h, +Z—h(")(0)+o(X g;ah) (1.3.17)

=1
yazabiliriz.

Simdi (1.3.13)’e dayanarak asagidaki formiilleri yazalim.

, 2 OF (X oF (X 9 OF (X
HO=35 )g’:( BEY)’g)z e

" PF(X) 13 F(X)

h’(0)= g,
,El_l ax,ox, Sh8r T 50

d d' F(X) 4 ' F(X)
= Z X ox gj] '"gjl = ) i
Jysd2seemsdt = ¥ Dbl / g

Bu formiilleri (1.3.17)’de dikkate alirsak

ot 3*F(X
P +og)=F0 + Y T ol i)
esitligini yazabiliriz.
Simdi g ye gore diizglinliigii gdsterelim.
.l
um"(X—’g’”ﬁ—):o | (1.3.18)

a0 al
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ol |l Fix+1g)  o'FO) |
ol gser | <5 jim| X, 0K, 3K, 0K,

F(X) fonksiyonunun Q’ kiimesinde tiim /. mertebeden kismi tiirevlerinin

stirekliliginden (1.3.18)’i yazariz.

Béylece Lemma ispat edilmigtir.

10 200 N R
PY G
A*F(X) 9*F(X)
oX, " aX,0X, )

oldugundan,

I’ F(X) _ < 9’F(X) _(mg ) (1.3.19)

o8 ax ax, Sn8h T\ Tax

Jrid2

esitligi dogrudur.

Farz edelim ki, X€ Q' ve X +1g€ Q’,7€ [0, olsun.(1.3.14)’te / =2 yazarsak
(1.3.15) ve (1.3.19) esitliklerine gére

_ FX) ), & (PFX+m)
F(X+ag)—F(X)+a{—aX ,g)+ > [—_—aXZ g,g),

O<t<a

bulunur.
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2. DISKRET MINIMAKS PROBLEMLERI

2.1.Problemin Tanimlanmasi:
(X)), I= {0,1,...,N}, iel ve X =(x1,x2,...,x,‘) olmak tlizere tiim n-boyutlu
E"uzayinda tamiml fonksiyonlardur.
H=inf max f,(X)
ile gosterelim. O zaman, 6yle X " noktasinin bulunmasi gerekir ki,
max f,(X")=u
olsun.
P(X)= max f,(X)

seklinde gosterelim. Bu taktirde verilen problem ¢@(X) fonksiyonunun E" de

minimumunun bulunmasi problemine déniisiir ve x asagidaki sekilde olur.

= inf p(X)

XeE"

Simdi biz buna bagh) olarak, maksimum tipli ¢(X) fonksiyonunun bazi 6zelliklerini
verelim.
Genel olarak @(X) fonksiyonunun X e gore tiirevi yoktur. Baz1 kosullar altinda

@(X) fonksiyonunun her yonde dogrultu tiirevi vardir.

o(X) fonksiyonunun stasionar noktalarimin bulunmasi igin ardigtk yaklagim

metodunu kullanmak daha faydalidir.
Bu béliimde, ¢(X) fonksiyonunun minimumunun olabilmesi i¢in gerekli sartlar

gosterilecek ve geometrik interpolasyonu verilecektir.

2.2. Maksimum Tipli Fonksiyonlarin Baz1 Ozellikleri:

I= {O,l,...,N}, iel , X e E" olmak lizere f,(X)fonksiyonlan igin

P(X)= max f,(X)
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seklindeki @(X) fonksiyonlarinin bazi 6zelliklerini belirleyelim.

Lemma.2.2.1. Eger tim f;(X),iel fonksiyonlan X, noktasinda siirekli ise
maksimum tipli ¢(X)fonksiyonu da X, noktasinda siireklidir.

Ispat:

S (X ) fonksiyonu X, noktasinda siirekli oldugundan Ve >0 i¢in Oyle bir 6 >0
sayis1 vardir ki ]X—X0|<5 oldugunda lf,.(X)—f,.(Xo)|<g olur. Buna gore,
lp(X) = p(Xo)| = | max f,(X)-max f,(X,) |< max| fi(X)-fi(X,) |<e
elde edilir. |

Boylece ¢(X) fonksiyonu X, noktasinda siireklidir.

Lemma.2.2.2. Eger tim f,(X),ie/ fonksiyonlari E" de siirekli ve herhangi bir
X, € E" noktasinda

M (X,)={X e E":0(X) < p(X,) }
kiimesi sinirl ise, o zaman &yle X~ noktas1 vardir ki ¢(X) fonksiyonu bu noktada
minimum degerini alir.
Ispat:
Lemma.2.2.1. e gore ga(X ) E" de siireklidir. Buradan anlagilir ki M(X,) kiimesi

kapalidir. Ayrica M (X ;) sinurh bir kiime oldugundan 6yle X, noktas: vardir ki ,

p(X )= . i‘,}‘(‘)}o)‘”(x )
tir. Belirtelim ki ,

min @(X) = ;}Eg" p(X)

XeM(X,)
tir. Yukaridaki iki esitlik birlestirilirse,
p(X )= inf o(X)

elde edilir. Boylece esitlik ispat edilmis olur.
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Lemma.2.2.3. Qc E" herhangi bir konveks kiime olsun. Eger tiim f,(X),iel

fonksiyonlan Q kiimesinde konveks ise @(X) fonksiyonu da Q kiimesinde
konvekstir.
Ispat:
X,,X,€Q ve ae[0,1] olsun. f;(X) konveks olduguna gore,
fileX,+Q1-a)X)sa.fi(X)+(1-a).f;(X,)<
SapX)+(1-a)9(X,) (2.2.1)
dir. Bu esitsizlik tiim i e I igin dogrudur. Simdi,
plaX, +(1-a)X,)SapX)+(1-a)e(X,) (2.2.2)
esitsizliginin dogru oldugunu gostermemiz gereklidir.
X, +(1-a).X,)=max f,{ X, +(1-a)X, )<
<max[f,(eX,)+ f,(1-2)X,]<
< max[f,.(aX, )] + max[f,. (1 N a)Xz]s
<ap(X,))+(1-a)p(X,)

Boylece ¢(X) in de Q kiimesinde konveks oldugu gdsteriimis oldu.

Verilmis bir X icin R(X) indeksler kiimesi
RX)={iel: f,(X)=pX) }
seklindedir. Bdylece R(X) e 6yle i indeksleri dahildir ki f,(X), @(X) e esit olup
maksimum degerini alir.
Lemma.2.24. Eger f,(X),ielfonksiyonu X, noktasinda siirekli ise dyle ¢, >0

degeri vardirki @ €[0,a,] ve g€E,,

g| =1 icin asagidaki esitlik dogrudur.

¢(Xo+a.g)=rrl;§1?< filXy+a.g)= max f(X,+a.g) (2.2.3)

ieR(Xq)
Ispat:

R(X,) # 1 durumuna bakmak yeterlidir.
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ﬂ=¢(Xo)_ max f,(Xo)

ieR(Xq)
olsun. B >0 olmak iizere X, noktasinda f,(X), i e fonksiyonunun siirekliligine

gore 6yle a, >0 vardirkitim geE,, g" =lveae [0, ao] oldugunda

ﬁ(Xo+a.g)2¢(Xo>—§ﬂ . ieR(X,)
fi(Xo+a.g)S§D(X°)-—-§-'ﬂ , 1€R(X,)

bulunur. Buradan (2.2.3) esitliginin dogru oldugu agtkga goriilir. Bdylece

Lemma.2.2.4 ispat edilmis olur.

Tamm.2.2.1.  Eger lim (X, +ag)—p(X,)

sonlu limiti varsa, @(X)
a—+0 o

fonksiyonunun X, noktasinda geE, ,

g|| =1 yoniinde dogrultu tlirevi vardir denir.

Bu limite @(X) fonksiyonunun X, noktasinda g yoniinde dogrultu tiirevi denir ve

9-?—;-{92 seklinde gosterilir.

4
Teorem.2.2.1. Farz edelim ki f,(X),iel fonksiyonu X, noktasimin herhangi

S5 (X,) komsulugunda siirekli diferensiyellenebilendir.
S;(Xo)={x:|x - X,|<6} , 6>0.

O zaman ¢(X) fonksiyonunun X, noktasinda her g y6niinde dogrultu tiirevi vardir.

Op(Xo) _ (af,- (X,o) ,gj 224
ag ieR(Xo) aX
(Yukandaki esitligin sagindaki parantez ifadenin skaler ¢arpimini ifade etmektedir.)
Ispat:
iel, ae(0,0) ve geE,, g||=1 icin
(X
£iX, +a.g)=ﬁ(Xo>+a[aﬁa(X°) ,g)+oi(g;a> @25)
Burada lim 28 %) _ seklindedir.

a—0 o
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Lemma.2.2.4.¢ gore dyle 0<a, <& vardirki a e (0,,) igin

ieR(Xy)

p(X,+a.g)= max {f(X) a(f( ,g)+0,-(g;a)}s

o (X,)
< (85
p(X, )+a[§g&X)£ x 8 )t maK 0,(g:2)

esitsizligi saglanir. Simdi (1.2.10) olarak verilen agagidaki esitsizlikleri ele alarak,

ma;x(ﬁ,. +7,) 2 max B+ max y; (2.2.6)

R=}: B, =max j, } olmak iizere (2.2.5) dikkate almirsa,

(X, +a.g)Zp(X,)+ max{ (af;;: o) )+o (g a)}

ieR(Xqy)

2p(X,)+a max
ieR(Xy)

(af(x o)

e ]+ mmo (g;a)

esitsizligi elde edilir. Boylece, @ € (0,a) ve g,||g|| =1 igin,

%(X,o)

min 0,(g; a)Sp(Xy+a.g)-p(Xy)- lek(a}(x)( X ,g]Sr{!gx 0,(8;:2)

esitsizligi elde edilir.
Bu esitsizligin & >0 kismini alip @ — +0 i¢in limit uygulanirsa istenilen elde edilir.

Boylece asagidaki esitlik ispat edilmis olur.

op(X
o(X, +a.g)=p(Xy) + a———2> q’é ) | o(g:a2) @2.2.7)
8
Burada lim —=——+ olg.) =0 seklindedir.
a->+0 o
Ornek.2.2.1: fo(x)=sinx , fi(x)=cosx

@(X) = max{sin x, cos x}
olsun. @(X) periyodu 27 olan bir fonksiyon olur. x [0,27:] dir.

Once belirtelim ki,
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{1} . xe[O,%—) veya xe(aﬁ,Zﬂ]

T Sx
R(X)=14 {0,1; , =— =—
(X) =1 o1} , =x 7 veya x==

seklindedir. @(X) fonksiyonu siireklidir ama diferensiyellenebilir degildir. Aym
. T hY/2

zamanda @(X) fonksiyonu x=z, x=—4- noktalaninda g=(+1) ve g=(-1)

yoénlerinde dogrultu tiirevine sahiptir.

Ormegin, x =—Z— noktasim ele alalim. g=(-1) oldugunda (2.2.4) e dayanarak

~[S

. T . T
= max | ——=,g |= max{—Ccos—,Sln—, =
4 4

T T

ool Z a |l =
¢(4) <f'(4) z . x 2
— "7 - max | ——=,g |= max{cos—,—Sin—,=-——
dx 4 4] 2

bulunur. Belirtelim ki, x={’f£ noktasinda @(X) fonksiyonu her iki yonde artandir.

Kolaylikla goriilebilir ki genel olarak g=(+1), g=(-1) igin

. b4 b s y

. T
max{g.cosx, -—g.smx} , x=z veya x=—;

4
g.cosx , xe(ﬁ,z}
L 4 4

dp(X) _

seklindedir.
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Simdi bu kisimda (2.2.7) esitliginin genel haline bakalim.
Farz edelim ki f,(X), iel, X =(x,,%,,..,x,) fonksiyonlan siireklidir ve X,

noktasimn 6 >0 icin S;(X,) komsulugu dahil I mertebeden siirekli kismi tiirevine

sahiptir. Belirtelim ki herhangi bir a€(0,0) ve g=(g,.8, =1 igin
asagidaki esitlik dogrudur.
0" .
i +ag)= X+ T ETIED o gaty @29

k
w— k! Og

ak (X n ak ,' X
'_fl—"k_'(!l.‘: Z ___f_(_o?_.gj‘ .“gjk
ag Jiefase i =l aX i ...5X ;

Ji

oi(g,a')
1

ve lim =0 oldugunu kabul edersek ,
a—+0 a
0° fi(X)
i) _ (X)),
36° fi(X)

R,(X,2)=[0,N]

. o5 £.(X) o f,(X)
R.(X.8) -{z tie Rk_,(x,g),—a-é—ﬁ— . Kell,i]

Oyle ki; R,(X,g) X ve g ye bagh degildir, R, (X, g) ise g ye bagh degildir. Yani
Ry(X.8)=R, , Ri(X,g)=R(X)

seklindedir. A¢ikga goriiliirki R, D R(X) > R,(X,g)>... seklindedir.

Teorem2.2.2. Farz edelim ki f,(X),iel fonksiyonlan siirekli ve X, noktasinin

S5(X,) komsulugu dahil olmak iizere L. mertebeden kismi tiirevleri mevcut olsun. O

zaman maksimum tipli @(X) fonksiyonunun X, noktast civarinda g,“g" =1

yoniinde asagidaki sekilde ayrngimi dogrudur.

o X,
o(X, +g) = ¢<X)+Z“ g’; T0X) 4 (gsah)

k=1

ak¢(i{o) -  max 5kf,.(Xo)
Og i€Ry(Xg.8) agk
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1im3"—(—gi’) 0.

a-»Q a
Ispat: (2.2.8) esitliginde, her iki tarafa maksimum  uygulayarak,

s ak¢(Xo)
P, +ag)Sp(Xo)+ max { 3 2m—0 70

}+ max 0,(g;a") (2.2.9)
esitsizligi elde edilebilir.
En kiigik @, >0, @, <a, sayist vardirki  €(0,e,) icin

max 2giakf‘i(Xo) = max Zaf"(X°)+ifﬁakﬁ(Xo)
ieR(Xy) =1 k! agk ieR(X,) 1! 5g k=2 k! agk

! k k
max _Ciafi(Xo)_I_za_a fi(Xo)
ieRy(Xo.0) | 1! Og i k! og*

1k
S ¢4 S LYol AC.0))
1! ieR(Xy) ag ieRy(X0.8) | 403 k! agk

yazilir.

Benzer sekilde devam ederek «,_, >0, «,, <a,, bulunurki e (0,a,_,) igin,

k k k k
g [0 S 2100

ieR(Xo) |6t k! Og* o k! iR (X08)  Og*

yazilir.
Bu son esitlik (2.2.9) da yerine yazilirsa asagidaki esitsizlik elde edilir.

Lat 6"f,.(X0) .
p(X,+ag) < o(X,)+ k=1?!-feg}§§8>T+%%ox o,(g:a’)

Diger taraftan (2.2.6) y1 dikkate alirsak,

Lat 8" f(X,) ,
(X, +a.g8) p(X,)+ ig&)ﬁ){él IRPY +ri161]1e£10,(g,a )

Lk k
> (0(X0)+Za— max aA)-(o—)+mino,.(g;a’)

k! ieR(Xo.8) agk ieRy

bulunur. Boylece o €(0,e,_,) ve her g,|g]=1 i¢in
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i a* d'p(X,)

: <maxo,(g;a')
k=1 k! ag‘ } iRy

I’,rel‘,ienof(gQa')Sqo(Xo +a'g)"¢(Xo)—{

esitsizligi gdsterilmis olur. Teorem ispatlanmugtir.

2.3. Minimaks I¢in Gerekli Sartlar:
Farz edelim ki f,(X), iel fonksiyonlarn E" de stirekli diferensiyellenebilir ve
herhangi X, icin
MX)={XeE, : p(X)<p(Xy)}
kiimesi sinirh olsun.
¢(X)= max f,(X)
seklinde.

Teorem.2.3.1. X "noktasimin ¢(X ) fonksiyonunun minimumu olmas1 igin gerek ve

yeter sart
inf max (M,g)zo (2.3.1)
lel=t ier(x™) 15).4
esitsizliginin veya
99X ) 50 (23.2)
lsl=1 og

esitsizliginin saglanmasidur.

Ispat:

Gereklilik :

Farz edelim ki X ,p(X) fonksiyonunun minimum noktasi olsun, ama (2.3.2)
esitsizligini saglamasin. O zaman dyle g, e E" ,“gl“ =1 vekt6ril vardir ki

dp(X")

=—g;, < 0 (2.3.3)
0g,

dir. (2.2.7) esitligine gore
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co[X‘ +“§%X.—(XO—X‘>J-¢(X‘>S
0

< 1___0’_‘_ (X" __a___:_
Uxo—x J oz

olup, buradan da,

P(Xy) - (XY= "—Xf—X.(qo(Xo)—quB)
0

bp(X") . ¢(Xy)—o(X7)
o8, I, -x

esitsizligini elde ederiz. Bu ise (2.3.2) ile geligir. Boylece teorem ispat edilmis olur.
(23.1) ve (2.3.2) esitsizligini saglayan X~ noktasina maksimum tipli

(X ) fonksiyonunun E" de stasionar noktast denir.

2.4. Minimaks Problemleri I¢in (2.3.1) Gerekli Kosulunun Geometrik Yorumu
Minimaks igin gerekli sart olan (2.3.1) e geometrik model verelim. Bunun igin
verilmis X € E" igin asagidaki kiimeyi olugturalim.

of, (X)
X

H(X)={ZGE":Z= , ieR(X)}.

H(X) konveks kiimesinin Ortiisiinii L(X) ile gOsterelim ve asagidaki sekilde

belirtelim.

L(X)={Z__. Z aié‘_f_"_g_}(_). . aiZO . Zai:l} (241)

ieR(X) aX ieR(X)
Ayrica L(X) konveks kiimesi sinirh ve kapalidir.

Teorem.2.4.1. 0OeL(X") (2.4.2)
ifadesi (2.3.1) esitsizligi ile denktir.

Ispat:

Once (2.3.1) esitsizliginden (2.4.2) ifadesinin elde edildigini gosterelim. Bunun igin
O¢ L(X")oldupunu farz edelim. O zaman Ayrima teoremi’ne gore Oyle

8o "go" =1 vektorii ve a > 0degeri bulunur ki, tiim Z e L(X ") igin
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-

O0p(X )
9

81

X" +ag)=pX )+« +o(g,;a,) (2.3.4)

esitsizligi yazilir. Yeteri kadar kiigiik o, >0 degeri i¢in asagidaki iligki yazilabilir.

a
lo(g[,all -<-'_a1
2
O zaman (2.3.3) ve (2.3.4) esitsizlikleri birlikte ele alinirsa,

- - a
(X +a,.8) < oX )—-ioz1

elde edilir. Buise X~ noktasinin @(X) fonksiyonunun minimumu olmas ile gelisir.
Yeterlilik :
Farz edelim ki ¢(X) fonksiyonu X~ noktasinda konveks fonksiyon olsun ve (2.3.2)

esitsizligi saglansin. O halde X~ noktasinin E”de ¢(X) fonksiyonunun minimumu

oldugunu gdstermek gerekir.
Aksini farz edelim. Yani X~, ¢(X) in minimumu olmasm. O zaman dyle bir X,
noktasi vardir ki ¢(X,)<@(X") dir. ¢(X) konveks oldugundan e €[0,1] icin
o(X" +a (X, -X))=0(1-2).X" +aX,)<
<l-a)oX)+ap(X,) ((23.5)

X, X

Nel=1

H T -xT

dp(X ")

agl

opX) _ L (,{Xu i ‘(XO—X‘)J-(/)(X')}

tlirevini

og, a0 g |x, -x

seklinde yazilabilir. (2.3.5) e gére 0<a<[X, - X “ olur. O halde
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(Z,8,)<~a<0
olur.

H(X )< L(X") oldugundan son esitsizlikten faydalanarak

o (@’i(X')
oX

,gOJS—a<O

yazariz. Bu ise (2.3.1) esitsizligi ile gelisir.
Simdi de (2.4.2) ifadesinden (2.3.1) esitsizliginin bulunduunu gosterelim. Bunun

icin aksini farz edelim. Yani (2.3.1) esitsizligi saglanmasin. O zaman g, ,||g0|| =1 ve

a >0 degerlerine karsilik tiim i € R(X ") i¢in
(X
{_aff( ) gojs—a<0 (243)

yazilir.

YV ZeL(X") vektorini ele alalm. (2.4.3) esitsizliginden ve L(X") kiimesinin

tanimindan faydalanarak,

(X"
(Z,8,) = ( > o af';X ),goJ

ieR(X")

= Y a,.[af"a(;( ),gojs—a, >, =-a<0

ieR(X") ieR(X")
(Z,8,) <0 esitsizligi elde edilir. O zaman Z=0 noktast L(X ") a ait olmaz. Bu ise
(2.4.2) ile gelisir.
Bdylece teorem ispat edilmis olur.
Sonuc¢.2.4.1. @(X) fonksiyonunun X~ noktasinda minimuma sahip olmasi igin
gerek ve yeter sart,

0eL(X")

olmasidir.

Gergekten de (2.4.2) sarti, siirekli diferensiyellenebilir fonksiyonun minimumu igin

klasik gerekli sartin genellestirilmesidir. Bu halde,
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P(X) = £, (X)
olur. H(X) ve L(X) kiimeleri tek {afLXX)} noktasindan olusmaktadir. Bazen
FoX)_, (2.4.4)
oX

seklinde gosterilir.

Belirlenen her g € E” i¢in, X elemanina ait bir fonksiyon olugturalim.

&, (X) J
ox %)

x(g) =max [

ieR(X)

Maksimum fonksiyonun bilinen 6zelliklerine gore y(g) tiim E" uzayinda siirekli
konveks fonksiyondur. Ayrica bellidir ki herhangi bir A > 0 i¢in

2(A.8)=2.2(8) (24.5)
dir.

S°={g<E,:

gl =1}

olmak lizere g € S° oldugunda y(g) fonksiyonuna alahim. S°simrl konveks kiime

oldugundan y(g), S° da minimum deger alir. Buradan (2.3.1) esitsizliginin sol

tarafindaki infumumu alarak esitsizligi asagidaki gibi yazabiliriz.

. o (X") :
min max ( X ,gJZO (2.3.1°)

lel=t iercx™)
Lemma.2.4.1. Asagidaki esitlik dogrudur.

x(g)=max (Z,g) (2.4.6)

Zel(X)
Burada kullanilan L(X), (2.4.1) ile verilen kiimedir.
Ispat:

x(g)=max (Z,g)

ZeH(X)

oldugu bellidir. H(X) < L(X) olduguna gére
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<
o, G0 gy 9

esitsizligi saglanir. Buradan,

x2(g)< max (Z,8) (24.7)

ZeL(X)
oldugu goriiliir.
Diger taraftan VZ'e L(X) asagidaki gibi verilebilir.

z=> @'Z, ; Z,eHX); a,'20; >a'=1.

ieR(X) ieR(X)
Buna goére,
Z',g)= a.'(Z,,g)< max (Z,g). ) «;'= max (Z,
@.6)= 2 o' Z9)< max g),-e;n' Jmax (Z, 8)

olur. Oyle ki bu esitsizlik VZ'e L(X) icin dogrudur. O zaman,

<
ng.a&() (Z,8)= zrel}%);) (Z,8) (2°4'8)
saglanir. Buradan,
< !
max  (Z,8)< x(8) (24.8)

bulunur. (2.4.8) ve (2.4.8") esitsizlikleri birlestirilirse,

2(g)=max (Z,8)

ZeL(X)

esitligi elde edilir. Boylece Lemma.2.4.1. ispat edilmis olur.

Simdi bu kisimda,

- mi af; (X)
w(X)= min ,-i‘}e%’(‘)( X ,g)

fonksiyonunu ele alalim. y(X) fonksiyonunun yardimiyla minimaks igin gerekli sart
agagidaki gibi yaleabilir.

w(X")20 (2.4.9)
Farz edelim ki 7(X,g) = x(g) olsun. Lemma.2.3.1. ¢ dayanilarak

w(X)= ﬁirll z(X,g)=min max (Z,g) (2.4.10)
g =

lgl=l ZeL(X)
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esitligi saglanr,
Lemma.2.4.2. Eger X", maksimum tipli p(X) fonksiyonunun stasionar noktasi ise
yani (X )>0 ise
p(X)=r(X")
olur. Burada r(X"), L(X") seklinde yazilabilen merkezi koordinat baslangicinda

olan kiirenin maksimum yaricapidir.

($eki17.2.1)

Ispat: Ssile merkezi koordinat basglangicinda olan 62=0 yangaph kireyi

belirleyelim.

Ss ={z<E,:|7|< 5}

Eger S5 < L(X ") isc herhangi bir g,]g] =1 igin

S =max(Z,g)< max (Z,g)
- ZeL(X")

ZeS;
tir. Bu son esitsizlikten ve (2.4.10) dan S <yw(X") dir. Yani
r(XH=w(X") (2.4.11)
dir. Buradan da,

S, () S LX) (24.12)

elde edilir.
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Aksini farz edelim. O zaman dyle Z, :S‘w (e vardir ki,

)
1Zo]| s w(x™) (2.4.13)
esitsizligi saglanir. Ayrilma teoremine gére g, ,“g " =1 ve >0 degerleri i¢in ve
istenilen Z e L(X") i¢in
(Z-2,,g)s-«
dir. Buradan ( 2.4.13) e gore asagidaki esitsizligi yazabiliriz.

max(Z, g,) $(Zo, go) ~a<y(X ") -a.

Bdylece (2.4.12) ve yukaridaki son esitsizligi birlikte kullanilarak
w(XH)<r(X) (2.4.14)

esitsizligi bulunur. (2.4.11) ve (2.4.14) birlestirilirse Lemma.2.4.2. ispat edilmis olur.

w(X) <0 sartin1 saglayan X € E" noktasini ele alalim. Bu halde X stasionar nokta

degildir ve Teorem 2.4.1. e gére O0e L(X) tir.

Lemma.2.5.1. Eger w(X)<0 ise o zaman,

®

VA

W(X) ax (Z’—'

= ml
Zel(X)

7
___.)-_-_
|

|z

tir. Z*, L(X) kiimesinin koordinat baslangicina yakin olan bir noktasidur.

Ispat: Z e L(X) igin asagidaki esitlik dogrudur.

(Z,Z.)Z(Z°,Z‘).
—_ A

= - =1
R at

alalim. O zaman Z € L(X) icin

(Z,§)=-L.(Z,Z')S——I—(Z‘,z‘)=-|

Z | lz‘ ‘

yazilir. Buradan,
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max (2.5.1)
g.|g| =1 icin (2.5.1) e gore
—IIZ'"S(Z',g)szrgggg)(Z,g)
yani,
max (Z, g) min max (Z, g) =y (X) (2.5.2)

Zel(X) lel=t ZeL(X)

esitligi elde edilir. (2.5.1), (2.5.2) ve E vektdriiniin birlegtirilmesiyle istenilen elde

edilmis olur.

(2.5.2) esitligini agagidaki gibi de yorumlayabiliriz .

x(g) fonksiyonu X e E", w(X)<0 igin g =§, tek S° kiiresinde minimum olur.
Asagidaki Lemma bu yorumu tam olarak verir.

Lemma.2.5.2. Eger y(X)<0 ise y(X,g) fonksiyonu tek g, € S’ noktasinda

minimum degerini alir.
Ispat: X eE" icin  y(X,g)=x(g) yazahm. Farz edelim ki oyle iki

g1 %8 |g.]=|g.]|=1 vektsrleri vardir ki

2(81) = x(g,) = in 2(g) =y(X)

esitligi saglanir. Bu halde,
(8,,8,)<1 (2.5.3)
dir. E" de y(g) fonksiyonunun konkavlhigina gére Va <(0,1) icin

Xag, +(1-a)g,) say(g) +(1-a)x(g,) =w(X) (2.5.4)

olur.
Belirtelim ki; a, €(0,1) i¢cin ,8=]|oq,g1 +(1—a)g2|| >0 olmak iizere, (2.5.3) e gore
B -—’“aogl +(1—a)g2[|2 =a +2a0(1—a0)(g1,g2)+(1—a)2 <a§ +20, (1) +(1- )’ =1

yani £* <1 olup 0< S <1 dir.
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1
&y ="§(aog1 + (I“ao)gz),"gou=l°
% >1 ve w(X)<0 oldugu i¢in (2.4.5) ve (2.5.4) e gore,

2(26) =%z(aog1 +1-a)gy)< %wm <p(X)

esitlifinden x(g,) <w(X) elde edilir ki bu miimkiin degildir. Béylece Lemma.2.5.2.

ispat edilmis olur.
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3. SUREKLI MINIMAKS PROBLEMLERI{

3.1. Problemin Tanimai:

Q', E" uzaymnda bir agik kiime olsun. G, E™ de kapali siirh kilme, F(X,Y)

fonksiyonu QxG kiimesinde X e gore siirekli ve siirekli diferensiyellenebilir

fonksiyondur. Q< Q" kapali konveks kiimesinde
¢(X)=r{,1§g<F(X,Y)

fonksiyonunun minimumunun bulunmasi problemine 3.2. ve 3.3. te @(X)

fonksiyonunun ydne gore dogrultu tiirevinin mevcut olmasi, minimaks igin gerek

sartlar, onlarin geometrik modelleri ve bazi degerler hakkinda bilgiler verilecektir.

3.2. Esas Teoremler

F(X,Y), X eQ', Y eG fonksiyonu verilsin ve Q', E" de agik kiime, G ise E"

de sinirli kapal kiime olsun.

oF(X,Y)

F(X,Y) fonksiyonu degisenlerin tiimiine gére Q’'xG kiimesinde ve P

fonksiyonu sinirl olsunlar.
Simdi,
p(X) = max F(X.,Y)
seklindeki @(X) fonksiyqnunun baz basit 6zelliklerini siralayalim.
I o(X) fonksiyonu Q' kiimesinde sinirlidir.
LY eG icin F(X,Y) fonksiyonu Q < Q' konveks kiimesinde X e gére
konvekstirse, ¢(X) fonksiyonu da Q' kiimesinde konvekstir.
II. Eger Q < Q' kapal1 kiimedirse ve herhangi X, € Q i¢in
M(X,)={X eQlp(X) < p(X,)}
kiimesi smurls ise, @(X) fonksiyonu Q' kiimesinde kendi infimum degerini alir.

Yani, 6yle X* € Q noktasi vardir ki,
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9(X") =inf o(X)
veya
P FCD =R F&.D
dir. Belirlenmis X € Q' icin
R(X)={Y €GIF(X,Y)=0(X)}

kiimesini alalim. R(X) < G kiimesi E™ de sinirl kapali kiime oldugu agiktir.

Teorem.3.2.1. ¢(X) fonksiyonu her bir X € Q' noktasinda herhangi g € E”", gll =1
yoniinde dogrultu tiirevine sahiptir, yani
?.ﬂ(_x_)_= max M,g (3.2.1)
og YeR(X) F5)'¢

dir. Teoremin ispat1 i¢in asagidaki iki lemmadan faydalanacagz.

Lemma.3.2.1. Asagidaki esitlik dogrudur.

lim max min [Y ~V[|=0
a->+0YeR(X +1g) VeR(X)

Ispat:
Aksini farz edelim. O halde pozitif sayilarin sifira yakinsayan {e, } dizisi ve oyle

a >0 degeri vardir ki,

max min |y -V|20
YeR(X+a,g) VeR(X)

esitsizligi saglanir. Y, € R(X + «, g) noktalarim belirleyelim. Bu noktalar igin

min |7, 7|20 (3.22)

VeR(X)

olur. Tiim Y, noktalari G kiimesine ait oldugu igin hesap edebiliriz ki, {Y,} dizisi
yakinsaktir. Esitlikte limite gegersek

F(X +2,8.Y)=0p(X +2,8)
esitligini elde ederiz.
F(X,Y)=p(X)

Boylece Y™ € R(X) olur
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0< min |7, -V| <]y, -7

VeR(X)

esitsizligini yazalim. Buradan

lim min ¥, -V|=0

k—o  VeR(X)
bulunur. Bu ise (3.2.2) ye aykindir. Béylece Lemma.3.2.2. ispat edilmistir.

Bu lemma asagidaki sekilde de ifade edilebilir.
Herhangi bir 6§ >0 sayws1 igin, dyle @, >0 sayws1 vardir ki, her e e€(0,a,) ve

Y e R(X +a.g) igin V € R(X) olmak iizere,
lr-v|<s
olur.
Asagidaki lemma i¢in Q(X,a) = R(X +ag)UR(X) kiimesini olugturalim.

LemmaJ3.2.2. gekE,,

g]|=1 elemanina gore diizenlenmis olan asagidaki limit

iliskisi dogrudur.

Hm{ A (w,g)_ max (M,g)}=o (323)
a—+0 | YeQ(X.a) oX YeR(X) oX

Ispat:
Tim a >0 i¢in
Q(X,a) 2 R(X)

(3.2.3) formiiliinde parantezdeki ifadeler negatif degildir. § >0 alalim. O halde 6yle
bir § >0 vardirki, |’ - Y| < esitsizliginden (¥,Y' € G)

‘(GF(X,Y’) ,g]_(aF(X,Y) ’g)‘ <s
ax oxX

elde edilir. Lemma.3.2.1 e gore se¢ilmis 6 >0 i¢in ¢, >0 vardir ki, « € (0,,) ve

YeQ(X,a) i¢in V e R(X) varki,
lr-v|<s
olsun.

a €(0,a,) belirleyelim. Farz edelim ki, ¥, € Q(X, ) dyle noktadir ki,
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(aF(X,Y) j
max | ————, ¢
YeQ(X.a) oX

(6F(X,Ya) )
ax ¢

olur. V, e R(X) ile
"Ya -V, " <o

esitsizligini saglayan noktay: belirtelim.

g ye gore diizgiin olan

Vv
0< max ( FX.7) , g) - max(aF(X’Y) , g) S(aF(X’Y“) ,g) —(——-———aF(X’ 2) ,g) <6
YeQ(X.a) oX YeR(X) oX oxX ox

esitsizligi yazilarak Lemma.3.2.3. ispat edilmis olur.

Teorem.3.2.1 in ispat::

Itk olarak belirtelim ki,

F(X +ag,¥)= F(X.7)+ (”_g’;—@ )+0(Yga)

lim oY, g;a)
a—0 a

=0

olup bu limit Ye G ve “g" =1, g ye gore diizgiindiir.

Buradan ve Q(X , a) tanimindan asagidaki egitsizlikleri yazabiliriz.

d.f.

o(X +ag) = max F(X +ag,Y)= Yei%%i‘ag)F(X +0g,Y)< (max F(X +ag,Y)
OF(X,Y) .
< max F(X,Y)+ay$&)§a)(——a§———, g)+%xo(x, g:a) (3.2.4)

max max lo(Y. g;2) = ola)

olsun. Agiktir ki,

im 2% _0, max F(X.1)=p(x)

a0 oy YeQ(

tir. (3.2.4) e gore asagidaki esitsizligi yazanz.

oF(X,Y)
ol +ag)- o)< o [ FEI) o)1 ofe)



Lemma.3.2.2 yi kullanirsak

o(X +ag)-p(X)<q Ym(aingx_ﬁ, g} +o(a)

lim ~(a) =0

——

a0 o

olur. Diger taraftan,
OF (X,Y)
o(X + ag)z regg[F(X,Y)#- a(T, gJ

> R(x)[p(x Y)+Q(M H—o(a)

_ OF (X,Y)
—fo(X)WgI;é)( = ,g)—O(a)

Rkt ga)

olup,

o(X +ag)- o(X)2 max(m, ]

YeR(X)

ofa) (3.2.6)
bulunur, (3.2.5) ve (3.2.6) dan,

OF(X,Y)
“YTR%(TF’ g) ~o(@)<p(X +ag)- p(x)<

oF(X,Y) ~
SQY%% —-—BF-—,g)-i-o(a). (327)

elde edilir. Bu son esitsizlikte limit durumuna gecilirse,

slx)er oF(X,Y)
) lim a[¢,(x +ag)-p(a)]= gg:gg)(“‘ar'g

oldugundan teorem ispat edilmis olur. Yani

(3.2.7)ye gore asagidaki formii] ispat
edilmis olyr,

o(X +og)=p(X)+ o 64;(X)+o(g;a) (3.2.8)
8

im2&:2) _
a—0 o

(3.2.5)
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Simdi de @(X) fonksiyonunun QeQ’ kapal konveks kiimesinde minimumunun
bulunmas1 problemini inceleyelim.
Teorem.3.2.2. ¢(X) fonksiyonunun X" € Q noktasinda minimum degerine sahip

olmasi igin gerek sart, qo(X) fonksiyonu konveks oldugunda ise yeter sart,

inf m {QI—:%;—’Q,Z—X‘]=O (3.2.9)

XeQ YeriX"
olmasidir.
Ispat:
Gereklilik:

Farz edelim ki, ¢(X) fonksiyonu Q kiimesinde, X €Q noktasinda minimal

degerini alsin yani

(X *)=minp(X) (3.2.10)

XeQ

olsun ama (3.2.9) sart1 saglanmasin. O zaman 6yle Z, €  noktas1 bulunur ki,

* d.f.
mzzx{aFX .Y ,Zl—X'J=—s<O 3.2.11)
oX

YeR|X®

olur. Simdi R ile

(GF X.Y) 2 _X*]Z_f (3.2.12)

oX 2
esitsizligini saglayan kiimeyi gosterelim.
Agiktir ki, R bos kiimedir veya kompakt (E" de simirlt kapah) kiimedir.
Once farz edelim ki, R kompakttr. (3.2.11) ve (3.2.12) iligkilerine gére R, R(x‘)
ile ortak noktaya sahip degildir. Buna goére

pd;f'%g( Flx",v)<olx") (3.2.13)

x(A)=x"+4z -x")

yazarsak, 0 € A <1 oldugunda Q nin konveksliginden X(1)eQ almr.
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K =max max
0sAsl YeG

(5).4

(aF(X(};),Y) 7 _X.j
1 &

olsun.

x

Agiktir ki, K sonlu sayidir. £>0 igin dyle §>0 vardir ki, |[X(1)-X"|<d

esitsizliginden, ¥ € G ye gore diizglin olan

(aF(X(/l),Y)’Zl —X')—(aF—(;;’—Y—),Z, _X,)

<
X

esitsizligi saglanir. Sonugta 4 = go(X ’ )— p yazalim.

A, =min —6%‘,—]2—,1 0<4,<1
-]

Gosterelim ki, @(X(4,))< (p(X ) dir. Bu esitsizlik (3.2.10) a aykindir. Ayn

yontemle (3.2.9) gerek sartin, R bos olmayan kiime olmak {izere ispat edelim.

VY € G i¢in Newton — Leibnitz formiiliinii yazalim.

F(X(AO),Y)=F(X',Y)+T(§ﬂ¥,zl —X'jdt (3.2.14)

0

farz edelim ki, ¥ € R dir. O zaman (3.2.13), (3.2.14) ve A, 1 tammindan agagidaki

esitsizligi yazanz.
FX(a) V)5 (X )-hv g < p{X7)-3.

Farz edelim ki, ¥ € G/ R dir. O halde

Flct )=l e L) 2 ).
(Eren o (),

oX

0

(3.2.12) ve A, 1n segilmesi yontemine gére

F(X(4,)Y)< ¢(X‘)-A‘,§+X0§=¢(X‘)--}z—g (3.2.15)

tiir ve boylece
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max F(X(4,).Y)< ¢(X ) (3.2.16)

YeG

olur. Bu ise (3.2.10) a aykindir. Eger R bos kiime ise, 0 zaman tim Y eG icin
saglanir. Bu ise (3.2.16) y1 verir. Boylece gereklilik tam olarak gdsterilmistir.

Yeterlilik:

Farz edelim ki, X~ €Q igin (3.2.9) dogrudur ve qo(X), Q) klimesinde konvekstir.
Yani X,,X, €Q i¢in, 0< A <1 oldugunda

(X, + (X, ~ X, )2 0(X,) + Alp(X, )~ 0(X,)] (3.2.17)
dir. Asagidaki esitligin dogru oldugunu gosterelim.
p(X" )= minp(X)
Bunun i¢in aksini farz edelim. O zaman 6yle Z, € Q vektdrii vardir ki,
#(z,)<p(x")
olur. Aynica
x(A)=x"+iz,-x), o0<isl

ve

e =t ")-ol2)]>0

olsun. £ >0 igin dyle 6 >0 bulunur ki, “X (A)-x “ <4 igin,

(aF(X(A),Y)’ZI _X.)_[ang‘,Y),Zl B X.J

oX oX

<&

ifadesi yazilabilir.

/7.0=min{"Z 5x‘ , 1} ,0< 4, <1
T

olsun ve (3.2.14) esitligini asagidaki gibi yazalm,

F(x(4,),Y)-F(X",Y)-

l°(ﬁ;%—Y)’Z“X‘)= _T[(M,Zl-z']-(ﬂw,zprﬂm

oX oX

0
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Ye R(X ) i¢in (3.2.17) ve £ un segilmesinden
lo(ai(a}g’—y),ll - X‘JS P(X(4)) - 0lX ")+ £y <24 [0(Z,) - (X )|+ 22 =2,

olur. Demek ki,

me{@F X .Y Z, —X‘]s—s<0
YeR(X* oX

dir. Bu ise (3.2.9) a aykindur.

Eger Q=E" ise, (3.2.9) iliskisi agagidaki esitsizlige denktir.

min m x{aFX 24 ,g]ZO

lsl=t yer(x" oX

Teorem.3.2.3. Eger herhangi X, € Q noktas1 ve herhangi O c G kapali kiimesi igin

d.f.
infmax(M,Z—XoJ=—aSO (3.2.18)
ZeQ YeQ oX

esitsizligi saglanirken F(X,Y) fonksiyonunun tim ¥ € Q icin X e gore Q da kismi
tiirevi siireklidir. O halde,

min F(X,,Y)-a<inf (X )< o(X,)

Ye0Q XeQ
olur.

Sonug 3.2.1. Eger teoremin sartlarinda Q = R(X,) ve a=0 ise, o halde

inf p(X)= (X, )
olur. Yani X,, @(X) fonksiyonunun Q kapali konveks kiimesinde minimum
noktasidir.

Sonug 3.2.2. Eger Q=E" ve a=0 ise, (3.2.18) asagidaki sart ile denktir.
min F(X,,Y)< inf p(X)<p(X,)
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3.3. Minimaks Icin Gerek Sartin Geometrik Modeli:

X € Q noktasi alalim. Farz edelim ki, 6nceki gibi
I(X)={V=A4zZ-X)I1>0,ZeQ}
olsun. I'” (X ) ile Q kiimesinin X noktasinda tiim ydnlerde konigi isaretleyelim,

I'*(X) ile I (X)’e eslenik konigi isaretleyelim. Yine dnceki gibi,
H(X)= {z =6F(%Y—)| Ye R(X)}

olsun. H(X) in smirh kapali kiime oldugu bellidir. L(X) ile H(X) kiimesinin

noktalarinin olusturdugu konveks ortiiyii gosterelim.

L(X)={Z =§r:akzk |Z, eH(X),, 2 o,zr:a,; =lre N}
k=l k=1

L(X) sinirli kapalt konveks kiimedir.

Teorem 3.3.1. (3.2.9) esitligi asagidaki ifadeye denktir.
Lx*)nr(x-)=o (3.3.1)

Ispat:

Gosterelim ki, (3.2.9) dan (3.3.1) alinir. Farz edelim ki, (3.2.9) esitligi saglanir. Ama
Lx)nr+(x-)=2

olsun. O zaman Ayrilma Teoremi’ne gore dyle V, eI'* (X : )= - (X ' ) vektoril vardir

ki,

v, Z)d'—f' 0
m?.;(_) 0Z)=—-a<

Zel
(V,Z) fonksiyonu V ’ye goére siirekli ve sonuncu esitsizlik Z < L(X ) ye gore
diizglindiir. Buna goére V, el (X) icin V=4, (X =X ')c I"(X ) vektoril

gdstermek olur ki,

max (V,,Z)< -—

zeL{x*)

dir. Buradan,
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max (Z, X, - X" )S ~—

zeL{x")

elde edilir. Ozel olarak

max OF(X".Y X X g2
YeR(X') oX

yazilir. Bu ise (3.2.9) a aykindir.

Simdi de, (3.3.1) den (3.2.9) un elde edilebilirligini gosterelim. Bunun i¢in aksini
farz edelim. O zaman &yle V, T (X * )c r- (X ) vektorii vardir ki,

m {—j———)aFX 24 ,Vo]<0
YeR|X®

oX

esitsizligi saglanir. Bu sonuncu esitsizlik agsagidaki gibi de yazilabilir.

m ))(c.)(Vo,Z)<0
Kolaylikla goriiliir ki,
m x.)(Vo,z) = max )(VO,Z) <0 (3.3.2)

V, el (x*)=r"(X") oldugunda

(v,,Z)20, ZeT*(x*) (3.3.3)
saglanir. (3.3.2) ve (3.3.3) baglantilarindan,

x*)nre(x*)=2
bulunur. Bu ise (3.3.1) e zittir. BOylece teorem ispat edilmis olur.
Sonu¢.3.3.1. Eger I‘(X ’ )= E, ise, o halde (3.3.1) bagintis1 ile denktir.
oeL(x*) (3.3.4)

Gergekten de, bu halde I'* (X ’ )= {0} olur.
Teorem.3.3.2. ¢(X) fonksiyonunun X" €Q noktasinda minimal degere sahip

olmasi i¢in gerek sart, ¢(X ) Q kiimesinde konveks oldugunda ise yeter sart, R(X )

a ait olan 7 sayida Y,,%,,..,Y, noktalarimin (1<7<n+1) ve 7 sayida negatif
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olmayan ¢, 2 O,Za,c =1 degerlerinin asagidaki bagintiyr saglamasidir.

k=1
infiak(a—F(—};;;—’—}l—),Z—X')-:O (3.3.5)

Ispat:

Gereklilik:

Farz edelim ki, X" eQ, ¢(X,) fonksiyonun Q’da minimum noktasidir. O zaman
(3.3.1) bagintist saglanir. O halde L(X ) 1n elemamn olan dyle bir Z, noktasi vardir
ki, bu nokta ' (X *) kiimesine aittir.

Konveks Ortiiden alinan herhangi bir nokta (n+1) den biiyiikk olmayan noktalann

konveks kombinasyonu seklinde verildiginden, R(X ) a ait olan Y,7,,...7,

noktalan ile ¢, 20, Z «, =1 degerleri vardir ki,
k=1

olur. Hatirlayalim ki, Z, eI'* (X ) .Ohalde VeI~ (X ) icin
(z,,V)20

esitsizliginin saglandig1 anlamina gelir. Ozel halde, tim Z € Q icin

. (oF(x"%) . .
;ak( % Z X)zo

olur ve buradan (3.3.5) elde edilir.
Yeterlilik:

Farz edelim ki, (3.3.5) esitligi saglansin. O zaman tiim V e I‘(X ‘) icin

(Zagdu) V]Zo

par ox

olur. Skaler ¢arpimin siirekliligine gore sonuncu esitsizlik tim VeI~ (X ) icin
dogrudur. O halde,
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[jak dited ))er*‘(x‘)

k=l

dir. Diger taraftan L(X ' ) In tanimina gére

i(ak M) eL(x*)

oX

k=1
dir. Bu durumda (3.3.1) bagintis1 saglanir. Bdylece teorem ispat edilmistir.

Eger I' (X ' )= E" ise (3.3.5) asagidaki egitlikle esdegerdir.

e, éf_%;_’n_):o (33.6)
k=l

Gergekten de, bu halde (3.3.1), (3.3.4) ile (3.3.4) ise (3.3.6) ile aym1 egdegerdir.
Teorem.3.3.3. Eger F (X,Y) fonksiyonu Q kiimesinde X e gore konveks ise (her
birY € G i¢in) ve X* € Q noktalan igin

inf max F(X,¥)=max F(x",Y) (33.7)

XeG YeG

iseohalde G, ={Y, eGlke [1; z']}, 1<7<n+1 sonlu kiimesi vardir ki,

inf max F(X,Y)= mf max F(x,Y)

XeQ YeG
veya,

inf max F(X,¥)=max F(X*,Y)

XeG YeG, YeG,
esitligl saglanir.
Ispat:

(3.3.7) esitligi ve Teorem.3.3.2 ye gore R(X ) m Y,Y,,..,Y, noktalar1 vardir ki,

d.f.
(3.3.5) esitligi saglanir. Gosterelim ki, G, ={¥,lke[l,z]} aranan kiime gibi
alabiliriz. Gergekten de, max F (X Y ) fonksiyonunun € da konveksligine gére

Y e G, i¢in ve (3.3.5) iliskisine gore Teorem.3.3.2 ye dayanarak

inf max F(X,¥)=max F(X",Y) (3.3.8)

XeQ YeG,

yazabiliriz. G, kiimesinin noktalan R(X ') dan alindiginda, buna gore
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max F(X",Y)=max F(X",) (33.9)

YeG,

olur. (3.3.7), (3.3.8) ve (3.3.9) esitliklerini birlestirirsek, istenileni elde ederiz.

Boylece teorem ispat edilmistir.

Q) kiimesinin agagida verilen 6zel haline bakalim. Farz edelim ki,
Q={X cE"n(X,B)<0,tiimBeW}

W < E" siirl kapali kiimedir, A(X, ) fonksiyonu ise oh(X,[)/0X ile beraber
degiskenlerin toplamina gére E" xW kiimesinde siireklidir.
Farz edelim ki, bundan bagka A(X, f) fonksiyonu her bir belirlenmis 8 e W igin X

e gore konvekstir ve X € E, noktasi vardir ki,
max (X, )< (3.3.10)

dir. (3.3.10) sartina Sleyter sart1 denir. Verilenlere gore Q kiimesi kapali konveks
kiimedir. (3.3.10) a gore i¢ noktalara sahiptir.

Farz edelim ki, X, € Q olsun. Asagidaki kiimeyi ele alalim.

F(X0)=}{/EE” |rg§/xh(X0 +aV,,B)SO,ae[O,aO(V)],do(V)>0j

I (X,) ile [(X,) kiimesinin kapanmasim gésterelim.
Agiktir ki, I (X,) Q kiimesinin X, noktasinda miimkiin yonlerde konigidir.

Asagidaki kiimeleri ele alalim

B(X0)={V €E, I(V,é}i(—g-}%l’B—)JSO,ﬂe(Xo)}

Q(X,)={BeWIn(X,,5)=0}
Eger O(X,)=@ ise o zaman B(X,)=E" dir.
Lemma.3.3.1. I (X,)=B(X,)

esitligi dogrudur.

Ispat:
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Eger Q(X o) =@ ise o zaman lemmanin dogrulugu agiktir. Gergekten de, bu halde
X,, Q kiimesinin i¢ noktasidir. Diger taraftan, B(X,)=E" dir. Boylece

I'"(X,)=B(X,) olur. Bundan sonra O(X,)# D olsun. Bu halde max WX,,B8)=0

olur.
Once, I'" (X, )= B(X,) oldugunu gosterelim. V, T~ (X,) olsun. O halde dyle .}
vektorler dizisi vardir ki,
Vo =limV;; V, < I'(X,), i=12,..
esitligi saglanur. Tim BeW ve ae(0,a,(7;)) icin, I'(X,) in tanimina gére
WX, +aV,, §)<0

olur. Buradan,

on(X, +T,V,, )
oX

h(X, +av,.,/3)=h(xo,/3)+a( ,V,.JSO

d.f.
T, = T(@)e(0,2)
bulunur. Eger < Q(X,) ise 0 zaman A(X,, #)=0 ve buna gore

(6h(X0 +T,(@)V,. B)
X

,V,.‘}SO (3.3.11)

olur. (3.3.11) esitsizligi tim & e(0,,(7,)) igin dogrudur. @ =0 alirsak asagidaki

esitsizligi elde ederiz.

(____5”("0”3),%)30 (33.12)
X

(3.3.12) esitsizliginde i — oo igin limite gecelim. Tim S e Q(X 0) icin

(ah(xo,ﬂ) W)<o
ox %)

olur. Béylece, V, € B(X,) ve I'"(X,) < B(X,) oldugu gosterilmis oldu.

Simdi de B(X,)c I~ (X,) oldugunu gosterelim. Bunun V, € B(X, ) oldugunu kabul
edelim. O halde,
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Qh(x#’ﬂ),v0 <0, g 0(X,) (3.3.13)
oX
dir. Va >0 igin bir £ >0 vardirki, € e [0; E] icin
max {VO,M]@ (3.3.14)
ﬁch(xo aX

esitsizligi saglanir. Burada Q, (X )= {,6’ eWl-¢< h(X 0. B)< O} seklindedir.
Aksini farz edelim. O zaman her @ >0 ve herhangi pozitif sayilarin sifira

yakinsayan {ev } dizisi i¢in asagidaki esitsizligi yazanz.

oh(X o, )

>z _
ﬂera%(o)[ " ax )—“ >0, (v=12..) (3.3.15)

O halde, (3.3.15) de maksimuma ulagilir. Buradan, her bir v icin S, €Q, (x,)

vardir ki,
h
Vo,é—(X‘”—’B") >a (3.3.16)
oX
dir. O zaman ,
-¢,<h(X,,B,)<0 (3.3.17)

bulunur. Tim f8,, v=1,2,... noktalan # kiimesine aittir. O halde {,BV} dizisinden
olusan bir alt dizi segilebilir. Genel hali bozmadan diigiinelim ki, tiim {8, } dizisinin
limiti 8 €W noktasidir. (3.3.16) ve (3.3.17) de v — oo limitine gegersek

oX

esitsizligini elde ederiz. O halde, h(X 0 B )= Oolup 8" € Q(X o) dir. Buradan,

max )(VO ,w) > Zin
BAeQ(X, oX

elde edilir. Bu ise (3.3.13) e aykindir. Béylece, Va >0 igin bir £ >0 vardir ki, tiim
EE (O, g ] icin (3.3.14) esitsizliginin saglandig: ispat edilmistir.
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W, = X - X, olsun. X, » (3.3.10) sartim saglayan bir nokta olsun ve gosterelim ki,
d.f.
her ¥ >0 noktast igin V,(y) = Vo + 7w, esitligi saglanir ve bu nokta I'(X o) a aittir,
yani tim o € [0, a, (7)], a,(r)> 0 igin,
rgap}h(xo +aVy(r), B)<0

olur. Simdi,

¢,(X)=max (X, §)

a =“';'7¢x C}?)>O

olsun. O halde, a>0, £>0 dyle £ (0, Z‘] bulunur ki,

max (M,VOJSa

BEQS (XO aX

esitsizligi saglanir. h(X ,B)nn X e gore konveksliginden

(BB 7)o p) i 1 c318

elde edilir.
Eger ee(o,—;—@&ﬂ ise o halde BeQ,(X,) icin (3.3.18) e gore asagidaki

esitsizligl yazarz.

(M,WO)S @, C’Z)" & S‘;'gox (}?)=‘ﬂﬁ

oX %

Her ¢ igin O<e< min{E,-—é—@ (3(—)} olsun. O halde,
o
max )(________—h(Xo,ﬂ) ] a
Be0, (X, oxX

olur. Buradan,

7 max {M,WJS ~4a
£e.(X, [0).4

elde edilir. Buradan,
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on(X,, p)
Al ) <-— 3.1
ﬁigﬁféo)( o elr)js3a G319

bulunur. 7 € (0, ) igin

h(X, +av,(y), 8)=n(X,, )+ a(ah(X 0 +a;Vo (v), ﬂ))

o Wt TlAD) ) 3320)

oX
esitsizligi saglamir. (3.3.19), (3.3.20) ve degisenlerin E" xW kiimesinde
on(x ’ﬁ%X fonksiyonunun sinirliligindan, yeteri kadar kiiciik a e [O, ao], a, >0
ve tim BeQ,(X,) igin
WX, +aV,(r),B)s-2ea<0 (3.3.21)
bulunur. Simdi BeQ,(X,) olsun. O halde A(X,B8)<—¢ olur. Oyle
a,(y), 0<ea,(y)<a, bulunurki, ¢ e [0, a, (7)] ve B=Q.(X,)icin

WX, +aV,(r) B)< —% £ (3.3.22)

esitsizligi saglanir. (3.3.21) ve (3.3.22) birlestirirsek,

rgeavfh(Xo +aVo(7)’ﬂ)So’ ae[O,ao(y)]

olur. O halde V,(y)eT(X,) olur. Sonuncu ifadeden Vy >0 igin V, e T(X,).Yani

B(X,)<=T(X,) dir. Bdylece Lemma.3.3.1 ispat edilmistir.

(3.3.10) ile verilen Sleyter sart1 lemmanin dogrulugunu sagliyor. Bu, (Sekil.3.1) ile

verilen agagidaki 6rnekten anlagiliyor.

A~ )
A

(Sekil.3.1)

 2.¢
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Farz edelim ki,
Q={X =(x,, 2, )i (x, = 1) + 2 =10, (x, -4)* + 2 -4 <0}

olsun. Bu halde, # ={1,2} igin

A(X 1) =(x, =1)" +x} -1,

h(X.2)=(x,—4) +x; -4
dir. Q kiimesi bir tek X,=(2,0) noktasindan olusur. Buna gdre
I(X,)=T(X,)={0} dir. Simdi biz B(X,) kiimesini bulalim.

0(X,)=1{1,2} ve a(:;;,) (2,0), ah(x;’ )=(— 4,0),
olur. O halde

B(X,)=1{V =(v,,0,)1v, =0}

olarak bulunur. Béylece, T'(X,)#B(X,) oldugu sdylenebilir. Buradan gériilen, Q

kiimesinin i¢ noktalara sahip olmadigidur.

Bellidir ki, Sleyter sart1 saglandiginda

{Vl (V,—aﬁ(-a}%("-’f—)j } Be0(X,) ise

E" , Q(X0)¢{} ise

on(X,,

olur. K(X,) ile H'(X,)= { e ) | ﬂeQ(Xo)} kiimesinin konveks kanonik

Ortiisiinii gdsterelim.

K(X0)={V=—il,.%(‘;(—§’£—)ll‘. 20,5, eQ(Xo),reN}

P
Eger Q(X,)=D ise, K(X,)={0} olup, K(X,) kapal bir koniktir.
Lemma.3.3.2: Sleyter sart1 saglanirsa,

r(X,)=K(X,)
esitligi saglamr.

Ispat:
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Eger Q(X,)=@ ise lemmamn dogruluu agiktir. Buna biz gore 0(X,)=D
oldugunu géstermeliyiz.

B(X,)=k"(X,) (3.3.23)

esitliginin dogrulugunu gésterelim. V, € B(X,) olsun. Bu halde tim £ e (X, ) iin

(_ah(Xo,ﬂ) v]>o
ox %)

esitsizligi dogrudur ve. buradan tim ZeK (X 0) icin (Z A ) 20 olur yani
V,eK*(X,) dir.
O halde,
B(X,)=K*(X,) (3.3.24)
dir. Simdi aksini farz edelim, yani V, € K*(X,) olsun. O halde tim Z € K(X,) igin
(z,v,)=0

olur. Tim fe Q(Xo) icin

(-2050) )

oX

veya

(_Eﬂz(Xo,ﬂ) Vj<0
ox %)

dir. Bu V, e B(X ) oldugu anlamina gelir. Bdylece,
K*(X,)eB(X,) (3.3.25)

elde edilir. (3.3.24) ve (3.3.25) birlestirilirse (3.3.23) esitligi elde edilir. (3.3.23)

esitliginde eslenik alinirsa
r"(X,)=K(X,)
veya
B(X,)=T"(X,) ve K" (X,)=K(X,)

olur. Béylece Lemma.3.3.2 ispat edilmistir.
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Teorem 3.3.4. Farz edelim ki,

Q={X<cE, 1hX,8)<0, BecW}

seklindedir ve (3.3.10) sleyter sarti saglanir. X * noktasinin ¢(X ) fonksiyonunun Q
da minimumu olmas:1 i¢in gerek sart (ga(X ) in Q da konveks olmas: igin yeter sart),

R(X ) dan Y,,Y,....,Y, noktalarin, Q(X ) dan B, B,,..., B, ve negatif olmayan

At reon s Aggreees gy D Ay =1, 1€7<h+1 3 1<7,<n

i=l
degerlerinin varligidir ki,

olsun.

Ispat:

(2.2.2 ve (3.3.1) teoremlerine gore, (3.3.26) ve (3.3.1) esitliklerinin aynt gligte
oldugunu gostermek yeterlidir. Once, (3.3.26) ifadesinin (3.3.1) den elde edildigini

gosterelim. Bunun igin,
z eL(x)Nr(x*)
oldugunu farz edelim. Eger Bolim.2 deki Lemma.2.1.1, Lemma.2.3.4. ve

Lemma.2.3.2 yi kullamlirsa (3.3.26) esitligini yazaniz. (3.3.1) ifadesinin ise (3.3.26)
dan elde edilebilirligi agikga bellidir. Boylece teorem ispat edilmistir.
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TARTISMA ve SONUC

n-boyutlu E” uzaymnin bir alt kiimesinin elemam1 olan X i¢in tanimlanmi§ F(X)
fonksiyonunun siireklilifi saglandigs taktirde, bu fonksiyonun maksimum ve
minimumu arasinda kiyaslamalar yapilabilecegi gosterilmis ve bu kiyaslamalar

ozellikler halinde sunulmustur.

Herhangi bir vektdér degerli fonksiyonun siirekliliinin ve yone goére dogrultu
tiirevinin mevcut olmas: durumunda, bu fonksiyonun bir bileskesi olan bagka bir
fonksiyonun da stirekliliginin ve belirtilen yone gére dogrultu tiirevinin mevcut

olacag gorilmiistir,

Maksimum tipli bir F(X) fonksiyonunun minimumunun bulunabilmesi igin bazi

gerek ve yeter sartlara ihtiya¢ oldugu gériilmiis ve bu sartlar verildiginde minimumu

bulunmus, geometrik model verilerek ispat yapilmustir.

E" ve E" sonlu boyutlu uzaylarinin alt kiimeleri olan G ve Q kiimelerinin
kartezyen ¢arpimi olan G x Q kiimesinin eleman olan (X,Y) vektorii i¢in tanimlanan
F(XY) fonksiyonunun maksimumunun minimumunun bulunmasi i¢in ihtiyag
duyulan gerek ve yeter sartlar tanimlanmig ve fonksiyonunun minimaksinin elde
edildigi goriilmiistiir. Bir de geometrik model verilerek bunun dogrulugu
pekistirilmistir.
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DISKRET VE SUREKLI MINIMAKS PROBLEMLERI - BIR DUZGUN OLMAYAN
OPTIMAL KONTROL PROBLEMI

Ahmet Zahid KUCUK
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi, 64s., 2001

Anahtar Kelimeler: Minimaks Problemi, Diskret Minimaks Problemi, Geometrik
yorum.

Bu tezin birinci bdlliimiinde; 6nce stirekli fonksiyonlarin tanimi yapilarak maksimum
ve minimumlar: ile ilgili bazi1 6zellikler verilmis, ardindan siirekli diferensiyellenebilir
fonksiyonlar incelenmistir.

Ikinci béliimde; X, n-boyutlu vektdr olmak tizere maksimum tipli f (X ) fonksiyonu
icin diskret minimaks problemi tanimlanmig ve drneklerle incelenmistir. Ayrica bu béliimde
problem i¢in bir geometrik yorum verilmistir.

Ugtincii bolimde; o(X ) =max F(X,Y) seklindeki siirekli fonksiyonun minimumunun
bulunmasi problemi verilip, ayn1 fonksiyonun yéne gére dogrultu tiirevi incelenmistir. Ayrica
minimaks problemi i¢in gerekli sartlar incelenip bir geometrik model verilmistir.
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DISCRETE AND CONTINUOUS MINIMAX PROBLEMS-THE MAXiMUM
PRINCIPAL FOR AN EXTREMAL PROBLEM

Ahmet Zahid KUCUK
Mathematics Education, Mester Thesis, 64pg., 2001

Key Words : Minimax problem , Geometric interpolation , Discret Minimax
problem.

This thesis consists; 1 the first chapter some properties concerned with
maximums and minumums of continuous functions have been given with proof.
Consequently the continuous differentiable functions have been examined.

In the second chapter X as n-dimentional vector, discret minimax problems
for f(X) function of the maximum type have been defined and examined with
examples. Besides, a geometric interpolation is available.

In the third chapter a problem of finding a continuous as minimum in the
form of ¢(X)=max F(X,Y) has been presented and the differentiation of the same
functions according to direction has been studied. Moreover, the necessary
conditions have been examined and geometric interpolations have been given.
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