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OZET

Mithendislik malzemelerinin biinye denklemleri ve bu bagmtilardaki invaryant
parametreler ¢agdas sirekli ortamlar mekaniginde gittikge artan bir 6neme ve anahtar
bir role sahip olmaktadir. Bir siirekli ortamn davramigim matematiksel olarak ifade
edebilmek igin, serbest enerjinin hangi argiimanlara bagh oldugunu ifade ettikten
sonra, bu argiimanlarin invartyant formlarim tespit etmek gerekir. Bu argiimanlar
genellikle simetrik ve/veya antisimetrik matrisler ya da polar vektorler geklinde
ortaya ¢ikmaktadir. _ ;
Bu c¢aliymada, vektorlerin ve tansorlerin invaryantlari, indirgenebilen ve
indirgenemeyen invaryantlar ve aynca tamhk bazlan incelenmigtir. Ozellikle
simetrik matrislere ait invartyant deferlerin belirlenmesi izerinde durulmugtur.
Invaryantlar teorisinde ana problem: diger biitiin invaryantlarin onlardan iretildigi ve
verilen bir vektor ve tansorler ciimlesi i¢in fazladan eleman igermeyen temel bir
invaryant cimlesini tespit etmektir.

Cayley-Hamilton teoreminin invartyantlar teorisinde nasil kullamildigi detayli bir
sekilde agiklanmugtir. Uygun ortogonal grup igin tamhk bazlarmi olugturan matris
carpimlannin trace’ leri dort adet simetrik matris igin ¢gizelge halinde verilmistir.

Simetrik matrislerin invaryant degerlerini, determinantlarini, terslerini, uslerini,
Ozdegerlerini ve ozvektorlerini hesaplamak icin MATLAB programinm nasil
kullamidig1 izah edilmigtir. Son olarak, biinye denklemlerinde invaryant degerlerin
nasil yer aldigim gdstermek igin izotropik hiperelastik bir ortam segilmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Anizotropi, Biinye Denklemleri, Invaryantlar, Izotropi,
Ortogonal Gruplar, Tamhik Bazlan.



ABSTRACT

Constitutive equations of Engineering materials and invariant parameters in these
relationships play an increasing important and key role in contemporary continuum
mechanics. In order to be able to express the behavior of a continuous medium in
mathematically, it has to be determined the arguments of free energy. And then,
invariant form of these argumants have to be individually considered in the same
sense. These argumants are usually symmetric and/or skew-symmetric matrices and
sometimes polar vectors.

In this study; invariants of vectors and tensors, reducible and irreducible invariants
and also integrity basis are studied. The main problem in the theory of invariants is
determine a set of basic invariants from which all other invariants can be generated
and which contains no excessive members, for a given set of vectors and tensors.

Especially, determining for invariant parameters of symmetric matrices are
examined. For proper orthogonal group, traces of matrix products that creates
integrity basis have been given in atable for four symmetric matrices. It is explained
how the Cayley-Hamilton theorem is used in the invariant theory in detail.

How using the MATLAB program for determining invariant parameters,
determinats, inverces, powers, eigenvalues and eigenvectors of symmetric matrices
has been explained. Lastly, to show the places of invariant values in the constitutive
equations, an isotropic hyperelastic media is choosen.

KEY WORDS : Anisotropy, Constitutive Equations, Integrity Bases, Invariants,
Isotropy, Orthogonal Groups.
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1. GIRiS

Cesitli alan biyiklikleri arasinda gegerli olan malzemenin yapisal ozelliklerinden
kaynaklanan “biinye denklemleri” olugturulurken onemli olan konulardan birisi de
izotrop ortamlar igin invaryant parametrelerin belirlenmesidir. Bir vektorin veya
tansoriin- bilegenlerinden olugan ve koordinat transformasyonlarindan etkilenmeyen
bityiiktitklere invaryant denir. Vektorel ve tansorel fonksiyonlarm elde edilme sekli
de bu baglamda 6nem arz etmektedir. Binye denklemlerinde degigken olarak
kullanilan polar, eksenel vektdrler vefveya simetrik, antisimetrik tansoérler ifade
edildikten sonra bunlara ait invaryant degerlerin nasil belirlenecegi Spencer(1971)
de tim detaylar verilmese bile agiklanmaktadir. Spencer’ in bu ¢ahismasinda; tamhk
bazlan, invaryant ve jeneratdrlere ait bir ¢izelge verilmis, vektorel veya tansorel bir
formun invaryant degerinin ne oldugu agikga ifade edildikten sonra birden fazla
vektor ve tansOre ait ortak invaryantlar belirhi matematiksel esaslar ¢er¢evesinde
ortaya konulmustur. Daha soura bu invaryant parametrelerinin yer aldig vektor ve
tansor degerli fonksiyonlarin polinom temsillerinden faydalanilmaktadir. Bu vektorel
ve tansorel polinom fonksiyonlarmm Siarekli Ortamlar Mekamgi cergevesinde 1si
akisi, polarizasyon vektorii ve gerilme tansdriiniin ifade edilmesinde kullanildigim
Eringen(1967 ve 1980) ve Suhubi(1994) nin g¢alismalaninda goriyoruz. Biz bu
caligmada daha c¢ok simetrik matris formlara ait invaryant parametreler {izerinde

yogunlagmg bulunuyoruz.

Tansorel hesabm, matris cebri ve invaryantlarla ¢ok yakin iligkisi vardir. Bu sebepten
dolayr matris cebirine ait temel tanimlar verilmis matris polinomlart ile Cayley —
Hamilton teoremi agik¢a ifade edilmistir. Vektorlerin ve tansorlerin invaryantlanna
art temel bilgiler, indirgenebilen veya indirgenemeyen invaryantlarm tamlik
bazlarina ait ifadeler belirlenmistir. Daha sonra ortogonal gruplar igin belirli alt
gruplar ifade edilmis izotropi, transvers izotropi ve kristal smuflari agiklanmugtir.
Matris polinomlarmin tracelerini ilgilendiren sonuglar vektorler, simetrik ikinci
mertebeden tansorlerin invaryantlan belirlenmeye g¢aligthmigtir. Vektorlerin  ve

tansorlerin polinomsal fonksiyonlan izah edildikten sonra sirekli ortamlar mekanigi



gercevesinde bu formlann invaryantlanm da dikkate alarak binye denklemlerinde
nasil kollanildify gosterilmisgtir.

1.1. Vektorierin ve Tansdrlerin Invaryantlan

Bu ¢ahsmada ti¢ boyutlu &klit uzayinda vektorler ve tansorlerle ilgilenecegiz. Ele
aldifirmz -tansorler, genellikie -ikinci dereceden simetrik veya antisimetrik tansorler
olacaktir. Gerekli yerlerde vektér ve tansérlerin kartezyen bilegenleri kullamlacaktir.
Eger arzu edilirse elde -edilen sonuglar tansOrel analizin standart teknikleri
kullamlarak genel egrisel koordinat sistemlerine gore ifade edilebilir. Indis
notasyonu ve toplama kurab aligilmig gekilde galigmanin her yerinde kullamlacaktir.
Aksi soylenmedikce vektor ve tansdr komponentlerinin indisleri matris elemanlarinm
indislerinin 1, 2, 3 degerlerini alacafim biliyoruz. Ozel vektorler U,V, Wve
bunlarm dik kartezyen koordinat sistemindeki (X, i=1,2,3) bilesenleri sirastyla
U, ,V,,W, ile gosterilecektir. Bir vektorler climlesini ifade edebilmek igin o vektor
ailesine ait bir jenerik vektor kullanlacak ve U/ ile gosterilecektir. Bu jenerik
vektoriin X, sistemindeki bilesenleri ise U geklinde ifade edilecektir. ileride

bahsedilecek olan bazi maksatlar i¢in U vektorii ile ilgili bir antisimetrik matris #

agagidaki gibi tanumlanmugtir.
u=[u,l, u,=¢,U, (1.1.1)

Burada e, TUciincli dereceden permiitasyon tansorii olup i, j, k indislerinin ¢ift
permiitasyonlarnda ¢, =1, tek permiitasyonlannda ¢, =—1 ve dier biitin

durumlar igin ¢, =0 dur.

(1.1.1) denkleminde verilen ifadeyi uygun iglemlerle;



(uy) e =(e, U, ey
u, e, we,€,U,
u,e,=28,U, (1.1.2)

u, e, =20,

1
U, =_£'u"f €y

1
U, =5V

seklinde ifade ederiz. Benzer gekilde antisimetrik bir U matrisinin elemanlarm

uiile ifade edecediz ve bu bilegenlerle ilgili vektorii U  ile gosterecegiz. Simetrik

veya antisimetrik olmasina dikkat etmeden X, sistemindeki genellikle spesifik olan
ikinci dereceden tansorlerin bilegenlerimi m, ,n, ,....7, sembolleri ile gisterecefiz,
ozellikle simetrik tansorlerin bilesenlerini gy b, ,....f, sembolleri ile, antisimetrik

tansOrlerin bilegenleri ise x,y , ,z, sembolleri ile gosterilecektir. Genel simetrik ve

antisimetrik tansorlerin jenerik bilesenleri ise swasyla p.”,al”,x " sembolleri ile

ifade edilecektir. Bu tansorlerle ilgili 3x3 boyutundaki matrisler ise;

ﬁ :[my} ’ Q, :[ay' ] > £ = [xg]

; ) ' (1.1.3)
AP0 . a=lall . x=00]

ifadeleri ile verilecektir. Buradan agikca gorildagu gibi @, 8,..., f, g simetrik
matrisleri ve x,y ,z,x (aym zamanda wy ,w ,u ) antisimetrik matrisleri

gostermektedir.

Ortogonal  transformasyonlar altinda defigmeyen biyiiklikleri inceleyecegiz. Eger
X, (i =1,2,3)bir dik kartezyen koordinat cimlesini gosteriyorsa,



Xi=M,X, (1.1.4)

transformasyonu yeni bir kartezyen koordinat ciimlesini belirler. Yalmz burada
transformasyon matrisi M, asafdaki dzelligi saglamaktadir.

M, M, =8, 4 (1.1.5)
Burada &, kroniker deltay: temsil etmektedir ve M matrisi tizerinde kisitlama
M,M, =8, ve (M,ji—:xx (1.1.6)

ifadelert ile tammlianmstir. Elemanlan 7,/ olan M matrisinin bu sartlar altinda

ortogonal bir transformasyon matrisi oldugunu séyleyebiliriz. Bitiin ortogonal
transformasyonlar ciimlesi bir grup olusturur. Bu grup ve alt gruplan ileride detayh

bir gekilde incelenecektir.

Ortogonal bir transformasyon altinda X, koordinatlarinda bilesenleri {/, olan bir
U vektori X ; koordinatlarinda bilesenleri U/, olan vektorler cinsinden agagidaki

gibi doniigtirilir.

Ui=M,U,
(1.1.7)

Eksenel bir U vektorii ise, agagidaki kurala gore donisir.
Ui=|M,, | M, U, (1.18)

Bilesenler1 F; olan ikinci dereceden bir tansor ise asafidaki gibi transformasyona

ugrar,



Py=My,M, P, (1.1.9)
Eger |M, |=1 alimrsa bu transformasyon uygun ortogonal transformasyon adm
alir ve mutlak (polar) vektér ile eksenel vektor arasindaki fark ortadan kalkar.

(1.1.1) denkleminde oldugu gibi

u,=e, U, , uj=e, Ut (1.1.10)

yaziidigr disiiniilerek uy ° nin ikinci dereceden bir tansorel form olacafim goz oniine

alarak
uy =M, M ,u,, (1.1.11)

ifadesini yazabiliriz. Bu durumda (1.1.2), (1.1.5) ve (1.1.10) denklemlerinden istifade

ederek;

1

ﬁi:éx’j v, =M My ﬁf: EM]'L- M, epcg"l_lPS
:%MjkM,.k €, Mp,quu,,szlz-eMMp,.quA/[Jkau,s (1.1.12)

B VPRV T A

yazilabilir. Boylece efer (1.1.11) denklemi gegerli ise U, cksenel bir vektor gibi

donisir. Bu ifadenin tersi benzer gekilde ispatlanabilir. $imdi bir invaryant:

tanimlayacak duruma gelmis bulunuyoruz.

SV, ... ,m,;,ny,. ) gibi bir fonksiyon verilen bir grup transformasyonlar altinda

agadaki gibi,



6

FOT iy, =M, | p FUV,,.. om0y, (1.1.13)

dontigityorsa invaryant oldugu soylenir. Eger p0=0 ise f fonksiyonu mutlak
invaryanttir. Eger p=0 ise f bagl invaryanttir. Biz genellikle mutlak invaryantlarla

ilgilenecegiz ve aksi belirtilmedigi siirece invaryant teorisini mutlak invaryantlar igin

kullanacagiz. Ortogonal transformasyonlar altinda invaryantlarin basit Ornekleri

-

agagidaki gibi verilmistir.

a) (1.1.7) denkleminden iki vektorin skaler carpimi igin agafidaki ifadeleri
yazabiliriz.

U.V=MU MV, =M, M, UU=86,UY=UV=UV (1.1.14)

Boylece herhangi bir ortogonal transformasyon altinda skaler ¢arpimun invaryant

oldugunu goriiriz.

b) F, tansorii ile ilgili P matrisinin tracesi 4 P=F, ifadesinde invaryant oldugunu

(1.1.6) ve (1.1.9) denklemlerini agafidaki gibi kullamlarak goérilebilir.

Pi=M, M, P, =P,

_emE (1.1.15)
Pi=P,

¢) P tansorii ile ilgili matrisin determinanti da invaryanttir. Bunu asagidaki
ifadelerden agikga gorebiliriz.

2
L

B =M B =M

A=) (1.1.16)

Spencer(1971) a gore, f fonksiyonu kend: argiimanlarmm cebirsel bir fonksiyonu
kabul edilebilir ve bu durum ¢ok ciddi bir kisitlama degildir. Bélim 1.1.3"deki
cebirsel invaryantlarin kendi argimanlarinda polinomlar olan invaryantlarla



uretilebilecegi gosterilecektir. Boylece birgok maksat i¢in polinom invaryantlan
dikkate almak yeterlidir.

Bu bolimdeki tammlar giphesiz kolayca yilksek mertebeden tansorlerin
invaryantlanm igerecek gekilde genigletilebitir.

1.1.2. indirgenebilen ve indirgenemeyen Invaryantlarm Tamhk Bazi

Invaryantlar teorisinde ana problem verilen bir degigkenler cimlesi (vektorler ve
tansorler) ve verilen bir grup transformasyonlar icin meveut olduklart kabul edilen
invaryantlar cimlesini tespit etmektir. Bu temel cimle diger invaryantlann
bulunmasi i¢in kullamlabilir ve gereksiz hichir eleman ihtiva etmez. Su anki durum
icin dikkatimizi polinom tiriindeki invaryantlar Gizerinde yogunlagtiracafiz.

Asagidaki tammliar verilen bir degiskenler ciimlesi ve verilen transformasyonlar
grubu igin gegerlidir. Bu polinomsal invaryant eger dier invaryantlar cinsinden bir
polinom olarak ifade edilebiliyorsa indirgenebilen bir. invaryanttir. Aksi takdirde
indirgenemez invaryant adimt alir. Verilen cimlenin elemanlarma gore bir polinom
olarak ifade edilebilen herhangi bir polinomsal invaryantlann bir ctimlesi bir tamhk

bazt adim alir,

Eger bir tamhk baz miimkiin olan en az sayida eleman igeriyorsa minimal tamhik
bazi olarak bilinir. Agitk¢a soylemek gerekirse minimal bir tamhk bazinin biitiin
elemanlan indirgenemez ozelliktedir. Invaryantlar arasmda mevcut olan polinomsal
baglantilar herhangi bir invaryantin geriye kalanlar cinsinden bir polinom olarak
ifade edilebilmesine miisaade etmeyecek sekilde ortaya ¢ikabilir. Bu tir baglantilar

syzygies olarak adlandirilir.

Boylece temel problem degisik transformasyon gruplan altinda verilen defiiskenler
ciumlesi i¢in minimal tamhk bazlanmt  ve syzygiesleri belilemektir. Burada

problemin ¢oziimii igin G¢ boyutlu uzayda vektdrlerin ve ikinci dereceden



tansorlerin bilesenlerini degiskenler olarak kullamyor ve kullamlan transformasyon

gruplarnm ortogonal gruplar veya onlanin alt gruplan seklinde segiyoruz.

1.1.3. Klasik Teoriden Baz1 Sonuclar

Cebirsel invaryantlar teorisi 19. yy. matematikgileri tarafindan genis bir sekilde
incelenmigtir. Teori ve sonuglann biyik bir kisrm bu aragtirmalann sonucu olarak
meveuttur. Omegin bu teoriler Grace ve Young (1903), Elliot (1913), Tumbull
(1960), Weitzenbock (1923) ve Gurevich (1964) tarafindan detayli bir sekilde
incelenmigtir. Ancak bu bilim adamlannm yaptify cahigmalar modern sirekli
ortamlar mekanifinin uygulamalan i¢in ¢ok fazla faydal degildir. Bunun ana sebebi
bu klasik gahgmalarin ¢ogunun geometrik ¢aligmalar ve ozellikle projektif geometri
tizerinde yogunlagmis olmalaridir.

Sonug olarak g¢ogu genel lineer transformasyonlar altindaki invaryantlarla ilgilenirler.
Verilen boyutlanm sayis: i¢in ortogonal gruplar ve onlarin alt gruplam lineer grubun
bitiin  alt gruplanm olugturdugundan full ortogonal grup altinda vekiorler ve
tansorlerin verilen bir cumlesi igin bir tamlik bazmmn aym vektorler ve tansorler
ciimlesi i¢in lineer grup altinda simetrik ikinci dereceden tansorlerle ilgili bir tamiik
baz ile verildifini ispatlamak mimkiindir (Spencer, 1971).

Invaryantlar teorisine olduk¢a modern bir yaklasim Weyl (1939) tarafindan yazilan
kitapta mevcuttur. Bu ¢ahgmada o©zel problemlerden ziyade genel teori ile
gilenilmigtir. Klasik teori olduk¢a genel ¢ok sayida sonuglar igerir. Bu sonuglardan
biriside Hilbert teoremidir ve asagidaki gibi ifade edilebiir;  vektorler ve
tansorierden olugmug herhangi bir sonlu sistem igin sonlu sayida invaryantlar igeren
bir tamlik bazi mevcuttur. Bu teoremin ispat1 olduk¢a uzundur ve Gurevich (1964)
tarafindan incelenen bir 6rnekte verilmigtic. Bu teorem olduk¢a biyik bir 6neme
sahiptir ve vektorler ve tansorlerden olusmus herhangi bir sonlu sistem igin sonlu bir
tamlik baziun mevcut oldufunu ileri sirer. Genel uygulamasi olan bagka bir teorem
Peano teoremidir. Aym mertebeden m adet tansorden olugmug, aym uzayda

tansmlanmig ve indislerin kendi arasinda yer degistirmesine gire aym simetriye sahip



bir ciimle digiinelim. Bu tansorlerden her birisi v adet farkh komponente sahiptir.

F;=P; ammg ve simetrik veya antisimetrik tansorler arasindaki fark goz ardi
edilmigtir. Onlanin komponentleri . tansoér igin belirli mertebelerde siralanmg
(r=1,23,. ..m)ve 4] (i:l,Z,B,...,v)’sekiixide-gésteﬁhrﬁ‘stir.

Polarizasyon operatérd D), agafidaki gibi tammlanmistir.

_0_

e (1.1.3.1)

D, =4

Peano teoremine gore; v, v,, ..., v, parametreleri hepsi de birbirinden farkli olmak

izere e A(.")A_fz”) Ai") determinantlart hari¢ tutularak, m adet benzer

iy i, 22
tansorden secilen 1,2, ..., m aralifindaki her bir polinomsal invaryanti, tansorlerin
v -1’inin invaryantlannda ve polarizasyon prosest ile onlardan elde edilen

invaryantlarda bir polinom olarak ifade edilebilir. Burada, ¢, , terimi o.

iy

mertebeden permiitasyon tansorini ifade etmektedir.

Bu teoremin kamt: (Pascal teoremi adi altinda) Weyl (1939) tarafindan verilmigtir.
Teorem, bu © ~1 tansorleri igin bunlardan elde edilen tansorlerin rasgele sayiarda
ki invaryantlanmn mimkiin bir genel uygulamasidir; bununla birlikte burada goz
oniinde bulunduruldugu iizere, bu tip sonuglar direkt metotlarla kolay bulunabilir.
Boliim 2.1°de teorem toplam iki veya ii¢ boyutta olan vektorlere uygulanacaktir;bu
durumda A", vektorlerin U degiskenlerine basitge indirgenecektir, burada i
indisi 1, 2 veya 1, 2 ve 3 deferleri alarak gbz Oninde bulundurulan uzayin
boyutlarinin sayisina karsihk gelir.

Invaryantlarin aym zamanda onemli ve simdi kisaca agiklanacak tamamen basit
ozellikleri vardir. Hatrlarsak su anda sadece cebirsel invaryantlan goz oninde
bulunduruyoruz, ornegin vektorler ve tansorlerin bilegenlerinin cebirsel fonksiyonlan
olan invaryantlarim goz oniine alahm. Sadece mutlak olan invaryantlar burada goz

oniinde bulundurulmugtur, asagida verilen sonuglar Gurevich {1967) tarafindan
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verilmis ve bagl iovaryantlar igin gecerli olan daha genel sonuglarm Gzel
durumlandir. Kisaltma igin X, sistemindeki vektorler ve tansorlerin bilesenlerint,

baz ozel dizilerde @, ile ve X, sisteminde bunlara kargiiik gelen bilesenleri a, ile

gosterirsek, (a,) vektorler ve tansorlerin bir cebirsel invaryantr geklinde
segilebilir, boylece;

p(a,)=p(a.)

yazilabilir ve @(a,) cebirsel oldugundan asagida verilen formdaki bir denkleme

uyar.
[e(a) +Lalpa) '+ Lale(a )Y +..+1,(a, ) =0 (1.13.2)

Burada /,,I,,..,I, a ’nin rasyone! fonksiyonlanidir. Genellii kaybetmeden k

iisstiniin en kiigiik bir olabilecegi farz edilebilir; sonra (1.1.3.2) denklemindeki

katsaydar teker teker tammlamr, 6te yandan (1.1.3.2) denklem formunun iki esitligi
arasindaki fark ¢ igin en diigiik mertebeden bir esitlik haline gelir. ¢(a,), nasil ki
a, ’nin fonksiyonu ise @(a,)’de  a, 'nin bir fonksiyonu oldugundan @(a,)
asagida verilen denklemin bir ¢oziimidr.

[pCa )} + Lale@) ¥ + Lalp@) ¥ +..+F(a ) =0 (1.1.3.3)
Ayrica ¢{a, } invaryant oldugundan (1.1.3.3) denkleminden;

(@) +Lalp@) ' + Lalo(a)F*+..+1,(a ) =0 (1.13.4)
tfadesi yaalabilir. (1.1.3.2) denkleminin katsaylar tekvarlanmadigmmdan; yani her

biri bir kez goziiktiiginden,

L(a)=1(a), L(a)=L(a),..1,(a)=1(a,) (1.1.3.5)
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esitligi yazlabilir. Boylece bir yada fazla sayida tansorin her cebirsel invaryanti
katsayilan bu tansorierin rasyone! invaryantiart olan bir cebirsel egitlifin oziimidir.

Simdi efier @(a, ) yi rasyonel bir invaryant olarak varsayacak olursak;

p(a)=w(a,)/ x(a)=y(a)/ x(ar) (1.13.6)

formunda agiklanabilir, burada ¢ ve x ortak garpanlan olmayan polinomlardir.

(1.1.3.6) denkleminden,;

w(a)x(a,)=w(a,)x(a) (1.1.3.7)
esithig elde edilir.

Eger a. yerine ifadedeki terimlerden a, yazarsak (1.1.3.7) gdz oniinde
bulundurulan grubun herhangi bir donigimiiniin gegerli oldugu bir 6zdeslik haline
gelir. Bu oOzdeglikte sol taraf w (g, ) ile bolinmelidir y ve x ortak carpan

bulundurmadigindan VI(E,) nin  w(a,) ile bolinebildigi anlagihr.  Bununla
birlikte w(a,)’nin ve w(a-)’nin mertebesi (@ ’de) aymdir; buradan M, ;
déniiglimiiniin - matrisinin  bilegenleri sadece bir fonksiyon olan ¢arpanla farkh
olmalidir. Béyle bir fonksiyonun lM" ; l "nin toplam kuvveti seklinde ifade edilmesi

gereklidir ve ortogonal doniisimler igin daima + 1’e esittir. Boylece;

w(a.) =+w(a), x(a,) =+x(a,) (1.1.3.8)

yazilabilir. (1.1.3.8) denklemindeki iki esitlifin isaret segimi aym olmahdir; eger
doniigiim grubu uygun ortogonal grup veya alt grupsa, bu yiizden sadece pozitif
igaret olacaktir (1.1.3.7) ve (1.1.3.8) denkleminden bir veya daha fazla sayida
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tansorlerin her rasyonel invaryanti bu tansorlerin ki polinomsal invaryantimn (bagi
invaryant olan) bir bolimidar.

Bu yiizden argimanlarda polinomsal olan invaryantlarni goz 6niinde bulundurmak
yeterlidir. Bagil invaryantlarin ne olacagt sorunu yalmzca belirli ve sl sayidaki
durumiarda ortaya gikar.

U,V,.. vektorlerinin ve m, n, ... matrisleri ile ilgili tansorlerin polinomsal bir

invaryanti eger {/ ve V ’nin bilesenlerine ve m ve diger matrislerin elemanlanna

gore homojen bir polinom olarak ifade edilebiliyorsa homojen oldugu séylenir. Bu
durumda, vektérlerin ve tansorlerin polinomsal bir invaryanti aym vektorler ve

tansoriere gore homojen polinomsal invaryantlann bir toplammdir.

Bir 1 invaryantinm her terimi bir lineer doniisimden sonra vektorierin ve tansorierin
her birnin bilegenlerinde aym dereceden terimlerin toplanu olur. Buradan, eger bir
invaryantta vektorlerin ve tansorlerin her birinin bilegenlerinde aym dereceden olan
tim terimleri ahrsak, bu terimlerin toplanm I'min invaryant olmast altinda her
doniigiimde degistirilemeyecektir. Ustteki sonug hemen goriilebilir. Aymi zamanda bu
sonu¢ sadece homojen polinomsal invaryantlar goz Ontinde bulundurmayr gerekli
kilar.

1.1.4. Ortogonai Gruplar ve Belirli Altgrupiar

Bu konuda, aragtiwmamiz gereken vektorler ve tansorlerin kiimeleri igin  tambik
bazlarimn doniigtim gruplan agiklannms olacaktr. Bu gruplann onemi  sirekli
ortamlar mekaniginde gosterilecegi iizere malzeme simetrilerini tamumlamak igin
kullamilabilir olmasi gergegidir. Tum gruplar ¢ boyutlu donisimlerin gruplan
olarak g6z oniinde bulundurulmustur. Kisalik i¢in, “G¢ boyutlu” niteligi genellikle
thmal edilecektir.
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1.1.4.1. Full ortogonal grup

Ozellikleri (1.1.1.5) ve (1.1.1.6) denklemleri ile M, tarafindan tanimli tiim ortogonal
domigiimleri igerir. Bir simeiri mertebesiyle malzeme izotropisi bu grup altinda
invaryansi igerir.

1.1.4.2. Uygun ortogenal (déndiirme) grubu

’Mi ‘ ’ =+] gibi tim ortogonal doniisimler igerir. Bu grup simetri merkezsiz bir

izotropik malzemeyi tanumiar.
1.1.4.3. Transvers izotropi

Tek tercthli bir yonde ilerlendiginde bir dogrultu lizerindeki her noktada malzemenin
ozellify degismiyorsa malzemenin transvers izotropiye sahip oldugu soylenir. Bunun
gibi maizemeler i¢in tercih edilen y6n civannda donmeler aftinda yapisal bagmtilar

invaryanttir. Eer X, tercth edilen yon olarak secilirse bu gibi dénmeler

(rotasyonlar),

cosf sinf O
M,=|-sinf cosd 0O (1.1.4.1)
0 1 1

matrisiyle gosterilir. Izin verilen déniisiimlerin kesin olup olmadigina gore cesitli
durumlar olabilir Go6z oninde bulundurulan donisimler agagidaki matrislerde

verilmigtir:
-1 00 1 0 0 -1 0 0

R=|0 10}, R=|01 0|, D={0 10 (1.1.4.2)
0 0 1 0 0 -1 0 0 -1
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(Bu notasyon Smith ve Rivlin, 1958; ve Green ve Adkins, 1960 tarafindan
kullanilmgtir). Burada R, ve R, sirasiyla X; wve X, eksenlerinde dizlem
normalindeki yansunalardr ve D,, X, ekseninden 180° boyunca bir donmeyi
gosterir. Doniigiimler tarafindan meydana getirilen dontsiim gruplan tarafindan
karakterize edilen bes miimkiin durum agagidaki matrislerdeki gibidir;

(H M, () M,D,
(@) M, R, () M,R R, D,
(i) M, R,

( 1) durumu sadece tercih edilen yonde miisaade edilen doniigiimler ve bazen

doniigiim simetrisimi karakterize ettigi soylenebilir.

1.1.4.4. Kristal ve Kristal smmiflan

Kristal, belirli bir yerlesim diizeni icerisinde bir araya gelen atomlarmn, ortaya
koyduklan yerlegim diizeninin ¢ boyutta tekran ile olugur. Kristal yapi, kristali
olugturan en kigitk birim olan “birim hiicre” yi ve bunun uzayda yayilarak ne sekilde
kristali olugturdugunu inceleyerek anlagilabilir. Kristal yapida dikkati ¢eken ozellik
simetridir. Bir kristali ele aldigimizda gerek dig goriniigiinde, gerekse atomlann ig
yerlesiminde ¢ok agitk bir simetri Ozelligi vardir. Bu yiizden gazlarda kesinlikle
kristal ozellik bulunmaz. Cinkii, bulundugu kabin sekline gore dis gekil alan gazin
icerisindeki atom ve molekiillerde gelisi giizel dagilim gosterirler. Benzer gekilde,
sivilar ve cam da kristal Gzellife sahip olamazlar. Bu tir maddelerde atomlar
birbirlerinden olduk¢a kisa uzakliklarda bulunsalar bile boyutlarina gore uzun
sayilacak bir mesafede periyodik bir tekrar gostermezler. Buna kargilik, bir swi
digiik sicakliklarda sogutulursa katilasir ve bundan sonra belirli bir sekile ve hacime
sahip olabilit. Bu sogutulmug durumda ortaya ¢ikan katida kristallografik 6zellik
gozlenebilir, ancak bu tur katlarin cam yapida amorf bir tarzda olugabilecekleri de

gozden kaginimamalidir.



Krnistallerde gozlenen simetrik Ozellik sonucu bu tiir yapilar amorf yapilardan fiziksel
olarak ‘biryiik farkliiklar gosterir. Mesela bir amorf yap1 hangi dogrultuda bir dis
kuvvetin etkisinde kalirsa kalsin agagt yukan aym direnci gosterir, buna kargihk
kristal yapilarn dig yiklemelere gére | gosterecekleri direng yitklemenin kristale
uygulandifs dogrultuya gore degisir. Belirli bir dogrultuya gore fiziksel 6zelliklerin
farkliltk gostermesi kristallerin elektriksel direnglerinde, mekanik 6zelliklerinde, 1st
iletimlerinde ve optik sabitlerinde de gozlenebilir. Dogrultuya bagimhhk veya
yOnlenme diyebilecegimiz bu Onemli ozellik kristalin itk kez olusumu sirasinda
ortaya ¢ikar ve kristal ilk olusumu sirasinda bir dig fiziksel zorlanmaya ugramyorsa
veya igerisinde bulundugu kabin seklini almaya zorlanmuyorsa, i¢ atomik yapisina
bagimh olacak sekilde bir diy gorinimle olusur. Bu dig sekil kristalin pek ok
dzelliginin belirlenmesinde bir tGr kimligini olusturur. Dogada ideal bir kristal
bulmak oldukga zordur ancak kristal kusurlarn bu tezin kapsam digindadr.

Kristal yapt belirli bir dizen igerisinde bir araya gelen atomlarn bu dizenlerini {ig
boyutta periyodik olarak devam ettiricken ortaya g¢ikan diizeni bir nokta ile
gosterecek olursak, G¢ boyutta olusan kristal noktalardan yapimug bir kafesi goz
oniine almak oldukga aciklayicr olabilir. Kristali sembolize eden bu sekle bir uzay
orgisit denir. Orgiliyii olusturan her bir noktanin gevresinde nasil bir diizen varsa

difer noktalarmn gevresinde de aym diizen gegerlidir.

Sekil 1.1. Bir orgii 6rnegi
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Kristal 6rgivniin herhangi bir sira veya dizisi tizerindeki atomlar ya da atom gruplar
aralarmdaki uzaklik hep aynt kalacak sekilde birbirlerini takip ederler. Aymi diigiince
diger iki boyut igin de gecerli olup atom gruplan birbirlerini esit arahklarla tekrar
edeceklerdir. Ug boyut igin tekrar araliklan aym olabilecegi gibi farkhda olabilir.
Uzakliklann {i¢ boyutta birbirinden farkli oldugunu diasinir ve bu uzakliklan
h ,h, , h, olarak tammlarsak belirli. bir baglangi¢ noktasindan gikan & , A, , &,
vektorleri kristal igerisinde bir hacim belirler. Bu hacme birim oOrgii hicresi adi

verilmektedir. En simetrik kristal 7, , s, , i, uzakbklan birbirine esit ve aralanndaki

aclar 90° olan kiibik sistemdeki kristaldir. Dogada gozlenen kristaller eksenleri
arasmdaki uzakliklar ve agilara gore siniflandiniimaktadic (Durlu, 1992).

X

Sekil 1.2. Kristal ¢rgiide eksenler ve agitar

Bir kristalin simetrisinin onun fiziksel Gzelliklerinin simetrisini nasd etkileyecegi
problemi Neuman tarafindan ortaya atidan bir temel postulatta izah edilmigtir.
Neuman prensibine gore; bir kristalin herhangi bir fiziksel 6zelliginin simetri
elemanlan, kristalin nokta grubunun simetri elemanlarim iginde tagwr. Bir kristalin
nokta grubu, o kristal yapimn sahip oldugu makroskopik simetri elemanlarinin
grubudur. Bu yaklagmm kristallenin otuziki kristal simfina aynlmast i¢in bir temel
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olugturur. Bu konuyla ilgili baz temel kavramlar ve tammlar kisaca agagida
verilmektedir.

Simetri merkezi: koordinat baglangict simetri merkezinde segildifinde, kristaldeki
her # ,4 ,h Orginoktasina egdeger bir — 4 , —h , — A4 oOrgl noktas: vardir. Yani
~2 ~3

~ ~2 ~3 ~1
kristal, simetri merkezinin bulundugu noktaya gore simetriktir.
Ayna diizlemt: yapilan bir iglemin her 6rgii noktasim onun aynadaki goériintiisiine
gOtirmesini saglayan bir diizlemdir.
Kayma diizlemi: yapilan bir iglem her 6rgii noktasim onun aynadaki gorintisiinin

konumuna gotiiriir ve daha sonra ayna diizlemine paralel kaydurir.

n- kat dénme ekseni: verilen bir eksen etrafinda 2% Ik donme knstalin orgit
noktalanm yine 6rgii noktalanna gotirir.

n- kat vida ekseni: verilen bir eksen etrafinda 2% lik bir donme ve bunun ardindan
donme eksenine paralel dteleme verir.

n- kat inversiyon ekseni: verilen bir eksen etrafinda 2% “lik bir donme ve bunu

izleyecek sekilde, eksen lizerinde verilen bir noktaya gore inversiyon alma iglemi
saglar (Dikici, 1993).

Referans durumu igin belirlenen malzemeler ¢ tercihli yonde mevcuttur ve

n,h  h ile gosterilecek olan Ug birim vektorle tammlanabilirler. Verilen bir simf
-1 20 ~3

3
ve birlestigi dontigim grubu igin malzeme, kendi referans yapisindan aynlmaz. Bir

yaptya herhangi bir déniisiim grubu vasitastyla déniistr.

Alt sisteme gruplanmig, otuziki kristal simfi vardir. Kristal smiflarin alti sistemi
asagidaki gibidir:

(i) Trklinik sistem
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Bu sistemde binm vektorler A2 A , h3 ile tanunlanan tercth edilen yonlerin

o B

yoneliminde hicbir sinirlama yoktur, h 2 h, # A, a = f#y #90°. Bu sistem iki
suuf igerir.

(il) Monoklinik sistem
Burada tercth edilen yoOnlerden biri  diger iki  dizleme  diktir,
h+h+h,a=0=9"%y. (belirli_h ile alinz) sistem ti¢ smufi igerir.

v'ul

{iii) Rombik sistem
Birim vektorleri A karsiikh olarak diktir. A #h #2h;a =f=y=90". Bu

sisternde (¢ stmf vardir,

(iv) Tetragonal sistem
Bu sistemde /2 vektorleri de kargihikh olarak birbirine diktir. # olarak aldigimiz
-3

tercih edilen yonlerden biri Ozel igarete sahiptir ve simetrinin asal ekseni olarak

adlandinbr. A =h, 2 h,; @ = f = y = 90° Sistem yedi simf igerir.

(v) Heksagonal sistem

h1 vektori, hl ve h ile tammlana dizleme diktir, A yonii civannda 27 / 3 °lik
~ 3 - .u2 -.3

donugle [:22 ite h] cakisik hale getirilebilir. Bu sistem oniki sintfi igerir.

(vi) Kiibik sistem

Her simfi karakierize eden doniigimlen tanimlamak igin, her bir simf sistemi igin bir
referans koordinat sistemi igin bir referans koordinat sistemini segmek uygundur.
Triklinik sistem igin, bu bir rasgele dikdortgensel kartezyen sistemdir,; monoklinik

sitem igin X, ekseni # yonine paralel olarak secilir, fakat dier taraftan rasgele
]

dikdortgensel kartezyen sistemdir; rombik, tetragonal ve kiibik sistemler icin

X,, X,, X, eksenleri sirasiyla s , h , i vektorlerinin yonlerine paralel olarak alimr
,-.3

~1 ~2

ve heksagonal sistem igin bir dikdortgensel koordinat sisteminde, X, ve X,
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eksenleri % ve X,’e siastyla paralel alimir. Sonra (Smith ve Rivlin, 1958) bu

koordinatlann doniigiimolerinin terimlerine sahip kristal sinflarin simetri ozellikleri

de agklanabilir. (1, 3 x 3 birim matrisi gésterir)

1 00 -1 0 0
I=|0 1 0}, C=-I={0 -1 0
0 0 1 0 0 -1
-1 00 1 070 1 0 0
R=/0 10 R,={0 -1 0 R=0 1 0
0 01 0 0 1 0 0 -1
1t o 0 -1 0 0 -1 0 0
D=0 -1 0 D=0 1 0 D=0 -1 0
0 0 -1 0 0 -1 0 0 1
0 1 0 00
M =0 0 M,=|1 0 0 (1.1.4.3)
1 00 010
! IJ— 1 C 1 1
~— =430 — =43 0
12 1 12 1
S =l ——3 = 0 I Y £ .
= 2 2 =2 2”/— 2
0 0 1 0 0 1
L 4 L
(1 0 © -1 0 0 {—100
D={0 -1 @ D=0 1 0 D=0 -10
0 0 -1 0 0 -1 [o 0 1
1 0 0 0 0 1 01 0
T =10 0 1 I,=/0 1 0 7.=/1 0 0
01 0 1 0 0 0 0 1

ve matrisler R, R .D .,D, ,T,,T,; R,D, T ile benzerlikle belirlenir. Bu
matrislerin sonuclarma uygun déniigiimler aym zamanda kullanilmaktadir. Cizelge 1
her bir suufi karakterize eden doniigiimlerin matrislerini verir. Cizelge 1’de her bir

suufa uyan donigiimlerin gruplannn dizilerini gosterir.
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Ortogonal doniigimlerin gruplari aym zamanda herhangi bir transformasyon
grubuyla degigtirilemeden kalan bilesenlere sahip tansorlerle karakterize edilebilir.
Omegin dik kartezyen koordinatlarda, kroniker delta &, ; herhangi bir ortogonal
doniigiimle degistirilemez ve permutasyon tansorii €, , herhangi bir uygun ortogonal
donigim tarafindan degigtirilemez. Smith ve Rivlin (1957a) bu tip tansétleri,
ornekleriyle birfikte belirleyen bir metodu vermiglerdir. Ayrica Smith ve Rivlin
(1964) tarafindan batin kristal siuflann igin  asafidakine benzer bir gizelge

verilmigtir,

Cizelge 1. Kristal sumiflarin karakterize eden doniigiimier

|Sistem  |Smdf | Smf ) Transtormasyonlar n
Numara
1 Pedial Ji 1
Triklinik 2 Pinacoidal 1,C 2
3 Domatic LR 2
4 Sphenoidal 1, D 2
Monoklinik
5 Pnismatic I.C,D,.R 4
B 6 Rhombic — pyramidal I,R.,R,D 4
Rombik 7 Rhombic-disphenoidal 1.D,.D,. D, 4
8 Rhombic-dipyramidal | 1,C, R, R, D, D,. D, |3
9 Tetragonal- disphenoidal | /. D . D T..D, T, 4
10 Tetragonal-pyramidal I,D,,RI R T, 4
Tetragonal 11 Tetragonal-dipyramdal I,C,R,.D,RT,, 8
RI,DL,0,1
12 Tetragonal-scalenohedral L.D,.D,D, T, 8
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é}S R R"‘S—’!—{-_'_’é—lz’

=27 =1 =2 =1

D.D S,D S

=37 =3 = ? =3 =2

13 Ditetragonal-pyramidal I,R.R,.D, T, 8
RT,.R,L,.R1T,

14 Tetragonal-trapezohedral |1, D, D,.D,,CT,, 8

| RT,.R,L,RT,
Tetragonal : - :

15 Ditetragonal~dipyramidal | /. C, R ,R,. R, D, 16

D,, D,,L,,CT,, R T,
) R,T1,.R T, DT,

D,1,,D,1,

16 Trigonal-Pyramidal 18,8, 3

17 Rhombohedral I,S,8,,€8,.C8, 6

18 Ditrigonal-pyramidal L.5.S8,.R,. 6
51 Ly § Ll.

19 Trigonal-trapezohedral I,S,.8,.D 6
D S,.D, S,

20 Hexagonal-scalenohedral 7,8 .5,,C,CS§,CS,, {12
R.R SR S,.D,
l=.21 ‘:S;l > l_—).) iz

21 Trigonal-dipyramidal I1,5,8,.R,.R S, 0

Heksagonal R S,

22 Hexagonal-pyramidal [,8,8,.D.,D. 8, 6
23 —_—’2

23 Hexagonal-dipyramidal [,8.8,C,C8,.CS,, {12
R, R, 5, R, 5,0,
Qz S] ’ 23 S,

24 Ditrigonal-dipyramidal L.S,8,R.R S, 12
51 iiz’ 53’ §3 i} > §3 t—iz’
D,, D, 8,0, 5,

25 Dihexagonal-pyramidal 1,8.8,.R.R S, 12
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Dihexagonal-
trapezohedral

1,8.8,.D.D S,
D S,.D,.D, 8.0, S,

== =

D,. D, 5.0, 5,

12

27

Dihexagonal-dipyramidal

LS,8,,R.L.C8,
g:éz’.l—_el’ilél’glﬁl’
R,.,R, 8 .R,8.R,,

_'29
R,S,RS.D,DS,

=3 =1’ =3

D,§.D0,. R, 8.1 8,
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Tetartoidal

L,D,.0,,0,, M. M,,
D M,.D M, DM,
Q:?. &2’ Q:B ﬁl’ L):S ﬁ'z
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Diploidal
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1.2. izotropi

Bolim 2.1 ve Béliim 2.7°de tam ve uygun ortogonal gruplar altinda ve iig boyutlu
vektorlerin ve ikinci mertebeden tansorlerin rasgele sayilan igin tamlik bazlan

yaptlandinimig olacaktir.
1.2.1., Vektirier icin tamhik bazianr
Mutlak vektorlerin rasgele bir sayisi m igin bir entegrenin burada verilecek olan

Fakat,

vektdrlerinin iki veya ¢ boyuthu halleri ile Gzel tutulmustur. Weyl® in ispatr n-

derivasyonu Weyl (1939)’a dayamlarak verilmistir. bu derivasyon

boyutlu uzayin genel durumuna uygulanabilir.
Bir invaryant efer tiim ortogonal transformasyonlar altinda degismiyorsa ¢ift, negatif

determinanth olan bir ortogonal transformasyon altinda isaret degistiriyorsa tektir.
Cift invaryantlar full ve uygun ortogonal transformasyon gruplart i¢in mutlak
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invaryantlardir; tek invaryantlar uygun grup i¢in mutlak invaryantlar ve full grup i¢in
bagil invaryantlar olarak de@erlendirilir. Bolim 1.1.1.’den sunu hatichyoruz ki skaler
carpm U U vektorleri U,, U, vektorlerinin bir ¢ift invaryantidir (burada tim
vektorler mutlak vektor olarak ahnmstir). Uglii skaler carpmun sonucu olan
e U UP UL (r=s#t#r)y’'m U, U,U, vektorlerinin tek invaryanti oldugu

dogrulanabilir. Boylece vektorlerin invaryantlan su gekildedir
UpPuP, e, UPURUP G,k =123; rst=12,.,m) (12.1.1)

ikinci tip invaryantlarda r, s, t indislerinin hepsi birbirinden farkh olmak zorundadir,
glinkii aksi takdirde 6nceden verilmig olan ifade Gzdes olarak sifira esit olacaktir.
(1.2.1.1) denkleminde verilen invaryantlar fonksiyonel olarak bagmsiz degildirler,
zira bu digiince onlarin syzygy’e vasitastyla birbiriyle irtibath olduklar gésterilerek

dogrulanabilir.

UMY gmye my®
(e, UPUTULY (e  UOUVUY=UPUY UPUS UPUP (1.2.1.2)
Ueyr gey? uRu®

Ayni zamanda iki boyutlu durumda benzegen sonuglar kullanmak gerekli olacaktir
ki, bu durumda agagidaki ifadelerin invaryant oldugunu dogrulamak mimkiindiir.

U(r) U(“’

D e U U (r#s) (1.2.1.3)
Burada a,8=12; r,5=12,...m, e,=-¢,=1;, ¢,=¢,=0 dr. Yukanda
verilen (1.2.1.3) denklemindeki ilk terimdeki ifadeler ¢ift invaryantlardir, ikinci
terimdeki ifadeler ise tek invaryantlardir. Bunlar asagida gosterildigi gibi syzygy
vasitasiyla birbirleriyle irtibathdir.

U;”’Uf,” U;IJ)U;‘”
U(Q)U(r) U(q)(/(s)

173

(e U UPY (e, U U ) = (12.1.4)
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Amacimz, ¢ boyutlu uzayda vektorlerin her polinomsal invaryantimn ( tek veya
¢ift) (1.2.1.1) formundaki invaryanilara gore bir polinom olarak ifade
edilebilecedini iki boyutlu uzayda ise (1.2.1.3) formundaki invaryantlarin polinomsal
invaryantlar olarak ifade edilebilecefini gostermektir. Ik olarak suna dikkat
etmeliyiz ki, {1.1.3.1) ifadesi ile verilen polarizasyon operatéri 0,, nun, (1.2.1.1)
ve (1.2.13Yde verilen invaryantlara uygulanmasi sonucunda aym tipte yeni
invaryantlar tiretilmektedir. Nitekim ¢ boyutlu olarak;

oUY U
{q) 771 r) @) p () () (r) (r) gia)
D, U, -U”aU(q)(U"U )= Uan Ul UfPUanW
=P, U +UPUD-0=UP U
! ! (1.2.1.5)
Y (p) (7 3 (/ (J lj(q)
D U(q) Uw U}p p (](q) (Uf") Ui(q) ) an) 5 Ulq) U(«u U(p) U(q) p U(E“
=206, U =20UPUP (i=12,3)

esitliklerini yazabiliriz.

Yukanda acgikca ifade edilen, polarizasyon operatoriinin gerektirdigi sekilde tirev

alma  islemleri D, =y seklinde verilen indislere gore (1.2.1.1)

0
n [(r\

ifadesindeki ikinci terime yani ii¢ vektorin kangik skaler garpimina uygulanirsa

asagidaki ifade elde edilir.

UOUP UL =€, UPUPUL (,j.k=123) (1.2.1.6)
ik J ;

pr ) jk
ve benzer iglemler aym gekilde iki boyutlu uzayda tekrarlanirsa,

( () = /¢ G ( — d
D, UPUY =uPUY, D, UPUP=20PUY 1217
D, e U(”U},"-ea,,U“”U“‘ (@.f =12) o

prouf

esitlikleri elde edilir.
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Full ortogonal grup altinda iki boyutlu tek bir vektér olan U’nun invaryantlan ile ige
baglayabiliriz.

£, (U,,U, ) nin bayle bir polinomsal invaryant oldugunu farz edelim ve Unun X;
koordinat sistemine gére bilesenleri (U:,0)olsun. f, invaryant oldugundan ( bu
durumda muhtemelen tek invaryant olarak diigiiniilebilir)

£ U) = 2£(U0) =+ (U) (1.2.1.8)
ifadesini yazabiliriz.

Eger f, tek invaryant olsa idi Xi»Xi, X:>-X: transformasyonu altinda isaret
degistirirdi.  Fakat U, ve aym sekilde f;(ﬁl,O) boyle bir transformasyonla
degismemektedir; bu nedenle, f, tek invaryant olamaz. Nitekim f (U1,0), U1 "ne

gore bir polinom olmaldir. Fakat U = U} +U;’ne esit olmasi durumunda f’in
U} +U; ifadesine gore de bir polinom olmas: gerekir. Bunun sonucunda U’nun her

polinomsal invaryantt U, U, = U] + U, terimine gore de bir polinomdur.

Peano teoremine gore, (1.2.1.5) ve (1.2.1.7) denklemlerinden anlagildig tizere; iki
boyutlu rasgele segilmis vektor sayistun her polinomsal invaryantinin (1.2.1.3)
denkleminde verilen ifade tiplerinde bir polinom oldufu ortaya g¢ikmaktadir.

(1.2.1.4) tarzindaki bagmtilar nedeniyle, vektorlerin ift olan her invaryant (/" %
skaler sonuglan cinsinden bir polinom olarak ifade edilebilir olmasi gerekmektedir.

Simdi ¢ boyutlu olarak U, V olmak tizere iki vektdr ele alahm. Tipik bir polinomsal
invaryant  f£,(U,,U,,U,,V,,V,,V,)olsun. Vektorleri X, seklinde verilen bir
koordinat sisteminde referanslayalm. Bu sistemde X; ekseni U, V vektorlerinin
diizlemine dik olarak segilmistir. Boyle bir sistemde vektorlerin komponentleri
((71 LU, Q). V.V, 0) formlanina sahiptir ve;,
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.]‘.2([]1 5'U2’U35 VI,%,K)-‘—,}Z(‘le,‘ﬁz,O,?l,?z 70)
seklinde yazilabilir.

ya tek invaryant olsayds X X, X2->X2, X3—>— X3 transformasyonu

altinda igaret degistirirdi. Fakat "U,,U:.V:,V2boyle bir transformasyon

vasttastyla igaret degistirmez. Bu nedenle;
fg(ﬁl ,ﬁz ,0,71 ,172,0):—]2(31 ,1_72,0,?1 ,172 ,0)
yazilir.

Nitekim eger f, tek bir invaryant olursa f, =0 olacaktir; bu nedenle f, sadece ¢ift
invaryant olabilir. Simdi X degistirmeden birakan ortogonal transformasyonlar
alunda (U, U2) ve 7, V.)iki boyutlu bir uzayda bir vektor giftinin
komponentleri seklinde transform olacaktir ve £, (—(71 U, 0, Y V. 0) boyle
transformasyonlar altinda ¢ift invaryantur. Nitekim yukarida ispat edilen sonug

itibariyle f, terimi {/; +U/3,V: +Va,Us Vi +Ua V2 de bir polinomdur. Fakat,

Ti+Ua=U U, , Vi+Va=VV, , UVi+UsVa= UV,

dir, ki boylelikle f,’nin U, U, ,V,V,, UV, (i=12,3) terimlerine gore bir
polinom olmast gerekir. Peono teoremi ve (1.2.1.5) ve (1.2.1.6) denklemlerinden; ¢
boyutlu olarak rasgele sayidaki vektorlerin her polinomsal invaryantiun (1.2.1.1)
tipindeki ifadelerde bir polinom oldufu sonucu ortaya gikmaktadir ki buda gerekli
olan sonuctur. Yine (1.2.12) ifadesini kullamrsak vektorlerin her ¢ift polinomsal

invaryantlanmn da U U tipindeki ifadelerde bir polinom oldugunu géririz.
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Bir tinceki sonuglardan iki boyutlu full ortogonal gruplar igin rasgele sayida vektorler
icin bir tamhk baz U U muhtemel skaler carpimlanin hepsinden ibarettir. ki
boyutlu uygun ortogonal grup igin U UL ve e, , UL UL formu geklinde tim
muhtemel ifadelerden ibarettir; ii¢ boyutlu full ortogonal grup igin U U geklinde
tum muhtemel skaler garpimlardan ibarettir ve ti¢ boyutlu uygun ortogonal grup icin
UP UP geklinde tiim muhtemel skaler carpimlar ve ¢, U U U seklinde
tiim olast Gglii skaler carpimlardan ibarettir. Ozet olarak, tambik bazlarma (yani
entegre tabanlara) yalnizca mutlak invaryantlar dahil edilmigtir.

1.2.2. izotropik tansérier

izotropik bir tansér, dik kartezyen koordinatlann herhangi bir uygun
transformasyonu altinda komponentleri degigmeyen bir tansoér olarak tammianir.
Bazi amagclarla biz ister uygun veya ister uygun olmayan herhangi bir
transformasyon altinda invaryant olan izotropik tansorlere ihtiyag duyanz;, bu
tansorler, matris C= -/ ile verilen merkezi evirme (tersine ¢evirme)
transformasyonu altinda invaryant olmayan tansorleri izotropik tansorler listesinden
elimine etmek suretiyle elde edilebilir. Bu tezde biz sadece i¢ boyutlu izotropik

tansorleri ele aliyoruz.

Smith ve Rivlin (1957a) bu metodu 6zellikle bu probleme uygulamayip bazi belirli
diger transformasyon gruplan altinda invaryant olan tansorlerin saptanmasi igin
uygulamalarina ragmen, izotropik tansorleri elde etmede bu metot uygun bir sekilde
kullamliabilir.

a terimimi x4 . dereceden izotropik bir tansor olarak alahm. Sonra M,

B iy iy

transformasyon matrisi yardimyla tammlanan herhangi uygun ortogonal

transformasyon igin agagida verilen donigiimii dikkate alirsak,
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&y iy o i, =Mi!jIMi2jz "'Mr’,‘j,, (1.2.2.1)
&y,
ifadesini yazanz.

Ayrica asagida verilen skaler ifadeyi de g6z oniine alalim.

J=a, , U UP. . UP ' (1222)

Burada dusiiniilen bltiin fonksiyonlar polinomlar seklinde oldugundan, diferansiyel
veya tiirev alma iglemi cebirsel bir proses gibi diguniilebilir. (1.2.2.2) skaler ifadesi

dikkate alinarak agagidaki ifadeyi yazariz,

. o J
S TQUP QU oU®

(12.2.3)

Vektorlerin ortogonal bir transformasyon altimda,

- 70 2y W

J=a, . . U, U, .U
oIz u < i
= m 72 (u)
=a,, M, M, M UYUP U
— ON 169 () _
=a; ;, ., U0 U7 UY=J

seklinde yazilabilecegi goriilmektedir. Nitekim, U/, (r=1,2,3,...,u) vektorlerinin
ortogonal transformasyonu altinda J invaryanttir. Bu nedenle J,  (1.2.1.1)
denkleminde verilen ifade tiplerinde bir polinom olarak ifade edilebilir. T nin
yapslanma tarzim dikkate alirsak, vektorlerin her birinin bilegenlerine gore J aym

zamanda multilineerdir. Boylelikle I nin tipik bir terimi

BLUFRUPYUPUP)Y . (USPUT ) (e
(e, UP UMY

(G) pr(H) 7 7(K)
pqup C[q Ur )

(1.2.2.4)
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dir ki burada B sayisal bir katsayidir, A, B, C,D, ... ,EEF, G HK, ., LM N
1, 2, ..., i’ nin bir permiitasyonudur.

PUAUPY o P, U US| (1225
sUPHUD Tt TeU® su aU® -
7 r s t

oldugu igin hemen (1.2.2.3) ve (1:2.2.4) denkleminden su sonug gikmaktadir:

i, ifadesi, her birisi kroniker deltalann ve iigiincii dereceden permiitasyon

iy iy o i

tansorlerinin dis carpimlarindan olugan terimlerin lineer bir kombinasyonu olarak
ifade edilebilirler.

%, 6, 0,
ez'jk ersl e 5]’;' 5]’:« 5}‘{ (]226)
6kr 61:; 51::

oldugu i¢in ¢, oyle bir tarzda ifade edilebilir ki, terimlerinin her biri

tedy . 'i/:

gogunlukla kroniker deltalar ile igiinci dereceden permiitasyon tansorlerinin bir dig

garpum geklinde ifade edilebilirler. Boylelikle eger o ¢ift ise, o, ifadesini

aip Oiiy O e (1227
tipindeki bir terimin toplam olarak yazabiliriz ve eger u tek ise,
iy Oiyiy 3, €, (2.2.8)

tipindeki terimin bir toplamu olarak yazabiliiz. Burada her durumda

(a, B,7,6,..,p,0,7), (1, 2, ..., ) nin bir permitasyonudur.
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Cift mertebeden izotropik tansdrlerin uygun olmayan ortogonal transformasyonlar
altinda invaryant oldugu kolaylikla goriilebilirken o6te yandan tek mertebeden
olanlarin béyle transformasyonlar altinda isaret degistirdigi kolayhikla gériilebilir.

1.2.3. Vektorlerin ve ikinci mertebeden tansorlerin invaryantiar; genel formiar

Onceki bolimde elde edilen izotropik._ tansorlerle ilgili sonuglar vektorlerin ve ikinci
mertebeden tansorlerin polinomsal invaryantlarmda genel ifadeleri elde etmek igin
kullanilabilirler. Bu tezde invaryant terimi tek veya ¢ift bir invaryant anlamma
gelebilir; verilmis olan bir invaryantin tek veya ¢ift olup olmadifim saptamak her
zaman kolay bir olaydir; efer sadece uygun ortogonal transformasyonlar ele alinirsa

fark elbette ortadan kalkar.

U, (r=12,..,v) vektorlerinin ve p¢° (s=1,2..,4) ikinci dereceden

tansorlerinin polinomsal invaryanti 1 olsun. Daha 6nce verilen sonuglara dayanarak
genellikten bir sey kaybetmeksizin I'mn homojen bir invaryant oldugu kabul

edilebilir. Boylece 1 agsagidaki formda ifade edilir;
[:ﬂil s wdy fikyfaky o S Ky [[i"J) C/-f('zﬁl) []i(n’n )ljﬁﬁﬂ) pf’:ﬁ pﬁ:r’ﬂl) (l 231)

burada (7, r,...,r,) Gst indisleri (1,2, ...,v)’ den secilmi tamsayilar olup hepsinin
birbirinden farkh olmast gerekmemektedir, benzer sekilde (s, s, ...,s,) ust indisleri
ise (1,2,..,4)’dan secilen ve yine birbirlerinden farkli olmalan gerekmeyen

tamsayilardir. Ayrica (8, , 4 ) terimi de bir sayisal katsayilar ciimlesini

2 ke RS2 ks

temsil etmektedir,

M., ile verilen bir ortogonal transformasyon altmda U, ve p!J’°

i ;> bilesenlen

asagdaki gibi transform edilmigtir.

77¢)

Uy =M, U, P =M, M, p (1232)
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Keza I invaryant oldugu igin;
) 73n) ) —(s) —{s;) —(s;)
I= ﬂm Vg o Vi ty Galy ooty U"l l]": IJ"n .pq, 4 pq.z ty *°° pq, Y (] 233)

seklinde ifade edilir.

(1.2.3.2) formundaki bagintilan dikkate alarak asagidaki ifadeleri yazabiliriz;

'_("1)_ ") "'(51)__ (50)
Ul’l - A4 {I( » p _— A-{cﬁ j[ .4&’{11 k, p]l ]‘.'

vh quly

Fri) (ry) —(s82) _ (82}
U"z - A//vzz', U i, ? gats qu 72 A/[lz ky P Taky
U =M, U™ 2 aM M, i)
s Wy T4 Vain iy ’ pq‘,,tu AT Qudn 2t k, pjnkn

yukarida verilen bagintilanin (1.2.3.3) denkleminde yerine konmasi durumunda

— (1) (n) (r,)
1 wﬁ"x Vi Ve it oty . ety M"| iy (/‘] 4 MV: [ (/"2 P MVn in (/in
M, M, PVUM, M, P M, M, P

ahT o uk T Rk 7S PR FY Y

M, M, M,

—ﬂ"’n VaVp i ity g1l vy iy Valy * Valn o h

M, M, ..M, M, UYU" Gy psdps P
yazilabilir. Bu son ifade ile (1.2.3.3) denklemlerinin kargilagtinimasi sonucu,

ﬂfl iz iy Sy Ry Jaks o Jrky = 4"1 iy A/{"z Bpor A’i"n ig A/{ql n A//’l "x A/{CI: J2 A/[’z ky

1234
M ( )

4 Ji Mt: ky /BVI Vi Vaitigatas g1 Y

esitlifi elde edilir ve  boylelikle £, , ., . .. izotropik bir tansdrin

komponentleridir ve dolayisiyla (1.2.2.7) ve (1.2.2.8) denklemlerinde verilmis olan
formlann lineer bir kombinasyonu olarak ifade edilebilir. Bdyle bir ifadeyi (1.2.3.1)



33

denkleminde verilmig olan B, ., . ;. ., ifadesinde yerine koydugumuzda 1

agagida verilen formlan igeren ifadelere gore bir polinom olarak yazilabilir

(1 I

G I I e (1235)
' i ij 7
(3 T T )

(”I) eijk Hiq Hq njk (1 2 36)

) e, II) OGP I, T2 IO 115

Burada, [T\, ....TI{} asagida verilen formlardaki ifadelerdir.

L, =p3 P, .. P (1.23.7)

Bu ifadeler, p’’

;;)’in bazilanm veya tamamim p{}’ ile yer degistirerek (1.2.3.7)’den

elde edilmiglerdir. Ozel durumlar olarak, I1'’ ve IT\) hari¢ wtulursa geriye

kalanlar kroniker delta &, olabilir. (1.2.3.7) denkleminde; s,,s,,....5,

parametrelern 1,2, ...,4 *dan secilmiy ve hepsimn birbirinden farkh olmasi

gerekmeyen tamsayilardir, ayrica (1.2.3.5) ve (1.2.3.6) denklemlerindeki #,r,.7;
parametreleri 1,2, ...,v ’den se¢ilmis ve yine birbirlerinden farkh olmalan
gerekmeyen degerlerdir. ’min her bir teriminin (1.2.3.6)’da verilen olan formlarinin
en fazla bir bilesenini bulundurmast gerekir. ikinci dereceden tansorlerin bitiin
invaryantlanmn sadece (1.2.3.5) denkleminin (i) formunda wverilen invaryantlar
cinsinden 1ifade edilebilecedi unutulmamahdir ve bitin bu invaryantlar ¢ift

invaryantlardir. p!%’’in simetrik tansorler olarak ele alindig durumlar igin, (1.2.3.5)
ve (1.2.3.6Yda ozetlenen sonuglar Spencer ve Rivlin (1962) tarafindan verilmistir.
Bu ¢absmalar Rivlin (1955) ile Pipkin ve Rivlin (1959) tarafindan yapilan
caligmalarin bir devarm mahiyetindedir.
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(1.2.3.5) ve (1.2.3.6) formlanmin invaryantlan, vektérlerin ve ikinci mertebeden
tansorlerin rasgele sayilan igin bir tamhk bazi olugturur. Fakat bu entegre taban sonlu
olan bir taban degildir ve elbette minimal bir tabanda degildir. Bu nedenle vektorler
ve ikinci mertebeden tansorler igin sonlu olan bir taban ve miimkiinse minimal bir
tamhk bazt olusturan bir dizi invaryanti (1.2.3.5) ve (1.2.3.6) denklemlerinde
listelenmig olan invaryantlardan segmek gereklidir.



35

2. KAYNAK BILGISi

Siirekli Ortamlar Mekanigi kapsaminda invaryantlar teorisi ile ilgili ilk ve 6nemii
¢aligmanin  Rivlin ve FEricksen (1955) tarafindan yapildi@im goriyoruz. Bu
caligmada; Izotropik malzemelerin Gerilme-Deformasyon bagntilar, deformasyon
kinematigi, izotropik bir malzemede gerilme kavramm, gerilme transformasyonu ve
yer de@igtirme gradyentlerine bagh gerilmeler incelenmis, matris cebrinde
invaryantlarla ilgili bazi sonuglar verilmis, simetrik matrislerin skaler invaryantlan
ve kinematik matrisler cinsinden gerilme matrisi i¢in Onemli sonuglar elde edilmgtir.
Rivlin(1955), izotropik malzemelerin Gerilme-Deformasyon bagmtilann tzerine bazi
hattrlatmalar isimli ¢aliymasinda ise Hamilton-Cayley teoreminin genellestirilmesini
yaparak daha onceki gahsmalarda kapali kalan bazi noktalar acikhk kazandirmaya
cahignusgtir. Spencer ve Rivlin(1959) tarafindan konuyla ilgili kapsaml bir ¢alisma da
Matris polinomlant teorisi ve bunlarin izotropik siirekli ortamlar mekanigindeki
uygulamalar basghg altinda yapilmigtir. Bu caligmada Ozellikle birden fazla matrise
ait tamhk bazlannm ifadesi verilmis ve  Peano teoreminin izotropik matris
polinomlarina nasil uygulandig: anlatilmgtir. Spencer ve Rivlin(1959), bes ve daha
az sayida simetrik 3x3’ lik matrisler i¢in sonlu tamlik bazlarini aragtirnuglardir.
Adkins(1960a-1960b), arka arkaya yaywladif iki makalede ortotropik ve izotropik
malzemelerin simetri bagintilarnim ele alnug, gerilme ve deformasyon tansorlerine
dayanarak sirekli ortamlarin mekanik davramgim matematiksel olarak izah ederken
yine polinomsal bagmtilan kullanmigtir. Spencer(1961), alti adet simetrik 3x3’ likk
matris igin invaryant parametrelerin nasil bulunacagim ve invaryantlar arasindaki
iligkileri incelemigtir. Spencer ve Rivlin(1962), Vektorler ve ikinci dereceden
tansorlerin izotropik tamlik bazlarimin nasil bulunduguna ait detaylan vermisler ve
uygun ortogonal transformasyon gruplanm agiklamglardir. Bu galigmay: takip eden
makalede ise yine Spencer ve Rivlin(1965), matris carpimlarinin trace leri
arasindaki iliskileri belirlemeye caligmus, antisimetrik matrislerin invaryantlanna ait
karmagikhklara da acgikbk kazandirmuslardir. Smith GUF, Smith MM. ve
Rivlin(1963) tarafindan yapilan bir baska incelemede ise simetrik bir tansér ve bir
vektore ait tamhk bazlan aynca kristal siniflanna ait tamlik bazlan ele alinmig ve her

bir kristal simfina kargihk gelen transformasyon gruplan dikkathi bir sekilde ifade
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edilmigtir. Smith ve Rivlin(1964), Vektorler ve kristal simflan icin tamlik bazlarim
yeniden incelemis ve konuya acgiklik kazandiracak bir ¢ok ara iglemin detaylarin
vermigtir. Wineman ve Pipkin (1964), monograf tarzinda hazrladiklan
cahismalarinda biinye denklemleri Uzerindeki maddesel simetri kisitlamalanm
incelerken; Fonksiyonel tabanlan belirleyen kriterleri, fonksiyonel tabanlar olarak
tambk bazlanm, form-invaryant tansdr degerli fonksiyonlar i¢in kanonik temsilleri
form-invaryant polinomsal yaklagimlan ve kismen hafizali malzemeler konusunu ele
almglardir. Wang (1969a- 1969b) iki makalede izotropik fonksiyonlar igin temsil
teoremlerini incelemig birinci makalede simetrik tansorler ve vektérlerin ikincisinde
ise antisimetrik tansorler, simetrik tansorler ve vektorlerin izotropik fonksiyonlaru
ele almugtwr. Spencer(1971) Siirekli ortam fizidinin birinci cildinde kisim G¢” te
Invaryantlar teorisi ile ilgili galigmalarim bir araya toplamustir. Bu eserde o tarihe
kadar yapilan galigmalar 6zetlenmektedir. Boehler(1987), katilar mekanifinde tansor
fonksiyonlarimin  uygulamalan hakkinda yazdigi eserinde anizotropik biinye
denklemlerinin invaryant formiilasyonu hakkinda detayh bilgiler vermektedir.
Zheng(1993-a, 1993-b, 1993-c, 1993-d ) tarafindan yapilan ¢ahgmalar, vektor,
simetrik ve antisimetrik tansdr degerli fonksiyonlanin temsilleri, biinye denklemleri
uzerindeki maddesel simetri kisitlamalari, anizotropik elastik malzemelerin gerinme
enerjisi fonksiyonlar;, kristal sumflar igin uygun transformasyon gruplan altinda
tamhk bazlan gibi konularda kapsamh bilgiler vermektedir. Zheng(1994), tansor
fonksiyonlart igin temsiller teorisi — Biinye denklemlerine birlestirilmig bir invaryant
yaklasim adh caliymasinda invaryantlarla ilgili temel kavramlann genel bir goézden
gegirmesini yapmig, izotropik, ortotropik ve anizotropik ortamlar igin vektodr ve

tansorlerin tansorel fonksiyonlan hakkinda derleyici bilgiler vermigtir.

Surekli ortamlar mekanigi alaninda takip edilen kaynaklar Eringen (1967, 1980),
Eringen ve Maugin ( 1990 ) ve Suhubi (1994)° ye aittir. Eringen (1967), modern
sirekli ortamlar mekanifinin ana iskeletini olusturdufu bu eserinde sirasiyla
gerinme, hareket, gerilme, siirekli ortamlarin termodinamifi, biinye denklemleri,
elastisite teorisi, akigkanlarin dinamigi, termoelastisite ve viskoelastisite konutarin
sistematik bir tarzda iglemistir. Eringen (1980)° de yukandaki konulardan farkh

olarak siirekh ortamlann elektrodinamigini ayn bir boliim olarak vermistir. Suhubi
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(1994)’ nin eseri ise Eringen (1967 )’ nin paralelinde ancak daha detayh yazilmig ve
sirekli ortamlar mekani@li konusunda Tirkge literatire kazandimlmug Snemli bir
kaynaktir. Sirekli ortamlar ve invartyantlar konusunda 6nemli galiymalar yapan
Rivlin’in makaleleri, editérlifiini Barenblatt ve Joseph(1996) m yaptifi 2828
sayfalik bir eserde bir araya getirilmigti. Bu eser izotropik sonlu elastisite,
anizotropik -sonlu elastisite, elastik malzemelerde sonlu deformasyonlar {izerinde
kigik deformasyonlarin siiperpozisyonu, biinye denklemleri ve invanyantlar, ig
degigkenli teoriler — ¢ok kutuplu stirekli ortamlar, Newtoniyen olmayan akigkanlar,
catlak mekanigi, viskoelastik malzemelerde dalgalar, kristal fizigi ve

elektromagnetik alanlar konusunda &nemli bir bagvuru kaynad: olusturmaktadir.

Usal(1994) doktora tezinde, iki bagimsiz ve genlesmez fiber ailesi ile takviye edilmis
ve giiglii bir elektrostatik alanla etkilesim halinde olan nonlineer elastik bir dielektrik
ortamin termodinamik davramgmm sistematik olarak modellemistir. Bu ¢ahgmada,
gerilme potansiyelinin maddesel koordinat sisteminin tam izotropi grubu altinda
invaryant kalma kosulu ifade edilmistir. Bu kosulun saglanabilmesi igin Invaryantlar
teorisi ¢ergevesinde serbest enerji ti¢ simetrik tansore bir polar vektore ve bunlarin
mugterek invaryantlarina gore ifade edilmistir. Daha sonra gerilme ve polarizasyon
i¢in bunye denklemleri maddesel ve uzaysal koordinatlarda elde edilmigtir.

MATLAB programu hakkinda detayli bilgiler veren bir eser Biran ve Breiner(1995)
tarafindan yazilmigtir. Aynca Tirkge bir kaynak olan ve Ibrahim Yiiksel(2000)
tarafindan yazilan “ MATLAB ile Miihendislik Sistemlerinin Analizi ve Coziimii “
isimli kaynak ta ¢aligmalarmizda epeyce faydal olmustur. Bu eserde MATLAB
paket programimn yapisi, program hazirlama ve grafik islemler, denklem takimian
ve matematiksel fonksiyonlann ¢oziimii ve bazi diferansiyel denklemlerin niimerik
¢cozimleri anlatiimaktadir.
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3. MATERYAL VE METOT
3.1. Materyal
3.1.1. Matris polinomlarinin tracelerini iigilendiren sonuclar

Bu bolimde, indirgemelerde kullanlacak olan matris polinomlan igin bir dizi
sonuglar elde ifade edilmekiedir ve temel kaynagumz Spencer(1971)’in
gahsmalandir. Aksi iddia edilmedikge matrisler 3x3 boyutlu matrisler olarak aliniriar
ve genelde bu matrisler ne simetrik ne de antisimetriktir. Simetrik matrisler igin daha
kapsamli sonuglar ileride verilecektir.

(1.2.3.5) ve (1.2.3.6) denklemlerinde verilmig olan formlanin sonlu olan invaryant
saylari diginda tiim invaryantlan indirgemede matris notasyonu kullanmak daha
uygun ve kolay olacaktir.

Bolim 1.1.1°de oldugu gibi (m ., n, ..., ) matrisleri

ﬂ:[mij]v Q:[nij] » V8.

seklinde tantmlanan 3x3 boyutlu matrisler olsun.

Bu matrislerin herhangi bir matris ¢arpimm asagida tanimianmus sekliyle goz oniine
alalim.

7 (3.1.1.1)
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Bu ifade herhangi bir mertebeden matrislerin sonlu sayida ardigk garpimlanyla
olusturulmugtur. (3.1.1.1) ifadesinde yer alan (e,,f,..,0,) indisleri pozitif
tamsayilar veya sifirdir ve higbir zaman iki komsu faktér aym matrisin tssii (kuvveti)

seklinde yazilmamgtir. [1 carpimnmn derecesi m, n, ..., 1 matrislerine gore
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GtPt AG et 46t e+ 4+,

seklinde ifade edilir.

m matrisine gore ]I’nin derecesi @ +a@,+..+a, dir. n matrisine gore

B+ B, + ...+ B, dir ve boylece devam eder.

m,n,.,t'ye gore bir matris polinomu; skaler katsaylan m,n,..,

(1™

matrislerinin elemanlanna gore polinomlar olan ve (3.1.1.1) tipinde sonlu sayidaki
terimlerin bir toplamidir. Boyle bir polinomun derecesi onun en yitksek dereceli
teriminin derecesidir. Onun m matrisine gore derecesi en yiksek dereceli m’li

terimin dercesine egittir.

Bir matrisin veya matris polinomu £’nin tracesi onun ana kogsegenindeki

elemanlarin toplanudir ve & P sembolii ile gosterilecektir. Nitekim eger;

r=|p,] (3.1.12)

seklinde ifade edilir. P matrisinin tracesi siphesiz bir skaler degerdir. Eger bir

matris garprmi olan 1 °yi agagidaki gibi dikkate ahrsak,

1—1_2 [nij] L =my o py st

IIZ-'II
|

I3
I

,
P
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I
1~
“

Bu garpimin tracesi



=M, =m,n, p, .51, (3.1.1.3)
tarzinda yazilir. Burada (m , 5, ... s, £)nin farkh olmasi sart degildir.

(3.1.1.3) denkleminin saf tarafindaki ifade (m,n,..s,f) matrislerinin dairesel
permitasyonlar ile degigmez. Nitekim;

Il =t (3.1.1.4)
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formunda yazmakta her zaman miimkiindiir.

Yani, bir matris ¢arpimmnin tracesi ¢arpim faktorlerinin dairesel bir degisimi ile
degistirilemez. Aym zamanda, transpoz alma iglemi matrisin ana kdgegeninde ver
alan elemanlan etkilemez. (3.1.1.2)’deki tammin bir sonucu olarak sunu ifade
edebiliriz: bir matris ¢arpimin tracesi bu ¢arpimin transpozunun tracesine esittir. Bu
ozellik ileride sik sik kullamlacaktir.

Matris carpimlarinin ve polinomlannmn tarcelerini daha diisiik dereceden matris
carpumiariin traceleri cinsinden polinomlar seklinde ifade etmenin miimkiin olup
olmayacafim aragtiracagiz. Birgok durumda, béyle bir ifadeden alnan veya elde
edilen kesin bir form ile ilgilenmeyecegiz, genellikle boyle bir ifadenin mevcut

oldugunu bilmek bizim igin yeterli olacaktir. Boylece,

<
i~

1]

=)

(3.1.1.5)

notasyonunu ifade edecek duruma gelmig oluruz. Bu notasyonun daha agik anlamm
soyle ifade edebilirizz # P, P’nin derecesinden daha digitk dereceden matris
carpimlaninin traceleri cinsinden bir polinom olarak ifade edilebilir. Bu oldukga
onemli bir sonugtur. Efer matris ¢arpimlarinm traceleri tartisma konusu olan

ierikteki invaryantlar ise, ki ¢ogu zaman durum boyledir, 0 zaman (3.1.1.5)
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denkleminde indirgenebilir bir invaryant olan # P bir ifade halini alir. Eger P, ve
P, aym dereceden matris polinomiarn ise ve,

P ~trP, =0 (3.1.1.6)

olursa ## P ve fr P, ’nin denk oldugunu séyleriz. Bu notasyon ve terminoloji gogu

zaman cebirsel invaryantlar teorisinde kullamhr. Bu durumda  herhangt bir
invaryanta uygulanmaktan ziyade matris polinomlannin tracelerine uygulanabilmesi
igin biraz degistirilmesi gerekir.

Bu boliimde verilecek sonuglar Hamilton — Cayley teoremine dayanir, bu teorem 3x3

boyutunda bir m matrisi igin asagidaki gibi ifade edilir.

3 2

-mtrm+ r_g_[(trg)lﬂrz_n:] ~Idetm=90 (3.1.1.7)

I3
ISR

olarak yazlabilir; burada / 3x3 boyutlu birim matrisi gostermektedir ve det m, m

matrisinin determinantidir. (3.1.1.7) denkleminin tracesi alindiginda
rm + rm rm +%(ngz_;) (rm)y’ —% (trm) rm’ — tr] det m=0

2

3
rm =i irm

(¥

(trmy —3detm=0 (3.1.1.8)

ORI

[

stfira esit oldufu sonucu ortaya ¢ikar ki boylelikle detm ; rm | 1r ve

(R

ir m* *de bir polinom olarak ifade edilebilir.

Rivlin (1955) nedeniyle, (3.1.1.7) denklemine denk bir iliski;
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~(gp+ppyrm—(pm+mp)rn—(mu+nm)irp (3.1.1.9)
n

denklemi ile ifade edilir Bu denklemin qikartihgi ile ilgili bazi agiklayici bilgiler
ekler kisminda verilmigtir.

(3.1.1.9) denklemi gesitli yollardan elde edilebilir. Omegin detm’i (3.1.1.7) ve
(3.1.1.8) denkleminden elimine etmek suretiyle ve sonug olarak elde edilen iligkide

m+An+upup ile m’in yerini defigtirerek, bu iglem yapilir, bundan sonra ise

Ap’nin katsayilanm sifira egitleyerek (3.1.1.9) denklemi elde edilir. (3.1.1.7)
denkleminden bagimsiz olan bir elde etme Rivlin (1955) tarafindan verilmistir.

(3.1.1.9) denkleminde m=n=p alnarak ve (3.1.1.8) denklemini kullanarak,

(3.1.1.7) denklemi elde edilir.

$imdi ise (3.1.1.7) ifadesini p ile carparak agafidaki ifadeyi elde ederiz.

mp [(trg)z—trgzl — p det

I3
H'Gl
I3
e
3
I
+
I2
e

ve sonug olarak ortaya ¢tkan bu ifadenin tracesi alinirsa,

1 ‘ 2
rwp-wp' prme—wmp (irmy -] - irpdetm=0

elde edilir. Yukarida agiklanan notasyonda,
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q
IS,
i
(o

p (3.1.1.10)

olarak yazlabilir. Cinkii (3.1.1.5) ifadesindeki yaklagm cergevesinde bu terim
digerleri cinsinden ifade edilebilir. Aymi gekilde sagdaki (3.1.1.9) denklemini ¢ ile

garparsak ve bunun tracesini alirsak (yine aym mantik gergevesinde)

”(22£+££2+2££+2g2+££2+££_@;)2EO (3.1.1.11)
denklemi elde edilir. Kisaca yazmak istersek;
mpaprmppramprppmrpmp+pnm=Imnp

yazibr ve (3.1.1.11) denklemi,

#(Zggg)gzo (3.1.1.12)

seklinde elde edilmis olur. Fakat aym zamanda matris sonucunun tracesi kendi
faktorlerinin dairesel permiitasyonu tarafindan degigtirilmedigi icin;
3
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=trpm’, r(Tmapyg=ir
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diir. (3.1.1.11)’de byndan sonra m = n alinirsa,

(3.1.1.14)
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elde edilir. Bir sonraki durum icin (3.1.1.14) denkleminde ¢ yerine m g yazlacak

olursa,

i~
IS,
e’

1
i
o

r(m'pm+mpm

ifadesi elde edilir.

yazilabilir. Bu sonug ileride kullamimaktadyr.

Fakat (3.1.1.10) denklemine benzer bir durum ile trgﬁ’gztrﬁgggso

yazilabilir. Nitekim,

r(m'pm+mpm')q =

RN
I
IS

+

I8

=
I3,
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esitligini de yazabiliriz.

(3.1.1.15)

(3.1.1.14) ve (3.1.1.15) arasindaki iligkiler Rivlin (1955)’de matrislerin polinom

iligkileri igin bitiin detaylan ile verilmistir.

Bir sonraki yapilacak i ise rm n m p n g ifadesini dikkate almakuir. (3.1.1.14)

tipindeki bagintilar tekrar tekrar kullanmak suretiyle biz,

=

(3.1.1.16)
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:——tr(ggzg)gg—trﬂmjggzg (3.1.1.17)
Etrﬁzg__ng'f‘trz 2 2 2

esitliklerini yazabiliriz.

Gerekli olan iligki (3.1.1.17) denkleminden (3.1.1.16) denklemini gikarmak suretiyle

elde edilir. Bu durumda;

3 =0 (3.1.1.18)

I

2 2
pn

R

elde edilir. Bu iligki polinomsal matris bagmtilanndan hemen elde edilen bir
sonuctur. Bu iligkiler Adkins (1958), Spencer ve Rivlin (1959a)’de birbirinden
bagimsiz olarak ifade edilmigtir. Eger (3.1.1.18) denkleminde m ’nin yerine

A m+ pr konulursa,

3r(Am+urYpnqg=0

fif

”[12£2 +1#Cz_;+gz)+,u2£] png=0 (3.1.1.19)

elde ederiz; ki burada m’in yerine r kullanarak (3.1.1.18) denkleminden elde edilen

bagmtilar ve (3.1.1.18)’in kendisiyle birlikte agagidaki ifadeyi yazanz.

Fuwwpng+ipr mrrrm)pr gy rr’ prig=0

e
i~
I
(BN
I



bu ifadede itk ve son terimler (3.1.1.8)’de verilen ifade dikkate alindiginda sifira
egitlenir. Bu durumda vyalmizca agafidaki terimin dikkate almmasi gerekiigini

goririaz.

tr(mr+rm)p g__z.z 0 (3.1.1.20)

s
Il

Aym gekilde (3.1.1.20) denkleminde 7 yerine n+ s yazilirsa

tr{mr+rmpn’ q+ir(mr+rm)p(ns+sp)g+ir(me+rm)ps g

NN
i
(=]

ifadelerini elde ederiz. Yukandaki son ifadede traceleri alman itk ve son terimler
(3.1.1.20) denkligi nedeniyle sifira gétirilebilir. Dolayisiyla,

rimr + gg)g(g__s_ (3.1.1.21)

Il-r
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(o]

iligkisi kolayca elde edilebilir. $imdi ise ¢ yerine £g ve n yerine mtf yazmak

suretiyle

(3.1.1.21)

ifadeleri elde ederiz. (3.1.1.21),’de verilen ifadelerden ikinciyi birinciden gikaracak
olursak asagidaki sonuca ulagiriz.

tr(mr+r (3.1.1.22)
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Aym zamanda (3.1.1.21) denkleminde p’nin yerine pn ve n’nin yerine de

yazilirsa;
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trime +rm)pn(st+¢s)q=0 (3.1.1.23)
sonucu elde edilir. (3.1.1.22) ve (3.1.1.23) ifadelerini toplayacak olursak,
tr{mr+rm)pnstq=0 (3.1.1.24)

)

e

rimrpnsty)=-trirmpnsi

sonucu elde edilir. Buradan agikga gorildiugt izere m ve r matrisleri dairesel

permittasyonun diginda kendi aralarinda yer degistirdiklerinde invaryantin isareti

degisir. Aym zamanda,

s
(112
n~

w{mr+rmyppstg=trq(mr+rm)pn

ifadesi elde edilir wve (g_,g,;,g,g,g,g)ﬁ(__m_;,g,p,gg,g,g,q) yer

degistirmeleri yapilirsa;

0

!

rm(rp+

I~
W~

ynstq

sonucu elde edilir. Aym sekilde;

denkliklerinin dogrulugu gosterilebilir. Boylelikle yedinci mertebeden olan bir matris
carpinmmm tracesi, sonugtaki bitigik herhangi bir iki faktSrin karghkl olarak

degigtirilmesinden elde edilen matrisin tracesinin negatifine denktir.



Simdi (3.1.1.11) ifadesinde swastyla m, n, p, q yerine mn, pPq. s, t
konulursa;
r(mnpgrstmnrspg+pgmunrs+pgrsma

ifadesi ortaya gikar. Bu durumda her bir terimin bitisik faktorlerinin ¢ift sayr olarak
karglikh yer degistirmesi suretiyle irm n p q r s 1’den gikanlabilece§i sonucu

ortaya gikar; bunun neticesinde biitiin terimler #m n P g r s tlyeesittir ve,

(3.1.1.25)
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yazariz.

Boylece, yedinci mertebeden bir matris ¢arpuminin tracesi derecesi yediden daha
digtik matris ¢arpimlarmn traceleri cinsinden bir polinom olarak ifade edilebilir.
(3.1.1.7) — (3.1.1.25) bagntilans, bu bagmtilarda yer alan m, n, ..., ¢ matrislerinden
herhangi birinin yerine bu matrislerin polinomlart yerlestirildigi zaman yine gegerli
olacaktir. Qzellikle (3.1.1.25) denklemine dikkat ettigimiz zaman yedi veya daha
yiiksek dereceden bir matris polinomunun tracesi daha digiik dereceden matris

carpimlanmn tracelerine gore bir polinom olarak ifade edilir diyebiliriz.
Bu boliimiin ana sonuglart asafida verilen teoremde ozetlenmektedir:

4 adet 3x3 boyutlu matrisler (p  r=1,2,3,...,u) cinsinden ifade edilen herhangi

bir matris polinomu  p’nin tracesi matris garpimlanimn traceleri cinsinden bir

polinom olarak ifade edilebilir. Bu matris ¢arpimlarindan her biri agafidaki gartlars

sadlar.
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(i) Bu ¢arpimlardan herbiri g‘i ve gj formlarina ait faktorlerin bir garpimdir.

(i) Ik ve son faktérler aym matrisin kuvvetleri seklinde ortaya ¢ikmaz.
(iii) Eger bu ¢arpimlardan birisi ﬁj faktorinii igeriyorsa diger faktorleri igermez.

(1v) Higbir iki faktor birbirinin aymst degildir. Yani aym terimleri igermez.

{v) Faktor olarak p ve gf ’yi igeren herhangi bir ¢arpimda grfaktérﬁ gf ’den Once
gelir.

(vi) Eger bu ¢arpumlardan biri ﬁj, _Qj, r#s gibi iki faktor ihtiva ediyorsa bunlar

ya birbirlerini takip eden faktdrler yada carpumin ilk ve son faktorleri olarak
gozikiirler.

(vii) Higbir garpim veya sonug, p matrisine gore altinc dereceden daha biyik bir

dereceye sahip olamaz.

Bunun sonuclarindan hareketle, (i) stkkinda bahsedilen ifadenin (3.1.1.10) ifadesinde
p=m"1] esitliginin kullandmas: ile daha anlagihr hale geldigi goriliir. Burada

a21ve I] muhtemelen [ olarak ifade edilebilen bir matris ¢arpirmdir. (i) sikkinda

bahsedilen Gzellik ise; bir matris sonucunun tracesinin bu ¢arpima ait faktérierin

dairesel permiitasyona uygun olarak yer degistirmesinden etkilenmeyecegini ifade
eder, béylece trg_g: Qg_j = trg;‘;*ﬂ [1 yazlabilir. (i) gkkindaki ifade ise aym
zamanda (3.1.1.10) egitligtnin bir sonucudur. (iv) ise (3.1.1.14)’den tiretilmigtir.
(vy'deki ifade (3.1.1.15)den ve (vi)’deki ifade (3.1.1.18)’den ve (vii)'deki sonug ise
(3.1.1.25) denkliginden faydalanilarak ifade edilmigtir.

3.1.2. Simetrik fkinci Mertebeden Tansorlerin invaryantlan

Bu bdlimde, g,b,.., f simetrik matrisleriyle ilgili olan ve indis notasyonunda

a,; b, .., [, olarak ifade edilen simetrik ikinci dereceden tansériere ait bir cimle

igin minimal oldugu gosterilen bir tamhk bazim ifade etmeye galigacafz. (1.2.3.5)

ifadesinden bdyle bir tamhk bazimin # []’nin invaryantlanndan olusturuldugunu



goriyoruz. Burada [l matrisi; ¢, 2, ..., f matrislerinden olugturulmug herbangi bir

matris ¢arpimdir. Biitiin bu invaryantlar ¢ift invaryantlar olarak degerlendirildiginde
bunlarin full veya uygun ortogonal bir grubun transformasyonu altinda invaryant
kalip kalmadigim diiginmek oOnemini yitirmektedir. Daha agik bir ifade ile, full
ortogonal grup ile uygun ortogonal grup transformasyonlan gift invaryantlar igin
aym sonuglan Gretmektedir.

Bir 6nceki bolimde elde edilen sonuglar dogrudan dogruya # [1 formuna ait

invaryantlarin indirgenmesine uygulanmugtir. Gerekli olan kural; gegen boliimiin
sonunda verilen teoremin sartlarm saglayan matris ¢arpimlarma ait tracelerin tamhk
bazina dahil edilmesidir. Aynca simetrik matrislerden elde edilen bir matris
carpimunin transpozunun ¢arpimda yer alan faktorlerin ters swada (sondan baga
dogru) yazilmasiyla elde edilebilecegini de goriiyoruz. Sonug olarak, bir matris
garpunmnin tracesi o ¢arpumn transpozunun tracesine esit oldufundan: simetrik
matrislerden olugturulan bir matris carpimunin tracesi ¢arpun faktorlerinin ters sirada

yaziimastyla elde edilen matris ¢arpimlannin tracesine esittir.

Gegen boliimiin senunda verilen teoremin (vii) gikkina gore, tamhk bazinda yer alan
invaryantlardan higbirinin derecesi matris elemanlan cinsinden altidan daha biyiik
dereceli terimler igermez. Boylece, higbir invaryantin alti farkli matristen daha fazla
matrisi biinyesinde bulunduramayacagi anlagilmis olur. Bu yiizden en fazla alt1 farkh

matrisin invaryantlarint géz Sniine almak durumundayiz.

Verilen belli sayidaki matrisler igin yalmzca sonlu sayida matris ¢arpimlan Boliim
3.1.1’in sonunda verilen teoremin gartlanm saglayabilir. Boylece bu teorem ikinci
dereceden tansorlerin herhangi bir sonlu ciimlesi i¢in sonlu bir tamlik bazimin
yazilmasim mimkin hale getirir. Genellikle bu tamhk bazt minimal bir taban
degildir. Boylece ileride gosterilecek olan prosedur birden alttya kadar olan matrisler
icin teoremin sartlanm saglayan invaryantlaria listesini agia ¢ikanr ve sonrada bu
invaryantlardan digerleri cinsinden yazilabilenleri ifade eder. Tamhk bazlarmn
mimkiin olan invaryantlarm yazarken; simetrik matrislerin bir matris ¢arpimmna ait

tracesinin carpimda yer alan faktérlerin dairesel permiitasyonla degigtirilmesinden
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etkilenmeyecedi veya carpim faktorlerinin transpozu alindiy zaman sonucun
defismeyecegi gercefini her zaman dikkate aliyoruz. Bir matris igin burada
bahsedilen sonu¢ acgikca bilinmektedir. iki matris igin bu sonug¢ (Riviin 1955)de
verilmigtir, igten bese kadar olan matrisler igin  Spencer ve Rivlin
(1959a,b;1960)'nin galigmalarinda mevcuttur. Altt matris icin ise Spencer (1961)'mm

caligmast incelenebilir.

3.1.2.1. Bir matris a

Tek matris g’ mn Bolim 3.1.1°deki teoremin gartlarina uyan invaryantlari,

ra, ra’, g’ (3.1.2.1)

seklinde ifade edilir ve bunlarin higbiri diger matrislerin terimleriyle agiklanamaz.

3.1.2.2. iki matris g, b

Sadece tek bir matris igeren invaryanta ek olarak bolim 3.1.1'in sonunda verilen
teoremin gartlarini saglayan asafidaki matris sonuglarinin tracelerini de goz Oniinde

bulundurmak gerekir.
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IS
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Bunlann itk dorda sadelestirilemez. Sonuncu terim olan (# g b (.=12 Q‘ Yyi (3.1.1.15)
denklemiyle kiyaslayip dairesel permiitasyonu da goz onine alarak #r 4°(a b a’)

formunda yazabiliriz. Daresel permiitasyona sadik kalmadan sadece parantez

icerisindeki terimin sirasin ters ¢evirirsek bu invaryantin igareti degisir, yani;
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yazariz. Bu negatif igaretli terim yine dairesel permiitasyon geregince

(3.1.2.2)

~
=
(&)

™~
e
[N}
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I
R
I
i~}
1S
(s}
S

~1rb’(a" ha)=-1(g

i

[

seklinde yazlabilir. ~ $imdi de #g ba' b’ teriminde yer alan matrislerin

transpozunu  aldiktan sonra tracesini ifade edersek sonucun degismeyecegini

bildigimizden,
rabd B =trb’d’ba=tra’h ab’ (3.1.2.2)

esitligini yazabiliriz. (3.1.2.2)1 ve (3.1.2.2), ifadelerini dikkate alarak
: < (3.1.2.3)
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egitlikleri olusturulur. Burada matematiksel bir tutarsizitkla kargilagtiimz

gorityoruz. Pozitif bir deger kendi kendisinin negatifine esit olamayacagina gore bu

belirsizligi ortadan kaldiracak tek gikig noktamiz bu degeri sifira egitlemektir.

(3.124)
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yazarak bu terimi invaryantlar listesinden gikanniz. Bu durumda ikinci dereceden

simetrik iki matris igin geriye kalan terimier asafidaki gibi ifade edilebilir.
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3.1.23 Ugmatris a, b, ¢

Yukanda iki matris igin verilen invaryantlara ilave olarak asagidaki matris

sonuglarinn tracelerini gHz Oniinde bulundurmak gereklidir,

222 2 2 2
¢ .ab’d¢

1=
(S0
e
E<)
| ¥
iy
e
b=
»
11
N
1o
N
S
iR
w
e
i
Iy

Ayrica bu matris carpimlarindan dairesel permiitasyonla elde edilen yeni ¢arpimlarin
tarcelerim de degerlendirmek gerekir. Yukandaki listede yer alan ilk terim olan

tr(abc)’yi dikkate alip bu terimin hem dairesel permiitasyonlarim hem de

transpozunu agagidaki gibi ifade edebiliriz.

rahe=uwh

Hex

c‘:ﬁ:ﬂ' :

Hey
12
IS
i
3
IRy
e
fic
1
3
e
i1n©
IS
n
iy
e
(SY
s

Boylece sadece #abc’yi alikoymak yeterli olmaktadir. Benzer sekilde

ilave olarak #rb’ca ve trc’ab’yi eklemek gerekir. Aym yaklagimla trg2 bc,
rb’c’a ve tr¢*a’h invaryantlan tambk bazina dahil edilmelidir. Geriye kalan

invaryantlar sadelestirilebilir. (3.1.1.15) bagintist yardimiyla, matris ¢arptminda yer
alan faktorlerin dairesel permitasyona gore degistirilmesi ve faktorlerin ters swrada

yazilmas: (transpozu ahnarak) sonucu degistirmeyecek diigiincesiyle

q
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e
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ifadesini yazabiliriz. Buradan rgb a’c =0 ve bu terimle } ’nin yerine 4" yazarak

ra Q _gfg =0 1ifadesini elde ederiz. Sonu¢ olarak ¢arpim faktorlerinin dairesel

degigimleri ve transpozlanindan faydalanarak, (3.1.1.14) ve (3.1.1.18) formundaki
bagintilar yardimyla



(3.1.2.5)

ifadesi elde edilir. Boylece tamhk bazinda alikonulmast gereken invaryantlan

asafidaki gibi yazabiliriz.
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e
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Burada yer alan frg’bc,trb’ca,tr¢’ab, terimlerinde dairesel permiitasyona
gore matrislerin degistifi gozlenmektedir. Kisabk saglamak amaciyla bu degisimi
gostermek iizere bu (¢ terimin yerine fra’fc’ yazabiliriz. Burada ¢ matrisinin
izerine konan * Ust — indisi matrislerin dairesel permiitasyona gore degstirilip

yazilmas: gerektifini gostermektedir. Aym mantk g’ bc, b’ *b'a

e

/s

Hey

terimlerine uygulanirsa bu (giiniin yerine sadece Ir g2 lj g_:_* yazmanin yeterli

oldugu gortilecektir. Ug simetrik matris i¢in tiim invaryantlann bir arada gorilmesi

agisindan hepsini yeniden yazacak olursak agagidaki liste elde edilir.

ra,tra’,wa

wh., oy, wh’

re, e’ me’

rab, trab’, wha', ra'd’

rbe, whe', weld', wb'e

trac, trac, reg, wra'c
rabe,ra’be wbca r’ab wa’b’c, wb’’a, irc’b’a

3.1.2.4 Dért matris g, b, ¢,

e,
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Yukandaki listede verilen invaryantlara ilave olarak tracelerini géz oniine almamiz

gereken matris garpimlan,
abed . gbcd , a'b’cd ., dhacd
ve d,b,c,d matrislerinin permitasyonu ile bunlardan elde edilen garpimlarm

tracelerini de dikkate almarmz gerekir.”

a,b,c,d nin her birine gore lineer olan {i¢ farkh invaryant agafidaki gibi goz

éniine alinabilir,

rabcd,rabdg,trachd (3.1.2.6)
Bu arada,
raXbcd=wbXcda=tr¢ydab

oldugunu hatirlayarak bu invaryantlar arasinda (3.1.1.12) tarzinda yalmzca bir farkh
baginti oldugunu goririz. Bu diginceyi (3.1.2.6)’da verilen invaryantlardan
herhangi birini diger ikisi cinsinden ifade etmek i¢in kullanabiliriz. Sonug¢ olarak,
(3.1.2.6)’da verilen invaryantlardan yalmzca iki tanesini tamlik bazinda alikoymak

gerekir, bunlarda
wabcd, rabd¢
olur.

2

Yukandaki tartigmada a matrisi yerine a’yi kullanarak,

2

rd’bed, ra’bde, v

IS
IR
nes

bd invaryantlarindan  yalmzca iki tanesini

ahkoymak gerektigint diigiiniiriiz. Bu invaryantlarn igeren diger baZmtilar tesis
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edilebilir. Ancak bu iligkiler bize yeni bir bilgi saglamaz. Stphesiz benzer sartlar
b,c ve d’nin ikinci dereceden terimlerini igeren invaryantlara da uygulanabilir.

Boylece tamhik bazinda

tra’bed, ra’

fi
I
ne

invaryantlarim  altkoyariz. Bunlara ilaveten g,b,c,d faktorlerinin  dairesel

=

permiitasyonu ile bunlardan elde edilen invaryantlann da tambk bazmma eklemek
gerekir,

Daha sonra g, b matrislerine gore ikinci dereceden ve ¢ ,d matrislerine gore
birinci dereceden invaryantlars dikkate alinz. Yalmz hemen indirgenemeyen bu

invaryantlar tra’b’cd ve tra’ b’ d ¢ olup asagda verilen,

(&)

S
IS
™
SN
he
&
]
o

bagmtidan ve (3.1.1.18) tarzindaki bagintilardan yant,

matrislerinin herhangi iki tanesi igin ikineci dereceden geriye kalan iki tanesi igin
birinci dereceden terimler igeren invaryantlara uygulanabilir. Bu durumda geriye

kalan invaryantlar,

matris carpimlarinn traceleri seklinde elde edilir.
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Simdi #wa'bacd ve bu terimde yer alan b,c,d matrslerinin

permiitasyonlartyla elde edilen invaryantlan géz émine aliyoruz. (3.1.1.20) tipindeki
bagint1 yardimiyla

ra bacd*—tra bacd——tra dach (3.1.2.7)

ifadesini yazabiliriz.

Aym zamanda !rgfb Yacd=0 iligkisi ile (3.1.1.10) ve (3.1.2.7) bagmtlarinin

kullamimasindan sonra;

22‘ra bacd+21ra badc¢c=0 (3.1.2.8)

denkligi elde edilir. (3.1.2.7) ve (3.1.2.8)’den ve benzer bagmtilar yardumyla asagida
verilen invaryantin tamlik bazina dahil edilmesi gerektifini gorayoruz.

Ayrica a,b,¢,d matrislerinin dairesel permiitasyonu ile yukandaki invaryanttan

tiretilen diger invaryantlannda tamhk bazina dahil edilmesi gerekmektedir. Bu
invaryantlann tespit edilmesi esnasindaki bagmtilar daha dnce yapilan iglemlerin bir
tekrant olacag igin burada verilmemigtir. Dort simetrik matris igin invaryantlarmn tam

listest agagida verilmistir.

3
e
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SN
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trog, trbe, b, wh'e
trac, trac’, wred, ra'c
rad, wad', wdg', rad

Bes ve alti matris i¢in benzer iglemler yapilarak ilave invaryant parametrelerin nasil

elde edildigi Spencer(1971) de agiklanmaktadir. Bu eserde aym

antisimetrik matrislere ait invaryant parametrelerin nasil belirlendigi de ifade

edilmektedir. Bu caligmanin hacmini daha fazla buylitmemek igin antisimetrik

matrislerle ilgili detaylara girmiyor ve bu konu hakkinda giris kisminda verdigimiz

bilgilerle  yetiniyoruz. Asagida verilen ¢izelgede matrisler icin

parametreler dzetlenmistir.



59

Cizelge 2. Bu ¢izelgede verilen matris garpmmlanmn traceleri uygun ortogonal grup

icin tamlitk bazlarim olusturur.

Matrisler Matris Carpimlan

a a, a’;, a

abh Tab, ab**;, a'b’

a b, c abe, a*be*: atbic*

ab,cd abed; abdc, a*bed*; o> bhdc*
abed, a’ctbd, a*d*be, b*cad,
Vd’ac, ¢*d*ab, ahacd*

ab,c de abede, abdec, abecd, ached,
acdbe, adcbe, a°bede*, o’ beed*
a*chde*, a’*bhedc*

ab,c de f ac febd, adcb fe, adc fbe, ad fbce, ad fhce,

aebdc f, aechd f, aecdb f, aedbc f, aedch f

Bu ¢izelgede bazi harflerin Gzerinde iist indis geklinde yer alan * igareti ; o terimde

yer alan her bir matrisin dairesel permiitasyon kuralina goére yer degistirerek

yazilmasi gerektigini ifade eder.
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4. BULGULAR

Bu bolimde, Spencer(1971)’ dan faydalanarak daha O6nceki bolimlerde teorik
temelleri verilmeye c¢ahgilous olan invaryant parametreler MATLAB paket
programindan faydalanarak belirlenmeye ¢aligilmaktadir.

Simetrik bir 4 matrisi igin, MATLAB programinda agafidaki  sembolik

tammlamalar yapilmig ve elde edilen sonuglar asagida verilmigtir.

all=sym(‘all",

al2=sym(‘al2'),

al3=sym('al3");

aZl=sym('al2’);

a22=sym('a22'");

a23=sym('a23");

a3 1=sym('al3’),

a32=sym('a22'),

a33=sym('a33"),

A=[all al2Z al3; a2l a22 a23; a31 a32 a33]
AA=A*A ( A matrisinin karesi)

AAA=A*A*A ( A matrisinin kiibii)

DETA=det(A) ( A matrisinin determinant:)
INVA=inv(A) ( A matrisinin tersi)

TRA=trace(A) ( A matrisinin trace’i)
TRAA=trace(A*A) ( A matrisinin karesinin trace’ i)
TRAAA=trace(A*A*A) ( A matrisinin kitbiiniin trace’i)

A=

[all, al2, al3]
[ 212, 222, a23]
[a13,@} 233]

y
e
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AA=

[ all"2+al272+al1372, al1*al2+a12%322+al3%a22 all*al3+al2%*a23+al3*a33]
{all*al24+al2%a22+a23%a13, al2"2+a22"2+a23%a22, al2*al13+a23*a22+a23*%a33]
[ all*al3+al2¥a22+al3%a33, al2%al13+a2272+a33%a22, al3"2+a23*a22+a33"2]

AAA =

[(a1172+a1272+a1372)*al 1+(al 1 *al2+a12*a22+a13%a22)*al 2+(al 1 ¥al3+al2%a23
+al3*a33)*al3,

(al172+al272+al1372)*al2+(al 1*al2+a12%a22+al3*a22)*a22-+(al 1 *al3+al2*a23+
al3*a33)*a22,

(al172+al2”2+al13/2)*al3+(al1*al2+al2*a22+al3*a22)*a23+(al 1 *al3+al2*a23+
a13*a33)*a33]

{(al1*al2+al2*a22+a23*al3)*al 1-+(al2/2+a22"2+a23*a22)*al2+(al2*al3+a23%a
22+a23*a33)*al3,
(al1*al2+al2%*a22+a23%*al3)*a12+(al2/2+a22"2+a23*a22)*a22+(al2*al3+a23*a2
2+a23*a33)*a22,
(al1*al2+al2%a22+a23%*al3)*al3+(al2/2+a22"2+a23%a22)*a23+(al2%al3+a23*a2
2+a23%a33)*a33]
[(all*al3+al2*a22+al3*a33)*all+(al2*al3-+a22"2+a33*a22)*al2+(al3"2+a23%a
22+a33"2)*al3,
(all*al3+al2*a22+al3%*a33)*al2+{al2*al3+a22"2+a33%a22)*a22+(al3/2+a23*a2
2+a33/2)*a22,
(al1*al3+al2%a22+al3*a33)*al3+(al2¥al3+a22"2+a33%a22)*a23+(al3/2+a23*a2
2+a33"2)*a33]

DETA =
all*a33*a22-al1*a23*a22-a12"2*a33+al2*al3*a22+al3*al2%a23-a13"2%a22

INVA =
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[a22*(a33-a23)/(a11*a33*a22-a11*a23*a22-
al2”2%*a33+al2*al3%a22+al3*al2*a23-al13"2*a22),(-
al2*a33-+al3*a22)/{al1*a33%a22-a11%a23*a22-
al272*a33+al2*al3*a22+al3*al2*a23-a13"2%*a22),-(~
al2*a23+al3%a22)/(al1*a33%a22-al1*a23*a22-
a1272*a33+al2*a13%a22+al13*al2%a23-a13/2*a22)]
[-(a12*a33-a23*a13)/(al1*a33*a22-a1 1*a23%a22-
al272*a33+al2*al3*a22+al3*al2%a23-a13/2*a22),(al1%a33-
al372)/(al1*a33%*a22-a11*a23%*a22-a12"2%a33+al2*a13*a22+al3*al2%a23-
al3"2¥a22}) (-al1*a23+al2*al3)/(al1*a33*a22-al1*a23*a22-
al2™2*a33+al2*al3*a22+al3*al12*a23-a13/2%a22)]
[a22*(a12-a13)/(a11*a33*a22-a11*a23*a22-
a1272*a33+a12*a13*a22+a13*a12*a23-a13"2*a22),-(a11*a22-
a12*a13)/(a11*a33*a22-a11*a23*a22-
a12/2*a33+al12*a13%a22+a13*a12%a23-a13%2*a22),(a11*a22-
a1272)/(a11*a33"a22-a11*a23*a22-a12*2*a33+a12*a13*a22+a13*a12*a23-
a13"2*a22)]

TRA =
all+a22+a33

TRAA =
al17°2+2%a12/2+2%313"2+a22/2+2*a23*a22+a33"2

TRAAA =
(a1172+a12°2+a13/2)*al 1+(al1*a12+a12%a22+a13%a22)*a12-+(al 1*al3+al 2223+
al3*a33)*al3+(al1*al2+al2*a22+a23*al13)*al2+(al 2" 2+a22"2+a23%a22)*a22+(a
12*al3+a23%a22+a23*a33)*a22-+(al 1 *a13+al2*a22+al3*a33)*al3-Hal 2*a13+a22
A2+a33*a22)*a23+(al3/2+a23*a22+a33"2)*a33
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Simetrik 4, B matrisleri igin, MATLAB programinda agagidaki sembolik

tammlamalar yapilmig ve elde edilen sonuclar agagida veritmistir.

all=sym(all’),

al2=sym(‘al2’),

al3=sym(‘al3"),

a2l=sym(‘al2’), -
a22=sym('a22"),

a23=sym('a23");

a3 1=sym('a13");

a32=sym('a23");

a33=sym('a33');

b11=sym('b11");

b12=sym(b12);

b13=sym('b13");

b21=sym('b12";,

b22=sym('b22"),

b23=sym('b23"),

b3 1=sym('b13");

b32=sym('b23");

b33=sym('b33"),

A=[all al2 al3; a2 a22 a23; a31 a32 a33]
B=[b11 b12 b13; b21 b22 b23; b31 b32 b33]
BB=B*B

BBB=B*B*B

DETB=det(B)

INVB=inv(B)

TRB=trace(B)

TRBB=trace(B*B)
TRBBB=trace(B*B*B)
TRAB=trace(A*B)
TRABB=trace(A*B*B)
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TRBAA=trace(B*A*A)
TRAABB=trace(A*A*B*B)

A=

[all, al2, al3]
[a12, a22, a23]
[ al3, a23, a33]

B =

[bll, b12, b13]
[ b12, b22, b23]
[ b13, b23, b33]

BB =

[ b11724b1272+b1342, bl1*b124+b12*b22+b13%b23, bII*bI3+b12¥b23+b13*b33]
[ b11*b12+b12*b22+b13*b23, b1272+b22"°2+b23"2, b12¥b13+b22*¥b23+b23%b33]
[bI1*b13+b12%b23+b13%b33, bI2*b13+b22*b23+b23*b33, b13/2+b23/2+b3372}

BBB =
[(b1152+b1252+013%2)*b11+(b11°b12+b12*b22+b13*b23)*b12+(b11*b13+b1
2*523+b13*033)"b13,
(b1172+b1242+D13%2)*b12+(b11*b12+b12*b22+b13*023)*b22+(b11*b13+b1
2*523+b13*b33)*b23,
(b11A2+b12424513/2)*b13+(b11*b12+b12*022+b13*023)*b23+(b11*b13+b1
2*023+013*033)*p33]

[(b11*D12+b12*b22+b13*b23)"b1 1+(b12/2+b22/2+b23%2)*b 12+(b12*b13+b2
2*023+b23*b33)*b13,
(b11*b12+b12*b22+b13*023)*b12+(D12/2+b22/2+b232)*b22+(b 120 13+b2
2*h23+b23*033)*b23,



65

(b11°b12+b12*b22+b13"023)*b13+{(D12°2+b2242+b23*2)*b23+(b12*b13+b2
2*623+b23*H33)*b33]
[(b11*b13+b12*b23+b13*b33)*b11-+{(b12*b13+b22*b23+b23*b33)*b12+(b13/2+b
23°2+h33/2)*b13,
(b11*b13+b12*b23+b13*b33)*b12+(b12*b13+b22¥b23+b23*b33)*b22+Hb1372+b2
3M+b3372)*b23,
(b11#b13+b12%b23+b13*b33)*b13+(b12%b13+b22*b23+b23*b33)*b23-+(b1372+b2
372+53372)*b33]

DETB =
b11¥b22%b33-b11%b23/2-b12/2*033+2*b12*b13*b23-b13/2%b22

INVB =

[-(b22%533-b23°2)/(-b11%b227b33+b115b23/2+b1272%b33-
2¥b12*b13*b23+b13°2%522),-(-b12*b33+b13*b23)/(-

b11%b22*b33+b1 1%b2372+b12/2%633-2%512*b13*b23+b1372%b22) (-
b12%b23+b13*b22)/(-b11%b22%b33+b11*b23/2+b12/2%b33-
2%b12*h13*b23+b13/2*b22)]

[-(-b12*b33+b13%b23)/(-b1 1*b22*b33+b11*b23/2:+b12/2#b33-
2%b12%b13*b23+b13/2*b22),(-b11*b33+b13°2)/(-
b11*b22*b33+b11*b2372+b12/2*b33-2b12*b13#b23+b13/2*b22),-(-
b11*b23+b12*b13)/(-b11*b22*b33+b11*b23"2+b12/2%b33-
2#512%b13%b23+b13/2%b22)]
[(-b12¥b23+b13%b22)/(-b11¥b22%b33+b11*b23/2+b12°2%b33-
2¥p12%h13%h23+b137°2%b22),-(-b11*b23+b12#b13)/(-
b11#b22%b33+b11%b2372+h1272*b33-25b12*b13%b23+b13°2%b22),-(b11%b22-
b12/2)/(-b11*b22*b33+b11*b2372+b12/2*b33-2%b12*b13*623+b13/2*b22)]

TRB =
b11+b22+b33
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TRBB =
b1172+2%p12/2+2%b13/2+b22/2+2%623/2+b33"2

TRBBB =

(b11/2+b1272+b132)*b1 1+2%(b11*b12+b12*b22+b13*b23y*b12+2*(b1 1*b13+b1
2¥h23+b13%b33)*b13-+(b12/2+522/2+b23/2)*b22+2%(b12%b13+b22¥b23+b23*b33
Y¥b23+(b13°2+b23/2+b33/2)*b33

TRAB =
al1*b11+2%*al2*b12+2*al13*b13+a22%b22+2%a23*b23+a33*b33

TRABB =

(al1*b11+al2*b12+al3*b13)*b11+(al 1¥b12+al2*b22+al3*b23)*b12+al 1 *b13+a
12%023+a13*b33)*b13+(al12%b11+a22%b12+a23*b13)*b12+(al 2%b12+a22*b22+a2
3*623)*b22-+(a12*b13+a22*b23+a23*b33)*b23+(a13*b11+a23*b12+a33*b13)*b13
+(a13%b12+a23*b22+233%b23)*b23+(a13*b13+a23%b23+a33*b33)*b33

TRBAA =
(all*bl1+212*b12+al3*b13)*al1+(al2*bl1+a22*b12+a23¥b13)*al2+(al3*bl1+a
23*b12+a33*b13)*al3Hall*b12+al2*b22+al3*b23)*al12+(a12*b12+a22*b22+a2
3*b23)*a22+(al3*b12+a23*b22+a33*b23)*a23Hal1*b13+al2*b23+al3*h33)*al3
Hal12*b13+a22*b23+a23*b33)*a23Ha 13 *b13+a23*b23+a33*b33)*a33

TRAABB =

((al172+a12°2+a13°2)*b11+(al 1*al2+al2*a22+a23*a13)*b12+(al 1¥a13+a12%a23
+a13*a33)*b13)*b11+((al11"2+al12"2+al372)*b12+(al 1*a12+al12*a22+a23*al3)*b
22+(all*al3+al2*a23+al3%a33)*b23)*b12+((al 1"2+al2/2+al3/2)*b13+(al 1 *¥al2
+al2*a22+a23*al3)*b23+Hall*al3+al2*a23+al3*a33)*b33)*b13+{(al1*al2+al2*
a22+a23*al3)*b11+(al2/2+a22"2+a23/2)*b12+(al2*al13+a23*a22+a23*a33)*b13)
*b12+((all*al2+al2*a22+a23*al3)*b12+(al2/2+a22"2+223/2)*b22++Hal2*al3+a2
3*322+a23%a33)*b23)*b22+((al 1*al 2+a12*a22+a23*al3)*b13+(a12/2+a22°2+a23
A2)*b23+(al2%al13+a23%a22+a23%a33)*b33)*b23+((al 1*al3+al2*a23+a13*a33)*b
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11+(al12*a13+a23*a22+a23%a33)*b12+(al 3°2+a23"2+a33/2)*b13)*b13+((al1*a13
+a12%a23+al3*a33)*b12+(al2*al 3 +a23%a22+a23%a33)*b22+H(a13/2+a23"2+a33"2
)*b23)*b23+((al 1*al3+a12*a23+a13*a33)*b13-+al2*al 3+a23*a22+a23*a33)*b23
Hal3/2+a23/2+a33/2)*b33)*b33

Simetrik 4, 5,C matrisleri i¢in, MATLAB programinda asagidaki sembolik

v

tammlamalar yapiinmg ve elde edilen senuglar agagida verilmigtir.

all=sym('all’),
al2=sym('al12'),
al3=sym(‘al3),
a2l=sym('al2'),
a22=sym('a22'),
a23=sym('a23'),
a31=sym('al3’),
a32=sym('a23");
a33=sym('a33");
b11=sym(b11’),
b12=sym('b12');
b13=sym('b13";
b21=sym('b12'),
b22=sym('b22'"),
b23=sym('b23"),
b3 1=sym(b13'),
b32=s5ym('b23");
b33=sym('b33"),
cli=sym('c11"),
c12=sym('c12"),
c13=sym('c13"),
c21=sym('c12"),
c22=sym('c22'),
¢23=sym('c23"),



68

c31=sym{'c13"),
c32=sym('c23'),
¢33=sym('c33");

A=[all al2 al3; a21 a22 a23; a31 a32 a33]
B=[b11 b12 b13; b21 b22 b23; b31 b32 b33]
C=[c11 c12 c13; c21 ¢22 ¢23; c31 ¢32.¢33]
CC=C*C

CCC=C*C*C

DETC=det(C)

INVC=inv(C)

TRC=trace(C)

TRCC=trace(C*C)

TRCCC=trace(C*C*C)

TRAC=trace(A*C)
TRABC=trace(A*B*C)
TRAABC=trace(A*A*B*C)

A=
[all,al2 al3]
[ al2, a22, a23]
[ al3, a23, a33]

B =

[bl1, bl12, b13]
[ b12, b22, b23]
[ b13, b23, b33]
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C=
[ell, cl2, cl13]
[ c12, c22, c23]
[ c13, €23, ¢33]

CC= -

[c117"2+¢1272+¢1372, cl1*¢c12+¢12%¢22+¢c13%*¢c23, cl11*¢c13+c12%c23+c13%*c33]
[ e11*c12+¢c12%c22+¢13%*¢23, ¢1272+¢2272+¢23"2, ¢12%¢13+c22*c23+c23*¢33]
[c11*c13+c12*c23+c13%c33, cl2¥c13+c22%c23+¢23%c33, c¢1372+c23”2+¢3372]

CCC=

[(c1172+¢1272+¢13°2)*c1 T+ (cl 1*¢12+¢12%¢22+¢c13%¢c23) 1 2+(cl 1 #c13+c12%c23
+c13*¢c33)*cl3,

(c1172+c12"2+c132)*c12+(cl 1 #c12+c12%c22+c13%¢23)*c22+(c1 1 *c13+c12%¢23+
c13%*c33)*c23,

(c1172+¢12°2+¢13/2)*c13+(cl 1 *cl12+c12%c22+c13*¢c23)*c23+(cl 1 *cl3+¢c12*c23+
c13*c33)*c33]

[(c11*cl2+cl2*c22+¢c13*c23)*cl 1+ (c12/2+c22/2+c23/2) *c12+(c12%c13+¢22*¢c23
+¢23*¢33)*cl3,
(cl1*cl2+ci2*c22+¢c13%c23)*c12+H(c12/2+c22/2+¢23/2)*c22+(c12%c13+c22*¢23+
€23*c33)*¢c23,
(c11%¢12+¢12%¢c22+¢13%¢23)*c13+(c12/2+¢22/2+¢c23°2)*c23+(c12%c13+¢c22%c23+
€23*¢33)*¢33]

[(c11¥c13+c12%¢23+¢13*c33) el 1+{(c12¥c13+¢22%¢c23+¢c23%¢33)*c12+(c13/2+¢23
A2+c3372)*¢l3,
(c11*c13+¢12%c23+c13%c33)*c12+(c12*c13+¢c22%c23+c23*c33)*c22+(c13/2+c234
2+¢33/2)*¢23,
(c11¥c13+ci2%c23+c13%c33)*c13+(c12%c13+c22*%c23+c23%c33)*¢23+(c13/2+¢234
2+¢3372)*¢33]
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DETC =
cl1¥c¢22*%¢33-c11%¢2372-c12/2*c33+2*¢c12*¢c13*c23-c13/2%c22

INVC =

[(c22*¢33-c2372)/(c1 1%¢22%¢33-c11%¢23/2-¢c12"2*%c33+2%¢c12*¢c13%¢23-
¢1372%¢22),(-c12*¢33+¢13%*¢c23)/(c11*c22%¢33-¢11%¢2372-
c1252%¢33+2*¢12%¢c13%*¢23-¢1372%¢22),-(-c12%c23+c13%c22)/(c1 1*c22%c33-
c11%¢2372-¢1272%¢33+2%¢12%c13%c23-¢c1372%¢22))]
[(-c12%c33+c13%*c23)/(cl1*c22%¢33-c11%c23/2-c1272*c33+2%c12*%c13 %23
c1372*¢22),(c11*c33-c13/2)/(c11*c22*c33-c11%c23/2-
c1272*¢33+2*¢12*c13*%¢23-¢1372%c22),-(c1 1 ¥¢23-c12*c13)/(c11*c22%c33-
c11*¢23/2-¢12/2%¢33+2%¢12%c13%c23-c13/2%¢22)]
[-(-c12*¢23+¢13*¢22)/(cl 1*c22%¢33-c11%¢2372-c12"2%¢33+2%c12*%¢c13%c23-
¢1372%¢22),-(c11*¢23-c12%c13)/(c] 1#c22*c33-c11%¢2372-
c12/2%¢33+2%c12%c13%c23-¢1372%¢22),(c11%c22-¢127°2)/(c1 1%¢22%¢33-

c11%¢2372-¢1272%¢33+2%¢12¥%c13%¢23-c13/2%c22)]

TRC =
cl1+c22+¢c33

TRCC =

cl172+2*¢12/2+2%¢1372+¢22"2+2%¢23"2+¢3372

TRCCC =

(c1172+c12°2+¢1372)*cl 1+2*(cl 1 *c12+c12%c22+¢c13*c23)*c12+2%(c1 1 *c13+c12*
€23+¢13*¢33)*c13+(c12/2+¢22/2+c2372)*c22+2*(c12*¢c13+c22*¢c23+c23%c33 ) *c2
3+(c1372+¢23/2+¢33"2)*c33

TRAC =
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all*cl1+2*al12*ci2+2%al13*c13+a22*c22+2%a23*c23+a33*c33

TRABC =
(al1*b11+a12*b12+a13*b13)*cl 1-H{al 1*b12+a12*b22+al3*b23)*c12+(al 1*b13+a
12#523+213*b33)*c13+(a12*b1 1+a22*b12+a23*b13)*c12-+(212%b 1 2+a22%b22+a2

3b23)*c22+(a12*b13+a22*b23+a23*b33)*c23-H(a13%b1 1+a23*b12+a33*b13)%c13
+(a13*b12+a23*b22+a33%b23)*c23+Hal3*b13+a23*b23+a337b33)*c33

TRAABC =

((al172+al272+al372)*bl1+(al1*al2+al2*a22+a23*al3)*b12+(al 1 *al3+al2*a23
+al3*a33)*b13)*cl1+(al172+a12/2+a13/2)*b12+(al 1 *al2+al2*a22+a23*al3)*b
22+(all*al3+al2*a23+al3*a33)*b23)*c12+((al 1"2+al12"2+al3"2)*b13+(al 1*al2
+al2%a22+a23*al3)*b23+(al1*al3+al2*a23+al3*a33)*b33)*c13+((al 1*al2+al2*
a22+a23%a13)*b11+(al2°2+a22/2+a232)*b12+(al2*al 3+a23*a22+a23*a33)*b13)
*cl12+((al1*al2+al2*a22+a23%a13)*b12+(a12"2+a22"2+a2372)*b22+(al2%al3+a2
3*a22+a23%*a33)*b23)*c22+((al1*al2+al2*a22+a23*a13)*b13+(al2"2+a22"2+a23
~2)*b23+(al12*al3+a23*a22+a23*a33)*b33)*c23+((al 1 *al3+a12*a23+a13*a33)*b
11+al2*al3+a23*a22+a23*a33)*b12+(al3/2+a23"2+a33/2)*b13)*c13+((al 1*al3
+al2*a23+al3*a33)*bl12+(al2*al3+a23*a22+a23*a33)*b22+(al3/2+a23"2+a33/2
)¥b23)*c23+((all*al3+al2*a23+al3*a33)*b13+(al2*al3+a23*a22+a23*a33)*b23
+(al3"2+a23"2+a33/2)*b33)*c33

Simetrik 4, B, C, D matrisleri igin, , MATLAB programinda agagidaki program

hazirlanarak, bu programin gahgtinlarak elde edilen sonuglar sembolik olarak

agag@ida verilmistir.

all=sym('al1"),
al2=sym('al2'),
al3=sym('al3');
a2l=sym('al2’);
a22=gym('a22");
a23=sym('a23'),



a3 1=sym('al13"),
a32=sym('a23");

a33=sym('a33'); -

bl1=sym('b1l’),
b12=sym('b12");
b13=sym('b13’);
b21=sym('b12'),
b22=5ym('h22’);
b23=sym('b23");
b31=sym('b13");
b32=sym('623");
b33=sym('b33");
cll=sym('cll’);
c12=sym('c12");
cl13=sym('c13");
c21=sym('c12'),
c22=sym('c22"),
c23=sym('c23");
c31=sym('cl13");
c32=sym('c23");
c33=sym('c33");
d11=sym('d11");
d12=sym('d12");
d13=sym('d13");
d21=sym('d12'),
d22=sym('d22"),
d23=sym('d23'");
d31=sym('d13"),
d32=sym('d23"),
d33=sym('d33");

A=[all al2 al3;

a2l a22 a23,
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B={b11 b12 b13; b21 b22 b23; b31 b32 b33]
C=[cll cl2 cl3; c21 ¢22 ¢23; ¢31 ¢32 ¢33}
D=[d11d12 d13; d21 d22 d23; d31 d32 d33]
DD=D*D

DDD=D*D*D

DETD=det(D)

INVD=inv(D) -
TRD=trace(D)

TRDD=trace(D*D)
TRDDD=trace(D*D*D)
TRAD=trace(A*D)
TRADD=trace(A*D*D)
TRDAA=trace(D*A*A)
TRAADD-=trace(A*A*D*D)
TRAABC=trace(A*A*B*()
TRABCD=trace(A*B*C*D)
TRAABCD=trace(A*A*B*C*D)
TRAABBCD=trace(A*A*B*B*C*D)

A=

[all, al2, al3]
[ al2, a22, a23]
[al3, a23, a33]
B=

[b11,b12, b13]
[ 512, b22, b23]
[b13, b23, b33]
C=

[ell, cl2, c13]
[ c12, c22, ¢23]
[ c13, ¢23, ¢33]
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b=
[d11, d12, d13]
[ d12, d22, d23]
[ d13, d23, d33]

DD =

[d1172+d1272+d1372, d11*d12+d12*d22+d13*d23, d11*d13+d12*d23+d13*d33]
[d11*¥d12+d12*¥d22+d13*d23, d12°2+d2272+d23~2, d12%d13+d22%*d23+d23*d33]
[ d11*d13+d12*d23+d13%d33, d12*d13+d22*d23+d23%d33, d1372+d23/2+d33/2]

DDD =
[(d117°2+d1272+d13/2)*d11+(d11*d12+d12*d22+d13*d23)*d12+(d11*d13+d12*d
23+d13*d33)*d13,
(d1172+d1272+d13°2)*d12+(d11*d12+d12%d22+d13%d23)*d22+(d11*d13+d12%d2
3+d13*d33)*d23,
(d117°2+d12°2+d1372)*d13+(d11*d12+d12*d22+d13%d23)*d23+(d 1 1¥d13+d12%d2
3+d13*d33)*d33]

[(d11*d12+d12*d22+d13*d23)*d 1 1+(d12/2+d22"2+d23/2)*d12+(d12*d 13+d22*d
23+d23*d33)*d13,
(d11*d12+d12*d22+d13*d23)*d12Hd12/2+d2272+d23/2)*d22+(d 12*d 13+d22*d2
3+d23*d33)*d23,
(d11*d12+d12*d22+d13%d23)*d13+(d12/2+d22"2+d23/2)*d23+(d 1 2*d13+d22*d2
3+d23%*d33)*d33]

[(d11%d13+d12%d23+d13*d33)*d1 1+(d12*d13+d22*d23+d23%d33)*d12+(d13~2+d
23/2+d33/2)*d13,
(d11*d13+d12*d23+d13*d33)*d12+(d12*d13+d22*d23+d23*d33)*d22+(d1372+d2
3/2+d3342)*d23,
(d11*d13+d12*d23+d13*d33)*d13+(d12*d13+d22*d23+d23*d33)*d23-+H(d13"2+d2
3/2+d3372)*d33]

DETD =
d11*d22*d33-d11*d232-d12°2*d33+2*d12*d13*d23-d13~2*d22
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INVD =

[(d22*d33-d2372)/(d1 1*d22*d33-d11*d23/2-d12/2*d33+2*d12*d13*d23-
d13/2*d22),-(d12*d33-d13*d23)/(d11*d22%d33-d11*d23/2-
d1272*d33+2*d12*d13*d23-d13°2*d22),(d12*d23-d13*d22)/(d11*d22*d33-
d11*d23/2-d12°2*d33+2*d12*d13*d23-d13~2*d22)]
[-(d12*d33-d13*d23)/(d11*d22#d33-d11%d2372-d12°2#d33+2*d12*d13*d23-
d1372%d22),(d11#d33-d1372)/(d11¥d22*d33-d11%d23"2-
d12/2%d33+2*d12*d13*d23-d132*d22),-(d1 1*d23-d12*d13)/(d11*d22*d33-
d11#d2372-d12/2*d33+2*d12#d13*d23-d13/2%d22)]
[(d12*d23-d13*d22)/(d11*d22*d33-d11*d23/2-d12/2*d33+2*d12*d 13*d23-
d1372*d22),-(d11*d23-d12*d13)/(d11*d22*d33-d11*d23/2-
d1272*d33+2*d12*d13*d23-d13/2*d22),(d11*d22-d12°2)/(d11*d22*d33-
d11%d23/2-d1272*d33+2*d12*d13*d23-d13/2*d22)]

TRD =
d11+d22+d33

TRDD =
d1172+2*d12/2+2*d13/2+d22/2+2%*d23/2+d33"2

TRDDD =

(d1172+d12°2+d1372)*d1 142%(d1 1 *d12+d12*d22+d13*d23)*d12+2*(d1 1*d13+d1
2%d23+d13%d33)*d13+(d12°2+d2272+d2372)*d22+2*(d127d 1 3+d22%d23+d23%d33
Yed23+(d13/2+d2372+d332)*d33

TRAD =
al1*d11+2*a12*d12+2*al3*d13+a22%d22+2%a23*d23+a33*d33

TRADD = -
(al1*d11+al12*d12+213%d13)*d11+(al1*d12+212*d22+a13*d23)*d12+(al 1 *d13+a
12#d23+a13%d33)*d13+(a12#d11+a22*d12+a23*d13)*d12+(a12%d12+a22*d22+a2
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3*d23)*d22+(a12*d13+a22*d23+a23*d33)*d23+(al3*d11+a23*d12+a33*d13)*d13
+(a13*d12+a23*d22+a33*d23)*d23+(a13*d13+a23*d23+a33*d33)*d33

TRDAA =
(al1*d11+al2*d12+al3*d13)*al 1-++(al2*d1 1+a22*d12+a23*d13)*al2+(al3*d1 1 +a
23*d12+a33*d13)*al3+(al1*d12+a12*d22+a13*d23)*al 2+{(a12*d12+a22*d22+a2
3%d23)*a22Hal3*d12+a23*d22+a33*d23)*a23+(al 1%d13+a12*d23+al3*d33)*al3
+(a12*d13+a22*d23+a23*d33)*a23+(a13*d13+a23*d23+a33*d33)*a33

TRAADD =
((a1172+a12/2+a1372)*d1 1+(al 1 *al2+al 2*a22+a23%a13)*d12+(al 1 *al3+a12*a23
+a13*233)*d13)*d11+((al 1"2+a12/2+al372)*d12+(al 1 *al2+a12*a22+a23*a13)*d
22+all*al3+al2*a23+al3*a33)*d23)*d12+((al 1"2+a12/2+a1372)*d13+(al 1 *al2
+a12*a22+a23%a13)*d23+(al1*al3+al2*a23+al3*a33)*d33)*d13+((al | *al2+al 2%
a22+a23*a13)*d11-+(al2"2+a22/2+a23"2)*d12+(al 2*a1 3+a23*a22+a23%a33)*d13)
*d12+((al 1*a12+a12%a22+a23%a13)*d12+(a12°2+a22"2+a23"2)*d22H{a12*al 3+a2
3%a22+a23%233)*d23)*d22+((al 1 *al 2+a12%a22+a23*a13)*d 13+(a12°2+a22"2+a23
A2y*d23+(al2*al3+a23*a22+a23*a33)*d33)*d23+((al 1 *al3+al2*a23+al3*a33)*d
11+al2*al3+a23*a22+a23*233)*d12+(al3/2+223"2+a33/2)*d13)*d13+((al 1 *a13
+al2*a23+al13*a33)*d12+al2*a13+a23*a22+223%233)*d22-+H(al3"2+a23/2+a33"2
)*d23)*d23-+((al 1*al3+al2*a23+al3*a33)*d13+(al2*al3+a23*a22+a23*a33)*d23
+Hal3/2+a23"2+a33/2)*d33)*d33

TRAABC =

((a1172+al12"2+al372)*b11+(al1*al2+al2*a22+a23*a13)*b12+(al [*al3+a12%a23
+al13*a33)*b13)*cl 1+((al 172+a12"2+al32)*b12+(al 1 *al2+al2%*a22+a23*a13)*b
22+Hall*al3+al2%a23+al3*a33)*b23)*c12+((al1"2+al2"2+al13°2)*b13+(al1*al2
+al2*a22+a23%al3)*b23+(all*al3+al2%a23+a13*a33)*b33)*c13+((al1*al2+al2*
a22+a23*al3)*bl1+(al2/2+a22/2+a23"2)*b12+(al2*al3+a23%a22+a23*a33)*b13)
*cl12+((all*al2+al2*a22+a23*al3)*b12Hal2/2+a22/2+a23/2)*b22Hal2*al3+a2
3%*a22+a23*a33)*b23)*c22+((al 1*al2+al2*a22+a23*al13)*b13+(al2"2+a22"2+a23
~2)*b23+(al2*al3+a23*a22+a23%a33)*b33)*c23+((al 1*al3+al2*a23+al3*a33)*b
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11-+(a12*a13+a23*a22+a23*a33)*b12+(al3°2+a23"2+a33"2)*b13)*c13+((al 1*al3
+a12*a23+al3%a33)*b12+(al2%a13+a23%a22+a23*a33)*b22+H(al 3 2+a23"2+a33"2
)*b23)*c23+((al 1 *al3+a12%a23+a13%a33)*b13-+(al 2*al 3+a23*a22+a23*a33)*h23
+a13/2+223"2+a33/2)*b33)*c33

TRABCD =

((al1*b11+a12*b12+a13*b13)*c11+(al 17b12+a12*b22+a13*b23)*c12+(al 1*b13+
al2*b23+a13*b33)*c13)*d11+((al 1%b11+a12%b12+a13%b13)*c12+(al 1¥b12+a12*
b22+a13%b23)*c22+(al1*b13+al 2%b23+a13*b33)*c23)*d1 2-+((al 1*b1 1+al2%b 12+
al3*b13)*c13+(al1*b12+a12*b22+al3*b23)*c23+(al 1 *b13+al2*b23+al3*b33)*c
33)*d13+((al2*b11+a22*b12+a23*h13)*cl 1-H(al 2*b12+a22*b22+a23*b23)*c12+(
al2*b13+222*b23+a23*h33)*c13)*d12+((al 2¥b1 1+a22*b12+a23*b13)*c12+(al 2*
b12+a22*b22+a23*b23)*c22-Ha12*b13+a22*b23+a23*b33)*c23)*d22+((al2*b11+
a22%b12+a23*b13)*c13+(a12%b12+a22*h22+a23*b23)*c23-Ha12*b13+a22*b23+a2
3*b33)*c33)*d23+((al3*b11+a23*b12+a33*b13)*c1 1+(al3*b12:+a23*b22+a33*b2
3)*c12+(a13*b13+a23*b23+a33*b33)*c13)*d13+((a13*b1 1+a23*b12+a33*b13)*c1
2+(a13%b12+a23*b22+a33*b23)*c22+(a13*b13+a23*b23+a33%b33)*c23)*d23+((a
13*b11+a23*b12+a33*b13)*c13Hal3*b12+a23*b22+a33*b23)*c23+(al3*b 13+a2
3*h23+a33*b33)*c33)*d33

TRAABCD =

(((a11"2+al1272+al13"2)*b1 1+(al 1*al2+al2*a22+a23*al3)*b12+(al 1*al3+al2%a2
3+al13*a33)*b13)*cl 1+((al 1"2+a12"2+a13°2)*b12+(al 1 *al 2+al2*a22+a23*al13)*
b22+(al1*al3+al2*a23+al3*a33)*b23)*c12+((al 1"2+a12"2+al13"2)*b13+(al 1*al

2+al2*a22+a23*al3)*b23+(al1*al3+al2*a23+a13%*a33)*b33)*c13)*d 1 1+H{{(al1°2

+al2"2+al372)*bl1+(all*al2+al2*a22+a23*al3)*bl12+(al1*al3+al2*a23+al3*a
33)*b13)*cl12+((al1"2+al2"2+al3/2)*b12-Hal1*al2+al2*a22+a23*a13)*b22+(al

1*al3+al2*a23+al3*a33)*b23)*c22+((al1/2+a12/2+a13/2)*b13+(al1*al2+al2*a
22+a23%al3j*b23+Hall*al3+al2*a23+al3%a33)*b33)*c23)*d12+((al 1" 2+al2"2+
al372)*bl11+(al1*al2+al2%a22+a23*al3)*b12+(al 1*al3+al2*a23+a13*a33)*b13)
*c13+{(al1"2+a1272+a1372)*b12+(al1¥a12+al2*a22+a23%al13)*b22+(al 1*al3+al
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2*a23+al3*a33)*b23)*c23+((al 1"2+al2"2+a13"2)*b13+(al 1*al2+al2*a22+a23*a
13)*b23+(al1*313+a12*a23+a13*a33)*b33)*c33)*d13+(({al1*al2+al2*a22+a23*
al3)*bl1+(al2/2+222/2+a23"2)*b12-+(al2*al3+a23*a22+a23*a33)*b13)*cl 1+((a
11*al12+a12%a22+423*a13)*b12Hal12/2+a22/2+a23/2)*b22+(al2%al3+a23%a22+a
23*a33)*b23)*c12-+H((al1*al2+al2*a22+a23%*al3)*b13-+(al2"2+a22"2+a23/2)*b23
+(a12*a13+a23*222+a23*a33)*b33)*c13)*d12++(((al1*al2+al12*a22+a23%a13)*b1
1+(a1272+a22/2+a232)*b12+(a12%al3+a23*a22+a23%a33)*b1 3)*c12+((al1*al2+
al2*a22+a23%*a13)*b12+(al2"2+a22"2+a23"2)*b22Hal12*al13+a23*a22+a23*a33)
*h23)*c22-+((al 1 ¥a12+al2*a22+a23*a13)*b13+(al2/2+a22"2+a23"2)*b23+(al 2*a
13+a23*a22+a23%a33)*b33)*c23)*d22+(((al 1 *al2+al2*a22+a23*al3)*b11+(al2"
2+2a22/2+a23"2)*b12+(al2*al3+a23*a22+a23*a33)*b13)*cl13+((al1*al2+al2%a22
+a23*al13)*b12+(al2/2+a22/2+a23/2)*b22+(al2*a13+a23%*a22+a23*a33)*b23)*c2
3+((al1*al2+al2%a22+a23%a13)*b13+(al2/2+a22"2+a23"2)*b23+(al2*al3+a23%a
22+a23%a33)*b33)*c33)*d23+(((a11¥a13+a12*a23+al13%a33)*b1 1-+(a12%al3+a23*
a22+a23*a33)*b12+(al3°2+a23"2+a33"°2)*b13)*cl1+((al 1 *al3+al2*a23+al3%*a33
Y*b12+(a12%al3+a23*a22+a23%*a33)*b22+(al3"2+a23"2+a33"2)*b23)*c12+((al 1*
al3+al2*a23+al13*a33)*b13+(al12*al3+a23*a22+a23*a33)*b23+(al3°2+a23"2+a3
372)*b33)*c13)*d13-H({al1*al3+al2*a23+al3*a33)*b11+(al2*al3+a23%a22+223
*a33)*b12+(al132+a23/2+233/2)*b13)*c12+((al 1 *al3+al2%*a23+al13*a33)*b12+(
al2*al3+a23*a22+a23*a33)*b22+(al3/2+a23"2+a33/2)*b23)*c22+((al 1 *al3+al2
¥323+al13*a33)*b13+(al2*al3+a23*a22+a23*a33)*b23+(al3/2+a23"2+a33/2)*b3
3)*¢23)*d23+(((al1*al3+al2*a23+al3*a33)*bl1+(al2*al3+a23*a22+a23*a33)*b
12+(a1372+a23"2+a33~2)*b13)*c13+((al 1*al3+al2*a23+al3*a33)*b12+(al12*al3
+a23%a22+a23%a33)*b22+(a13/2+a23"2+a33"2)*b23)*c23+((al1*al3+a12*a23+al
3*a33)*b13+(al2*al3+a23*a22+a23*a33)*b23+(al3/2+a23"2+a33"2)*b33)*c33)*
d33

TRAABBCD =

(a1 1°2+212/2+213/2)*b1 I+(al 1 *al 2+a1 2*¥a22+a23*a13)*b12+Hal  *al3+al2*a
23+a13*a33)*b13)*b11+((a1172+a12°2+a1372)*b12+(al 1*al2+al 2*a22+a23*a13)
*b22+(al I*a13+a12%a23+a13*a33)*b23)*b12+((al 1°2+al12°2+a13"2)*b13+(al 1*a
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12+al2%a22+a23%a13)*b23Hal 1*al3+al2*a23+a13*a33)*b33)*b13)*c1 1+(((al 1
2+al2/2+al3"2)*b11Hali1*al2+al2%a22+a23%al3)*b12+(al 1 *al3+al2*a23+a13*
a33)*b13)*b12+((al1"2+212/2+al3°2)*b12+(al 1 *al12+a12%a22+a23%*al3)*b22+(a
11*al3+al2*a23+al13*a33)*b23)*b22+(al1°2+a12"2+a13"2)*b13+(al 1 *al2+al2*
a22+a23*al3)*b23Hall*al3+al2*a23+al13*a33)*b33)*b23)*cl12+(((al 172+a12"2
+a1372)*b11+al1%a12+a12%a22+a23%a13)*b12+(al 1*a13+a12*a23+a13%a33)*b1
3)*b13+((al172+al12"2+a13°2)*b12+(al 1 *al2+a12%*a22+a23%*a13)*b22+(al 1*al3+
al2*a23+a13%a33)*b23)*b23-+((al 172+a12/2+a1372)*b13+Hal1*al2+al2*a22+a23
*al3)*b23+(al1*al3+al2%a23+al3*a33)*b33)*b33)*c13)*d1 1+((((al 1"2+a12"2+a
1372)*b11+{(al1*al2+al2*%a22+a23*al3)*b12+al1*al3+al2%a23+al3%*a33)*b13)*
bl1+((al1"2+a12"2+al3/2)*b12+(al 1*al2+al12*a22+a23*al3)*b22+(al 1 *al3+al2
*a23+al13*a33)*b23)*b12+((al 1"2+al2"2+a1372)*b13+(al 1*al2+al2*a22+a23*al
3)*b23+(al1*al3+al2*a23+al3*a33)*b33)*b13)*c12H(((al 1"2+al2"2+al3"2)*b11
+(al1*a12+a12%a22+a23*a13)*b12+al1*al3+a12*a23+a13*a33)*b13)*b12+((al 1
N2+al1272+al13°2)*b12-+(al1*al2+al2*a22+a23*al13)*b22+(al 1*al3+al2*a23+al3
*233)*b23)*b22+((a11/2+a12"°2+a13/2)*b13Hal 1 *a12+a12*a22+a23*a13)*b23+(
all*al3+a12*a23+a13*a33)*b33)*b23)*c22-+((al 172+al12"2+a1372)*b11+(al 1*a
12+al2*a22+a23*al3)*b12+(all*al3+al2%a23+al3*a33)*b13)*b13+((al1"2+al2"
2+a13/2)*b12+(al 1 *al2+al2*a22+a23*a13)*b22+(al 1*al3+al2*a23+al13%a33)*b
23)*b23+((al172+a12"2+a1372)*b13+(al1*al2+a12*a22+a23*a13)*b23+al 1 *al3
+a12%*a23+a13*a33)*b33)*b33)*c23)*d12+((((al 1"2+al2"2+al3"2)*bl1+(al 1*al2
+al2*a22+a23*al13)*b12+(all*al3+al2*a23+al3*a33)*b13)*b1 1 +H((al 1"2+al12"2
+al13°2)*b12+(al1*al2+al2*a22+a23*a13)*b22+(al1*al3+al2%*a23+al3*a33)*b2
3)*b12+((al 172+a12/2+a1372)*b13+(al 1*al2+al2*a22+a23*a13)*b23+(al1*al3+
al2*a23+a13*a33)*b33)*b13)*c13+(((al 1°2+a122+a13°2)*b11+(al 1*al2+al2*a
22+a23*a13)*b12+(al 1 *a13+al2*a23+al13*a33)*b13)*b12+((al 1"2+al272+al3"2)
*b12+(all*al2+al2*a22+a23*al3)*b22+(al1*al3+al2*a23+al3*a33)*b23)*b22+
((al172+al1272+al13”2)*b13+(al 1*al2+al2*a22+a23%a13)*b23-Hal1*al3+al2*a23
+a13*a33)*b33)*b23)*c23+(((al 1"2+al2/2+al3/2)*bl11+(al1*al2+al2%a22+a23*
al3)*bl2+(all®al3+al2*a23+al3*a33)*b13)*b13+((al12+al2/2+al13/2)*b12+a
11*a12+al12*a22+a23*al3)*b22+(al 1*al3+a12*a23+al13*a33)*b23)*b23+((al 172+

al272+al3"2)*b13+(al 1*al2+a12%a22+a23*al3)*b23+(al 1*a13+al2*a23+al13*a3
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3)*b33)*b33)*c33)*d13+(({{al1*al2+a12%*a22+a23*al13)*b11+(a12"2+a22"2+a23"
2)*b12+(al2*al3+a23*a22+a23%*a33)*b13)*bl11+((al 1*al2+al2%a22+a23*al3)*bl
2+(al2/2+a22"2+a23"2)*b22-+H(al2*a13+a23*a22+a23*a33)*b23)*b12-++(al1*al2+
al2*a22+a23*al3)*h13+(al2/2+a22/2+a23/2)*b23+(al2*a13+a23*a22+a23*a33)

*b33)*b13)*cl1+(((al1*a12+212%a22+a23%*al3)*b11+(a12°2+a22/2+a23"2)*b 12+
(al2*al3+a23*a22+a23*a33)*b13)*b12+((al 1*al2+a12*a22+a23*a13)*b12+(al2”
2+a22"2+a2372)*b22+(al2*a13+a23%*a22+a23*a33)*b23)*b22+H((al 1 *al2+al12%a22
+a23*a13)*b13+(a12"2+a22"2+a23/2)*b23+(al12*al3+a23*a22+a23*a33)*b33)*b2
3)*cl2+(((al1*al2+al2*a22+a23*al13)*b11+(al272+a22"2+a232)*b12Hal2*al3

+a23%a22+a23*a33)*b13)*b13+((al1*al2+al2*a22+a23*a13)*b12+al2"2+a22"2

+a2372)*b22+(al2%*al3+a23*a22+a23%*a33)*b23)*b23+((al 1 *al2+al2*a22+a23*al
3)Y*b13+al2/2+a22"2+a23/2)*b23+(al2*al3+a23*a22+a23%*a33)*b33)*b33)*c13)

*d12+{(((al1*al2+al2*a22+a23*al3)*bl 1+(al2"2+a22"2+a23"2)*b12+(al2*al13+
a23*a22+a23%*a33)*b13)*b1 1+((al 1 *al2+al2*a22+a23*al3)*b12+(al 2°2+a22"2+a
2372)*b22+(al12*al3+a23*a22+a23*a33)*b23)*b12+H(al 1*al2+al2%a22+a23%*al3)
*b13+(al12"2+a22"2+a23°2)*b23+(al2*al 3+a23*a22+a23*a33)*b33)*b13)*c12+((
(al1*al12+a12*322+a23*a13)*b1 1+(a12°2+a22"2+a23"2)*b12-+(al2*a13+a23*a22

+a23%a33)*b13)*b12+((al1*al2+al2*a22+a23*al13)*b12+(al2"2+a22"2+a23"2)*b
22+(al2*al3+a23*a22+a23%a33)*b23)*b22+((al 1*al2+al2*a22+a23*a13)*b13+a
1272+a22/2+a2372)*b23-+(al2*al3+a23*a22+a23*a33)*b33)*b23)*c22-+(((al 1 *al

2+al2*a22+a23*al3)*b11+Hal2/2+a22/2+a23/2)*b12+(al2*al3+a23*a22+a23*a3
3)*b13)*b13+H(al1*al2+al2*a22+a23*al3)*b12-++(al2/2+a22/\2+a23/2)*b22-+H(al2
*al3+a23*a22+a23*a33)*b23)*b23+((al1*al2+a12*a22+a23*a13)*b13-+(al2"2+a2
272+a2372)*b23+(a12*al3+a23*a22+a23*a33)*b33)*b33)*c23)*d22+((((al 1 *al 2+
al2%*a22+a23*al3)*b11+(a1272+a22"2+a23"2)*b12+(a12*al13+a23*a22+a23*a33)

*b13)*bti+((al1*al2+al2%a22+a23*al3)*b12+(al2/2+a22/2+a23"2)*b22+(al2*a
13+a23*a22+a23*a33)*b23)*b12+((al 1*al2+al2*a22+a23*al3)*b13-+(al2"2+a22"
2+a2372)*b23+(al2*al3+a23*a22+a23*a33)*b33)*b13)*cI13+(((al 1*al2+al2*a22

+a23*al3)*b11+(al2"2+a22/2+a23"2)*b12-+(al2*al3+a23*a22+a23%a33)*b13)*bl
2+((all*al2+al2*a22+a23*al3)*b12+(al2/2+a22"2+a23/2)*b22+(al2*a13+a23%a
22+a23%a33)*b23)*b22+((al1*al2+al2*a22+a23*al3)*b13+al2"2+a22"2+a23"2)
*b23+(a12*al3+a23*a22+a23*a33)*b33)*b23)*c23+((al 1*a12+al2*a22+a23*al3
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)Y*b11+(a1272+a22°2+a23"2)*b12+(al12*al3+a23*a22+a23*a33)*b13)*b13+((al 1*
al2+al2*322+a23*al3)*b12+(a12/2+a22"2+a23/2)*b22+(al2*al3+a23*a22+a23*
a33)*b23)*b23+((all*al2+al2%*a22+a23*al3)*b13+(al2/2+a22"2+a23"2)*b23+(a
12*al3+a23*a22+a23%a33)*b33)*b33)*c33)*d23H((((al 1 *al3+al2*a23+al13*a33)*
bl1+(al2*al3+a23*a22+a23%a33)*b12-+(a13/2+a23"2+a3372)*b13)*b11+((al 1 *al
3+al2*a23+al3*a33)*b12+(al2%*al3-+a23%*a22+a23*a33)*b22+(a13"2+a232+a33"
2)*b23)*b12+((al 1*al3+al2%a23+al3*a33)*b13+(al2*al3+a23*a22+a23*a33)*b2
3+(a1372+a2372+a33°2)*b33)*b13)*c11+(((al 1*¥al3+al2*a23+al3*a33)*b11+(al2
*al3+a23*a22+a23*a33)*b12+(al3"2+a23"2+a332)*b13)*b12+((al 1 *al3+al2*a2
3+al3*a33)*bl2+(al2*al3+a23*a22+a23*a33)*b22+(al3/2+a23"2+a33/2)*b23)*b
22+((all*al3+al2%*a23+al3*a33)*b13+(al2*al3+a23%a22+a23%*a33)*b23+(al 372+
a23"2+a3372)*b33)*b23)*c12+(((al1*al3+al2*a23+al3*a33)*bl 1+(al2*al3+a23
*a22+a23*a33)*b12+(al3/2+a232+a33/2)*b13)*b13+((al 1 *al3+al2*a23+al3*a3
3)*b12+(al2%al3+a23%a22+a23%a33)*b22+H(a1372+a23/2+a33°2)*b23)*b23+((al |
*al3+al2*a23+al3*a33)*b13+(al2*al3+a23%a22+a23*a33)*b23+(al 3 2+a23"2+a
3372)*p33)*b33)*c13)y*d13+((((al 1 *al3+al2*a23+al3*a33)*bl1+(al2*al3+a23*a
22+a23%a33)*b12+(al3/2+a23"2+a33"2)*b15)*b1 1+((al 1*al3+al2%a23+al3*a33)
*b12+(al2*al3+a23*a22+a23*a33)*b22+(al3/2+a23/2+a33"2)*b23)*b12+((al 1 *a
13+al2%a23+al3*a33)*b13+Hal2%*al3+a23*a22+a23*a33)*b23+(al3/2+a23/2+a33
~2)*b33)*b13)*cl2+(((al1*al3+al2%a23+al3*a33)*bl1+(al2*al3+a23*a22+a23*
a33)*b12+(al3/2+a23"2+a33/2)*b13)*b12+((al 1*al3+al2*a23+al3*a33)*b12+(a
12*al3+a23*a22+a23*a33)*b22+(al3/2+a23"2+a33"2)*b23)*b22+((al1*al3+al2*
a23+al3*a33)*b13+(al2*al3+a23%a22+a23*a33)*b23+(a13"2+a23"2+a33°2)*b33)
*023)*c22+(((al1*al3+al2%a23+al3*a33)*bl I +(al2*al13+a23*a22+a23*a33)*b12
+Hal3"2+a23"2+a3372)*b13)*bi3+((al 1 *al3+al2*a23+al3*a33)*bi2+(al2*al3+a
23*a22+a23%a33)*b22+(al3"2+a2372+a3372)*b23)*b23+((al 1 *al3+al2*a23+al3*
a33)*b13-Hal2*al3+a23*a22+a23%a33)*b23+Hal32+a23/2+a3372)*b33)*b33)*c2
3y d23+((((all*al3+al2*a23+al3*a33)*bl1+(al2%al3+a23*a22+a23%a33)*b12+a
137°2+a23"2+a33"2)*b13)*b11+((al 1*al3+al2*a23+al3*a33)*b12+(al2*al3+a23*
a22+a23*a33)*b22+(al3/2+a23/2+a332)*b23)*b12+((al 1 *al3+al2*a23+al3*a33
)*b13+(al2%al3+a23%a22+a23%a33)*b23+(al3°2+a23"2+a33"2)*b33)*b13)*c13+(

((al1*al3+a12%a23+al13%*a33)*b11+(a12%a13+a23*a22+a23*a33)*b12+(a13"2+a23
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A2+a33°2)*b13)*b12+((al 1 *al3+al2*a23+a13*a33)*b12+(al2%al 3+a23*a22+a23*
a33)*b22-+al3/2+a23"2+a33/2)*b23)*b22+((al 1 *al3+al2*a23+a13*a33)*b13+(a
12*al3+a23%a22+a23*a33)*b23+(al13/2+a232+a33"2)*b33)*b23)*c23+H(((al1*al

3+al2*a23+al3*a33)*bl1+(al2*al3+a23*a22+a23%333)*b12+(al3/2+a23"2+a33"
2)*b13)*b13+((al 1*al3+al2*a23+al3*a33)*b12+(al2*al3+a23*a22+a23*a33)*b2
2+(al13/2+a23/2+a33"2)*b23)*b23+H((al 1 *al3+al12*a23+a13*a33)*b13+(al2*al13+
a23*a22+a23*a33)*b23+(al13"2+a23/2+a3372)*b33)*b33)*c33)*d33

Simetrik bir 4 matrisi sayisal degerler kullamlarak tammlanmg ve MATLAB

programindan elde edilen sonuglar agagida verilmigtir.

all=2;

al2=4;

al3=0;

a2l1=4;

a22=-3;

a23=8§;

a31=6;

a32=§;

a33=-9;

A=[all al2 al3; a2l a22 a23; a3l a32 a33}
AA=A*A

AAA=A*A*A

DETA=det(A)

INVA=inv(A)

[V.EJFeig(A) ( A matrisine ait dzvektorler ve dzdegerler)
TRA=trace(A)

TRAA=trace(A*A)
TRAAA=trace(A*A*A)



2 4
4 3
6 8

AA
56
44

-10

i

44

6
8
-9

-10

-667
1624

DETA =562

INVA =
-0.0658
0.1495
0.0890

\
0.6927
-0.6751
-0.2538

E
-4.0967

0

0

0.1495
-0.09061
0.0142

-0.1799
-0.5025
0.8456

0
-15.0304
0

778
1624
-2265

0.0890
0.0142
-0.0391

0.6984
0.5401
0.4695

9.1271
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TRA =-10
TRAA =326
TRAAA =-2704

Simetrik A4, B matrisleri sayisal deferler kullanarak tammlanms ve MATLAB

programindan elde edilen sonuglar agagida verihmstir.

all=2,
al2=4,
al3=6;
a21=4,
a22=-3;
a23=8;
a31=6;
a32=g;
a33=-9;
bl1=-3;
b12=7,

b22=-9;

A=[all al2 al3; a21 a22 a23; a31 a32 a33]
B=[b11 b12 b13; b21 b22 b23; b31 b32 b33]
BB=B*B

BBB=B*B*B

DETB=det(B)



INVB=inv(B)

[V.El=eig(A)

[V.E]=eig(B)
TRB=trace(B)
TRBB=trace(B*B)
TRBBB=trace(B*B*B)
TRAB=trace(A*B)
TRABB=trace(A*B*B)
TRBAA=trace(B*A*A)
TRAABB=trace(A*A*B*B)

A=

6 8 -10

94 -36 -43
-54 170 -33
-22 -110 176



DETB =1210

INVB =
0.0413 0.0975 0.0736
0.0826 -0.0050 0.0471
0.0909 0.0545 -0.0182

0.6927 -0.1799 0.6984
-0.6751 -0.5025 0.5401
-0.2538 0.8456 0.4693

E =
-4 0967 0 0
0 -150304 O
0 0 91271
V=

0.7074 0.6437 -0.1198
0.4932 -0.2565 -0.5123
0.5063 -0.7211 0.8504

E:
61746 0 0
0 -125106 0
0 0 -15.6640
TRB = -22

TRBB = 440

86
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TRBBB = -5566
TRAB =343

TRABB =-3960
TRBAA = -3219

TRAABB = 60676

Simetrik 4, B, € matrisleri sayisal degerler kullanarak tammlanmus ve MATLAB

programundan elde edilen sonuglar agagida verilmistir.

all=2;

alZz=4,
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c11=10;
cl2=12;
cl3=14,
c21=12;
€22=-6;
¢23=-7;
c31=14;
c32=-7;
c33=14;
A=[all al2 al3; a2l a22 a23; a31 a32 a33]
B=[bl1b12b13; b21 b22 b23; b31 b32 b33]
C=[cl1 cl12¢13; c21 ¢22 ¢23; ¢31 ¢32 ¢33]
CC=C*C

CCC=C*C*C

DETC=det(C)

INVC=inv(C)

[V,E]}=eig(A)

TRC=trace(C)

TRCC=trace(C*C)

TRCCC=trace(C*C*C)

TRAC=trace(A*C)

TRABC=trace(A*B*C)
TRAABC=trace(A*A*B*C)

A=

|38
i~
o))

[0 N
o

[

O



C=
10
12
14

CC =
440
-50

12
-6
-7

-50
229

14

14

252
112

252 112 441

CCC=

7328
3816

10038

3816 10038
-2758 -735
-735 8918

DETC =-4522

INVC =
0.0294 0.0588 0.0000
0.0588 0.0124 -0.0526

0

V=

0.6927
-0.6751
-0.2538 0.8456 0.4695

-0.0526 0.0451

-0.1799 0.6984
-0.5025 0.5401

89
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TRC= 18

TRCC=1110

TRCCC =13488

TRAC =64

TRABC =3277

TRAABC =-30739

Simetrik A4, =_l§ , O Q matrislert sayisal deZerler kullanarak tammlanms ve

MATLARB programindan elde edilen sonuglar agagida verilmistir

ali=2;
al2=4;
al3=6;
a21=4;
a22=-3;
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A=[all al2 al3; a2l a22 a23; a3l a32 a33]
B=[b1! b12b13; b21 b22 b23; b31 b32 b33]
C=[cl1 ci2cl13;¢c21 ¢22¢23; c31 ¢32 ¢33]
D=[d11 d12 d13; d21 d22 d23; d31 d32 d33]
DD=D*D

DDD=D*D*D

DETD=det(D)

INVD=inv(D)

[V,E]=eig(C)

TRD=trace(D)

d



TRDD=trace(D*D)
TRDDD=trace(D*D*D)
TRAD=trace(A*D)
TRADD=trace(A*D*D)
TRDAA=trace(D*A*A)
TRAADD=trace(A*A*D*D)

A=
2 4 6
4 -3 8
6 8 -9
B=
37 6
7 -9 5
6 8 -10
C=
10 12 14
12 -6 -7
14 -7 14
D=
5 -2 6
25 11
6 11 -1
DD =
65 46 2
46 150 32

2 32 158



DDD =
245
122
894

1010
1894

DETD = -1070

INVD =
0.1178
-0.0598
0.0486

V=
-0.5052
-0.6471

0.5710

TRD =9

-0.0598
0.0383
0.0626

-0.6870
-0.0989
-0.7199

0

TRDD =373

TRDDD =

1461

894
1894
206

0.0486
0.0626
-0.0196

-0.5223
0.7560
0.3946

-17.9444
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TRAD =236
TRADD = -838
TRDAA =-1336
TRAADD = 44988

Asimetrik bir é matrisi sembolik degerler kullanarak tammlanmis ve MATLAB

programindan elde edilen sonuglar asagida verilmigtir.

all=sym('all');
al2=sym('al2"),
al3=sym('al3');
a2l=sym('a2l"),
a22=sym('a22"),
a23=sym('a23");
a31=sym('a31");
a32=sym('a32'),
a33=sym('a33’);

A=[all al2 al3; a2l a22 a23; a31 a32 a33]
AA=A*A
AAA=A*A*A
DETA=det(A)
INVA=inv(A)
TRA=trace(A)
TRAA=trace(A*A)
TRAAA=trace(A*A*A)
A=

[all, al2, al3]

[ a21, a22, a23]

[ 231, a32, a33]
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AA=

[ all”“2+al2*a2l+al3*a3l, all*al2+al2%a22+al3%a32, al l*al3+al2*:12'3+a1'§*aa 3
| a21*al14a22%a21+a23*a31, al2*a21+a22"2+a23*a32, a21*al3+a22*a23+a23*a33]
[a31*all+a32%a21+a33*a31, a31*al2+a32*a22+a33*a32, al3*a31+a23*a32+a33"2]

AAA =

[(al172+al12*a21+al3*a31)*al 1+(al 1 *al2+al2%a22+al3%a32)*a21+(al 1*al3+al2
*a23+al3*a33)*a31,

(al172+al2*a21+al3*a31)*al2+(al 1*al2+al2%a22+a13*a32)*a22+(al | *al3+al2*
a23+al3*a33)*a32
(al172+al2*a21+al3*a31)*al3+all*al2+al2*a22+al3*a32)*a23+(al 1*al3+al2*
a23+al3*a33)*a33]
[(a21*all+a22%a21+a23*a31)*al1+(al2*a21+a22"2+a23*a32)*a21+(a21*al3+a22
*a23+a23*a33)*a3l,

(a21*all+a22*a2!+a7 *a31)*al2+(al2%a21+a22"2+a23*a32)*a22+(a2l *al3+alZ*
a23+a23%*a33)*a32,
(a21*all1+a22%a21+a23%a31)*al3+(al2*a21+a22~2+a23%a32)*a23+(a2l *al3+al2
a23+a23%*a33)*a33]

[(a31*al1+a32*a21+a33*a31)*al 1+(a31*al2+a32*a22+a33*a32)*a2 I +(al3*a31+a
23*a32+a3372)*a3l,
(a31*all+a32*a21-+a33*a3l)*al2+(a31*al2+a32*a22+a33*a32)*a22+(al3*a31+a2
3*a32+a33/2)*a32
(a31*all+a32%a21+a33*a31)*al3+(a31*al2+a32%*a22+a33*a32)*a23+{al3%*a31+a2

3*a32+a33"2)*a33]

DETA =

al1*a22*a33-al1*a23*a32-a21*al2*a33+a2 1 *al3*a32+a31*al2*a23-a31*al3%a22
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[(a22*a33-a23*a32)/(al1*a22%*a33-a11%*a23%a32-
a21*al2¥a33+a21*al3*a32+a31*al2%a23-a31*al3%a22), (-
al2*a33+al3*a32)/(al1*a22*a33-al1%a23%a32-
a21*al2*a33+a21*al3*a32+a31*al2%a23-a31*al3*a22), ~(-
al2*a23+al3*a22)/(al1*a22%a33-al1*a23%a32-
a21*a12*a33+a21*al13*a32+a31*al12*3a23-a31*al13%*a22)]

[ (a21*a33-a23%*a31)/(al1*a22%a33-al1*a23*a32-
a21*al2%a33+a21*al3*a32+a31*al2%a23-a31*a13%*a22), (all*a33-
al3*a3l)/(al1*a22%a33-al1*a23%a32-aZ1*al2%a33+a21*al3%*a32+a31*al2*a23-
a31*al3*a22), (-all*a23+a21*al3)/(all*a22%a33-all*a23*a32-
a21*al2*a33+a21*al13*a32+a31*al2*a23-a31%al3*a22)]

[ (a32*a2l-a22*a31)/(all*a22*a33-all*a23*a32-
a21*al2*a33+a21*al3*a32+a31*al2%a23-a31*al3*a22), -(all*a32-
a31*al12)/(al1*a22%*a33-al 1*a23*a32-a21*al2%*a33+a21*al3*a32+al3 | *al2*a23-
a31*al3*a22), -(-al1*a22+al2%a21)/(al1*a22%a33-al 1 *a23*a32-

a2l*al2*a33+a21*al3%*a32+a31*al2*a23-a31*al3%a22)]

TRA =

all+a22+a33

TRAA =

al172+2*al2*a21+2%al3*a31+322"2+2%a23*a32+a33"2

TRAAA =

(al172+al2*a21+al3*a31)*al I+(al 1 ¥al2+al2%a22+a13%a32)*a2 1 +(al 1*al 3+al2*
a23+al3*a33)*a3 1+(a21*al [+a22*a21+a23%a3 1)*al2-+(al2*a2 1 +a22/2+a23*a32)*
a22+(a21*al3+a22*a23+a23*a33)*a32+(a3 1 *al 1+a32*a21+a33*a3 1)*al3+(a3 1 *al

2+a32*a22+a33*a32)*a23+(al3*a31+a23*a32+a33"2)*a33

Asimetrik 4, B matrisleri sembolik degerler kullanarak tammlanmg ve  MATLAB

programindan elde edilen sonuglar asagida verilmigtir.
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A=

[all, al2, al3]
[ 221, 222, a23]
[ a31, a32, a33]

B=

[b11,b12, b13]
[ b21, 522, b23]
[ b31, b32, b33]

BB =

[ bl1"2+b12%*b21+b13%b31, b11%b12+b12%b22+b13%b32, b11*b13+b12*b23+b13*b33]
| B21*b11+b22%b21+b23%b31, b12*b21+b22°2+b23%b32, b2 1*b13+b22*b23+b23*b33|
[ b31*b11+b32*b21+b33*b3 1, b31*b12+b32*b22+b33*b32, b13*b31+b23*b32+b3372]

BBB =
[(b117°2+b12%b21+b13*b31)*b | I+(b1 1%b12+b12*b22-+b13%b32)%b2 I +(b11%b13+b
12%523+b13%b33)*b31,

(b11°2+b12*b21+b13%b3 1)*b12+(b11*b12+b125b22+b 13%b32)*b22+(b1 1#b13+b1
2%b23+b13%b33)*b32,
(b1172+b12*b21+b13*b3 1)*b13+(b1 1*b12+b125b22+b13%b32)*b23+(b11*b13+bi
2%b23+b13%b33)*b33

[(b21*b11+b22%b21+b23*b31)*b1 1H(b12*b21+b2272+b23*b32)*b21+(b21*b13+b
22#b23+b23*b33)*b31,
(b21%b11+b22%b21+b23*b31)*b12-+H(b12*b2 1 +b22/2+b23*b32)*b22+(b2 1 ¥b13+b2
2%b23+b23%b33)*b32,
(b21%b11+b22%b21+b23%b3 1)%b 13+(b12*b2 1 +b2272+b23*b32)*b23+(b21 *b 13+b2
2¥h23+b23*b33)*b33]
[(b31%b11+b32%b21+b33*b3 1)*b 1 1+(b3 1 *b12:+b32*b22+b33%b32)*b21+(b13*b3 1
+h23*b32+b3372)*b3 1,

(b31*b11+b32*b21+b33*b31)*b12:+(b3 1*b12+b32*b22+b33*b32)*b22+(b13*b3 1+
b23*b32+b3372)*b32,
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(b31*b11+b32*b21+b33*b31)*b13+(b31*b12+b32*b22+b33%b32)*b23+(b13*b3 1+
b23%b32+b3372)*b33]

DETB =
b11*b22*b33-b11*b23*b32-b21*b12*b33+b21*b13*b32+b3 1*b12*b23-
b31*H13%p22

INVB =

[ (-b22*b33+b23*b32)/(-b11*b227b33+b11*b237b32+b21¥b127b33-b21%b13%b32-
b31*b12%b23+b31*b13*b22),(b12*b33-b13*b32)/(-
b11*b22*b33-+b11*b23*b32+b21*b12*b33-b21*b13*b32-
b31*b12*b23+b31*b13*b22),-(b12*b23-b13*b22)/(-
b11*¥b22*b33-+b11*b23*b32+b21*b12*b33-b21*b13*b32-
b31%b12*b23+b31*b13%b22)]

[ -(-b21#b33+b23*b31)/(-b117b22*b33+b11%b23*b32+b21%b12*b33-b2 1*b 13 *b32-
b31#b12*b23+b3 1*b13%522),-(b11*b33-b13*b3 1)/(-
b11*b22*b33+b11*b23*b32+b21*b12%b33-b21*b13%b32-

b3 1%b12*b23+b31*b13*b22),(b11*b23-b21*b13)/(-
b11%b22*b33+b11*b23*b32+b21*b12*b33-b21*b13*b32-
b31*b12*b23+b31*b13*b22)]

[ -(b32*b21-b22%b31)/(-b11*b22%b33+b11*b23*b32+b21*b12*h33-b21*b 13 *b32-
b31*b12#b23+b31*b13*b22),(b11*b32-b3 1*b12)/(-
b11#b22*b33+b11*b23*b32+b21*b12%b33-b21*b13%b32-
b31%b12%b23+b31*b13*b22),(-b11*b22+b12*b21)/(-
b11*b22*b33+b11*b23%b32+b2 1 *b12*b33-b21*b13*b32-
b31%b12*b23+b31*b13%b22)]

TRB =
b11+b22+b33

TRBB =
b11°2+2%b12%b21+2%b13%b3 1 +b2272+2%b23%b32+b33°2
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TRBBB =
(b1172+b12#b21+b13*b3 1)*b1 1-+(b1 1*b12+b12*b22+b13*b32)*b21+(b1 1¥b13+b1
2*b23+b13%b33)*b3 1-+(b21*b11+b22*b21+b23#b3 1 y*b12+{b12*b21+b22/2+b23%b
32)*b22+H(b21*b13+b22*b23+b23*b33)¥b32+(b31*b11+b32*b21+b33*b31)*b13+(
b31¥b12+b32#b22+533*632)*b23+(b13%b31+b23*b32+b33°2)*b33

TRAB =

al1%b11+al2*b21+a13%b3 1+a21 *b12+a22%b22+a23*b32-+a3 1 ¥b13+a32#b23+a33*
b33

TRABB =

(al1*b11+al2*b21+a13*b31)*b11+(al 1¥b12+a12*b22+al3*b32)*b21+(al 1¥b13+a
12%b23+a13*b33)*b3 1+(a21*b1 14+a22*b21+a23*b3 1)*b12+(a21*b12+a22%b22+a2
3*b32)*b22-+(a21*b13+a22*b23+a23*b33)*b32+(a3 1#*b1 1+a32*b21-+a33*b3 1)*b13
+(@31*b12+a32*b22+a33*b32)*b23+(a3 1 *b13+a32*b23+a33*b33)*b33

TRBAA =
(al1*b11+a21*b12+a31*b13)*al 1+(b1 1*al2+b12*a22+b13*a32)*a2 1 +(b11*al3+b
12*a23+b13%233)*a3 1 +(b21*al 1+b22*a21+b23*a3 1)*al2+(al2*b21+a22*b22+a32
*b23)*a22+(b21*al3+b22*a23+b23*a33)*a32-+(b3 1¥al 1+b32*a21+b33*a31)*a13+
(b31*a12+b32*a22+b33%a32)*a23-+Ha13*b3 1 +a23*b32+a33 *b33)*a33

TRAABB =

((a1172+a12*a21+al13%a31)*b1 1+(al 1*al2+al12%a22+a13*a32)*b21+(al 1*al3+al2
*a23+a13*a33)*b31)*b11+((al 1”°2+al2*a21+a13%a31)*b12+(al 1*al 2+al2*a22+al
3*a32)*b22+(al1*al3+al2*a23+al3*a33)*b32)*b21+((al 1°2+al2*a21+al3*a31)*
bl13+(all*al2+al2*a22+a13*a32)*b23+(al 1*al3+al2*a23+al3*a33)*b33)*b3 1+((
a21*all+a22*a21+a23*a31)*b11+(al2*a21+a22"2+a23*a32)*b21+(a21*al 3+a22*
a23+a23%a33)*b31)*b12+((a21%al 1+a22%a21+a23%a31)*b12+(al2*a21+a22"2+a23
*a32)*b22-+(a21*a13+a22*a23+a23%a33)*b32)*b22+((a21*al 1 +a22%a21+a23*a3 1)
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*p13+(al2*a21+a22"2+a23%a32)*b23+(a21*al3+a22%a23+a23%a33)*b33)*b32+((a
31*all+a32*a21+a33*a31)*bl11+(a31*al2+a32*a22+a33*a32)*b21+(al3*a31+a23
*332+a33/2)*b31)*b13+((a31*al 1+a32*a21+a33*a3 1)*b12+(a31*al2+a32*a22+a3
3*a32)*b22+(al3*a31+a23*a32+a33/2)*b32)*b23+((a31¥al 1 +a32*a21+a33*a31)*
b13-+a31*al2+a32*a22+a33*a32)*b23+(al3*a3 1+a23*a32+a33/2)*b33)*b33

Asimetrik bir 4 matrisi sayisal deferler kullanarak tammlanmg ve MATLAB

programindan elde edilen sonuglar asagida verilmgtir.

ali=5;

al2=3;

A=[all al2 al3; a2l a22 a23; a31 232 a33]
AA=A*A

AAA=A*A*A

DETA=det(A)
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INVA=inv(A)
[V.E]=cig(A)
TRA=trace(A)
TRAA=trace(A*A)
TRAAA=trace(A*A*A)

AAA =

-119 -39 38
116 41 -26
-248 -122 -60

DETA=-16

INVA =

1.0000
-2.0000
1.0000

1.0000 0
-2.2500 -0.1250
0.8750 0.1875

V=
-0.1481 - 0.40551 -0.1481 + 0.40551 0.3755
0.0652 +0.3652i 0.0652 - 0.36521 -0.8899
0.6832-0.4574 0.6832+ 04574 0.2589



E=
3.3651 +3.25431 0 0
0 3.3651 - 3.25431 0
0 0 -0.7301
TRA =6 -
TRAA =
TRAAA =-138

Asimetrik 4, B matrisleri sayisal de@erler kullanarak tanimlanoug ve MATLAB

programindan elde edilen sonuglar asagida verilmistir.

A=
5 3 2
-4 -3 -2
-8 -2 4
B=
9 13 11
6 7 8
9 10 17
BB =
258 318 390
168 207 258

294 357 468



BBB =
7740 9480 12012
5076 6213 7890
9000 11001 14046

DETB =-72

INVB =
-0.5417 1.5417 -0.3750
0.4167 -0.7500 0.0833
0.0417 -0.3750 0.2083

V=
-0.1481 - 0.40551 -0.1481 + 0.40551 0.3755
0.0652 + 0.36521 0.0652 - 0.3652i -0.8899
0.6832 - 0.45741 0.6832 +0.45741 0.2589

E =
3.3651 +3.25431 0 0
0 3.3651 -3.25431 0
0 0 -0.7301
V=

-0.5988 0.8466 0.7229
-0.3929 -0.5134 0.2357
-0.6979 -0.1404 -0.6495

30.3520 0 0
0 -0.7070 0
0 0 3.3550
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TRB =33

TRBB =933
TRBBB = 27999
TRAB =-48
TRABB =-1989
TRBAA =-740
TRAABB = -27525

Antisimetrik bir 4 matrisi sembolik olarak ifade edilmis, MATLAB programindan

faydalanarak elde edilen sonuclar asagidaki gibi elde edilmistir.

all=0;
al2=sym('al2");
al3=sym('al3");
a2l=sym('-al2');
a22=0;
a23=sym('a23");
a3t=sym('-al3');
a32=sym(’-a23");
a33=0;

A={all al2 al3; a21 a22 a23; a31 a32 a33]
AA=A*A
AAA=A*A¥A
DETA=det(A)
TRA=trace(A*A)
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A:

[ 0, al2, al3]
[-al2, 0, 223]
[ -al3, -a23, 0]

AA=

[ -al272-a1372, -al3*a23, al2%*a23]
[ -al3*a23, -al272-a23"2, -al2*al3]
[ al2*a23, -al2*al3, -al3/2-a23/2]

AAA =

[ 0, (-a12"2-213"2)*al2-a12%a2372, (-al2"2-al372)*al3-al3%a23"2]
| -(-al2”2-a23/2)*al2+al2*al3~2, 0, -al3/2%a23+(-al2"2-a25"2)*a23|
[ al2"2*al3-(-al32-a2372)*al3, al27"2%a23-(-al372-a2372)y*a23, 0}
DETA=0

TRAA = -2%312°2-2%313"2-2*%a23"2

Antisimetrik 4, 8 matrisleri  sembolik olarak ifade edilmis, MATLAB

programindan faydalanarak elde edilen sonuglar agsagidaki gibi elde edilmistir.

all1=0;
al2=sym(‘al2'),
al3=sym('al3");
a2l=sym('-al2");
a22=0;
a23=sym('a23"),
a3 1=sym('-al3"),
a32=sym('-a23'");



106

a33=0;

b11=0;
b12=sym('b12");
b13=sym('b13";
b21=sym(-b12";
b22=0;
b23=sym('b23"),
b3 1=sym('-b13");
b32=sym('-b23";
b33=0;

L¥V)

A=[all al2 al3; a2l a22 a23; a31 a32 a33
B={b11 b12b13; b21 b22 b23; b31 b32 b33
BB=B*B

BBB=B*B*B

DETB=det(B)

TRAB=trace(A*B)

A:

[ 0, al2, al3]
[-al2, 0, a23]
[ -al3,-a23, 0]

B=

[ 0, bi2, bl3]
[-b12, 0, b23]
[ -b13,-b23, 0]

BB =

[-b1272-b1372, -b13*b23,  bl2%b23]
[ -b13%b23, -b1272-b2372, -b12%b13]
[ bI2*b23, -b12%b13, -b13°2-b23"2]
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BBB =

L 0, (-b12°2-b1372)*b12-b12%b2372, (-b1272-b1372)*b13-b13*b2372}

[ ~(-b1272-b23/2)*b12+b12%b 1372, 0, -b137°2#b23+(-b1272-62372)*b23]
| bI2°2%bI3-(-b1372-b23°2)*b13, b12°2%623-(-b132-b23"2)*b23, 0]
DETB =0

TRAB = -2*al2¥b12-2*al3*b13-2%¥a23¥b23

Antisimetrik bir 4 matrisi sayisal olarak ifade edilmis, MATLAB progranindan
faydalanarak elde edilen sonuglar agagidaki gibi elde edilmigtir.

all=0;
al2=4,
al3=6;
a2l1=-4;
a22=0,
a23=7,
a3l=-6;
a32=-7,
a33=0;
A=[all al12 al3; a2l a22 a23; a31 a32 a33]
AA=A*A
AAA=A*A*A
DETA=det(A)
[V.E]=eig(A)
TRAA=trace(A*A)
A=

0 4 6
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AA =
-52 42 28
-42 -65 -24
28 -24 -85

AAA =
0 -404 -606
404 0 -707
606 707 0O

DETA= 0

V=
0.5074 + 0.00001 0.5074 - 0.00001 0.6965
0.4098 +0.3922i 0.4098 - 0.3922i -0.5970
-0.2732 +0.58831 -0.2732 - 0.58831 0.3930

E=
0.0000 +10.0499i 0 0
0 0.0000 -10.04991 0
0 0 0.0000
TRAA =-202

Antisimetrik 4, B matrisleri sayisal olarak ifade edilmis, MATLAB programindan

faydalanarak elde edilen sonuglar asagidaki gibi elde edilmigtir.

all1=0;
al2=4;
al3=6;
a2l=-4,
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a22-=0;,
a23=7,
a31=-6;
a32=-7,
a33=0;
b11=0;
b12=6;
b13=9,
b21=-6;
b22=0;
b23=-12;
b31=-9;
b32=12;
b33=0:
A=[all al2 al3; a2l a22 a23; a31 a32 a33
B=[b11 b12 b13; b21 b22 b23; b31 b32 b33]
BB=B*B

BBB=B*B*B

DETB=det(B)

[V.El=eig(A)

[V.E]=eig(B)

TRAB=trace(A*B)

A=

o B

0
4

1
@
1]
~J
o = o

0 6 9
-6 0 -12
9 12 0
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BB =
-117 108 -72
108 -180 -54
-72 -54 -225
BBB =
0 -1566  -2349
1566 0 3132
2349  -3132 0
DETB= 0
V=

0.5074 + 0.00001 0.5074 - 0.0000i 0.6965

0.4098 +0.39221 0.4098 - 0.39221 -0.5970

-0.2732 +0.58831 -0.2732 - 0.58831 0.3980
E=

0.0000 +10.04991 0 0
0 0.0000 -10.04991 0
0 0 0.0000
YV =
-0.7428 0.0000 + 0.47341 0.0000 - 0.4734
-0.5571 -0.3922 - 0.43701 -0.3922 + 0.4370i
0.3714 -0.5883 +0.29131 -0.5883 - 0.2913i
E=
0.0000 0 0
0 0.0000 +16.15551 0
0 0 0.0000 -16.15551

TRAB =12
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4.1 izotrop Hiperelastik Cisimlerin Biinye Denklemi

Bu kistnda biinye denklemlerinde invariyant parametrelerin pasd kullanddifim ve
ne sekilde yer aldifim gostermek amaciyla Suhubi(1994)’ de izotrop hiperelastik
ortamlar igin verilen bafintilan ifade etmeyi gerekli gordik. Bu konu haklunda tiim
detayh bilgiler Suhubi (1994)’ den temin edilebilir.

Ortam izotrop kabul edildiginde gerilme potansiyeli,
S(C X)=2(QCQ" . X), VQeOR) (@11

seklinde verilmektedir. Herhangi bir ikinci mertebeden tansérin temel mmvaryantlart
o tansore ait karakteristik denklemin katsayilar olarak ortaya ¢ikan #¢ skaler
fonksiyondur. Tansoriin biitiin analitik invaryantlan bu ti¢ invaryant cinsinden ifade
edilebilir. Buna gore izotrop cisimlerin gerilme potansiyeli € tansoérunun 1, H, 11

invaryantlarina bagh olarak
C,X)=2(,10.,111. X) (4.1.2)

yazilabilir. Yani blinye denklemindeki bagimsiz degiskenlerin sayisi altidan (ige

diismiss olur. Buna gore 2. tur Piola-Kirchoff gerilme tansorii igin biinye denklemi

r oo 0T _(0F 81 0% 8N 0% oM
e \orec, amaC, ol oC,

ya da kompakt notasyondan yararlanarak

) X
__a_gz{_a_g o1 dzall & aw) “4.13)

“=a¢ \8leC alleC oMl ¢
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seklinde yazilabilir. Bu denklemin yukanda verildigi sekliyle ifade edilmesi ashnda
epeyce uzun islemleri gerektirir. Deformasyon geometrisi, balans denklemleri ve
biinye aksiyomlant kullamldiktan sonra elde edilebilen bu denklemin detaylarina
burada giremiyoruz. Okuyucu bu konudaki kapsamb bilgileri Eringen(1980) ve
Suhubi(1994)" de bulabilir. Yukanda verilen (4.1.3) bagmtisinmn gergek yapisim
tanyabilmek igin

I=nC, II =%[(tr§_§)z —orC?] 111 =det C=%[(tr£)3 34 CrCt 20 C’ (4.1.4)

invaryantlanmn ( tansoriniin (’; bilegsenine gore tiirevlerini hesaplamahyiz. Bu

~#y

amacla 6nce temel genel ##C"’ nin tiirevini heéaplamaya galigalim.

=

X ¥ v’ Al "y
I (=~ _(-{Kl & ("Lr L "'(:Ln—‘.!er-l ("Ln—t L4

olduguna gore

0
Cyy

alds Bl Y
(rC")=0,x, 0y, Cryry € G,

‘2 ll'n ll‘ﬂl

~

N ~ 2l
0k, 011, Crony - Crpar,, Crp,

. ; a
ot Or s Co Crp Co i

-

o ~ ~
+0xr,, Orr, Cryr, Cryt, Gt

elde deriz. Buradan da kolayca

2

-
oy,

(”g"):('TLLz '“(:Ln—-ZLn‘t (:LHK +

~

al al al Y i Y
Cex, Crr, - Crr, CL,,_,K. +o.+Cp (,’L,L2 ...CLHK Crx, +Cp Cpp, - Cp



sonucunu buluruz. Yukandaki tenmlen dikkatle inceler, simetrilerini ve tekrarlanan

indister fizerinde 1 den 3 e kadar toplam oldugunu hatirlarsak

C n Y-l [&
rCY=m(C"Y,, ,n>1;
o R ALY

(rC"y=08

elde ederiz. Bu bagintilan daha derli toplu olarak

MWL) _uc, =1 (4.1.5)
Cer = T 7

seklinde yazilabilir. (4.1.5) bagntistmn tanmnlari (4.1.4) ile verilen invaryanilara

uygularsak kolaylikla

3 Y ) o " 3 ~ . . -
O 1 o 1y P e 301 -s1 Qo CP -1 a1l (A16)
aC T ac EEpr ebt TR ILTOILTOL L LT

oldugunu goruriiz. Bu ifadeleri (4.1.3) bagmuisina yerlestirip ¢ikan terimleri

topladigimizda maddesel gerilme tanséri igin

=2 % 18yt |Z-2 ox lﬁ‘— 2 8E +° 4.1.7)
= ol o4 (1111 o1l Al o =

bagmtisim elde ederiz. (4.1.7) elimizde olunca (7.1.7)y den 7 = %/m ile

Cauchy gerilme tansori igin

N ™

2 ox 303 ox % 8%
Se==y| =+ +1l I — 41 T ppt
T {(af oIr olir J=== (8” oI ]:.—: L



114

sonucuna varnnz. Yukandaki bagintiyr yazarken C=F ‘ F oldugunu goéz oniinde
tuttuk. Ote yandan Finger tansorii g" =FF " olarak belirlendiginden Cauchy
gerilme tansorii, (2.5.19) ile ifade edilen Hamilton-Cayley teoremi uyannca

=it -l + I 4.1.8)

yazabilecegimiz i¢in gerilme tansori

2 [2)> 0 0¥ 4 0¥
f= mr I+ +1— —c 4.19
- \/[II{ oHr= (61 61]) s j! ( )

gseklini ahr. Dolayisiyla izotrop ve hiperelastik ortamin biinye denklemi

t=h L+he” +he”, b, =h 0y +h ¢y +h Gy (4.1.10)

seklinde yazilabilir. Burada #,,/, ve h, malzeme fonksiyonlart Green ya da Finger
sekil defistirme tansorinin I, II, III invaryantlarina ve heterojen malzemelerde X

pargacigina baghdir. Bu ¢ fonksiyon da tek bir gerilme potansiyeli tarafindan

tiretilmis olup
AT
By (111,001, X)= 2Jlf —— b (1,ILHI, X)=2IIT (__,_ I—;ifi)
huuwX)—za“ 4.1.11)
bagmtilartyla belirlenir.

(4.1.8) karakteristik denklemi ¢ Cauchy sekil degistirme matrisi ile garparak elde

ettigimiz,



115

¢i=I¢'-Ii+H¢
ifadesini (4.1.10) denklemine yerlestirirsek Cauchy gerilmesinin
t=b,I+bc" +b¢ (4.1.12)

-1

seklinde yazilabilecegini goriiriz. Burada malzeme fonksiyonlari,

by=hy—1Th =—er| 121 2% b =h+r1h=—2 0%
o T Jm\em amr) = Jur er
2 O .
(i Y 5

olarak tammlanmustir. Benzer sekilde (4.1.8) denklemini gz matrisi ile garparak
buldugumuz,

¢ =I1-Mc+IlI¢
ifadesini (4.1.12) denklemin yerlegtirirsek,
(=a,{+ac +azg2 (4.1.14)

bagmtisim da yazabiliriz. Burada malzeme fonksiyonlari,

. 2 (0% 8% 8%
=h +1b_ =h +Th+(I"-IDh, = — ] —+ ] —+ T —
D=0y 1Dy =hy + LI+ (T7 = 1), ,/17( ar el am)

a,=b~Ib =(I-1INh,~1Th=- 2 \pPE gl (4.1.15)
o ! =T o Jm\ e T el
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a, =111t =1l (h+ 1 h)= 7%1%

olarak tammlanmmgtir. Dogial olarak (4.1.10), (4.1.12) ve (4.1.14) ile verilen binye
denklemleri birbirine esdegerdir. Amacuniza en uygun olan baSinti Szgiirce
secilebilir.  Ortam sikigmaz oldugunda 1l = 1 kosulu saglandigmdan gerilme
potanstyeli de yalmz 1 ve I invaryantlarina bagh olur,
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5. SONUC

Bu galigmada, Siirekli ortamlar mekaniginin biinye denklemlerini modellerken ortaya
cikan invaryant degerler bhakkinda agiklayict bilgiler verilmektedir. Biinye
denklemlerinde bafimsiz degiskenler olarak karyimza cikan parametreler vektorel
veya tansdrel formlarda goziktigi i¢in vektorler ve tansdrlerin invaryantlan
hakkinda detayb bilgiler verilmistir. incelenen tansorler genellikle ikinci dereceden
simetrik tansérlerdir.

Ortogonal bir transformasyon altinda vektorlerin ve tansérlerin nasil doéniigtikleri
ifade edilmistir. Gereksiz hicbir elemam ihtiva etmeyen tamlik bazlan belirlenmis ve
minimal tambk bazlannm ne anlama geldigi agiklanmgtir. Full ortogonal grup,
uygun ortogonal grup, transvers izotropi ve kristal simflan hakkinda gerekli goriilen
bilgiler ve transformasyon matrisleri verilmig kristal simflarina ait simetri 6zellikleri
¢izelge halinde ifade edilmigtir. Vektorler i¢in tamhik bazlan izotropik tansorler
ikinci mertebeden tansorler icin genel formlar belirlenmigtir.

Once genel bir matrise ait invaryantin ne oldugu belirlenmiy ve Hamilton - Cayley
teoremine dayanarak invaryantlarla ilgili temel ve belirleyici o6zellikler ortaya
konmugtur. Daha sonra simetrik ikinci mertebeden bir, iki, ii¢ ve dort matrise ait
invaryant deferler belirli bir sira ve sistematik igerisinde ifade edilmigtir. Ortaya
¢ikan sonuglar bir ¢izelge halinde ifade edilmigtir. Simetrik, Asimetrik ve
antisimetrik  matrislerin  invaryantlarini, determinantlarini, terslerini,  yiiksek
mertebeden dslerini sembolik olarak belirleyen bir MATLAB program uygulamast
yapiumigtir. Aynica bu matrisler sembolik olarak ifade edildikten sonra yine bu
matrislere ait invaryantlar, determinatlar , ters matrisler, yiiksek mertebeden
kuvvetler, 6zdegerler ve dzvektorler elde edilmigtir.

Buraya kadar elde edilen invaryant degerlerin nasil kullamldigim gdstermek
amaciyla izotropik hiperelastik bir ortamim biinye modeli ele alinmmgtir. Aynica ekler
kisminda Cayley - Hamilton teoreminin invaryantlar teorisinde nasil kullanildigina
ait detayh bilgiler verilmis ve MATLAB programu hakkinda aciklayict bilgiler
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sunulmugtur. Bu c¢aligmamn asil amact MATLAB programindan faydalanarak
matrislere ait invariyant parametrelerin hem sembolik hem de sayisal olarak
kolayhkla elde edilebilecefini gostermektir. Programdan elde edilen sonuglarla
teorik sonuglar arasinda tam bir uyum oldugu gozlenmektedir. Ozellikle deneysel
verilerden elde edilen sonuglar  MATLAB programu ile birlikte biinye
denklemlerinde kullamidif takdirde uzun zaman alan iglemler ¢ok kisa bir sirede
sonuglandinlabilir. Bu programin ¢ok giiclii grafik ¢izme alt yapistmn mevcut
oldufunu aym zamanda adi ve kismi diferansivel denklemlerin ¢dziimiinde de
oldukga yetenekii oldugunu belirtmek gerekir.
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EKLER
EK-1. Ozdegerler, Ozvektorler Ve Cayley-Hamilton Teoremi

Bir matrisin 6zdegerleri ile bunlara karsi gelen 6zvektorlerini belirleme problemine
karakteristik deger problemi denilmektedir. Ozdeger kelimesi, Almanca “eigenwert”
Ingilizce “Characteristic value” kelimelerinin ortak anlamlarindan ortaya gikar.
Bazen “Ozdeger” yerine gizli kok (Latent root) ve Ozerk deger (auto value)
kullamlmig olmasina kargin en yaygin terminoloji 6zdegerdir. Bir matrisin 6zdegerler
kiimesine tayf (spectrum) denir. En biyiik 6zdegerin mutlak degerine ise tayfsal
yarigap adi verilir. (Tin ve Badem, 1986)

K cismi iizerinde n boyutlu bir V vektér uzayr tanunlanmig olsun. Bu uzay1 yine
kendisine doniigtiiren bir L operatorii alabm. Yani L operatori X vektortni ayni

uzay igerisinde kalmak sartiyla 4 X seklinde bir transformasyona ugratmaktadir.

X—-4X (E1)

Burada L:X—>A4X donisiminde sifirdan farkh 6yle carpanlar vardr ki bunlann
gorintiileri yine kendilerine esit olur. A€K cismi olmak Gzere L(X)=4X=1X
esitligini saglayan X vektorlerine 4 matrisinin 6zvektorleri denir. Bu esitligi

saglayan A degerlerine de 4 matrisinin 6zdegerleri denir.

ALX-AX=0=AL-HX=0 E2)

sekline gelir. Bu son denklem n bilinmeyenli homojen bir denklemdir. Buradaki
D(4) ’ya A matrisinin karakteristik matrisi denir.
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10..01 [a, a, ..a, ] [A-a,~-a, .. -a, ]

01..0] |ay a, ..a,, | |-ayA-a, ..-a,,
D(A)=A1-4=4| - =|’ (E3)

00..1] |a,a,..a,]| |-a, -a, ..4-a,, |

Bu matrisin determinantim alarak agilirsa D(4)X =0 ifadesi

DAY =" +C, A +C, A 4.+ €,y A +C, =0 (E4)

n-1
elde edilir. Bu son ifadeye 4 matrisinin karakteristik polinomu denir. ‘2 (.1)‘2(_ =0

karakteristik denklem adini alir.

1=[X,,X2,...,X,,]£ matrisinin  Ozvektorlerini, 4,,4,,..,4, ise A4 matrisinin

Ozdegerlerini gosterir.

Fazla detaylara ve matematiksel ispatlara girmeden 6zdegerlerle ilgili bazi teorem ve

sonuglan asagidaki gibi 6zetlemek miimkiindiir.

1) [é[:o ise 4 matrisinin en azindan bir dzdegeri sifirdir.

2) 4 matrisinin bir 6zdegeri 1 ise 4’ nin da bir 6zdegeri 4°dir.

3 ) Simetrik bir matrisin 6zdeger ve 6zvektorleri reeldir.

4 ) Simetrik bir matrisin 6zvektorleri birbirlerine diktir.

5 ) A simetrik bir matris ve 4 matrisinin 6zvektorleri de X, X,,...,X, olmak
tizere P* AP=D (A, 4,,...,4,) dir. Burada P=[X,,X,,...X,] 'dir.

6 ) Cayley-Hamilton Teoremi: Her kare matris kendi 6z denklemini saglar. Bu

teorem yardimiyla matrislerin tersi, negatif ve pozitif kuvvetleri bulanabilir.

D)= +C, A" +.+C,,A+C,=0
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>

(DH=4"+C, 4™ +.+C,,4+C,=0 - (ES)

7 ) A(n,n) kare matrisinin 4,,4,,..,4, Ozdegetleri ve a,,,a.,,...,a,, kosegen

elemanian olmak tizere
a) L +A,+. .+ A= a +a, +..+a,, (E6)
b) Ay ... A, =|d|=det 4 E7)

8 ) ag,.a,a,,.,a, br K cisminden alnmak izere, X bagimsiz degiskeni

gosteriyorsa;
JfxX)=a,+a, X +. . +a X" (E8)

bir polinomdur. X yerine 4 kare matrisi konulursa

f(D=a,+a 4+.. +a,4" (E9)
bir matris polinomu olarak elde edilir.

9) X bagimsiz degisken olmak iizere

[a, (X)) ...a,(X)]
am (.Xv) a2n(1Y)

AX)y=| (E10)

2, (X) ... a,,(X) |

seklindeki ifadeye de polinom matrisi denir.
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A 'yva gore r. Dereceden her polinom matrisi katsayilan aym boyutlu
matrislerden ibaret olan A ’ya gore r. dereceden bir matris polinomu ile gosterilebilir,
10) Bir 4 matrisinin 6zvektorleri lineer bagimsizdirlar.

Simdi 6zdeger probleminden elde ettigimiz

lineer denklem takimmnm (X, , X, ..., X,) icin sifirdan farkh ¢Sziimiinin meveut

olabilmesi i¢in katsayilar determinantinin sifir oldugunu digiinmek durumundayiz (
Suhubi, 1994 ). Bu durumda,

det(4-40)=0
yazabiliriz. Bu determinantin daha agik ifadesi asagida verilmistir.

a, a,, a, 100
a, ay, a, |—-4{010

a, a; a, 001

ay -4 a, a;
det}a,, a,,—4 a,, | =0

a, a, Az —4

2

a, ayay—Aa,a, —Aaya,+2°a,-a,a,a,
2 2 3

~Aapay +Aay+Aa, - V+2a,a,

—a,, 4y Ay +aa, a, +a,a,a;,

+a,, @, Ay, —ay3 Ay Ay + A4 a, =0
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Buifadeyi A’ nin katsayilarina gore diizenleyerek yazacak olursak,

3, 42
A +A (a, +a, +a;;)
—A(ay, Gy + ), @y +Ay Ay — Ay Ay — 0y, Ay, —~ 13 Oyy) (E12)

+(ay, Gy Q33 ~ Ay, Qg A3y ~ )y gy Ay +0yy Ay Ay +0)3 Ay Ay, — G35 Q) Ay, ) =0

ifadesi elde edilir. Burada A nin katsayist A matrisinin kdgegen elemanlarmin
toplam: geklinde karsimiza ¢ikmug ve daha Once bu terim birinci invarnyant olarak
tanimlanmugtir.

rd=a, +a, +ay=I=1,

A’ nin katsayisim invaryant parametreler cinsinden ifade edebilmek igin tez
¢aliymalanmizdaki ve sirekli ortamlar mekanigi konusundaki tecritbelerimize

dayanarak asagidaki terimin agihimni yapmanin uygun oldugu gorilmiistiir,

Sl -rgy=

(tr4)* =(ay, +ay, +a,) =a +a, +ai, +2a, a, +2 a;, a;; +2a, a,

a, Q;, A || Gy Gy, Oy
2 3
4" =la, ay ay, ||a; ay Gy rd"=?

a, a; ay j{ay a
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i
=G —ly — Gy~ Gy Gy — Gy gy — G Gy |

l 2 2
5{("7:4) —rA"}= a,a,+ a0, +az a0, - a0, - g, a4 - a0,

1 2 2
_E{(”é) —trd’}= aga,+ ayagFazan —apay - aa,—agay

o PV TR 1S N PRpU-Su PUOUUEEE [P R [FUIpug D NGV N-PUSF oM R PN T
elde ettiimiz bu terim A’ mn katsayisi ile egdeger bir ifade olarak karsumiza

11t o
avit

gikinaktadir. (E12 teriin ise A matrisinin deterininantina esittir.

hY
)
Dolayisi ile (E12) denklemiini agagi

~ B A-A— {(tré >—tr A’} +det A =0 (E13)

1)

[N

=t

a2

¥
i

[
(R

[

3

!
I
I

i

[+

.
I=tr
I=ur4

11:-;-{(@)2 —r 4}
7= deté

I=1=tr4
1¢.
u:zﬁ;—g}

I = det 4

Cayley — Hamilton teoremine g6re her matris kendi karakteristik denklemini

saglamak zorunda oldugundan asagidaki esitligi yazanz.
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{(tr Ay -1 A°}+1 det 4 =0 (E14)
Bu ifadenin trace’ ni alip (det 4) terimini ¢ekecek olursak;
det A= 111_—[13 31,1, +1,] (E15)

ifadesini elde ederiz. Yine (E14) esitligini A matrisinin tersi ile ¢arparak asagidaki

ifadeye ulagiriz.

~4 +4wd-1

{(rd) -1r 4’} + 47 (det 4) =0 (E16)

8|

Elde ettigimiz (E16) ifadesinden 4 ™' ters matris terimini gekecek olursak

{rdy -w4 }} (E17)

yazabiliriz.

Cayley — Hamilton teoreminin bazi ilging sonuglarim gormek igin asagida verilen

2x2 boyutunda bir A matrisini ele aliyoruz.

Bu matris igin yukarida verdigimiz bilgiler 1s181nda agagidaki ifadeleri yazanz;

P(A)=det(4-A 4) =X ~IA +I =0
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(E18)

I,
|
~
1N
+
S
I~
]
o
Y
g
i
~
N
|
Ili

/i =-;-(13-12) = det 4

Yukanda verilen (E18) ifadesinde A matrisi yerine 4 + B yazacak olursak

(4+BY -I(4+B)+1 =0

(4+BY-[r(4+B)] (4+B)+ {fr(a+BF -r(4+BP}1=0  (E19)

ifadesini yazabiliriz. Bu ifadede yer alan parantezleri uygun sekilde agarak terimleri
diizenledigimiz zaman invaryantlar teorisinde 6nemli bir sonug olan ve Rivlin(1955)

tarafindan da dogrulanan agagidaki ifadeye ulaginz.

I
llb:.
um

) (E20)

‘+4B+BA+B -(trd+1rB)(

= {(r gy + 2#(4>ﬂ(§>+<rr§>2-tr£—2#(45)—@2};=0

va—ﬂ

Rivlin(1955) bu c¢alismasinda izotrop malzemeler igin Gerilme deformasyon
bagintilar1 ve invanyantlar teorisi hakkinda olduk¢a onemli ve detayh bilgiler

vermektedir.

Yukanda verilen (E18) denkleminde A matrisi yerine 3 adet matrisin toplamim yani
A+B+C yazacak olursak,

[(r(4+B+C) P~ #r(a+B+CY] =0

(4+B+C) - r(4+B+C) (4+B+C) + B B

NI —
I~

ifadesini elde ederiz. Bu ifadede yer alan parantezler agilip gerekli diizeltmeler

yapilirsa asagidaki sonug elde edilir;
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A(B+C)+B(C+A)+C(4+B)=Ar(B+C)+Btr(4+C)+Cwr(4+B)
+[ r(4B)-trdwB -r(BC)-wrBurC +tr(CA) -twrduwC L

Daha once verilen (E16) ifadesinde ( — 4° +7 4° — IT A+ IIT I =Q) A matrisinin
yerine 4 > A+ A B+ uC yazhp A u’nin katsayis sifira esitlenecek olursa

(3.1.19) denkleminin elde edilecegi ifade edilmigti. Bu iglemin bazi detaylarm
agagidaki gibi veriyoruz:

~(4+2B+uCY +1(44B+uCY -NM(4+AB+pC)+ 1 [=Q

I=tr(A4+AB+uC)=trd+AtrB+ utrC

=%[{(é+ﬂ§+,u C)f-w(4+AB+u Q)Z]

o = % {[zr(ém_zw g)}‘ ~3tr(4+AB+uC)ir(4+1B+uCy

+2tr(4+AB+uC) )}

(4+4B+uCy =(4+4B+uC)U+AB+u ()
=4 +VPB +u* C+A4AB+ABA+AuBC+AuC B
tpCA+pAC

_ === === == = _ == = === ===
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1=(4+2B+pCYf =lra+inB+prC)(4+2B+uCY

—ira [£+1(4B+BA)+Au(BC+C B)

cav B[4 +2(4B+B A au(BC+C B+ u(4CHC A+ 2 B+ i C°
s utrC[4 + A(4B+B A)+au(BC+C B+ udC+C A)+ # B + 4 C*

m=_ [ (4+2B+uC)f -ir(4+2B+uC) ]

Ji=[tr(4+2B+uC)} =(wraY +2(awB+rBuw )+ pilrBuC+uCurB)

+u(rdoCruCud)e 2 (rBY +u(rCy
=(rday+ 2 (rBY +p*(rC Y +24tr 4 trB+2uA trBtrC+2utr A rC

J,=tr(4+2B+uCf=tr [4*+2(4B+B A)+u A(BC+CB)+u(4C+C A)

+ A2 B+ i _Q_2]
=nd+2 [n(4B)+n(B 4)] +ualn(BC)+(CB)]
+uln(ac)+(C4)] +2 nB*+ pnC
=tr A+ P B+t rC+2uld r(BC)+2p r(4C)

II = % {(rdV+1(rBY + i (rC} +24 rA1rB

+2ultrBtrC+2utrdnC-tr 4 - 2o B
~ptrC*-2u2r(BC)-2u1r(4C)}
- Hlway -rg |2 By -2 p]
+| (e P -2 rC? |} 240 drB+2u A AerB
+2udtrBtrC+2utrAC -2 uitr (BC)-2utr(4C)
=+ Uyt il + AtrAwrB+p lrdnC-m{4C) |+ palrBaC-w(8C)]

H(A+AB+pC)=A I + I+ 0, +irAuB+pu rawrC-r(4C)}
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m=clor(4+2B+nC)} -3 (4+2B+uQr(d+a B+ uCy

+2tr(A+AB+pu g)’]

Jy=(raf +# («BY +u* (e CY
+# w4 (wBY +(r BY tr 4+wB rawB]
+utlra (r Y +(rCFwra+wCran(]
+a|(raf wB+wB(raf +wrdnBur 4]

ulrafucruC(raf +ranCid]
+ApulrduBuoCroBrCud+uwCordnB+uwAwCuB+irCwBird+irB

Ty =(h4Y + 2 (1BY + 12 (nC} +34%(n4) (ABY +34 (1) GC)+ 32(18) (1)
+3u(hC)(RAY +3AuhAhB hC +34 uhA hC hB
+32°u(r C)(rBY +3A4u*(rB)(wrC Y
J,=3tr(4+AB+uC)tr(4+AB+uCYy
=3(rd+auwB+unC) [0 d2+ 2 B+ 4 wC* +2u0r(BC)
+2u1r(4C)]

=3{ud [0 g + 7 0B +utir C+2p ar(BC)+2un(4C)]
+auB [ra+2 wB+pier C2p ar(BC)r2ur(4C)]
vutrC (g + 2 w8 4wt C 4o e (BC)+2u (4 C)]
= {(ra) +2 (B +u(rC) +347(r4)(rBY

+3 7 (0ra)(erCY +34 (rnB) (i AV +3u (rC) (er 4
+3A u(rdrBurC+1r AtrC trB)
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32 p(0rC) (B )+ 3402 (0rB) (e C?)
3 [ralp g +20 B + o +2p0r(BC)+2pr AC)
+AtrB{r A + 2B + P +2uir(BC)+2urAC}

+utrClor A+ R B+t C* +2uitr(BC)+2utr ACY

mr=1(Lra) +#(rBY +u* (e CY > 2w Al B
+-12-p2tr4(zrg_)z 4%,1 irB (or AY +%/¢ trC (A Y
+%,1 p(rawBuaC+rdtrCtrB)

L# g (rBY +32 4t B (G
~ra| Mo g e 0 s e e uan(BC)eur(4C)

—zng[%(m 12 0B+ C e uir(BC)+uur(4C)

ru(Lcrca+aca)
+Au(ABC+BCA+CAB+ACB+CBA+BAC)
+2p(BC+C B +BCB)+Ap* (BC'+C*B+CBC

sptrC |4 +A(4B+BA)vu A (BC+CB)ru(aC+C A)+ 7 B +i C?
lalw,+m,+1, v rawBsplaanC-ur(AC)+ palrBrc-1(BC)]
+ABYI, + 1+ o+ A rAtrB+ulowrAwC—-w(4C)+ pa[wBorC-w(BC)]}
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+uCAIL + My + Mo+ 4 r AGrB+u[rArC—1r(4 C )|+ pu AlrBrC~(BC))

3
+[ % [(tr_/__l_)’ +7 (rB) +p*(rCy ]+-;—}3 tr4 (r BY +%,uztr4 (rCy
+AwB(raf +opirClrdY +2iu(rdnBoCrudiCuB)
s ,utrg(tré)z-f-%l wrCy -

~ra ok + 2 0B v 0 e pan(BC)eur(4C))

+
N
q
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q~
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q
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Bu son ifadede A u ° niin katsayist olan terim sifira egitienerek A yerine m, B yerine

n ve C yerine de p yazilacak olursa agagida verilen ifade elde edilir.
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EK-2. MATLAB Programi hakkinda baz bilgiler

MATLAB; (Matrix Laboratory), ilk defa 1985’de C. B. Moler tarafindan geligtirilmig
ve Ozellikle de matris esash matematik ortaminda kullamlabilen etkilesimli bir paket
programlama dili olarak tammlanmugtir. Baglangigta MATLAB  zellikle
mithendislik alaninda, iyi grafik 6zelliklere sahip daha gok sayisal hesaplamalarda
kullaiimak amaciyla gelistirilmis bir paket programlama dili olarak ortaya gikmustur.
MATLAB, orijinal olarak matris hesaplamalarinin énciileri olarak bilinen LINPACK
ve EISPACK projeleri yoluyla gelistirilen matris yazilim programlanna kolay erigim
saglamak amaciyla yazilmistir. Bugiin igin farkh alanlarda kullamilabilen ¢ok genis
bir uriin yelpazesine sahip MATLAB, teknik hesaplamalarda kullamlan yiiksek
basarniml bir dil olarak tanmimlanmaktadir. MATLAB in belli bash kullanim alanlan
asagidaki gibi siralanabilir.

* Matematik ve hesaplama iglemleri, algoritma gelistirme

= Modelleme, benzetim ve prototipleme

* Verilerin analizi, incelenmesi ve gorinttlenmesi

* Bilimsel ve mithendislik alaninda grafik iglemleri

»  Grafiksel kullanict ara yiiz (Graphical User Interface) yapisinida igine alan

uygulama gelistirme.

MATLAB’da dizilerin olusturulmas: ¢ok kolay bir iglemdir. Bunun i¢in sadece “:”

isaretini kullanmak yeterlidir. Ornegin;
X=0:02:10

Seklinde girilen bir komut ile asagidaki dizi elde edilebilir. Bu sonu¢ dogrudan
dogruya MATLAB programindan buraya aktanimistir.

X =
Columns 1 through 14

0 02000 0.4000 0.6000 0.8000 1.0000 1.2000 1.4000 1.6000
1.8000 2.0000 2.2000 24000 2.6000
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Columns 15 through 28

2.8000 3.0000 3.2000 3.4000 3.6000 3.8000 4.0000 4.2000 4.4000
4.6000 4.8000 5.0000 5.2000 5.4000

Columns 29 through 42

5.6000 5.8000 6.0000 6.2000 6.4000 6.6000 6.8000 7.0000 7.2000
7.4000 7.6000 7.8000 8.0000 8.2000

Columns 43 through 51 -

8.4000 8.6000 8.8000 9.0000 9.2000 9.4000 9.6000 9.8000 10.0000

Elde edilen sonugtan agtk¢a goérildigi gibi komut saun O ile baglayan 0.2°ser adim
ile artan 10 sayisina kadar bir vektor dizisi olugturur ve bunlan X degiskenine atar.
Baglangic degeri 0°dan biiyiik veya kiigiik olabilir. Verilen komutun sonuna konulan

(23]

;" igareti aym iglemleri yaptirir fakat ekrana yaziimasim onler.

Matlab ozellikle matrislerle ilgili iglemlerde gok bityitk kolayliklar saglar. Omegin
agagida verilen matrisin MATLAB programina tamtiimas: su sekildedir.

16 2 13
5 11 8
9 712
4 14 1

I

X=[16 2 13;5 11 8, 9 7 12; 4 14 1]

Bu komut satirmin sonucu MATLAB tarafindan asagidaki sekilde icra edilir.

X =
16 2 13
5 11 8
9 7 12

4 14 1



138

MATLAB’da aym boyutlu iki matris arasinda eleman elemana ¢arpma igleminin
icras1 agagida gosterildigi gibi “.*” iglemcisiyle ¢ok kisa yoldan yerine getirilir. Bunu
yapabilmek i¢in 6nce ayni boyutlu iki matrisi tammlamak gerekir. Boyle bir iglemin
program tarafindan uretilen sonucu agagida verilmigtir.

>>A={16 2 13;5 11 8, 9 7 12]
A=

16 2 13

5 11 8

o 7 12

>>B=[529,5-18;, 47 3]

B=
5 2 9
5 -1 8
4 7 3
>>C=A*B
C=
80 4 117
25 -11 64

-36 49 36
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MATLAB programinda matrisleri eleman elemana sagdan bélmek icin “./”, geri
veya soldan bolmek igin “\” operatorleri kullambir. Asagidaki 6mekte 3x3 boyutlu

A ve B matrislerini eleman elemana sagdan ve soldan bolelim;

A=[18-20 4:8 —14 10; 3 4 -9]
B=[6 4 2; 4 -7 -5, 3 4 —6]

Sagdan eleman elemana boliindigiinde MATLAB programinda asagidaki sonug elde
edilmigtir.

» A=[18-20 4;8 -14 10; 3 4 -9]

A=
18 20 4
8 -14 10
3 4 9
»B=[6 4 2; 4 -7 -5, 3 4 -6]
B=
6 4 2
4 -7 5
3 4 -6
» C=A./B
C=

3.0000 5.0000 2.0000
2.0000 2.0000 -2.0000
1.0000 1.0000 1.5000

Soldan eleman elemana boliindiginde MATLAB programinda asagidaki sonug elde

edilmistir.
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»A=[18-20 4,8 -14 10; 3 4 -9]
A=

18 20 4

8 -14 10

3 4 9
»B=[6 4 2;, 4 -7-5;,3 4 -6]
B=

6 4 2

4 7 -5

3 4 -6
» C=A\B
C=

0.3333
0.5000
1.0000

0.2000
0.5000
1.0000

0.5000
-0.5000
0.6667

Bir matrisin transpozu satirlann ve sutunlann yer degistirmesi ile elde edilir.

(120 B4

MATLAB programinda bu iglem i¢in matrisi temsil eden harfin iizerine isareti
konur.. Asagidaki ornekte 3x3 boyutlu A matrisinin transpozunun sonucu MATLAB

programindan asagidaki gibi elde edilmistir.

»A=[18-20 4;8 -14 10; 3 4 -9]
A=
18 20 4
8 -14 10
3 4 -9
» B=A'
B=
i8 8 3
20 -14 4
4 10 -9



141

ko

Matrislerin MATLAB programinda nokta g¢arpimlart yani i¢ carpimlan
islemcisi oniine nokta, “ . « getirmek suretiyle “ .* “ yerine getirir. Ornegin aym
boyutta A ve B matrislerinin nokta ¢arpimu C geklinde bir matris ise bu C matrisi su
sekilde ifade edilir.

C=sum ( A.*B)

Asagdaki 6rnekte 3x3 boyutlu A ve B matrislerinin nokta garpimian (i¢ ¢arpimlar)

icin bir rnek MATLAB programinda hazirlanmus ve sonucu agagida gosterilmistir.

»A=[651;29-3;103 7]

6 5 1
2 9 3
10 3 7
»B=[125;6812;-53 15]
B=
1 2 5
6 8 12
-5 3 15
» C=sum(A.*B)
C=
32 91 74

MATLAB programinda matrisleri garpmakta olduk¢a kolaydir. Matrisleri garpmak
icin “*” operatorii kullanilir, Matris ¢arpimi yaparken suna dikkat etmek gerekir.
Birinci matrisin siitun sayisiyla ikinci matrisin satir sayismun birbirine esit olmasi
gerekir. MATLAB programiyla 3x3 boyutlu A ve B matrislerinin ¢arpimlan olan X

matrisinin sonucu asagida elde edilmistir.
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» A=[651;29-3;103 7]
A=

6 5 1

2 9 -3

10 3 7
»B=[125;6812;-53 15]
B=

1 2 5

31 55 105
71 67 T3
-7 65 191

X ve Y seklinde iki satir vektoriiniin nokta garpimi MATLAB progranunda elde
etmenin en basit yolu ikincisinin transpozesini alarak satir vektori haline getirip
carpma islemi yapmaktir. MATLAB programu yardimiyla agagidaki 6émekte X ve Y

satir vektorlerinin i¢ garpimi bir 6rnekle agiklanmugtir.

» X=[369]
X =

3 6 9
» Y=[12 16 20]
Y =

12 16 20
» Z=X*Y"
7=

312
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Ayni sekilde vektorlerin dig ¢arpim igin iki vektoér tammlanir, Yukandaki 6rnekte
tamumlanan X ve Y vektorlerini tekrar kullanarak MATLAB programi yardimiyla X

ve Y vektorlerinin dig garpimin sonucu agagida verilmistir.

» X=[3 6 9]
X =

3 6 9
» Y=[12 16 20]
Y =

12 16 20
» Z=X"*Y
Z=

36 48 60
72 96 120
108 144 180

Matrislerin kuvvetini almak igin bir A matrisini ele alalim. Eer A matrisinin
igindeki her elemamn karesi alinmak isteniyorsa A.~2 deyimi kullanilir. Bir kare
matrisi elde edilmek isteniyorsa (yani A*A matrisi) A*2 deyimi kullanilir. Asagidaki
ornekte 3x3 boyutlu A matrisinin MATLAB programi yardimiyla A matrisinin her

elemarum karesini alan matris ve A” matrisi elde edilmistir.

»A=[378;1259;-17 6 13]
A=
3 7 8
12 5 9
-17 6 13
» K=A "2
K=
9 49 64
144 25 81
289 36 169



144

» A=[378;1259;-17 6 13]
A=
3 7 8
12 5 9
-17 6 13
» K=A"2
K=
-43 104 191
-57 163 258
-200 -11 87

Matrislerin iistel fonksiyonlan érnegin bir A matrisinin istel fonksiyonu e* seklinde
ifade edilir. MATLAB programinda bu fonksiyonlar exp(A) seklinde ifade edilir.
Asagidaki omekte 3x3 boyutlu bir A matrisinin Gstel fonksiyonu MATLAB

programi yardimiyla elde edilmigtir.

»A=[378;1259;-17 6 13]
A=
3 7 8
12 5 9
-17 6 13
» K=exp(A)
K=
1.0e+005 *
0.0002 0.0110 0.0298
1.6275 0.0015 0.0810
0.0000 0.0040 4.4241

Matrislerin tersini MATLAB programi yardimiyla elde etmek ¢ok kolaydir. Ornegin
bir A kare matrisinin tersinin (yani A" matrisinin) elde etmek igin inv komutu
kullanilir. Agagidaki 6rnekte 2x2 boyutlu bir A matrisinin tersi MATLAB programu

yardimiyla elde edilmistir.



» A=[4 9; 19 13]

A=
4 9
19 13

» B=inv(A)

B=

-0.1092 0.0756
0.1597 -0.0336
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Matrislerin determinantimt MATLAB programu yardimiyla elde etmek igin, bir A

kare matrisinin determinanti det komutu ile elde edilir. Asafidaki ormekte 3x3

boyutlu bir A matrisinin determinantt MATLAB program: yardimyla elde edilmigtir.

»A=[378,1259;-176 13]

A=
3 7 8
12 5 9
-17 6 13

» B=det(A)

B=

-874

MATLAB programinda

polinomlarla ilgili iglemler yapmakta miimkiindir.

Polinomlarin, koklerinin bulunmasi, degerlendirilmesi ve tirevi gibi standart

polinom iglemleri i¢in gerekli fonksiyonlan saglamaktadir. Bunlara ek olarak, egri

uydurma ve kismi kesirlere ayirma gibi daha ileri uygulamalar i¢in de fonksiyonlar
mevceuttur. Polinomlarla ilgili fonksiyonlar MATLAB Toolbox’un polyfun kiasérii

igerisinde yer almaktadir.

MATLAB programinda polinomlarin gosterilmesi igin, polinomlar en yiiksek

mertebeden en dusiik mertebeye dofru azalan sirada polinom katsayilari igeren bir

satir vektdri ile gosterilir. Ornegin tigiincii mertebeden bir polinom;
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P(x)=x"+5x*+0x-38

polinomunu MATLAB programinda;
P=[1 5 0 -8]

seklinde tammlamak gerekir.

Polinomlann koklerini bulmak igin polinomun sifira egit olmasi gerekir. MATLAB
programinda polinomun koklerini bulmak igin “roots” komutu kullamlir. Yukandaki
P polinomunun kéklerini MATLAB programi yardimiyla agagida elde edilmistir.

»P=[1 5 0 -8]
P=

1 5 0 -8
» Q=roots(P)
Q:

-4.6262

-1.5151

1.1413

Polinomlarin garpimum yapmak i¢in MATLAB programinda “conv”’ komutu
kuilamlir. Asagidaki 6rnekte P1 ve P2 polinomlarinin garpmmnin sonucu MATLAB

programu yardimyla elde edilmistir.
Pl=x*+5x>+0x-8 , P2=2x*+3x*+7x+5
»P1=[1 5 0 -8]

Pl1=
1§ 0 -8
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»P2=[2 3 7 5]

P2=

2 3 7 5§
» Q=conv(P1,P2)
Q=

2 13 22 24 1 -56 -40
Polinomlarn toplamim yapmada dogrudan kullamltacak bir komut yoktur. Eger her
iki polinom vektorii aym boyutta ise standart dizi toplama iglemi yapilir. Ornegin
yukarida verilen iki polinomu toplamak igin Q=P1+P2 yazilir. Asagidaki ornekte
MATLAB program yardimiyla bu iki polinom toplanmgtir.

Pl=x*+5x*+0x—-8 , P2=2x"+3x*+7x +5

»P1=[1 5 0 -8]

Pl=

1 5 0 -8
»P2=[2 3 7 5]
P2=

2 3 7 5
» Q=P1+P2
Q=

3 8 7 3

Fakat polinomlarin derecesi birbirine esit degilse iki polinomdan derecesi diigiik

polinoma sifirlar ilave edilerek yiiksek dereceden polinom ile aym dereceye getirilir.
P1=2x"+6x*+2x-8 , P2=-3x"+5x +8
»Pl1=[2 6 2 -8]

Pl=
2 6 2 -8
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» P2=[0 -3 § 8]

P2=

0 -3 5§ 8
» Q=P1+P2
Q=

2 3 7 0

Polinomlarda bélme iglemi yapmak i¢in MATLAB programunda “deconv” komutu
kullamhr. Asagidaki 6rnekte P1 ve P2 polinomlarimin bolme isleminin sonucu
MATLAB programu yardimiyla elde edilmistir.

Pl=2x*+6x>+2x-8 , P2=x"-3x*+5x+8

» P1=[2 6 2 -8]
Pl =

2 6 2 -8
» P2=[1 -3 5 8]
P2=

1 -3 5 8
» Q=deconv(P1,P2)
Q=

2
Polinomun tiirevini almak i¢gin MATLAB programinda “polyder” komutu kullamlir.
Asagidaki ornekte P1  polinomunun tirev alma isgleminin sonucu MATLAB

programu yardimuyla elde edilmistir.

Pl=2x3+6x*+2x-8
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»Pl1=[2 6 2 -8]
Pl=

2 6 2 -8
» Q=polyder(P1)
Q=

6 12 2
Polinom degerlerini hesaplanmasi igin katsayilanimn satir vektériine dayanan verilen
polinomlanin toplama, ¢arpma, bolme ve tirev iglemleri yépxlabildigi gibi bunlann
degerlendirilmesi de yapilabilir,. MATLAB programinda bu degerlendirmeyi
“polyval” komutu yardimiyla yapabiliriz. Ornegin;

P(x)=x*+4x*-7x-10

polinomunu ele alalm ve bunu -1 ve 3 noktalan arasindaki degerlerini hesaplayahim:.

Once;
x = linspace(-1,3)

komutu ile —1 ile 3 noktalart arasinda 100 adet esit araliklarla nokta olusturulur daha

sonra,

P=[1 4 -7 10]
Q= polyval (P,x)

» x = linspace(-1,3)
x=
Columns 1 through 7
-1.0000 -0.9596 -0.9192 -0.8788 -0.8384 -0.7980 -0.7576
Columns 8 through 14
-0.7172 -0.6768 -0.6364 -0.5960 -0.5556 -0.5152 -0.4747



Columns 15 through 21
-0.4343 -0.3939 -0.3535
Columns 22 through 28

-0.1515 -0.1111 -0.0707

Columns 29 through 35
0.1313 0.1717 0.2121
Columns 36 through 42
0.4141 0.4545 0.4949
Columns 43 through 49
0.6970 0.7374 0.7778
Columns 50 through 56
09798 1.0202 1.0606
Columns 57 through 63
1.2626 1.3030 1.3434
Columns 64 through 70
1.5455 1.5859 1.6263
Columns 71 through 77
1.8283 1.8687 1.9091
Columns 78 through 84
2.1111 2.1515 2.1919
Columns 85 through 91
23939 24343 24747
Columns 92 through 98
2.6768 27172 2.7576
Columns 99 through 100
2.9596 3.0000
»P=[1 4 -7 10]
P=
1 4 -7 10

-0.3131
-0.0303
0.2525
0.535;1—
0.8182
1.1010
1.3838
1.6667
1.9495
2.2323

2.5152

2.7980
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-0.2727

0.0101

0.2929

0.5758

0.8586

1.1414

1.4242

1.7071

1.9899

22727

2.5556

2.8384

-0.2323
0.0505
03333
0.6162
0.8990
1.1818
1.4646
1.7475
2.0303
2.3131
2.5960

2.8788

-0.1919

0.0909

0.3737

0.6566

0.9394

1.2222

1.5051

1.7879

2.0707

23535

2.6364

29192



» Q= polyval (P,x)
Q=
Columns 1 through 7
20.0000 19.5168 19.0374
Columns 8 through 14
16.7087 16.2595 15.8167
Columns 15 through 21
13.7131 133172 12.9305
Columns 22 through 28
11.1490 10.8258 10.5146
Columns 29 through 35
9.1520 8.9210 8.7047
Columns 36 through 42
7.8581 7.7385 7.6365
Columns 43 through 49
7.4028 7.4142 74458
Columns 50 through 56
7.9220 8.0837 8.2684
Columns 57 through 63
9.5514 9.8827 10.2399
Columns 64 through 70
12.4267 12.9471 13.4961
Columns 71 through 77
16.6837 17.4126 18.1728
Columns 78 through 84
22,4582 23.4149 244057
Columns 85 through 91
29.8857 31.0897 32.3305
Columns 92 through 98
39.1022 40.5728 42.0831
Columns 99 through 100
50.2434 52.0000
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18.5619 18.0909 17.6248 17.1639

15.3807 14.9520 14.5309 14.1178

12.5534 12.1863 11.8296 11.4837

10.2158 9.9297 9.6568 9.3974

8.5035 8.3179 8.1481 7.9948

7.5524 7.4865 7.4394 74114

74981 7.5715 7.6664 7.7831

8.4765 8.7085 8.9647 9.2455

10.6232 11.0332 11.4702 11.9346

14.0741 14.6814 15.3186 15.9859

18.9648 19.7889 20.6456 21.5352

254311 264914 275870 28.7183

33.6087 34.9246 36.2785 37.6709

43.6334 45.2242 46.8559 48.5288
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MATLAB programinda kesirli polinomiar v kalan iglemleri yapilabilir. Pay ve
paydasi polinom olan kesir polinomlar ayr ayn degerlendirilir. Ornegin;

f= 2x? +3x-10
x*-2x*+4x+10

fonksiyonunun payim katsayilan 2, 3,--10 ve paydasimn katsayilan 1, -2, 4, 10 olan
bir kesir polinomla ilgili islemler MATLAB programu yardimyla asagidaki sekilde
yapilir.

Pay ve paydanin kokleri MATLAB program: yardimiyla agagidaki gibi bulunabilir.

» Pay=[2 3 -10]
Pay =
2 3 -10
» payda=[1 -2 4 10]
payda =
1 -2 4 10
» Q=roots(Pay)
Q=
-3.1085
1.6085
» T=roots(payda)
T=
1.6221 + 2.3250i
1.6221 - 2.32501
-1.2443

Kesir polinomunu tiirevi;
»Pay=[2 3 -10]

Pay =
2 3 -10



» payda=[1 -2 4 10}
payda =

1 -2 4 10
» R=polyder(Pay,payda)
R=

10 -4 -24 104 -10

Kesir polinomunu kismi kesirlere ayirmak igin “residue” komutu kullanilir. Buna

gore;

»Pay=[2 3 -10]

Pay =

2 3 -10
» payda=[1 -2 4 10]
payda =

1 -2 4 10

» [r p k]=residue(Pay,payda)
r=
1.3904 - 0.3264i
1.3904 + 0.3264i
-0.7808
p=
1.6221 +2.32501
1.6221 - 2.32501
-1.2443
k=
[l

MATLAB programinda dogrusal ve dogrusal olamayan denklem takimlann ve

matematiksel fonksiyonlan ¢oziimiini yapabilmek miimkiindir. Ornegin asagida
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verilen dordinci dereceden dogrusal denklemin koklerini bir polinom formuna

donustiirerek koklerini bulabiliriz.

f=x*+2x*-4x* +5x-8

»a=[1 2 -4 5 -8 .-
9=
1 2 4 5 -8

» yp=roots(a)
veya
»yp=roots ([1 2 -4 5 -8])
yp=

-3.6413

1.3695

0.1359 + 1.2593i

0.1359 - 1.2593i

MATLAB programinda dogrusal olamayan denklem takimlarnimn ¢6ziimlerini
yapmakta miimkiindiir. Ornegin matris isaretler sisteminde bu problem asagidaki
bi¢cimde ele alinabilir. A ve B matrisleri verilmig olsun AX=B veya XA=B saglayan
bir yegane X matrisinin olup olmadifim aragtirmak gerekir. X matrisinin katsayi
matrisini A sol veya sag tarafinda yer almasina bagh olarak normal kesme “ / “veya
ters kesme “ \ ” olmak uzere iki adet bolme simgesi kullanilir. X= A\B matris
denklemi AX=B’nin ¢oziimi X=B/A matris denklemi XA=B’nin ¢6ziimiidir.
MATLAB programinda denklem takimlaninin ters kesme veya bolme iglemiyle
¢oziimii icin AX=B seklinde verilen ve B’nin satir matrisi olarak tammlandigi matris

denkleminin her iki tarafim A ile garparsak;

ATAX=ATB

elde edilir. Burada A™! A, I olarak tamymlanan birim matrise denktir. Buna gore I
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IX=A"Bveya X=A'B

elde edilir. Bu ¢ozimi MATLAB ortaminda yapmak ig¢in X = inv(A) komutu
kullambir. Asagidaki ornekte verilen bir denklem takuminin MATLAB programi
yardimiyla ¢oziimii elde edilmigtir.

X +4x, —x, +x,=2

2%, +Tx, +x; —x, =16 \
,+4x, - x; +2x, =1

3,-10x, -2x, +5x, =-15

»a=[14-11;271-2;14-12;3-10-25]

a=
T 4 -1 1
2 7 1 -2
1 4 -1 2
3 -10 -2 5

»b=[2161-15]
b=
2
16
1
-15

» x=a\b

2.0000
1.0000
3.0000
-1.0000
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MATLAB programinda fonksiyonlarin minimize edilmesi ve sifirlann bulunmasi
icin MATLAB optimizasyon ile iligkili iglemleri yerine getiren belli sayida yiiksek
seviyeden fonksiyon fonksiyonlan saglar. Tek degigkenli fonksiyonlarin minimize
edilmesi igin “fminbnd” komutu kullanilir. Birka¢ degigkenli fonksiyonlar igin ise
“fminsearch” komutu kullamlir. Fonksiyonlann sifirlanm bulmak igin ise “fzero”
komutu kullaniir.

MATLAB programinda fonksiyonlarn grafiklerini ¢izmek mimkiindir MATLAB
programinda grafik ¢izmek igin “fplot” komutu kullamilir. Asagidaki Ornekte
MATLAB program: yardimiyla

y=2sin(x+3)

ifadesinin grafigi ¢izilmigtir.

»fplot('2*sin(x+3),[-5 5])
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Simdiye kadar MATLAB program: ile yapmug oldugumuz Omeklerde sayisal
degerler kullandik. MATLAB programinda sayisal ¢oziimlerin yam sira sembolik
degiskenler kullamilarak da goziimler yapilabilir. Sembolik ¢oziimler yapabilmek igin
degiskenlerin sembolik olarak tammlanmast gerekir MATLAB programinda
degiskenleri sembolik tamimlamak igin “sym” komutu kullamhr. Asafidaki
orneklerde sembolik olarak 3x3 boyutlu matrislerin toplama, ¢ikarma, ¢arpma ve
eleman elemana kare alma islemi = gibi sonuglar MATLAB programiyla elde
edilmigtir.

Matrislerin sembolik olarak toplamu;

A=
[all, al2, al3]
[ a21, a22, a23]
[ a31, a32, a33]

B =

[ bll, b12, b13]
[ b21, b22, b23]
[ b31, b32, b33]

TOPLAMI =

[all+bll, al2+b12, al3+b13]
[ a21+b21, a22+b22, a23+b23]
[ a31+b31, a32+b32, a33+b33]

Matrisierin sembolik olarak farks;

A=
[all, al2, al3]
[ a21, a22, a23]
[ a31, a32, a33]
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B:

[b11, b12, b13]
[ b21, b22, b23]
[ b31, b32, b33]

CIKAR =

[al1l-bll, al2-b12, a13-b13]
[ a21-b21, a22-b22, a23-b23]
[ a31-b31, a32-b32, a33-b33]

Matrislerin sembolik olarak garpimu;

A=

[ all, al2, al3]
[ 221, 222, a23]
[ a31, 232, a33]

B=

[bl1,b12, b13]
[ b21, b22, b23]
[ b31, b32, b33]

CARPMA =

[al1*b11+al2*b21+al3*b31, al 1*b12+a12*b22+a13*b32, al 1*b13+al2*b23+a13*b33]
[ a21*bl 1+a22*b21+a23*b31, a2 [*b12-+a22*b22+a23*b32, a21*b13+a22*b23+a23*b33]
[ a31*b11+a32*b21+a33*b31, a31*b12+a32*b22+a33*b32, a31¥b13+a32*b23+a33*b33]

Matrislerin sembolik olarak eleman elemana karesinin alinmast;
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A=
[ all, al2, al3]
[ a21, a22, a23]
[ a31, a32, a33]

B=

[bl1, b12, b13]
[ b21, b22, b23]
[ b31, b32, b33]

KAREA =

[ 21172, 21272, 21372]
[ 22172, 22272, a23/2]
[ 23172, 23272, a33/2]

KAREB =

[ b1172, 122, b13/2]
[ 62172, 52272, b2372]
[ 63172, 3272, b3372]

Benzer gekilde tim sembolik iglemler daha 6nce yapiimig olan sayisal orneklere

benzer sekilde sembolik olarak yapilabilmesi mimkiindiir.



