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OZET

Bu tez beg boliimden olugmaktadir.
Birinci boliimde, konunun tarihi geligsimi verilmigtir.

Ikinci beliimde, pozitif tamsayilar kiimesinde yogunlugun aksiyomatik tanimi ve-
rilip, yogunluk fonksiyonunun &zellikleri incelenmigtir. Ayrica, toplamsallik 6zel-
ligi (A.P.) tamimlanarak bu 6zelligin, baz1 yogunluk drneklerinde saglanip saglan-
madig1 incelenmigtir.

Ugtincti boliimde, istatistiksel yakimsaklikla ilgili bazi sonugclar verilmis, 6zellikle,
bu konuda 6nemli bir yer tutan Ayrigim(Decomposition) teoremi verilmistir. Is-
tatistiksel limit, istatistiksel yigilma ve limit noktalarmmn kiimeleri arasindaki
bazi bagntilar Ayrigim teoremi yardimiyla aragtiriimigtir. Bir z = (z,,) reel say:
dizisinin L sayisina istatistiksel yakinsak olmas: igin gerek ve yeter kosulun dizinin
tek ve ¢ift indisli terimlerinden olusan altdizilerinin de aym L sayisina istatistiksel
yakinsak olmasi ispat edilmigtir.

Dérdiincti boliimde, istatistiksel monotonluk ve simrlhilik kavramlar: incelenerek
bu kavramlarin klasik analizde kullanildi#1 monoton yakinsakhk teoremi ve ayrica
Bolzano-Weierstrass teoreminin benzerleri istatistiksel yakinsak diziler icin ve-
rilmistir.

Son boliimde ise, istatistiksel limit infimum ve supremum kavramlar: incelenerek

ornekler verilmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Toplamsallik 6zelligi, asimptotik yogunluk, dogal
yogunluk, istatistiksel yakinsakhk, istatistiksel simirhlik.
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ABSTRACT

This thesis consists of five chapters.
In the first chapter, historical development of the topic has been given.

In the second chapter, the axiomatic definition of density in the set of positive
integers has been given and the properties of density function have been investi-
gated. In addition, by defining the additivity property, it has been investigated

whether this property is realized in some density samples or not.

In the third chapter, some results concerning statistical convergence have been
given. In particular, Decomposition theorem playing an important role in this
topic, has been given. Some relations among statistical limit, statistical cluster
and the sets of limit points have been established with the help of Decomposition
theorem. We also show that, a real sequence z = (z,,) is statistically convergent
to L if and only if even and odd subsequences are also statistically convergent to

the same number L.

In the fourth chapter, the concepts of statistical monotonicity and boundedness
have been given. The analogues of monotonic convergence theorem and Bolzano-
Weierstrass theorem in the classical analysis have been given for statistical con-

vergent sequences.

In the final chapter, we consider the concepts of statistical limit inferior and

superior. We give some examples.

KEY WORDS: Additivity property, asymptotic density, natural density, sta-

tistical convergence, statistical boundedness.
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SIMGELER DiZiNi
N Pozitif tamsayilar kiimesi
R Reel sayilar kiimesi
loo Siurl: diziler uzay:
c Yakinsak diziler uzay:
z = (Tn) Reel sayilarin bir dizisi
6(A) A kiimesinin alt yogunlugu
8(A) A kiimesinin tist yogunlugu
6(A) A kiimesinin dogal yogunlugu
s(A) A kiimesinin Schnirelmann yogunlugu
X4 A kiimesinin karekteristik fonksiyonu
Ng Alt ve tist yogunlugu esit olan kiimelerin kiimesi
n3 Alt ve tist yogunlugu sifir olan kiimelerin kiimesi
Ch Cesaro matrisi
M = (ank) Sonsuz matris
|A(n)] AN{1,2,..} kiimesindeki elemanlarin sayisi
A° A kiimesinin tiimleyeni
| z = (z,,) dizisinin istatistiksel y1gilma noktalarmmn kiimesi
L, z = (z,) dizisinin limit noktalarimm kiimesi
A, z = (z,) dizisinin istatistiksel limit noktalarmm kiimesi
st —limz z = (z,,) dizisinin istatistiksel limiti
st —limsupz z = (z,) dizisinin istatistiksel limit supremumu
st —liminfz  z = (z,) dizisinin istatistiksel limit infimumu
AP Dogal yogunluklu kiimeler i¢in toplamsallik 6zelligi
AP.O. Sifir dogal yogunluklu kiimeler icin toplamsallik tzelligi
A~B A kiimesi asimptotik olarak B kiimesine egit

Ey Herhangi bir uzaydaki kapali kiimelerin sayilabilir bir birlegimi



1. GIRiS

Yogunluk kavram oldukca genig bir kavram olup asimptotik yogunluk, dogal
yogunluk, diizgiin yogunluk, rasyonel ve reel sayilarm yogunlugu, oran kiimelerinin
yogunlugu v.b. gibi birbirinden farkli bircok gekilde tamimlanmigtir. Biz pozi-
tif tamsayilar kiimesindeki yogunluk kavramim inceleyecegiz. Pozitif tamsayilar
kiimesinde; Buck (1953) tarafindan genellegtirilmis asimptotik yogunluk ve
Freedman (1981) tarafindan da yogunluk aksiyomatik olarak tammlanip, baz
yogunluk fonksiyonlarmin ozellikleri ve yogunluk icin toplamsallik &zelligi
verilmigtir.

Temeli pozitif tamsayilarin dogal yogunlugu kavramina dayanan istatistiksel yakin-
sakhk kavram ise ilk olarak Fast (1951) tarafindan verilmigtir. Buck (1953) ve
Schoenberg (1959) tarafindan istatistiksel yakinsaklik kavrami reel ve kompleks
diziler igin; Maddox (1988) tarafindan da herhangi bir lokal konveks topolojik vek-
tor uzaymdaki diziler icin verilmistir. Fridy (1985;1993), Salst (1980), Connor
(1988), Maddox (1988), Rath ve Tripathy (1994) tarafindan istatistiksel yakim-
saklik ve toplanabilme arasinda bagint1 kurulup, Fridy (1985), Rath ve Tripathy
(1994) tarafindan da istatistiksel Cauchy dizileri tizerinde caligilmuigtir. Fridy
(1993) de istatistiksel monotonluk kavramina girmis, ancak istatistiksel yakin-
saklik i¢in monoton yakinsaklik teoremi Tripathy (1998) tarafindan verilmigtir.
Fridy (1985), Connor (1988) ve Tripathy (1997;1998) Ayrisim teoremlerinin farkl
ifadelerini vermiglerdir. Fridy ve Orhan (1997) istatistiksel limit infimum ve
supremum kavramlarimi tammlamglardir. Pehlivan ve Mamedov (2000) tarafin-
dan R" de istatistiksel yakinsakhk kavrami incelenmigtir. Kostyrko v.d. (2001)
tarafindan da verilen bir (z,,) dizisinin tiim istatistiksel limit noktalarmm kiimesi

bir F, kiimesi olarak karakterize edilmigtir.

Sonug olarak istatistiksel yakinsaklik kavrami matematigin cegitli dallarina bir
¢ok matematikgi tarafindan uygulanmig ve uygulanmaya devam edilmektedir.



2. POZITIF TAMSAYILAR KUMESINDE YOGUNLUK

Bu boliimde pozitif tamsayilar kiimesinde tanimlanan yogunlugun aksiyomatik
tanimu verilip, ozellikleri incelenmigtir. Ayrica, toplamsallik 6zelligi (A.P.) tamm-
lanarak, bu 6zelligi saglayan yogunluk 6rnekleri verilmigtir.

2.1. Yogunlugun Aksiyomatik Tanimi ve Ozellikleri

Tamim 2.1.1: A, B dogal sayilar kiimesinin herhangi iki altkiimesi olmak iizere
A A B simetrik fark: sonlu ise A asimptotik olarak B ye egittir denir ve A ~ B
seklinde gosterilir (Freedman ve Sember, 1981).

Tanim 2.1.2: A ve B dogal sayilar kiimesinin herhangi iki altk{imesi olsun. Eger,
D1) A~ B=§(A)=4(B),
D2) ANB=0=§(A)+§6(B) <6(AUB),
D3) VA, B igin §(A)+ §(B) <1+ §6(AN B),
D4) §(N)=1
ozellikleri saglaniyorsa,

§: A—0,1]

fonksiyonuna alt asimptotik yogunluk denir (Freedman ve Sember, 1981).

Tamim 2.1.3: §(A) = 1 — §(NV\A) seklinde tamimlanan & yogunluguna birlesti-
rilmig iist yogunluk adi verilir (Freedman ve Sember, 1981).
Alt ve iist yogunlugun temel 6zelliklerini asagidaki teoremle verecegiz.

Teorem 2.1.4: § alt asimptotik yogunluk ve §, § nin birlestirilmis ist yogunlugu
olsun. Herhangi iki A, B dogal say1 kiimeleri igin;

i) AC B= §(A) <§(B),

i) A C B = §(A) <8(B),

iii) VA, B icin 6(A) + §(B) > §(AU B),

) §(0) =6(0) =0,



v) 8(N) =1,

vi) A~ B = 6§(A)=6(B),

vii) 8(A) < 6(A)
dir (Freedman ve Sember, 1981).
ispat: i) AC B, B= AUC ve ANC = 0 olsun. D2 den §(A4)+4(C) < §(AUQC)
dir ve buradan §(A) + §(C) < §(B) oldugundan §(A) < §(B) elde edilir.

ii) A C B olsun. Buna gore (N\A) 2 (N\B) yazabiliriz ve §(N\A4) >
8(N\B) = —§(N\A) < —§(N\B) = 1-8(N\A) < 1-§(N\B) = 6(A) < §(B)
bulunur.

iii) Tanim 2.1.3. den §(4) = 1 — §(N\A) ve §(B) = 1 — §(N\B) yazabiliriz.
D3 den VA, B icin §(A) + §(B) < 1+ §(A N B) oldugundan,

6(N\A) +6(N\B) <1+ 8((N\A) N (N\B)) =1+ §(N\(AU B)),
—6(N\A) —§(N\B) = -1 — §(N\(AU B)),
1-4(N\A) +1-4(N\B) 2 1 = §(N\(AU B)),

bulunur ve sonug olarak §(A) + 6(B) > §(AU B) dir.

iv) D2den NN =0 = §(0) + §(N) < §(0 U N) yazabiliriz. §(N) =1
oldugundan §(f) +1 <1 = §(0) <1-—1=0= §(0) =0 elde edilir.

Diger taraftan 6() = 1 — §(N\@) = 1 — §(N) = 1 — 1 = 0 oldugundan
6(0) = §(9) = 0 dur.

v) 6(A) =1 — §(N\A) oldugunu biliyoruz. Burada A = N alinirsa,

6(N) = 1-4(N\N)
= 1-§0)=1-0=1

bulunur.

vii) D2 de B = N\ A alrsak,
8(A) +6(N\A) < §(AU(N\A)) = §(N)
yazabiliriz ve §(4) < 1 — §(N\A) = §(A) y1 elde ederiz.

Tanim 2.1.5: Dogal sayilarin herhangi bir A altktimesi igin §(A) = 6(4) oluyorsa



A kiimesi § yogunluguna gére dogal yogunluga sahiptir denir. Bu &zellige sahip

kiimelerin kiimesini 7, ile gésterecegiz. Yani,

dir. 72 uzaym da,
ng = {A: 8(A) = 8(4) = 0}

geklinde tamimlariz. Yani A € n; demek 6(A) = §(A) = 6(A) demektir (Freedman
ve Sember, 1981).

Ogzellik 2.1.6. A € 7; ve §(A) = 0 olmas: icin gerek ve yeter kogul §(A4) = 0
olmasidir (Freedman ve Sember, 1981).
Ispat: Ilk 6nce teoremin gerekliligini ispatlayalim. A € 75 ve 6(A) = 0 olsun.
Bu durumda §(A) = §(A4) = §(A) = 0 olur.

Simdi de yeterliligini ispatlayalm. §(A) = 0 olsun. A € n; ise §(A) = §(A) =
0 ve 6(A) = §(A) oldugundan 6(A) = 0 yazabiliriz.

Teorem 2.1.7: i) Eger A~ N ise A € 5 ve §(A) =1 dir.

ii) Eger A ~ 0 ise A € 0§ dir (Freedman ve Sember, 1981).
Ispat. i) Teorem 2.1.4. (vi) ya gore A ~ B = 6(A) = §(B) dir. Ayrica Teorem
2.1.4. (v) egore de A~ N = §(A) = §(N) = 1 yazariz. D1 den dolay1 A ~ N
oldugundan §(A) = §(N) = 1 ve §(A) = §(A) oldugundan da A € 7, yazlabilir.
5(A) = §(A) =1 ve §(A) nin tanimindan §(A) = 1 bulunur.

ii) Teorem 2.1.4. (vi) ya gore A ~ @ = 6(A) = §(0) = 0 oldugundan ve
Teorem 2.1.4. (iv) e gore 6(A) = 0 yazabiliriz. 13 tanimindan da A € 72 1 elde

ederiz.

Teorem 2.1.8: i) § sonlu toplamsaldir. Yani ANB =0, A,B, AUB € n; ise
(AU B) = 6(A) + 6(B) dur.

i) Bger Ay, As,..., An €70 ise U A; € nQ dir.

iit) Bifer A € ng ise (V\A) € 1, ve S(N\A) = 1 — 6(A) dur.

iv) Aengve A~ Bise B € ng ve §(A) = §(B) dir (Freedman ve Sember,
1981).



fspat: i) A, B € 7; olsun . AN B = 0 ise D2 den ve §(4) = §(A), &(B) = §(B)
oldugundan A, B € 7, i¢in

8(A) +6(B) < §(AUB)

yazabiliriz.

Diger taraftan Teorem 2.1.4. (iii) den 8(A) + 6(B) > §(A U B) oldugundan
5(AUB) < §(A) +8(B) < 8(AU B) yazabiliriz. Teorem 2.1.4. (vii) den §(4) <
5(A) oldugundan §(AUB) > §(AUB) olmasi ancak ve ancak §(AUB) = 6(AUB)
ile miimkiindiir ve §(AU B) = 6(A) + 6(B) dir.

ii) Ispat1 iki kiime icin yapacagiz, sonlu sayidaki kiimeler i¢in de bu ispat
gegerli olacaktir.

Ay, A, gibi herhangi iki kiime icin A;, A2 € 03 olsun. Bu durumda 6(A4;) =
5(Ay) yazabiliriz. Teorem 2.1.4. (iii) den 8(4,) +6(Ag) > 8(A; U Ay) oldugundan
0 > 6(A; U Ay) buluruz. Yogunluk negatif olamayacagindan 5(A1U Ay) = 0 olur.
Boylece A; U Ay =.L2J A; € nd dir.

iii) Ust yogiuﬂlzliltammmdan 8(A) =1 - §(N\A) dir ve A € n; oldugundan
§(A) = §(A) olmasim kullanirsak

6(A) =1-4(N\A) (1)

ifadesini elde ederiz. Yine tist yogunlugun tammindan §(N\A) = 1—§(N\(N\A4))
=1— §(A) oldugundan,
8(A) =1-8(N\4) ()

dir.

(1) ve (2) den 1 — §(N\A) = 1 — §(N\A) bulunur. §(N\A) = §(N\A)
oldugundan, (N\A) € 7 elde edilir. Ayrmica §(4) = 1 — §(N\A) ve §(4) =
1 — §(N\A) oldugundan,

6(N\A) =1—6(A)
bulunur.

iv) D1 den A ~ B = §(A) = §(B) dir. Ayrica A € 7, ise §(A) = §(A)
oldugunu biliyoruz. Teorem 2.1.4. (vi) dan A ~ B = §(A) = 6(B) oldugundan,



(A) = 6(B) = §(A) = §(B) dir . Buradan da gozlemleriz ki B € 7 dir.
(A) = 6(B), 6(A) = §(B) oldugundan da

dir.
Dogal yogunlugun sayilabilir toplamsal olmadigim agagidaki 6zellikle verip
ardindan yogunluk fonksiyonu i¢in bagka bir toplamsallik 6zelligi tanimlayacagiz.

Ozellik 2.1.9: § sayilabilir toplamsal degildir (Freedman ve Sember, 1981).
Ispat: A; = {i} tek nokta kiimelerini alalm. Vi igin A; € n? ve Vi # j icin
AN A; = 0 dur. Burada g A; = N ve §(N) = 1 oldugu halde i 8(A;) =0
dir. Boylece Y, 6(A:) # 6(U (A:)) bulunur ki bu da 6 nin sayilabilir toplamsal
olmadigin vg:hl'. =

Tanim 2.1.10: (Toplamsallik Ozelligi (A.P.) ) A; € 5 ve AiNA; = 0 (i # 7,
i,7=1,2,...) olsun. B; ~ A;, EJO B; € ns olacak gekilde B; kiimeleri var ve
i=1

5(Um) =3 (58)

=1 i=1
egitligi saglaniyorsa toplamsallik ¢zelligi (A.P.) vardir denir (Freedman ve Sember,
1981).
Benzer gekilde sifir dogal yogunluklu kiimeler i¢in de toplamsallik &zelligi
agagidaki gekilde verilebilir.

Tanim 2.1.11: (Sifir Dogal Yogunluklu Kiimeler I¢in Toplamsallik Ozel-
ligi (A.P.O.) ) A;enyve 4inA;=0(i+#7,4,75=12,...)osun B; ~ A; ve
oLj B; € n) olacak gekilde B; kiimeleri mevcutsa sifir dogal yogunluklu kiimeler
i;ln toplamsallik 6zelligi (A.P.O.) vardir denir (Freedman ve Sember, 1981).

Simdi (A.P.O.) nin saglandigim gésteren bir érnek verecegiz.
Ornek 2.1.12: A; = {3} kiimeleri i¢in B; = {i2} segelim. Burada

A ={1} Bi={l}, Ay ={2} Ba={4}, As={3} Bs={9},...



dir ve A; ile B; nin simetrik farki sonlu oldugundan Vi igin A; ~ B; dir. A; =
(i} enlve U Bi={1,4,9,16,...} € n oldugundan (A.P.0.) tzellii saglan.
=1

Ozellik 2.1.13: (A.P.) varsa (A.P.O.) vardir.
Ispat: Kolayca gorilir ki n) = {A : 6(A) =0} C n; = {A: 8(A) = §(A)} dir.
Buradan (A.P.) varsa (A.P.O.) vardir diyebiliriz.

Tamm 2.1.14: ( (A.P.0.) Ozelligi) (A.P.0.) de A; kiimelerinin ayrik olma
sartim kaldirinca elde edilen ozellige (A.P.O.)" adi verilir (yani A; € n (i =
1,2,...) olsun. B; ~ A; ve igl (B;) € 1§ olacak sekilde B; kiimeleri varsa (A.P.O.)’
vardir denir.) (Freedman ve Sember, 1981).

Teorem 2.1.15: (A.P.O.) ve (A.P.O.)" denktir (Freedman ve Sember, 1981)..
Ispat: i) (A.P.O.) saglanwsa (A.P.O.) saglanir. Ciinkii (A.P.0.) de kiimeler
ayrik olabilir veya ayrik olmayabilir.

ii) Simdi (A.P.O.) saglanirsa (A.P.O.) nin saglandifim gosterelim. Kabul
edelim ki (A.P.O.) saglansin. Bu taktirde n? daki kiimelerin herhangi bir dizisi
A; olsun. Ikiger ikiser ayrik A/ dizisini

A=Ay, A=A\ U 4
j=1
seklinde tammlayalim. (A.P.O.) saglandigindan 4; € n ve Al ler ayrik alindigin-
dan oLj B! € 19 olacak gekilde B! ~ A’ kiimeleri vardir. B; =O Bj alahm.
i=1 j=1

oLj B; =8 B! diir. oLj B! € 12 oldugundan da oLj B; € n% olur. Herhangi A;

=1 =1 i=1 i=1

kiimeleri icin 4; € n§ ve A; ~ B; olacak sekilde U B; ¢ n% bulundugundan
2==1

(A.P.O.) saglanir.

(i) ve (ii) den de (A.P.O.) ve (A.P.O.)’ nin denk oldugu goriiliir.
2.2. Yogunluk Ornekleri ve (A.P.O.)
Bu kisimda, Tanim 2.1.1. deki kogullar: saglayan, pozitif tamsayilar kiimesin-

deki baz yogunluk rnekleri ve bu drneklerin (A.P.O.) ni saglayip saglamadig

incelenmigtir.



Bir A kiimesindeki z e egit veya daha kiigiik pozitif tamsayilarm sayisint A(z)
ile gosterelim. Ornegin, A kiimesi ¢ift sayilardan olusuyorsa A = {2,4,6,...} dur.
Bu durumda A(1) =0, A(2) =1, A(3)=1,..., A(7) =3, A(8) =4, A(Y) =4.
Burada acik¢a z > 0 igin A(z) = [
kiimesi i¢in A(a;) = 7 dir.

5 ] oldugunu elde ederiz. Herhangi bir A = [a;]

Tanim 2.2.1: Bir A kiimesinin asimptotik yogunlugu,

do(A) = i inf 2

00 n
seklinde tanimlanir. ﬂnﬁl dizisinin limitinin varolmas: durumunda A kiimesinin
dogal yogunlugunu do(A) ile gosteririz. Boylece A dogal yogunluga sahipse,

do(A) =do(A) = lim A7)

n—o n
dir (Freedman ve Sember, 1981).
Ornek 2.2.2: A={1,2,..} = N ise do(A4) =do(A) =1 dir.

Ornek 2.2.3: A ={2,4,6,...} olsun. 2% dizisi,

0112233
1'2’3’4’5°6’ 7’
seklinde ve
do(A) =do(A) = lim é—;?l _1
dir.
Ornek 2.2.4: A= {1,4,9,...,n%, ...} ise

oldugundan dy(A) =do(A) = 0 dur.

Her dogal say1 kiimesinin (alt)asimptotik yogunlugu vardir fakat dogal yogun-
lugu olmayabilir. Dogal yogunluga sahip olmayan bir kiime ¢rnegi Ornek 2.2.5.
de verilmigtir.



Ornek 2.2.5: A = {1,4,5,6,13,14,...,24,49,50, ..., 96,193,194, ...} kiimesinin
A dizisinin tist limitini olugturan altdizisi,

1416 64 2

— — — — . q.—_

1'6"24° 96’ 3
ve alt limitini olugturan altdizisi,

1 4 16 64 1

=y Ty e — =

3’12748’ 192’ 3

seklindedir. Dolayisiyla bu 6rnek igin A kiimesinin alt asimptotik yogunlugu 4
oldugu halde dogal yogunluga sahip degildir.

Tamm 2.2.6: (Kiimeye Goére Yogunluk) A C D C N olmak tizere D kiime-
sine gore A kiimesinin alt asimptotik yogunlugu,

_ A(n)
&p(A) = lim inf D(n)
ve dogal yogunlugu da,
_ o Aln)
6p(A) = lim Dn)

geklinde tamimlanir. Tamm 2.2.1. de N kiimesi olarak D kiimesi diigiiniiliirse
D1-D4 6zellikleri saglanir.

Teorem 2.2.7: A C D C N olmak tizere do(A) = 6p(A4) - do(D) dir.
Ispat: Tamm 2.2.1. den dy(A) = lim ﬂnﬁ oldugundan,

o) = Jim ST
= 1im 2 7(1)

n—00 D( ) n—00

= 6p(A)-do(D)
bulunur.

Ornek 2.2.8: D = {1,3,5,7,...,2n—1,..} ve A= {5,9,13,...,4n +1,...} alu-
sak, burada do(A) = 1, do(D) = 1, ve 6p(A) = 1 dir.

Tamm 2.2.1. deki asimptotik yogunluk C; Cesaro matrisi yardimryla agagidaki
sekilde de tamimlanabilir.
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Tanim 2.2.9: 4&?, C1x 4 dizisinin n. terimini gosterirse,
d1(A) = liminf(Cix4)n

seklinde tanimlanan fonksiyon herhangi bir A kiimesine gére yogunluk tanmimlar
ve D1-D4 ozelliklerini saglar. Yogunluk oldugunun ispat: Teorem 2.2.10. un &zel
bir halidir (Freedman ve Sember, 1981).

Tanim 2.2.9., toplanabilme metodundan bir yogunluk elde etmek icin genel
bir yol olabilecegi fikrini akla getirir.

Teorem 2.2.10: M negatif olmayan regiiler matris ve §,, agagidaki sekilde

tammlansin;
8y (A) = lminf(Mx 4)n.

7n—00

Bu durumda §,; bir yogunluktur (yani §,,;, D1-D4 ozelliklerini saglar.). Dahas:

61(A) = limsup(Mx 4)n

egitligi vardir (Freedman ve Sember, 1981).
Ispat: Ispat i¢in D1-D4 ozelliklerinin saglandigini gostermemiz gerekir.

D1) A ~ B ise §,,(A) = §,,(B) oldugunu gosterelim.

A~ Bisel<j< N igin x4(j) = xg(j) disinda pozitif bir N; sayis1 vardir
ve

| (Mx)n — (Mxp)a| = Iianij(j)—ianij(j)l

=1
Ny
< D anj | xald) — x50) |
=1
N
< D> —0 (n— o)
=1
yazilabilir. Boylece lim inf, o | (Mx4)n — (MX5)n |— 0 bulunur. Buradan,
Hminf(Mx 4)n = Uminf(Mxp)n = Ep(A) = 64 (B)

elde edilir.
D2) AN B =0ise §;(A) + 63;(B) < 83(AU B) oldugunu gosterelim.
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AN B =01ise x4y = Xa + xp dir. Bu nedenle,

du(AU B) lim inf (Mx 4,5)n

n—oo

liminf(Mx4 + Mxs)a
lim inf(Mx 4)n + lim inf(Mx5)n
6u(A) + 6p(B)

Vv

yazabiliriz.
D3) VA, Bigin §3,(A)+83,(B) < 14+6,,(ANB) oldugunu gésterelim. x 4np =
X4 + X5 — Xaup yazilabileceginden,

14+8,(ANB) = 1+lminf(Mxsmp)n
= 1+liminf(Mx4 + Mxp — Mxaup)n
2 1+ Hminf(Mya)n + lminf(Mxp)n — imsup(Mx4up)n
= 1+48y(A) +8u(B) —u(AUB)
= 8y(A) +8y(B) + 8u(N\(AU B))
> Sm(A) +6u(B)
bulunur.

D4) §,/(N) = 1 oldugunu gosterelim. §,,(N) = liminf, ,o(MXxy)n =
lim inf,, 00 § an; = 1 dir. Boylece §;, nin bir yogunluk oldugu elde edilmig
olur. =

Simdi de 5 = limsup,,_, ., (M 4)» oldugunu gésterelim. T = (1, 1,...) olmak
tizere X4 = 1 — x4 ve lim (1 — M1), =0 oldugundan,

om(4) = 1-38y(N\A)
= 1-lminf(Mxya)n

nN—co
= limsup(l — Mxn a)n
n—00
= limsup(l — MT+ Mx4)n
n—od

= limsup(Mx,)n

dir. Boylece ispat tamamlanir.
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Ayrica bu gekilde tamumlanan yogunluk (A.P.O.) ni saglar. Teorem 2.2.12.

bunu ispatlar.

Tamm 2.2.11: (Birim Matrisden Elde Edilen Yogunluk) J birim mat-
risinden elde edilen ¢; yogunlugu,

6.(4) 0 , N\ A sonsuz
7 1 ,diger hallerde

geklinde tamimlanir (Freedman ve Sember, 1981).

Burada §;(A) =liminf (Jx,) =liminf (x,). ve A € 7§, ise A sonludur. 7;,
nin elemanlar1 A ~ N geklindeki sonsuz kiimelerden olusur.

Simdi (A.P.O.) nin herhangi negatif olmayan matrisden elde edilen yogunluk
icin saglandigim gosteren agagidaki teoremi verecegiz.

Teorem 2.2.12: M bir negatif olmayan regiiler matris ve §,, yogunlugu Teorem
2.2.10. daki gibi tammlansmn. Bu durumda (4;), 7§, daki kiimelerin ayrik bir
dizisi ise B; ~ A; (1 = 1,2,...) ve G B; € 79, olacak sekilde kiimelerin bir B;
dizisi vardir (Freedman ve Sember, z1———581).

Ispat: M = (an;) negatif olmayan regiiler bir matris olsun. Her bir n = 1,2, ...
icin s(n + 1) > s(n) ve § ani < i olacak sekilde s(n) var olsun. Herbir

i=s(n)+1
§=1,2,... i¢in k(j) yi secelim. Burada n > k(j) olmas

Zam X, (8) -+ xa, (1) <

1=1
ve k(j + 1) > k(j) demektir. k() nin varhim Teorem 2.1.4. den sdyleyebiliriz.
Ayrica n > k(1) icin p(n); k(p(n)) < n < k(p(n) + 1) geklinde olsun. Sonug
olarak m = 1,2, ... igin,

B = Am\{1,2,...,s(k(m+1))}
seklinde segelim. Burada m = 1,2,... i¢in B,, ~ A, dir.
Simdi B :oLcj B; igin 63(B) = 0 yani oLj B; € ngM oldugunu gosterece%lz
i=1 =1

Teorem 2.2.10. dan ép(B) =limsup (Mxg)n -hmsupz amxB( ) yaz‘abljf»'
n—oo
o

M £t
4 %@M
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Ayrica 3 G < 1 ve s(n+1) > s(n) oldugundan,
i=s(n)+1

3(m) )
éu(B) = limsup Zam'XB(i)"‘ Z am’XB(i))
i=1

n—o0 i=s(n)+1

1 s(n)
< limsup - + Z aniX5(1)
nmee i=1
s(n) ,
= limsup Z a"niXB(i))
=1

n—od

dir. By, ler ayrik ve B = B;UBsU. .. oldugundan x (%) =§ X, (%) yazabiliriz.
i=1

Boylece,
_ s(n) 00
6y(B) = limsup Z @i Y X, (1)
noo i m=1

dir. Burada toplami p(n) e kadar alabiliriz. Ciinki, eger m > p(n) = k(m+1) >
k(p(n)+1) > n = s(k(m+1)) > s(n) = {1,2,...,8(n)}NBn =0 = xp, (i)

I

0 ve i < s(n) ise xp_ (i) =0 dir. Ayricam =1,2,... igin,
Bm = An\{1,2,...,s(k(m+1))}

oldugundan agagidakileri yazarak esitsizlige devam edersek,

_ s(n)  p(n)
6u(B) = lmsup} an ) x5,(i)

- i=1 m=1

s(n) p(n)

< lLmsup ) an D Xa, (%)
m=1

— .
n—oQ i=1

oo p(n)
< limsup ) ami Y Xa,, (i)
i=1 m=1

n—00

bulunur. n > k(p(n)) ve

6m(B) Sligl_)s;p <§ Qi (XAl(i) oot XAy, (z)) < ﬁ)

oldugundan

1
dpy(B) < limsup ——= ,(n — oo icin p(n) — oo

=0
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sonucunu buluruz. 6,,(B) < 0 oldugundan ve yogunluk negatif olamayacagindan
61(B) = 0 yazariz. Bu ifade de bize oLj B; € n3,, olmasmu verir.

Simdi G.G. Lorentz tarafindan or;;a atilan toplanabilme metodu ile yakin-
dan ilgili olan bagka bir yogunluk tanimlayacagiz.

Tamim 2.2.13: (Diizgiin Yogunluk)

u(4) = lim [mml T xali ]

n—oo [m>0 1,

t=m-+1
m-n
(A) = n_’oo max —ﬂ P %_;rl Xal

ifadelerini yazahm. Burada u ya A nin alt diizgiin yogunlugu, % ya da A nin iist
diizgiin yogunlugu adin: verecegiz. Ayrica u fonksiyonu alt asimptotik yogunluk-
tur. Yani D1-D4 6zelliklerini saglar (Freedman ve Sember, 1981).

Ozellik 2.2.14: A € n,, olmast icin gerek ve yeter kosul x 4 dizisinin hemen hemen
yakinsak olmasidir (Freedman ve Sember, 1981).

Ozellik 2.2.15: Herhangi bir A kiimesi keyfi ardigik tamsay dizilerini iceriyorsa
u(A) = 1 dir. Yani her My > 0 icin {k+ 1,k +2,...k+ N;} C A olacak gekilde

bir k sayis1 varsa,

m+n
w0 - g 5 ] - .

dir (Freedman ve Sember, 1981).

Ozellik 2.2.16: (3) geklinde tanimlanan %(A) yogunlugu igin (A.P.O.)" 6zelligi
saglanmaz (Freedman ve Sember, 1981).

Ispat: A = {1,2,4,8,...,2%,...} ve 4; = {j + ag;a € A} (j = 1,2,...) olsun.
Herbir j igin A; € n% dir. Yani herbir j igin,

n—oQ

dir. Ciinkii, A; = {2,3,5,9,...,2"+1,...}, Ay ={3,4,6,10,...,2°+2,...},...
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j=1 m=0in

mtn D+xa, 2+ +x4, (7)
1 . _ XAI( XA]. XAl
1Y xa40@) = ™
i=m+1
— 0+1-+140+41404-04041404-04+-0+0+0+040+1+0+0+... ~v logyn
n n
dir.
j=1 m=11n
mtn 2D4+x4, (8)+FX4, (n+1)
1 . _ xAl( xAl XAI
=X Xa(l) = p
i=m-+1
— 1414+0+414040+041+04+0+0+04+0+0+04+1+0-+0+... v logon
n n
dir.
j=1 m=2I¢n
m+n 3) x4, (4)+Fxa, (n+2)
1 . _ XA1( XAq XAy
LY x4 = p
i=m-+1

— 140+140404+0+1+0+0+0+0+0+0+0+1+0+0+...  logyn
n b n

bulunur. m > 0 iizerinden maximum alindiginda da,

iF 7ulsg ~ . logym
ma s 2 X (==
i=m--1
ifadesini elde ederiz. Vj icin
1 1]
a(A;) = lim 227 —Jim 2052 _ g
n—oo 7 n—00 1

dur.

Simdi de (A.P.O.)’ nin saglanmadigini gosterelim. Bunun icin B; ~ A; kiimele-
rinin herhangi bir se¢imi i¢in u (OLj Bi> > 0 oldugunu gostermek yeterlidir. Eger
B;, Bi~ A; (1 =1,2,...) §ekli£:1; herhangi bir dizi ve M > 0 ise bu durumda
1< i< Miginn > k; iken 2" + i € B; olacak sekilde bir &; vardir. &k =
max{ki, ks, ... km} ve n > k alarak,

2"+1€ By, 2"+2€B,,..., 2"+ M € By
oldugundan dolay,

{2"+1,2"+2,...,2"+ M} C |} B;

=1
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dir. Daha 6nceden her M > O icin {k+ 1,k +2,...,k+ M} C A olacak gekilde

k(= 2™) varsa T(A) = 1 oldugunu biliyoruz. Buna gore u (Do Bi) > 0 bulunur
i=1

ki bu da bize (A.P.O.)’ nin saglanmadigim verir.

Ozellik 2.2.17: (3) Seklinde tanimlanan @(A) yogunlugu icin (A.P.O.) ozelligi
saglanmaz (Freedman ve Sember, 1981).

Ispat: Ozellik 2.2.16. ya gore T(A) yogunlugu igin (A.P.O.) dzelligi saglanmaz.
Onerme 2.1.15. e gore (A.P.O.) ve (A.P.O)’ tzellikleri denk oldugundan G(A)
yogunlugu icin (A.P.O.) saglanmaz.

Tanim 2.2.18: (Schnirelmann Yogunlugu) Pozitif tamsayilarm bir A C N
kiimesinin Schnirelmann yogunlugu,

s(4) =;13;f1 Aln)

n
seklinde tanimlanir. Burada A(n), A kiimesindeki n den kiiciik veya esit pozitif
tamsayilarin sayisidir (Niven vd., 1991).

Bu tanimi asimptotik yogunluk ile karsilagtirirsak

0<35(A) <do(4) <1

oldugunu goriiriiz.

Schnirelmann yogunlugu hesaplanirken dizinin ilk terimlerinin 6nemi biiyiik-
tiir. Gergekten 1 ve 2 sayilar1 herhangi bir A kiimesinde mevcutken veya mevcut
degil iken asimptotik yogunluk degismedigi halde Schnirelmann yogunlugu, 1 ¢ A
iken s(A) =0, 2 ¢ A iken 5(A) <  dir. s(A) =1 olmas: da sadece A = N iken
miimkiind{ir.

Uyar1 2.2.19: Schnirelmann yogunlugu Tamm 2.2.1 deki yogunlugun aksiyo-
matik tanimim saglamaz. Bunun igin D1 &zelliginin saglanmadigini géstermemiz
yeterlidir. A = {1,3,5,7...} ve B = {3,5,7,...} seklinde tammlayalim. Burada
A1) digisi,

ve —B—g‘l dizisi,
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seklindedir. A ~ B oldugu halde s(A) = 1 ve s(B) =0 dur.

Ornek 2.2.20: A= {2,4,6,...} olsun AR Jigisi,

n

1’2’3'4’5°6’ 7’
seklinde ve
s(A) = Aln) =0
n2l 1
dar.

Uyar: 2.2.21: Bundan sonraki boéllimlerde é geklinde tamumlanan yogunlugu
Tamm 2.2.1 deki dy yogunlugu olarak yani, herhangi bir A C N kiimesi igin,

o) =pim, £
ve
§(A) = lim inf é%)

seklinde kullanacagz.



18

3. ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu béliimde temeli Tanum 2.2.1. dogal yogunluk kavramina dayanan, dizilerin
adi anlamda yakinsaklik kavramindan farkh olan istatistiksel yakinsaklhk kavram
tanimlanmugtir.

Istatistiksel yakinsaklik tanimini vermeden 6nce adi yakinsak dizilerin tanimim
hatirlayarak istatistiksel yakinsaklik fikrinin nereden kaynaklandigimi gorelim.
Adi yakinsaklikta bir z reel say1 dizisi L ye yakinsak ise L nin herbir ¢ komgu-
lugu diginda dizinin ancak sonlu say1da elemani kalabilir. Simdi bu kavrami biraz
genellegtirmeye calisacagiz. Kabul edelimki, L noktasinin herbir £ komgulugu
disinda dizinin sonlu sayida degil, sonsuz sayida elemam kalsin, fakat boyle ele-
manlarin sayisi dizinin tiim elemanlarimn sayisina gére ¢ok azdir, yani styleyebili-
riz ki dizinin ”"hemen hemen” tiim elemanlar1 L nin € komsulugu icerisindedir. Bu
durumda z dizisinin L noktasina "hemen hemen” yakinsak oldugu soylenebilir.
Istatistiksel yakimsaklik kavram bu fikri matematiksel olarak kesin ifade eden
kavramlardan biridir. Burada L noktasinin € komgulugu diginda kalan eleman-
larin sayisinin ”az” olmasi, boyle elemanlarin dogal yogunlugunun sifir olmast ile
ifade edilir. Simdi iki dizinin "hemen hemen” esit olmasim tammlayip istatistik-
sel yakinsaklik kavramim verecegiz.

Tanim 3.1: z = (z,) ve y = (yn) dizileri igin §({k € N : zx # yx}) = 0 ise z ve
y dizileri hemen hemen her k igin egittir denir (Fridy, 1985).

Tanim 3.2: (Istatistiksel Yakinsaklik) Her £ > 0 icin,
§({k:|zx—L|>¢€})=0

yani,

1
lim = |{k<n:zx—L|>e}|=0

n—0oo n
ise z dizisi L ye istatistiksel yakinsaktir denir ve st —limz = L ile gosterilir (Fast,
1951).
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Ornek 3.3: z = (x) dizisi,

k ,k=n? neN
T =
0 k #n?

seklinde tammlansin. % den kiiciik olacak sekilde herhangi bir £ > 0 igin
K={k:|zx—0[>e}={1,4,9,16,...}

alimir. Burada K kiimesinin yogunlugu §(K) = 0 dur. Dolayls‘1yla z dizisi L = 0
a istatistiksel yakinsaktir, yani st — limz = 0 dir. Ay zamanda bu dizinin €
komgulugu disinda kalan elemanlar: sonsuz sayida oldugundan yakinsak degildir.
O halde istatistiksel yakinsak her dizinin yakinsak olamayacag: sdylenebilir. Diger
taraftan yakinsak her dizinin istatistiksel yakinsak oldugu sonlu sayi1daki kiimenin
dogal yogunlugu sifir oldugundan stylenebilir (Fridy, 1985).

Tanim 3.4: Herhangi bir J reel sayisi icin,
{keN:z,>J}) =1
ise (zr) say1 dizisi +oo a,
d{keN:z,<J}) =1
ise —oo a waksaktir denir (Tripathy, 1998).

Tanmim 3.5: Bir reel sayi dizisinin istatistiksel limiti sifira egitse diziye istatistiksel

sifir dizisi denir.

Yardimeci Teorem 3.6: z = (zx) ve y = (yx) istatistiksel sifir dizisi ise onlarm

carpimu da istatistiksel sifir dizisidir (Connor, 1985).

Ispat: Eger | zxys |> € ise | zx |> /€ veya | yx |> v/ dur. Boylece herhangi bir

n € N igin,
0 < L|{k<n:mgel2e}]

<
< It <nialz va+ ] (F<niin 2 va} |}
elde edilir. Sag taraftaki her iki ifade de n — oo icin sifira yaklagacagindan,

liml|{k§n:|xkyk|28}|=0

n—oo 7
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olur. Boylece st — limzy = 0 elde edilir.

Teorem 3.7:(Ayrisim) z = (zi), ¢ ye istatistiksel yakinsak bir dizi ise
lim y, = ¢ 7 =y+zve lim 2| {k <n:z # ye} |= 0 olacak gekilde
yakinsak bir y = (yi) dizisi ve z = (2) istatistiksel sifir dizisi vardir. Ayrica z
sinirl ise || 2 ||oo<|| Z |00 + | £ | Olacak gekilde z de siirhdir (Connor, 1988).
Ispat: No =0 ven > N; ig¢in,

1

1 1
—|{k<n: —£4>= -
S b2 SH<

olacak gekilde pozitif tamsayilarin (IV;) artan dizisini secelim. y = (yx) ve z = (zx)
dizilerini agagidaki gibi tamimlayalim;

No<k< N isezz=0vey, =1z, vej>1igin N; < k < Nj;; oldugunu
kabul edelim. | z — £ |< % ise 2z = 0 ve yp = z1, ve | zp — £ |> —;— ise y, = £

I 2 loo<li # lloo + | £ | oldugu agiktur.

Simdi kh_)rgo yr = £ oldugunu gosterelim. £ > % olacak sekilde € > 0 ve j
segelim. k > N igin | y — £ |=| 2z — £ |< ; < € oldugundan | g — £ |[< ¢ dur.
Eger |z — £ |> % ise |y — £ |=| £ — £ |= 0 dur. Boylece klirgo yr = £ elde edilir.

Simdi de z = (zx) nin istatistiksel sifir dizisi oldugunu gosterelim. Bunu
gostermek igin lim L1 {k < n:z # 0} |= 0 oldufunu gostermek yeterlidir.

n

Herhangi bir n dogal sayist ve € > 0 igin,
[{k<n:z#0} |2 {k<niz|>e}|

oldugundan sonug agiktir.
% < g1 olacak sekilde j € N ve &; > 0 ise her n > N; igin,

[{k<n:z#0}|<er

oldugunu gosterecegiz. Ingaadan hatirlayacagiz ki N; < k < Nj4; icin yalnizca
| 2 — £ |> % ise zp # 0 dir. Boylece Ny < k < Ny, ise

{kSn:zkaéO}g{kgn:]mk—Zb%}
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dir. Neticede, eger L > j ve Ny < n < N, ise,

1 1 1 1 1
;L-|{k§nZk?éO}lS—ﬁl{kS'n|$k—€|>z}'<z<;<sl

elde edilir. Bu da teoremin ispatim tamamlar. Burada N;(ey,€) = Nj dir.
Tanim 3.8: z = () dizisi verilsin. Eger,
6({ns:j € N}) =0

ise (z,;) altdizisine seyrek (thin) altdizi, aksi taktirde seyrek olmayan (nonthin)
altdizi adi verilir (Fridy, 1993).

Tanim 3.9: )\ ya yakinsak = = (z;) dizisinin seyrek olmayan (6§(K) > 0) altdizisi
varsa, A ya z sayl dizisinin bir istatistiksel limit noktas: denir. z say1 dizisinin

istatistiksel limit noktalarmin kiimesi A, ile gosterilir (Fridy, 1993).
Tanim 3.10: z = (z;) dizisi verilsin. Ve > 0 i¢in
{neN:|z,—pl<e}

kiimesi sifir yogunluga sahip degilse p sayis1 z = (zx) dizisinin bir istatistiksel
yigilma noktasidir denir. z say: dizisinin istatistiksel limit noktalarinin kiimesi
I'; ile gosterilir (Fridy, 1993).

Cogunlukla bir dizinin istatistiksel limit noktalar: ile istatistiksel yagilma nok-
talar1 cakigiktir. Simdi bunlarin birbirinden farklh olabildigini gésteren bir 6rnek

verecegiz.

Ornek 3.11: z = (z;) dizisi z = (0,0,1,0,%,1,0,%,%,1,0,%,%,%,1,0,...) sek-
linde diizgiin dagilimh bir dizi olsun (Kupers ve Niederreiter, 1974). Herhangi
bir alt arahktaki z; larin yogunlugu araligin boyuna esittir. Burada L, = [0, 1]

dir. Aym zamanda herhangi bir v € [0,1] i¢in
S{fkeN:zre(y—e,7+e)})>e>0

oldugundan I'; = [0, 1] olur.
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Ve > 0 ve herbir n icin A € [0, 1] alarak z in bir {z} . altdizisinin A ya yakinsak
oldugunu kabul edip §(K) yogunluguna bakacagiz.

K={keK,:zx}={k€K,:|lzr— A <elU{ke K,:|zx— A >¢}
yazabiliriz, yogunluga gecersek,
S(K)=6({keK,:|zr— A <e})+6({k€ Kn:|zpr— Al > ¢}) <2

oldugundan §{K} < 2¢ buluruz. & keyfi oldugundan yeterince kiigiik ¢ igin
8(K) = 0 olur. Bu ise {z} altdizisinin seyrek bir altdizi oldugunu verir. X keyfi
oldugundan bu sekilde hi¢bir seyrek olmayan altdizi bulunamayacagindan A, = ¢
dur (Fridy, 1993).

Teorem 3.12: z = (z,) ve y = (y,) reel say1 dizileri olsun. Hemen hemen her k&
igin z = yi ise Ay = Ay ve T’y =Ty dir (Fridy, 1993).

Teoremde z ve y dizilerinin farkh oldugu yerlerin yogunlugu sifir, fakat bu-
ralarda sonsuz sayida eleman olabileceginden birbirinden farkl limit noktalar:

igerebilir. Yani bu gekildeki z, y dizileri i¢in her zaman L, = L, diyemeyiz.

Yardimct Teorem 3.13: z = (z,,) bir say1 dizisi ise hemen hemen her & igin
zr = Yk ve Ly = [y olacak sekilde en az bir y = (y,) say1 dizisi vardir (Fridy
1993).

Teorem 3.14: z = (z,,) reel say1 dizisi verilsin. §({n € N : z,, # y,}) = 0 olacak
sekilde bir (y,) ve bir (z,) istatistiksel sifir dizisi vardir ve

r=yY+z

seklinde yazilabilir. Burada L, 2 I'; dir.
Ispat: (y,) ve (2,) dizileri agagidaki sekilde inga edilsin;

In k*#n , keN
Yn =
o k> =n , keN

0 k*#n , keN
2y =
Zn k*=n , keN
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Burada 6({n € N : z, # yn}) = 6({1,4,9,16,...}) =0 ve ({n € N : z, # 0}) =
5({1,4,9,16,...}) = 0 dir. z dizisini de z =y + z seklinde yazabiliriz.

6({n € N : z, # yn}) = 0 oldugundan Teorem 3.12 ye gore ['; = T’y dir.
L, D Iy oldugundan da I'; C L, dir.

Ornek 3.15: z = (z,,), ¥y = (yn) ve z = (2 dizileri agagidaki sekilde tanimlansin;

6 k*=n , keN
Tn=1< 1 k> #nventekise , ke N
2 ,k? #n vencift ise , ke N

3§  k2=n, keN
Yn =14 1 k*#nventekise ke N ,
2 ,k* £ nvenift ise ke N

0 Jk*#n ke N
P, — :
3 k2 =n keN

Burada T, = {1,2}, I, = {1,2}, L, ={1,2,3}, z=y+ 2z ve[; C L, dir.

Sonug 3.16: Istatistiksel yakmsak bir dizinin istatistiksel y1gilma noktas: dizinin
istatistiksel limit noktasidir (Tripathy, 1997).

Ispat: z = (z,) dizisinin istatistiksel limit noktas: L, istatistiksel y11lma noktas:
da o olsun. Biz a # L oldugunu kabul edelim. & <| 2% | alarak asagidaki
kapsamay1 yazabiliriz;

{keN:|z—L|>e} D2{k€N:|zx—al|<e}.
Buradan yogunluga gecersek,
S{keN:|zx—L|>e}) >6({k € N:|zx—a|<e}) (4)
elde ederiz. (z,) dizisi istatistiksel yakinsak oldugundan,
§({keN:lzxg—L|>¢c})=0

dir ve (4) den §({k € N :| zx — a |< €}) = 0 bulunur. Bu ise a nin istatistiksel
y1g1lma noktas: olmasiyla geligir. O halde L = a olmahdir.
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Klasik analizdeki yakinsak diziler igin verilen teoremin istatistiksel benzerini
agagidaki sekilde ifade edecegiz.

Teorem 3.17: z = (zx) ve y = (yi) istatistiksel yakinsak diziler ve o, 3 skalerler
olsunlar.

(i) st—lim(oz+PBy)=a-st—limz+ G- st —limy,

(ii) st —lim(zy) = (st — limz)(st — limy),

(iii) st — limz = st — im(7T'z) her k € N igin, (T'z)x = zg41 dir (Connor,
1985).

Not 3.18: Siurh istatistiksel yakinsak dizileri bsc (bounded statistically con-
vergent sequences) ile gosterelim. bsc, £y, un kapal altuzayidir. lim, ¢ yakinsak
diziler tizerinde sinirh lineer fonksiyonel oldugu gibi benzer sekilde st — lim, bsc
tizerinde smmrli lineer fonksiyoneldir (Salit, 1980).

Teorem 3.19: Bir reel say1 dizisinin istatistiksel limiti varsa, tektir.
Ispat: Bir z = (z;) dizisi verilsin. Bu dizi £ ve £ gibi iki farkl: degere istatistiksel
yakinsak ve 0 < € < ‘4—%—4] olsun.

X={k<n:zr—L|>¢}

kiimesinin yogunlugu z = (zy), £ ye istatistiksel yakinsak oldugundan, §(X) = 0
dir. Ayrica z = (z3), £ ye istatistiksel yakinsak oldugundan,

Y={k<n:zx—-2t|>¢}

kiimesinin yogunlugu 6(Y) = 0 dir. Kiime bagmtisindan Y’ C X oldugundan
8(Y") £ 6(X) dir. Buise 1 < 01 verir ki celigki elde edilir. O halde £ # # igin
celigki elde edildi, £ = ¢ olmahdir.

Simdi istatistiksel yakinsaklik ile altdiziler arasindaki bagntiy:r verecek bir

yardimci teorem verecegiz.

Yardimci Teorem 3.20: z = (z;) dizisi verilsin. st — limz; = £ olmasi igin

gerek ve yeter kogul §(K) =1 ve lim zy, = { olacak gekilde bir,

K={ki<k<..<k,<..}CN
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altkiimesinin var olmasidir (Salit, 1980).
Ispat: Ilk olarak teoremin yeterliligi ispat edelim. € > 0 keyfi bir say1 olsun.
T, — £ (n — o0) oldugundan n > ng ic¢in | zx, — £ |< € olacak sekilde ng € N

secebiliriz. A, kiimesini,
A,={neN:|z,—L|>¢}
olarak tamimlayalim. O zaman,

Ae C N\{kngs1, kng+2; - - -}

elde ederiz. Sag taraftaki kiimenin asimptotik yogunlugu sifir oldugundan,

§(A) = lim L | A, |=0

n—00 7,

dir. O halde z dizisi istatistiksel yakinsaktir.
Simdi gerekliligi ispat edelim. st —limz, = £ olsun. j =1,2,... icin,

1
K]-={n€N:|acn—£|<3}

tammlayalim. Istatistiksel yakinsakhigin tammindan dolayr j = 1,2,... icin
§(K;) =1dir. K; (j =1,2,...) nin tammindan,

KiDK;D...K;DKj1D... (5)

dir, ayrica j = 1,2,... igin §(X;) =1 dir.

Keyfi bir v; € K segelim. Her bir n > vy, vy € K; igin K2—7£"‘2 > 7 olacak
sekilde bir v > v; vardir. Boyle devam ederek 6(K;) = 1 oldugundan herbir
n > v, v € Kj icin ﬂanﬂ > % olacak gekilde bir v3 > vy vardir. Boylece

indirgeme ytntemiyle pozitif tamsayilarin
<<y <...<y;<...

dizisini herbir n > v;, v; € K; (7 =1,2,...) icin,

> ©)

olacak sekilde inga edebiliriz.
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Boylece K y1 goyle inga edebiliriz; (1,v;) aralgimn herbir dogal sayis1 K ya
aittir, daha ileri (v;, vj+1) arahgindaki herhangi bir dogal sayimun K ya ait olmasi
icin gerek ve yeter kogul K; (j = 1,2,...) ye ait olmasidir. (5) ve (6) ya gore

v; < n < v;4q deki herbir n igin,

oldugundan 6(K) = 1 dir. (K = ((1,1}1) N N) U ((’01,’02) N Kz) U ((vz,v3) N
Kg) U.. )
¢ > 0 olsun. % < ¢ olacak gekilde bir j secelim. n > v;, n € K olsun. O

zaman v, < n < Upny olacak bir m > j saywsi vardir. Fakat K min tammina

gore, n € K, dir. O halde
1 1
|z, — < — < = <€
m ]
dur. Boylece, herbir n > v;, n € K i¢in | z, — £ |[< g, yani,
limz, =4

ifadesini elde ederiz.
Bu boliimiin geri kalan kisminda klasik analizdeki baz1 sonuclarin istatistiksel

yakinsakliga uyarlanmasina iligkin bazi teorem ve sonuglar verecegiz.

Teorem 3.21: Hern € K C N igin z,, < Y < 2z, 6(K) =1 ve st —limz, =
st — lim z, = L olsun. O zaman st — limy, = L dir (Tripathy, 1997).

Ispat: st —limz, = Lise A= {k € N :| z — L |> €} igin 6(A) = 0 dir. Benzer
gekilde st —limz, = Lise B={k € N :| zx— L |> €} igin §(B) = 0 dur. O
zaman

(ke N:y—L|>e} CAUBUK®
dir. Dolaywsiyla §({k € N :| yx — L |> €}) = 0 oldugundan st — limy, = L dir.
Teorem 3.22: §(K) = 1 olmak tizere n € K C N i¢in z, < y, olsun. Eger

st — limz, ve st — limy, mevcut ise o zaman st — limz, < st — limy, dir
(Tripathy, 1997).
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Ispat: st — limz, = L, , st—limy, = Ly olsun. §(K) = 1 olmak tizere her
n € K C N igin 2, < gy olsun. L; > L, oldugunu kabul edelim. £5L2 > ¢

segersek,

Kn{k:|zg—Li |2 e} 2{k:|lye— Ly |2 e}NK (7)

yazabiliriz. §({k :| yx — Lo |[< €}) =1, 6(K) = 1 oldugundan,
S({k:lye—La|<e}nK)=1

dir. (7) ifadesinde sol tarafin yogunlugu 1 dir. Bu ise st — limz,, = L, ifadesiyle
geligir. O halde L; < Ly olmak zorundadir.

Teorem 3.23: Hern € K C Niginz, >0, 6(K)=1vehern € N igin z, #0
olsun. O zaman st — lim z,, = oo olmasi i¢in gerek ve yeter kogul st — lim ;1; =0

olmasidir (Tripathy, 1997).
Teorem 3.24: z = (zy) reel say1 dizisi L ye istatistiksel yakinsak olsun.
§{keN:z,<a, zx>b, a,b€ R})=0

ise L, [a, b] arah@indadur.
Ispat: st —limzy = L ve z = (x) dizisi [a, b] arahgmda olsun.

i) Ilk olarak a < L oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki a > L olsun. (z)
dizisi L ye istatistiksel yakinsak oldugundan £ > 0 igin,

d{keN:|zx—L|>e})=0
yazabiliriz. 0 < £ < a — L olmak tizere,
{keN:zx<a}D{keN:zx—Ll|<e}
dir. Buradan yogunluga gecersek,
b({fke N:zp<a})>6({keN:|z,—L|<e})#0

yani §({k € N : zx < a}) # 0 buluruz ki bu celigkidir. O halde a < L olmahdir.
ii) Benzer gekilde iglemler yaptigimizda b > L oldugunu elde ederiz.
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(i) ve (ii) den ise a £ L < b buluruz.

Ornek 3.25: z = (z,) dizisi asagidaki sekilde tammlansin;

i k*#n , keN
n k*=n , keN

Tn =

Burada st — limz, =0 ve

S{n€N:an<o, za>b abER (a=0b= 1)} =0

drr. Diger taraftan L = 0 dir ve L € [0, }] almabilir. Burada a =0 ve b= 1 dir.

Teorem 3.26: z = (z,,) reel say1 dizisi verilsin. st —limz, = L olmasi icin gerek
ve yeter kosul st — lim z9, = L ve st — lim z5,,_; = L olmasidir.
Ispat: € > 0 icin,

A={neN:zm—L|>e} ve B={neN:zyu1—L|>¢}
diyelim. Burada AN B =0 ve
{neN:|z,-L|>e}=AUB (8)

dir.

Simdi teoremin gerekliligini ispatlayalim. st —limz, = L ise,
S(fneN:|z,—L|>e})=0

dir ve (8) den §(A U B) = 0 yazabiliriz. AN B = § oldugundan §(AU B) =
8(A) + 6(B) = 0 ve yogunlugun tammindan §(A) = §(B) = 0 olmahdir. Bu ise
bize st — lim z5, = L ve st — lim z9,_; = L oldugunu verir.

Simdi de yeterliligini ispatlayalim. st — limzy, = L ve st — limzg, 1 = L
olsun. Bu durumda §(A) = 6(B) = 0 olur. Buradan §(AU B) =0 dur. (8) den
6({n € N:|z, — L |> €}) =0 olur bu ise st — limz,, = L demektir. Bu da ispat1
tamamlar.

Ornek 3.27: z = (z,,) dizisi agagidaki gekilde tanimlansin;
{ G K 4n, keN

n

n k*=n , keN

xnz
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Ozel olarak € = 1 segilirse,
1
§({neN:z,—0[> 5}) =6({1,2,4,9,16,...}) =0
dir. Bu ise st — limz,, = 0 demektir. Cift indisler icin bakilirsa,
1
6({n € N | @20 — 0 |> 3}) = 6({2,4,16,36,64,...}) =0
bulunur. Bu ise st — lim 25, = 0 demektir. Tek indisler i¢in bakildiginda da,
1
5({7?, eEN ZI Top—1 — 0 IZ -2'}) = (5({1,9, 25,49,81,.. }) =0
bulunur. Bu ise st — lim z,, = 0 demektir.
Onerme 3.28: z = (z,) reel say1 dizisi verilsin.
i) Eger st —limz, = L ise st — lim | z, |=| L | dir. Fakat tersi her zaman
dogru degildir.
ii) z = (z,) dizisinin istatistiksel sifir dizisi olmas: icin gerek ve yeter kogul

(| z, |) dizisinin istatistiksel sifir dizisi olmasidir (Tripathy, 1997).

Simdi istatistiksel Cauchy dizisinin tammim verecegiz.
Tanim 3.29: (Istatistiksel Cauchy Dizisi) Her ¢ > 0 igin,
1
li11znﬁ|{k§n:|a:k—xN|26} |=0

olacak sekilde en az bir N = N(¢) sayist varsa ¢ = (zy) dizisi bir istatistiksel

Cauchy dizisidir denir. Bu ifade, her € > 0 ve hemen hemen her % igin,
| I —IN l< £

olacak gekilde bir N = N(g) sayist vardir geklinde de yazilabilir (Fridy, 1985).
Istatistiksel yakinsaklik ve istatistiksel Cauchy dizilerinin denkligini géstermek
icin tigiincii bir ifadeyi kullanmak yararli olacak. Simdi bununla ilgili teoremi

verelim.

Teorem 3.30: (Cauchy Yakinsaklik Kriteri) Agagidaki ifadeler denktir:

(i) z istatistiksel yakinsak bir dizidir;

(ii) z istatistiksel Cauchy dizisidir;

(iii) z dizisi verilsin. Hemen hemen her & igin 2 = y, olacak sekilde yakinsak
bir y = (yx) dizisi vardir (Fridy, 1985).
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4. ISTATISTIKSEL MONOTONLUK VE ISTATISTIKSEL SINIRLILIK

Bu boliimde, istatistiksel monotonluk ve simmirhhk kavramlar: incelenerek bu
kavramlarin klasik analizde kullanildigy monoton yakinsakhik teoremi ve ayrica
Bolzano-Weierstrass teoreminin benzeri istatistiksel yakinsak diziler i¢in verilmigtir.

Ik olarak istatistiksel monotonluk kavramimi agagidaki gekilde tanimlayacagiz.

Tanmim 4.1: z = (z,) dizisi verilsin. (zk,) monoton artan ve §(K) = 1 olacak
sekilde
K={k1<k2<...}<_;N,

altkiimesi varsa (z,) reel say1 dizisine istatistiksel monoton artandir (s.m.i) denir.
Benzer gekilde istatistiksel monoton azalma (s.m.d.) da tammlanabilir (Tripathy,
1997).

Uctincii boliimde verdigimiz Ayrisim teoreminin monoton diziler icin bir ben-

zerini agagidaki formda verebiliriz.

Teorem 4.2: Bir z = (zi) reel say1 dizisinin istatistiksel monoton artan (veya
azalan) olmasi igin gerek ve yeter kogul z dizisinin (zj) = (yk) + (2z) olacak
sekilde §({k € N : z, # 0}) = 0 ve y = (yx) monoton artan (veya azalan)
dizilerinin toplam geklinde yazilabilmesidir. Eger (yj) suurh ise (zy) istatistiksel
yakinsaktir ve st— liin Tk =li£n Y dir (Tripathy, 1997).

Ispat: z = () monoton artan bir dizi olsun. Tanim 4.1. den,
K={keN:zy <z}

icin §(K) = 1 yazabiliriz. ¢ = min{k € K, k > n} olmak tizere (y,) ve (z)
dizileri y, = z, ve 2, = T, — z4 seklinde inga edilsin. Bu halde (z) = (y&) + (2x),
(y) monoton artan ve §({k € N : z # 0}) = 0 dir. Ayrica (yi) siurh oldugundan
yakinsak dolayisiyla (z;) da aym degere istatistiksel yakimsaktir.

Not 4.3: Asagidaki 6rnekte goriilecegi gibi teoremin kogullarindan yalmzca (z)
nin istatistiksel sifir dizisi olarak kabul edilmesi halinde teorem dogru degildir.
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zZn = E n € N ve y, = 0 alaim. Buradan gorilir ki, (z,) reel dizisi

istatistiksel monoton artan(veya azalan) degildir.

=T —51—5s..) , ¥ =0olduundan z, = y, + 2, ve z, = Zn
dir.

Zoe—1 = (=1,~3,—%,—%,...} almrsa K = {1,3,5,7,...} ve dolayisiyla §(K) =
3 elde edilir. Halbuki (%) = 1 olmahyd: (Tripathy, 1997).

Tanim 4.4: z = (z,,) reel say1 dizisi icin,
s({neN:z,|>A}) =0

olacak gekilde en az bir sonlu A > 0 reel sayis: varsa z = (z,) dizisi istatistiksel
sturhdir denir (Orhan ve Fridy, 1997).

Teorem 4.5: z = (z,) ve y = (y,) dizileri istatistiksel simirh ise zy carpim dizisi
de istatistiksel sinirhdir.

Ispat: z = (zn) ve y = (y») dizileri istatistiksel siirh olsun. En az bir A > 1 ve
enazbirBZ1var96{n€N:|xn|>A}=0ve6{n6N:|yn|>B}=Od1r.

Dogal sayilar kiimesinde,
{neN:|z.y.|>A-ByC{neN: |Za| > A} U {n € N: |y,| > B}
kapsamasim yazabiliriz ve yogunluga gegersek,

§({n € N: |nyn| > A-BY) S6({n€ N: |z, > A +6({n € N : |y| > B})
dir. Buradan A, B > 1i¢in § ({n € N : |z,y,| > A- B}) =0 elde edilir ki bu ise
zy dizisinin istatistiksel sirliligim verir.

Ornek 4.6: z = (zn) ve y = (y,) dizilerini

n k*=n keN
Ty = .
0 Kk #n ke N

{n ktl=n keN
Yn =

1 B+1l#n,keN
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seklinde tammlayalm. Burada A = 1,B = 3 icin §({n € N : |z,| > A}) =
5{1,4,9,16,25,..} = 0 ve 6({n € N : lyo| > B}) = 6({2,5,10,17,26,..}) = 0
dir, yani z = (z,) ve y = (y,) dizileri istatistiksel smirlidir. Aym zamanda
§({n € N :|z,ys| > A- B}) = 0 oldugundan carpim dizisi de istatistiksel sinir-
hdir.

Simdi klasik analizin, monoton yakinsaklik teoreminin benzerini istatistiksel

yakinsak diziler icin verecegiz.

Teorem 4.7: Bir istatistiksel monoton dizinin istatistiksel yakinsak olmas: icin
gerek ve yeter kogul dizinin istatistiksel sinurh olmasidir (Tripathy, 1998).

Ispat: Ilk olarak teoremin gerekliligini ispatlayalim. (z,) istatistiksel yakinsak
oldugundan Ve > 0 icin 6({k € N :| zx — L |> €}) = 0 yazabiliriz. Bu halde

S{keN:L—-e<z,<L+¢€})=0

dir. Bu ise bize (zj) dizisinin istatistiksel stmirli oldugunu verir.
Simdi (z,) dizisi istatistiksel monoton ve istatistiksel siurh ise bu dizinin

istatistiksel yakinsak oldugunu gosterelim. Teorem 4.2. ye gore (z,,) dizisi
T=Yy+z

gosterimine sahiptir. Eger biz (y,) dizisinin adi anlamda sinirli oldugunu gos-
terirsek (y,) dizisi monoton artan ve smirh oldugundan adi anlamda yakinsak
olacaktir. Aym zamanda (2,) de bir istatistiksel sifir dizisi oldugundan z = y+ 2z
de istatistiksel yakinsak olacaktir.

Simdi (ys) in siurh oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki (y,,) dizisi sirsiz,
yani 6({n € N :| y, |> A}) =1 olsun.

{neN: |y, |> A} C{neN:|z,|> A}
dir ve yogunluga gecersek,
I=6({neN:|y|>A}) <6({ne N:|z,|> A})

oldugundan §({n € N :| z, |> A}) = 1 buluruz ki bu (z,,) dizisinin istatistiksel
sinirh olmadigim gosterir. Bu ise geligkidir. O halde (y,) dizisi yakinsaktir. Her
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yakinsak dizi istatistiksel yakinsak olacagindan st — limy, = L diyelim. Simdi

ise st — limz,, = L oldugunu gosterecegiz. {n :| z, — L |< &} kiimesi,
{n:|zn—L|<&Tp="yn2=0U{n:|z,— L |<&2n 7 Yn,2n # 0}
birlegimine egit oldugundan,
{n:zpn—Ll<e}={n:yn—Ll<e, z2,=0}U{n: 2z, #0}
ve
S({n:lzn—Li<e})=6({n:lzn—L|<e, 2, =0})+6({n: 2, #0})

dir. Burada §({n :| z, — L |< €}) = 1 oldugundan, §({n :| z, — L |> €}) = 0 dur.
Bu ise bize (z,) dizisinin L ye istatistiksel yakinsak oldugunu verir.

Simdi yukaridaki teoremin bir bagka ifadesini verecegiz.

Teorem 4.8: Bir istatistiksel monoton dizinin istatistiksel yakinsak olmasi igin
gerek ve yeter kogul dizinin sadece bir tane istatistiksel yiglma noktasina sahip
olmasidir (Tripathy, 1998).
Ispat: Ilk olarak teoremin gerekliligini ispatlayalm. (z,) dizisi istatistiksel
yakinsak oldugundan Ve > 0 icin 6({n :| z, — L |> €}) = 0 yazabiliriz.

Kabul edelim ki (z,,) dizisinin a ve b gibi iki tane istatistiksel yigilma noktas:
a # b geklinde olsun. £ <| bf—4‘-‘ | icin en az bir § > 0 vardir ki ya,

@A (L-6,L+6C(a—e,a+e)

ya da,
i) (L-6,L+6)C(b—e,b+e)
durumlarmdan birisi vardir.

Sayet (i) durumu varsa & <| &2 | ve en az bir § > 0 igin,
{n:|z,—L|26}2{n:|z.—b|< e},
dir ve yogunluga gecersek,

§({n:|zn~L|=26}) >6({n:]z,—bl<e})#0



34

dir. Buradan 6({n :| z, — L |> 6}) # O elde edilir. Bu ise (z,) in istatistiksel
yakinsakhig ile celigir.

Sayet (ii) durumu varsa benzer gekilde iglemler yapildiginda yine celigki elde
edilir. O halde (z,) dizisi istatistiksel yakinsak ise sadece bir tane istatistiksel
y1gilma noktas: vardir.

Yeterliligini ispatlamak icin (z,,) monoton artan bir dizi ve istatistiksel y1g1lma,
noktas a olsun. (z,) dizisinin istatistiksel yakinsak olmadigim kabul edelim. Bu
halde ti¢ durum s6z konusudur;

(i) st—limz, = oo,

(ii) st-—limz, = —oo,

(iii) (zn) suurh olabilir ve Ly, Ly gibi iki tane istatistiksel limiti olabilir.

Eger (i) durumu varsa en az bir Q reel sayst vardir ve §({n € N : z, >
Q}) =1 dir. Ozel olarak Q = a+eign 6({n € N:z, >a+e}) =1 dir ve
ttimleyeninden §({n € N : z,, < a + ¢€}) = 0 bulunur.

{neN:z,<a+e}DdD{neN:|z,—al<e},
oldugundan,
b({neN:z,<a+e})>6({neN:|z,—al<e})

elde edilir. Buradan da 6({n € N :| z, — a |< €}) = 0 bulunur ki bu da a nin
istatistiksel yigilma noktasi olmasiyla geligir.
Eger (ii) durumu varsa benzer gekilde islemler yapilarak celigki elde edilir.
Eger (iil) durumu varsa (z,) dizisi istatistiksel simirh oldugundan Teorem 4.7.
ye gore (z,) istatistiksel monoton artan ve smurh oldugundan (z,) dizisi istatis-

tiksel yakinsak olur. Boylece teoremin ispat: tamamlanmig olur.

Teorem 4.9: z = (z,,) reel say1 dizisi igin st — limz, = L ve L # 0 olsun. Eger
6({n€ N :z,=0})=01ise (i) dizisi istatistiksel siurhdr.

Ispat: Herhangi bir z = (z,,) reel say1 dizisi icin st —limz, =L #0ve L > & > 0
olsun. Bu durumda agagidaki kapsamay: yazabiliriz;

1 1
N:|z,—L|>€e}D N:z,>L = N:—<—1}
{neN:|z |>e} 2 {ne z +e}={ne acn<L+s
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yogunluga gecerek,

1 1

d({neN:jz,—L|>e€})26({ne N: _<L+ )

bulunur. Buradan 6({n € N : X < =
—0o0 olur. Biz 7= > —oo igin §({n € N : ;- < 3z }) = 0 sonucunu bulduk Bu

) = 0 olur. L # 0 oldufundan +— >

sonug bize ( ) dJlemm alttan istatistiksel sinirli oldugunu verir.
Benzer gekilde € > 0, L > € icin,

1
L—s}

1
{nEN:|mn-—L|Zs}2{nEN:mn<L—e}={n€N:z—>

dir, yogunluga gegersek,

S(ne Nz~ L|>e)26({neN: — > 1))

bulunur. Buradan 6({n € N : ;- > $-}) = 0 olur. L # 0 ve L > ¢ oldugundan
7= < oo olur. Biz $1- < 0o igin 6({n € N : ;- > £=-}) = 0 sonucunu bulduk.
Bu sonug bize ( ) dizisinin tstten istatistiksel smirh oldugunu verir.

z = (z,) dizisi alttan ve tstten istatistiksel sinirh oldugundan istatistiksel
smirhdir diyebiliriz.

Ornek 4.10: z = (z,,) dizisi agagrdaki sekilde tanimlansin;

0 k*=n , keN
Ty = % ,k2+1='ﬂ , ]CEN
2 ,diger yerlerde

Burada st—limz, =2 #0,5({n € N: 2, =0}) =0ves({ne N:| ;- [> 1}) =0
dir. Bu ise ( ) dizisinin istatistiksel sinirh oldugunu verir.

Yardime1 Teorem 4.11: Eger z = (zx) say1 dizisi smirh seyrek olmayan bir
altdiziye sahipse o zaman = = (z;) dizisinin en az bir istatistiksel y1g1lma noktas:

vardir (Fridy, 1993).

Ispat: z = (z) reel say1 dizisi verilsin. Yardimc: Teorem 3.14 e gore bir y say1

dizisi 6({k € N : y # zx}) = 0 olacak gekilde vardir ve burada L, = I'; dir.
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z dizisinin simirli seyrek olmayan bir altdizisi oldugundan y de sinirli seyrek ol-
mayan bir altdiziye sahiptir. Klasik analizdeki Bolzano-Weierstrass teoreminden
y siurh bir altdiziye sahipse y nin limit noktas: vardir yani L, # @ dur. L, =T,
oldugundan da I'; # 0 yazabiliriz. Bu ise z in bir istatistiksel y1gilma noktasimnmn
var oldugunu gosterir.

Istatistiksel strh diziler igin Ayrigim teoremini agagidaki formda verecegiz.
Teorem 4.12: z = (z;) reel sayilarmn istatistiksel sinirh bir dizisi ise
r=y+z

olacak gekilde bir z istatistiksel sifir dizisi ve siurh bir y dizisi vardir (Tripathy,
1997).

Ispat: z = (z;) reel sayilarm istatistiksel siurh bir dizisi olsun. Yeterince bitytik
A > Osaysiigin P={k € N :| 2 |> A} ve §(P) = 0 olsun. Simdi y ve z dizileri
agagidaki gekilde inga edilsin;

ZTn ,n € P°
yn: %)

0 ,n ¢ P°

0 ,n € P°¢
Py — .

T, ,n ¢ P°

Burada z = y + 2z, y smurl bir dizi ve z istatistiksel sifir dizisidir.

Onerme 4.13: Reel sayilarin bir z = (z;) dizisinin istatistiksel smirli olmasi
igin gerek ve yeter kogul §(K) = 1 olacak gekilde bir K = {k; < ks < ...} CN

kiimesinin var olmasidir. Burada (zx,) € leo dur (Salit, 1980).

Teorem 4.14: Reel sayilarin herbir istatistiksel simrh dizisi yakinsak bir alt-
diziye sahiptir (Tripathy, 1997).

Ispat: Reel sayilarin bir z = (z) istatistiksel sinirh dizisi verilsin. Onerme 4.13
den K = {k; < ko < ...} kilmesi §(K) = 1 olacak gekilde vardir ve (zx,) € loo
dur. Smurli her dizi yakinsak bir altdizi bulunduracagindan (z,) in de bir (y,)
gibi altdizisi vardir ve bu dizi yakisaktir.
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Teorem 4.15: Reel sayilarin istatistiksel sinirh bir dizisi sadece bir tane istatis-

tiksel yigilma noktasina sahipse istatistiksel yakinsaktir (Tripathy, 1997).
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5. ISTATISTIKSEL LIMIT INFIMUM VE SUPREMUM

kavramlar ve bunlarla ilgili teoremler verilmigtir (Fridy ve Orhan, 1997). Ik
olarak istatistiksel limit infimum ve supremum kavramlarimi tanimlayacagiz.

Tanim 5.1: Herhangi bir z reel say1 dizisi igin A, kiimesi,
A, ={a€eR:6({k:zr <a}) #0}

olmak {izere istatistiksel limit infimum,

st —liminfz = ' 70
40 L,Az=¢

geklide tamumlanir (Fridy ve Orhan, 1997).
Benzer gekilde istatistiksel limit supremum tamimim da agagidaki sekilde vere-
biliriz.

Tanim 5.2: Herhangi bir z reel say1 dizisi igin B, kiimesi
By ={be R:6({k: zx > b}) # 0}

olmak tizere istatistiksel limit supremum

supB; ,B; # ¢

st — limsupz =
- 7B$:¢

sekilde tammlanir (Fridy ve Orhan, 1997).

Bu kavramlarin klasik analizdeki limit infimum ve supremum kavramlarindan
farkh oldugunu agagidaki 6rnek bize verir.

Ornek 5.3: z reel say1 dizisi,

( k ,k tek kare ise
2,k cift kare ise

T = < y
1,k tek kare degilse

0 ,k cift kare degilse




39

seklinde tammlansin. Bu dizi Ustten sirh degildir, fakat sinirsiz oldugu in-
dekslerin yogunlugu sifir oldugundan dolay: istatistiksel siirhdir. Bu dizi igin
By = {(—o0,1)} ve Az = {(0,00)} dur. Tarum 5.1 ve Tamum 5.2 ye gore,

st —limsupz = supB;=1

st —liminfz = infA, =0

dir. Aym za.m;cmda z dizisinin 0 a ve 1 e yakinsayan seyrek olmayan iki altdizisi
oldugundan istatistiksel yakinsak degildir.

z dizisinin yigilma noktalarin kiimesi I', = {0,1} dir. Burada dizinin en
biiyiik istatistiksel y1gilma noktas: istatistiksel limit supremuma, en kiiciik ista-
tistiksel yigilma noktasi da. istatistiksel limit infimuma egittir (Fridy ve Orhan,
1997).

Teorem 5.4: z bir reel say1 dizisi olsun. Eger st —limsup z = (3 sonlu ise Ve > 0
i¢in

S({k:zx>P—€})#0ved({k:zx>B+¢}) =0 (9)
dir. Tersine Ve > 0 i¢in (9) kogulu gergeklenirse st — limsupz = 8 sonludur
(Fridy ve Orhan, 1997).

Simdi de benzer teoremi istatistiksel limit infimum igin verebiliriz.

Teorem 5.5: z bir reel say1 dizisi olsun. Eger st — liminf 2 = « sonlu ise Ve > 0
icin

b({k:zr<a—c})=0veb({k:zr<a+e})#0 (10)
dir. Tersine Ve > 0 igin (10) kosulu gergeklenirse st — liminf z = « sonludur
(Fridy ve Orhan, 1997).
st—liminf z in en kiiciik istatistiksel y1g1lma noktasi ve st —limsup z in en biiyiik
istatistiksel yigilma noktast oldugu stylenebilir, yani

max[’; = st —limsupz ve minI'; = st — liminfz
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Simdi, bu teoremlerden yararlanarak agagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 5.6: Herhangi iki z ve y dizileri i¢in § {k : zx # yx} = 0 ise

i) st —limsupz = st — limsupy,

ii) st — liminfz = st — liminfy
dir.
Ispat: Biz sadece (i) sikkii ispatlayacagiz. Benzer sekilde islemler yapilarak
(i) sikka da ispatlanabilir. Ispat1 ti¢ durum igin yapacagiz. 6 ({k: zx # y&}) =0
oldugunu kabul edelim.

(a) st — limsupz = (; ve st — limsupy = [, olsun. Teorem 5.4. den
st—limsup z = 3, sonlu oldugundan 6 ({k : zx > B, —€}) #0ved ({k : zx > B; +¢€})
= 0 dir. Buradan 6 ({k: |zx — 34| < €}) 5 0 olur ki bu da 8, € I'; oldugunu
verir. 6 ({k : zx > B, +¢€}) = 0oldugundan Vt > G, icin 6 ({k : |zx — t| <e}) =0
dir. Yani §; = maxI’; dir.

Benzer gekilde iglemler yapildiginda 8, = maxI', bulunur.Teorem 3.12. de
I'; =T, oldugundan B, = maxI'; = maxI'y = 3, dir.

(b) B8, = —oco olsun. Tamm 5.2. den B, ={b € R:§({k:zx > b}) #0} = ¢
dur. 6 ({k:zr # ye}) = 0 oldugundan By = {b€ R: §({k:yx > b}) #0} = ¢
ve Tanim 5.2 den B, = —oo olur.

(c) f; = oo olsun. Tanmm 5.2. den ¢ € R igin,
By ={beR:6({k:zr>b}) #0} =(c,0)

dur. En az bir b € R var 3 § ({k : zx, > b}) # 0 ve § ({k : zx # yx}) = 0 oldugun-
dan 6 ({k:yx > b}) # 0 dur. Boylece By = {be R:6({k:ye > b}) #0} =

(c,0) ve By = co olur.
Ornek 5.7: z ve y dizileri,

k+1

(—1)*-£-  diger yerlerde

{ (=1)%2. &k tam kare ise
T =
k+1

ve

]

(~=1)k-3E &k tam kare ise
Ye =
(=1)k£- diger yerlerde
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seklinde tanimlansin. Burada 6 ({k : z¢ # v }) = 6 ({1,4,9,...}) =0 ve
st — limsupz = st — limsupy =1, st —liminfz = st — liminfy = —1

dir. Ayrica bu dizi icin limsupz = 2, limsupy = 3, liminfz = —~2 ve liminfy =
—3 diir.

Teorem 5.8: Herhangi bir z dizisi igin,
st —liminf z < st — limsupz

dir (Fridy ve Orhan, 1997).
Ispat: Ispat: tic durum igin yapacagz.

(i) st — limsupz = —oo olsun. Tamm 5.2. den,
B,={beR:6({k:zx>b})#0}=¢

dur. Vb € R igin 6 ({k : zx > b}) = 0 oldugundan 6 ({k : z, < b}) = 1 yazabiliriz.
Aym zamanda Vb € R igin,

A, ={beR:6({k:zxr<b})=1}=R

dir. Tanum 5.1. den st — liminf z = —oo buluruz.

(ii) st —limsup z = oo olsun. st —liminfz < oo olacagindan bu durumda da
esitsizlik saglanir.

(iii) st — limsupz = (3 sonlu olsun. st — liminfz = o diyelim. Biz o <
veya. yeterince kiiciikk € > 0 i¢in a < 3 + £ oldugunu gosterecegiz. Teorem 5.4
den dolay1 8 sonlu oldugundan Ve > 0 i¢in § ({k tx > B+ %}) = 0 yazabiliriz.
Tiimleyenini alirsak, § ({k T, < B+ %}) =1lved({k:zx < f+e})=1dir. A4,
kiimesinin tammindan f+¢ € A, yazariz. Ayn zamanda a = inf A, oldugundan
o < B+ ¢ dur. € keyfi oldugundan dolay1 o < 8 yazabiliriz.

Istatistiksel limit infimum ve supremum kavramlariyla klasik analizdeki limit
infimum ve supremum kavramlarim karsilagtirirsak agagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 5.9: Herhangi bir z dizisi igin,
st

igi! v\xé Y )

liminf z < st — liminf z < st — limsup z < lim sup g® "
N
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dir (Fridy ve Orhan, 1997).
Sonucun ispati1 Teorem 5.8., Tanim 5.1. ve Tamim 5.2. den agiktir. Simdi bu

esitsizliklerin gerceklendigi bir 6rnek verebiliriz.
Ornek 5.10: z say1 dizisi,

k+1

(—1)*z% , diger hallerde ,

{ (=1)*2% & kare ise
Ty =
seklinde tammlansmm. A, = (-1,00) ve B, = (—o00,1) dir. Buradan
st —limsupz = sup B; =1 ve st — liminf 2z = inf A, = —1 bulunur. z dizisinin
limit infimum ve supremumu da sirasiyla -3 ve 3 diir.

Asagdaki Ornek 5.11 de bir dizinin en biiyiik istatistiksel limit noktasmn
her zaman istatistiksel limit supremuma esit olamayacag ve Ornek 5.12 de en
kiicitk istatistiksel limit noktasimin her zaman istatistiksel limit infimuma egit

olamayacagl gosterilmigtir.

Ornek 5.11: w = (0,0,1,0,3,1,0,%,2,1,0,1,2 3 1 ) dizisi Ornek 3.12. deki
gibi diizgiin dagilimh bir dizi olsun. Bu dizide A, = ¢, ', = [0, 1] ve herbir araliga
diigen dizinin terimlerinin yogunlugunun araligin boyuna esit oldugu Ornek 3.12
de belirtilmisti. z dizisi de z9x_1 = 0, Tox = uy seklinde tanimlansin. Bu durumda
Ay ={0},T; =[0,1] ve§ ({k : zx > 1 — ¢}) = § dir. B, kiimesi (—o0, 1) araligina
ve istatistiksel limit supremumu 1 e esit oldugu halde dizinin en biiyiik istatistiksel

limit noktas: 0 dir (Fridy ve Orhan, 1997).

Ornek 5.12:  dizisi Ornek 3.12. de tammlandig gibi diizgtin dagilimh bir dizi
olsun. z dizisi zox—1 = 1, o = ui seklinde tammlansm. Bu dizi igin A, = {1},
Iy =[0,1] ve §({k:zx>1—¢}) = = dir. A, kiimesi (0,00) araligima ve
istatistiksel limit infimumu 0 a egit oldugu halde dizinin en kiigiik istatistiksel
limit noktas: 1 dir.

Istatistiksel yakinsakhgm diger bir tammi agagidaki teoremle ifade edilebilir.

Teorem 5.13: Istatistiksel stirh bir x dizisinin istatistiksel yakinsak olmas icin
gerek ve yeter kogul
st —limsupz = st — liminf z
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olmasidir (Fridy ve Orhan, 1997).

Ispat: Ilk 6nce teoremin gerekliligini ispatlayahm. z dizisi istatistiksel siuirh ve
istatistiksel yakinsak olsun. a = st —liminfz ve 8 = st — limsupz diyelim. z
dizisi istatistiksel yakinsak oldugundan Ve > 0 i¢in § {k : |zx — L| > €} = 0 dur.

§({k:zx > L+e})=0ve Tamm 5.2 den § < L dir.

6({k:zr < L—¢})=0ve Taum 5.1 den L < « dir.

Teorem 5.8 den de o < § oldugundan L = o = ( dir.

Simdi de teoremin yeterliligini ispatlayalim. L = a = 3 olsun. Biz st—limz =
L oldugunu gosterecegiz. o ve § sonlu oldufundan Teorem 5.4. ve Teorem 5.5 e
gore Ve > 0 iginé({k:xk >L+§}) = 6({k:xk <L—§}) = 0 dir. Buradan
Ve > 0i¢in 6 ({k og — L > %}) = ( yazabiliriz. Bu da ispat1 tamamlar.
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