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OZET

Genel bir yaklagim olarak hasar terimi, malzemelerin bozulmasim1 veya tahrip
olmasim ifade eder. Mekanikte hasar ii¢ M Olgeginde karakterize edilebilir: Mikro,
mezo ve makro seviye. Bu ¢aligmada, farkh olaylarin ortalama etkilerini dikkate alan
siirekli ortamlar mekanigi gergevesinde orta 6lgek goz oniine alinmistir. D olarak

tammlanan hasar tansorii simetrik olup, ikinci dereceden bir tansordiir. Ayrica ele
alman ortamin, homojen, iiniform ve elastik oldugu kabuliiyle ortamin nonlineer
davranigt modern siirekli ortamlar mekanifi c¢ergevesinde sistematik olarak
incelenmigtir. Mekanigin denge kanunlan ile tutarli olan termodinamigin birinci ve
ikinci kanunlarinin birlestirilmig sekli, gerilme potansiyelinin zamana goére maddesel
tirevi cinsinden ifade edilmistir. Gerilme potansiyelinin bagimsiz degiskenleri,
Green deformasyon tansorii, hasar tansérii ve sicaklik olarak belirlenmigtir. Maddesel
ortamin esas yapisi itibariyle izotrop oldugu, hasardan dolay: anizotropi ozelligi
gosterdigi varsayilmigtir.

Termodinamik kisitlamalarin neticesinde gerilmenin ve gerinme enerjisi yogunlugu
degisim hiz1 olarak tanimlanan ifadenin biinye denklemleri ortaya konulmusgtur.
Ortamun sikigmazligi makul bir kabul oldugundan, ortam sikigmaz kabul edilerek
biinye denklemlerinin aldigi formlar belirlendikten sonra maddesel simetri
aksiyomunun biinye fonksiyoneli tizerine getirdigi kisitlamalar verilmistir. Matris
malzemesinin izotrop olma 6zellii dikkate alinip, invaryantlar teorisini kullanarak,
incelenen ortamin nonlineer mekanik davramigini belirleyen biinye denklemleri elde
edilmigtir. Biinye fonksiyoneli olan X, bagh oldugu invaryantlar: cinsinden ikinci
dereceden bir polinomla temsil edilmig, elde edilen nonlineer binye
denklemlerindeki ¥ min invaryantlarina gére tiirevleri hesaplanarak gerilmenin ve
gerinme enerjisi yogunlugu degisim hizinin biinye denklemlerinin daha somut bir
sekli ortaya konulmustur.

ANAHTAR KELIMELER: Sirekli Ortam Hasar Melganigi, Hasar Tansori,
Temsili Hacim Elemam, Helmholtz Serbest Enerjisi, Izotropi, Deformasyon,
Gerilme, Gerinme Enerjisi Yogunlugu Degisim Hizi, Biinye Denklemleri.
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ABSTRACT

In a general approach, the term of damage shows to degradation or break-up of
materials. It is accepted that damage in solid mechanics can be identified on three M-
scales: The micro, the meso, the macro level. In this study, meso scale is the building
block of continuum mechanics in which different phenomena can be smeared into
mean effects. Damage tensor has been termed D and assumed as second order

symmetric tensor. Assuming that an homogen, uniform and elastic medium, we study
nonlinear behaviour of damaged material in the frame of modem continuum
mechanics. Second law of thermodynamics, combined with the first law and
consistent with mechanical balance laws, has been written in terms of the time rate of
free energy function Independent variables of stress potential have been furnished
with Green deformation tensor, damage tensor and temperature. The material is
supposed to be strongly anisotropic due to void and other discontinuities, with the
matrix material being supposed to have any material symmetry.

Following the thermodynamical constraints, the constitutive equations of stress and
strain energy density release rate have been obtained. Considering the
incompressibility of medium, forms of constitutive equations have been determined
and have been given constraints of material symmetry axioms on the constitutive
functional. Considering of isotropic property for matrix material and using invariant
theory, constitutive equations which is determining of nonlinear behaviour of
materials have been obtained. Constitutive functional X, depend on its invariants,
has been represented as second degree polynomial. Derivatives of this functional in
according to the invariants was found and then explicit and definite forms of stress
and strain energy density release rate have been determined.

KEY WORDS: Continuum Damage Mechanics, Damage Tensor, Representative
Volume Element, Helmholtz Free Energy, Isotropy, Deformation, Stress, Strain
Energy Density Release Rate, Constitutive Equations.



iil

ONSOZ ve TESEKKUR

Istenmeyen mekanik sartlara ve g¢evre kosullarma maruz kalan modern
mihendislik malzemeleri, mikro yapilarindaki bozulmalarin artmasi nedeniyle
dayamimlarini kaybederler. Bunun bir neticesi olarak da malzemenin mekanik
ozelliklerinde zayiflamalar goriliir. Guvenilir yapilar dizayn edilirken hasar .
derecesini tahmin etmek igin, hasar olaymnin mekanik terimler cinsinden formiile
edilmesi gerekmektedir. Boylece analitik ve cebirse] teknikler kullanilarak gesitli

miihendislik problemlerini analiz etmek mimkiin olur.

Son willarda diinyada siirekli ortamlar mekaniginin temel prensiplerinden
faydalanilarak, ozellikle orta olgekli seviyede (mesoscale) hasar mekanigi
problemlerinin ¢6ziimi konusunda olduk¢a 6nemli gelismeler meydana gelmistir.
Bu konuda bir ¢ok bilimsel makale yayinlanmis, konferanslar diizenlenmis ve

hasar mekanigi, kirilma mekaniginin hizla gelisen bir dali haline gelmistir.

Ulkemizde ise hasar mekanigi konusunda yeterli bir ¢aligmamn yapilmamig
olmasi son derece liziicii ve digiindiriicidir. Bunun en 6nemli nedeninin kaynak
sikintis1 (Ozellikle Tiirkge kaynak) oldugu da aci bir gergektir. Bu ¢alismanin bu
konuda caligma yapacak olan aragtirmacilara bir nebze de olsa yardimei olacagim

umit ederek, bu konuda galigma yapacak olan arkadaglara basarlar dilerim.

Béyle bir konuda ¢aligmami éneren ve galigmanin her sathasinda gesitli kaynak,
bilgi ve tegvikleriyle yardimlanim esirgemeyen kiymetli damigsman hocam
. Yrd.Do¢g.Dr. M. Resit USAL’a giikranlarim: sunarim. Aynica, gorig ve
Onerileriyle katkida bulunan Dr. Melek USAL’a da tesekkiir ederim.

Bugiinlere gelmemde biiyiik emekleri bulunan anne ve babama, kardeglerime,
esime ve mesai arkadaglarima giikranlarnimi sunuyorum. Hayatimin baharinda
kansere yenik diiserek aramizdan ayrilan kardesim Serpil’i de rahmetle aniyorum.
Ergiin KORKMAZ

Temmuz 2001, Isparta
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1. GIRiS

Bilindigi iizere bir sistemi tasarlamak, projelendirmek ve hayata gegirmek kadar
onemli olan bir diger konu da bu sistemin varligim1 ve fonksiyonlarin1 devam
ettirebilmesi igin gerekli sartlari salamaktir. Bunu gergeklestirebilmek igin ele
alinan sistemin 6mriini etkileyen gergek parametrelerin agikga ortaya konulmasi ve
mimkiin olan maksimum O6miir stiresini saglayabilecek sartlarin olugturulmas:
gerekir. Bu nedenle malzemeyi tamimak, mekanik davramglarini bilmek, sistemin
caligma sartlarini gok iyi belirlemek ve hesapta olmayan ekstra yiiklerin ortaya ¢ikma
ihtimallerini dikkatli bir sekilde ele almak gerekmektedir. Bu ¢alismada; sistem
tasanminin daha baglangicinda malzemenin mekanik davramgini etkileyebilecek ve
etkisinde kaldii mekanik yiikler nedeniyle ortaya ¢ikabilecek davramglan
belirleyebilmek amaci ile sistematik bir yaklasim takip edilmistir. Modern siirekli
ortamlar mekaniginin temel kavramlari hasar mekanigi ile birlestirilmis ve hasarin
genel davranigi biinye denklemlerine degisken bir parametre olarak yerlestirilmistir.
Cok genis bir literatiir taramas1 ve yogun bir emegin sonunda ortaya konulan bu
¢alisma kendi alaninda Tiirkge literatiirde ilk defa yer almaktadir. Gelistirilmeye agik

ve sonuglar itiban ile 6nemli bir konu olmaya devam edecektir.

Malzemelerin hasan, malzemelerde kirilma veya kopma dedigimiz nihai durum
gerc¢eklesinceye kadar siirekli olarak ilerleyen ve gelisen fiziksel bir prosestir. Hasar
mekanigi degisik yiklerin etkisi altinda kalan malzemelerde bozulma, gerileme ve
ise yaramama durumlarini igeren mekanizmalan mekanik degiskenlere bagl olarak
inceler. Mikro Olgekte bu durum kusurlarin veya ara ylizeylerin yakin civarinda
mikro gerilmelerin birikmesi ve baglarin kopmasidir, bu iki durumda da malzeme
hasara ugramig olacaktir. Orta Olgekli seviyede ise, temsili bir hacim elemam ele
alinir, bu eleman biyir ve mikrogatlaklarin veya mikrobosluklarin birlikte hareket
etmesi ve biiylimesi ile beraber bir ¢atlak baslangici olugsmaya baglar. Makro &lgekli
seviyede ise bu gatlagin bityiimesi s6z konusudur. Tk iki asama orta 6lgekli seviyede
(mesoscale) tamimlanan siirekli ortamlar mekaniginin hasar degiskenleri vasitas: ile

incelenebilir. Uglincii asama ise genellikle makro 6lgekte tanimlanan degiskenlerle



incelenmekte olup kirilma mekaniginin konusudur (Lemaitre, 1996). Bu nedenle bu

caliymada makro olgek g6z oniine alinmayacaktir.

Giivenilir yapilar dizayn edilirken hasar derecesini tahmin etmek i¢gin, hasar olayinin
mekanik terimler cinsinden formiile edilmesi gerekmektedir. Boylece analitik ve

cebirsel teknikler kullanarak cesitli mithendislik problemlerini analiz etmek miimkiin

olur (Korkmaz, 2000).

Malzeme yapisindaki degigimler ve hasar olay: genellikle tersinmez bir olaydir ve
hasar arttikga entropide de bir artma soz konusudur. Hasar birikimi (yigilmast);
elastik deformasyon altinda (yiiksek tekrar sayili yorulma durumundaki gibi), elastik-
plastik deformasyon altinda (diisik tekrar sayil yorulma ve yumusak plastik hasar
durumundaki gibi) ve siiriinme durumu aitinda (striinme hasar1) meydana gelebilir
(Kachanov, 1986).

Hasar olayi; elastik ve elastik-plastik deformasyon altinda hizlamr. Mikro yapisal
degigikliklerin tamimlanabilmesi igin, hasardan Onceki durumun termodinamik
parametrelerine ek olarak bazi i¢ degiskenlerinde dikkate alinmas1 gerekir. Hasar,
"D" olarak simgelenen matematiksel bir bityiikliikle karakterize edilmis olup, D=0
ise malzeme de hasar so6z konusu degildir. En basit halde D skaler bir biiyiikliik olup,
daha karmagsik durumlar igin vektorel veya ikinci dereceden simetrik tanstrel
biyaklikler olarak alinmalidir, Hasar parametrelerinin belirlenmesi basit bir iglem
degildir. Fiziksel ve mikro yapisal analizle veya deneysel verilerin dogrudan
genellestirilmesiyle tespit edilebilir. Hasar degiskeni olarak malzemedeki gatlak ve
bosluklarin yiizey yogunlugu kabul edilebilir. Ancak farkli kusur tipleri ve bunlarin
dagilim: igin farkli matematiksel hasar yaklagimlan kullamlabilir. Genelde hasar,
malzemenin elastik 6zelliklerine etki eder ve hasar ilerledikge malzeme anizotrop
hale gelir (Akkaya, 1994).

Miihendislikte kullanilan malzemelerin omiirlerinin tahmini 6zellikle mukavemet
agisindan 6nemli bir islemdir. Malzeme dmriiniin tahmin edilmesi i¢in bugiine kadar

daha ¢ok konvansiyonel metotlar kullamlmstir.
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a) Konvansiyonel metotlarla émiir tahmini.
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b) Siirekli ortam hasar mekaniginde dmiir tahmini.

Sekil 1.1. Konvansiyonel metotlar ile strekli ortam hasar mekaniginde Omiir
tahmininin kargilagtiriimasi (Chaboche, 1988 b)

Malzemedeki bozulma prosesi ve mekanik davramg arasindaki birlesik etkileri
dikkate alan hasar mekanigi yardimiyla da malzeme omrii tahmini yapmak
miimkiindiir. Sekil 1.1°de konvansiyonel metotlarla yapilan malzeme 6mrii tahmini
ile, strekli ortam hasar mekanigi yardimiyla yapilan malzeme 6mrii tahmini
karsilagtinlmistir. Bu simflandirmada dikkati ¢eken husus, hasar degiskeninin biinye
denklemlerinde ele alinmasi ve daha baglangigta teoriye dahil edilmesidir.
Konvansiyonel metotlar hasar1 daha sonra ortaya gikacak bir proses olarak dikkate

almakta ve malzemenin yapisal hasar davranigim goz ard etmektedir.

Klasik anlamda siirekli ortamlar mekanigi, makro olgekte malzemelerin ve yapilarin
deformasyonu esnasinda ortaya ¢ikan heterojen mikro prosesleri tanimlamamiza

imkan tamr. Elastik ve plastik deformasyonlar ve bunlara karsi gelen sertlesme



etkileri genellikle global siirekli ortam degiskenleri olarak kabul edilebilir. Hatta;
mikro kusurlar, dislokasyonlar ve malzemenin tane yapilan homojen olmadigindan
astl neden bunlar olarak gosterilebilir. Gerilmelerin yerellestiriimesine ve
coSalmasina kargi gelen hasar prosesi genellikle kalici ve tersinmez bir prosestir.
Makro 6lgek goz oniine alindiginda siirekli ortam kavramlariyla hasan ifade etmek
oldukga dikkat gerektirirr Malzemede dagilmis olan kusurlar yalnizca catlak
baslangicina ve sonugta bir ¢atlaga yol agmaz. Aym zamanda, mukavemetin,
katiiin, toklugun, kararlilifin ve geriye kalan dayanma siiresinin bir géstergesi

olarak ifade edilebilen, malzemenin gerileme (bozulma) prosesini de igine alir.

| |

|
{ Bostuklar | :

! !
! ! .
R | | Mikro I Mikro I Makro | Makro
Dislokasyonlar jp o | gatlak | ileldeme | gatlak | ilerleme
| Kaymalari] beslangicr | | baslangicr '
| | I | ]
| |
r B ! T : T I >
0.01 0.1 1 mm
Klasik ¢atlak
baslangici
Gergek ¢atlak
baslangici smir1 i
- Kinlma

Sekil 1.2. Hasar mekaniginden kirlma mekanigine gegis (Chaboche, 1988 a)

Yiizey

Taneler

Mikroskopik
baslangic

catlagin
Makroskopik gériiniisi

Sekil 1.3. Yorulma catlaginin baglangic ve gelisiminin sematik gosterimi
(Chaboche, 1981; 1988 a)



Mikrogatlak siirecinin mekanik etkileri olan gekirdeklenme ve ilerleme, malzemenin
makroskopik seviyedeki elastik veya plastik davramigi tizerinde etkili olan bir durum
degisimi ile temsil edilmektedir (Fichant vd., 1997).

Hasar olay: incelenirken hasarin derecesi, dolayistyla 6l¢iimii de olduk¢a 6nemli bir
prosestir. Hasarin 6lgiilmesinde birgok direkt ve dolayli metotlar kullanilmaktadir.
Direkt olglimler igerisinde; Elastisite modiiliinin degigimi, ultrasonik dalga
ilerlemesi, mikrosertligin degisiminin incelenmesi, geriye kalan omiir cinsinden de
ifade edilebilen yorulma sinirindaki degisim gibi metotlar yer alirken, dolayli
metotlar igerisinde ise; siinek aginma durumunda yogunlugun degisimi, elektrik
direncinin dolayisiyla iletkenligin degisimi, plastik davramgin deZisimi (gerilme
genliginde azalma), siiriinme davramginin incelenmesi, akustik emisyon olayim
dikkate alan malzeme igerisinde ilerleyen ses hizindaki degigimin incelenmesi gibi

metotlar sayilabilir (Erytirek, 1993).

Metaller ve alagimlar, polimerler ve kompozitler, seramikler, kayalar, beton ve agag
gibi mithendislik malzemelerini incelerken farkli fiziksel yapilara sahip olan bu
malzemelerin sayisal olarak degil de nitelik olarak benzer mekanik davramglar
gostermeleri oldukga sagirtic1 gelebilir. Bu malzemelerin hepsi de bir dereceye kadar
elastik davramg gosterir sonra akar, plastik veya kalici deformasyonlar gosterir.
Gerinmeyle yiiklenmis bir anizotropi gosterir, ¢evrimsel bir histerisis egrisi ¢izebilir.
Monoton yiiklerle hasara ugrar veya yorulur, sonugta da statik veya dinamik yikler
altinda gatlak biiyiimesi ortaya ¢ikar. Yani, orta Olgekli seviyede ortak ozellikler
biitiin bu malzemeler igin benzer olan birkag enerji mekanizmasi ile agiklanabilir.
Malzemenin fiziksel mikroyapilarinin karmagasini dikkate almaksizin onlan
modelleyen siirekli ortamlar mekanigi ve tersinmez olaylar termodinamiginin
olduk¢a basarih bir sekilde malzemelerin davranigim agiklayabilmelerinin altinda

yatan esas neden de budur (Lemaitre, 1996).



1.1. Hasarn Fiziksel Yapis1 ve Mekanik Temsili
1.1.1. Kat1 Halin ve Hasarin Fiziksel Yapisi

Biitin malzemeler elektromanyetik alanlarin etkilegiminden kaynaklanan baglarla
birbirine sikica tutturulmus atomlardan tesekkiil etmistir. Elastisite dogrudan dogruya
atomlarin bagil hareketleri ile ilgilenir. Atomik bir kafese ait ozelliklerin fiziksel
incelemesi elastisite teorisine yol agar fakat ¢ok daha kolay bir yol deformasyonlarin
kalict olmédlglm kabul ederek orta 6lgekli seviyede dogrudan dogruya matematiksel
biinye denklemlerini yazmaktir. Deformasyonlarin tersinirligini kabul eden bu goris
malzemenin deformasyondan 6nceki ve sonraki durumlan arasinda her noktada bire-
bir bir iligkinin mevcut oldugunu, bunun geregi olarak da lineerlik ve izotropi

ozelliklerinin olmasi gerektigini ifade eder.

Baglar ¢ozilmeye basladifn zaman hasar prosesi de baglamis demektir. Ornegin;
metaller, kristaller veya taneler halinde organize edilmislerdir. Kayip atomlarin yer
aldig1 bir ¢ok dislokasyon ¢izgilerinin bulunmadig: bir durumda atomlarin diziligi ve

siralanig1 gayet diizenlidir.
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Sekil 1.4. Dislokasyon hareketleri nedeniyle kayma sonucu ortaya gikan plastik
deformasyonun basit gosterimi (Lemaitre, 1996)
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Sekil 1.5. Dislokasyon yigimalart nedeniyle mikro ¢atlagin
¢ekirdeklenmesiyle hasarin olugumu (Lemaitre, 1996)

Eger malzeme lizerine bir kayma gerilmesi uygulanirsa baglarin yer degistirmesi ile
dislokasyonlar hareket edebilir, boylece Sekil 1.4°de gosterildigi gibi baglarin
¢coziilmesi soz konusu olmadan kayma vasitasi ile plastik bir deformasyon

olusturulabilir.

Eger dislokasyon bir mikro kusur veya bir mikro gerilme konsantrasyonu tarafindan
durdurulmug ise kisitlanmis bir bolge meydana gelebilir. Bu bolgede bagka
dislokasyonlar da durdurulabilir. Bu ikinci proses Sekil 1.5’de gosterildigi gibi,
baglarin ¢ozillmesi ile ger¢eklesen hasar olmaksizin gergeklegmeyebilir. Bu sekilde
durdurulmus ve engellenmis birka¢ dislokasyon bir mikrogatlagin gekirdegini veya
niivesini olusturur. Metallerdeki diger hasar mekanizmalari, taneler arasi bag
¢oziilmeleri ve matris yap ile diger kisimlar arasindaki kohezyon kuvvetlerinin bir
sekilde ortadan kaldinlmasi neticesinde ortaya gikar. Biitiin bu mekanizmalar plastik

yani kalic1 mikro gerinmeleri ortaya ¢ikarir.

Polimerlerde hasar, uzun molekiil zincirleri arasinda mevcut olan baglarin kirilmast
ile olusur. Kompozitlerde hasar, polimerik matris ve fiberler arasindaki baglarin
¢oziilmesidir. Seramiklerde hasar, esas olarak matris yapt ve kaplama arasmdaki
mikro kohezyon kuvvetlerinin ortadan kalkmasidir. Betonda ilk hasar mekanizmas:,
suyun kompleks etkisi ile agregalar ve ¢imento arasindaki kohezyonun azalmaya

baglamas: ile ortaya gikar. Ahsap malzemelerde ise, en zayif nokta olan seliilozik



hiicrelerin baglarinda goriliir. Biitin bu durumlarda elastiklik dogrudan dogruya
hasar mekanizmalan tarafindan etkilenmektedir. Ciinkii elastiklikten sorumlu olan
atomik baglarin sayis1 hasarla birlikte Onemli Glgiide azalir. Bu birlesik durum
elastik gerinme ve hasarla birlikte ortaya ¢ikmakta ve malzemenin yapisina gore
gélismekte oldugu icin "durumun birlesik etkisi veya durum kaplingi" olarak

isimlendirilebilir.

Plastisite dogrudan dogruya kayinalarla ilgilidir. Metallerde, kaymalar Sekil 1.4°de
sematik olarak gosterildigi gibi dislokasyonlarin hareketi veya dislokasyonlarin
¢ogalmas1 ve ikizlenme ile olugur. Hicbir durumda ciddi bir hacim degisikligi
gozlenmez. Diger malzemelerde, tersinmez gerinmeler farkli mekanizmalarla

olusabilir. Bu mekanizmalar;

-~ Polimerlerde molekiillerin yeniden diizenlenmesi ile;

- Biuyik kafes direnglerinin dislokasyonlarin hareketlerine izin vermedigi
seramiklerde mikrogatlaklar ile;

- Betonda kohezyonun yok olmasinin yiizeyler boyunca kaymasi ile;

- Ahsapta hiicrelerin yeniden diizenlenmesi

seklinde ortaya ¢ikar. Bunlar hacimsel bir defisim ortaya cikarabilir. Biitiin bu
durumlarda, hasar yalmzca plastik veya tersinmez gerinmeleri etkiler ¢iinkii baglarin
sayis1 azaldigi olgiide elemanter direng alaru da azalir. Hasar kendi kendine kayma
mekanizmasim dogrudan dogruya etkileyemez. Ciinkii, burada "Durumun birlesik
etkisi" soz konusu degildir. Efektif gerilmedeki bir artmadan dolayi, dolayh bir
birlesik hal yalnizca kinetik biinye denkleminde ortaya ¢ikar, bu da "Kinetik birlesik

hal veyé kinetik kapling" adim alir.

Elastisite atomik seviyelerde ele alimr ve degerlendirilir. Plastisite, kristal veya
molekiiler seviyede kaymalar tarafindan yénetilir. Hasar ise, atomik seviyeden gatlak

baglangic1 icin gecerli olan orta 6lgekli seviyeye kadar bir ¢oziilmeyi ifade eder.



Strekli ortamlar mekanigi makroskopik agidan tammlanmig biiytkliklerle ilgilenir,
Fiziksel bakig agisindan bu bilyiiklikkler belirli bir hacim tzerindeki ortalamalar
temsil eder. "Temsili Hacim Elemam (THE)" yiiksek gradyentlerin dizginliigiinden
kaginacak kadar kiigiik mikro proseslerin bir ortalamasini temsil edecek kadar biyiik
olmak zorundadir. Deneysel maksatlar ve nimerik analiz ig¢in Temsili Hacim
Elemanina ait buyiklik mertebeleri orta olgekli mekanik skala dikkate alinarak
Cizelge 1.1°de gosterilmistir.

Cizelge 1.1. Orta olgekli mekanik skala icin Temsili Hacim Elemam
buyiikliik mertebeleri (Lemaitre, 1996)

Malzeme THE Biiyiikliik Mertebesi
Metaller ve Seramikler 0.1 mm’
Polimerler ve Kompozitler 1 mm’

Ahgap 10 mm’

Beton 100 mm’

Hasar icin diger bir 6nemli Ozellik de her zaman gerinmeden c¢ok daha fazla
yerellestirilmis veya lokalize edilmis olmasidir. Gerinmeler hacim boyunca olusan
pek ¢ok kayma veya onlarin mesafelerindeki degisimler neticesinde atomlarin
hareketi tarafindan olusturulmasina ragmen, hasar veya atomlarin ¢6ziilmesi bir
yiuzeyle kisitlanmigtir. Eger hasar orta olgekte bir tek diizlemde mevcut ise klasik
siirekli ortam mekanigi ile onu incelemek miimkiin degildir. Sevindirici bir durum
sudur ki; genellikle hasar mikro 6lgekte bir ¢ok diizlemde gorilmekte fakat yiiksek
uzay gradyentleri ile ortaya ¢ikmaktadir. Daha ileride bahsedilecegi gibi hasar
davramisim1 modellemek i¢in mikro mekanik olduk¢a yardimei ve faydali bir arag
olarak karsimiza gikmaktadir. Sonug olarak;

- Mikro olgek, gerinmeleri ve hasan diistinmek igin kullanilan mekanizmalarin

Olgegidir,
- Orta olgek, mekanik analiz igin biinye denklemlerinin yazilmasinda kullanilir,

- Makro 6lgek, mithendislik yapilarinin 6l¢egidir (Lemaitre, 1996).
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1.1.1.1. Baz: Hasar Tipleri

Agir mekanik ve gevre sartlar1 altinda kalan modern mithendislik malzemeleri,
onlarin mukavemetlerini azaltan mikroyapisal degisikliklere ugrarlar. Bu
degisiklikler, bu malzemelerin mekanik G6zelliklerini zayiflattifindan, hasar terimi
kullamlmigtir. Cogunlukla metal olan bu malzemelerin hasanna ait bazi 6rnekleri

inceleyelim.
1.1.1.1.1. Gevrek Hasar

Hasar, mikro 6lgekte genel bir ¢éziilme mekanizmasi ile yonetilir. Orta dlgekte ise;
malzemelerin yapisina, yiikleme tipine ve sicaklifa bagh olarak degisik yollarla
kendini ifade edebilir. Biiyiik miktarlarda plastik gerinme olmaksizin orta dlgekte bir

catlak bagladifi zaman hasar gevrek hasar olarak adlandinlir. Onun siddetinin

mertebesini ifade etmek igin plastik gerinmenin elastik gerinmeye oraninin; - <1
g

seklinde ifade edildigini belirtmek gerekir. Bunun anlami, ayirici veya bélﬁcﬁ
kuvvetler kaymalan ireten kuvvetlerden daha kigiiktiir fakat ¢Oziilme
kuvvetlerinden daha yiiksektir. Yerellestirme derecesi yiksektir (Lemaitre, 1996).

1.1.1.1.2. Siinek Hasar

Hasar, belirli bir esik degerden (Pp) daha biiyilk olan plastik deformasyonlarla es
zamanh olarak olustufu zaman siinek hasar adim1 alir. Bu durum kaplamalar ve
matris arasindaki kohezyonlarin azalmasindan dolayr bosluklarin gekirdeklenmeye
baglamasindan kaynaklamir ve plastik karasizlik olay1 boyunca bosluklarin biyiimesi
devam eder. Sonug olarak, siinek hasarin yerellestirilme derecesi plastik gerinme

derecesi ile kiyaslanmaktadir .
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1.1.1.1.3, Siiriinme Hasar1

Yiiksek sicaklikta gerilmenin etkisi altinda metal tanelerindeki mikrobogluklarin
¢ogalmasi ve bilyimesi meydana gelir (slinek taneleraras: siirinme g¢atlag). Aym
zamanda taneleraras: sinirlar iizerinde mikrogatlaklarin ¢ogalmas: ve bilyiimesi de
ortaya ¢ikar (gevrek tanelerarasi sirinme catlag). Boylece iki farkli ¢atlak

mekanizmasi egzamanli olarak olugmaya baslar (Kachanov, 1986).

Bir metal erime sicaklifinun 1/3’iinden daha yiiksek sicakliklara maruz kaldig zaman
plastik gerinme, viskoz etkileri gerekli kilar, malzeme sabit bir gerilmede deforme
olabilir. Gerinme yeterince biiyiik oldufu zaman, hasar iireten ve iigiincii siirinme
periyodu boyunca gerinme hizini arttiran taneler arasi kohezyon etkilerinin yok
olmas: sdz konusudur. Nitekim siinek hasar igin siirinme hasarinin gradyentleri,

visko-plastik gerinme gradyentlerine benzerdir (Lemaitre, 1996).
1.1.1.1.4. Celiklerin Gevreklesmesi

Atomik radyasyonun etkisi altinda geligin yapis1 degisebilmektedir, béylece celigin
plastik bolgeye gegme sinint kiigiilmekte (vani plastisitesi azalmakta) ve gevrek bir
yapiya dogru yonlenmektedir. Serbest hidrojen atomlaniyla temas halinde olan gelik
malzemede, hidrojen atomlar1 g¢eligin atomik kafes yapisi igerisine yayilmakta
(difuzyon yoluyla) ve yapimin tehlikeli bir sekilde gevreklesmesine yol agmaktadir
(hidrojen gevrekligi).

1.1.1.1.5. Kimyasal-Mekanik Hasar
Deniz suyu veya endiistri atmosferleri gibi saldirgan ortamlarda ¢alisan metaller

ozellikle tekrarh yiik ve gekme gerilmesinin etkisinde de kalmaktadirlar ve gerilme

korozyonu denilen bir hasar mekanizmasi ortaya gtkmaktadir.
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1.1.1.1.6. Cevrenin Etkisiyle Bozulma

Jeo-malzemeler, polimerler gibi bazi malzemeler gerilmenin etkisi olmasa bile,
cevrenin etkisi altinda mekanik ozelliklerini degistirmektedirler. Omegin, toprak,
aga¢ ve benzeri diger malzemelerin mekanik 6zellikleri nem seviyesine bagh olarak

degisebilmektedir.
1.1.1.1.7. Betonun Hasarx

Beton homojen bir malzeme olmadifindan biinyesinde zayif mekanik direng
bolgeleri vardir. Degisik yiiklemeler altinda bu bolgelerde gatlaklarin ortaya ¢ikmasi
¢ok sik goriilen bir olaydir (Kachanov, 1986).

1.1.1.1.8. Diisiik Tekrarl Yorulma Hasan

Tekrarli yiklemelerin etkisi altinda mikro ve makro catlaklarin gogalmasi ve

bilytimesi ile malzemenin yapisinda yavas yavas bozulma ve gerileme baglar.

Bir malzeme gerilme ve gerinme igin yiksek degerlerde tekrarlanan bir yikiin
etkisinde kaldigt zaman, mikrogatlaklarin yayilmasi ve c¢ekirdeklenme fazinin
ilerlemesi ile gergeklesen bir kulucka déneminden sonra tekrarlanan plastik gerinme
ile birlikte hasar geligmeye baglar. Hasar yerellesmesinin derecesi siinek veya
siriinme hasarindan ¢ok daha fazladir. Ciinki yiiksek gerilme degerlerinden dolayi,
dusuik tekrarli yorulma, yirtilmaya kadar tekrar sayisinin (NR) disiik degerleri ile

karakterize edilmisgtir.
Nr < 10 000 (¢evrim sayist)

Eger malzeme gerinme yiiklenmis ise, kararli bir ¢evrime karsilik gelen iki gerilme-
gerinme gevrimi igin hasar mekanizmasi, gerilme genligini azaltici yénde bir etki
gosterir. Metaller igin hasar; engellenmis bant kaymalarim miiteakip, ya taneler arasi

veya taneler boyunca mikrogatlaklar geklinde goriiniir.
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1.1.1.1.9. Yiiksek Tekrarh Yorulma Hasan

Gevrek hasar veya yiiksek ¢evrim sayilt yorulma hasarinda malzeme iginde baz
noktalarda gerinmeler yiiksek degerler alabilir. Yorulma igin gevrim sayist ¢ok

yiiksek degerler alabilir:
Ngr > 100 000 (gevrim sayist)

Sonug olarak, belirli bolgelerde yerel hasar olduk¢a yiiksek olmasina ragmen orta
6lgekli seviyede gerilme degeri diigiiktiir. Orta Olgekli seviyede klasik bir ¢ekme —
basma testinden elde edilen gerilme-gerinme egrisi, gerinme ve hasar igin dogru bir
davram§t temsil etmez, ¢iinkii lokalize edilmis malzemenin g¢ok kiigiik kisimlarinda
ciddi boyutlarda mikro plastik ve hasar bolgeleri ortaya ¢ikar. Her seye ragmen bu
test sonuglan kullanilir giinkii mikro 6lgekte mekanik deneyleri gergeklestirmek
gergekten ¢ok zordur. Hatirlanmasi gereken nokta sudur: Elde edilen sonuglar orta
olgekli bir hacim iizerinde tiniform olmayan biyiikliiklerin ortalama degerleridir.
Mikro sertlik testi, mikron mertebesinde olgiileri ihtiva eden bir mikro hacmi
karakterize etmede yardimeci olabilir fakat bu durumda otaya ¢tkan gerilmeler

olduk¢a kompleks ve karmagiktir.

1.1.2. Hasarnn Mekanik Temsili

En genel anlamda hasar terimi malzemelerin bozulmasina veya kopup kirilmasina
isaret eder. Hasar, yaglanma veya rhekanik proseslerden dolay: pargalanma veya
zayiflama, mekanik aynima, oksitlenme veya korozyon gibi ¢ok farkli olaylardan
kaynaklanabilir. Uygulamali mekanik alaninda yorulma hasari kavramini ilk olarak
Palmgren (1924) ortaya atmustir ve simdi Palmgren-Miner kurali olarak
bilinmektedir (Mariano ve Augusti, 1997). Siiriinme hasann kavramin ise 1952 de
Robinson ileri siirmii ve bu tip bir hasarin fenomenolojik temsilini vermistir (Cauvin
ve Testa, 1999).
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Daha once de belirtildigi gibi, genellikle mekanik agidan hasar mikro, meso ve
makro olmak iizere (i¢ M- skalasinda karakterize edilmektedir. Catlak mekaniginde
ele alinan, izole edilmis ¢atlaklar veya korozyondan dolay: kesitteki azalmalar gibi
goriiniir veya hemen hemen goériiniir seviyedeki ayrik hasar mekanizmalar1 makro
Olgekte ele alimirken, atomik bogluklar ve dislokasyonlar mikro olgekte ele
alinmiglardir. Meso 6lgek ise siirekli ortamlar mekanigi ¢ergevesinde ele alinmakta
olup, ortalama etkileri dikkate alarak modelleme yapmaktadir (Ornegin bir
kompozitteki takviye elemaninin boyutlarimi veya betondaki agreganin boyutlarini
dikkate alir).

Strekli ortam hasar mekaniginde, mikro olgekten makro OlgeSe bir gegcis
saglanmakta ve malzeme biliminde ortaya ¢ikan bazi engeller siirekli ortamlar
mekanigi alanina taginmaktadir. Diger taraftan meso olgekli formiilasyon siirekli
ortamlar mekaniginde gorildigiu gibi makro élqékli hasar tanimlamasina dogrudan
uygulanabilecek bir potansiyele sahiptir ve bitin yap: iskeletine uygulanmasi

miimkiindir,

Son zamanlarda onerilen bir ¢ok model hasarin etkilerini meso olgekte formiile
etmekte ve bugiin hasar mekanigi olarak bilinen yaklagimi dikkate alarak bu
yaklasima katkida bulunmaktadir. Bu tip caligmalarin igerisinde iki tamamlayici
yaklagim vardir. Birinci yaklagim; mikrogatlaklar gibi hasar goriintiilerinin mekanigi
uzerinde yoZunlasmigtir ve meso Olgekte birlesik net (efektif) etkileri belirlemeye
caliymaktadir. Bu yaklagim mikromekanik yaklagimdir. Diger yaklasim
fenomenolojik yaklagim olup, sanki homojen bir ortam varmus gibi bu ortamin belirli
ozelliklerine sahip bir elemam incelemeye yonelir, hasardan kaynaklanan bazi
ozelliklerin nasil ortaya g¢iktigimi dikkate almaz (Cauvin ve Testa, 1999). Bu son
yaklagim sirekli ortam hasar mekanigi olarak isimlendirilmis olup, bizim takip
edecegimiz yaklasimdir. Ancak ihtiya¢ duydugumuz durumlarda mikromekanik

kavramlardan da bahsedecegiz.

Mikromekanik hasar teorilerinin amaci rasgele ve heterojen mikroyapilar arasindaki

fonksiyonel bagimliligi belirleyen modeller gelistirmek ve malzemelerin makro
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davramgimi  tahmin etmektir. Bosluklarin ve mikrogatlaklarin  dagilima,
konsantrasyonu, sekilleri ve yonelimlerini ilgilendiren bilgiler bu modeller igin
vazgegilmez sekilde bilinmesi gereken verileri olusturur. Bir Temsili Hacim Elemam
(THE) kavrami orta olgekte ve bu yaklagimda oldukga onemlidir. Literaturde
(Bonora, 1997), THE yerine, "referans hacim eleman: (RVE)" kavramini, (Chow ve
Lu, 1989) ise "lokal malzeme eleman1 (LME)" kavramim kullanmislardir. Hasarin
farkli ve goze carpan biiyiikliikklerinin katkilarn THE igerisinde géz oniine alinir ve
THE tizerindeki ortalamalar i¢ degiskenler olarak g6z oOniine alinan hasar

degiskenlerinin alanini verir.

THE tipik bir siirekli ortam elemam gibi distinilebildigi igin fenomenolojik
yaklasimda da oénemlidir. THE igerisinde hasarin farkl: buyiiklukleri agik bir sekilde
g6ziikmez fakat onlarin etkileri makroskopik i¢ degiskenler vasitasiyla temsil edilir.
Farkl1 hasar proseslerinin bu basitlestirmelerinin bir avantaji da tiiretmelerin yalnizca
fiziksel sartlara degil, aym zamanda i¢ degiskenli tersinmez olaylarin

termodinamiginin birlesik teorisine dayandirilabilmesidir (Cauvin ve Testa, 1999).

1.1.2.1. Bir Boyutlu Yiizey Hasar Degiskeni

Mikro olgekte hasar, mikro siireksizlik yiizeylerinin meydana gelmesi olarak
yorumlanabilir. Bu olay ise atomik baglarin kirlmasi ve mikrobogluklarin plastik
genislemesi seklinde ortaya ¢ikmaktadir. Orta dlgekte, kirlmig baglarin veya mikro
bosluk ciftlerinin sayisi, biitiin kusur ve gatlaklarin herhangi bir diizlemle yaptiklar
ara kesit bolgelerinde tahmin edilebilir. Boyutsuz bir bayiiklik kullanabilmek i¢in,
bu alan temsili bir hacim elemamnn 6lgiisii ile 6lgeklendirilmistir. Bu olgii stirekli
ortamlar mekanigi kapsaminda bir degiskeni kullanabilmek i¢in temel bir 6neme
sahiptir. Bu o6lgekli degisken bir noktada, orta Glgekli bir hacim eleman: tizerinde
mikro kusurlar hakkinda temsili bir etkiye sahip olmalidir, yani mikro kusur veya
catlaklar: temsil edebilecek yapiya sahip olmalidir. Bu degisken plastisite de bir ¢ok

kaymanin bir noktadaki ortalama degerini temsil eden plastik gerinmeye (¢,) benzer

bir kavram olarak diigintlebilir.
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Sekil 1.6. Hasarin mikro ve orta olgekli tanimi (Lemaitre, 1996)

Sekil 1.6°da gosterildigi gibi hasarli bir cismin igerisindeki bir M noktasinda temsili
bir hacim eleman1 g6z 6niine alalim. M noktas: ytizeyinin normali n birim vektori
ile gosterilen bir diizlemde yer almaktadir ve x ekseni ile yiizeyin normali aym

dogrultuda segilmigtir.

- 38, THE ile diizlemin ara kesit alam olsun

- 0S,,, 6S izerinde yer alan butin mikrogatlaklarin veya mikrobogluklarin

efektif arakesitlerinin alanim gostersin. Bu durumda;

- x ekseninde, n yoniinde, M noktasinda yer alan hasarin D(M,n,x) degeri

asagidaki gibi ifade edilmektedir.

8 Spx
DM, g, x)=— (1.1

"1ki pargada da malzemenin aginmasmna neden olan, THE iizerinde bir siireklilik
degiskeni tanimlamak i¢in x ile degisen biitiin diizlemlere bakmak ve en hasarli

durumu dikkate almak gerekir (Lemaitre, 1996).

DM, ﬂf{f‘)" [D (M,g,x)] 1.2)

x koordinat1 n yéniinde segildigi i¢in dikkate alinmayabilir ve ortadan kaldirilir ise;
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Do g =§8%D (1.3)
ifadesi yazilabilir. Tanimdan da gorillecegi lizere dikkate alinan yone ve noktaya
bagli olan skaler degisken D’nin degeri O ve 1 arasinda sinirlandinlmgtir.

0<D<I1

D =0 ise hasarsiz THE s6z konusu edilmektedir.

D=1 ise tamamen hasarli ve ikiye ayrilmig (kopmus hal) THE dikkate alinmaktadir
(Murakami, 1988). Aslinda, hasar iglemler eshasmda D <1 iken olusur (Lemaiire ve
Chaboche, 2000).

1.1.2.2. Efektif Gerilme Kavrami

Sekil 1.7. Bir boyutlu hasarl eleman (Lemaitre, 1996)

Sekil 1.7°de, mikro kusurlarin efektif yiizey yogunlugu olarak dikkate alindid
hasarin basit bir tamimina imkan saglayan basit ve bir boyutlu homojen hasar sematik

olarak ifade edilmistir. Bu durumda hasarin tanima;
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S '
D=2 14
S (14

seklinde ifade edilebilir. Eger Sekil 1.7°de gosterilen THE, F=nF seklinde bir
kuvvetle yiiklenmig ise klasik tek eksenli gerilme;

_F
o= S (1.5)

olarak ifade edilir. Sp ile ifade edilen mikrogatlak veya mikrobosluklarin yiizeyleri
{izerine etkiyen higbir mikro kuvvetin bulunmadigi bir durumda biitiin kusurlar
agikca goriiliir. Yiike etkin bir gekilde direnen yiizey ( S — Sp) hasarsiz yiizey olacag
icin bu yiizey sayesinde olusan efektif gerilme (6) agagidaki gibi ifade edilir.

~ F

G= 1.6
= (16)

Hasar degiskenini tammladiktan sonra efektif gerilmeyi asagidaki gibi ifade

edebiliriz.

6=——F—— veya, 1.7
(%)

S

~ O

oO=— 1.8
- (1.8)

Bu tamim tek eksenli (cekme) hal igin malzeme tizerinde bulunan efektif gerilmeyi
ifade eder (Bhattacharya ve Ellingwood, 1998). Basma veya sikistirma halinde bazi
kusurlar veya bogluklar kapamr, hasar degigmeden kalir. Yiike direnen efektif
yiizeyden (S-Sp) daha biyuktir. Ozellikle, bitin kusurlar kapanip bosluklar

sifirflanirsa basma halindeki efektif gerilme (& )terimi, klasik gerilme terimi o ’ya

karsilik gelir. Bu etki ileride detayl1 bir sekilde incelenecektir.

Mikrogatlaklarin "Efektif" yiizeyi (8Sp) uzerindeki tantma geri dénecek olursak,
"Efektif" kelimesi "Dayamim veya mukavemet" olarak anlasitmahdir. Ciinki, ¢ekme
veya kayma halinde yiklenmis malzemede mikro gerilme konsantrasyonlan ve
kusurlarin kargilikli etkilesimleri dikkate ahinarak "Efektif" terimi kullanilmigtir.

Yalmzca mikro mekanik incelemeler yapildiginda efektif kelimesi tam istenen
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anlamda kullanilmig olur. Orta olgekli seviyedeki incelemeleri dikkate alan siirekli
ortam mekaniginde bu kavram elastisite veya plastisite ile birlestirilmig anlamda

hasar degiskeninin i¢inde yer aldigindan genel bir mana ifade eder (Lemaitre, 1996).

1.1.2.3. Gerinme Esdegerligi likesi

Her bir kusur tipi veya herhangi bir hasar mekanizmasi igin mikro mekanik analiz
yapmaktan kaginmanin bir yolu orta olgekli seviyede bazi ilkeleri ifade etmeyi
.zorunlu kilar. Termodinamikte yerel durum metodu, disiinilen noktaya bagimli
stirekli durum degigkenlerine ait bir ciimlenin zamana gore deZisimi ile tam olarak
tammlanmaktadir. Bu yaklagim, bir mikro hacim eleman igin yazilan gerinme biinye
denkleminin komsu hacim elemaninda bulunan bir mikrogatlagi dikkate almadigim
ifade eder. Dolayistyla efektif gerilme (G ) terimi artik klasik anlamdaki gerilme o
ile aynm1 anlamda kullailamaz. Bu ilke sayesinde agagidaki sonucu yazabiliriz:
Hasarll bir malzeme igin herhangi bir gerinme biinye denklemi, "Efektif gerilme"
yerine klasik gerilme teriminin kullamldig1 durum harig tutulmak kayd ile hasarsiz

bir malzeme i¢in yazilan sékilde titretilebilir.

Hasarsiz malzeme Hasarh malzeme
D=0 0<D<1
o
e=F(o,... e=F| ——,...
...) (1_1) )
T Benzer tiretme islemi T

Homojenlestirme teknikleri ile birlikte yalnizca hasarin bazi 6zel durumlan igin
agtklanmig olan bu ifade aslinda bir prensiptir. Bu prensip elastisite veya plastisiteye

uygulanabilir.
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1.1.2.4. Gerinmeler ve Hasar Arasinda Birlesik Etki, Yirtiima Kriteri ve Hasar

Baslangici

Hasar mekaniginin tammi uyannca ve gerinme esdegerlik ilkesinin direkt bir
uygulamasi olarak, hasarli bir malzemenin elastisite ve plastisitesine ait tek eksenli

kurallan yazabiliriz.

1.1.2.4.1. Elastisite kanunu

Bu kanun efektif gerilme kavrami dikkate alinarak yapilan direkt bir durum (veya
hal) birlestirmesidir. Cizelge 1.2’de hasarli bir malzeme ile, hasarsiz bir malzemenin

kargilagtinnlmas1 yapilmigtir. Hasarli malzemenin elastisite modiili;

E=2 (1.9)
ae

seklindeki bir oranla tamimlanmisgtir. Buradan,
E=E(1-D) (1.10)

olarak elde edilir. Burada E, hasarsiz malzemenin Young (Elastisite ) modiilidiir.

Cizelge 1.2. Hasarli bir malzeme ile hasarsiz bir malzemenin kargilagtiriimasi

Hasarsiz malzeme Hasarlh malzeme
D=0 0<D<1
c o
g, =— g, =—————
E E(1-D)

v; Poisson oram olmak iizere, izotropik hasar igin kisitlama;
€ _.© — .
€225833= ~V &, (1.11)

seklindedir.
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Sekil 1.8. Bakir i¢in hasarla birlikte elastisite modiiliiniin degisimi (Lemaitre, 1996)

Sekil 1.8°de, siinek bir hasar ilerlemesi esnasinda elastisite modiiliiniin degigimine ait
bir 6rnek gosterilmigtir. Bu ornekte ifade edilen sonuglar aym zamanda mikro

mekanik metotlar vasitasi ile bir mikrogatlak ¢iftinden de elde edilebilir.

1.1.2.4.2. Plastisite

Bu durum, kinetik biinye denklemlerini tiiretmek ig:in kullamlan plastisite kriterinde

yazilmig plastik gerinmenin degerlendirilmesi Gzerinde kinetik bir birlestirmeyi ifade

eder. Plastisiteyi modellemek i¢in genellikle iki tip gerinme sertlesmesi dikkate

alinir:

- Dislokasyon yogunlugunun veya akigin durdurulmasi ile ilgili izotropik
sertlesme,

- I¢ mikro gerilme konsantrasyonlariin durumu ile ilgili kinematik sertlesme. Bu
duruma kargilik gelen ikincil gerilme (akma gerilmesinden hemen sonra izotropik
sertlesme baglangicina kadar olan gerilme) ¢ekme veya basmada (veya ug

boyutta) elastik bolgenin merkezini tanmimlar,

Eger o, akma gerilmesi ise, R izotropik sertlesmeden dolay1 olusan gerilme ve X ise

ikincil gerilmeyi gostermektedir, her iki plastik gerinme fonksiyonu da akma
siirinin - hemen baglangicim  tamimlayan bir boyutlu plastisite kriteri olarak
distinilebilir ve Sekil 1.9°da gosterildigi gibidir. Bu gerilme ifadelerini formiilize
edecek olursak;
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o=6,+R+X veya
(1.12)

f=|o -X|-R-o, =0

yazilabilir. Burada f plastik gerinme igin kinetik biinye denklemlerinden elde edilen

akma fonksiyonudur ve asafidaki kisitlamalarin etkisinde tiiretilmigtir.

f=0 f<0
3&,#0 eger yve  ise, £,=0 efer {ve ise
£=0 f<0

Bu duruma ulagmak i¢in toplam gerinmeyi asagidaki gibi yazabiliriz.
E=¢€,+8, (1.13)

Hasar olusmaya bagladifi zaman, egdegerlik ilkesine gore akma fonksiyonu

f agagidaki gibi yazilmalidir.
f={—2_-X/-R-0,=0 (1.14)
1-D v )
Buradan toplam gerilme;
o=(c, +R+X)(1-D) (1.15)
olarak elde edilir.
4
000 ———————————— e — i
Oul —— = -
1R(ep)
R(1-D)
{X
Oy X i X(1-D OR
10y loyuD)™
: i Ep
0 ; t >
'€pD 1
AD | i
‘ Dx
ll/l
' ! €p
1 1 L
0 ”

Sekil 1.9. Hasarla birlikte plastisite akma kriterinin sematik bir
degerlendirmesi (Lemaitre, 1996)

Sekil 1.9°dan da goriilecegi gibi akma gerilmesi, izotropik gerinme sertlesme

gerilmesi ve ikincil gerilme, hasarla orantili olarak azalir.
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1.1.2.4.3. Yirtilma kriteri

Orta 6lgekte yirtilma Temsili Hacim Elemanmnin bitiin ylizeyini iggal eden bir gatlak
baglangicidir. Bu durumda D = 1 olmaktadir. Bir gok durumlarda bu yirtilma olay
gerilmeye direnen bolgede yer alan atomlara ait kohezyon kuvvetlerinin aniden
ortadan kalkmasina sebep olan kararsiz bir proses tarafindan olusturulur. Bu durum

malzemeye ve yiikleme sartlarina bagl olan kritik bir hasar D, degerine karg1 gelir.

Atomlarda bulunan kohezyon kuvvetlerinin tamamen ortadan kalkmas: direnen alan
tizerine etkiyen efektif gerilmenin kritik bir degeri ile karakterize edilmektedir. o,
malzemeye uygulanabilen maksimum gerilme olarak adlandinisin (Sekil 1.9).

c

= 1.16
1-D, Ve

G =

(o)

o

Pratik olarak o degeri en biyitk gerilme (o) ile tahmin edilebilir ve bunu
belirlemek daha kolaydir. Ancak bu o, degeri daima digerinden biraz daha
kuigiiktiir.

o

=1-2 (1.17)
G“

D

ifadesi ise bir boyutlu gerilme i¢in orta olgekte catlak baslangicinin olugmasi

esnasinda hasarin kritik degerini verir. En biyik gerilme degeri o, bir malzeme

Ozelligi olarak tamimlanmigtir. D, ise O ile 1 arasinda degisen degerler alabilir.
Tamamen gevrek ¢atlama durumunda D, = 0 ve tamamen siinek gatlama durumunda
D. = 1 olarak degerlendirilebilir. Ancak genellikle D, 0.2 ile 0.5 civarnindaki
degerleri almaktadir. Tamamen monotonik ¢ekme testinin uygulandigi durumun
referans olarak alindigi bu bagint1 kritik bir hasar (Dic) degerini tanimlar ve bir
malzeme 6zelligi olarak dustinilebilir.

D, =1-2R (1.18)
GU

Burada; o, degeri yirtilma esnasinda ortaya gtkan gerilme degerini ifade etmektedir.
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1.1.2.4.4, Hasar baslangici

Mikrogatlaklar baglamadan 6nce D ile modellenen hasar meydana gelirken,
metallerde dislokasyonlarin ¢ogalmasi ile veya mikro gerinmelerin tutarsiz ve
uygunsuz birlesmeleri nedeniyle olugsan mikro gerilmelerin artmasi ile hasar
¢ekirdekgiklerinin olugmasi gerekmektedir. Bu durum saf g¢ekme halinde plastik-
gerinmenin belirli bir degerinin (g,p) altindaki bir degere karsilik gelir ve bu
gerilme degerinde mikrogatlaklarla herhangi bir hasar olugymaz.

g, <gp—>D=0

Sonug olarak hasar mekaniginin temellerini kapsayan dort ana bagnt1 Cizelge 1.3’de

gosterildigi gibi 6zetlenebilir.

Cizelge 1.3. Hasar mekaniginde kullanilan temel kriterler (Lemaitre, 1996)

o
I —
E(1-D) Elastisite igin
2 _X|-R-0,=0 ) -
1-D Y Plastik akma kriteri olarak
g, <€,p>D=0 Hasar baslangici olarak
D = D¢ Catlak baslangici olarak

1.1.2.5. Efektif Hasar Alamimin Mikromekanigi

Daha once bir boyutlu yiizey hasari degiskeni, en hasarlt bélgede mikrogatlaklarin ve
bosluklarin "Efektif" ara kesit yiizey yogunlugu olarak tanimlanmust1. Ozel bir 6rnek

kullanarak bunun anlamim agiklamaya galigalim.
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Sekil 1.10. Tek bir gatlak ihtiva eden orta 6lgekli bir hacim elemam {Lemaitre, 1996)

Catlak diizlemine dik bir F yuki ile I modunda yiiklenmis bir tek dairesel gatlak
igeren ii¢ boyutlu ve orta 6lgekli bir hacim elemam dikkate alalim (Sekil 1.10).

Stirekli ortam hasar teorisi ile tamimlanan genel hasar, gatlak diizlemindeki hasardir.

D:f? idi.
yani,
2
D=22 g (1.19)

seklindedir. Burada k, efektif hasarli alami tamimlamak igin catlak ucu ¢izgisi

civarinda gerilme konsantrasyonundan dolay kullanilan bir diizeltme faktoridiir.
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1.1.3. Anizotropik Hasar Analizi

Hasarin izotropik olarak ele alinmasi kabulii birgok durumda, 6zellikle gerilmelerin
asal dogrultular sabit kaldif1 zaman diizgiin (orantili) yiikleme sartlarinda oldukga
mantiklidir. Bu kabul miihendislik uygulamalarinda kabul edilebilir bir dogrulukla
catlak baglangici sartlarini dnceden tahmin etmemize imkan tanir. Burada %10~50
arasindaki bir belirsizlikle 6mir tahmininin yapilabilecegini séylemek yerinde olur.
Bununla birlikte 6zel yiikleme sartlan altindaki biitiin malzemeler ve olduk¢a gevrek
malzemeler izotropik olmayan bir hasar gésterir. Bu durumdaki hasar degiskeni artik
skaler degildir (Lemaitre, 1996).

Hasar durumlarinin ifade edilmesinde; en basit halde skaler, daha karmagik
durumlarda ise vektorel ve tansorel olarak ifadelerin mevcut oldugu literatiirde
yapilan ¢aligmalardan goriilmektedir. Hasarin tansorel olarak tamimlan goéz oniine
alindiginda ise; ikinci dereceden, dordiincii dereceden ve sekizinci dereceden tansor

olarak tammlamalann yapildig: gorilmektedir.

Hasar durumlarinin skaler olarak ifade edildigi yaklagimlarda, hasarli ve hasarsiz
konfigiirasyonlar dikkate alinir. Hasarli konfigiirasyonda hasar nedeniyle kaybolan
alanin, hasarsiz (baslangig) kofigiirasyondaki kesit alanina oram skaler bir deger

olarak hasari ifade eder.

Hasar durumu ikinci dereceden ve dérdiincii dereceden bir tansor olarak ifade
edildiginde, mevcut hasarli konfigirasyon ve gerinme egdegerli hasarsiz
konfigiirasyon dikkate alinir. Bu iki konfigiirasyon arasindaki transformasyon ikinci

dereceden bir tansorle iligkilendirilmistir.

Hasar durumunun sekizinci dereceden bir tansér olarak ifade edildigi yaklagim ise;

(3 )8 = 6561 elemanh bir tansor ile galiymay1 gerektireceginden, pratik anlamda bu
yaklasimi kullanmak adeta miimkiin degildir. Ancak baz1 simetriler dikkate alinarak,
bu tansoriin derecesi disiiriilerek kullamlabilir bir forma getirilebilir. (Cauvin ve

Testa, 1999) tarafindan yapilan bir incelemede, hasarli ve hasarsiz malzemenin
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elastisite modiilleri dérdiincii dereceden bir tansor olarak ifade edilmig ve bunlar
arasindaki iligki yardimiyla hasar durumu sekizinci dereceden bir tansér olarak

ortaya konulmustur.

1.1.3.1. Maksimum Asal Gerilme Hasar1 Kavram

Anizotropik hasar1 modellemek i§in basit bir yol hasarin yalnizca maksimum asal
gerilmeye dik diizlemde olustugunu kabul etmektir. Hasar bu durumda D ile
gosterilen bir yogunlukla karakterize edilmistir ve maksimum asal gerilmenin

yoniine ait birim vektor 1, ile belirlenmigtir. Bu durumda hasar vektéri,

D =Dii, (1.20)
ile ifade edilir. Efektif gerilme, asal gerilme koordinatlarindan agagidaki gibi
yazilabilir.
c, 0 0
[3]=|0 o, 0 0, <0, <Oy ise (1.21)
0 0 -3
L 1-D |

1.1.3.2. Ikinci Dereceden Hasar Tansoriiniin Geometrik Olarak Belirlenmesi

Oldukga kompleks bir anizotropi tipi ve orantili (diizgiin) olmayan bir yiikleme tipi
kullaplldlgl zaman boliim 1.1.2.1°de bir boyutlu durum igin takdim edilen yiizeysel
hasarin tammim biraz daha genisletmek gerekir. Mevecut konfigiirasyonun yiizey
alamm 88 ile, yiizeydeki hasan da 8S;, ile gosterdigimizi hatirlayacak olursak;
8S-88, = SS(I—D) . ifadesinin hasarsiz konfiglirasyonun gerinme esdegerli

hasarsiz alanini temsil eder. Bu yaklagim anizotropik hasara genisletmeye calisalim.
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Mevcut hasarli Gerinme esdegerli
konfigiirasyon hasarsiz konfigiirasyon

Sekil 1.11. Bir boyutlu izotropik hasar ve ii¢ boyutlu anizotrpik hasar (Lemaitre, 1996)

Mevcut konfigiirasyonda yiiksiiz, hasarli bir malzemenin Temsili Hacim Elemanim
g6z Oniine alalim. Sekil 1.11°de gosterildigi gibi bu konfigiirasyonun yiizeyi &S ve
kesit alamm tammlayan birim normal vektér veya yonelim 1 ile tammlanmistir.
Ayni koordinat sisteminde gerinme egdegerli hasarsiz konfigiirasyonu da goz oniine

alalim. Bu durumda Temsili Hacim Elemam degismistir ve Ozellikle kesit alami,
hasarin anizotropisinden dolay: daha kiigiik bir alana (8§) donistarilmis ve bu
alamin yonelimi de 7 ile gosterilmigtir. $eklin aym kaldigimi kabul edelim, bu
kabuliin oﬁotropik hasara karsilikk geldigini daha sonra gorece@iz. ndS —-ndS
alanina donistirilmistir. Bir boyutlu durumdaki ile benzer sekilde ikinci dereceden
bir tansér 18 S vektoriini, hasar karakterize eden n6S vektorine dontistirmiigtiir,
Bu donisiim (1- D) ile gosterilmigtir. Burada '1‘ ; ikinci dereceden birim tansorii ifade

eder.
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(I-D)-088=13S

o o~ (1.22)
veya indis notasyonuyla (Ii i~ Dy )n ;85=n;68

seklinde yazlabilir. Burada D, ikinci dereceden hasar tansoriidiir. Hasar tansorii

simetriktir ve X;, X;, X; koordinatlarinda ¢izilen bir dértyiizliiniin alanlarinin
indirgenmesine karsilik gelen asal koordinatlarda (X, X,, X3) ti¢ asal degere yani,
D1, D, D3 e sahiptir.

:{l

o

5A, = (1-D,18A,

X2

2 0
) a
P ~ %
7 s

Sekil 1.12. Hasar tansoriiniin asal degerleri (Lemaitre, 1996)

Mevcut konfigiirasyonda bir OPQR dortytizliisiinde 8S alaninin biiyiik tiggen yiizeyi
PQR olsun. Bu yiizeyin gerinme esdegerli hasarsiz konfigiirasyonda 8S alanina

sahip bir PQR iiggenine donigtiigini kabul edelim (Sekil 1.12). Bu sartlar altinda
asagidaki ifadeleri yazabiliriz.

PQR —»PQR - (1,;-D;; )-n;5S =7, 55

X, OQR >0QR —(1-D,)5A, =8A,,
, ORP—>ORP—(1-D, )54, =8A4,,
n=X, OPQ—>O0PQ—(1-D,)3A, =34,

n

(1.23)

B
Lo

Ug diizleme gore simetrinin bu 6zelligi hasan ortotropik hale getirir. Bu kisitlamaya
ragmen hasarin bu tipi genis bir uygulama alamm kapsar. Efektif gerilmeyi
tanimlamak igin, gerilme vektorii T ’yi iki konfigiirasyonda da yazahm. Bir boyutlu
durum igin;

T,5S=T,8S (1.24)
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Efektif gerilme tansorii 5 ’ y1 agagidaki gibi takdim ederek;

G;; 1 T (Cauchy gerilme prensibi) (1.25)

ifadesini yazabiliriz (Lemaitre, 1985). Bu ifadeyi yukandaki denklemde kullanacak

olursak;

c;;jn;8S= G,JnJSS (1.26)

veya (g -D )’nin tammum kullanarak
7,88 =(1,;-D;; )n; 38,

Gij 0y = Oy (IkJ ~Dy )nk vi

elde edilir. Bu durumda efektif gerilme tansorii de agagidaki gibi ifade edilebilir.
s=o-(I-D)", (1.28)

fakat bu ifade simetrik olmayan bir tansériin olusmasina yol agar. Elastisite ve

(1.27)

plastisitenin blinye denklemleri igin yalmzca simetrik kismi gdz Oniine
alacagimizdan efektif gerilme tansoriini agagidaki gibi yalnizca simetrik kismiyla

g0z Oniine alalim.

52%[9‘(5‘9)4+(-!“1-3)_1'2] (1.29)
Gerilmenin asal yonleriyle hasar ¢akistif1 zaman agagidaki ifadeyi yazabiliriz.
o, 0 1
c
gl=| O 2 0 1.30
[5] Y (1.30)
o o -2
| 1-D; |

Simetrik ikinci dereceden bir tansor olarak D “nin tamm ve efektif gerilmeyle ilgili
durumu, izotropik durumda yapilana benzer sekilde tam bir ortotropik hasar
mekanigi teorisi gelistirmek igin temel teskil eder. Yalmz buradaki islemler biraz
daha karmagsiktir. Ozellikle ilgili degiskenler Y ‘gibi ikinci dereceden bir tansor
olarak ortaya ¢ikar. Hasarla birlestirilmig lineer elastisite igin Helmholtz serbest

enerji potansiyeli bir skaler olarak asagidaki gibi ifade edilir.
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111 e
WZ—[_(Iij—Dij )aimkl €5m k1 ]‘*‘Wpa (1.31)

Burada, y,, D’ye bagimh olmayan plastik kismi g6stermektedir. $imdi, agagidaki

ifadeleri yazabiliriz.

s oy 1
Yij=p ===k Eim EK1 (1.32)
veya daha 6nceki tammlamalarimizdan faydalanarak;

1 e
Y; = > Rimk! €5m Skl (1.33)
seklinde yazabiliriz.

1.1.3.3. Dordiincii Dereceden Hasar Tansoriiniin Termodinamik Tanimi

Hasar degiskenini tammlamak igin bir diger yol, elastisite i¢in gerinme esdegerligi
ilkesiyle ilgili efektif gerilme kavramimi kullanmaktadir. Hasarla birlestirilmis
elastisite denklemlerinin bir boyutlu durum i¢in asagidaki ifadelerle verildigini
hatirlarsak; |

c=Eg,,

veya,

c=Ee,,
E

1-D)==

(1-p)-£

Gerinme esdegerligi ilkesini kullanarak yukarndaki yaklasgim dogrultusunda hasarh
bir Temsili Hacim Elemaninin ii¢ boyutlu durumda elastisite denklemi asagidaki gibi

ifade edilir.
i = a1 65 (1.34)

Bu ifade aym1 zamanda durum potansiyelinden de tiiretilebilir.

1 -~ e _.€
WZEEaijkl 8851 TV, (1.35)

oy _~ .
°'ij=9'—‘a e~ &ijk1 %K (1.36)
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Burada ghasar tarafindan diizeltilmig elastisite tansoriidir. g’mn tersinin mevcut
oldugunu kabul ederek;

g§1 = 8 O (1.37)
ifadesini yazabiliriz. Sagir indisleri degistirerek G;; igin bir 6nceki denklemde bu
ifadeyi yerine yazacak olursak, )
Oij = &jjki Fxtes Ors (1.38)
Efektif gerilmenin tammuyla birlikte (ai ikl - Bpirs ) hasar operatériinii ifade eder. Bir
boyutlu durumla bir kiyaslama yapacak olursak dérdinci dereceden bir tansorle
karg: karsiya oldugumuzu goririiz. Bu tansor asagidaki gibi de ifade edebiliriz.

(Iijkl ~Diju )_1 = 2515 Bk » (1.39)
Burada D;;,, dordiinci dereceden bir tansér olan hasar degiskeninin bilesenini, I

dordiincii dereceden simetrik birim tansorii ifade eder.

~-1

D = Lkt = 35js Brski s (1.40)
veya D=1-3:a",
Burada (;) semboli, iki indis iizerinden kisitlanmus bir ¢arpimi ifade eder. Bu

durumda ilgili Y degiskeni de dordiincii dereceden bir tansordir.

Y= Zipzijkl HE SR AV

A5 = (Iijrs —Djjrs )arskl = ai5xk1 — Dijrs 2rsk1 > (1.41)
Y= 2—1p“(Iijrs —Dijrs )arskl &8k T Vp >

veya,

?ijkl =p ag::d = _Eaklrs Siej €7

(1.42)

_ e €
Yijia _Eaklrs €ij€rs

Bu teori en genel anizotropik duruma karsilik gelir. Hasara yol agan genel
mikrocatlak giftlerinin mikromekanigi bir skaler, ikinci dereceden bir tansor ve

dordiincii dereceden bir tansor seklinde hasar ifade eder (Lemaitre, 1996).
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1.2. Maddesel Hasarin Genel Bir Tanimi

Bu boliimde, maddesel hasanin fiziksel olarak tutarli bir tanimi ortaya konulmaya
caligilmigtir. Bu tamim; atomlar arasi enerjinin fiziksel kavramlar, atomik baglarin
kirilmasi ve yeniden olusturulmas: tizerine oturtulmugtur. Maddesel hasar durumlan
fiziksel olarak genel anlamda atomik baglarin konfiglirasyonuyla belirlenmektedir.
Bosluklar, dislokasyonlar, kiigiik gozenekler, kaymalar, mikrobosgluklar,
-mikrogatlakiar vb. gibi orta 6lgekli karakteristikler, her biri 6zel bir konfigiirasyona
karsiik gelen alt sistemlerin kullanilmastyla nicel olarak ifade edilebilir. Buradaki
tanimla temsil edilen maddesel hasara ait binye denklemeleri hem nonlokal, hem de

lokal teoriler yardimiyla gelistirilmistir.

Pratikte kargilagtigimiz pek ¢ok mithendislik malzemelerinin veya yapilarinin aginma
olayt zaman ve ¢evreye bagh hasarin sonucudur. Son otuz yilda, aragtirmacilar bu
prosesi nicel olarak (miktar yoniinden) agiklamak igin teoriler ve analitik modeller
gelistirmeye calismaktadirlar. Bu teoriler ve modeller; mikro, meso ve makro
davramslan igeren genig bir fiziksel karakteristik araligini tammlamak igin farklh
olgekteki parametrelerin tanimlanmasina ihtiyag duymaktadirlar. Mikro, meso ve
makro davraniglar1 igeren bu modeller giicli veya zayif, nonlokal veya lokal teorilere

gore smmflandiriimaktadir.

Lokallestirme 6zelligi yani ortamin elemanlarim1 "Sonsuz kiigiik almak" seklinde
dustinmek Sirekli Ortamlar Mekanigi ve Makro Siirekli Hasar Mekaniginin biitiin
klasik teorilerinin dogasinda mevcuttur. Nonlokaliteden lokaliteye gegis, nispeten
kuigiik matematiksel ifadeleri dikkate almayarak matematiksel analizde biiyiik oranda

basitlestirmeler yapmustir.

Yari-Siarekli Ortam ve Aynik Ortam arasindaki birebir karsilik sart1 6yle bir gekilde
saglanmaktadir ki, tamamen analitik fonksiyonlarin 6zel bir simifina karsihk
gelmektedir ve ayrik bir argiimanin interpolasyon fonksiyonlari olarak Yari-Siirekli
Ortam ifade edilebilmektedir. Fiziksel basitlestirmelerin 6rnegi, kendi kendisiyle

tutarh olan ve efektif alan teorileri olarak adlandinlan teorilerle yapilmigtir.
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Teoriden, 6lgek parametreleri ile temsil edilen hiicreler (kayma diizlemi, kusur veya
catlak vs.) bitisik veya komsgu hiicrelerin etkisini dikkate alacak sekilde uygun bir
tarzda, homojen bir ortam igerisinde g6z 6niine alinmaktadir. Bu teoriler Aynk ve
Siirekli Ortamlar: birlegtirilmis bir diizen igerisinde tanimlayip, gerilme ve gerinme
gibi Siirekli Ortamlar Mekanigine ait kavramlar genellestirebilmektedirler. Bununla
beraber hasar; malzemenin biinye teorisi i¢inde bir i¢ degisken olarak takdim edildigi
zaman, hasarn fiziksel ve geometrik olarak tutarl bir tamminin eksikliginden dolay:

kangikliklar ortaya ¢tkmaktadir.

1.2.1. Maddesel Hasarm Temel Kavramlan ve Tanimi

1920°li yillarda, malzemelerin gergek mukavemetinin, mikemmel bir kristal yapiya
sahip malzemeden hesaplanan teorik mukavemetlerinden ¢ok daha zayif oldugu
belirlenmigtir. Bunun sebebi olarak; malzemenin mekanik ve ¢evresel olarak hasara
ugramadan Once belirli derecede bir hasara sahip oldugu gosterilmektedir. Bu
yizden, hasar1 tanimlamak igin bir katinin atomik yapisin1 goéz 6niine almak mantikli

gorilmektedir.

Kuantum Mekanigi teorisine goére; yogunlagmig fazlardaki atomlar denge
pozisyonlarim iggal eder ve atomlar arasi enerji egrisinin bulundugu bir ortamda
(ortam civarinda) titresimlerini siirdiiriirler (Sekil 1.13). Digaridan bir is uygulandigs
zaman atomlar kendilerine ait denge pozisyonlarindan aynlirlar ve bdylece sistemin

potansiyel enerjisi degistirilmis olur (Woo ve L1, 1993).
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t t : t ﬁ{)\ Karik bagh
Atom
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4
a, Atomlar arasi mesafe, a

= et

Oklar atom titresiminin
yoniinii gosterir

Atomlararast Enerji, AG?

b)

Sekil 1.13. a) Basit kristal yapida atomlar ve baglarin konfigiirasyonu. b) Atomlar

aras1 enerjiyle iki atom aras: mesafenin degisimi (Woo ve Li, 1993)

Eger gerilme tarafindan dretilen bir dig i varsa ve sonug deformasyon elastik ise,
sistemin potansiyel enerjisi tersinir bir tarzda depolanmis olur. Gerilme ortadan
kaldinldiginda ise atomlar denge pozisyonlarma geri doner ve sistemin potansiyel
enerjisindeki artma azalir. Bu tersinir prosesin zamana bagimli ve termal olarak
aktive edilmis durumu tersinmez bir proses olarak disiiniilebilir. Bu sartlar altinda,
atomlar daha onceki baglarin kinlmasi neticesinde kendi enerji engellerini asar ve
baglarin yeni konfigiirasyonunu tesis eder ve serbest enerjinin yeni bir denge

arah@ina hareket ederler. Diger bir deyisle, tersinmez bir yapisal degisim veya hasar
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olusur. Bu temel gercekten dolayidir ki; kristal yapili malzemelerde ve polimerlerde
hasar prosesi kimyasal bir reaksiyon olarak goz Oniine alinmalidir. Bu kimyasal
reaksiyonda malzemenin kompozisyonu sabit kalir ancak atomlann bag yapilan
degisir. Dolayisiyla bir i¢ degisken olarak D rasyonel bir sekilde tanimlandi: siirece
hasar prosesini tammlamak i¢in tersinmez proseslerin termodinamik teorisi uygun

gorilmektedir.
1.2.1.1. n Tane Tek Atomik Bag iceren Sistem

Sekil 1.13 de gosterildigi gibi "Konfigiirasyon uzayinda" hareket eden atomlan
dustinelim, gergek bir malzemenin iki atomu arasindaki ba§ bir aksiyal vektorle

belirlenmelidir.

b (aG*)=v'(aG* )L, , (i=123,...n) (1.43)
Burada; b'(0)=0, olmak iizere,

L, - Karakteristik yon vektori,

AG* : Atomlar aras1 tek enerjiyi gosterir (iki atom arast).

,bf (A Gs) : Atomlar arasi enerjiye baghi olan iki atom arasindaki kohezyon

yogunlugu olup, malzemenin fiziksel ve mikroyapisal karakteristifinin bir

gostergesidir.

b (0 ) =0 : Iki atomu birlestiren i. bagin yok oldugunu ortadan kalktigm ifade eder.
l)f (A Gs) bagntisiyla, hasar iki gekilde tanumlanabilir. Birinci yol, pj (AGS) in
hasarin bir 6lgisii olarak b’ (A Gy ) ile kiyaslanmasinin yapilmasidir. Burada; AGj,
mitkemmel malzemelerin atomlar a;'a51 enerjisini ifade eder. Ikinci yol ise; kirilmug

baglarin sayisim yani b’ (0): 0 sartin1 saglayan baglarin sayisini hasarin bir 6lgiisti

olarak dikkate almaktir. ilk bahsedilen durum igin; hasar, mikroyapinin bir

karakteristigi olan atomlar arasi enerji kavramina dayandinimigtir. Bu durumda,
jtgf (A Gy ) ile temsil edilen ideal veya mikemmel durum, referans (hasarsiz durum)

olarak gdz oniline alinmalidir. Sonug olarak, n tane atomik bag ihtiva eden sistem igin

kat1 hasarin skaler 6lgiisii olan D; ideal bir malzemenin atomlar arasi enerjisinin
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agirlikli toplami ile pratikte kullamilan bir malzemenin atomlar arasi enerjisinin
toplamu arasindaki fark olarak tammlanmistir (Ideal bir malzemenin atomlar arast
enerjisinin agirlikh toplamlan tizerinde boyutsuzlagtirma yapilmustir). Yani;

n

>(v(ac )-p(ae )y Yvi(ae )N
D =1 =1-i , (1.44)

Yr'(acy)y S (acs )L, N

i=1 i=1

burada agirlik fonksiyonu; her bir atomik bagin birim yon vektori I:fb ile goz 6niine
alinan diizlemin birim normal vektorii N nin skaler ¢arpimi oldugu diistinilmistir.
Bu tamim, metalurjik veya sentetik proseslerle yiiklenmig malzemelerin nicel veya
nitel hasar analizinde faydali olabilir. Mekanik hasarin tanimu igin ¢ok daha uygun
olabilecek bir yol, maddesel hasarin bir olgiisii olarak baglann kinlip kinlmadigim
dikkate almaktir. Bu durum igin, birim normal vektoérii N olan maddesel bir hiicre

diizleminde hasarin skaler 6lgiisii D agagidaki gibi tamimlanmgtir:
54l (a0 )i
D= i=] i
2L, N

i=1

(1.45)

2

burada n; g6z oniine alinan diizlem ve segilen fonksiyon bbyunca baglarin sayisim
gosterir.

sbi(ac® )):{l’ bi(,AGs ?:bi(o)zo ise} (i=1,2,3,..n) (1.46)

0, aksi taktirde

S(bi (A Gs)) terimi, tam ve saglam baglardan kirnlmis-kopmus baglari ayiran bir
segici gibi davramr. I:fb ‘N ise goz oniine alinan diizlemin normal dogrultusu
boyunca atomik bagin yon vektériiniin izdiisiimiidir ve hasar tizerinde baglarin yon
degisimi olarak davranir. i. bagin karakteristik alam olarak; normal vektori Lfb olan
bir diizlem tlizerine sistem konfigiirasyon uzayinda yer kaplayan bir atomik bagin
efektif uzaymmn izdisimii tammlanmis ve 8' olarak gosterilmistir. Birim normal
vektori N olan dizlem iizerine §' nin izdiigim alam 'L, -N dir (Sekil 1.14).

Dolayisiyla, diizlemi gegen n tane atomik bagin toplam alam A, asagidaki gibi ifade

edilir.
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A=Y 8Lk ‘N (1.47)

Eger, 9 = ortalama (Si ): < 9 ), (i =1, 2,3,...,n) seklinde alinirsa,

A=83 L,-N (1.48)

i=1

yazilir. (1.48) denkleminden I;:ib ‘N nin anlami agik¢a gorilmektedir. Eger

istatistiksel anlamda ortalama alma prosesi benimsenirse, bogluklarin,
dislokasyonlarin, kaymalarin, mikrobosluklarin, mikrogatlaklarin vb. nin etkilerini
iceren malzemelerin orta oOlgekli karakteristikleri tamamen gizlenmis olacaktir.
Bundan kag¢inmak igin, baglar orta 6lgekli karakteristiklerine gére gruplandirmak ve
birebir baglarin toplamim diiginmek yerine bu baglarin gruplarim g6z oniine almak
tavsiye edilmektedir. Bunu yapmak igin; her bir grubu bir alt sistem olarak g6z
ontine alalim. Sistemin konfigiirasyonu, alt sistemlerin toplam konfigiirasyonlarinin

konfigiirasyonu olarak ele alinacaktir.

.&i

i 0

—

ULy

-

b)
Sekil 1.14. a) Baglarin karakteristik alani. b) Birim normal vektorii N olan diizlem

iizerine 9* nin izdiigiim alam (Woo ve Li, 1993)
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1.2.1.2. m Tane Alt Sistem Iceren Sistem

Kullamlan &lgege bagimhi olarak, bir alt sistem ¢ok degisik sekillerde ortaya

konulabilmektedir. Omegin;

a) Birbirlerine komsu olan ve ayn1 atomlar arasi enerjiye sahip olan baglan bir alt
sistem olarak birlikte gruplandirarak,

b) Birbirlerine komsu olan ve aym yonelime sahip olan baglan bir alt sistem olarak
birlikte gruplandirarak,

¢) Aym atomlar arasi enerjiye sahip olan ancak biitiin sistem igerisinde rasgele
dagilmis§ olan baglan bir alt sistem olarak gruplandirarak.

Ozetlemek gerekirse, her bir alt sistem igin katimin bir tek orta 6lgekli karakteristigi

vardir. Malzeme diizlemindeki bir hiicrede hasar; dizlem boyunca gecen baglara

sahip bu alt sistemlerin konfigiirasyonlarindan olusmus bir sistem konfigiirasyonuyla

tamimlanabilmelidir. Bununla beraber, pratik sartlar i¢in, sifir kahnlikli gok hassas bir

dizleme tercihen, karakteristik kalinligi 2t olan bir diizlem bandinda alt sistem

olusturulmalidir. Dolayisiyla da, 2t kalinlikli bir diizlem hiicrede malzemenin orta

olgekli karakteristiklerini tamimlayan m tane vektorel fonksiyonla belirlenmistir.

g(acey)=g'(a6%2 )L, (i=1,2,3,.,m) , (1.49)
burada, y; sistemin konfigiirasyon uzayinda alt sistemlerin yeriyle ilgili karakteristik
bir degiskendir, gg; alt sistemin karakteristik birim yén vektoriidir ve AG®; goz

Online aliman alt sistemin serbest enerjisini gosterir, bu serbest enerjiden enerji
bariyerinin yogunlugu belirlenmistir. Cok kristalli bir katinin tane simmirmin bir

kismini temsil etmek i¢in bir grup baglardan bir alt sistem olusturuldugu zaman,
enerji bariyeri dig is tarafindan agilmasi gereken bir direnci belirler ve I;ig tane
diizleminin birim normal vektériidiir. Bir mikrogatlag: temsil etmek i¢in AG® =0
olacak sekilde bir alt sistem ozel baglarla gruplandinilmig ise, AG® sifira esittir ve

'I:ig mikrogatlak diizleminin birim normal vektoriinii gosterir.

Bolim 1.2.1.1 de belirtilen tamma karsilik, géz oniine alinan diizlemdeki hasar

asagidaki gibi tammlanmgtir:
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Y (g(acta)-g(acta))y  De(acta)L, N
D=4 . =1-1 - (1.50)
> (actx)N > g (AGEx )L, N
i=1 i=1
ve
>s(g(acex)), N Y slg(ace))L, N
D= i=1 — — =1 - (1-51)
S ei(x)L, N LN

i=1 =l
burada, birim normal vektérii N olan ve 2t kalinlifinda diizlem hiicredeki alt
sistemlerin sayist m ile gosterilmigtir. Secilen fonksiyon agagidaki gibi
tanimlanmustir;

. i € =0 oldugunda
i(AGE, ))= gi(x), AG su i=1,2,3,., 152
s(e'(ace.x)) {o ) aksi taktirde (i m) (1.5

burada gi () yerin bir fonksiyonudur.

1.2.2. Onerilen Tanimn Ozellikleri

(1.44) ve (1.50) denklemleriyle tanimlanan maddesel hasar, atomik baglarin atomlar
aras! enerjisine ait fiziksel bir kavram lzerine oturtulmugstur. Bu fiziksel kavram
katilarin mikroyapilarinin karakteristigidir. Aktif enerjisi (bag enerjisi) AGj olan
ideal veya mitkemmel bir kristal yap1, maddesel hasarin nicel bir temsili i¢in referans
noktast olarak alinmigtir. Béyle yapmanin asil avantaji, malzemede metalurjik veya
sentetik prosesler tarafindan olusturulan hasarin nicel olarak temsil edilme

zorunluluguria cevap vermis olmasidir. Nitekim, b (A G, ) daima b (A G* )’e esit

veya daha buyiiktiir ve b (A G ) butiin "i" ler i¢in sifira esit veya daha biiyiiktir.
(1.44) ve (1.50) denklemleriyle tamimlanan hasar daima sifir ve bir arasinda bir deger
alir. (1.45) denklemiyle tamimlanan hasar, dig yikleme ve/veya g¢evresel etkiler
tarafindan olugturulan maddesel hasarin tamimlanmasi i¢in ¢ok daha uygun olabilir.

Kayma diizlemi, mikrobogluklar, mikrogatlaklar vb. durumlan igeren orta 6lgekli
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karakteristikler (1.51) denklemiyle matematiksel olarak agiklanan bir alt sistem
kavraminin takdim edilmesiyle kullansli bir sekilde tamimlanmis olabilir. (1.45) ve
(1.51) denklemleriyle tanimlanan hasarin sifir ve bir arasinda degerlere sahip oldugu
agikga gorilmektedir, zira bu denklemlerin paylarmin toplamindaki bazi pozitif

terimler segilen fonksiyonlarla ihmal edilmiglerdir.

Onerilen tamma gore hasar durumu, yalnizca sistemin atomik baglarinin durumuyla
belirlenmigtir. Katimin mikroyapisindaki degisiklikler belirli dlgiilerde hasara katkida
bulunacaktir. Bozulma, mikroyapilardaki baz1 degisikliklerden kaynaklanan
mikrogatlaklarin bir sonucu olarak ortaya ¢ikmasina ragmen, o basitge gerilme iletme
kapasitesindeki bir azalma olarak hasan1 belirlemeye (ifade etmeye) ¢aligmaz.
Malzemenin i¢ yapisindaki bir degigim olarak hasar; fizikte ¢ok daha genis bir
anlama sahip olmalidir. Maddesel katilik veya gerinme yumugamasinda bir azalma
olsun veya olmasin herhangi bir inelastik olay burada 6nerilen tanimla genis anlamda

tanimlanmiy olmalidir (Woo ve Li, 1993).

1.2.3. Maddesel Hasarin Mikromekanigi

Bir katida mikrogatlaklarin ¢ekirdeklenmesi ve biiylimesinin yalmzca mikroyapidaki
tersinmez degisiklikler modunda meydana geldigini diigiinelim. Izdiigiimlerin
herhangi bir st uste gelme durumuna misaade etmeyecek sekildeki
konsantrasyonlarda, diz (diizlemsel) mikrogatlaklarin rasgele bir dagilimi ile kati
malzeme modellenmistir. Bu mikrogatlaklarin, komsu mikrogatiaklarin etkisini
yansitacak sekilde homojenlestirilmis efektif bir ortamla gevrelenmis oldugunu kabul
ediyoruz. Boyle bir katimin nonlineer davramglan (Krajcinovic, 1985) tarafindan

incelenmistir.

Ilk énce, bir sistem olarak (1.43) denklemi ile tammlanan n tane atomik bagin gectigi
A alanina sahip bir diizlem hiicreli elemanter bir hacmi diigiinelim. Bu hacim yeterli

sayida mikrogatlak igerecek kadar biiyilk ve hala bir maddesel nokta iizerinde
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isaretlenecek kadar kiigiiktiir. Bu sistem m+1 tane alt sistemden tesekkiil etmigtir.

m+1 tane alt sistem arasinda, m tanesi agagidaki ifadeyle temsil edilmektedir.

g'(aat,y)= (ZL’ 5% }~g, (i=1,2,3,..,m) (1.53)

j=1
burada ni; birim normal vektérii Lfg olan diizlemden gegen i. alt sistem i¢in baglarin

sayisini gosterir. Agikga, i. alt sistem ile temsil edilen i. mikrogatlagin alani, (1.48) —

denklemine gore;

gl SZLJ Ly, (i=1,2,3,..,m) (1.54)

=l

ifadesiyle verilmektedir. (m+1). Alt sistem ise asagidaki ifadeyle temsil edilmektedir;

g(m”)(AGg,x):{iLib N-3g (AGg,x)-g]Ig (1.55)

=1~ T |

(1.51) no’lu denkleme gore, hasar agagidaki ifadeyle tanimlanabilir;

Y s(g(acex))L, N Z gL

D=+ . = A (1.56)
2L N

i=1

Eger, Lig =L, ise, ilden m’e kadar, paralel mikrogatlaklar sistemi s6z konusudur
ve Krajcinovic (1985) tarafindan 6nerilen "Ortalama degiskenler" kavramu kullanilir,
m adet mikrogatlaktan olusan bir alan @ L, (i=1,2,3,...,k) ile ifade edilen k adet

eksenel vektorle gruplandinilmig olabilir. Ayrica; eger yarim karakteristik kalinlik t,
Krajcinovic (1985) tarafindan kullamilan karakteristik uzunluk I’ye esitse (1.56)
denklemi asagidaki formda yazilir;

D= ———= = =>e'L,-N (1.57)

>

burada &' terimi, o ye karsilik gelen (-l,l) band1 igerisinde mikrogatlak
alanlarinin toplamidir. Bu temsil Krajcinovic (1985) tarafindan onerilen modelle

aynidir ve genel bir mikrogatlak alanina genellestirilebilir.
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1.2.4. Fenomenolojik (Makro) Teori

I¢ degisken olarak bir makro hasar degiskeni D’yi takdim ettikten sonra, Hasar
mekanigi; katihk ve mukavemet gibi katilanin makroskopik mekanik 6zellikleri
tizerindeki tersinmez mikroyapisal degigikliklerin etkilerini tanimlamak igin
kullanilabilmektedir. Kachanov (1958) ve Rabotnov (1963) tarafindan yapilan ilk
ve Oncii galigmalardan beri Hasar Mekanigi teorisi hizli bir gekilde geligmis ve
makroskopik siirekli ortam seviyesinde miithendislik malzemelerinin ve yapilarinin
hasar proseslerini modellemek igin pratik bir arag olarak kullanilmaya baglanmigtir
(Woo ve Li, 1993).

Maddesel hasan temsil etmek igin, bir makro i¢ deSisken olarak kullanilabilen,
fiziksel olarak tutarli bir tamm ortaya koyarken yalnizca tek alt sistemden olusan
atomik baglarin bir sistemi, hasar defiskenini tammlamak igin dikkate alinmugtir.
Stiphesiz sistem ful elemanter bir hacim kapsayacak ve bu hacim Hasar Mekaniginde

bir maddesel nokta olarak tanimlanacaktir.

Elemanter bir hacimden gegen birim normal vektorii N olan bir diizlem hiicre goz

oniine alalim, diizlemden gegen n sayidaki biitiin baglar igin karakteristik alan $' nin

aym oldugunu diisiinelim. (1.45) denkleminden hasar agagidaki gibi tanimlanabilir:

Ysiae )L, N s3s(b(ac))L, N
D= i , (1.58)
2Ly N A

burada A, goz 6nine alinan elemamn genel kesit alamdir ve s(bi(A Gs)), (1.46)

no’lu denklemde tamimlanmigtir. Eger K; mikrogatlaklarin ve mikrobosluklarin

varlif1 nedeniyle olusan hasardan sonra dis yiikii tasiyan efektif alam gosteriyorsa,

(1.48) denklemi dikkate alinarak;

A=a-93s(vi(ac?))Li N (1.59)
i=1

yazilabilir, dolayisiyla;
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olur. Bu ifade Kachanov (1958) tarafindan onerilen orijinal tammla aymdir. Cok
daha karmagik matematiksel formlara sahip tamimlar igin, hasarin kinetik kanunlan
ile ilgili ileri derecede incelemeler igin Li ve Woo (1993)’nun ¢alismalarindan

yararlanilabilir.

1.2.5. Kesin Geometriye ve Yere Sahip Catlaklar Tarafindan Olusturulan Hasar

Bir katida bir veya daha fazla sayida gatlagin geometrisi ve yeri kesin bir sekilde
belirlendigi zaman, katimin hasari bu catlaklarin biiyimesiyle belirlenebilir. Bu
durumda, bazi matematiksel formiilasyonlar belirli bir katimin genel karakteristik
catlak direncini tespit eden karakteristik degerlerin pratik olgiimleri igin kaba bir
temel saglamak amaciyla gelistirilmigtir. Buna basit bir 6rnek, lineer elastik ¢atlak
mekanigidir. Bu modelde; homojen lineer elastik izotropik bir katida mevcut olan
catlaklarin bir alanla gevrelenmis oldugu kabul edilmistir. Ozel bir durum igin, catlak
ucunda gerilme tekilligi olarak adlandirilan ve gok basit yiikleme sartinda bile ¢atlak
ucuna bitisik kompleks gerilme alanlanimin varli kabul eﬁilmistir (Woo ve Li,
1993). Bununla beraber, yerel bir karakteristik parametre olan gerilme yogunlugu
faktori olan K, catlak ucuna yakin kompleks gerilme alamimi tammlamak igin takdim
edilmis ve gatlak kinetiinin biinye denklemi olusturulmugtur. Catlagin bir elastik-
plastik, plastik veya viskoplastik malzeme ile gevrelenmis oldugu kabul edilerek ¢ok
daha pratik modeller gelistirilmistir.

Catlak mekanigi ve Hasar mekanigi ile gelistirilen teorilerde uygunluk saglamak igin
makro ve mikrogatlaklarin karakteristik 6lgiileri birbirleri ile irtibatlandinimstir,
bunlar arasindaki baginti, bir 6lgeklendirme sorunu seklinde g6z oniine alinabilir.
Bununla birlikte, egier gatlak mekanigi tarafindan benimsenen K ve J gibi hemen
hemen butiin karakteristik parametrelerin siirekli ortamlarin klasik teorileri
tarafindan gelistirildigi goz Oniine alimirsa, gatlak mekanigindeki olgek sorunun

yalmzca gatlak tarafindan gevrelenen ortama isaret etti§i ve bunu dikkate aldid
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gozlenebilir. Diger bir ifadeyle, 6lgek sorunu goz nine alinan catlaklarin 6lgiisiiyle
belirlenmemeli ancak gatlaklan gevreleyen ortamla birlikte ele alinmalidir. Ashinda
hem catlak mekanigi hem de makro siirekli ortamlar mekanigi yerel teoriler iizerine

oturtulmustur. Hasar mekanigi ve catlak mekanigi arasinda iki temel fark vardir:

1) Hasar mekanigi igin, katilarin hasarmi tanimlamak igin bir i¢ degisken klasik
siirekli ortamlar mekanigine dayanan biinye denklemi icinde takdim edilmistir.
2) Catlak mekanigi i¢in, keskin bir gatlag iceren ozel geometrik sinir sartlan goz

oniine alinmustir, fakat bu durum Hasar mekaniginde gerekli degildir.

Bir mikrogatlak yalnizca 6zel bir geometrik smr deger problemi olarak ele
alinabildiginden, olgek parametreleri gatlagin olgiisiinden bagimsiz olacaktir. Bu
durumda, ¢atlakli bolgeyle ilgili hasarh alan onerilen tammla temsil edilebilir (Woo
ve Li, 1993).

T.C. YOKSEKOGRETIM KURULD
DOXDMANTASYON MERKEZ]
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1.3. Hasar Geometrisi

Bilinye denklemlerini elde edebilmek ve bu sayede de mekanik davranigin
belirlenebilmesi igin hasar degiskeninin oncelikle tespit edilmesi gerekmektedir.
Serbest enerjinin hasar degiskeninin bir fonksiyonu olarak ele alinmasi ve
invaryantlarin belirlenmesi gerekmektedir. Bu amagla, hasar degiskeninin yapisinin _
¢ok iyi anlagiimasi gerekir. Baglangigta lineer, homojen ve izotrop olarak kabul

edilen malzeme, hasar nedeniyle anizotrop bir hale gelmektedir.

Literatiirde yapilan galigmalara baktifimizda hasarin en basit halde skaler, daha
karmagik durumlarda ise vektorel ve tansorel olarak ifade edilebildigi agikga
gorilmektedir. (Weitsman, 1988) tarafindan viskoelastik malzemeler igin sirekli
ortam hasar modeli baghifi altinda yaynlanan makale de hasar, bir ¢ok catlak
bulunduran malzemenin temsili bir hacim eleman: igerisinde "aktif" ve "pasif”
mikrogatlaklarin toplam alanlar ile ilgili iki adet simetrik ikinci dereceden tansérle

ifade edilmistir.

(Murakami, 1988) tarafindan yapilan bir baska ¢aligmada da hasar bir tansér olarak
ifade edilmis; gergek hasarh konfigiirasyon igin ve elastik. olarak yiiksiiz hasarli
konfiglirasyon igin ayn ayn tansor tammlamasinda bulunulmus ve hasar durumu
simetrik ikinci dereceden bir tansor olarak ele alinmgtir.

Bu bolimde; malzemelerin anizotropik hasar durumlarim tamimlamak ve efektif
gerilme tansorlerinin tutarhi bir tamimini yapmak igin sistematik bir teori, siirekli
ortamlar hasar mekanigi ¢ergevesinde gelistirilmigtir. Hayali bir hasarsiz
konfigiirasyon dikkate almnarak (gergek hasarli konfigiirasyona mekanik olarak
egdeger) klasik sirinme hasar teorisi, malzemelerin Gi¢ boyutlu genel hasar
durumuna genellestirilmistir. Hasar durumunun simetrik ikinci dereceden bir tansér
ile ifade edilebilecegi gosterilmistir. Fiziksel zorunluluklar, matematiksel
kisitlamalar ve bu hasar tansoériiniin sinirlamalarinin, hasarh durumdaki malzemenin
sonlu deformasyonlarim nasil etkiledigi incelenmistir. Hayali bir hasarsiz
konfigiirasyon yaklagimi aym1 zamanda efektif gerilme tanimina da uygulanmastir.

Sonug olarak; catlak ucunun (civarinin) etkilerine karsilik gelen efektif gerilmelerin
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dagilim tartigilmugtir. Catlakl elastik-gevrek bir malzemenin elastik davraniginin
gerilme-yoriinge bagimliligin1 incelemek icin bileske efektif gerilme tanséri

kullamlmustar.

: Gergek hasarh konfigiirasyon igin (By) hasar tansori,

- Elastik olarak yukstiz hasarl konfigiirasyon igin (ﬁt) hasar tansord,

Z Yo g

: o gerilmesi altinda hasarsiz baglangig durumu igin kesit alani,

A : Gergek hasarl durum igin kesit alam

cA

-
fl

&-

! al
/

>
/
>
\

A*=(1-D)A

\
!
/
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/‘_A
\
L
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(o)
o
]
(=]

a) b) <)
Sekil 1.15. Tek eksenli gekme altinda bir gubugun hasar1 (Murakami, 1988)

0<D<1
D=0 (Baslangi¢ hasarsiz durum) (1.61)
D=1 (Son kopmus, kirilmig durum) (1.62)

(1.61) ve (1.62) ifadelerinden; malzemedeki hasardan dolayr dagih mikroskopik
catlaklar ve bosluklarin, efektif alanin azalmasina neden oldugu ve hasar degiskeni
D’nin yani Sekil 1.15 (b) de goriilen gubugun yuk tastyan alam, dagilmis bosluklarin
olusumundan dolay1 daha kiigiik belli bir A* alanma indirgenmektedir. Dolayisiyla

hasar degiskeni D dogrudan dogruya A" ile agagidaki gibi iliskilidir.



48

A‘

(1-D)= - (1.63)

Yiik tagiyan toplam alandaki bu azalma, dig kuvvet t ile yiklenen o gerilmesinin

etkilerini belirler.
t c

A" (1-D)

Burada; & net gerilme veya efektif gerilme, A" ise gercek hasarli durumda yiik

&= (1.64)

tagiyan efektif alan olarak adlandinlmstir. Simdi, hayali hasarsiz durumu’
tammlamak igin gergek hasarli duruma mekanik olarak egdeger, A" kesit alanh ve
uygulanan t yiikiiniin etkisinde hayali bir ¢ubuk diisiinebilir ve bu durumu hasarsiz
durum olarak adlandirabiliriz [Sekil 1.15 (c)]. Eger mekanik olarak esdeger olan iki
durumdaki A ve A" alanlan arasindaki iliski bir sekilde belirlenebilir ise hasar
degiskeni D, (1.63) denklemi yardimiyla tanimlanabilir.

1.3.1. Gercek Hasarh Duruma Gore Hasar Durumlarinin Temsil Edilmesi
Maddesel hasarin asil nedeninin mikrogatlaklarin veya mikrobogluklann ii¢ boyutlu

dagilimindan dolay: toplam alandaki azalmadan meydana geldigini kabul edecek

olursak yukaridaki incelememizi biraz daha genisletebiliriz.
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Sekil 1.16.Ug boyutlu durumda hasarin belirlenmesi (Murakami, 1988)

Sekil 1.16 (b) da gosterildigi gibi hasarlh malzemede herhangi bir dogrultuda PQR
alan elemanim g6z onine alalim ve bunu gergek hasarli konfigiirasyon olarak
adlandiralim (By). Gerilme, gerinme ve hasar durumlarinin B; de tniform oldugunu
kabul edelim. PQ, PR ¢izgi elemanlarinin ve PQR’nin alaninin d,gg,dmy ve vdA
vektorleriyle ¢ boyutlu Euclidean uzayinda temsil edildigini disiinelim. Bu
elemanin baglangictaki hasarsiz durumunu B, ve yukaridaki vektorlere baslangic
durumunda karsilik gelen vektorleri de dx,,dy, ve v, dA, ile gosterelim. B, dan
B:. ye sekil degistirme (deformasyon) gradyanti F ile gosterilecektir.
Mikrobosluklarin ii¢ boyutlu dagilimindan dolayr PQR’nin yiik tagiyan toplam alam
azalacaktir. Simdi aynen bir boyutlu durumda oldugu gibi B, ye mekanik olarak
esdeger hayali bir hasaﬁ1rs1z konfigiirasyonun mevcut oldugunu [Sekil 1.16 (c)] ve

PQR’nin yiik tagiyan net alanimin Be deki P° Q" R" yiizey elemanmna esit oldugunu
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disiinebiliriz. P° Q" ve P*'R" pargalan ve P'Q R’ alam, i¢ boyutlu Euclid
uzayinda d; x’,cl y ve \5 dA” ile gosterilmektedir. Hasardan dolay: toplam alandaki
azalma yalnizca PQR dizleminden degil, ayn1 zamanda farkli yonelimlere sahip
diger diizlemlerden de kaynaklandig igin vdA ve v’ d A" vektorlerinin yonii birbiri

ile daima gakigmaz.

(1.63) denklemindeki ifadeye gore, genel hasar durumlar igin hasar degiskeni (D)
uygun sekilde tanimlanabilir. Ancak, Sekil 1.16 da wverilen B; ve Bg

konfigiirasyonlarimin vd A ve x' dA’ alanlan arasindaki transformasyon bir sekilde

belirlenmelidir. Bu iki konfigiirasyonun alan vektorleri arasindaki bu
transformasyon, ger¢ek hasarli konfiglirasyona (B;) karsilik gelen hayali hasarsiz
konfigiirasyona (Bf), P noktasinda hayali bir deformasyon takdim ederek
(kullanarak) belirlenebilir. Eger (B:) den (Br) ye hayali bir deformasyon gradyenti

(G) kabul edersek, (By) tizerindeki dx",dy" pargalan asagidaki gibi yazilabilir.

dx’ =Gdx ve dy=Gdy (1.65)
Nanson teoremine gore; By deki y: dA” alan vektorii, By deki vdA vektori ile
asagidaki gibi bagmntilidir.

v dA' :(%)d’gg*xd y :(%j(gdg)(gg)=K (G ) (vda), (.66)

o~

Burada, K = det G olarak ifade edilmektedir. Buraya kadar ifade edilen ve gelistirilen

tartigma B; nin hasar durumunun, (1.66) denkleminde verilen K(G'1 )T lineer

transformasyonu ile ifade edilebilecegini gosterir.

a YT . .. . e .
K (G ! ) tansoriinii temsil etmek igin agagidaki formda verilen;

k() =1-D (1.67)
veya
6=k[1-D)" [' =k (1-D)” (1.68)

seklinde yeni bir (,1,‘.2) tansorii tammlayalim. Bu durumda (1.66) denklemini
asagidaki gibi yeniden yazabiliriz.
v dA"=(1-D)(vdA) (1.69)
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burada 1 ikinci dereceden birim tansorii gostermektedir. Bdylece (1.69)
denklemindeki ikinci dereceden bir tansér olan D malzemelerin genel hasar

durumunu (anizotropik hasar) temsil eden bir i¢ degisken olarak ifade edilmektedir.

1.3.2. Elastik Olarak Yiiksiiz Hasarh Konfigiirasyona Gore Hasar Durumunun
ifade Edilmesi

Onceki boliimdeki inceleme B; konfigiirasyonu ile ilgiliydi. Bu durumda malzeme
hasarin ve makroskopik deformasyonun etkisi altinda idi. Yani, (1.69) denklemi ile

tammlanan hasar tanséri D aym zamanda gergek deformasyon durumuna
bagimlidir. Bu durumda efer biiyikk makroskopik deformasyonlar mevcut ise D

tansori artik bir i¢ defisken olarak hasan uygun sekilde tanimlayamaz.

B: gergek konfigiirasyonunda maddesel bir elemamn hasarli durumunu dikkate
alacak olursak, B, dan B, ye gegisi saglayan proseste esas faktor tersinmez i¢ yaps
degisimi olarak degerlendirilebilir. Boylece, Sekil 1.16 (d) da gosterildigi gibi B; den
elastik olarak yiiksiiz konfigiirasyonu (ﬁt) ele alp, Et den B, ye elastik
deformasyon gradyentini (I;‘_: )_l ile gosterebiliriz. Ayrica, ﬁt nin PQR alan
elemaminin yilk tagtyan yik tagiyan net alammin bosluk olusumundan dolay:

azaldigini ve net alanmin Sekil 1.16 (e) da gosterilen hayali hasarsiz konfiglirasyon ﬁf
nin ﬁaﬁ alan elemanina mekanik olarak esdeger oldugunu digiinebiliriz. B, ve B,

konfigiirasyonlar1 arasindaki esdegerligi dikkate alacak olursak, B,den B, ye

yiksiiz duruma karsilik gelen elastik deformasyon gradyenti 6nceden de ifade
edildigi gibi (F=° )_l ile verilmektedir. Bir onceki bolimde belirtilen benzer bir
prosediir yardimiyla VdA ve V' d A" alan vektorleri arasindaki iligki E, den ]~3f ye

hayali bir deformasyon gradyenti g yi ifade ederek gergeklestirilebilir. O zaman

(1.65) ve (1.66) denklemlerinde oldugu gibi benzer bir operasyonla asagidaki

bagintilar yazabiliriz.

1



52

=G dy (1.70)

i x ~ kaped o~ T ~ ~ <5 ~
v dA” = %)d} xd§ =K(g’) (i) R=de (1.71)
ﬁ(g}_“f tansoriinii temsil etmek i¢in yeni bir ﬁ tansoriind asagidaki gibi-
tanimlayabiliriz.
ﬁ(gl T =1-D (1.72)

bu ifadeyi kullanarak (1.71) denklemini agagidaki formda yeniden,;

vk =[5 )ex xey" = (-B) (g eX) (1.73)

seklinde yazabiliriz. D tansériinden farkl: olarak g tansori, B, konfigiirasyonunda

elastik deformasyondan bagimsiz olarak B, nin hasarli durumunu temsil eder. Yani

Hlw)i

tansori, mikroskopik bosluklarin gelismesi ile olusan net alandaki azalmay: ifade

eder. Bundan sonra D tansori, hasar tansori veya eclastik olarak yiksiiz

konfigiirasyona gore (B‘ ye gore) hasar tansorii olarak adlandirlacaktir. B,
konfigiirasyonundan ﬁ, ye olan deformasyonu, B; den §f ye olan deformasyonla

birlikte ele alacak olursak; G ve Gile D ve D arasindaki iliskileri asagidaki gibi

belirleyebiliriz;

~  ~-1\T T alr e\

R(8") =(e) kg (&) .74
~ T —

B=(e)n(e)” (1.75)
Q ve D tansorlerinin asal degerlerini ve bunlara kargilik gelen asal yonleri
D,V ve D,v ile ifade edecek olursak, g ve D ye ait dzdeger denklemlerini
asagidaki gibi yazabiliriz.

(B-D1)v=0 (1.76)
(D-DI)v=0 1.77)

(1.75) denklemini (1.76) da yerine koyarak;
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(Ee J [Q‘ﬁ_l](lie J v=0 (1.78)

yazilabilecegini goriiriiz. (1.78) ve (1.77) denklemleri arasinda bir kiyaslama

yapilirsa D ve D nin asal yonleri arasinda agagidaki bagnt1 ortaya gikar.

V= (E Jy (1.79)
P )’I‘

v

burada, || | gosterimi Euclidean uzaymnda bir vektoriin normunu ifade etmektedir.
Daha o6ncede bahsedildigi gibi, elastik deformasyon kiigiik olmadikga hasar
durumlan g tansorii ile belirlenmelidir. Ancak, 12 ve l% tansorleri birbirleri ile
(1.75) denklemindeki gibi iligkilidir ve deformasyon gradyenti F in elastik kismi £°
kiigiik oldugu zaman 6zellikle bu iki tansor birbiri ile ¢akgir.

1.3.3. Hasar Tansorlerinin Yorumlanmasi ve Bu Tanstrler Uzerindeki
Kisitlamalar

~

Hasar durumunun genellikle (1.73) denkleminde ifade edilen 2 tansorii ile

tanimlanabilecegini daha 6nce gostermigtik. Simdi de D iizerindeki matematiksel

kisitlamalardan bahsedelim. (1.73) denklemindeki V" d A" vektorii; Sekil 1.16 (d,e)
da gosterildigi gibi bosluk dagilimlarindan dolay: net alandaki azalmanin sonucu

olarak §t de QdK dan, ﬁf de esdeger bir alan vektoriine doniigmektedir. Boylece,
y* dA’ ve vd A vektorlerinin skaler garpimi pozitif olmak zorundadir, yani;

(3 4k )(vd&)>0, [v ¥dAecEign ] (1.80)
(1.73) denkleminin (1.80) denkleminde yerine konulmasiyla;

[(5'1-:3-)(9 d&)}vak>0, [v $dAeEiin (1.81)
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ifadeleri elde edilir. Bunun anlami; (£~§) tansOriiniin pozitif bir tansér olmasi

demektir. (I -D ) tansoriiniin kartezyen aynigtirmasim yapacak olursak;

(1-B)=(-B) +(-B) (1:82)
seklinde simetrik ve antisimetrik kisimlani ile ifade edebiliriz. Burada; (;—]:);)5 )
simetrik  kismu, (;‘ - gy ise antisimetrik kismu gostermektedir.  (1.73)

transformasyonunda (;—]_3_ )A nin katkisini ag1a ¢ikarmak igin agagidaki bagintilan

yazabiliriz.
(7 45 (s47)-[ (-5 (ze5
(R

=0

z<z
>>z

l

2<I
>1

13

A e
y

!Ii—t
aIUz

(vd;‘;)} (1.83)

Burada iki temel matematiksel bagint1 kullanilmistir. Birincisi skaler ¢arpimin yer
degistirme ozelligi, digeri ise antisimetrik bir tansoriin bir vektor ile sagdan ve soldan
ayr1 ayn garpilmasi halinde ortaya ¢ikan vektorlerin birbirlerinin ters igaretlisine esit
oldugudur. Dolayisiyla da bir degerin negatif isaretlisi kendisine esit olamayacagina

gore sonucun sifir oldugu goriilmektedir.

(1.83) bagintisina gore; (.1,_ Q)A tansorii; hasarli bir malzemede herhangi bir ylizey
elemaninin §d1~§ alan vektoriini, esdeger yizey elemam V- dA’ ya donustirr.
v dA” vektoril, idx nin yéniinden bagimsiz olarak daima §d1~\ ya diktir. Yani,
bu (;—gy tansorii hasardan dolay: toplam alandaki azalmay: ifade eden bir
transformasyonla fiziksel olarak ilgisizdir. O halde (1.82) denkleminin antisimetrik
kism olan (;—- ]_é )A terimini gtkartip 2 tansoriini simetrik olarak kabul edebiliriz.
Boylece, g tansérii daima iig tane ortogonal asal yone [7; (i=1,2,3)] sahiptir ve
bu asal yonler IND,. asal degerlerine kargilik gelir. Bu durumda g tansériinii asagidaki

kanonik formda ifade edebiliriz.

-5,

i=1

IIUI

(1.84)

1::!1
l:il
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]j nin 6zelliklerini incelemek igin; Sekil 1.16 da gosterilen ﬁ, ve fif de ﬁ,a,ﬁ ve
P",Q",R" noktalarindan gegen D tansorimin O%,X,%, ve 0'%,%,%, asal

koordinat sistemlerini g6z oniine alahm.

Sekil 1.17 (a,b) Hasar tansorii

ilwN]

nin yorumu. a) Elastik olarak yiiksiiz (yiki

bosaltilmig) hasarli konfigiirasyon b) Elastik olarak yiiksiz hayali hasarsiz
konfigiirasyon (Murakami, 1988)

Sekil 1.17 (ab) de gosterildifi gibi buyuk yizeyleri X,,X, veX, asal
koordinatlarma dik olan PQR,P"Q R" alan elemanlarindan olugmus iki

OPQR ve O'P*Q'R" dortyizlityn dikkate alalim. (1.73) denklemini (1.84)

denkleminde yerine koyacak olursak;

-~ 3 hang -~ g ~ ~ % ~ o
v dA* =Y (1-D;)dA; &, =5, dA] +7,dA; +7, dA; (1.85)
i=1
dA; =(1-D; )dA, (i uzerinden toplama yok i =1,2,3) (1.86)

burada, dA; =V;dA ve dA; =V, dA" (i=12,3) srasiyla B, ve B, deki
koordinat. diizlemleri iizerinde dértyiizlillerin kiigiik alanlarim gosterir [Sekil 1.17

(a,b)]. (1.84) denklemine gére g tansoriiniin asal degerleri olan I~)i degerleri, Sekil

1.17 de gosterildigi gibi, B, ve §f konfigiirasyonlarinda D min ¢ asal diizlemi
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iizerinde toplam alan azalmalan veya efektif bosluk alan yogunluklan olarak

yorumlanabilir.

tpdA =T (vodA,)
- (v)

Sekil 1.18. Mevcut ve baglangi¢c konfigiirasyonlara gore efektif gerilme
tansérleri. a) Baglangic hasarsiz konfigiirasyon b) Mevcut hasarli konfigiirasyon.

c) Hayali hasarsiz konfigiirasyon (Murakami, 1988)

Yukanida bahsedilen bu yaklagim ayni zamanda B, konfigirasyonundaki hasar

tansorit D ye de uygulamir. Yani, Q‘E) tansorii pozitif bir tansordiir ve (1.84),

(1.85) ve (1.86) denklemleri bu durumda asagidaki formda yazilabilir:

D=2Di n; ®Ei (1.87)

3

v dA" =Y (1-D; )JdA; n; =n, dA] +n,d A} +n, dA; (1.88)
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dA; = (1 -D; )d A; (itzerinden toplamayok i =1,2,3 ) (1.89)

burada; dA; =v,;dA ve dA] =v; dA", B, ve B; lizerindeki dortyiizliilerin kiigiik
alanlarini1 gostermektedir [Sekil 1.18 (b,c)].

Buraya kadar yapilan agiklamalar distinildiginde; maddesel hasarin dagil
catlaklardan ve bosluklardan kaynaklanan toplam alandaki azalmayla karakterize
edilebilece§ini goériiyoruz, bu bosluklarin rasgele dagilimina kargihik gelen hasar

durumu komplike (karmagik) olabiliyordu ve (1.84) denklemi ile verilen ikinci
dereceden simetrik bir tansor olan D ile veya (1.87) denklemi ile verilen D tansori

ile tammlanabiliyordu. Bu durumlarda (1.84) ve (1.87) denklemleri hasar
durumlarinin  genel bir tanimlamasini saglar. Diger taraftan, (1.84) ve (1.87)

denklemleri ile verilen kanonik ifadeler D ve D tansorlerinin ortotropik simetriden

daha komplike simetrilere sahip hasar durumlarm tamimlayamayacagimi gosterir.
Murakami ve Ohno (1981) sirinmenin anizotropik hasar teorisini gelistirdikleri

zaman, B, konfigiirasyonunu g6z Oniine alarak (1.87) denklemindeki ikinci
dereceden simetrik bir D tansorii gelistirdiler. Bu tansor, ilgili sinirda birim normal

vektoriin bir diyadik g¢arpimu cinsinden tane simirlarindaki mikroskopik bosluklarin
etkilerini temsil ediyordu. Onlar aym zamanda, hasarli bir malzemedeki Cauchy
tetrahedronundan egdeger bir hayali hasarsiz malzemeye olan toplam alandaki
azalmay:1 da incelediler ve (1.69) denklemiyle verilen bagintiy1 ortaya koydular.
Benzer bir hasar tansorii Kachanov (1980) tarafindan catlakli elastik malzemelerin
siirekli ortam modelini gelistirmek i¢in kullamlmigtir. Murakami ve Ohno’nun
tersine, Betten (1983) hasar degiskenini tamimlamak i¢in mevcut hasarli
konfigiirasyonda bir Cauchy tetrahedronunun buna karsilik gelen hayali bir hasarsiz
konfigiirasyona transformasyonundan baglayarak, malzeme igerisinde, hasarla
birlikte yonini degistirmeyen o6zel bir diizlemin varligim1 kabul ederek (1.87)

denklemini tiiretmistir.
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1.3.4. Efektif Gerilmenin Tanimlanmasi
1.3.4.1. Mevcut Hasarl Konfigiirasyona Gore Efektif Gerilmeler

Maddesel hasar i¢ durum degigkeni olarak, (1.84) denklemiyle verilen hasar tansorii
g mn (veya (1.75) denklemiyle g ile irtibatlandinlan D  tansorinin).
kullanilmasiyla hasarh malzemeler i¢in biinye denklemi ve daha sonraki geligen
denklemler elde edilmistir. Bu ifadeler normal elastisite teorisi cergevesinde
kalinarak ortaya konulmugtur. Siirekli ortam hasar mekaniginin geleneksel
prosediiriinii kullanarak, hasardan kaynaklanan gerilmenin garpict etkileri bir efektif
gerilme notasyonu ile temsil edilmistir. Yani; hasarli bir malzemenin biinye denklemi
hasarsiz malzemenin biinye denkleminden tiiretilmigtir (Lemaitre, 1985; Lemaitre ve
Chaboche, 1978, 1985). Bu tiiretme iglemi; denklemdeki Cauchy gerilmesinin,
gerinme egdegerligi ilkesine dayanarak, kendisine karsilik gelen efektif gerilme ile
yer degistirmesiyle saglanmigtir. Efektif gerilme ayn1 zamanda hasar icin gelistirilen

denklemi formiile etmek i¢in de kullanilmgtir.

(1.64) denkleminde verilen efektif gerilme notasyonuna gore, mevcut hasarlt
konfigiirasyon B, yi referans alarak ifade edilen efektif gerilme (Cauchy gerilmesi
o i¢in efektif gerilme), toplam hasar durumlar igin bir g* gerilmesi olarak
tamimlanabilir. P°Q°R* yiizey eleman, L(x)dA ozdes bir kuvvet vektoriiniin
etkisinde kaldi1 zaman B, konfigiirasyonunda O" P* Q" R’ tetrahedronunda da g*

gerilmesi ortaya ¢ikar [Sekil 1.18 (c)]. Bu 9‘_: gerilmesi B, referans
konfigiirasyonunu ilgilendiren birinci Piola-Kirchhoff gerilme tansériine tam olarak
kars: gelir ve agagidaki gibi ifade edilebilir:

Go (1.91)

g’ =K"
(1.68) ifadesinden faydalanarak bu denklem asagidaki formda yazlabilir:
o' =xx[(1-0)"]s

=(1-DJ's -
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Burada, bir dnceki bolimde tartigtlan D nin simetrisi kullanilmgtir. Sekil 1.18 (c),

_9_" mn mekanik yorumunu ifade eder. (1.92) denklemi ile verilen efektif gerilme 0';

simetrik degildir. g_' gibi bir antisimetrik tansoér kullanarak hasarli malzemelerin
biinye denklemlerini ve daha sonra ortaya konulan denklemleri formiile etmek uygun

olmadigindan bu antisimetrik tansoérii uygun bir sekilde simetrik yapma ihtiyact
duyulur. Bunun i¢in uygun yollardan birisi g* nin kartezyen dekompozisyonunun
simetrik kismini1 benimsemektir.

§=[2']S =(1/2)[(£—2T1.9+g(1—2)r1] (1.93)

(1.93) denkleminde yapilan simetriklestirme islemi farkli sekillerde de yapilabilir.
Ornegin, Cordebois ve Sidoroff (1982), asagidaki gibi bir yaklagim nermislerdir:

s=(1-pJ" o (1-pJ" (1.94)

Simdiye kadar, mevcut hasarli konfigiirasyon B, de malzemenin mekanik durumunu
hayali hasarsiz konfigiirasyondakine (B;) esdeger kabul ettik. Boylece, B, deki

Cauchy gerilmesi g min mekanik etkisinin, hasardan dolay: efektif alan azalmasinin

bir sonucu olarak (1.93) denklemindeki efektif gerilme S yi vurguladigim

yorumlayabiliriz.

1.3.4.2. Baslangi¢c Hasarsiz Konfigiirasyona Gore Efektif Gerilme

Baslangigtaki hasarsiz konfigurasyon B,’a gore, ikinci Piola-Kirchhoff gerilme

tansOriine benzer sekilde,

s=1Fs(F" ), J=detF (1.95)

seklinde B, ile ilgili efektif gerilmeyi tanimlayabiliriz. B, deki gerilmenin belirgin
etkisi, efektif gerilme S ile verilmektedir. $ekil 1.18 (b) de gosterildigi gibi S’e

karsilik gelen bir gerilme vektériini agagidaki gibi ifade edebiliriz:

(¥),
t"dA=8§"(ydA) (1.96)
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Simdi, ¥ gerilmesi iginde benzer bir kabul yapabiliriz ve Sekil 1.18 (a) deki B,
konfigirasyonunda P, Q, R, yiizey elemamnin (1.96) denkleminden déniistiiriilen

bir kuvvet vektériiniin etkisi altinda oldugunu ifade edebiliriz:

(x), L),
ty dA,=F" 1 dA (1.97)

B, konfigiirasyonunu ilgilendiren efektif gerilmeyi T ile gostererek B,, igin Cauchy.

formiiliini;

(v),
tg dAg=T" (v, dA,) (1.98)

seklinde yazabiliriz. (1.97) ve (1.98) denklemlerini Nanson formiilii ile kullanarak
B, konfigiirasyonundaki efektif gerilme;

1-1E"s(E ) (199
bagintist ile (1.95) denklemine benzer sekilde verilmistir. Efektif gerilme S ve T

hasardan kaynaklanan gerilmenin belirgin etkisini temsil eden hayali gerilmelerdir.
Boylece, bu gerilmelerin ilgili konfigiirasyondaki denge sartim saglamadigini
belirtmek gerekmektedir.

Bolim 1.3.4.1 ve 1.3.4.2 de tartigtlan § ve T efektif gerilmeleri hasardan dolays,

yuk tastyan toplam alan tarafindan olugturulan belirgin gerilme etkilerini temsil eder.
Daha agikga ifade etmek gerekirse, bu efektif gerilmeler, hasar ve gatlak gibi yerel
dekohezyon etkileri (¢6ziilmiig veya zayiflamg kohezyon etkileri) ile ilgili olmalidir.
Malzemenin deformasyonu genellikle yalmzca belli diizlemlerdeki bosluk dagilimina
bagh degildir, aynm: zamanda bosluklarin uzaysal dagilimina da baglidir. Boylece,

deformasyonlani da dikkate alarak, S ve T den bagka efektif gerilmeler tammlamak

mantikl1 gorinmektedir. Bu problem; Murakami ve Imaizumi (1982), Murakami ve

Ohno (1981) ve Murakami vd. (1986) tarafindan da tartisilmistir.
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1.4. Deformasyon

Bir maddesel cisim igerisinde alacagimiz tamamen keyfi her hacim bu cismin
kuitlesinin bir kismini igeriyorsa bu cisim bir stirekli ortam olarak nitelendirilir. Buna

gore siirekli bir ortamin bir noktas: etrafinda keyfi bir Av hacmini goz 6niine

aldigimizda bu hacimde cismin bir Am kiitlesi bulunacaktir. Bu nokta civarindaki

ortalama yogunluk ise;
b, =20 (1.100)
Av

seklinde tanimlanur. Siirekli ortam varsayimina gore Av ne kadar kiigiik olursa olsun
i¢ginde kutle bulunacagindan yukaridaki ifadenin Av—0 igin bir limiti olacaktir.

Dolayisiyla ortamin géz 6niine alinan noktadaki yogunlugu bu limitin sonucu olarak;

. Am _d_rrl
Av>0 Av dv

(1.101)

seklinde ifade edilmesi gerekir.

1.4.1. Siirekli Ortamm Hareketi

Bir strekli ortamin hareketini belirlemek igin 6ncelikle bu ortami olusturan sonsuz

sayidaki butiin pargaciklarin uzaysal konumlarini tespit etmek gerekir.
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Sekil 1.19. Maddesel ve uzaysal koordinatlar (Suhubi, 1993)

Ortamin belli bir andaki konumunu (referans konumu) bildigimizi kabul edip, bu
konumu belirli kilmak amaciyla X;, X,, X3 kartezyen koordinat takimim segelim.
Referans konumun olusturdugu hacimsel bélgeyi O ile gosterelim. Ortamin bir
pargacigy, referans konumunda isgal ettifi P noktasimn yerini tammlayan R yer
vektorii veya esdeger olarak Xk (K=1,2,3) koordinatlariyla tamamen belirlenir. P
noktas: ¥ bolgesi iginde kalmak iizere bu ti¢li koordinat sayilari listesi gz 6niine
aldigimiz stirekli ortamun tiim pargaciklarim tek olarak belirler. Ortami olugturan
parcaciklarin tamnmasmi, birbirlerinden ayirt edilmesini sagladigi i¢in Xk
koordinatlarina Maddesel Koordinatlar (Lagrange Koordinatlar1) adi verilir. Siirekli
bir ortamun hareketini belirlemek igin referans konumundaki herhangi bir P maddesel
noktasinin t aninda uzayda bulundugu konumu, yani p noktasinin belirlemek gerekir
(Sekil 1.19). Bu amagla x;, X2, X3 kartezyen koordinat takimi segelim. Bu koordinat
takimmda p uzaysal noktasi ¢ yer vektorii veya esdeger olarak x (k=1,2,3)
koordinatlariyla belirlenir. Bu koordinatlara da Uzaysal Koordinatlar (Euler
Koordinatlar1) adi verilir. Gerekli goriildiigii taktirde maddesel ve uzaysal
koordinatlar ¢akigik olarak segilebilir. Bir t aminda her P pargaciginin iggal ettigi p
noktalani zamanla degisebilen bir V(t) bolgesini olusturur. Bu bolge ortamin t

anmindaki konumunu belirler. Buna gore siirekli ortamin hareketini, her P noktasina
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bir t aninda hangi p noktasimin karsilik geldigini gosteren bir doniigiim olarak
tamimlayabiliriz. Béyle bir dontigim;

1=:(R.t), % (Xg,t) (1.102)
sirekli bagintilar1 yardimiyla tamimlanabilir. Tersi sOylenmedigi siirece referans
konumunun t=0 amina karsilik geldigini ve bu durumun daima gegerli oldugunuﬂ

kabul edecegiz.

Siirekli ortamin hareketini tammlayan (1.102) déniisiimiiniin bir fiziksel harekete
karsilik gelebilmesi igin siirekli olmasi gerekir. Ayrica bu doéniisiimiin hacmi sonlu
olan bir bolgeyi; hacmi sifir veya sonsuz olan bir bolgeye déniistiirmesi de miimkiin
degildir. Bu sartin saglanabilmesi ig¢in dénigim jakobyeninin de sifirdan ve
sonsuzdan farkli olmasi gerekir. Yani;

0x, 0x, 0%y
0X, 06X, 0X,
0x, 0x, OXx,
0X, 0X, 0X,
0x; 0x; 00X,
0X, 0X, 0X,

#0,00 (1.103)

IX.1)= det(xk,K ):

sartinin saglanmasi gerekir. Bir J(X,t) fonksiyonunu (1.103) ifadesinin mutlak degeri
i(%.)={1(X.t)=|det(x, ¢ ), 0<j<oo (1.104)

olarak tamimlayalim. Bu durumda j=J sgn J yazabiliriz. Sgn J fonksiyonu, J=0
disinda tammlidir ve -1 veya +1 degerlerini alir. Temel kabuliimiiz J#0 oldugundan j
ile J arasindaki fark ¢ogu zaman pratik bakimdan ortadan kalkar. Kapali fonksiyon
teoremi uyarinca (1.103) veya (1.104) kosulu (1.102) déniisimiiniin siirekli bir
tersinin de varolacagini ifade eder. Bu teorem uyarinca (1.102) doniigiimiinden
yararlanarak;

R=R(r,t), Xg=X(x,t) (1.105)
donligimiini yazabiliriz. Fiziksel olarak bu bagintilar, secilmig belli bir uzay
noktasindan gesitli zamanlarda ortamin hangi pargaciklarimn gectigini belirler ve

V(t) uzaysal bolgeler ailesini tek bir O maddesel bolgesine doniistiiriir.
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1.4.2. Sekil Degistirme ve Sekil Degistirme Tansorii

it = t; amindaki
konum

L
Referans konumu

X, *1

Sekil 1.20. Siirekli ortamda belli bir andaki gekil degistirme (Suhubi, 1993)

Referans konumda verilen bir ¥ bolgesini dolduran bir sirekli ortamm belli bir t,
ornegin t; aninda V uzay bélgesine doniistiigiinii ve bu stirekli déniigiimiin (1.102) ve
(1.105) ifadelerinde verilen hareket denklemlerindeki t parametresinin t; degeriyle
tamamen belirlenmis oldugunu varsayalim. Dolayisiyla baslangigtaki, yani referans
konumundaki herhangi bir P pargacigy, t; aminda p uzay noktasina tasinmig olur. P ve
p noktalarinin yer vektorleri;

R=Xglx . I=xi (1.106)
seklinde verilmis olup (1.102) ve (1.105) bagintilan ile iliskilendirilmigtir ($ekil
1.20). Uzaysal ve maddesel koordinat takimlar arasindaki doniigiim;

e =M Ik, Ik = Agid (1.107)
bagintilanyla belirlenir. A ve A katsayr matrisleri birbirinin tersidir ve

M =1 Ie s Agp =1k Ak (1.108)
olarak tamimlanmistir. Her iki koordinat takimi da dik oldugundan bu déniigim

ortogonaldir. Yani;

A=X"=AT veya Ay, =R (1.109)
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yazilabilir. Ag, matrisi A, x matrisinin transpozu olarak tammlanmistir. Dolay1siyla

bu katsayilar;
Ak M = 8k1 > Ak A =0k (1.110)

bagintilarim saglamak zorundadir. Burada 8, ve 8¢ biyiikliikleri Kronecker delta

olup, birim matrisi temsil etmektedir. ) matrisi yardimiyla uzaysal koordinat
takiminda tammlanmig bir vektor kendisine paralel kalarak maddesel koordinat A
takimina kaydinilabilir, bu iglemin tersi de mimkiindiir. Bir y, vekt6riinii uzaysal ve

maddesel koordinatlardaki bilesenleri cinsinden v, ve vy ile gosterecek olursak;
v=vii = v Iy (1.111)
ifadesinden (1.107) ve (1.109) bagntilarim kullanarak;

Vi =Agk Vk» Vi = Akk Vi (1.112)
iligkilerini elde ederiz. Bu ozellikleri nedeniyle A,y katsayilan shifter (kaydiricilar)

olarak adlandirilir.

Sekil 1.20 de referans konumu tizerindeki P parcacifina ¢ok yakin bir bagka P'
pargacigini goz oOnine alalim. P' nin P’ye gore konumunu sonsuz kigiik dR
vektortiyle belirleyelim. P' maddesel noktas: hareketle t; aminda p' uzay noktasina
taginmig olsun. p' notasinin P nin goruntiisii olan p noktasina gére konumu da yine
sonsuz kiiciik olan dr vektoriiyle belirleyelim. Bu vektorler maddesel ve uzaysal
koordinatlar cinsinden;

dR=dXy Ix, dr=dx;i, (1.113)
seklinde yazilabilirler. Ayrica (1.102), ve (1.105), ifadelerinin zamanin sabit
oldugunu g6z 6niine alarak diferansiyelini alirsak;

dxk =xk,K dXK, dXK =XK7i(ka (1114)

ifadelerini elde ederiz. Burada alt indisten 6nceki virgiil o indisin belirttigi degiskene
gore kismi tirevi gostermektedir. Yani;

0%y X = 0Xk

Xk, = > K.k =
? aXK ’ axk

(1.115)
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seklinde ifade edilmistir. Bir P pargaciginda (6rnegin bir t; amnda), hesaplanmig

Xy x buyikliklerine o maddesel noktada ve o andaki sekil degistirme gradyam adi

verilir ve boyutsuz F matrisi ile gosterilmigtir.

ox, 0x, 6x1—‘
0X, 0X, 00X,
0x, 0x, O0Xx,
0X, 0X, 0X,
| O0x; 0%; O0x3
0X, 0X, 0X,

L -

(1.116)

F(X,1,)= [Xk,K ]=

Aynica; j=|detF|#0 oldugundan F matrisinin bir tersi (E) vardir. (1.102) ve
(1.105) bagmtilarim1 gbz 6niine alir ve belli bir anda kismi tiirevin zincir kuralini
uygularsak;

Xk,k Xk,1 =815 Xk k Xk,L =OkL (1.117)
yazabiliriz. Buradan da

=X, ] (1.118)
sonucunu elde etmis oluruz. Bilindigi gibi bir matrisin tersini bulabilmek igin,

Matrisin kofaktoriiniin transpozunu, matrisin determinantina b6lmemiz gerekir. Yani;

B Kofaktt')r[xk,K ]

Kk = ] (1.119)

seklinde yazilir. Yine bildigimiz gibi bir determinant: hesaplarken bir satirdaki (veya
stitundaki) elemanlar1 kofaktérleriyle ¢arpip isaret kuralina uygun sekilde toplariz.
Buna gore determinantin agihim o satirdaki elemanlara gére birinci derecedendir ve
determinantin bir elemanina goére tiirevini alirsak bu elemanin kofaktoriinii elde

ederiz. Bu sonug bize;

. 3i .
. Kofaktor|x, ¢ |=IXy . = =X (1.120)

ozdesligini verir. Bu bagintidan yararlanarak;
. 1
(Jxx,k ).K: 0, (Exk,x J,k=0 (1.121)

ozdesliklerinin de saglandigim gosterebiliriz. Zincir kuralm ardigtk olarak

uygulayarak ve tekrarlanan indisleri gerektigi gibi degistirerek;
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] 0j .
(JXK,k ),K= ] X1k Xk TI1Xg Xk
oxL (1.122)

= j(XL,l X1,k XK.k TIXk, k1 X1, )= j(XK,l X1,x ),k= i(3) =0

ifadesini elde edériz. dR vektorinin boyunu dS, dr vektoriiniin boyunu ise ds ile
gosterecek olursak;

dS? =dR-dR =dXg dXg, ds®=dr-dr=dx,dx, (1.123)
yazabiliriz. (1.114) ifadesini kullanarak yukandaki ifadeleri;

ds® =x g X, L dXg dX =Cgp dXg dXy, (L124)
dS? = Xy \ Xg 1%, dx, =y dx, dx,

seklinde de ifade edebiliriz. Burada bir t aninda hesaplanmis bilegenleri;
Car (Xot) =%k xir, € (%,)=Xg i X1 (1.125)
ile verilen boyutsuz C ve ¢ matrisleri sirasiyla Green ve Cauchy sekil degistirme

tansorleri veya matrisleri adim alir. Bu matrislerin simetrik oldugu ve
Ckr=Cik> Cua=cCi (1.126)

bagintilarinin saglandig goriilmektedir.

C ve ¢ buyiikliiklerinin matrisin yam sira tansér olarak da nitelendirilmesinin nedeni
sirasiyla maddesel ve uzaysal koordinatlar doniistiirip yeni koordinat takimlarina

gectigimizde bilegenlerinin belirli bir kurala gore degismesidir. Xy koordinat
eksenlerini yine dik X'y koordinat eksenlerine doniigtiirdigiimizi varsayalim. Bu

doniigiim bir Q ortogonal matrisi yardimiyla gergeklestirilebilir ve koordinat

eksenleri arasinda;
X'x = QgL XL, XxQrx XL (1.127)
iligkileri yazilabilir. Buna gore C tansoriiniin yeni koordinat takimindaki bilesenleri;

0% 0%, _ 0x, 0Xy 0x, 0Xy
KL aX' X', 80Xy 80Xk 60Xy 0X'y (1.128)

= Qxm Qun Xk, M XN = QKM Qun Cun

seklinde bulunur. Bu da C’nin ikinci dereceden bir maddesel tansér oldugunu
gosterir. Burada (1.128) bafntisinin; Q ortogonal bir matris olmasa da, yani

koordinatlar1 dik olmayan bir takima déniistirdigtimiizde de _9: yerine Q° ! matrisini
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almak sartiyla gegerli kalacagina dikkat etmeliyiz. Benzer olarak uzaysal

koordinatlar da;

X' =Qu x4 (1.129)
ile donugtiirecek olursak ¢’nin ikinci dereceden bir uzaysal tansor oldugunu gosteren;
k1= Qum Qun Cun (1.130)

ifadesini elde ederiz. Buraya kadar yazilan ifadeleri matris notasyonunu kullanarak

yazacak olursak; d X ve dx siitun vektorlerini,

dX, dx,
dX, dx,

seklinde tamumlarsak (1.114) bagintilarim matris notasyonu ile

dx=FdX, dX=F'dx (1.132)
seklinde yazabiliriz. (1.123) ve (1.132) ifadelerinden;

ds?=dxTdx=dX"E'FdX, dS?=dX"dX=dx"E' Eldx (1133

ifadelerini yazabiliriz.

(1.124) ifadesi goz 6nine ahndiginda Green ve Cauchy sekil degistirme tansorlerinin

sekil degistirme gradyanlarina bagh olarak;

C=F'F,  ¢=F F’ (1.134)

seklinde ifade edilebilecegi gorilir. Bazi durumlarda (1.134) ile verilen matrisler
yerine terslerini kullanmamiz gerekebilir. Bu durumda bu matrisler;

¢'=FF',  C'=E'E" (1.135)
veya bilegenleri cinsinden;

Cii =Xkr Xk > Cxr = Xix Xpi (1.136)

seklinde ifade edilir. ¢=' ve C*

= =

tansorleri sirasiyla Finger ve Piola sekil degistirme
tansorleri olarak bilinir. Hareket denklemlerini r=r1 (g,t) seklinde vermek yerine P

pargaciginin u yer degistirme vektoriine bagli olarak ifade edebiliriz ($ekil 1.20). Yer
degistirme vektoriind;
u=r—R+b (1.137)
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olarak tanimlayarak, u vektoriinii,

u=u. i, =Ugly seklinde yazarak maddesel ve uzaysal bilegenlerini

belirleyebiliriz.
Simdi hareket denklemlerinden (1.102) ve (1.105) yararlanarak uzaysal ve maddesel

yer vektorlerini 1 = I,(XK Jt) ve R= 1'3(7(k ,t) olarak ifade ederek;
dr=Cy dXy, dR =g, dx, (1.138) .

seklinde yazabiliriz. Burada Cg ve ¢i vektorleri;

1 . oR
~K 5)&( k, K~k ok a?ék K,k ~K ( )

seklinde tanimlanmigtir. Bu vektorler cinsinden gekil degistirme tansorleri;

Cxr =9K'£L> Cr1 =C "G (1.140)
olarak bulunur. (1.139), ifadesinden;

Cx -CL =X x Ix X114 = Xk x X1,0.8k1 = Xi k XL (1.141)
ve benzer gekilde (1.139); ifadesinden,;

Cx &1 = XK,k,.I,K 'XL,llL =Xk« X1, dgr = XK,k XK,l (1.142)

ifadeleri elde edilir.

Sekil 1.21. Paralelyiizliiye doniigebilen dik paralelyiizlii (Suhubi, 1993)
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Cx ve g, vektorlerinin fiziksel anlam: tammlanindan da agikca goriimektedir.
Referans konumunda P noktasinda LdX,,1,dX, veI,dX; kenar vektorlerini
koordinat eksenlerine paralel aldifimiz elemanter bir dik paralelyiizli sekil
degigtirme ile p noktasinda kenar vektorleri C,dX,;, C,dX, ve C;dX; ile verilen

bir paralelyiizliiye dénigiir (Sekil 1.21).

L3

Y

Sekil 1.22. Dik paralelyiizliye déniigen paralelytizli (Suhubi, 1993)

Benzer gekilde p noktasinda i,dx;,i,dx, veizdx; kenar vektorlerini uzaysal
koordinat eksenlerine paralel aldifimiz elemanter bir dik paralelyiizlii referans

konumunda P  noktasinda kenarlan ¢, dx;,c,dx,vec;dx; olan  bir

paralelytizliniin gekil degistirmig halini olusturur (Sekil 1.22).

(1.139) ifadelerine benzer olarak;

Cx =xk Ik,  Ck =Xgxix (1.143)
vektorlerini tammlayalim. g;l vektorlerinin Cy vektorlerine karsit oldugu, yani;

c’:;] -6y =8y (1.144)
bagintisini sagladiklan gorilir. (1.139) ve (1.143) ifadelerinden;

31—:1 Oy =Xy I Xy g Iy =%y ¢ Xy 8xy =X x Xy 1 =8y (1.145)
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oldugu gorilliir. Benzer sekilde Cy' vektorlerinin de Cy vektorlerine kargit oldugu

ve

C-Cp =6y, (1.146)
bagintilarinin saglandig goriilebilir. (1.136) ifadesinden yararlanarak;

it =cil-cf', CgL=Cg-Cj! (1.147)
yazabiliriz. ¢ ile ¢ ve C™" ile C tansérleri birbirlerinin tersleri oldugu i¢in;

Cim Cmi =Ok1>  Cidm Cnr = Sx1, (1.148)

bagintilarimin da gegerli olacag agiktir.
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1.5. Denge Denklemleri

Siirekli ortamlar mekaniginde; ortamun fiziksel 6zelliklerine bagli olmaksizin gegerli
olan termomekanik davramgi yoneten denklemler, global ve yerel denge (balans)
denklemleri olarak adlandirilir. Termomekanik balans denklemleri yazilirken; denge
denklemleri once global olarak yazilmig sonra da genellestiritmis Green-Gauss ve
Stokes teoremleri yardimiyla elde edilen denklemler yerellestirilmistir. Global
denklemlerde V ve S maddesel hacim ve yiizeyi, C.V. ve C.S. ise kontrol hacmi ve
kontrol ylizeyini gostermektedir. Ayrica ortamun bir ¢ siireksizlik yiizeyi igerdigi
kabul edilmistir.

1.5.1. Kiitlenin Korunumu

L fpav=0, p=p(x.t) , x=5(X.1) (1.149)
\'

I(-a-ed-(p.v.)}dwf[[p(v)]]-gda=0 (1.150)

Cc.V ot c -

—g%+y-(py')=0 V-o iginde gegerli (1.151)

n -[[pg ]]=O ¢ lizerinde gegerli (1.152)

Burada; p kiitle yogunlugu, y iz, V maddesel hacim, C.V. kontrol hacmi olarak g6z

online alinmugtir.

1.5.2. Lineer Momentumun Dengesi

Bir serbest cismin lineer momentumunun zamana gore tiirevi ona tesir eden tiim

kuvvetlerin bileskesine esittir.

%IpdezIpﬁdV+§g(n)da (1.153)
v v s °
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Burada, ( pf ) birim hacim bagina mekanik govdesel (kiitlesel) kuvvet, t )=0-1

gerilme tansoriiniin normali 13 olan bir yiizeye etkisi veya gerilme vektorii olarak

degerlendirilir. (1.153) denklemine genellestirilmis Reynolds transport teoremi

uygulanirsa,
[ [ 2w [y llox)-sha= [ Grave fpgaa sy
C.V-c ot c - CV-o CS-c -

elde edilir. Bu ifadenin siireksizlik yiizeylerinin dikkate alinarak yerellestirilmesiyle,

pa=pf+V-t (1.155)
n-lleyy-tll=0 (1.156)
gag%za—lt"-+g-23 (ivme) (1.157)

seklinde yerel denge denklemleri bulunur.

1.5.3. Agisal Momentumun Dengesi

Serbest cismin agisal momentumunun zamana gore tiirevi serbest cisme tesir eden
tim kuvvet ciftleri ile tim kuvvetlerin sabit bir noktaya gére momentlerinin
bileskesine esittir. Global korunum ifadest;

d

— )} xxpydV= j{xxpf)dV+ ¢xxt ,da 1.158
R o

seklindedir. Burada; x yer vektériidiir.

.[{"aa—t(zxpx)+2-(>~<><px‘~’)}dv'JE'[[’SX{?‘)”}DM

cv (1.159)
= [ [xx(pf)lav+ §xx(n-t)da
CV-o CS-c
elde edilir. Buradan agisal momentumun yerel denge denklemi;
€amtim =0 (V-0 icindeki noktalarda gegerli ) (1.160)

olarak bulunur. Sigrama sart1 olarak da;

xxn-[{(t)-pyyil=0 (1.161)
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elde edilir. Bu ifade (1.156) ile verilen lineer momentumun korunumundaki sigrama

sartindan dolay1 saglandigindan denge denklemlerine ilave getirmez.

1.5.4. Enerjinin Korunumu

Toplam i¢ ve kinetik enerjinin zamana gore artisn serbest cisme giren 1st ve
elektrostatik tiim kuvvet ve kuvvet ¢iftlerinin cisim tizerinde yaptiklar igin toplamina

esittir ve global korunum ifadesi;
s (pergoua)av= fonevs flor)ev
Vo (1.162)
+ f(z(n)-x)du §(~q-s)da
S S-o -

seklinde yazilir. Reynolds transport teoremi yardimiyla,

| [%(p s+%p v )+Y-(p g y+%z'y !H dv

C.V-o

+jn l:[(ps+ —pV )X—(gy‘)+gﬂ da (1.163)

[ (ph+pfy)av+ §(n-t-y-g-n)da=0

CV-o CS-oc

ifadesi elde edilir. Bu esitlik her V ve ¢ i¢in gegerli oldugundan, yerellestirildiginde,

pe=t,viy—-V-q+ph (V—cdagegerli) (1.164)

R-H(peﬁ%pvz)g—(gy)+gﬂ=0 (o —tizerinde gegerli) (1.165)
De o0s o€

ED—t=—6-€+X°YSZ—é—t—+Vkak8 (1166)

esitlikleri bulunur.

1.5.5. Clausius-Duhem Esitsizligi

Serbest cisim igindeki entropinin zamana gore artis1, cisme hacim kaynaklarindan ve

yiizeyden giren entropiden daha biiyiiktiir veya en az ona esittir.
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d
d—tv_LpndV—[jp dv - § ( )da}—l‘w (1.167)

V-¢
seklinde ifade edilir. Burada; m birim kiitle basina entropi, h birim kiitle bagina enerji
kaynag ve q ise 1s1 ak1 yogunlugunu temsil etmektedir. Daha 6nceki iglemler burada

da tekrarlanirsa agagidaki egitsizlik elde edilir.

_.' [a(p")w (pnv)}dv+j‘[[pnv]] n da

ot
C.V~o (1.168)
~ j pth+ § n-[g)da=l"20
CV-oc e C.S—c~ e

(1.168) denkleminin yerellestirilmesi sonucunda,

P(%%+X'Y‘1J‘p%+y'(%)=p y>0 (V—Giginde geg:erli) (1.169)

gﬂ:p n y—%ﬂz 0 (o tizerinde gegerli) (1.170)

ifadeleri elde edilir. Yukaridaki ifadelerdeki integrallerde yer alan (CV-o) agik
sistem igin, (c) sireksizlik yiizeyi i¢in yazilmig ifadelerdir. Buraya kadar olan
kisimda, ortamin fiziksel dzelliklerine bagh olmaksizin (kati, sivi veya gaz gibi bir

aynm gozetmeden) termomekanik davranig1 yoneten denge denklemlerini belirlemis

oluyoruz.

Yukarida verilen denge denklemlerinde yer alan ve bilinmeyen olarak g6z Oniine
alacagimiz buyuklikleri soyle siralayabiliriz:

ty >0k ,€,M,P, V¢, 0, (1.171)
Burada, f ve h gibi dig kaynaklann bilindigini kabul ediyoruz. (1.170) ifadesinde
gosterilen bilinmeyenleri topladiimiz zaman 15 tane skaler bilinmeyen buyikliigiin
bulunmasi gerektigini gérilyoruz. Buna karsilik bu bilinmeyenleri tespit etmek igin
elimizde mevcut ifadeler ise bize 6 denklem sunmaktadir. Bilinmeyen sayisi ile
denklem sayis1 arasindaki farki kapatabilmek ilave denklemlere ihtiyag
duyulmaktadir. Bu denklemler bundan sonraki béliimlerde verilecek olan ve ortamin

karakterini belirleyen blinye denklemleri olarak isimlendirilecektir.
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2. KAYNAK BILGISI

Hasar mekanigi konusunda dikkate deger ilk orijinal ¢aligmalar1 Kachanov (1958)
ve Rabotnov (1969) metallerin siiriinmesi konusunda yapmiglar ve makroskopik
hasar degiskenleri kavramim geligtirmiglerdir. Siirekli ortam hasar mekanidinin
geligmesini baglatan yeni kavramlara, malzeme icerisinde yer alan dafili kusurlarla
sirekli ortamlar mekanigini birlegtiren ve sistematik bir yaklagim geligtiren
caligmalara Chaboche (1981), Hult (1979), Krajcinovic (1984), Lemaitre (1978) ve
Murakami (1983) gibi arastirmacilanin makalelerinde rastlanmaktadir. Bu
caligmalarda, malzemenin hasar durumu uygun mekanik degiskenler cinsinden ifade

edilmistir.

Chaboche (1988) tarafindan yapilan bir ¢aligmada; siirekli ortam hasar mekanigi
genel kavramlari ile ortaya konulmusg, hasarin 6lgtileri ve tammlan verilmis, uygun
mekanik degiskenler cinsinden mikroyapisal hasarli bir durumun nasil tanimlanacag
belirtilmigtir. Hasarli bir malzemenin mekanik davramist hasar anizotropisini de
icerecek gekilde genel termodinamik ¢ergevede ele alinarak degerlendirilmistir.
Siirekli ortam hasar mekaniginin 6nemli 6zelliklerinden birisinin hasar prosesleri ile
gerilme-gerinme davramglant arasinda birlegik etkilerin dikkate alinmasi geregi
oldugunu vurgulamigtir. Chaboche aym yil bir sonraki ¢aligmasinda, malzemelerin
gerilme-gerinme davramglan iizerinde hasarin etkisini siirekli ortamlar mekanigi
cercevesinde kalarak siiriinme, yorulma, siirinme-yorulma etkilegimi, siinek hasar ve
gevrek hasar gibi alt alanlarda daha detayll olarak incelemigtir. Aynica gatlak
baslangici ve gatlak ilerlemesi konularmni da bu makalede tartigmigtir (Chaboche,
1988). Yapilarda omiir tahmini ile ilgilenen bu ¢aliyma malzemedeki bozulma ve
gerileme prosesleri ile mekanik davramg arasindaki birlegik etkileri dikkate
almaktadir. Bu ¢aliyma aymi zamanda siirekli ortamlar mekanigi ile gatlak mekanigi

arasinda gecisi saglayan tamamlayici bir koprii gérevi yapmaktadir.

(Krajcinovic, 1983) tarafindan hasarli malzemelerin blinye denklemleri iizerine
yapilan bir ¢aliymada; diiz mikrogatlaklar igeren bir malzemenin biinye

denklemlerinin turetilmesi incelenmistir. Hasar kanunu, ortogonalite sartina bagh
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olarak kayip potansiyelden tiiretilmistir. Gerilme yogunlugu faktorleriyle iligkili
olarak eglenik termodinamik kuvvetler uzaymda kayip potansiyelinin mevcut oldugu
gosterilmigtir. Kiigiik deformasyonlar teorisi ve zamandan bagimsiz prosesler

cercevesinde hem gevrek hem de siinek malzemeler g6z oniine alinmigtir.

Malzemedeki hasarin mekanik modellenmesi hakkinda Murakami (1988) tarafindan
yapilan incelemede, malzemelerin anizotropik hasar durumlarimi tammlamak igin
sirekli ortam hasar mekanii gercevesinde kalinarak sistematik bir teori
gelistirilmistir. Gergek hasarli konfigiirasyona mekanik olarak esdeger hayali bir
hasarsiz konfigiirasyon takdim edilerek klasik siirlinme hasarina ait teori genel g
boyutlu duruma genellestirilmistir. Hasar durumunun ikinci dereceden simetrik bir
tansorle ifade edilebilecefi gosterilmistir. Fiziksel kangikliklar, matematiksel
kisitlamalar ve bu hasar tansoriiniin smrlann ve hasarli durumdaki sonlu
deformasyonlarin etkileri detayli bir sekilde incelenmigtir. Hayali hasarsiz
konfigiirasyon kavrami aym zamanda efektif gerilmenin tanimina da uygulanmistir.
Sonu¢ olarak, c¢atlak ucunun etkilerine karsilikk gelen efektif gerilmenin
genisletilmesi tartisilmigtir. Bileske efektif gerilme tansori gatlakli elastik-gevrek bir
malzemenin elastik davramginin gerilme-yoriinge bagimliligini incelemek igin

kullanmilmastir.

Weitsman (1988) da viskoelastik malzemeler i¢in siirekli ortam hasar modeli bagligi
altinda bir makale yaymnlamigtir. Bu ¢alismada, hasar bir ¢ok gatlak bulunduran
malzemenin temsili bir hacim eleman: igerisinde “aktif” ve “pasif” mikrogatlaklarin
toplam alanlar ile ilgili iki adet simetrik ikinci dereceden tansérle ifade edilmisgtir.
Malzemenin viskoelastik 6zelligi ise uzun polimerik zincir molekiillerinin hareketi
ile ilgili i¢ serbestlik derecelerini temsil eden skaler degerli i¢ durum degiskenleri ile
ifade edilmistir. Biinye bagintilan; baslangicta izotropik malzemeler igin tiiretilen
detayl ifadelerle siirekli ortamlar mekanigi ve tersinmez olaylarin termodinamiginin
temel sartlarindan olugturulmugtur. Hasann, malzeme simetrisindeki degisikliklerle
birlikte malzeme modiiliinin yumusamasina sebep oldugu da gosterilmistir. Tek
eksenli gerilme altinda, tek eksenli hasarin 6zel durumlan ve hasanin nem diftizyonu

ile etkilesimi de goz onine alinmistir. Genellikle gevrek davramsg gosteren kaya ve
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beton gibi malzemeler veya metallerin plastik bolgeye ulagincaya kadar olan
mekanik davramiglan ile ilgili modeller incelenmis olmasina ramen viskoelastik
olarak siriinme gosteren polimerik malzemelerin  hasar modelleri pek
incelenmemistir. Bu konuda baz1 ¢aligmalar Schapery (1980; 1981; 1984) tarafindan
yapilmig ve viskoelastik gerilme-gerinme bagintilani hasarin etkilerini igerecek
sekilde diizenlenmigtir. Bu bagintilar bir serbest enerjiden turetilmedigi igin ve hasar
degiskeni tansérel karakterde ele alinmadifindan malzeme simetrisindeki
degisiklikler hasarli konfigiirasyonda gorilmemektedir. Weitsman’in ¢aligmalar
sonucunda, hasarin mevcudiyeti halinde viskoelastik malzemelerin davraniginin
zamana bagimh iki farkli olay: igerdigi gorilmigtir. Bunlardan birincisi, hasarsiz
malzemenin  viskoelastik davramiginin  tabiatinda var olan  ozelliklerden
kaynaklamirken ikincisi ise zamana bagh hasar geligmesi olayindan
kaynaklanmaktadir. Ayrica, hasar olaymnin malzemenin global simetrisindeki

degisiklikleri de yonlendirdigi belirtilmektedir.

Weitsman (1988), bir baska ¢aligmasinda tek eksenli olarak takviye edilmis bir
ortamda 1s1 iletimi ile hasarin birlesik etkilerini incelemigtir. Bu cahigsmada da
tersinmez olaylar termodinamigi ve sirekli ortamlar mekaniginin temel
kavramlarindan faydalanmigtir. Hasar parametresi yine ikinci dereceden simetrik bir
tansérle tanimlanmig ve hasarin mevcudiyeti altinda hem mekanik davramig hem de
1s1 akisi igin gerekli biinye bagintilan tiretilmistir. Hasardaki artmanin birlesik 1s1
iletimi prosesindeki kayiplara katkida bulundugu gozlenmistir. Mikro seviyedeki
catlak biiyiimesi prosesi makro seviyedeki hasar biyiimesi ifadeleri ile iligkili hale
getirilerek 6zel bir gatlak mekanigi problemi ¢ozilmistir. Hasar ve sicakligin
birlikte ele alinmast ve bu konuda ilerlemeler kaydedebilmek i¢in mikrogatlaklarin

mevcudiyeti halinde temel termoelastik ¢oziimlerin gerekli oldugu vurgulanmigtir.

Fichant vd. (1997), malzemenin elastik katili1 iizerine hasarin etkilerini incelemigler
ve gailsmalarlnl fenomenolojik bir model tizerinde yogunlagtirmiglardir. Hasari ifade
eden catlaklar, bosluklar ve bunlann olgtsel ve yonsel dagilimlari hakkinda kesin
yapiy1 ortaya koyabilmek igin homojenlestirme tekniklerini kullanmiglardir. Bu

caligmada, hasarh yiizeylerin geligmesi ile birlikte hasarin biiyiimesinden dolayi



79

elastik katiigin azaldigi ifade edilmektedir. Enerji kaybi daima pozitif isaretle
denklemlerde yer aldifindan hasarl yiizeylerin gelismesi termodinamifin ikinci
kanunu ile tutarh olmaktadir. Bu yaklagimda izotermal gartlar igin hasar sabit kabul
edildigi zaman enerji kayb1 oraninin ig enerji degisimi ve serbest enerji degisimi
arasindaki farktan kaynaklandify gosterilmektedir. Sonug olarak, mikrogatlaklar
sayesinde anizotrop hale gelmis olan hasarli modelin elastik davranist hasarm
biiyiimesinden dolay: lineer olmayan bir matematiksel formda ortaya ¢ikmaktadir.
Eger her bir diizleme uygulanan gerilme mikrogatlaklar biyiitme egiliminde ise
hasarin ‘malzemenin elastik davramgim etkilemek zorunda kaldig: ifade edilmektedir.
Efektif gerilmenin pozitif ve negatif olmak iizere iki kisma aynlabilecegi gosterilmis
ve hasar yiizeyi iki kisma aynlarak takdim edilmigtir. Yiikiin bogaltiimas: esnasinda

ve ozelliklede basing durumunda tersinmez gerinmelerin arttif1 gézlenmistir.

Bhattacharya ve Ellingwood (1998), tahmini hasar biiyiimesine dayali bir siirekli
ortam hasar mekanigi modeli gelistirmislerdir. Bu ¢alismada yapisal hasar biiyiimesi
esas olarak rasgele bir olay seklinde goz oniine alinmistir. Hasar mekanizmasini
rasgele bir olay seklinde ele ahip istatistiksel .hesaplarla yorumlamaya galigan
arastirmalara ait referanslar bu makalede verilmistir. Oldukga genel termodinamik
sartlar altinda rasgele olusan bir izotropik hasar bilyiimesi igin tahmini bir
diferansiyel denklemler ciimlesi tiiretilmistir. Bu diferansiyel denklemler tek eksenli
sinek deformasyonlar, yitksek sicakhikta siiriinme ve yorulma gevrimleri igin hasar
bityiimesini ve emniyet sinirlarint belirlemek maksadi ile ¢oztilmislerdir. Gelistirilen

modelin deneysel sonuglarla da uyumlu oldugu ifade edilmektedir.

Onat ve Leckie (1988) tarafindan degisen i¢ yapinin mevcudiyeti halinde mekanik
davranigin temsili konusunda yapilan bir galismada, i¢ yapimn temsil edilmesinde
indirgenebilen ¢ift rankli tansérlerin oynadig: rol tartigilmig ve biinye denklemleri
{izerine termodinamik tarafindan getirilen kisitlamalar gbz oniine alinarak bu

denklemlerde potansiyellerin kullaniimas: incelenmigtir.

Wu ve Nanakorn (1998) tarafindan yapilan bir arastirma ise hasar prosesi ile plastik

deformasyon prosesi arasindaki etkilesimi dikkate alacak gekilde biinye
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denklemlerinin gelistirilmesi @izerine olmugtur. Insa edilen model, gercek hasarl bir
sirekli ortamin hayali bir hasarsiz siirekli ortamla termodinamik esdegerligi
olusturularak gelistirilmigtir. Bu model hasara ait i¢ durum degiskenlerinin hasarin
olgiistinden bagimsiz oldugunu kabul etmektedir. Kesin denklemleri elde etmek i¢in
i¢ biinyeye ait bir teori kullamlmugtir. Bu teorinin yapisinda iki farkli zaman dikkate
alinmaktadir. Birincisi, malzemenin plastik deformasyon tarihini tanimlamak igin
kullanilirken, ikincisi hasar tarihini tarif etmek ic¢in kullamlmaktadir. Teoriye ait
biinye denklemleri siireksizlikleri dikkate almayarak siirekli bir ortam teorisi seklinde
clde edilmekte, dolayisiyla da sayisal hesaplamalarda akma sartina ihtiyag
duyulmamaktadir. Bu g¢aligmada 6nerilen modelin, tek eksenli ¢ekme ve sikistirma
testlerine tabi tutulmug beton ve kiregli har¢ malzemesinin bir boyutlu, monoton ve

tekrarlanan yiikleme durumlarina ait sonuglarla tutarli oldugu belirtilmektedir.

Hult ve Rammerstorfer’in editorliiglinde uluslararasi mekanik bilimleri merkezi
tarafindan hazirlanan "Fiber Takviyeli Polimerler ve Kompozit yapilarin
Miihendislik Mekanigi" (1994) adh ¢alisma; monograf kompozit kabuklar, tabakalar
ve plaklarin aginma mekanizmalari, yorulmalan, catlak ve hasar mekanigi hakkinda
dikkate deger analitik modeller ve nimerik metotlan igermektedir. Bu incelemelerde
mikro mekanik kavramlardan yola gikilarak malzemenin siirekli ortam bazindaki

makroskopik &zelliklerine ulagilmigtir.

Burr vd. (1997) tarafindan yapilan seramik-matris kompozit malzemelerde hasar
mekanizmasinin siirekli ortam modellemesi hakkindaki ¢aligmada ise; fiber takviyeli
bir seramik-kompozit malzemede matris malzemesindeki ¢atlaklar, ara yiizlerdeki
baglarin etkilesimi, fiberlerin kopmas1 ve matris fiber etkilesimleri hakkinda bir
biinye kanunu gelistirilmistir. Malzemenin katiligindaki azalmadan, elastik olmayan
deformasyonlardan, histerisis ¢evrimlerden ve catlak olusumundan farkl
mekanizmalarin sorumlu oldugu distiniilmektedir. Burada gelistirilen prosediir iki
tabaka yonelimine sahip SiC/SiC [0/90] kompozit malzemeye sadece g¢ekme
deneyinden elde edilen sonuglan kullanarak uygulanmustir. Her bir deney, bir seri

yikleme ve bosaltma asamalarindan olusmugstur. Sonlu elemanlar yéntemi
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kullamilarak tahmin edilen sonuglar deneylerden elde edilen sonuglarla

kargilagtirilmig ve iyi bir uyumun saglandigi gézlenmistir.

Literatiir aragtirmalarimiz esnasinda siirekli ortam hasar mekanigi yaklagiminin
biyomekanik incelemelerde de kullamldigim gordikk. Zysset ve Curnier (1996),
gozenekli (bdlmecikli) kemik yapist i¢in yapi tansorleri iizerine bina edilmis iig
boyutlu bir hasar modeli olusturmuglardir. Bu ¢aligmada, bolmecikli kemigin normal
ve patolojik sartlarda hasar mekanizmalan tarafindan nasil motive edildigi,
bolmecikli dokudaki gatlak veya bogluklarin bilyiimesinden kaynaklanan mekanik
Ozelliklerdeki azalma ve buna uygun anizotropik elastisitenin belirlenmesi i¢in yeni
bir G¢ boyutlu biinye yasasi gelistirilmigtir. Strekli ortam hasar mekanigi
cercevesinde formiilize edilen teorik model yerel bélmecik morfolojisini karakterize
eden iki yapi tansoérii iizerine oturtulmustur. Bu modelin tek eksenli ¢ekme ve

burulma deneylerinden elde edilen sonuglarla tutarh oldugu ifade edilmektedir.

Jepsen ve Davy (1997) tarafindan yapilan bir bagka incelemede ise sert insan
kemiginde hasar birikmesinin 6l¢iilmesi ele alinmigtir. Sert kemikteki hasar prosesini
incelemek igin secilen oOzellikler; elastisite modilindeki azalma, mukavemet
azalmasi1 ve enerji kaybt olarak belirlenmigtir. Bu ozellikleri inceleyerek kemigin
kompleks mekanik yapisinda olusan hasar prosesine ¢ok smurli bir yaklagim
saglanmigtir. Sert kemik hasarhi bir viskoelastik malzeme olarak ele alinmig ve hasar,
malzeme Ozelliklerindeki gerilemeler dikkate alinarak siirekli defisen bir 6zellik

olarak tanmimlanmugtir.

Burr vd. (1998) tarafindan yapilan bir incelemede de mikro hasar birikiminin
kemigin fnekanik ozelliklerini nasil etkiledii deneysel bir metotla izah edilmeye
calisiilmigtir. Bu aragtirmada mikro hasar birikimini, kemigin elastisite modiiliindeki
azalma ile pozitif ve lineer olarak irtibatlandiran bir eg iliski kurulmustur. Bu
hipoteze dayanarak gergeklestirilen deneylerde ¢ekme esnasinda hasar birikiminin
artt1ig1, basma esnasinda ise gatlak biiyiimesinin daha hizli gergeklestigi goriilmiistiir.
Mikrogatlaklarin sayisi, uzunluklari ve hasarli kemik bolgesinin alam1 mikroskop

altinda 6l¢uilmiis, bu bilgilere dayanarak sayisal gatlak yogunlugu, ¢atlagin yiizeysel



82

yogunlugu, ortalama ¢atlak uzunlugu ve hasarhi bolgenin alam yiizde olarak
hesaplanmigtir. Catlak yogunlugu ve malzemenin katilify arasindaki iligki kuadratik,
hasarl: alan ve malzeme katilif1 arasindaki iligki ise lineer olarak tespit edilmistir. Bu
galigmanin sonucunda, sadece mikrogatlaklarin uzunlugunu veya sadece mikrogatlak
sayisini dikkate alarak mekanik o6zelliklerdeki gerilemenin derecesini tahmin etmenin

¢ok zor oldugu vurgulanmistir.

Biyomekanik alaninda siirekli ortam hasar mekanigi ile ilgili olarak sayisiz yayin
mevcuttur. Ilging olanlardan birisi de Hokanson ve Yazdani (1997) tarafindan
yapilan ve hasarli damarlarin biinye denklemleri hakkinda olan incelemedir. Bu
caliymada, damarlar sikigtinlamaz, nonlineer ve homojen olmayan bir malzeme
olarak ele alinmigtir. Ayrica yine fiberli kompozit bir malzeme olarak diigiiniilen
damar, kalinlik ve kompozisyon olarak ¢ farkli tabakadan meydana gelmis gibi
modellenmistir. Biyilkk deformasyonlara ugrayan damar igin yeni bir anizotropik
hasar formiilasyonu gelistirilmigtir. Burada yine hasar parametresini igeren bir kayip
esitsizligi olusturulmus ve genel termodinamik gergevede kalinarak teori tesis

edilmigtir.
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3. MATERYAL VE METOT
3.1. Materyal

Bu calismada, mekanik bir yilklemeye maruz, mikrobosluklu, elastik bir ortam igin
matematiksel bir model geligtirilmistir. Materyal olarak, mikrobosluklu elastik bir
ortam ele alinmis ve mekanik yiiklemeler sonucunda boyle bir ortamda olusan
gerilmenin ve hasar derecesine bagli olarak degisen gerinme enerjisi yogunlugunun

degisim hizinin biinye denklemleri ortaya konulmugtur.
3.1.1. Hasarh Elastik Ortamin Termodinamigi

Daha once bahsettigimiz gibi denge denklemleri, herhangi bir fiziksel ortam i¢in
gegerli olan denklemlerdir. Bu bélimde Termodinamigin birinci kanunu ve
Termodinamigin ikinci kanunu birlegtirilerek ve gerekli olan biinye aksiyomlari
kullamlarak; gerilme, entropi yogunlugu, i¢ enerji ve 1s1 aki yogunlugunu tespit
edecegiz. Yine bu bolimde ilk once bahsedilen bu biiyiiklikler zerindeki
termodinamik kisitlamalan kullanarak, ortamin fiziksel ve topolojik ozellikleri de
dikkate alimp biinye denklemlerine ait genel formiiller gikarilacak daha sonrada

biinye aksiyomlarinin ilgili olanlar1 kullanilarak bu formiiller somutlastirilacaktir.

Boliim 1.5.4 de (1.164) denklemi ile verilen enerji denkleminden ph terimini ¢ekip,

(1.169) denklemi ile verilen entropi esitsizliginde yerine yazdigimiz zaman asagidaki

esitsizligi elde ederiz.

veya 3.1
. oaay 1 1
p YE—% (¢-0 ﬂ)+5 e V(1) s % 8.,20

seklinde yazabiliriz. Burada d = dit = V(1) = V(1,k)> sekil deSistirme hz1 tansorii

olarak adlandirilir ve

1. 1
dy 5 Cxr Xix X1 = V(1) 3 (Vk_.l "’Vl,k) (3-2)
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olarak ifade edilir. Entropi yoguniugunun maddesel tiirevi termodinamik bir proses
iginde kontrol edilemeyeceginden, bu tiirevi (3.1) denkleminde ortadan kaldirmak
i¢in Helmholtz serbest enerjisi;

y=g-0n (3.3)
seklinde tamimlanan bir Legendre transformasyonu kullanilarak yeniden yazilabilir.
Burada, ¥ genellestirilmig Helmholtz serbest enerjisi adim1 alir ve termodinamik
bakimdan enerjinin kullamlabilir kismin1 temsil eder. Daha sonra gorecegimiz gibi,
serbest enerji yogunlugunun hangi biyiikluklere bagh oldugunu malzemenin biinyesi
belirleyecektir. (3.3) denkleminden &’u gekip maddesel tirevini alarak (3.1)
denkleminde yerine koyarsak, kontrol edilebilir bagimsiz degiskenler cinsinden

entropi esitsizligi agagidaki sekli alir.

. sy 1 1
p'}’?—:‘—-g- (W"f“l’] 6)+—e' tkl v(l’k)——e_z- dx e,kZO (34)

(3.4) ifadesindeki terimleri O ile garparsak;
. ; 1

ifadesi elde edilir. Burada semboller tizerindeki noktalar, ilgili biyiikligin hareketi
takiben ttirevini gostermektedir ve ayrica;

1 DCgy,

ViLk) = dix =5 CKL Xk Xp1 5 Cxr =X x X1 s CKL = Dt (3.6)
olup, kiitlenin korunumunun maddesel koordinatlardaki ifadesi olan

p=py j” (Kitlenin korunumu), j = det [xk,K]:detE 3.7
denklemi yardimiyla (3.5) ve (3.6) ifadeleri kullanilarak;

“Po(‘i"H'lé)JrJ'tk: dlk“éle,kzo (3.3)
ifadesi yazilabilir. Bu esitsizligi asagida gosterildigi gibi;

Z=p, ¥ (3.9)
bir gerilme potansiyeli tanimlayarak,

~(Z+py m8)+ity, V(,,k)—éqk 6,20 (3.10)

seklinde yazabiliriz. Bundan béyle (3.9) denklemi ile tammlanan T y1 serbest enerji

ismi ile kullanacagiz. Yukandaki esitsizlik entropi tiretiminin genel bir ifadesidir. Bu
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esitsizligin kullamlabilmesi i¢in ¥ serbest enerjisinin hangi bagimsiz degiskenlere
bagimli oldugunun ve ne sekilde bagl oldugunun bilinmesi gerekir. Buna gore £ nin
arglimanlarimi segmek, formal olarak belli bir malzeme segmek demektir. Su
agamada problem, yukaridaki entropi esitsizliinde X serbest enerjisinin nelere bagl

oldugunu tespit etmektir.

Kozalite ve Determinizm aksiyomlarina gore X, X maddesel noktasimin t anindaki
serbest enerjisi cismi meydana getiren tiim maddesel noktalarin hareket ve sicaklik

tarihine baglidir. Buna gore;
z(X,t)=2 [g(gt)e (Xt) Z(] , X eB, ~w<t <t (3.11)

olmalidir. Malzemenin hafizasinin olmadigini disiiniirsek bu ifade;

z(x.1)=3[s(x 1) (x 1) x] 6.12)
seklinde yazilir. Diger taraftan objektivite aksiyomuna gére X, 2,( maddesel

noktalarimin hareketlerine bagimh olmayip, X ve X in hareketlerinin farkina bagl

oldugunu gosterir. Yani objektivite aksiyomuna gore ¥ asagidaki gibi yazilmalidir:
2(%.6)=2[x(X t)-x(x%.0.0 (%'.1). ¥] (3.13)
Argiiman igerisindeki bu hareket farkim X civarinda Taylor serisine agacak olursak;

?5(),\,( :t)'?}(?&t):(x}c _XK)X,K +'21|'(X'K _XK)(X‘L 'XL)X,KL
' (3.14)

55 0k =) (% - %) (3o =) x g+
seklinde Taylor serisi ile temsil edilebilir. Bu temsilin miimkiin olabilmesi igin

hareketin tiim gradyanlarinin mevcut olmasi gerekir. Diger taraftan yakin civarsallik

aksiyomuna gore ¥ nin argimanlarina olan bagimlilig: X ve X arasindaki mesafe
arttik¢a hizla séniimlenmektedir. Bu aksiyom (3.14) Taylor seri temsilinde kag terimi
dikkate alacagimizi tespit eder. Basit termomekanik malzemelerde oldugu gibi bu
aksiyoma dayanarak (3.14) ifadesinin sad tarafindaki ilk terimden sonraki terimlerin

etkilerinin olmadig; farz edilecektir. Buna gore serbest enerji asagidaki formu alir.

£ (X.1)=% [xx (%,1),0 (X 1), X.Dg] (3.15)
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Burada Dy vektorleri (3.14) denkleminin sagindaki ilk terimden kaynaklamp

maddesel tasvir vektorleri adim alir ve ortamin anizotropisini belirlemeye yarar.
Buradan da goriildiigii gibi objektivite aksiyomu ortamin anizotropisini temsil etme
imkanim ortaya gikarmaktadir. Diger taraftan sicaklifin uzaysal tarihini X civarinda

1

21

0 (X,t)=0 (X.t)+(Xx - X )0 ¢ += (X - X ) (XL X, )0+ (B16)

seklindeki Taylor serisi temsiline yakin civarsallik aksiyomunu uygulayip sagdaki
ikinci terimden sonraki terimlerin etkilerini sifirlarsak;

0 (x',t)=0(x,1)+(Xx-X¢)0x 3.17)
ifadesini yazabiliriz. Incelenen ortamda gergeklesen termodinamik proseslerin
izotermal sartlarda ele alindigini dagtinerek;

0k =0 (3.18)
yazabiliriz. Bu durumda;

= (X.1)=2 [xx (X.t). 0 (X.t), X.Dg] (3.19)
ifadesini yazabiliriz. (3.19) ifadesini,

2 (X,t)= [x, ¢ (X,1), 8 (X.1), X.Dg] (3.20)
seklinde de yazabilirizz Burada buyik indisler ilgili alanlanin Maddesel
koordinatlardaki bilesenlerini gostermektedir. Objektivite aksiyomuna gore, X
serbest enerji fonksiyonu deforme olmuy malzemenin rijit hareketleri altinda
invaryant kalmalidir. Bu da uzaysal koordinat sisteminin zamana bagl
transformasyonlant alinda ¥ nin invaryans kalmasi demektir. Cauchy teoremine
gére bu sartin saglanmasi ve £ mnin ilk argiimamnin tek degerli bir fonksiyon
olabilmesi igin, x , =x; i, ya olan bagimhilif1 x ; vektorlerinin ikiger ikiger
skaler ve tiglii karigik garpimlarina, yani;

Xk Xy (3.21)
X,K .X,L XX7M (322)

carpimlarina bagli olmast gerekmektedir. Diger argiimanlar maddesel koordinatlarda
ifade edildiginden Cauchy teoremi bu argiimanlar i¢in s6z konusu degildir ve bu
argimanlar aynen kalir. (3.21) denklemi ile verilen ifade Green deformasyon

tansoriinii tamimlar (Usal, 1994).
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ChL =X g XL =Xgx XL (3.23)

(3.22) denklemi ile verilen ifade ise, deformasyon gradyamnin determinantini

tamimlamakta olup;
. 1 1
j=det x g % R XLXEM =Y kM Bkim Xk XLL Xm,M (3.24)

seklinde yazlabilir. Diger taraftan kitlenin korunumundan p=p,j seklinde

yazilabileceginden (3.22) ifadesini argiimanlardan ¢ikarirsak, temsili bir X maddesel
noktasinin t anindaki serbest enerji yogunlugu;

= (%,t)=2 [Cyr (X,1), 0 (X,t), X. D] (3.25)
sekline indirgenir. Bunlara ilave olarak, malzememiz mikrobosluklarin varlhig
nedeniyle yonlii bir ortam o6zellii kazanmis yani hasardan dolayr malzeme
anizotropik bir yaptya kavugmustur. Normalde (baslangi¢ durumunda) malzemenin
izotrop oldugunu farz ediyor ve anizotropinin sadece mikrobogluklarin dagilimindan
kaynaklandigini diigiiniiyoruz. Ayrica bu bosluklar zamanla biyiimese de, sekil
degisikligine ugradiklan farz edilmistir. Bu durumda, béyle bir ortam i¢in maddesel
tasvir vektorlerinin roluni A(X,t) alan vektérii ile A vektorinin zamanla
degisimini gosteren é (X,t) vektorii tstlenecektir. O halde mekanik bir yiiklemeye
maruz, bosluklu ve bu bosluklarin zamanla sekillerinin degistigi diistiniilen elastik bir
ortamin serbest enerji yogunlugu;

2 (X.1)=2 [Crr (X.1), 0 (X.1). X, A(X1) A (X.0)] (3.26)
ile ifade edilir. Ayrica malzeme mikrobosluk alanlarimin ve bu bosluklann sekil
degisimlerinin yonini goremeyecegi igin é(),g,t) ve é(g,t) vektoriine olan
bagimliligy, agagida tanimlanan tansorlere olan bagimlilikla,

D=AA . D=AA (327)
seklinde ifade edebiliriz. Indis formda ise asagidaki sekilde ifade edebiliriz.

Dy, =Ax AL , Dy, =Ax AL (3.28)
Buna gore serbest enerji fonksiyonu,

2(X,t)=2(Cgr , Dy, » Dyy » 8) (3.29)
olup malzemenin homojen oldugu dikkate alinarak X e olan dogrudan bagimlilik

ortadan kaldirilmigtir.
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Bu noktada serbest enerji yogunlugunun inceledigimiz mikrobosluklu ortamlar igin
hangi argiimanlara bagli oldugu ortaya ¢ikmustir. Ancak bu argiimanlara nasil bagh
oldugu bilinmemektedir. £ nin (3.10) ile verilen ifadesindeki argiimanlann tiimi
maddesel koordinatlara bagimli oldugundan, bunun objektif oldugunu hatirlayarak
(3.10) ifadesindeki diger terimleri de objektif olacak tarzda ifade edelim. Bunun i¢in
agagidaki tammlar kullanarak;

Ty = Xgx Xp,1 ti _ (3.30)
Qx =] Xk x 9k (3.31)
Z=p, ¥=p, (s-6n) (3.32)
ve buradan elde ettigimiz
TS Xk XL kL (3.33)
_;_CKL =dy X XL (339
Ok =0 X x (3.35)
Qx = it Xg,x Qx (3.36)

buiyukliklerini (3.10) denklemi ile verilen entropi esitsiziiginde yerine yazdigimiz
zaman vektorel ve tansorel biyikliklerin maddesel koordinatlardaki bilesenleri

cinsinden entropi esitsizligi,

~(3+p6 10)+ (77 xyx %1p Ter dye)- 2 (i % ¢ Qx 6, )20 3.37)
. Ay 1 . 1
~(2+p, n9)+ETKL Cyy, —5 Qx O 20 (3.38)
seklini alir. (3.29) denkleminden £ min maddesel tiirevini,
Ez—@—CKL+iZ—DxL+—(?E—-ﬁKL+@é (3.39)
0Cxy 6Dy, 6Dk o0

seklinde yazabiliriz. Bu ifadeyi (3.38) denkleminde yerine yazip diizenledigimiz
taktirde,

1 or | 0 0
[‘ Txy - ]CKL ~——Dyxr~5=— Dy1

2 8Cx1 8Dy, 8Dy, (3,40

1 0%
— _ 9—— 6.0
po(‘n o0 69] QK X
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ifadesini elde ederiz. (3.40) esitsizligindeki argimanlann sagdan baglayarak
0y10ve 0 ¢ seklinde, 2 nin tiirevini 2 seklinde ve C yi g seklinde keyfi olarak
degistirebilecegimizden, 6 min, 0 x nmn, Dy, nin ve Cy, nin katsayilan sifir
olacaktir. Dy, nin katsayisi sifir olamaz, ¢inkii Dy,, I nin argiimanlarinda
meveut oldugu igin Dy, keyfi olarak degistirilemez. O halde Dy, nin katsayisina,
gerinme enerjisi yogunlugunun degisim hizi olarak adlandinlan Yy, seklinde bir
atama yapilirsa, Yy, asagidaki gibi tammlanabilir (Lemaitre, 1996; Xiao vd., 1998).

0X
0Dk,

Yo =- (3.41)

Gerinme enerjisi yogunlugunun degisim hizi i¢in, (Chow ve Lu, 1989; Dhar vd.,
2000; Hansen ve Schreyer, 1994; Wu ve Nanakorn, 1999) tarafindan "Hasar enerjisi
degisim hiz1", (Ramtani ve Zidi, 2001) tarafindan "Uyarlanabilir hasar enerjisi

degisim hiz1" tabirleri kullanilmugtir.

Pozitif bir bityiikliikle ugrasmak igin;

Yx. = ~Yxi ‘ (3.42)
ifadesi kullamlarak, gerinme enerjisi yogunlugunun degisim hizi asagidaki gibi
yeniden yazilabilir.

_es
KL = aDKL

(3.43)

(3.40) esitsizligindeki Cy;, Dgy, 0 ve 0 x mn katsayilann sifira esitlenerek

asagidaki ifadeler elde edilir.

ox

Ty =2 3.44
KL 3C. . (3.44)
°r _, (3.45)
oDy,

1 8%
-2 92 3.46

b 00 (49

Qg =0 (3.47)
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seklinde ifade edilebilen biinye denklemlerini elde etmemizi saglar. (3.47)
denkleminden ortamda 1s1 iletiminin olmadifin1 goriiyoruz. Ayrica (3.45)
denkleminden de serbest enerji yogunlugunun, hasarin degisim hizina baéh olmadif
gorilmektedir. Buna gore serbest enerji yogunlugunun bagli oldugu argiimanlar ve ig

enerji agagidaki gibi yazilabilir.

2=%(Ck.,Dxs,0) (3.48)
e=—L (S+p, 01) (3.49)
Po

Ortamin sikigmaz kabul edilmesi durumunda gerilmenin biinye denklemini ortaya
koymak gerekmektedir. Ortamin sikigmazli§i kati malzemeler igin makul bir
kabuldiir. Gerilme biinye denkleminin Kirchhoff sekli Suhubi (1994) tarafindan,

0X 0%
axk’K OF,

Txx (l__E,X)= (3.50)

seklinde verilmekte ve bu bagint1 Cauchy gerilme tansérii ile asagidaki gibi

iliskilendirilmektedir.

p O
ty =— 3.51
Kl Do 0%, ¢ XK (.51

Ortam sikigmaz oldugu taktirde,

j=detC=1 veya Ill=1 (3.52)
sart1 saglanmalidir. Buna gére (3.51) denkleminde X yerine kendisine esdeger olan
ve fakat s6zii edilen kisitlamay: igeren asagidaki fonksiyon alinabilir.

z-p(x.t) (i-1) (3.53)
(3.53) ifadesindeki p, Lagrange carpam adin1 almaktadir (Usal, 2001). Bu ifadedeki

fonksiyonun x, ¢ ya gore tirevi alinip (3.51) denkleminde yerine yazilirsa,

. 00X
ta =P Oy +2 X x X1 3C.. (3.54)
KL

denklemi elde edilir. Bu ifadenin maddesel formu,

o
0Cxy

Tyy =—p Cxp +2 (3.55)
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seklinde elde edilir. Gerinme enerjisi yogunlugu degisim hizi, bilindigi gibi daha
o))

KL

once Yy, = seklinde tamimlanmusti. Bu ifadede ¥ mnin deformasyon

gradyanina gore tiirevi yer almadig: i¢in Lagrange g¢arpam sifir olur.

Bu durumda elde etmemiz gereken biinye denklemleri, yapilan kabule bagli olarak
Ty ve Yk dir ve bunlarin serbest enerji fonksiyonu X ya bagli oldugu (3.55) ve
(3.43) denklemlerinden agikg¢a gorilmektedir. O halde yapilacak ilk i £ min agik

formunu ortaya koymak olacaktir.

Bu agamada incelenen malzemenin uymak zorunda kaldigi maddesel simetri
kisitlamasindan bahsetmek uygun olacaktir. 3, tercihli dogrultulara karsihk gelen
bir maddesel koordinat takimini yeni bir maddesel koordinat takimina doniigtiiren ve
yapinin fiziksel 6zelliklerini invaryant birakan ortogonal matrislerden olugsmus sonlu
bir grup olsun. Bu gruba incelenen kristal yapinin simetri grubu denir ve ortogonal
grubun bir alt grubunu olugturur, dolayisiyla 3 0(3) yazilabilir. Simetri grubu
tam ortogonal gruba egitse malzeme izotroptur. I simetri grubunun iiyesi olan ve
sonlu sayida S €3 matrislerinden olugmus bir simetri grubu dikkate alindiinda,
biinye fonksiyoneli X ’nin, agagidaki koordinat déntgiimleri altinda seklen-degismez
kalmasi gerektigi goriilmektedir (Suhubi, 1994).

Xg=SgL Xy , X.=S{x Xx , 87'=8", V§e3 (3.56)
(3.56) ile verilen maddesel simetri kisitlamas;, X=X (g ,D, 6) biinye
fonksiyonelini asagidaki gibi ifade etmeyi gerektirir.

=3 = x{c,p6)=x(c,Dp0) (3.57)
Bu biinye fonksiyonelinin argiimanlan ise (3.56) ile verilen déniisim dikkate
alinarak asagidaki gibi yazilir.
Cxr =Skm Sin Cun =

€ =8
, -, (3.58)
Dg; =Sgm Spn Duny ® D =8
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3.2. Metot

Bu caligmada ele alinan mekanik yiiklemeye maruz mikroboglukliu elastik ortamin
izotrop oldugu kabul edilmistir. Bu durumda biinye fonksiyoneli olarak ortaya gitkan
2 nin argiimanlarinin somut olarak tayini igin, invaryantlar teorisine ait bulgular

kaginilmaz bir yontem olarak kullanilmigtir.

3.2.1. Hasarh-Elastik-izotrop Ortam Icin Biinye Modelinin Olusturulmas

Literattr taramasimin yer aldigi 2. bolimde de belirtildigi gibi ortamin anizotropisi
sadece mikrogatlaklar veya mikrobosluklardan kaynaklanmaktadir (Fichant vd.,
1997). Buna gore ¥ serbest enerjisinin maddesel koordinat sisteminin ful-ortogonal
grup transformasyonlani altinda invaryant kaimas: gerekir. Bu da bu fonksiyon
lzerine izotropiden gelen bir kisitlamadir. Bunu matematiksel olarak ifade edersek

Z mn agagidaki kisitlamay: saglamast gerekir.

z(c.D.6)-x (McM™ ., MDM" ,0) (3.59)
Burada M, maddesel koordinat sistemlerinin ful-ortogonal transformasyonlarini
gosterdiginden,

M =M" (3.60)

sartim saglamaktadir. Invaryantlar teorisinden biliyoruz ki, bu argiimanlarin skaler
bir fonksiyonu olan ¥ nin bu argiimanlara miisterek invaryantlar1 vasitasi ile bagl

olmast gerekir (Eringen, 1967). Buna gore, C,D simetrik matrislerinin birbirinden

bagimsiz 8 adet miisterek invaryantlarinin oldugunu gosterebiliriz.
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I =trC=Cyg

I, =trC* =Cyq Cix

I, =trC* =Cy; Cry Cax

I, =tr—2-=DKK =Ag Ag

I, =trD? =Dy D¢ =Ag Ay Ap Ag

Io =trD’ =Dy, Dy Dy =Ax AL A Ay Ay Ag
L =tf§Q:CKL Dix =Cxi AL Ak

(3.61)

Is =trg22=CKL CLM DMK :CKL CLM AM AK
I, =trC D* =Cy Dyy Dy =Ci AL Ay Ay Ag
IlO —trgz 2 :CKL CLM Dl\m DNK =CKL CLIVI AM AN AN AK

Eger D hasar tansoriinii bir A vektoriiniin kendisi ile tansor garpim olacak sekilde
secersek I, =1, I;ve I,, =1, I3 olacagindan I, ile I;, invaryantlanm, buna
dayanarak invaryantlar listesinden gikarabiliriz. Invaryantlarin kendisini teskil eden
birimlerin simetrik bir fonksiyonu olmas: geregine dayanarak, yukarida hasar tansérii
icin yaptigimiz bu kabul genellige halel getirmez. Bu durumda serbest enerji
fonksiyonumuz yukarida tamimlanan argiimanlarin fonksiyonu olarak agsagidaki
sekilde yazilabilir.

2= (1,,1,.5,1,,15,1,,1,,1g) (3.62)
Ikinci dereceden bir tansor olan Green deformasyon tansériiniin asal invaryantlarimin
L, =trC= trg_l

I, = trg2 = trg'2 (3.63)
I = tr__(;3 = ’crg_3

1=1,

Ilzé (12 -1,) (3.64)

111:% (B-3y1,+21,)

seklinde oldugu (Suhubi, 1994) dikkate alinarak (3.61) ifadesindeki (I;, I, Iz)
invaryantlan yerine, (3.64) denkleminde verilen asal invaryantlar kullamlir. Ortam
stkismaz kabul edildiginden III asal invaryanti 1 olur. Bu durumda £ nin bagh

oldugu invaryantlar, (3.61) ve (3.64) yardimuyla asagidaki gibi verilebilir.
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>=2(L0,1,,1,1,1,,1; ) (3.65)
Ortam sikigmaz oldugundan gerilmenin ve gerinme enerjisi yogunlugu degisim

hizinin biinye denklemi asagidaki gibi ortaya konulmustur.

Tpq =—P Cpg +2 ox (3.66)
i) ‘
Yoo =7 3.67
P2 = 3D (3.67)
Bu ifadelerdeki kismi tiirevler (3.65) ifadesinden asagidaki gibi yazﬂabilir.
ox _ox oI +§£ ol N 0X 0l N 0r 0ly (3.68)
0X 0 0l . 0X 0I; . 0X 0l N ox 0l, 0 0l (3.69)

= +
&Dp, 061, 6D,y 0815 8Dy 0ls 8Dy 01, 8D,, 0I, 6D
Q PQ 5 PQ Q PQ 8 PQ

(3.61) ve (3.64) ifadeleriyle verilen invaryantlarin Cpq ya gére sifir olmayan tiirevleri
asagida verilmigtir.

ol
aCPQ :BKP 8KQ :8PQ

oIl
_—:BPQ Cxx _CPQ
(3.70)
o1, _D
0Cpy O
ol
8- =Cpg Dyq +Cqx Dxp =Cpx Dgq +Dpx Cko

(3.61) ve (3.64) ifadeleriyle verilen invaryantlarin Dpq ya gore sifir olmayan tiirevleri

de benzer sekilde agagidaki gibi elde edilir.

oL, .
=8kp 0o =0

oDpq kP OxkqQ =0pq

ol
*—=8xp 81 Dix +Dx1, 81 8xq = Dop +Dgp =2 Drq

&Dsq

ol

6D6 =08xp 8.9 DLm Dux +Dxi S1p Mo Dux +Dxi Diy Spy 8xq
PQ

=Dom Dume +Dxp Dok +Dor Drr =Dgm Dyme +Doy Duyp +Dom Due
=3 Dom Dmp =3 Dy Dig
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ol
T—=Cgy p1, 8ok =Cqr =Crq
0Dyq
o1 (3.71)
: =Cxr Crm Oump 8KQ =CQL Cr =Cp, CLQ
0Dy

(3.70) deki ifadeler, (3.68) de yerine yazildiktan sonra (3.66) denklemine taginirsa,
mekanik bir yiiklemeye maruz, mikrobosluklu ve sikismaz olarak kabul edilen,
elastik bir ortamda gerilmenin biinye denklemi, maddesel koordinatlardaki

bilegenleri cinsinden agagidaki gibi elde edilmis olur.

- 62 [
(3.72)
o) 0
5t Dra*3r (Cox Dxg+Drx Cxo) ]

Benzer sekilde (3.71) deki ifadeler, (3.69) da yerine yazildiktan sonra (3.67)

denklemine taginirsa, gerinme enerjisi yogunlugu degisim hizinin biinye denklemi,

maddesel koordinatlardaki bilesenleri cinsinden asagidaki gibi elde edilmis olur.
62 o 0% 0% 62

—Cp; C,(3.73
56 617 pQ T as PL LQ( )

(3.72) ve (3.73) ifadelerinin matris formdaki ifadeleri de agagidaki gibi yazilabilir.

- 0T . 8% 0% )
T=—pC'+2| —I+——=(CI-C)+—D+_—(CD+DC 3.74
y=0% 120X 302 0L (o O (2 (3.75)

(3.74) denkleminde g6ziiken Lagrange ¢arpani -p, hidrostatik basing olarak bilinir ve
alan denklemleri ve sinir sartlan ile belirlenecektir. (3.74) ve (3.75) denklemlerinin
daha somut seklini elde etmek i¢in bu denklemlerdeki £ nin invaryantlarina gére
tiirevlerinin bilinmesi gerekir. Bu islemler bundan sonraki bulgular boliimiinde

yapilmagtir.
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4. BULGULAR

Mekanik bir yiiklemeye maruz, sikigmaz ve mikrobosluklu elastik bir ortamda
gerilmenin ve gerinme enerjisi yogunlugu degisim hizinin biinye denklemleri £ nin
invaryantlarina gére tiirevlerine baglh olarak bolim 3.2 de (3.72) ve (3.73)
denklemleri ile verilen ifadeler uygun indis degisikligi yapilarak asagidaki gibi
verilebilir.

o

2= (800 Cax ~Cro)

ox
TPQ =-p CPQ +2 [ o1 Opq +=mx
4.1

oX o
'51‘7‘ Dzq +51 (CPR Drq +Dpr CRQ) i]
o3 o3 o3 o3 D
Yrqo =1, Opq T2 - o, Dpq +3 — a1, =7 Prm Dug tor, Cpo * o1, ~1 Cr Cro (42)

(4.1) ve (4.2) denklemindeki ¥ nin bagl oldugu invaryantlar daha 6nce (3.65)
ifadesi ile verilmisti. Ancak bu invaryantlara nasil bagl oldugu bilinmemektedir.
bu invaryantlarin analitik bir fonksiyonu ise bir kuvvet serisi ile temsil edilebilir.
Ancak kuvvet serisinin kaginci mertebeden olacagi ve kag teriminin dikkate
alinacag), bagka bir ifadeyle ¥ mnin kaginci mertebeden bir polinomla temsil
edilecegi,; deformasyon invaryantinin buyukligine, olaydaki etkilegim paylarina

kisacasi nonlineerlik mertebelerine baglidir.

Diger taraftan i¢ enerjisi pozitif-tammli oldugundan bu polinomun pozitif-taniml
olmasi gerekir. Ayrica invaryantlarin sirasinin X y1 etkilememesi i¢in bu polinomun
simetrik katsayili olmasi, yani kuadratik bir form geklinde olmas: gerekir. Buna gore
bir polinom yaklasiminin segilmesi durumunda, serbest enerji fonksiyonu X igin

mevcut invaryantlar cinsinden agagidaki ifade yazilabilir.
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Z =Zaij Ii IJ (i,j=1,2,4,5,6,,7,8), aij = aji
i,j

=a,; *+2a, [1I+2a, I11,+2a;s [I;+2a,I1g+2a;,; 11,

+2a, [Tg+ay, I3 +2a,, DI, +22, Mg +2a,, g

+22,, ML, +2a, MIg+a,, [3+2a,5 I, Is+2a, 1, I 4.3)

428, I, I+2a, 1, [g+ass I3 +2as 15 Ig+2as; 151,

+2a5 Iy Ig+age I2+2ag, I I +2 a¢ Ig I +aq, I2

+2 55 I; Ig +agg I3 +ag
Bu ifadedeki a; katsayilari, X pargacigina ve ortamin 0 sicakligina baghidir. (3.74) ve
(3.75) ifadelerindeki £ min invaryantlara gore tiirevleri (4.3) polinom agilimindan
faydalamlarak bulunabilir. (4.3) ifadesinin ihtiva ettii invaryantlara gére ¥ nin
kismi tiirevleri ahindiginda agagidaki ifadeler elde edilir.

>

x
a_H:Zalz I+2 a22 II+2 a24 I4 +2 a25 15 +2 326 16 +2 a27 I—, +2 a28 18

)

6—22314 I+2 a24 H+2 3.44 I4 +2 a45 IS +2 a46 I6 +2 a47 I7 +2 a48 Is
4
%

%—:2 als I+2 325 H+2 a45 I4 +2 355 Is +2 3,56 I6 +2 3,57 I7 +2 8'58 Is (4.4)
5

oZ
6
z
7

0Z

a—I=2a18 I+2 a28 II+2 a48 I4 +2 a58 IS +2 3'68 16 +2 a78 I7 +2 a88 Ig
8

(3.72) denklemiyle verilen gerilmenin biinye denklemi indis degisikligi yapilarak

agagidaki formda yeniden yazilabilir.

- oX o
5 (4.5)
P 0X
*5r Dra* 51 (Cpz Dro +Dsrr Cro) }

Daha 6nce (3.61), (3.64) ve (3.65) ifadeleri ile verilen invaryantlan (4.4) de, (4.4)
ifadesini de (4.5) ifadesinde yerine yazarsak asagidaki ifadeyi elde ederiz.
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Tpq =-p Cl_’lQ +2 { { 2 a;, Cgg +ay, (CKK Cri—Cxy CLK)
+2ay, Dgg +2 a5 Dgy, Dig +2 256 Dgy Dy Dux

+2a;; Cgp Dig +2 244 Cxp Cry Dk ]SPQ

"‘[ 2a,, Cgg +a,, (CKK Crp—Cxky CLK)
+2ay4 Dgx +2 255 Dy Dy +2 356 D Dim Dux

+2 a5, Cyp, Dpx +2 855 Cxy Cpy Dk J(BPQ Crr ‘CPQ)

'{ 22,7 Cgx +2y (CKK Crr —Cxki Cix )+2 a4y Dgg
+2a5; Dgy Dpg +2 a4, Dgy, Dy Dux +2 877 Ckp, Dk
+2a55 Cgp Cpy Dyx }DPQ "'[ 2a, Cgg

+asg (CKK Cri—Cxr Cix )+2 a43 Dgx +2 asg Dgy, Dy g “6)
+2 a4 Dy, Dy Dyg +2 278 Ciy, Dix '

+2ag3 Cxy, CLy Duk :l(CPR Dgq +Dpr CRQ)}

(4.6) denkleminde gerekli diizenlemeler yapilacak olursa asagidaki ifade elde edilir.

Toq=-p C;1Q+2{ 2 ay; Cxx 8pq +212 Cxx Crr 8pq

—a;; Cgy. Cix 8pg +2 244 Dgg 8pq +2 255 Dy Dy 8pq

+2 a5 Dgy Dyy Dyx 8pg t2 217 Cxp Dy 8pq

+2 a3 Cxr Com Dux aPQ

+2a;; Cygg 0pgq Crr —2 815 Cxx Cpq +aj; Cry Cpp dpq Crr
—8,5 Cxx Cpp Cpg—225 Cxy Crx 8pq Crr 222 Cxy Crx Cpq
+2a,, Dgg 8pg Crr —2 2854 Dix Cpq +2ay5 Dgy, Dk 8pq Crr
~2a,5 Dg; Dy g Cpg+2a56 Dgp Dy Dux 8pq Crr

~2 a5 Dgy Dy Dyx Cpg +2 257 Cxr Dk 8pq Crr

—2a,57 Cxy, D Cpg+2 255 Cxr Cry Dux 8pg Crr
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~2 a,5 Cxy Cpry Duk Cpg +2 217 Cxx Dpg +257 Ckx CiL Dpg
—ay7 Cgp, Crx Dy +2 a47 Dgg Dpg +2 as; Dgy, Dyx Dpg
+2ag; Dy Dpy Dyk Dpg +2 877 Gk Dk Deg

+2a,5 Cxp Cpy Dux Drpo +2 253 Ckx Cpr Drg

+2 a3 Cxx Dpr Cro +2828 Cxx CLL Cpr Dro

+a,8 Cxx Cri Dpr Cro —828 Cki Crx Cpr Dro

—a,5 Cxr Crx Dpr Crq +2a4s Dkx Cpr DRQ 4.7
+2 a,5 Dy Dpr Crq +2 2sg Dxr Dk Cer Dro

+2 aSs D1 Dpix Dpr Cro +2 268 Dg1, Dpm Duk Crr Dro

+2 agg Dgp Dy Dug Der Crot225s Cxr Dix Cpr Dig
+2a55 Cxp Dig Dpr Crq+2 233 Cx Com Dux Cpr Dro

+2 agg Cx1, Com Duk Prr Cro }

(4.7) denkleminde deformasyon tansori gve hasar tansdérii D nin ikinci dereceye

kadar terimlerini dikkate alip, (4.7) ifadesini agagidaki haliyle yeniden yazabiliriz.

—ay; Cxp Cix Opq +2 a5, Dix 3pq +2 835 Dgy, Dig Opq

+2ay; Cxp Dy 8pg +2 a3 Cxr Cry Duk Opg

+2 a;; Cxx 8pq Crr —2 212 Ckx Cro

+2 a,, Dgg 8pq Crr —2 254 Dgg Cpq+2a,s Dy Dy 3pg Crr
~2a,5 Dy Dpg Cpq+2a5; Cxp Dig dpq Crr

—2 8,7 Cgy, D Cpq+2 237 Cxkx Dpg +827 Cxkx Cri Deg

—a,7 Cxp Crx Dpg+2 247 Dgx Dpg +22a77 Cxp Dk Dpg

+2 a5 Cxp CLy Dux Dpg +2 815 Cxx Cpr Dro

+2 a;3 Cxx Dpp Crq +2 848 Dxx Cpr Dro

+2a45 Dy Dpg Crq 2875 Cxp Dig Cpr Dirg

+2 a45 Cxp, Dix Dpr CRQ } (4.8)

(4.8) denklemindeki katsayilar, o (i =1,2,3,...,13) gibi katsayilarla yeniden

tammlanacak olursa asagidaki ifadeler yazilabilir.
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a,=4ay,
oy =22,
oy =4ay,
a,=4a;
s =4a,
ag=4ax,
a;=4a,,
Og =42,
Oy =22,
G =4ay
ap =4a;;
Oy =4ag
O3 =4au

(4.9)

Bu katsayilari kullanarak gerilmenin biinye denklemi yeniden asagidaki gibi

yazilabilir.
Tpq =-Pp C;iz +a; Cgx 8pq +0; Cyg Cpyp 8pg 0, Cxp, Crx Opg
+03 Dgg 8pg+0y Dgy Dig 8pg +0s5 Cxp Dix pg
+ag Cxp Cry Dyx 8pg +2 @ Cygg 8pq Crr
—2a, Cxg Cpq+ay Dgx 8PQ Crr —07 Dkgx Cpq
+0g Dy Dig 8pg Crr —@s Dy Dix Cpg
+2 0y Cxy Dig 8pq Crr —2 @9 Cxp Dig Cpg
+as Cyg DPQ +og Cxx Cpp Dpg -0y Cxp, Crx DPQ
+0yg Dy Dpg +04; Cxr Dix Dpg +ay; Cxi Com Duk DPrg
+0g Cxg Cpr Drq +%6 Cxx Dpr Crq +@13 Dxx Cpr Dig
+03 Dgg Dpr Crq +@1; Cxr Drg Cpr Dig
+a; Cxp Dok Dpr Cro

(4.10)

(4.10) denklemi mekanik bir yiiklemeye maruz, sikiymaz ve mikrobosluklu elastik

bir ortamda, mekanik etkilegimlerin nonlineer kabul edildigi durumda gerilmenin

biinye denklemini veren ifadedir. Bu ifadede ilk terim sikismazlik kabuliinden

kaynaklanmaktadir. Ikinci terim deformasyon tansoriiniin lineer etkisinden, 5. terim

hasar tansoriiniin lineer etkisinden, 3, 4, 9 ve 10. terimler deformasyon tansoriiniin

nonlineer etkisinden, 6 ve 20. terimler hasar tans6riiniin nonlineer etkisinden, 7, 11,



101

12 ve 17. terimler deformasyon tansorii ile hasar tansoriiniin lineer etkilegimlerinden,
8, 15, 16, 18, 19, 23 ve 24. terimler deformasyon tansoriiniin nonlineer ve hasar
tansoriiniin lineer etkilesimlerinden, 13, 14, 21, 25 ve 26. terimler deformasyon
tansoriiniin lineer hasar tansériiniin nonlineer etkilesiminden, 22, 27 ve 28. terimler
de deformasyon tansorii ile hasar tansoriinin nonlineer etkilegsimlerinden
kaynaklanmaktadir. Eger deformasyon tansorii ve hasar tansériiniin etkilegimlerini
lineer kabul etseydik bu ifadedeki nonlineer terimlerden bazilann daha ihmal
edilebilirdi.

(3.73) denklemiyle verilen gerinme enerjisi yogunlugu degisim hizinin binye
denklemi indis degigikligi yapilarak agagidaki formda yazilabilir.

oX ox 0% ox oX

Daha once (3.61), (3.64) ve (3.65) ifadeleri ile verilen invaryantlan (4.4) de, (4.4)
ifadesini de (4.11) ifadesinde yerine yazarsak asagidaki ifadeyi elde ederiz.

Ypq = 2{ [ ayy Cxk +a24 ‘;‘(CKK CrL—-Ckeo CLK)+344 Dk
+a,s Dgp Dy +346 Dy Doy Duk +347 Cxr Dk
+a,48 Cx Com Dux :lSPQ
"'2[ ajs Cgx +ays %(CKK Crp —Cky Cix )+a45 Dy
+ass Dgy, Drg +as6 Dy Dim Duk +2s7 Cxr Dix
+asg Cxp Com Dux + ]DPQ
+3[ a6 Cxx +226 _;.(CI\K CL *CKL CLK)+a46 Dy
+ass Dxy Dig +266 Dy Din Dnk +a67 Cxr Dix

+agg Cxr Cprn Dnx ]DPM Dyq
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1
+[ 817 Cxx +247 3 (CKK Crr —Cky CLK)+a47 Dk

+as; Dy Dig +ag; D Doy Dy +277 Cxp Dig

+azg Cxp Cpy Dyk ]CPQ
(4.12)
L )

+| a3 Cxx +agg 5 Cix Caun—Cxn Cux

+a48 Dgx +2ss Dxn Dy +863 Dxn Dnm Dux
+a75 Cxn Dnk +3ss Cxn Cxm Dux :ICPL Cro }

(4.12) denkleminde gerekli diizenlemeler yapilacak olursa asagidaki ifade elde edilir.
Ypq =2 ay4 Cxg Opg +a34 Cxx Crr 8pq —224 Cxy, Crg 8pg

+2 2,4 Dgg Opg +2 a45 Dy, Dix Opq

+2 a4 Dgy, Dy Dk 8pq +2 247 Ckp, Dk Spq

+2a,3 Cxp, Cpy Dy 8pg +4 235 Cxx Dpg

+2a,5 Cxx Cpp Dpg—2 2,5 Cky, Crx Dpg

+4a,5 Dy Dpg +4a55 Dgp Dpg Dpg

+4 ass Dy Dyy Dy Dpg +4 257 Cx Dk Dpg

+4 a5y Cxp Cry Duk Dpg +6 216 Cxx Dpm Dug

+3 256 Cxx Crr Dpm Dug —3 226 Cx1 Crx Dpy Dyyo

+6 a4 Dxx Dpy Dyg +6 256 Dy D Dpyv Dyg

+6 255 Dy, Dy Dk Dpm Duq +6 367 Cxr Dix Depm Dug

+6 ags Cxr Cny Dnk Dpm Dug +2 247 Ckx Cog

+a,7; Cxx Crp Cpg —a27 Ckp Crx Crg

+2a,7 Dgg Cpq+2a57 Dy Dk Cpgq

+2a47 Dy Doy Dy Cpg+2877 Cx Dig Cpg

+2a55 Cyp Coym Dk Cpq+2253 Cx Cpy, Cpg

+a,3 Cxx Cyun Cpp CLQ —a,8 Cxn Cnk CpL CLQ (4.13)

+2 a4 Dy CpL CrLg+2 855 Dy Dyk Cpr Crg

+2 ag3 Dy Dym Duk Corp CLQ +2 a7 Cxny Dyg Cpp CLQ

+2 agg Cxn Cxm Dk Cpr Crg

(4.13) denkleminde deformasyon tansorii C ve hasar tansorii D nin ikinci dereceye

kadar terimlerini dikkate alip, (4.13) ifadesini asagidaki haliyle yeniden yazabiliriz.
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Ypq =22y, Cgg 5PQ +ay4 Cxx Cprp an —a,, Cgyp, Cix 8PQ
+2 a4, Dgg 8pq +2245 Dk, D1k 85
+2 a4y Cgy, Dpg 8pg +2 243 Cxp Cry Dk Opg
+4a;5 Cyx Dpg+2a,5 Cxg Cpp, Dpg—2a,5 Cgy, Cii Dpq
+4a,5 Dxg Dpg+4as; Cxp Dk Dpg 4.19)
+4as3 Cxp Com Dyx Dpg +6 256 Cxx Dpm Dug -
+3 8,5 Cxx Crr Dpu Dyg =3 a5 Cxi Crk Dpy Duq
+2 2,7 Cxx Cpq +2 247 Dgg Cpq+2a5; Dy Dy Cpq
+2a;7 Cxy, Dix Cpg+2a,3 Dy Cpp, Crg
+2 a5 Dy Dyx CpL Crq

(4.14) denklemindeki katsayilar1 B, (i=1,2,3,...,14) gibi katsayilarla yeniden

tamimlayacak olursak agagidaki ifadeleri yazilabiliriz.

Bi=2ay Bs=2ay;
Br=ay, By =2as,
Bs=2a,, Bro=2as
Ba=2ay Bii=6a4 (4.15)
Bs=2a, By =3 ay
Bs=2ay Pis=2ay
B;=4ays Bu=2ay

Bu katsayillann kullanarak gerinme enerjisi yogunlugu defisim hizinin biinye
denklemini, maddesel koordinatlardaki bilesenleri cinsinden yeniden asagidaki gibi
yazabiliriz.
Ypq =B; Cxk 8pq +B2 Cxx CLL 8pq —B2 Cxr Crk 8pq

+B; Dgk 8pq +Bs Dxr Drk 8pq +Bs Cx Dk 8pq

+Bs Cx1. Com Dux 8pgB7-Cxk Dpg +Bs Cxx Crp Dpq

—Bs Cxy Crx Dpg +2 B4 Dy Dpg +28y Cxy Dig Dypq

+2 By Cx CLy Dux Dpg +Bi Cxx Dem Dug

+B12 Cxx CrL Dpm Dumo = Biz Cki Crix Dpm Dug

+B13 Cxk Cpo +Bs Dgx Cpg +By Dgy Dyg Cro

+B1s CxL Digx Cpq +Bs Dy Cpr Crq +B1o Dxn Dk Cor Cro

(4.16)

(4.16) denklemi, bu c¢aligmada ortaya koymaya galistiZimiz gerinme enerjisi

yogunlugu degisim hizimin séz konusu kabuller altinda elde edilen biinye
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denklemidir. Bu denklemde ilk terim deformasyon tansoriiniin lineer etkisinden, 4.
terim hasar tansoriiniin lineer etkisinden, 6, 8 ve 18. terimler deformasyon ve hasar
tansoriiniin lineer etkilesiminden, 2, 3 ve 17. terimler deformasyon tansoriiniin
nonlineer etkisinden, 5 ve 11. terimler hasar tansoriiniin nonlineer etkisinden, 7, 9,
10, 20 ve 21. terimler deformasyon tansériiniin nonlineer, hasar tansoriiniin lineer
etkilesiminden, 12, 14 ve 19. terimler hasar tansoriiniin nonlineer, deformasyon
tansoriiniin lineer etkilegiminden, 13, 15, 16 ve 22. terimler ise deformasyon ve hasar.

tansériiniin nonlineer etkilegsimlerinden kaynaklanmaktadir.
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5. SONUCLAR

Ulkemizde nispeten yeni bir konu olan siirekli ortam hasar mekanidi; mekanigin
birgok dallarini, malzeme bilimini ve matematigi bir arada kullanmay1 gerekli kilan
bir aragtirma alamdir.

Bu g¢aligmada, hasar mekaniginin temel kavramlann ele alinmig ve hangi
olgeklendirmelerin kullanildig1 agikga belirtilmigtir. Olgeklendirme iligkilerinde,
hasar mekaniginin metalurjik incelemelerdeki siirekli ortam mekanigi kapsamindaki
yeri ve kirilma mekanigi ile olan iliskisi netlestirilmigtir. Teknik anlamda kirilma
mekanigi 6ncesi en uygun Slgeklendirmenin siirekli ortamlar mekanigi gergevesinde
incelenebilecegi gérulmiigtiir. Strekli ortam hasar mekaniginde énemli bir yer tutan
"Efektif gerilme" ve "Gerinme esdegerligi ilkesi” kavramlan irdelenmistir. Uygun
mekanik degiskenler cinsinden mikro yapisal olarak hasarli bir durumu ifade eden

tanimlar ve dlgiileri ortaya koymak amaglanmustir.

Mekanik yiklemeye maruz, mikrobosluklu elastik-izotrop bir ortamin nonlineer
davramgin1 modellemeye imkan olusturacag: beklentisine dayanarak modern siirekli
ortamlar mekanigi kapsaminda bir yol izlenmistir. Bu modellemeyi gergeklestiriken,
genel termodinamik balans denklemleri, Clausius-Duhem esitsizligi, biinye teorisi
aksiyomlarindan 6zellikle objektivite ve maddesel simetri aksiyomlan ile
malzemenin simetri grubuna iligskin kavramlar, blinye fonksiyonelinin bulunmas: ve
argimanlarimin somut olarak tayini igin invaryantlar teorisine ait bulgular, ele alinan
malzemenin  nonlineer davramginin  modellenmesinin  teorik  temellerini

-olusturmustur.

Ele alinan malzeme igin biinye fonksiyoneli; argtimanlani Green deformasyon
tansorii ve hasar tansori olarak ortaya gikan gerilme potansiyeli olarak belirlenmistir.
Bu biinye fonksiyoneli vasitasiyla malzemede mekanik yiikleme ile olugan gerilme
ve gerinme enerjisi yogunlugunun degisim hzina ait biinye denklemleri maddesel
koordinatlardaki bilesenleri cinsinden elde edilmistir. Incelenen malzeme esas yapisi

itibani ile izotrop olup, mikrobosluklarin varligi nedeniyle yani hasardan dolay:
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malzemenin anizotrop bir 6zellik kazandifi dastiniilmiistir. Bu nedenle matris
malzeme izotrop alinarak, gerilmenin ve gerinme enerjisi yogunlugu degisim hizinin
biinye denklemleri, invaryantlar teorisine ait bulgular kullamlarak (3.72) ve (3.73)
denklemleriyle nonlineer bir formda ortaya konulmustur. Bu biinye denklemlerinin
daha somut bir gekilde elde edilmesi igin, £ nun bagh oldugu invaryantlarina gére
turevlerinin bilinmesi gerektiginden gerilme potansiyeli X, ikinci dereceden bir
polinomla temsil edilerek invaryantlarina gore tlirevleri hesaplanmistir. Bu iglemler

yapilirken deformasyon tansoériic C ve hasar tanséri D nin ikinci dereceye kadar

olan etkileri dikkate alinmigtir. Bu durumda gerilmenin ve gerinme enerjisi
yogunlugu degisim hizinin biinye denklemleri, maddesel koordinatlardaki bilegenleri
cinsinden (4.10) ve (4.16) ifadeleriyle verilmigtir. Bu denklemlerden gerilme biinye
denklemini veren (4.10) ifadesi, deformasyon tansoriiniin etkisinin lineer olan
katkilarinin ve hasar tansériiniin lineer yada ikinci mertebeye kadar olan terimlerinin

dikkate alinmasi durumunda daha basit formlara indirgenebilir.

Bu ¢alismanin devaminda, hasar tansériiniin maddesel ve uzaysal formlar birbirine
uygun sekilde baglanarak elde edilen biinye denklemlerinin uzaysal koordinatlardaki
bilesenleri ortaya konulabilir. Bunun yam sira hasan temsil eden birden fazla hasar
tansorii dikkate alinarak yeni modellemeler gelistirilebilir. Ayrica plastik bolgede
hasar etkilesimleri dikkate alinabilir ve viskoelastik, termoelastik ve piezoelektrik
malzemelerin bagimsiz degiskenlerine, hasar tansoriiniin yerlestirilmesi sonucunda

farkh etkilesimleri igeren biinye denklemleri geligtirilebilir.
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Genel bir yaklasim olarak hasar terimi, malzemelerin bozulmasin veya tahrip olmasim
ifade eder. Mekanikte hasar ii¢ M odlgeginde karakterize edilebilir: Mikro, mezo ve makro seviye.
Bu ¢aligmada, farkh olaylanin ortalama etkilerini dikkate alan siirekli ortamlar mekanigi
gercevesinde orta olgek gz Oniine alinmigtir. D olarak tanimlanan hasar tansérii simetrik olup,

ikinci dereceden bir tansordiir. Ayrica ele alinan ortamin; homojen, iiniform ve elastik oldugu
kabuliiyle ortamin nonlineer davranisi modern siirekli ortamlar mekanigi ¢ergevesinde sistematik
olarak incelenmigtir. Mekanigin denge kanunlan ile tutarh olan termodinamigin birinci ve ikinci
kanunlarmin birlegtirilmis sekli, gerilme potansiyelinin zamana gére maddesel tiirevi cinsinden
ifade edilmigtir. Gerilme potansiyelinin bagimsiz degiskenleri, Green deformasyon tansori,
hasar tansorii ve sicaklik olarak belirlenmigtir. Maddesel ortamin esas yapisi itibariyle izotrop
oldugu, hasardan dolay: anizotropi 6zelligi gosterdigi varsayilmigtir.

Termodinamik kisitlamalarin neticesinde gerilmenin ve gerinme enerjisi yogunlugu
degisim hizi olarak tammlanan ifadenin biinye denklemleri ortaya konulmustur. Ortamin
stkigmazligi makul bir kabul oldugundan, ortam sikigmaz kabul edilerek biinye denklemlerinin
aldig: formlar belirlendikten sonra maddesel simetri aksiyomunun biinye fonksiyoneli lizerine
getirdigi kisitlamalar verilmigtir. Matris malzemesinin izotrop olma o6zelligi dikkate alimp,
invaryantlar teorisini kullanarak, incelenen ortammn nonlineer mekanik davramgimt belirleyen
biinye denklemleri elde edilmigtir. Blinye fonksiyoneli olan X, bagh oldugu invaryantlan
cinsinden ikinci dereceden bir polinomla temsil edilmig, elde edilen nonlineer biinye
denklemlerindeki ¥ nin invaryantlarina goére tiirevleri hesaplanarak gerilmenin ve gerinme
enerjisi yofunlugu degisim hizinin biinye denklemlerinin daha somut bir gekli ortaya
konulmustur.

Jiiri: Prof.Dr. Ali Unal ERDEM
Dog¢.Dr. Ali Kemal YAKUT
Yrd.Dog¢.Dr. Mustafa Resit USAL (Danigman)



THE DETERMINATION OF MECHANICAL BEHAVIOR FOR MATERIALS BY
CONTINUUM DAMAGE MECHANICS

Ergiin KORKMAZ
Mechanical Education, Master Thesis, 110 pg., 2001.

Key Words: Constitutive Equations, Deformation, Stress, Strain Energy Density Release
Rate, Damage Tensor, Helmholtz Free Energy, Isotropy, Continuum Damage Mechanics,
Representative Volume Element,

In a general approach, the term of damage shows to degradation or break-up of materials.
It is accepted that damage in solid mechanics can be identified on three M-scales: The micro, the
meso, the macro level. In this study, meso scale is the building block of continuum mechanics in
which different phenomena can be smeared into mean effects. Damage tensor has been termed
D and assumed as second order symmetric tensor. Assuming that an homogen, uniform and

elastic medium, we study nonlinear behaviour of damaged material in the frame of modern
continuum mechanics. Second law of thermodynamics, combined with the first law and
consistent with mechanical balance laws, has been written in terms of the time rate of free energy
function Independent variables of stress potential have been furnished with Green deformation
tensor, damage tensor and temperature. The material is supposed to be strongly anisotropic due
to void and other discontinuities, with the matrix material being supposed to have any material
symmetry.

Following the thermodynamical constraints, the constitutive equations of stress and strain
energy density release rate have been obtained. Considering the incompressibility of medium,
forms of constitutive equations have been determined and have been given constraints of
material symmetry axioms on the constitutive functional. Considering of isotropic property for
matrix material and using invariant theory, constitutive equations which is determining of
nonlinear behaviour of materials have been obtained. Constitutive functional X, depend on its
invariants, has been represented as second degree polynomial. Derivatives of this functional in
according to the invariants was found and then explicit and definite forms of stress and strain
energy density release rate have been determined.
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