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OZET

Bu tez bes bélimden olusmaktad-r.
Birinci bolimde, konunun k-sa tarihi gelisimi verildi.

Ikinci bolumde, ¢alsmam-z boyunca kullan-lacak temel kavramlar ve uzaylar-n

listesi verildi.
Uclincli bélimde, baz- dizi uzaylar-n-n siirekli ve Kothe-Toeplitz dualleri verildi.

Doérdinct bolimde, 1(p) ve co(p) uzaylar-n-n strekli ve Kothe-Toeplitz duallerini

belirlemek icin yap-lan baz- aragt-rmalar verildi.

Son boélimde, (X;q) yar- normlu uzay- ve f modulus fonksiyonu kullan-larak

¢l4 (p; f; q) dizi uzay-n-n tan-mlanarak baz- kapsama bag-nt-lar- verildi.

Anahtar Kelimeler: Dizi uzaylar,, Kéthe-Toeplitz duali, modulis fonksiyonu,

paranormlu uzay, yar-normlu uzay.



ABSTRACT

This thesis consists of ..ve chapters.
In the ..rst chapter, brief historical progress of the subject is given.

In the second chapter, basic concepts and list of spaces that will be used through-

out this study are given.

In the third chapter, continuous and Kéthe-Toeplitz duals of some sequence spaces

are given.

In the fourth chapter, some investigations to determine continuous and Kdéhe-

Toeplitz duals of the spaces | (p) and ¢, (p) are given.

In the ..nal chapter the de..nition of the sequence space €14 (p;f;q) is given by
using ¥ modulus function and a semi-normed space (X;q). Also, some inclusion

relations are given.

Key Words: sequence spaces, Kothe-Toeplitz duals, modulus function, para-

normed space, seminorm space.



TESEKKUR

Bu cal-sman-n belirlenmesi ve yurttilmesi esnas-nda ilgi ve alakas-n esirgemeyen,
ortaya ¢-kan her turlt bilimsel problemin ¢ézimunde devaml- yard-mlar-n- gordu-
gum degerli hocam Yrd. Dog. Dr. Ahmet SAHINER’e tegsekkirl bir borg bilirim.

4/6/2004
Tuba Cigdem
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1. GIRIS

w tim x = (Xk) dizilerinin olusturdugu kime olmak Gzere s-n-rl-, yak-nsak ve
(null) s-f-ra-yak-nsak dizilerin kxk, = sup, jxkj normuyla normland-riim-s Ba-

nach uzaylar- srasyla |1 ; c; ve co ile gosterilir.

K-zmaz (1981) €Xxx = Xk i Xk+1 olmak Uzere, |1 (&), c (¢) ve ¢ (¢) uzaylar-n-
tan-mlad-. Bu uzaylar kxkq = jX1j+k@&xk,4 normuyla Banach uzaylar-d-r. Uygun
olmas- bak-m-ndan bu uzaylar ¢l ; ¢c; ¢c, ile gosterilip ¢-s-n-rl-, ¢-yak-nsak ve
¢-null diziler olarak adland-r-l-r. K-zmaz (1981) bu uzaylar-n duallerini hesaplad-
(surekli duali, ® duali,  duali ve ° duali) ve |1 (¢) veya c(¢) dan |4 weya ¢

icine matris dénustimleri icin gerek ve yeter kosullar- belirledi.

Ahmad ve Mursaleen (1987), 11 (p), c(p) ve co(p) uzaylar-nn p = (px) kesin
pozitif say-lar-n dizisi olmak Gzere €14 (p); €c(p) ve Cco(p) uzaylar-na genellestirdi.
Ahmad ve Mursaleen ayr-ca bunlar-n Koéthe-Toeplitz duallerini ve ilgili matris

donugstumlerini cal-gt-lar.

Malkowsky (1989) €I, (p) nin als-lm-s Kéthe-Toeplitz dualini ve €¢l4 (p), ¢c(p)
ve €cy(p) kimelerinin mutlak Kothe-Toeplitz duallerini belirledi. Malkowsky

ayn- zamanda (€14 (p); 1) ssmfinn bir karakterizasyonunu da verdi.
Adem Eroglu 14 (p; T;q; s) dizi uzay-n- tan-mlay-p baz- 6zelliklerini inceledi.

Bu calhsmada €14 (p; T; q) dizi uzay- tan-m- verilerek bu uzay-n bir tak-m 6zellik-

leri incelenmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu k-ssmda, calssmam-zda kullanacag-m-z temel tan-m, teorem e esitsizlikleri

verecediz.

Tanm 2.1. X bos olmayan bir kime ve K kompleks ya da reel say-lar-n bir

cismi olsun;

+ @ XEX X

KEX T X

fonksiyonlar- asag-daki Ozellikleri sagl-yorsa, X kiumesine K cismi Uzerinde bir
vektor uzay- (lineer uzay) denir (Maddox, 1970).
8.;12Kvex;y2Xigin,

) x+y=y+Xx

2) x+y)+tz=x+(y+2)

3) 8x 2 X igin X + p = x olacak gekilde bir p 2 X vard-r

4) 8x 2 X icin X + (j X) = olacak sekilde bir (§x) 2 X vard-r
5) 1:x =X

6) . (x+y)=.x+.y

7)(+1)x=_x+1x

8) . () =(.1)x

Tan-m 2.2. X, K cismi Uzerinde bir lineer uzay ve Y, X’in bos olmayan bir alt
kimesi olsun. Eger her ;1 2 Kve x;y 2 Y igin ,x+ 1y 2 Y oluyorsa, Y 'ye

X’in lineer alt uzay- denir (Maddox, 1970).

Tanm 2.3. X ve Y topolojik uzaylar olsun. f : X ¥ Y ddntstimine bir
homeomor..zmdir denir , f; 1:1, érten, tersi ve kendi strekli olan bir dontistimse

(Maddox, 1970).

Tanrm 2.4. X ve Y lineer uzaylar olsun. f : X ¥ Y lineer, 1:1, Orten
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dondsiimiine bir izomor..zm denir (Maddox, 1970).

Tan-m 2.5. X vektor uzay- (X;¢) topolojisiyle bir topolojik uzay olsun. Eger
(X;¢) da toplam ve carp-m fonksiyonlar- stirekliyse (X; ¢ ) ya bir topolojik lineer
uzay denir (Maddox, 1970).

Tanm 2.6. X kiimesi Uzerindeki bittn s-n-rl- lineer fonksiyoneller X*® ile gos-

terilir ve X in surekli duali olarak adland-r-l-r (Maddox, 1970).
Tanm 2.7. X, K cismi Uzerinde bir lineer uzay olsun. Eger;
qg: X IR

fonksiyonu agagrdaki sartlar- sagl-yorsa, q’ya bir yar-norm, (X; q)’ya da yar-normlu
uzay denir (Maddox, 1970).

Her . 2 K ve x;y 2 X i¢in,
Hag(x) .0

(i) a(.x) =j.ja()

(i) g(x+y) - q(x) +a(y)

Tanm 2.8. X, K cismi Uzerinde bir lineer uzay olsun. Eger;
g: X IR

fonksiyonu agag-daki sartlar- sagl-yorsa, g’ye paranorm, (X; g)’ye de paranormlu
uzay denir (Maddox, 1974).

Hg@=0

(i) g () =9(ix)

(i) g(x+y) - 9(x) +g()

(iv) .o 2 Kvexg 2 Xolmaktzere, ¥ _oveg(XijXy) ¥ Oikeng(_X § .o%Xp) X
0 dr.



Tan-m 2.9. Dizilerin herhangi bir X kimesi icin, alg-lm~g ve mutlak Kothe-

Toeplitz dualleri,

G )
XYy = a2w: Xy yakansak, her x 2 E i¢in
C x )
XM = a2w: jawj < 1d,herx2E icin
k=1

i ¢ . i G
seklinde tan-mlan-r. XY := ' XY ¥ ve X Wi := ' X% M yazahiliriz (Malkowsky, 1989).

Tan-m 2.10. g1 ve gz, X Uzerinde iki yar-norm olsun. g;’in g2’den kuvvetli olmas-

icin gerek ve yeter sart her u 2 X igin,

G2 (U) - Maa (u)
olacak gsekilde bir M sabitinin var olmas-d-r (Butak-n,1994).

Tan-m 2.11. X;Y, w n-n iki alt kiimesi olsun. Her x 2 X (n = 1;2;::) icin
ApX = PI_;L:1 ankXk serisi yak-nsak ve Ax = (A,X) dizisi her x 2 X icin'Y de ise,
A = (ank) matrisine X dizi uzay-ndan Y dizi uzay- i¢ine bir dénlisiim denir ve
A 2 (X;Y) seklinde gosterilir (Butak-n,1994).

Tanm 2.12. Eder;
f:[0;,1) " [0;1)

fonksiyonu agag-daki 6zellikleri sagl-yorsa f’ye bir modulls fonksiyonu denir. Her
t;z 2[0; 1) igin,

Hf@®=0,t=0

(i) f(+z) - F(O+F(2)

(iii) £ artand-r.

(iv) f; 0’da sagdan sureklidir.

(i) ve (iv) ozelliklerinden dolay- f; [0; 1) da sireklidir.

f(t)=1t"0<r - 1; bir modilus fonksiyondur (Butak-n,1994).



Lemma 2.13. f ve g modilis fonksiyonlar- olsunlar. Bu taktirde f.g, af

(a=>0), % ve T + g fonksiyonlar- da modulius fonksiyonlard-r (Butak-n, 1994).
Esitsizlikler 2.14.
(i) Herhangi kompleks a, b say-lar-i¢in, 0 < p - 1 olmak Uzere;
ja+bj° - jaj® +jbj’
ve a, b 2Cicin 0 <py - Slip P« =H ve C=max(1, 2Hil) olmak Uzere;
ja + ™ - C fjag™ + joj™g

d-r (Butak-n,1994).

(1) ajaz;az;:i;an o 0veb;by;by; by o 0 olsun. Bu taktirde; (Maddox, 1970)

(@) p. lise;
A 1, A 1, A 1,
X P X P X P
(ax+b)® - a, + bl
k=1 k=1 k=1
(b) p>1,%+é:1ise;
A 1. A LI
X X P XX q
akbk - aE bqk
ayr-ca
X X
b - maxhy ay
(c)0<p - lise
X X X
(ak + bk)p - ab+ bE
k=1 k=1 k=1

(ii)p>1,2+3:=1,a_0,b_ 0olsun. Ozaman,

ab  bf
ab - —+—
p q
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d-r. Esitlik aP = bP durumunda vard-r.

DiZlI UZAYLARI LISTESI

w = fX=X):X:N T K, kT xg
£ = = (X :sup jxj < 19
¢l = X =(X) :sup JEXy] < g
EN(Y) = = (%) 1 sup ™ < 1g
¢l (p) = X=Xk :¢x211(p)g

n o
c = X=Xk k“-ni Xk mevcut
¢c = fx=(X):¢x2cg
c(p) = fx=(x):jXcilj* ¥ 0; 91 2 C iging
¢c (p) = X=(X):¢x2c(p)

n o
Co = X=Xk :Ii{n xk 10
Cco = X=Xk :E¢x2coQ
co (p) = fx=(xx) : jxj’™ ¥ 0g
¢co (p) = fx=(Xk): Ex2co(p)g

1 3

~ o ~ - Va

1 (p) = xS xdh <1
i (p;f) = fx=(x) @ supy [f ()™ < Lg

Cly(p;F) = Fx=(x) :sup, [F ((EXxG)P < ALg



12 (p; F;0)
Cly (p; F;0)
11 (p; Q)

¢l (p;q)
I (f;0)
¢la (F;q)
ENC)

o (@)

x 2 S (X)
x 2 S (X)
x 2 S (X)
x 2 S (X)
x 2 S (X)
x 2 S (X)
x 2 S (X)

fx 2 S (X)

ssupk [ (@ (i)™ < 1g
tsupy [F (a4 (Ex ) < 1g
ssupy [9 ()™ < g
rsupy [q (Ex)]™ < 1g
ssupy [F (4 (x))] < 1.9
ssup [F (g (¢xi))] < 19
:supiq (X)) < 1.9

g (x) ¥ 0g



3. BAZI DIZI UZAYLARININ SUREKLI VE KOTHE-TEOPLITZ
DUALLERI

Efer (X;g), g paranormu ile paranormlu uzay ise, o zaman X* ile X in surekli
dualini , yani X deki butdn strekli lineer fonksiyonellerin kiimesini gosteririz.
Eder E, x = (Xk) kompleks dizilerinin bir kiimesi ise EY ile E nin genellestirilmis

Kothe-Toeplitz duali

C o5 >
EY= a: axxXk yakansak, her x 2 E icin
1

ile gosterilir.

n > o
l(p)= x=(X): XefP*< A ;1<pk-suppk<d

olmak Uzere 1°(p) uzay-n- belirlemek icin (Maddox, 1968) de bir ¢al-sma yap-ld-.

1 41—
Pk Ok

1968) de 1°(p) nin I(q) ile tan-mlanabilecegi gosterildi. supp, < 1L k-stlamas-,

1, 0 < infpx - suppk < AL saglanmak Uzere Teorem 4 (Maddox,

I(p) nin lineer uzay olmas- icin gerek ve yeter sart olmas-ndan dolay- dogald-r
(Maddox, 1967). Eger M = sup p, yazarsak, (Maddox, 1968) de gésterildigi gibi

I(p) Uzerindeki dogal paranorm

g) = jxig™ "
dir.

Bu cal-smada infpx > 1 k-sitlamas- kald-r-l-p 1°(p) herhangi bir p i¢in 1 < py -
suppx < A olacak sekilde belirlenmistir. 1lk olarak I(p) sadece bir kime olarak

g6zoénune aln-p, 1 < py olarak kabul edilmistir. Boylece IY(p) nin agag-daki sek-

ilde tammmlanan M(p) dizi uzay- oldugu gosterilmigtir. Fi + 4 =1 olmak Uizere

Ok
a= (ax) 2 M(p) , en az bir N > 1 tamsay-s- vard-r dyle ki

> ia
jaj™ NP < A



dur.
Teorem 3.1. Her k i¢cin 1 < pk olsun. O zaman I¥(p) = M(p) dir.
Ispat. a 2 M(p) ve x 2 I(p) olsun.

jbkyid - bi™ + jyij™

esitsizliginden N tamsay-, a 2 M (p) olmak Uzere

-

. . _ N Pk —

JakXk] = -akXk—T -
_ Nre _
_ o - -
- adk -~ _ 1 Pk

- - 5__ + XkN Pk

N Pk

= jaj™ N TR+ N jx

P
elde edilir. Boylece  ayx, mutlak yak-nsak ve M(p) %2 I¥(p) dir.

a2 IY(p) olsun. Bu a 2 M (p) olmas-n- gerektirir aksi taktirde s = 1;2;3;::: i¢in
M :Xjajq(s+1)*'a“ >1
1(s)
olacak sekilde 0 = n(0) < n(1) < n(2) < :: tamsay-lar- belirlenebilir. Notas
yonda sadelik icin ax: px ve gk daki k lar ihmal edilecektir. Ms yi tan-mlayan
toplam, 1(s) = fk:n(sj 1) +1 - k - n(s)g kimesindeki k lar tzerinden al-n-

mak Uzere, 1(s) deki k lar icin k ihmal edilerek
x = (sgna) jaj'i! (s + 1) iIMd?

dizisi tannmlan-rsa,

% . .
axx = akja_tj jag®it (s + 1) mt
— jaquk (S+ 1)iCIk Msil
jaquk (S + 1) i Ok
M

9



olup iki taraftan toplama gegilerek

elde edilir.

¢-kabilir ve

X

Ak Xk

1(s)

Paydadaki ifade

X jaj® (s +1)1%

g i e
Is)  is)Ja (s +1) Pk
Xjaquk (s+ 1)1%

Ms

1(s)

sonlu bir toplam oldugundan sabit olarak d-gar-

1 X< i
- Jak]qk (S +1)|Qk

o)

elde edilir. + + = 1 oldugundan elde edilen qx = 2= degeri yerine yaz-larak,
X

sonugcta

olur.

Ayr-ca,

1(s)

1(s)

Ak Xk

ijj Pk

>

1 . . - -
VR G 1) R
S S)
Mt jaj® (s + 1) TR (s + 1) I
1(s)
MJ Mg (s + 1)t
(s+1)it
X )
axX = (s +1)1!
1(s)
X iai Pk
_@jaquul (S + 1) ik Msi 1_
1(s Ak

i (O iDp idkp i
JakJ ki k(s+1)l kkMSlpk

R
janK (S + l)ipkiqk Msi Pk
1(s)

10



olup,

] 1 1 ] 1 1
M, iP = <— =Mdlve <
OMEC My 0 T s+ )P (s 4+ 1)
gercekleri gbzénine al-narak,
x

jank (S+ l)lkaQK Mslpk - Ms'l(S+ 1)11 jank (S+1)qu
1(s) 1(s)

elde edilir. Ayr-ca g, = Eﬁ* D i = 4'-9'55—‘“‘ =jlij %t oldugundan
MJt(s+ 1)1 jaj* (s+1)i% = Mit(s+1)  jaj(s+1)F (s +1)Fe
1(s) I(s
= MI(s+ D)2 jaf(s+1)"
1(s)
= MG+ 1M

= (s+1)F

olup sonugta

ijjpk — jajq(s+1)'p'qu'p
1(s) I(s)- - > -
- MIE+DT e s+t
1(s
= MiYs+1)i%2 ja'(s+1F
1(s)
= (s+1)i?

elde edilir.
) P
Boylece x 2 | (p) fakat  axXk -raksak olur, buradan a 2 M (p) olmak zorundad-r.

Simdi Teorem 1 den | (p) nin sirekli dualinin cebirsel olarak M(p) oldugu sonucu
¢kar-labilir.

Teorem 3.2. Herk igin 1 < px - suppk < A olsun. O zaman I°(p); M(p) ye

izomorftur.

11



Ispat. k = 1;2;::: olmak Uzere | (p) deki birim vektorleri e, olarak yazal-m. O
P
zaman | (p) deki her x igin x = Xy e, d-r. Buradan 1°(p) deki herhangi bir f
P
icin, f(ex) = ax olmak Uzere f(x) = akXk dr. Teorem 1 den | (p) deki her x

P
icin - axXyx mn yak-nsakl-g- a 2 M (p) olmas-n- gerektirir.

F)
Simdi egger x 2 1 (p) ve herhangi bir a 2 M(p) alrsak Teorem 1 den  akXk
yak-nsak olur ve ac¢-kca | (p) de bir lineer fonksiyonel tan-mlar.

T in lineerli@i, T :1(p) ¥ K olmak Uzere

-

3> X
fxe+y = f Xk +ydex = (K + Y ag
X X
= Xdg +  Yaw = T (x) + F(y)
3 T X >
f (’X) =f S Xk€k = JXkdk = Xkak = f (X)

ile gosterilir.

Teorem 1 deki digtinceyi kullanarak g(x) - 1 olmak Uzere

X - X i X iy i
i M - O Thk &
T JadEN e N e
o i X X
- jaj*Nre +N S
= jauj o N + N
buradan da
> - Hx ™ 11
Xk - jad™ N + N g(x)

P
oldugunu goérmek kolayd-r. Boylece  awXk; I1°(p) de bir eleman tan-mlar. Simdi
I°(p) = ff : £ :1(p) ¥ Kg olmak Uzere T(F) = aile verilen T : I°(p) ¥ M(p)

donusumunun lineer, birebir ve 6rten oldugu ag-kt-r.

P } P P
X2 1(p) vex = X olmak Uzere f(X) = xF(e) = Xiax dr. O zaman

12



Xax kompleks say-s-na yak-nsak ve buradan da a, 2 M (p) dir. Boylece her f

fonksiyoneline karg-l-k M (p) de bir ay elde edilmig olur.

Simdi, 1°(p) ve M (p) Uzerindeki topolojiler bu uzaylar lineer homeomor..k olacak
sekilde tan-mlanarak I°(p) nin tam bir tan-mlamas- verilecektir.
1<infpk - suppk < L 6yleki suppx < A durumunda, I*(p) nin H = sup gk ve

x 2 1(g) olmak Uzere,

-~

33X 1
jxquk

dolal paranormu ile paranormlu | (q) uzay-na homeomor..k oldugunu gésterecegiz.

Ik olarak, M(p) = 1(q) » p = infpkx > 1 oldugunu gozlemleriz. Cinki p > 1
K

olmas-her N > 1 igin 1 < N7 - NEE gerektirir, boylece M (p) = 1(q) dur.

1
n

Tersine, M(p) = 1(q) fakat infpx = 1 ise 0 zaman py, < 1 + = olacak sekilde

ki < ko < i vard-r. Xk dizisini,

8
<1 : k=k,
Xk = _
-0 ; k&ky
ile tannmlayal-m. Bu durumda,
X . Ok
P 1

G
2Pk

olur. Boylece x 2 M (p) i | (q) dur. Bu nedenle p > 1 al-nmal-d-r.

Simdi I°(p) ve M (p) deki topolojileri verelim. 1°(p) de I(p) nin yuvarlar- Uzerindeki
diizguin yak-nsakl-k topolojisini kullan-yoruz; yuvar ile merkezi orjinde olan yuvar-
kastediyoruz. Boylece I1°(p) de f,, ¥ f demek, I(p) nin yuvar-ndaki herhangi bir
x icin £, (xX) ¥ f(x) duzgin demektir.

a2 M(p) ve x 2 I(p) olmak Uzere

<
(a;x) = A Xk

13



olarak yazal-m. O zaman x ler I(p) nin herhangi bir yuvar-nda olmak Uzere, I(p)

deki herhangi bir yuvar icinde M (p) de a®™ ¥ a olmas- su sekilde tan-mlan-r :
i ¢
a® ¥ a _ a®™:x ¥ (a;x) (x, e gore diizgiin)
L limaeq 'a™:x ¥ (a; x)
. P
- limpeg  aiXe = apX:
Bu tan-mlarla 1°(p) ve M(p) nin topolojik lineer uzay olduklar- a¢-kt-r. Hatta T

eorem 2 deki T dondguminun simdi bir homeomor..zm oldugu gorulebilir.

Boylece agsag-daki teorem elde edilmis olur.
Teorem 3.3. 1 <pk - suppk < A ise M(p) ve I°(p) lineer homeomor...ktir.
M(p) = 1(q) iken 1 < inf px durumunda agag-daki teorem elde edilir.

Teorem 3.4. Eger 1 <infpy - suppx < AL ve I(q) kendisinin dogal paranorm

topolojisine sahip ise 1°(p), 1(q) ya lineer homeomor..ktir.

Ispat. H =supgx < 1 ve a 2 1(q) olmak Uzere

3X -
h(a) = jawj™

Ik

olarak yazal-m. Teorem 2 deki T donugumintn iki strekli oldugunu géstermek
P
zorunday-z. Eger a 2 1(q) ve x 2 1(q) i¢in (a;X) =  ayxX, yazarsak asag-dakileri

ispatlamak yeterli olacakt-r:

() Key.. A>0ve" >0 icin, 0 <h(a) < min(L;")(AM + 1) 1! iken

sup fj(a; X)j : X 2 S(K; A)g <™

(i) Key.. A> 1 icin, sup fj(a;x)j : x 2 S(Y; A)g <1 iken

@M - AR

14



(1) ve (ii) deki S(u; A), I(p) de merkezi orjinde ve yar-¢cap- A olan yuvar- tan-mlar.

(1) nin ispat- icin not edelim ki 0 <h(a) <1

JakXk] _ CJad jawj™
- B e i)
hH(a)

olmas-n- gerektirir. Buradan da
- - i .p - .q -H¢
jakxkj - Xkt +jakjhit h
elde edilir.
Boylece 0 < h = h(a) < min(1;")(AM +1)i! iken x 2 S(u; A) icin,
i ¢
jaxd - gM+1h - (AM+1h<"

dur. Gercgekten,

< - X 3x< < _
j@Xi=" ax - jaxd - )™+ jag®hit h

-~

P. . P ™
burada jaxj'* =h" veg(X) =( jxj™)" oldugundan

-~

j(ax)j - Xg+1 h=gM+1 h
ve . -,
g(x) = xj™ T =A
al-rsak
i ¢ i ¢ ¢.
j@xj- 'AM+1 h<'aMa+1'AM 41 gy <
elde ederiz.

(i) yi ispat etmek icin h(a) > 0 alalk-m ve n = 1;2;::: icin
8

= (sgnagjac AP 1-k
n) _ H ) ( - - n)
Xk = hPk

>

=0 . (k> n)
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olmak tzere x(™ 2 S(y; A) kabul edelim. O zaman her n _ 1 igin
sup fj(a;X)j : x 2 S(u; A)g <1

oldugunda

- - X. - X. - - -
j@x) - Xed = jakjjxk]
- .- ; il J_

S ja™ " AR

= Jad

X P
=  jag™Arch'Pc <1
k=1

H
hex

ja ™ Archim <1
k=1
elde edilir.

1 1
Av - Arc oldugundan

jaijIk hin:,'; - Ai‘,f,,‘
k=1

sonucuna var-lr bu da ag-k¢a h(a) < 1 olmas-n- gerektirir, boylece hoe - hw ve
hHEiw) . A
elde edilir ki bu da (ii) demektir.

0 < px - 1 durumunu gézéninde bulunduran Simons (1994) daki konu ile ilgili
sonuglar- ve Teorem 3 U birlestirerek, ki Simons orada 0 < px - 1 olmas~ duru-

munu gdzoénine ald-, en genel durumda I°(p) nin tam bir tan-m- verilebilir.

0 < pk - 1seklinde ki k lar-n kiimesini S ile ve S nin timleyenini de jS olarak
gosterelim. Buradan a = (ay) 2|\l/\| () »
(i) sup jaj™ < 1

k2S

. P ik
(i) Baz- N > 1 tamsay-s~ igin jakj ™ N P« < 1 dur.
k2iS
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Eger S bos ise (i) nin otomatik olarak sagland-g gorulir. Benzer sekilde eger §S
bos ise de saglan-r.

|\?| (p) deki topoloji I(p) deki yuvarlar-n Gzerindeki dizgun yak-nsakl-kla ilgili
N 1 ¢

olarak al-nacakt-r, kesin bir dille; M (p) de a® ¥ a deriz, 'a®™:x ¥ (a:x)

yak-nsamas- x e gore I(p) deki herhangi bir yuvarda dizgindir. Burada

M = max (1; suppk) olmak utzere I(p) Uzerindeki paranorm

> T4
g = jxd™
olarak aln-r. Teorem 2 deki dustinceyle her 2 I°(p), her x 2 I(p) icin a 2M (p)
F)
olmak Gzere f(x) =  axXk olacak sekilde tek olarak gosterilebilir. Buradan

asaghdaki sonug elde edilir.

Teorem 3.5. Efer 0 < px - suppx < A ise o zaman I°(p), M (p) ye lineer

homeomor...ktir.

(Maddox,1968) de co(p) uzay-n-n dualinin karakterizasyonu problemi ortaya konul-
mustur. Simdi bu problemin (Maddox, 1969) daki ¢ozimunu verelim. 1k olarak
biliyoruz ki co(p), jxkj” ¥ 0 olacak sekildeki x dizilerinin uzay-d-r. (pk) n-n s-nar-
ll-g- co(p) nin lineer dizi uzay- olmas- icin gerek ve yeter garttr.
M = max(1;suppk) ile g(x) = supijkj%'K paranormu co(p) yi topolojik lineer
uzay yapar (Maddox, 1968). Simdi cq(p) nin Kdthe-Toeplitz duali olan
n X u o]
Mo(p) =L a: JadNm <1

uzay-n- verelim.

Mo(p) =11 , infpx >0 oldugu kolayca gorilebilir. cg(p) de topoloji olarak co(p)

nin yuvarlar- Gzerindeki diizgun yak-nsakl-k topolojisini alacagz.

Teorem 3.6. px >0 olsun. O zaman c}(p) = Mo(p) dir. sup px < L iken c§(p),

Mo(p) ye izomor..ktir ve ek olarak inf px > 0 iken cg(p), I1’e lineer homeomor...ktir.

P R
Ispat. a 2 Mo(p) ve X 2 co(p) olsun. O zaman baz- N > 1 lericin  jagj NP <
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1 ve boylece yeterince blylk butiin k lar igin jx,j* < N il dolay-siyla béoyle k

lar icin jayXyj - jag N'pii1 d-r. Neticede Mo(p) ¥ ci(p) dir.

Diger taraftan co(p) deki her x icin  axXx nn yak-nsakl-g-a 2 Mo(p) olmas-n-
F)

gerektirir. CUnku diger tlrlt Teorem 1 inispat-ndaki gibi kolayca — akxk -raksak

olacak sekilde bir x 2 co(p) dizisi inga edilebilir. Bu c}(p) = My(p) oldugunu

gosterir.

Simdi suppk < A, co(p) nin lineer topolojik uzay olmas-n- saglar ve ac-ktr Ki
Co(p) deki her f, f(x) = Paka seklinde gosterilebilir. Teoremin ilk k-sm-ndan
a 2 Mo(p) oldugu gorulur. Hatta teoremin ilk k-sm-ndan a 2 Mo(p) oldugunda
akXk, Co(p) Uzerinde lineerdir. N > 1 iken g(x) < N™ olmas- Xk - g(x)

olmas-n- ve boylece de
X X X

JaX - 9(xX)  Jaj+  jay N
1 n=1

il
Pk
olmas-n- gerektirir.

F)
a2 Mo(p) iken  jakXxg] istedigimiz kadar kicik olacak sekilde, yeterince buyuk
n ve yeterince kicguk g (x) secilebilir. Buradan a 2 My(p) oldugunda  axxx n-n

Co(p) de surekli oldugu gorulir. Boylece ¥ ¥ a donusimu lineer, 1:1, ortendir.

Sonug olarak p = inf p, > 0 varsayal-m ve |, deki als-lm-s normu alal-m. Eger
g(x) - Alise vek, jxkj < 1 seklinde isg jxkj - A ve efer jxij . 1ise jxuj” - jxuj™

d-r. Boylece jxkj - B = max A;A% her k icin,

JakXkj - B Jakj

d-r.

Buradan f ¥ a donugumu sureklidir.

Simdi A>1veS (4;A), co(p) de bir yuvar olmak Uzere
sup fj(a; x)j : x 2 S(u; A)g <1

18



oldugunu varsayal-m. Buradan,

x™ = (sgnak)Ap_lk, 1-k-nx"=0k=>n
5 -

olmak Uzere x(k”) 2 S (4;A) dr. Boylece A > 1 oldugundan,

X 4
JajArk - 1
1
X »
jaj - Al

1
dir. Sonu¢ olarak f ¥ a donusimu sureklidir.
Ustelik 0 < infp, - supp, < A iken c§(p) nin
- - X. -
kfk =supfif (X)j: 9 (x) - 1g9= ja

normu ile normlanabildigini gozlemleriz. Bdylece cy(p), l1’e izometrik izomorf

olur.
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4. ¢l (p) ve Ecy(p) UZAYLARININ KOTHE-TOEPLITZ
DUALLERI

Bu k-ssmda Malkowsky taraf-ndan verilen €14 (p) nin al-gllm-g ve mutlak Kothe-
Toeplitz dualleri, @€co(p) nin Kothe-Toeplitz duali ile ilgili teoremleri ve

A 2 (€l1(p); 1) olmas-icin gerek ve yeter sart- veren teoremi verecegiz.
4.1. Kothe-Toeplitz Dualleri

Teorem 4.1.1. Her kesin pozitif p = (p,) dizisi icin

C >
ivi P )
@ (¢l.()” =DP@E =\, a2w:= jaj Nu<1 ,
N=2 8 k=1 j?.l o
o 1 < L _L#il =
®) (¢l (@)™ =DP(p):=, .a2w=supjaj _ Nu <1_,
=< - k.2 j=1 -
P L )
y ) .
(©) (¢co(p))” =D (p) =N[2 a2w:= jaj N'm <1
= k=1 j=1

P
dur. (Key..yj icin akg-lagelmis ~ yi = 0 (m < 1) - kabul ediyoruz.)

=1

Ispat.
(@) DL (p) ¥ (¢11.(p))” olduunu gosterelim.

az2 Dg)(p) ve X 2 ¢lq(p) olsun. N > max f1;supjeEx«j™g secebiliriz. Once,

B T
key.. N > 1 (k= 2;3;:) icin NP _ 1 oldugundan
=1

B S > o, X
NP _1Djag N2 _jajd  jag N _ 0 jay

P W . H,n: P i
olup  jayj N% <1 wa2D} (p) ise  jaj < A oldugunu not edelim.
k j=1 k

X - - X - -
JakXe) = Jak(Xk i X1+ X1)]
k=1 k=1
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X - - . -
= Ja Xk 1 X1 +X4q)

k=1
X - - - - - -
jad (X i Xaj + jXqj)
k=1
X X X
= (a JXk i Xaj ¥jajx1)) =  JajjXe i X+ jak jxi
k=1 k=1 k=1
X X
= Jak JXk i X1 + X4 jak]
k=1 - - k=1
x o= oo X
= jad-  CXim Xy jag
k=1 j=1 k=1
X > <SY X
jaxj NPi +jx1j  jagj< d
k=1 j=1 k=1

dur.

Tersine, (¢I1(p))jyj Ya D(11)(p) oldugunu gosterelim. a 2 D(1l)(p) olsun. O zaman

N > 1 tamsay-lar- igin
X
Jak NP =1
k=1 j=1

L ) o
olur. x, = NP (k=1;2;::) ile x dizisi tan-mlayal-m. O zaman,
i=1

- 4 1
= NP =Nr«

B D G
X @ X =- NPj NP
i=1 i=1

ve buradan _ _

1 Pk

sup jExkj’< =sup NP~ =N
k K

oldugundan x 2 €14 (p) dir. Ayr-ca

X - - X - - . -
JakXk] = Jak] JXk)
k=1 k=1
X Bl
= Jjag] N Pi
k=1 j=1
= 1

P y
oldugundan = jaxxxj = 1 ve buradan a 2 (¢14.(p))" dir.
k=1
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(b) DR (p) ¥ (¢I1(p))jyyj oldugunu gosterelim.

i

a 2 DP(p) ve yukar-daki ispattan x 2 (¢l (p))” = DP(p) olsun. O zaman

baz- N > 1 icin
n #-
X - - X - - . - X - - % _1_ Il - - % _1_
JaXk) = Jak) X = Jak) N s JXkJ N s
k=2 k=2 k=2 i=1 =1
ve burada
X X X
akXk - axmaxby =  (ax):maxbg
k=1 k=2 k=2
oldugundan
2 w #.,3
X o, X L I
jaxid - sup 4jay N®& 5 jxj Nu<1
k=2 k.2 i=1 k=2 j=1
dur.

iyyi

Tersine, (¢14.(p))™ %2 DY (p) oldugunu gosterelim. a 2 DD (p) olsun. O zaman

her N > 1 tamsay-s- igin

"M 1#i1
sup jakj Nei =1

olur. Burada k (m) _ 2 tamsay-lar-nn (k (m)) kesin artan dizisi vard-r oyleki
2
- D Kol
amy 4 meid >m? (m=2:3:)
=1

dir. x dizisini
8- -
X = = Ak (m) I (k =k (m))
-0 k&k(m)) (m=2;3:)

seklinde tan-mlayal-m. O zaman her N _ 2 icin

X L < ) G LS D g LS O
L - - il - - “il .
X N#oo- Ak(m) NP3+ Ak(m) mes
k=1 j=1 m=2 j=1 m=N j=1
DD D keat X
- akm) N Pi + mi2< 1
m=2 j=1 m=N
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buradan x 2 (¢I1(p))jyj ve

X - - X - - . -
JaXy) = Ja) JXk]
k=1 k=1
b S
= ak(m) ak(m) '
m:

N

X

I
ki

buradan da a 2 (¢l4.(p))”” dir.

(© Dél)(p) Ya (¢co(p))jyj oldugunu gosterelim. a 2 Dgl)(p) olsun.
N TR L P

jak) - Jak) NPi N P (k= 2;3;::) oldugundan jak < A dur. x 2 €co(p)

j=1 k=1
olsun. O zaman bir ko tamsay-s- vard-r dyleki sup j&xj’ - N it ki bu durumda
k=Ko

N, Dél)(p) deki say-d-r.

R— i i Pk
M 1r_r?(a_1§01¢xkj
=,
L: =(M+1)N

Ve Yk = XL (k =1;2;:2) ile y dizisini tannmlayal-m. O zaman,

a1 _Px

jeyP< = :¢Xng = jExP L
SUp JEY[™ = sUp jExi] L'
= ML™ =MLi?
= M:(M+1N)i!

M - .
= —Nil<nNi?
M+1

oldugundan sup j¢yj™ - N il elde ederiz ve
k
< X - - <

. . — P - . . .
JakxXa) = akykL™M =Lwm JakYk)
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= Lw Ja) Yk 1 Y1+ Y
k=1
X - - - - - - X - -
Ja Yk 1 Yd + 1yl Jak)
k=1 : : k=1
X o= - 3K
= Jag) - Cyj-+]yi IEN
k=1 Jj=1 k=1

elde edilir. Diger yandan,
sup jeyijPs - N1 8K icin jeyij - N7 oldugundan
k
Jaxd = Jadd NP +]y] Jag< 1
k=1 k=1 j=1 k=1
bulunur.

ivi

Tersine, (Ccy(p)) % Dgl)(p) oldugunu gosterelim.

az Dgl)(p) olsun. O zaman tamsay-lar-n kesin artan (k (s)) dizisi belirlenebilir
oyleki k(1) =1 ve

kE3Ril B a1
Ms := jak] (s+Dm >1 (s=1;2;:)
k=K(s) i=1
dir.
k(%Y1 L B u
Xy = (I+1)r + (s+1)r (k(s) -k -k(s+1)jl;s=1;2;:)
I=1 j=k() i=k(s)
ile x dizisini tan-mlayal-m. Buradan
Sitk(RsRil L bR L SkisRil L X »
e = (+D%+  (s+1)% j I+)% +  (s+1)7
I=1 j=k() i=k() I=1 j=k() i=k(s)

jexd = (s+1)%
olup jex ™ = (Sil) (k(s) -k -k(s+1)jl;s=1;2::) dr. Buradan
X 2 €co(p) ve

(@)
X X s k(»yil o a1
Jaxg = jaxj @ (I+1)" + (s+1) A
k=1 k=1 =1 j=k(I) i=k(s)

1
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X e k(»Ril a X - <! o
= Jjaki (I+D% +  jaj (s+1)n
k=1 I=1 j=k(I) k=1 j=k(s)
>
1=1

s=1

yani a 2 (¢co(p))” dir.
Simdi (Malkowsky, 1989) daki baz- sonuglar~ verelim.

P
Teorem 4.1.2. Her kesin pozitif p = (px) dizisi icin R := v1=k+1 ay(k=1;2;:0)

oldugunda

(€la(p)) =D1(P):=\_  a2w:= & N i yak-nsak ve Nrc jRj < A
N=2 k=1 j=1 k=1

dur.

Ispat. a 2 D4 (p) ve x 2 €l4 (p) alal-m. O zaman N > max f1;sup, j¢x,j’*g
tamsay-s- vard-r. Ayr-ca
X il it X
Xk = i ¢XxjRj +Rn Cx; + X1 ax (nN=1;2;:) @
k=1 i=1 i=1 k=1
ifadesine sahibiz. Ag-kt-r ki (1) de sagdan son terim
M 1 M 1
NP 1) a NP _ ag
Jj=1 j=1
X L X
D ak NP _ ak
k=1  j=1 k=1

oldugundan yak-nsakt-r.

(1) deki sagdan ilk terim N > sup, j&x«j™ D 8k icin jE&xyj < NP oldugundan

x X 4
X £]R;) - NP R < 1
i=1 i=1
P ¥
mutlak yak-nsakt-r. ag N ®i nin yak-nsakl-§-
k=1  j=1
L <
lim Rn NP =0
n¥1 A
=1
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olmas-n- gerektirir.

Tersine, a 2 ((I:Il(p))y olsun. e = (1;:) 2 ¢€li(p) ve
L P P LT
X = N7 2 ¢l4(p) oldugundan ay ve ay N i yak-nsaktr.
i=1 k=1 k=1 j=1
P L
ak N ?i nin yak-nsakl-§-ndan
k=1 j=1
L I
lim R, NP =0
nt
i=1

4]

olur. (1) den 8x 2 €l (p) icin ¢xxRk nn yak-nsakl-gn- elde ederiz. x 2
k=1

¢l (p) olmas- igin gerek ve yeter sart y ‘= €x 2 |4 (p) oldugundan dolay-

P

¢xkRk n-n yak-nsakl-g- R 2 1% (p) yi ifade eder.

k=1
. : " P ° )
Her N > 1 icin M4 (p) :N\_2 a: jagNr« <1 olmak Uzere
Y
1%, (p) = M1 (p) dir. Bu teorem ile N jRyj < 1 dur.
k=1

4.2. Baz~ Matris Dontugsumleri

yazar-z. Verilen bir A matrisi i¢in
brk = @nk T an+1;x (MK =1;2;10)
ile B matrisini tan-mlayal-m.
X;Y w nan iki alt kimesi olsun. (X;Y) ile biutin A matrislerinin ailelerini
gosterelim dyleki Anx = ankXk serisi 8x 2 X (n=1;2;::) icin yakinsak ve

k=1
AX = (AnX) dizisi 8x 2 X i¢in Y dedir.

Lemma 4.2.1. X ve Y lineer dizi uzaylar- olsunlar. ¢Y =fy2w:¢y2Yg

olsun. O zaman,

A20KCY) , B2(X:Y) ve A 2 XY
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ar.

Lemma ve bilinen baz- sonuclar kullan-larak q 2 11 kesin pozitif dizileri icin,
((p); ¢l (q), U ();Eco(q)), (I(p); Ec(qg)) sn-tar-mn karakterizasyonu ver-

ilebilir.
Simdi (¢14 (p);l4) sn+fn-n karakterizasyonunu verelim.

Teorem 4.2.2. Her kesin pozitif p dizisi icin A 2 (€14 (p) ; 11) olmas- icin gerek

ve yeter sart asag-daki U¢ kosulun saglanmas-d-r.

) i = | e I ..
(M) M1 (N):=sup- ank NP _< 1 her N >1igin,
n

k=1 j=1
i} T .
(if) M2 (N) :=sup N pv - ank- <1, N >1icin,
n V= k=v+1

[

-P -
(i) Mz =sup- amx < A:
n k=1

Ispat. Ug kogul saglans-n. O zaman Teorem 2.2. den A, 2 (€14 (p))Y (n = 1;2;::)

dir. Buradan 8x 2 €l4 (p) (n =1;2;::) icin ApX yaknsakt-r. Ayr-ca Teorem

2.2 nin ispat-nda ki gibi sup j&xkj’< < N olacak sekildeki x 2 ¢4 (p) icin
k

X - X - XK X -
- ankXk- = - ak (X i X1+ X)-=-  am Xk i X1) + ankX1-
k=1 :k=1 - - k=1 - k=1
>k - >k -
- o A (X i X)-F X ank-
A 1z -
X > - XK
= 2 ank EXj X ank-
—k=1 Ajzl 0" k=1 -
X o, - XK -
-~ ank NP _+JX1J- anpk-
k=1 j=1 k=1
buradan _ ~ ~ _ ~ _
X - X -X - K -
- aAnkXk- - Nov - ank- T JX1) - Ank-
k=1 v=1 k=v+1 k=1

- M2(N) +jxijMs (n =1;2;:2)
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elde edilir ki bu da Ax 2 |1 demektir.
" #
¥ .
Tersine A 2 (€14 (p);141) olsun. (i) ve (ii) nin gerekliligi xx = NP vee
i=1
nin ¢€l4 (p) de olmas-ndan bulunur. (ii) nin gerekliligini gostermek icin N > 1

icin My (N) = A farz edelim. Burada

X
Chy = ank (nyv=1;2;:0)
k=v+1
ile tan-mlanan C matrisi i¢cin (Lascarides ve Maddox, 1969) daki teoremden her
N > 1 tamsay-s- igin

> 4
A2(1(p);l1) » D(N)=sup jank) NP« < L
n

oldugundan C 2 (11 (p);14) buluruz. Buradan bir x 2 I5 (p) dizisi vard-r dyleki
sup jx,j* =1 ve F CvXy & O (D) dir.
\"

v=1

L
Yv = i Xj + X1 (v =1,2;:2) ile y dizisini tan-mlayal-m. O zaman
i=1

P P P
y 2 ¢|1 (p) ve AnvYv = ChvXy + X1 1 Any & O (1)

v=1 v=1 v=
elde edilir. Buise A 2 (¢14 (p); 1) kabulimiz igin celigkidir. Buradan 8N > 1
icin M, (N) < 4 bulunur.
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5. ¢l4(p; f;q) DIZI UZAYI VE OZELLIKLERI

Bu bélimde &l4(p;T;q) dizi uzay- tan-m- verilerek, lineer paranormlu uzay

oldugu gosterilecek ve baz- kapsama bag-nt-lar- verilecektir.

X; u s+fr elemanl- kompleks (veya reel) lineer uzay ve X = (X;q); q yar-normu ile
yar-normlu bir uzay olsun. X-detgerli diziler uzay-n- S (X) ile gosterelim. S (X);

X = Xk; Y = Yk Ve , bir skaler olmak tzere

X+y = (X¢+Yi)

00 = (xd

seklinde tan-mlanan iglemler alt-nda bir lineer uzayd-r. ¥ herhangi bir modulis
fonksiyonu ve p = (px) pozitif terimli reel artan ve 8k 2 N icin
0 < px <sup px = H sart-n-~ saglayan bir dizi olmak tzere
‘ Ya Ya
Cla(pifio) = x25(X) sup [Fa(Ex]™ < 1
dizi uzay-n- tan-mlayal-m.

Teorem 5.1. €14 (p;T;q) dizi uzay- lineerdir.

Ispat. S (X) lineer uzay ve €l4 (p; f;q) 1 S (X) oldugundan x;y 2 €l4 (p; f;q)

ve _, 1 skalerleri icin _x + 1y 2 ¢€l4 (p; f;q) oldugunu gostermemiz yeterlidir.

51

p = (pk) dizisi ile T ve q fonksiyonlar-nn 6zelliklerinden _, * skalerler olmak tzere
8k 2 N ve Xk; Yk 2 X icin

fE(Q(CCx+ G = FF (4 (L Exi + 1Ey,))g™
£ (1.j g (Ex)) + T (3 a(Cyi))g™
KT (4 (Exi)) + Kof (q(Cyi))g™
C [Kaf (q(&x))IP + C [KoF (a(eyi))I
CKI [f (a(ex))] ™ + CKE [ @(eyi)] ™.
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Burada Ki; K, 2 Z* ve j. ) - Ky %) - K, dir. Egitsizligin her iki taraf-nda k

Uzerinden supremum al-n-rsa,

sup [F (q (®(. % + )Nl - CK{ sup [f (4 (Ex )P + CKY' sup [T (g Sy
< 1

elde edilir. Boylece . xx +1ykx 2 €l4 (p;T;q) oldugu gorular.

Teorem 5.2. 0 <® - P, - H, k=1;2;:: olsun. M = max(1;H) olmak Uzere
¢l, (p; T;q) uzay-
B
g(x) =q(xy)+ sup [f (@(Exi))]™

ile paranormlu uzayd-r.

Ispat. Teoremin ispat- igcin g : €l1(p;f;q) ¥ R fonksiyonunun paranorm

oldugunu gostermeliyiz . Herseyden 6énce her x 2 €14 (p; f;q) icin
pi
90) = (xa)+ sup [ @(@x )W < 1

olmas- g(x) 2 R olmas-n- gerektirir. Simdi £ ve g nun Ozelliklerini dikkate alarak

paranorm sartlar-na bakal-rsa

(1) ¢l4.(p; T; ) uzay-nn s-frn © = (yU; 1; :::) seklindedir. O halde,

9(©) = qu)+ SLip [T (9¢ (k)]
= O+ sup [f O™
= 0
(ii)
0(ix) = a(ixi)+ suplf @i Ex)]™
= JiliaC)+ sup [f (i 1j 9(Ex )™
= q(a)+ supf (@(Ex))]M
= g(x)
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olur.
(iii) 8k 2 N igin X - 1 oldugundan,

gx+y) = q(xa+y)+ sup [F (@(¢ (X + Y
= Q0+ YD)+ SUD IF @04+ Yo i X i Yies )]
a(x1) +a(yw)+ sup [F QO i Xier1) + Ok § YD) DIV
q(x1) +a(y)+ sup [F @O § X)) + F @0k i YierD)) ™

(1) + ay2)+ sup [F @(Ex)M + sup [f @(Ey )™
= g() +9(y).

(iv) €141 (p;f;q) de herhangi bir dizi x = (X,,) ve skalerlerin dizisi de , = (,")
" bir skalerdir. Simdi kabul edelim ki " ¥ _°

E3 E3 Y

olsun. Burada her bir n igin
veg(x" i x°) T 0(n ¥ A)olsun. _ = (,") skaler dizisi yak-nsak oldugundan

8n2 Nicinj. "j - K olacak sekilde bir K pozitif tamsay-s- bulunabilir. O halde,

n,n - 0,0y — nyn - 0,0 £i nn-OO¢OEM"
9 X i .X) = q(bxlu,x1)+§lipfq¢(,xk|bxk

Lo i)+ " i L% qed)

£ i ¢ i- -
+sup Lhia@oq ixe)) +f "5 L0 g0 i xPa)

o

. N Copy
iLMaex) i X&’)+Sl¢p fiNa(ey i xp) ™

Cope

_ £ i- _
+ .02 )+ sup oo %ae i x8ly)

= on; n 0 E n 0 Hox
J. Ja(xq i X1)+Sl¢p KF@eX i Xg)

z z £ iZ - ¢o
+ Lo sup £ L g0 i k) M

k

7 £ i ¢D.Ek?/4

K g(x?ix)+sup fge(xRix) ™
k _

Cape

Z £ - Z
+ .7 5.0 qe)+ sup f N L0 a1 XRay)

Esitsizlikte ortadaki terimin s-fra gittigi ac-kt-r. Ayr-ca g(x" j x°) ¥ 0 olmas-

ilk terimin de s-f-ra gitmesini saglar. Simdi Gglinct terimin de s+f-ra yak-nsad-g-n-
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gosterelim.

Kabul edelim ki bu saglanmas-n. Yani " > 0 olmak tzere (" < 1 kabul ediyoruz)

A £ i_ n 0 0 0 ¢n%‘ n
9o 2Nolsun A "™ § .7 a(Xg, 1 Xkny) M herm =1;2;:: .

=

olsun. Buradam ¥ 1 iken nm;ky ¥ .

0<g - B .1 ve" <1 oldugundan

- - ¢
£ 0000 i ) ¥ herm=1;20

5

elde ederiz. Diger taraftan f surekli oldugundan;

h 3 - - T by

; - 0 0 - 0
Folim ™t 1 Xk

m+1)

bulunur. Bu bir celigkidir. Oyleyse kabuliimiiz yanl-gt-r.

Buradan,
g(."x" i .%% 10

elde edilir. Boylece ispat tamamlanm-g olur.

Teorem 5.3. @ Ve g2 herhangi iki yar-norm ve T herhangi bir modults fonksiyon
olsun. O zaman,

Clo(p;Fa1) N Elo(p; F,02) L Ela(p; Frap +02)
dir.

Ispat. Xx = (Xx) 2 €l1.(p; F;091) \ €l4.(p; F;02) olsun. Her k 2 N icin

[f (@2 + R)(EXN = [F (Qu(Exi) + G2(Exi))]™>
[f QX)) + T (G2(Exi))]™
C [ (a(exi))IP + C [ (q2(Exi))]™

elde ederiz. Burada her iki taraf-n k tGizerinden supremumunu al-rsak,
vl 11
sup [f (@ + @)(ExN* - C sup [f (@(¢x))I* +C sup [F (G2(Exi)™

< 1
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oldugu goralar.
Teorem 5.4. fq; f5;:::; f, herhangi modulus fonksiyonlar- olsun. Bu durumda,

X
Cla(p;fiq) L <Cla(p;  Tisq)

i=1 i=1

dur.

Ispat. Ispat- n =2 icin yapalm. x = (xk) 2 ¢l1.(p; f1;9) \ ¢14.(p; f2; q) olsun.
Her k 2 N igin

[(Fr+ ) g (Ex) = [f1(q(Exi) + T2 (a4 (Exi))™
C [f1 (q (Exi))I™ + C[f2 (q (Exi))I™

olur. k Uzerinden supremum al-rsak,

sup [(fL+ f2)q (Ex)]™ - C sup [f1 (q (Ex))* + C Slip[fz @(ex)* < 1
elde ederiz. Bu da ispat- tamamlar.
Teorem 5.5. Efer g kuvvetli gz ise €l4.(p; F;091) 1 Cla(p; T; g2) dir.

Ispat. g1 kuvvetli gy ise tan-mdan 8» 2 X icin g2(») - Kagi(») olacak sekilde K
pozitif tamsay-s- bulunabilir. Boylece x 2 ¢l (p; T;qy) ise

sup [F(ga(Ex )P - sup [ (Kau(Exi))I-
KH sup [f (Au(Ex))I*
< 1

olur ki bu da x 2 ¢l (p; f;q,) demektir.
Teorem 5.6. T sn-rl- bir modilis fonksiyon ise €l1(q) 1t €14.(f;q) dur.

Ispat. (Xx) 2 €l4(q) olsun. O halde q(¢xx) - M olacak sekilde birM > 0

say-s» mevcuttur. T sn-rl- ve artan oldugundan
fa(exy) - f(M) - K
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yada
fla(exy)) - K

olacak sekilde bir K > 0 say-s vard-r. Bu da (xk) 2 ¢l4.(F;q) demektir. Oyleyse
¢la(q) 1 €12(F;q) dir.

Teorem 5.7. T snrsaz bir modulus fonksiyon ise €14 (f;q) 1 ¢14.(q) dur.

Ispat. T sinrsiz bir modulis fonksiyon olmak tzere aksini kabul edelim. Yani
Cl1(F;q) A ¢l4(q) olsun. Bu durumda (xx) 2 €l (F;q) fakat (xk) 2 ¢l1(q)
olacak gekilde bir (xx) dizisi vardr. (xx) 2 €l1(g) oldugundan pozitif tam-
say-lar-n Oyle bir (kn) alt dizisi bulabiliriz ki 8n 2 N i¢in q(€xy,) . ndir. f

artan oldugundan her n icin
F@(Ex,)) . T(n)

dir. T sinrs-z oldugundan egitsizligin sonucu olarak
sgqpf(q(ftxkn)) =1

dur. Yani (xk) 2 €l4 (f;q) olur. Bu ise bir celigkidir. O halde

Cla(f;q) L ¢la(q)

dur.

Teorem 5.8. p, = O(ry) ve ry = O(py) olsun. O zaman,
Cla(p;fiq) = ¢la(r f;0)

dur.

Ispat. X = (xy) 2 ¢l (p; F;q) olsun. Bu durumda 8k 2 N icin [f (q (¢x,))]™* -
F olacak sekilde F 2 [1; 1) say-s- vard-r. r, = O(py) oldugundan —;‘; - M olacak
sekilde bir M > 0 say-s- vard-r. Buradan,

[F(Q(Exi))™ 5

[F@(Ex))P

FM<a

[f @(Exi))]™
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elde edilir. Sonug olarak sup [f(q(¢x))]™ < A olur. Yani ¢lq(p;f;q) K
k
¢€l4 (r; T; q) dir. Benzer sekilde €14 (r; f;q) 9 €14 (p; T; q) oldugu gosterilebilir.
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