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ÖZET

Bu tez bȩs bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölümde, konunun k¬sa tarihi geli̧simi verildi.

·Ikinci bölümde, çal¬şmam¬z boyunca kullan¬lacak temel kavramlar ve uzaylar¬n

listesi verildi.

Üçüncü bölümde, baz¬ dizi uzaylar¬n¬n sürekli ve Köthe-Toeplitz dualleri verildi.

Dördüncü bölümde, l(p) ve c0(p) uzaylar¬n¬n sürekli ve Köthe-Toeplitz duallerini

belirlemek için yap¬lan baz¬ ara̧st¬rmalar verildi.

Son bölümde, (X; q) yar¬ normlu uzay¬ ve f modulus fonksiyonu kullan¬larak

¢l1(p; f; q) dizi uzay¬n¬n tan¬mlanarak baz¬ kapsama ba¼g¬nt¬lar¬ verildi.

Anahtar Kelimeler: Dizi uzaylar¬, Köthe-Toeplitz duali, modülüs fonksiyonu,

paranormlu uzay, yar¬normlu uzay.
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ABSTRACT

This thesis consists of …ve chapters.

In the …rst chapter, brief historical progress of the subject is given.

In the second chapter, basic concepts and list of spaces that will be used through-

out this study are given.

In the third chapter, continuous and Köthe-Toeplitz duals of some sequence spaces

are given.

In the fourth chapter, some investigations to determine continuous and Köhe-

Toeplitz duals of the spaces l (p) and c0 (p) are given.

In the …nal chapter the de…nition of the sequence space ¢l1 (p; f; q) is given by

using f modulus function and a semi-normed space (X; q). Also, some inclusion

relations are given.

Key Words: sequence spaces, Köthe-Toeplitz duals, modulus function, para-

normed space, seminorm space.
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TEŞEKKÜR
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S·IMGELER D·IZ·IN·I

N : Do¼gal say¬lar kümesi

R : Reel say¬lar kümesi

C : Kompleks say¬lar kümesi

S (X) : X üzerinde tan¬mlanan bütün diziler uzay¬

© : ¢l1(p; f; q) nin s¬f¬r eleman¬

µ : X in s¬f¬r eleman¬

C : max(1; 2H¡1)

H : suppk
kP

k
:

1P
k=1

lim
k

: lim
k!1

sup
k

: sup
k=1;2;:::

v



1. G·IR·IŞ

w tüm x = (xk) dizilerinin oluşturdu¼gu küme olmak üzere s¬n¬rl¬, yak¬nsak ve

(null) s¬f¬ra-yak¬nsak dizilerin kxk1 = supk jxkj normuyla normland¬r¬lm¬ş Ba-

nach uzaylar¬ s¬ras¬yla l1; c; ve c0 ile gösterilir.

K¬zmaz (1981) ¢xk = xk ¡ xk+1 olmak üzere, l1 (¢), c (¢) ve c0 (¢) uzaylar¬n¬

tan¬mlad¬. Bu uzaylar kxk¢ = jx1j+k¢xk1normuyla Banach uzaylar¬d¬r. Uygun

olmas¬ bak¬m¬ndan bu uzaylar ¢l1;¢c;¢c0 ile gösterilip ¢-s¬n¬rl¬, ¢-yak¬nsak ve

¢-null diziler olarak adland¬r¬l¬r. K¬zmaz (1981) bu uzaylar¬n duallerini hesaplad¬

(sürekli duali, ® duali, ¯ duali ve ° duali) ve l1 (¢) veya c (¢) dan l1 veya c

içine matris dönü̧sümleri için gerek ve yeter koşullar¬ belirledi.

Ahmad ve Mursaleen (1987), l1 (p), c (p) ve c0 (p) uzaylar¬n¬ p = (pk) kesin

pozitif say¬lar¬n dizisi olmaküzere¢l1(p);¢c(p) ve¢c0(p) uzaylar¬na genellȩstirdi.

Ahmad ve Mursaleen ayr¬ca bunlar¬n Köthe-Toeplitz duallerini ve ilgili matris

dönü̧sümlerini çal¬̧st¬lar.

Malkowsky (1989) ¢l1(p) nin al¬ş¬lm¬̧s Köthe-Toeplitz dualini ve ¢l1(p), ¢c(p)

ve ¢c0(p) kümelerinin mutlak Köthe-Toeplitz duallerini belirledi. Malkowsky

ayn¬ zamanda (¢l1(p); l1) s¬n¬f¬n¬n bir karakterizasyonunu da verdi.

Adem Ero¼glu l1(p; f; q; s) dizi uzay¬n¬ tan¬mlay¬p baz¬ özelliklerini inceledi.

Bu çal¬şmada ¢l1(p; f; q) dizi uzay¬ tan¬m¬ verilerek bu uzay¬n bir tak¬m özellik-

leri incelenmi̧stir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu k¬s¬mda, çal¬̧smam¬zda kullanaca¼g¬m¬z temel tan¬m, teorem ve ȩsitsizlikleri

verece¼giz.

Tan¬m 2.1. X boş olmayan bir küme ve K kompleks ya da reel say¬lar¬n bir

cismi olsun;

+ : X £X ! X

: : K £X ! X

fonksiyonlar¬ a̧sa¼g¬daki özellikleri sa¼gl¬yorsa, X kümesine K cismi üzerinde bir

vektör uzay¬ (lineer uzay) denir (Maddox, 1970).

8¸; ¹ 2 K ve x; y 2 X için,

1) x+ y = y + x

2) (x+ y) + z = x + (y+ z)

3) 8x 2 X için x+ µ = x olacak şekilde bir µ 2 X vard¬r

4) 8x 2 X için x+ (¡x) = µ olacak şekilde bir (¡x) 2 X vard¬r

5) 1:x = x

6) ¸ (x+ y) = ¸x + ¸y

7) (¸ +¹)x = ¸x +¹x

8) ¸ (¹x) = (¸¹)x

Tan¬m 2.2. X, K cismi üzerinde bir lineer uzay ve Y , X’in boş olmayan bir alt

kümesi olsun. E¼ger her ¸; ¹ 2 K ve x; y 2 Y için ¸x + ¹y 2 Y oluyorsa, Y ’ye

X’in lineer alt uzay¬ denir (Maddox, 1970).

Tan¬m 2.3. X ve Y topolojik uzaylar olsun. f : X ! Y dönüşümüne bir

homeomor…zmdir denir, f; 1:1, örten, tersi ve kendi sürekli olan bir dönüşümse

(Maddox, 1970).

Tan¬m 2.4. X ve Y lineer uzaylar olsun. f : X ! Y lineer, 1:1, örten
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dönü̧sümüne bir izomor…zm denir (Maddox, 1970).

Tan¬m 2.5. X vektör uzay¬ (X; ¿ ) topolojisiyle bir topolojik uzay olsun. E¼ger

(X; ¿ ) da toplam ve çarp¬m fonksiyonlar¬ sürekliyse (X; ¿ ) ya bir topolojik lineer

uzay denir (Maddox, 1970).

Tan¬m 2.6. X kümesi üzerindeki bütün s¬n¬rl¬ lineer fonksiyoneller X ¤ ile gös-

terilir ve X in sürekli duali olarak adland¬r¬l¬r (Maddox, 1970).

Tan¬m 2.7. X, K cismi üzerinde bir lineer uzay olsun. E¼ger;

q : X ! R

fonksiyonu aşa¼g¬daki şartlar¬ sa¼gl¬yorsa, q’ya bir yar¬norm, (X; q)’ya da yar¬normlu

uzay denir (Maddox, 1970).

Her ¸ 2 K ve x; y 2 X için,

(i) q (x) ¸ 0

(ii) q (¸x) = j¸j q (x)
(iii) q (x + y) · q (x) + q (y)

Tan¬m 2.8. X, K cismi üzerinde bir lineer uzay olsun. E¼ger;

g : X ! R

fonksiyonu aşa¼g¬daki şartlar¬ sa¼gl¬yorsa, g’ye paranorm, (X; g)’ye de paranormlu

uzay denir (Maddox, 1974).

(i) g (µ) = 0

(ii) g (x) = g (¡x)
(iii) g (x+ y) · g (x) + g (y)
(iv) ¸0 2 K ve x0 2 X olmak üzere ¸! ¸0 ve g (x¡ x0) ! 0 iken g (¸x ¡ ¸0x0) !
0 d¬r.
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Tan¬m 2.9. Dizilerin herhangi bir X kümesi için, al¬ş¬lm¬ş ve mutlak Köthe-

Toeplitz dualleri,

Xy =

(
a 2 w :

1X

k=1

akxk yak¬nsak, her x 2 E için

)

X jyj =

(
a 2 w :

1X

k=1

jakxkj < 1, her x 2 E için

)

şeklinde tan¬mlan¬r. X yy :=
¡
Xy¢y veX jyyj :=

¡
X jyj¢jyj yazabiliriz (Malkowsky,1989).

Tan¬m 2.10. q1 ve q2,X üzerinde iki yar¬norm olsun. q1’in q2’den kuvvetli olmas¬

için gerek ve yeter şart her u 2 X için,

q2 (u) · Mq1 (u)

olacak şekilde bir M sabitinin var olmas¬d¬r (Butak¬n,1994).

Tan¬m 2.11. X;Y , w n¬n iki alt kümesi olsun. Her x 2 X (n = 1; 2; :::) için

Anx =
P1
k=1 ankxk serisi yak¬nsak ve Ax = (Anx) dizisi her x 2 X için Y de ise,

A = (ank) matrisine X dizi uzay¬ndan Y dizi uzay¬ içine bir dönü̧süm denir ve

A 2 (X;Y ) şeklinde gösterilir (Butak¬n,1994).

Tan¬m 2.12. E¼ger;

f : [0;1) ! [0;1)

fonksiyonu a̧sa¼g¬daki özellikleri sa¼gl¬yorsa f’ye bir modülüs fonksiyonu denir. Her

t; z 2 [0;1) için,

(i) f (t) = 0 , t = 0

(ii) f (t+ z) · f (t) + f (z)
(iii) f artand¬r.

(iv) f; 0’da sa¼gdan süreklidir.

(ii) ve (iv) özelliklerinden dolay¬ f; [0;1) da süreklidir.

f (t) = tr; 0 < r · 1; bir modülüs fonksiyondur (Butak¬n,1994).
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Lemma 2.13. f ve g modülüs fonksiyonlar¬ olsunlar. Bu taktirde f±g, af

(a > 0), f
1+f ve f + g fonksiyonlar¬ da modülüs fonksiyonlard¬r (Butak¬n, 1994).

Eşitsizlikler 2.14.

(i) Herhangi kompleks a, b say¬lar¬ için, 0 < p · 1 olmak üzere;

ja + bjp · jajp + jbjp

ve ak, bk 2 C için 0 < pk ·sup
k
pk =H ve C = max(1 , 2H¡1) olmak üzere;

jak + bkjpk · C fjakjpk + jbkjpkg

d¬r (Butak¬n,1994).

(ii) a; a1; a2; :::; an ¸ 0 ve b; b1; b2; :::; bn ¸ 0 olsun. Bu taktirde; (Maddox, 1970)

(a) p ¸ 1 ise;

Ã
nX

k=1

(ak + bk)
p

!1
p

·
Ã
nX

k=1

apk

!1
p

+

Ã
nX

k=1

bpk

! 1
p

(b) p > 1 , 1
p +

1
q = 1 ise;

nX

k=1

akbk ·
Ã
nX

k=1

apk

! 1
p
Ã
nX

k=1

bqk

!1
q

ayr¬ca
nX

k=1

akbk · max bk
nX

k=1

ak

(c) 0 < p · 1 ise;

nX

k=1

(ak + bk)p ·
nX

k=1

apk+
nX

k=1

bpk

(iii) p > 1 , 1
p +

1
q = 1 , a ¸ 0 , b ¸ 0 olsun. O zaman,

ab · a
p

p
+
bq

q

5



d¬r. Eşitlik ap = bp durumunda vard¬r.

D·IZ·I UZAYLARI L·ISTES·I

w = fx = (xk) : x : N ! K; k ! xkg

l1 = fx = (xk) : supk jxkj <1g

¢l1 = fx = (xk) : supk j¢xkj <1g

l1 (p) = fx = (xk) : supk jxkjpk < 1g

¢l1 (p) = fx = (xk) : ¢x 2 l1 (p)g

c =
n
x = (xk) : lim

k!1
xk mevcut

o

¢c = fx = (xk) : ¢x 2 cg

c (p) = fx = (xk) : jxk ¡ ljpk ! 0; 9l 2 C içing

¢c (p) = fx = (xk) : ¢x 2 c (p)g

c0 =
n
x = (xk) :lim

k
xk ! 0

o

¢c0 = fx = (xk) : ¢x 2 c0g

c0 (p) = fx = (xk) : jxkjpk ! 0g

¢c0 (p) = fx = (xk) : ¢x 2 c0 (p)g

l (p) =
½
x = (xk) :

1P
k=1

jxkj
pk <1

¾

l1 (p; f) = fx = (xk) : supk [f (jxkj)]pk <1g

¢l1 (p; f) = fx = (xk) : supk [f (j¢xkj)]pk <1g
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l1 (p; f; q) = fx 2 S (X) : supk [f (q (xk))]
pk < 1g

¢l1 (p; f; q) = fx 2 S (X) : supk [f (q (¢xk))]
pk < 1g

l1 (p; q) = fx 2 S (X) : supk [q (xk)]
pk < 1g

¢l1 (p; q) = fx 2 S (X) : supk [q (¢xk)]
pk < 1g

l1 (f; q) = fx 2 S (X) : supk [f (q (xk))] <1g

¢l1 (f; q) = fx 2 S (X) : supk [f (q (¢xk))] <1g

l1 (q) = fx 2 S (X) : supk q (xk) <1g

c0 (q) = fx 2 S (X) : q (xk) ! 0g
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3. BAZI D·IZ·I UZAYLARININ SÜREKL·I VE KÖTHE-TEOPL·ITZ

DUALLER·I

E¼ger (X; g), g paranormu ile paranormlu uzay ise, o zaman X ¤ ile X in sürekli

dualini , yani X deki bütün sürekli lineer fonksiyonellerin kümesini gösteririz.

E¼ger E , x = (xk) kompleks dizilerinin bir kümesi ise Ey ile E nin genellȩstirilmiş

Köthe-Toeplitz duali

Ey =

(
a :

1X

1

akxk yak¬nsak, her x 2 E için

)

ile gösterilir.

l (p) =
n
x = (xk) :

X
jxkjpk < 1

o
; 1 < pk · suppk < 1

olmak üzere l¤(p) uzay¬n¬ belirlemek için (Maddox, 1968) de bir çal¬şma yap¬ld¬.

1
pk

+ 1
qk

= 1, 0 < inf pk · suppk < 1 sa¼glanmak üzere Teorem 4 (Maddox,

1968) de l¤(p) nin l(q) ile tan¬mlanabilece¼gi gösterildi. suppk < 1 k¬s¬tlamas¬,

l(p) nin lineer uzay olmas¬ için gerek ve yeter şart olmas¬ndan dolay¬ do¼gald¬r

(Maddox, 1967). E¼ger M = suppk yazarsak, (Maddox, 1968) de gösterildi¼gi gibi

l(p) üzerindeki do¼gal paranorm

g(x) =
³X

jxkjpk
´ 1
M

dir.

Bu çal¬şmada inf pk > 1 k¬s¬tlamas¬ kald¬r¬l¬p l¤(p) herhangi bir p için 1 < pk ·
suppk < 1 olacak şekilde belirlenmiştir. ·Ilk olarak l(p) sadece bir küme olarak

gözönüne al¬n¬p, 1 < pk olarak kabul edilmi̧stir. Böylece ly(p) nin aşa¼g¬daki şek-

ilde tan¬mlanan M(p) dizi uzay¬ oldu¼gu gösterilmiştir. 1
pk

+ 1
qk

= 1 olmak üzere

a = (ak) 2M(p) , en az bir N > 1 tamsay¬s¬ vard¬r öyle ki

X
jakjqkN

¡qk
pk < 1

8



dur.

Teorem 3.1. Her k için 1 < pk olsun. O zaman ly(p) =M (p) dir.

·Ispat. a 2M (p) ve x 2 l(p) olsun.

jbkykj · jbkjqk + jykjpk

ȩsitsizli¼ginden N tamsay¬, a 2M (p) olmak üzere

jakxkj =

¯̄
¯̄
¯akxk

N
1
pk

N
1
pk

¯̄
¯̄
¯

·
¯̄
¯̄ ak
N

1
pk

¯̄
¯̄
qk

+
¯̄
¯xkN

1
pk

¯̄
¯
pk

= jakjqk N¡ qkpk + N jxkjpk

elde edilir. Böylece
P
akxk mutlak yak¬nsak ve M(p) ½ ly(p) dir.

a 2 ly(p) olsun. Bu a 2M (p) olmas¬n¬ gerektirir aksi taktirde s= 1; 2; 3; ::: için

Ms =
X

I(s)

jajq (s+1)
¡q
p > 1

olacak şekilde 0 = n(0) < n (1) < n (2) < ::: tamsay¬lar¬ belirlenebilir. Notas

yonda sadelik için ak; pk ve qk daki k lar ihmal edilecektir. Ms yi tan¬mlayan

toplam, I(s) = fk : n(s¡ 1) + 1 · k · n(s)g kümesindeki k lar üzerinden al¬n-

mak üzere, I(s) deki k lar için k ihmal edilerek

x = (sgna) jajq¡1 (s+ 1)¡qM¡1
s

dizisi tan¬mlan¬rsa,

akxk = ak
jakj
ak

jakjqk¡1 (s+ 1)¡qkM¡1
s

= jakjqk (s+ 1)¡qkM¡1
s

= jakjqk (s+ 1)¡qk

Ms

9



olup iki taraftan toplama geçilerek

X

I(s)

akxk =
X

I(s)

jakjqk (s+1)¡qk
P
I(s) jakjqk (s+ 1)¡

qk
pk

=
X

I(s)

jakjqk (s+ 1)¡qk

Ms

elde edilir. Paydadaki ifade sonlu bir toplam oldu¼gundan sabit olarak d¬şar¬

ç¬kabilir ve
1
Ms

X

I(s)

jakjqk (s+1)¡qk

elde edilir. 1
pk

+ 1
qk

= 1 oldu¼gundan elde edilen qk = pk+qk
pk

de¼geri yerine yaz¬larak,

X

I(s)

akxk =
1
Ms

X

I(s)

jakjqk (s+ 1)
¡pk¡qk
pk

= M¡1
s

X

I(s)

jakjqk (s+ 1)¡
qk
pk (s+ 1)¡1

= M¡1
s Ms (s+ 1)¡1

= (s+ 1)¡1

sonuçta
X

I(s)

akxk = (s+1)¡1

olur.

Ayr¬ca,

X

I(s)

jxkjpk =
X

I(s)

¯̄
¯̄ jakj
ak

jakjqk¡1 (s+ 1)¡qkM¡1
s

¯̄
¯̄
pk

=
X

I(s)

jakj(qk¡1)pk (s+1)¡qkpkM¡pk
s

=
X

I(s)

jajqk (s+ 1)¡pk¡qkM¡pk
s

10



olup,

M¡pk
s =

1
Mpks

<
1
Ms

=M¡1
s ve

1
(s+ 1)pk+qk

<
1

(s+ 1)qk+1

gerçekleri gözönüne al¬narak,

X

I(s)

jajqk (s+ 1)¡pk¡qkM¡pk
s · M¡1

s (s+ 1)¡1
X

I(s)

jajqk (s+1)¡qk

elde edilir. Ayr¬ca qk = pk+qk
pk

) ¡qk = ¡pk¡qk
pk

= ¡1¡ qk
pk

oldu¼gundan

M¡1
s (s+ 1)¡1

X

I(s)

jajqk (s+1)¡qk = M¡1
s (s+ 1)¡1

X

I(s)

jajqk (s+1)¡1 (s+1)¡
qk
pk

= M¡1
s (s+ 1)¡2

X

I(s)

jajqk (s+1)¡
qk
pk

= M¡1
s (s+ 1)¡2Ms

= (s+1)¡2

olup sonuçta

X

I(s)

jxkjpk =
X

I(s)

jajq (s+ 1)¡p¡qM¡p
s

· M¡1
s (s+ 1)¡1

X

I(s)

jajq (s+ 1)¡q

= M¡1
s (s+ 1)¡2

X

I(s)

jajq (s+ 1)
¡q
p

= (s+ 1)¡2

elde edilir.

Böylece x 2 l (p) fakat
P
akxk ¬raksak olur, buradan a 2M (p) olmak zorundad¬r.

Şimdi Teorem 1 den l (p) nin sürekli dualinin cebirsel olarak M(p) oldu¼gu sonucu

ç¬kar¬labilir.

Teorem 3.2. Her k için 1 < pk · suppk < 1 olsun. O zaman l¤(p); M(p) ye

izomorftur.
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·Ispat. k = 1; 2; ::: olmak üzere l (p) deki birim vektörleri ek olarak yazal¬m. O

zaman l (p) deki her x için x =
P
xkek d¬r. Buradan l¤(p) deki herhangi bir f

için, f (ek) = ak olmak üzere f (x) =
P
akxk d¬r. Teorem 1 den l (p) deki her x

için
P
akxk n¬n yak¬nsakl¬¼g¬ a 2M (p) olmas¬n¬ gerektirir.

Şimdi e¼ger x 2 l (p) ve herhangi bir a 2 M (p) al¬rsak Teorem 1 den
P
akxk

yak¬nsak olur ve aç¬kça l (p) de bir lineer fonksiyonel tan¬mlar.

f in lineerli¼gi, f :l(p)!K olmak üzere

f (xk + yk) = f
³X

(xk + yk)ek
´
=

X
(xk + yk) ak

=
X
xkak +

X
ykak = f (xk) + f(yk)

f (¸x) = f
³X

¸xkek
´
=

X
¸xkak = ¸

X
xkak = ¸f (x)

ile gösterilir.

Teorem 1 deki düşünceyi kullanarak g(x) · 1 olmak üzere

X
jakj

jxkj
g(x)

·
X

jakjqkN
¡qk
pk + N

X jxkjpk
gpk(x)

·
X

jakjqkN
¡qk
pk + N

X jxkjpk
jxkjpk

=
X

jakjqkN
¡qk
pk + N

buradan da

¯̄
¯
X
akxk

¯̄
¯ ·

µX
jakjqkN

¡qk
pk + N

¶
g(x)

oldu¼gunu görmek kolayd¬r. Böylece
P
akxk; l¤(p) de bir eleman tan¬mlar. Şimdi

l¤(p) = ff : f : l(p) ! Kg olmak üzere T(f) = a ile verilen T : l¤(p) ! M (p)

dönü̧sümünün lineer, birebir ve örten oldu¼gu aç¬kt¬r.

x 2 l(p) ve x =
P
xkek olmak üzere f (x) =

P
xkf (ek) =

P
xkak d¬r. O zaman
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P
xkak kompleks say¬s¬na yak¬nsak ve buradan da ak 2M (p) dir. Böylece her f

fonksiyoneline kaŗs¬l¬k M (p) de bir ak elde edilmi̧s olur.

Şimdi, l¤(p) veM (p) üzerindeki topolojiler bu uzaylar lineer homeomor…k olacak

şekilde tan¬mlanarak l¤(p) nin tam bir tan¬mlamas¬ verilecektir.

1 < inf pk · suppk < 1 öyleki suppk < 1 durumunda, l¤(p) nin H = sup qk ve

x 2 l (q) olmak üzere, ³X
jxkjqk

´ 1
H

do¼gal paranormu ile paranormlu l (q) uzay¬na homeomor…k oldu¼gunu gösterece¼giz.

·Ilk olarak, M (p) = l (q) , p = inf pk > 1 oldu¼gunu gözlemleriz. Çünkü p > 1

olmas¬ her N > 1 için 1 < N
qk
pk · N 1

p¡1 i gerektirir, böylece M (p) = l (q) dur.

Tersine, M (p) = l (q) fakat inf pk = 1 ise o zaman pkn < 1 + 1
n olacak şekilde

k1 < k2 < ::: vard¬r. xk dizisini,

xk =

8
<
:

1 ; k = kn

0 ; k 6= kn

ile tan¬mlayal¬m. Bu durumda,

X jxkjqk

2
qk
pk

< 1

olur. Böylece x 2M (p) ¡ l (q) dur. Bu nedenle p > 1 al¬nmal¬d¬r.

Şimdi l¤(p) veM(p) deki topolojileri verelim. l¤(p) de l(p) nin yuvarlar¬ üzerindeki

düzgün yak¬nsakl¬k topolojisini kullan¬yoruz; yuvar ile merkezi orjinde olan yuvar¬

kastediyoruz. Böylece l¤(p) de fn ! f demek, l(p) nin yuvar¬ndaki herhangi bir

x için fn (x) ! f (x) düzgün demektir.

a 2M (p) ve x 2 l(p) olmak üzere

(a; x) =
X
akxk

13



olarak yazal¬m. O zaman x ler l(p) nin herhangi bir yuvar¬nda olmak üzere, l(p)

deki herhangi bir yuvar içinde M (p) de a(n) ! a olmas¬ şu şekilde tan¬mlan¬r :

a(n) ! a ,
¡
a(n); x

¢
! (a; x) (x, e göre düzgün)

, limn!1
¡
a(n); x

¢
! (a; x)

, limn!1
P
ankxk =

P
akxk:

Bu tan¬mlarla l¤(p) ve M(p) nin topolojik lineer uzay olduklar¬ aç¬kt¬r. Hatta T

eorem 2 deki T dönü̧sümünün şimdi bir homeomor…zm oldu¼gu görülebilir.

Böylece aşa¼g¬daki teorem elde edilmi̧s olur.

Teorem 3.3. 1 < pk · suppk < 1 ise M(p) ve l¤(p) lineer homeomor…ktir.

M (p) = l(q) iken 1 < inf pk durumunda aşa¼g¬daki teorem elde edilir.

Teorem 3.4. E¼ger 1 < inf pk · sup pk < 1 ve l(q) kendisinin do¼gal paranorm

topolojisine sahip ise l¤(p), l(q) ya lineer homeomor…ktir.

·Ispat. H = sup qk <1 ve a 2 l(q) olmak üzere

h(a) =
³X

jakjqk
´ 1
H

olarak yazal¬m. Teorem 2 deki T dönüşümünün iki sürekli oldu¼gunu göstermek

zorunday¬z. E¼ger a 2 l(q) ve x 2 l(q) için (a; x) =
P
akxk yazarsak aşa¼g¬dakileri

ispatlamak yeterli olacakt¬r:

(i) Key… A > 0 ve " > 0 için, 0 < h(a) < min(1; ")(AM +1)¡1 iken

sup fj(a; x)j : x 2 S(µ; A)g < ":

(ii) Key… A > 1 için, sup fj(a; x)j : x 2 S(µ; A)g < 1 iken

[h(a)]H(M¡1) · A¡1:

14



(i) ve (ii) deki S(µ; A), l(p) de merkezi orjinde ve yar¬çap¬ A olan yuvar¬ tan¬mlar.

(i) nin ispat¬ için not edelim ki 0 < h(a) < 1

jakxkj
h(a)

= jxkj
jakj
h(a)

· jxkjpk +
jakjqk
hqk(a)

· jxkjpk +
jakjqk
hH(a)

= jxkjpk + jakjqk h¡H(a)

olmas¬n¬ gerektirir. Buradan da

jakxkj ·
¡
jxkjpk + jakjqk h¡H

¢
h

elde edilir.

Böylece 0 < h = h(a) <min(1; ")(AM +1)¡1 iken x 2 S(µ; A) için,

jakxkj ·
¡
gM +1

¢
h · (AM + 1)h < "

dur. Gerçekten,

j(a; x)j =
¯̄
¯
X
akxk

¯̄
¯ ·

X
jakxkj ·

³X
jxkjpk +

X
jakjqk h¡H

´
h

burada
P jakjqk = hH ve g (x) = (

P jxkjpk)M oldu¼gundan

j(a; x)j ·
³X

jxkjpk + 1
´
h =

¡
gM + 1

¢
h

ve

g (x) =
³X

jxkjpk
´ 1
M = A

al¬rsak

j(a; x)j ·
¡
AM + 1

¢
h <

¡
AM + 1

¢¡
AM +1

¢¡1 (1; ") < "

elde ederiz.

(ii) yi ispat etmek için h(a) > 0 alal¬m ve n = 1; 2; ::: için

x(n)k =

8
><
>:

(sgnak)jakjqk¡1A
1
pk

h
H
pk

; (1 · k · n)

0 ; (k > n)
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olmak üzere x(n) 2 S(µ; A) kabul edelim. O zaman her n ¸ 1 için

sup fj(a; x)j : x 2 S(µ; A)g < 1

oldu¼gunda

j(a; x)j ·
X

jxkj =
X

jakj jxkj

=
X

jakj
jakj
jakj jakj

qk¡1A
1
pk

h
H
pk

=
nX

k=1

jakjqk A
1
pk h¡

H
pk < 1

nX

k=1

jakjqk A
1
pk h¡

H
pk < 1

elde edilir.

A 1
M · A

1
pk oldu¼gundan

1X

k=1

jakjqk h¡
H
pk · A¡ 1

M

sonucuna var¬l¬r bu da aç¬kça h(a) < 1 olmas¬n¬ gerektirir, böylece h
1
pk · h 1

M ve

hH(1¡
1
M) · A¡1

M

elde edilir ki bu da (ii) demektir.

0 < pk · 1 durumunu gözönünde bulunduran Simons (1994) daki konu ile ilgili

sonuçlar¬ ve Teorem 3 ü birlȩstirerek, ki Simons orada 0 < pk · 1 olmas¬ duru-

munu gözönüne ald¬, en genel durumda l¤(p) nin tam bir tan¬m¬ verilebilir.

0 < pk · 1 şeklinde ki k lar¬n kümesini S ile ve S nin tümleyenini de ¡S olarak

gösterelim. Buradan a = (ak) 2 ^
M (p) ,

(i) sup
k2S

jakjpk < 1;

(ii) Baz¬ N > 1 tamsay¬s¬ için
P
k2¡S

jakjqkN
¡qk
pk <1 dur.
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E¼ger S boş ise (i) nin otomatik olarak sa¼gland¬¼g¬ görülür. Benzer şekilde e¼ger ¡S
boş ise de sa¼glan¬r.

^
M (p) deki topoloji l(p) deki yuvarlar¬n üzerindeki düzgün yak¬nsakl¬kla ilgili

olarak al¬nacakt¬r, kesin bir dille;
^
M (p) de a(n) ! a deriz,

¡
a(n); x

¢
! (a; x)

yak¬nsamas¬ x e göre l(p) deki herhangi bir yuvarda düzgündür. Burada

M = max (1; suppk) olmak üzere l(p) üzerindeki paranorm

g(x) =
³X

jxkjpk
´ 1
M

olarak al¬n¬r. Teorem 2 deki düşünceyle her f 2 l¤(p), her x 2 l(p) için a 2
^
M (p)

olmak üzere f(x) =
P
akxk olacak şekilde tek olarak gösterilebilir. Buradan

aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Teorem 3.5. E¼ger 0 < pk · sup pk < 1 ise o zaman l¤(p),
^
M (p) ye lineer

homeomor…ktir.

(Maddox,1968) de c0(p) uzay¬n¬n dualinin karakterizasyonu problemi ortaya konul-

muştur. Şimdi bu problemin (Maddox, 1969) daki çözümünü verelim. ·Ilk olarak

biliyoruz ki c0(p), jxkjpk ! 0 olacak şekildeki x dizilerinin uzay¬d¬r. (pk) n¬n s¬n¬r-

l¬l¬¼g¬ c0(p) nin lineer dizi uzay¬ olmas¬ için gerek ve yeter şartt¬r.

M = max(1; sup pk) ile g(x) = supk jxkj
pk
M paranormu c0(p) yi topolojik lineer

uzay yapar (Maddox, 1968). Şimdi c0(p) nin Köthe-Toeplitz duali olan

M0(p) = [
N>1

n
a :

X
jakjN

¡1
pk < 1

o

uzay¬n¬ verelim.

M0(p) = l1 , inf pk > 0 oldu¼gu kolayca görülebilir. c¤0(p) de topoloji olarak c0(p)

nin yuvarlar¬ üzerindeki düzgün yak¬nsakl¬k topolojisini alaca¼g¬z.

Teorem 3.6. pk > 0 olsun. O zaman cy0(p) =M0(p) dir. sup pk <1 iken c¤0(p),

M0(p) ye izomor…ktir ve ek olarak inf pk > 0 iken c¤0(p), l1’e lineer homeomor…ktir.

·Ispat. a 2M0(p) ve x 2 c0(p) olsun. O zaman baz¬ N > 1 ler için
P jakjN

¡1
pk <
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1 ve böylece yeterince büyük bütün k lar için jxkjpk < N¡1 dolay¬s¬yla böyle k

lar için jakxkj · jakjN
¡1
pk d¬r. Neticede M0(p) ½ cy0(p) dir.

Di¼ger taraftan c0(p) deki her x için
P
akxk n¬n yak¬nsakl¬¼g¬ a 2M0(p) olmas¬n¬

gerektirir. Çünkü di¼ger türlü Teorem 1 in ispat¬ndaki gibi kolayca
P
akxk ¬raksak

olacak şekilde bir x 2 c0(p) dizisi inşa edilebilir. Bu cy0(p) = M0(p) oldu¼gunu

gösterir.

Şimdi suppk < 1 , c0(p) nin lineer topolojik uzay olmas¬n¬ sa¼glar ve aç¬kt¬r ki

c¤0(p) deki her f, f(x) =
P
akxk şeklinde gösterilebilir. Teoremin ilk k¬sm¬ndan

a 2 M0(p) oldu¼gu görülür. Hatta teoremin ilk k¬sm¬ndan a 2 M0(p) oldu¼gunda
P
akxk, c0(p) üzerinde lineerdir. N > 1 iken g(x) < N

¡1
M olmas¬ jxkj · g(x)

olmas¬n¬ ve böylece de

X
jakxkj · g (x)

nX

1

jakj +
1X

n=1

jakjN
¡1
pk

olmas¬n¬ gerektirir.

a 2M0(p) iken
P jakxkj istedi¼gimiz kadar küçük olacak şekilde, yeterince büyük

n ve yeterince küçük g (x) seçilebilir. Buradan a 2M0(p) oldu¼gunda
P
akxk n¬n

c0(p) de sürekli oldu¼gu görülür. Böylece f ! a dönüşümü lineer, 1:1, örtendir.

Sonuç olarak p = inf pk > 0 varsayal¬m ve l1 deki al¬ş¬lm¬̧s normu alal¬m. E¼ger

g (x) · A ise ve k, jxkj< 1 şeklinde ise jxkj · A ve e¼ger jxkj ¸ 1 ise jxkjp · jxkjpk

d¬r. Böylece jxkj ·B = max
³
A;A

M
p

´
her k için,

X
jakxkj · B

X
jakj

d¬r.

Buradan f ! a dönüşümü süreklidir.

Şimdi A > 1 ve S (µ; A), c0(p) de bir yuvar olmak üzere

sup fj(a; x)j : x 2 S(µ; A)g < 1
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oldu¼gunu varsayal¬m. Buradan,

x(n)k = (sgnak)A
1
pk , 1 · k · n; x(n)k = 0, k > n

olmak üzere
³
x(n)k

´
2 S (µ; A) d¬r. Böylece A > 1 oldu¼gundan,

1X

1

jakjA
1
pk · 1;

1X

1

jakj · A¡
1
M

dir. Sonuç olarak f ! a dönüşümü süreklidir.

Üstelik 0 < inf pk · suppk < 1 iken c¤0(p) nin

kfk = supfjf (x)j : g (x) · 1g =
X

jakj

normu ile normlanabildi¼gini gözlemleriz. Böylece c¤0(p), l1’e izometrik izomorf

olur.
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4. ¢l1(p) ve ¢c0(p) UZAYLARININ KÖTHE-TOEPL·ITZ

DUALLER·I

Bu k¬s¬mda Malkowsky taraf¬ndan verilen ¢l1(p) nin al¬ş¬lm¬ş ve mutlak Köthe-

Toeplitz dualleri, ¢c0(p) nin Köthe-Toeplitz duali ile ilgili teoremleri ve

A 2 (¢l1(p); l1) olmas¬ için gerek ve yeter şart¬ veren teoremi verece¼giz.

4.1. Köthe-Toeplitz Dualleri

Teorem 4.1.1. Her kesin pozitif p = (pk) dizisi için

(a) (¢l1(p))
jyj

= D(1)
1 (p) :=

1
\
N=2

(
a 2 w :=

1P
k=1

jakj
k¡1P
j=1
N

1
pj < 1

)
,

(b) (¢l1(p))
jyyj

=D(2)
1 (p) :=

1[
N=2

8
<
:a 2 w :=sup

k 2̧
jakj

"
k¡1P
j=1
N

1
pj

#¡1
< 1

9
=
;,

(c) (¢c0(p))
jyj

=D(1)
0 (p) =

1[
N=2

(
a 2 w :=

1P
k=1

jakj
k¡1P
j=1
N¡ 1

pj < 1
)

dur. (Key… yi için al¬ş¬lagelmiş
mP
j=1
yi = 0 (m < 1) ¬ kabul ediyoruz.)

·Ispat.

(a) D(1)
1 (p) ½ (¢l1(p))

jyj
oldu¼gunu gösterelim.

a 2 D(1)
1 (p) ve x 2 ¢l1(p) olsun. N > max f1; sup j¢xkjpkg seçebiliriz. Önce,

key… N > 1 (k = 2; 3; :::) için
k¡1P
j=1
N

1
pj ¸ 1 oldu¼gundan

k¡1X

j=1

N
1
pj ¸ 1 ) jakj

k¡1X

j=1

N
1
pj ¸ jakj )

X

k

jakj
k¡1X

j=1

N
1
pj ¸

X

k

jakj

olup
P
k

jakj
k¡1P
j=1
N

1
pj <1 ve a 2 D(1)

1 (p) ise
P
k

jakj < 1 oldu¼gunu not edelim.

1X

k=1

jakxkj =
1X

k=1

jak(xk ¡ x1 + x1)j
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=
1X

k=1

jakj jxk ¡ x1 + x1j

·
1X

k=1

jakj (jxk ¡ x1j + jx1j)

=
1X

k=1

(jakj jxk ¡ x1j + jakj jx1j) =
1X

k=1

jakj jxk ¡ x1j+
1X

k=1

jakj jx1j

=
1X

k=1

jakj jxk ¡ x1j + jx1j
1X

k=1

jakj

=
1X

k=1

jakj
¯̄
¯̄
¯
k¡1X

j=1

¢xj

¯̄
¯̄
¯ + jx1j

1X

k=1

jakj

·
1X

k=1

jakj
k¡1X

j=1

N
1
pj + jx1j

1X

k=1

jakj< 1

dur.

Tersine, (¢l1(p))
jyj ½ D(1)

1 (p) oldu¼gunu gösterelim. a =2 D(1)
1 (p) olsun. O zaman

N > 1 tamsay¬lar¬ için
1X

k=1

jakj
k¡1X

j=1

N
1
pj = 1

olur. xk =
k¡1P
j=1
N

1
pj (k = 1; 2; :::) ile x dizisi tan¬mlayal¬m. O zaman,

jxk ¡ xk+1j =
¯̄
¯̄
¯

k¡1X

j=1

N
1
pj¡

kX

j=1

N
1
pj

¯̄
¯̄
¯ =

¯̄
¯¡N

1
pk

¯̄
¯ = N

1
pk

ve buradan

sup
k

j¢xkjpk =sup
k

¯̄
¯N

1
pk

¯̄
¯
pk

= N

oldu¼gundan x 2 ¢l1(p) dir. Ayr¬ca

1X

k=1

jakxkj =
1X

k=1

jakj jxkj

=
1X

k=1

jakj
k¡1X

j=1

N
1
pj

= 1

oldu¼gundan
1P
k=1

jakxkj = 1 ve buradan a =2 (¢l1(p))
jyj

dir.
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(b) D(2)
1 (p) ½ (¢l1(p))

jyyj
oldu¼gunu gösterelim.

a 2 D(2)
1 (p) ve yukar¬daki ispattan x 2 (¢l1(p))

jyj
= D(1)

1 (p) olsun. O zaman

baz¬ N > 1 için

1X

k=2

jakxkj =
1X

k=2

jakj jxkj =
1X

k=2

jakj
"
k¡1X

j=1

N
1
pj

#¡1
jxkj

k¡1X

j=1

N
1
pj

ve burada
1X

k=1

akxk ·
1X

k=2

akmax bk =
1X

k=2

(ak) :max bk

oldu¼gundan

1X

k=2

jakxkj ·sup
k¸2

2
4jakj

"
k¡1X

j=1

N
1
pj

#¡13
5

1X

k=2

jxkj
k¡1X

j=1

N
1
pj <1

dur.

Tersine, (¢l1(p))
jyyj ½ D(2)

1 (p) oldu¼gunu gösterelim. a =2 D(2)
1 (p) olsun. O zaman

her N > 1 tamsay¬s¬ için

sup
k¸2

jakj
"
k¡1X

j=1

N
1
pj

#¡1
= 1

olur. Burada k (m) ¸ 2 tamsay¬lar¬n¬n (k (m)) kesin artan dizisi vard¬r öyleki

¯̄
ak(m)

¯̄
2
4
k(m)¡1X

j=1

m
1
pj

3
5
¡1

>m2 (m = 2; 3; :::)

dir. x dizisini

xk :=

8
<
:

¯̄
ak(m)

¯̄¡1 (k = k (m))

0 (k 6= k (m)) (m = 2; 3; :::)

şeklinde tan¬mlayal¬m. O zaman her N ¸ 2 için

1X

k=1

jxkj
k¡1X

j=1

N
1
pj ·

N¡1X

m=2

¯̄
ak(m)

¯̄¡1 k(m)¡1X

j=1

N
1
pj+

1X

m=N

¯̄
ak(m)

¯̄¡1 k(m)¡1X

j=1

m
1
pj

·
N¡1X

m=2

¯̄
ak(m)

¯̄¡1 k(m)¡1X

j=1

N
1
pj+

1X

m=N

m¡2 < 1
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buradan x 2 (¢l1(p))
jyj

ve

1X

k=1

jakxkj =
1X

k=1

jakj jxkj

=
1X

m=2

¯̄
ak(m)

¯̄ ¯̄
ak(m)

¯̄¡1

=
1X

N=2

1

= 1

buradan da a =2 (¢l1(p))
jyyj

dir.

(c) D(1)
0 (p) ½ (¢c0(p))

jyj
oldu¼gunu gösterelim. a 2 D(1)

0 (p) olsun.

jakj · jakjN
1
pj
k¡1P
j=1
N¡ 1

pj (k = 2; 3; :::) oldu¼gundan
1P
k=1

jakj < 1 dur. x 2 ¢c0(p)

olsun. O zaman bir k0 tamsay¬s¬ vard¬r öyleki sup
k>k0

j¢xkjpk · N¡1 ki bu durumda

N , D(1)
0 (p) deki say¬d¬r.

M : = max
1·k·k0

j¢xkjpk

m : = min
1·k·k0

pk

L : = (M + 1)N

ve yk = xkL
¡1
m (k = 1; 2; :::) ile y dizisini tan¬mlayal¬m. O zaman,

j¢yjpk =
¯̄
¯¢xkL

¡1
m

¯̄
¯
pk

= j¢xkjpk L
¡pk
m

sup
k

j¢yjpk = sup
k

³
j¢xkjL

¡pk
m

´

= ML
¡m
m =ML¡1

= M: ((M + 1)N)¡1

=
M
M + 1

N¡1 < N¡1

oldu¼gundan sup
k

j¢yjpk ·N¡1 elde ederiz ve

1X

k=1

jakxkj =
1X

k=1

¯̄
¯akykL

1
M

¯̄
¯ = L 1

M

1X

k=1

jakykj
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= L 1
M

1X

k=1

jakj jyk ¡ y1+ y1j

·
1X

k=1

jakj jyk ¡ y1j + jy1j
1X

k=1

jakj

=
1X

k=1

jakj
¯̄
¯̄
¯
k¡1X

j=1

¢yj

¯̄
¯̄
¯ + jy1j

1X

k=1

jakj

elde edilir. Di¼ger yandan,

sup
k

j¢ykjpk · N¡1 ) 8k için j¢ykj · N
¡1
pk oldu¼gundan

1X

k=1

jakxkj =
1X

k=1

jakj
k¡1X

j=1

N
¡1
pj + jy1j

1X

k=1

jakj < 1

bulunur.

Tersine, (¢c0(p))
jyj ½ D(1)

0 (p) oldu¼gunu gösterelim.

a =2 D(1)
0 (p) olsun. O zaman tamsay¬lar¬n kesin artan (k (s)) dizisi belirlenebilir

öyleki k (1) = 1 ve

Ms :=
k(s+1)¡1X

k=k(s)

jakj
k¡1X

j=1

(s+ 1)
¡1
pj > 1 (s= 1; 2; :::)

dir.

xk :=
s¡1X

l=1

k(l+1)¡1X

j=k(l)

(l +1)
¡1
pj +

k¡1X

j=k(s)

(s+ 1)
¡1
pj (k (s) · k · k (s+ 1)¡ 1; s = 1; 2; :::)

ile x dizisini tan¬mlayal¬m. Buradan

j¢xkj =
s¡1X

l=1

k(l+1)¡1X

j=k(l)

(l+ 1)
¡1
pj +

k¡1X

j=k(s)

(s+ 1)
¡1
pj ¡

s¡1X

l=1

k(l+1)¡1X

j=k(l)

(l + 1)
¡1
pj +

kX

j=k(s)

(s+1)
¡1
pj

j¢xkj = (s+ 1)
¡1
pk

olup j¢xkjpk = 1
(s+1) (k (s) · k · k (s+1) ¡ 1; s= 1; 2; :::) d¬r. Buradan

x 2 ¢c0(p) ve

1X

k=1

jakxkj =
1X

k=1

jakj

0
@
s¡1X

l=1

k(l+1)¡1X

j=k(l)

(l + 1)
¡1
pj +

k¡1X

j=k(s)

(s+1)
¡1
pj

1
A
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=
1X

k=1

jakj
s¡1X

l=1

k(l+1)¡1X

j=k(l)

(l + 1)
¡1
pj +

1X

k=1

jakj
k¡1X

j=k(s)

(s+ 1)
¡1
pj

¸
1X
1

s=1

= 1

yani a =2 (¢c0(p))
jyj

dir.

Şimdi (Malkowsky, 1989) daki baz¬ sonuçlar¬ verelim.

Teorem 4.1.2. Her kesin pozitif p = (pk) dizisi içinRk :=
P1
v=k+1 av (k = 1; 2; :::)

oldu¼gunda

(¢l1(p))
y
=D1 (p) :=

1\
N=2

(
a 2 w :=

1X

k=1

ak
k¡1X

j=1

N
1
pj yak¬nsak ve

1X

k=1

N
1
pk jRkj < 1

)

dur.

·Ispat. a 2 D1 (p) ve x 2 ¢l1(p) alal¬m. O zaman N > max f1; supk j¢xkjpkg
tamsay¬s¬ vard¬r. Ayr¬ca

nX

k=1

akxk = ¡
n¡1X

j=1

¢xjRj +Rn
n¡1X

j=1

¢xj + x1
nX

k=1

ak (n = 1; 2; :::) (1)

ifadesine sahibiz. Aç¬kt¬r ki (1) de sa¼gdan son terim
k¡1X

j=1

N
1
pj ¸ 1 ) ak

k¡1X

j=1

N
1
pj ¸ ak

)
1X

k=1

ak
k¡1X

j=1

N
1
pj ¸

1X

k=1

ak

oldu¼gundan yak¬nsakt¬r.

(1) deki sa¼gdan ilk terim N > supk j¢xkjpk ) 8k için j¢xkj < N
1
pk oldu¼gundan

1X

j=1

j¢xjj £ jRjj ·
1X

j=1

N
1
pj jRjj <1

mutlak yak¬nsakt¬r.
1P
k=1
ak
k¡1P
j=1
N

1
pj nin yak¬nsakl¬¼g¬

lim
n!1

Rn
k¡1X

j=1

N
1
pj = 0
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olmas¬n¬ gerektirir.

Tersine, a 2 (¢l1(p))
y

olsun. e = (1; 1; :::) 2 ¢l1(p) ve

x =

"
k¡1P
j=1
N

1
pj

#
2 ¢l1(p) oldu¼gundan

1P
k=1
ak ve

1P
k=1
ak
k¡1P
j=1
N

1
pj yak¬nsakt¬r.

1P
k=1
ak
k¡1P
j=1
N

1
pj nin yak¬nsakl¬¼g¬ndan

lim
n!1

Rn
k¡1X

j=1

N
1
pj = 0

olur. (1) den 8x 2 ¢l1(p) için
1P
k=1

¢xkRk n¬n yak¬nsakl¬¼g¬n¬ elde ederiz. x 2
¢l1(p) olmas¬ için gerek ve yeter şart y := ¢x 2 l1(p) oldu¼gundan dolay¬
1P
k=1

¢xkRk n¬n yak¬nsakl¬¼g¬ R 2 ly1 (p) yi ifade eder.

Her N > 1 için M1 (p) =
1\
N=2

n
a :

P jakjN
1
pk < 1

o
olmak üzere

ly1 (p) = M1 (p) dir. Bu teorem ile
1P
k=1
N

1
pk jRkj <1 dur.

4.2. Baz¬ Matris Dönüşümleri

Key… A = (ank) kompleks matrisi için, A n¬n n: sat¬rdaki dizisi için An = ank

yazar¬z. Verilen bir A matrisi için

bnk = ank ¡ an+1;k (n; k = 1; 2; :::)

ile B matrisini tan¬mlayal¬m.

X;Y w n¬n iki alt kümesi olsun. (X;Y ) ile bütün A matrislerinin ailelerini

gösterelim öyleki Anx =
1P
k=1
ankxk serisi 8x 2 X (n = 1; 2; :::) için yak¬nsak ve

Ax = (Anx) dizisi 8x 2 X için Y dedir.

Lemma 4.2.1. X ve Y lineer dizi uzaylar¬ olsunlar. ¢Y = fy 2 w : ¢y 2 Y g
olsun. O zaman,

A 2 (X;¢Y ) , B 2 (X;Y ) ve A1 2 Xy
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d¬r.

Lemma ve bilinen baz¬ sonuçlar kullan¬larak q 2 l1 kesin pozitif dizileri için,

(l (p) ;¢l1 (q)), (l (p) ;¢c0 (q)), (l (p) ;¢c (q)) s¬n¬‡ar¬n¬n karakterizasyonu ver-

ilebilir.

Şimdi (¢l1 (p) ; l1) s¬n¬f¬n¬n karakterizasyonunu verelim.

Teorem 4.2.2. Her kesin pozitif p dizisi için A 2 (¢l1 (p) ; l1) olmas¬ için gerek

ve yeter şart aşa¼g¬daki üç koşulun sa¼glanmas¬d¬r.

(i) M1 (N) :=sup
n

¯̄
¯̄
¯
1P
k=1
ank

k¡1P
j=1
N

1
pj

¯̄
¯̄
¯ < 1 her N > 1 için,

(ii) M2 (N) :=sup
n

· 1P
v=1
N

1
pv

¯̄
¯̄ 1P
k=v+1

ank
¯̄
¯̄
¸
<1, N > 1 için,

(iii) M3 =sup
n

¯̄
¯̄ 1P
k=1
ank

¯̄
¯̄ < 1:

·Ispat. Üç koşul sa¼glans¬n. O zaman Teorem 2.2. denAn 2 (¢l1 (p))y (n = 1; 2; :::)

dir. Buradan 8x 2 ¢l1 (p) (n = 1; 2; :::) için Anx yak¬nsakt¬r. Ayr¬ca Teorem

2.2 nin ispat¬nda ki gibi sup
k

j¢xkjpk < N olacak şekildeki x 2 ¢l1 (p) için

¯̄
¯̄
¯
1X

k=1

ankxk

¯̄
¯̄
¯ =

¯̄
¯̄
¯
1X

k=1

ank (xk ¡ x1+ x1)
¯̄
¯̄
¯ =

¯̄
¯̄
¯
1X

k=1

ank (xk ¡ x1) +
1X

k=1

ankx1

¯̄
¯̄
¯

·
¯̄
¯̄
¯

1X

k=1

ank (xk ¡ x1)
¯̄
¯̄
¯ + jx1j

¯̄
¯̄
¯

1X

k=1

ank

¯̄
¯̄
¯

=

¯̄
¯̄
¯
1X

k=1

ank

Ã
n¡1X

j=1

¢xj

!¯̄
¯̄
¯ + jx1j

¯̄
¯̄
¯
1X

k=1

ank

¯̄
¯̄
¯

·
¯̄
¯̄
¯

1X

k=1

ank

Ã
n¡1X

j=1

N
1
pj

!¯̄
¯̄
¯ + jx1j

¯̄
¯̄
¯

1X

k=1

ank

¯̄
¯̄
¯

buradan
¯̄
¯̄
¯
1X

k=1

ankxk

¯̄
¯̄
¯ ·

1X

v=1

N
1
pv

¯̄
¯̄
¯

1X

k=v+1

ank

¯̄
¯̄
¯ + jx1j

¯̄
¯̄
¯
1X

k=1

ank

¯̄
¯̄
¯

· M2 (N) + jx1jM3 (n = 1; 2; :::)
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elde edilir ki bu da Ax 2 l1 demektir.

Tersine A 2 (¢l1 (p) ; l1) olsun. (i) ve (ii) nin gereklili¼gi xk =

"
k¡1P
j=1
N

1
pj

#
ve e

nin ¢l1 (p) de olmas¬ndan bulunur. (ii) nin gereklili¼gini göstermek için N > 1

için M2 (N ) = 1 farz edelim. Burada

cnv :=
1X

k=v+1

ank (n; v = 1; 2; :::)

ile tan¬mlanan C matrisi için (Lascarides ve Maddox, 1969) daki teoremden her

N > 1 tamsay¬s¬ için

A 2 (l1 (p) ; l1) , D (N) =sup
n

X
jankjN

1
pk < 1

oldu¼gundan C =2 (l1 (p) ; l1) buluruz. Buradan bir x 2 l1 (p) dizisi vard¬r öyleki

sup
v

jxvjpv = 1 ve
1P
v=1
cnvxv 6= O (1) dir.

yv = ¡
v¡1P
j=1
xj + x1 (v = 1; 2; :::) ile y dizisini tan¬mlayal¬m. O zaman

y 2 ¢l1 (p) ve
1P
v=1
anvyv =

1P
v=1
cnvxv + x1

1P
v=1
anv 6= O (1)

elde edilir. Bu ise A 2 (¢l1 (p) ; l1) kabulümüz için çeli̧skidir. Buradan 8N > 1

için M2 (N ) < 1 bulunur.
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5. ¢l1(p; f; q) D·IZ·I UZAYI VE ÖZELL·IKLER·I

Bu bölümde ¢l1(p; f; q) dizi uzay¬ tan¬m¬ verilerek, lineer paranormlu uzay

oldu¼gu gösterilecek ve baz¬ kapsama ba¼g¬nt¬lar¬ verilecektir.

X; µ s¬f¬r elemanl¬ kompleks (veya reel) lineer uzay ve X = (X; q); q yar¬normu ile

yar¬normlu bir uzay olsun. X-de¼gerli diziler uzay¬n¬ S (X) ile gösterelim. S (X) ;

x = xk; y = yk ve ¸ bir skaler olmak üzere

x+ y = (xk + yk)

¸(x) = (¸xk)

şeklinde tan¬mlanan i̧slemler alt¬nda bir lineer uzayd¬r. f herhangi bir modülüs

fonksiyonu ve p = (pk) pozitif terimli reel artan ve 8k 2 N için

0 < pk <sup
k
pk =H şart¬n¬ sa¼glayan bir dizi olmak üzere

¢l1(p; f; q) =
½
x 2 S(X) :sup

k
[f (q(¢xk))]pk <1

¾

dizi uzay¬n¬ tan¬mlayal¬m.

Teorem 5.1. ¢l1(p; f; q) dizi uzay¬ lineerdir.

·Ispat. S (X ) lineer uzay ve ¢l1(p; f; q) µ S (X) oldu¼gundan x; y 2 ¢l1(p; f; q)

ve ¸, ¹ skalerleri için ¸x + ¹y 2 ¢l1(p; f; q) oldu¼gunu göstermemiz yeterlidir.

p = (pk) dizisi ile f ve q fonksiyonlar¬n¬n özelliklerinden ¸, ¹ skalerler olmak üzere

8k 2 N ve xk; yk 2 X için

ff (q (¢(¸xk + ¹yk)))gpk = ff (q (¸¢xk + ¹¢yk))gpk

· ff (j¸j q (¢xk)) + f (j¹j q(¢yk))gpk

· fK1f (q (¢xk)) +K2f (q(¢yk))gpk

· C [K1f (q (¢xk))]pk + C [K2f (q(¢yk))]pk

· CKH1 [f (q (¢xk))]
pk +CKH2 [f (q(¢yk))]

pk .
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Burada K1;K2 2 Z+ ve j¸j · K1; j¹j · K2 dir. Eşitsizli¼gin her iki taraf¬nda k

üzerinden supremum al¬n¬rsa,

sup
k

[f (q (¢(¸xk + ¹yk)))]
pk · CKH1 sup

k
[f (q (¢xk))]

pk + CKH2 sup
k

[f (q (¢yk))]
pk

< 1

elde edilir. Böylece ¸xk +¹yk 2 ¢l1 (p; f; q) oldu¼gu görülür.

Teorem 5.2. 0 < ® · Pk · H, k = 1; 2; ::: olsun. M = max(1; H) olmak üzere

¢l1(p; f; q) uzay¬

g(x) = q(x1)+ sup
k

[f (q(¢xk))]
pk
M

ile paranormlu uzayd¬r.

·Ispat. Teoremin ispat¬ için g : ¢l1(p; f; q) ! R fonksiyonunun paranorm

oldu¼gunu göstermeliyiz . Heŗseyden önce her x 2 ¢l1(p; f; q) için

g(x) = q(x1)+ sup
k

[f (q(¢xk))]
pk
M <1

olmas¬ g(x) 2 R olmas¬n¬ gerektirir. Şimdi f ve q nun özelliklerini dikkate alarak

paranorm şartlar¬na bak¬l¬rsa

(i) ¢l1(p; f; q) uzay¬n¬n s¬f¬r¬ © = (µ; µ; :::) şeklindedir. O halde,

g (©) = q(µ1)+ sup
k

[f (q¢(µk))]

= q(0)+ sup
k

[f (0)]
pk
M

= 0:

(ii)

g(¡x) = q(¡x1)+ sup
k

[f (q(¡¢xk))]
pk
M

= j¡1j q(x1)+ sup
k

[f (j¡1j q(¢xk))]
pk
M

= q(x1)+ sup
k

[f (q(¢xk))]
pk
M

= g(x)
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olur.

(iii) 8k 2 N için pk
M · 1 oldu¼gundan,

g(x + y) = q(x1 + y1)+ sup
k

[f (q(¢(xk + yk)))]
pk
M

= q(x1 + y1)+ sup
k

[f (q(xk + yk ¡xk+1 ¡ yk+1))]
pk
M

· q(x1) + q(y1)+ sup
k

[f (q((xk ¡ xk+1) + (yk ¡ yk+1)))]
pk
M

· q(x1) + q(y1)+ sup
k

[f (q(xk ¡ xk+1)) + f (q(yk ¡ yk+1))]
pk
M

· q(x1) + q(y1)+ sup
k

[f (q(¢xk))]
pk
M + sup

k
[f (q(¢yk))]

pk
M

= g(x) + g(y).

(iv) ¢l1(p; f; q) de herhangi bir dizi x = (xn) ve skalerlerin dizisi de ¸ = (¸n)

olsun. Burada her bir n için ¸n bir skalerdir. Şimdi kabul edelim ki ¸n ! ¸0

ve g(xn ¡ x0) ! 0 (n! 1) olsun. ¸ = (¸n) skaler dizisi yak¬nsak oldu¼gundan

8n 2 N için j¸nj · K olacak şekilde bir K pozitif tamsay¬s¬ bulunabilir. O halde,

g(¸nxn ¡ ¸0x0) = q(¸nxn1 ¡ ¸0x01)+ sup
k

£
f

¡
q¢(¸nxnk ¡ ¸0x0k)

¢¤pk
M

· j¸nj q(xn1 ¡ x01) +
¯̄
¸n ¡¸0

¯̄
q(x01)

+ sup
k

£
f

¡
j¸nj q(¢(xnk ¡ x0k))

¢
+ f

¡¯̄
¸n ¡ ¸0

¯̄
q(x0k ¡x0k+1)

¢¤pkM

· j¸nj q(xn1 ¡ x01)+ sup
k

£
f

¡
j¸nj q(¢(xnk ¡ x0k))

¢¤pk
M

+
¯̄
¸n ¡ ¸0

¯̄
q(x01)+ sup

k

£
f

¡¯̄
¸n ¡ ¸0

¯̄
q(x0k ¡x0k+1)

¢¤pk
M

· j¸nj q(xn1 ¡ x01)+ sup
k

£
Kf (q¢(xnk ¡ x0k))

¤pk
M

+
¯̄
¸n ¡ ¸0

¯̄
q(x01)+ sup

k

£
f

¡¯̄
¸n ¡ ¸0

¯̄
q(x0k ¡x0k+1)

¢¤pk
M

· K
½
q(xn1 ¡ x01)+ sup

k

£
f

¡
q¢(xnk ¡ x0k)

¢¤pk
M

¾

+
¯̄
¸n ¡ ¸0

¯̄
q(x01)+ sup

k

£
f

¡¯̄
¸n ¡ ¸0

¯̄
q(x0k ¡x0k+1)

¢¤pk
M :

Eşitsizlikte ortadaki terimin s¬f¬ra gitti¼gi aç¬kt¬r. Ayr¬ca g(xn ¡ x0) ! 0 olmas¬

ilk terimin de s¬f¬ra gitmesini sa¼glar. Şimdi üçüncü terimin de s¬f¬ra yak¬nsad¬¼g¬n¬
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gösterelim.

Kabul edelim ki bu sa¼glanmas¬n. Yani " > 0 olmak üzere (" < 1 kabul ediyoruz)

9k0 2 N olsun Ä
£
f

¡¯̄
¸nm ¡ ¸0

¯̄
q(x0km ¡ x0km+1)

¢¤pk0
M ¸ " her m = 1; 2; ::: .

olsun. Burada m! 1 iken nm; km ! 1.

0 < ®
M · pkm

M · 1 ve " < 1 oldu¼gundan

f
¡¯̄
¸nm ¡ ¸0

¯̄
q(x0km ¡ x0km+1)

¢
¸ "M® her m = 1; 2; ::: .

elde ederiz. Di¼ger taraftan f sürekli oldu¼gundan;
h
f

³
lim
m!1

¯̄
¸nm ¡ ¸0

¯̄
q(x0km ¡ x0km+1

)
´ipk0

M = 0

bulunur. Bu bir çeli̧skidir. Öyleyse kabulümüz yanl¬̧st¬r.

Buradan,

g(¸nxn ¡ ¸0x0) ! 0

elde edilir. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.

Teorem 5.3. q1 ve q2 herhangi iki yar¬norm ve f herhangi bir modülüs fonksiyon

olsun. O zaman,

¢l1(p; f; q1) \ ¢l1(p; f; q2) µ ¢l1(p; f; q1 + q2)

dir.

·Ispat. x = (xk) 2 ¢l1(p; f; q1)\ ¢l1(p; f; q2) olsun. Her k 2 N için

[f ((q1 + q2)(¢xk))]pk = [f (q1(¢xk) + q2(¢xk))]pk

· [f (q1(¢xk)) + f (q2(¢xk))]pk

· C [f (q1(¢xk))]pk + C [f (q2(¢xk))]pk

elde ederiz. Burada her iki taraf¬n k üzerinden supremumunu al¬rsak,

sup
k

[f ((q1 + q2)(¢xk))]pk ·
µ
C sup

k
[f (q1(¢xk))]pk + C sup

k
[f (q2(¢xk))]pk

¶

< 1
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oldu¼gu görülür.

Teorem 5.4. f1; f2; :::; fn herhangi modülüs fonksiyonlar¬ olsun. Bu durumda,
n\

i=1

¢l1(p; fi; q) µ ¢l1(p;
nX

i=1

fi; q)

dur.

·Ispat. ·Ispat¬ n = 2 için yapal¬m. x = (xk) 2 ¢l1(p; f1; q)\ ¢l1(p; f2; q) olsun.

Her k 2 N için

[(f1 + f2) q (¢xk)]pk = [f1 (q (¢xk)) + f2 (q (¢xk))]pk

· C [f1 (q (¢xk))]pk + C [f2 (q (¢xk))]pk

olur. k üzerinden supremum al¬rsak,

sup
k

[(f1 + f2)q (¢xk)]pk · C sup
k

[f1 (q (¢xk))]pk + C sup
k

[f2 (q (¢xk))]pk < 1

elde ederiz. Bu da ispat¬ tamamlar.

Teorem 5.5. E¼ger q1 kuvvetli q2 ise ¢l1(p; f; q1) µ ¢l1(p; f; q2) dir.

·Ispat. q1 kuvvetli q2 ise tan¬mdan 8» 2 X için q2(») · Kq1(») olacak şekilde K

pozitif tamsay¬s¬ bulunabilir. Böylece x 2 ¢l1(p; f; q1) ise

sup
k

[f(q2(¢xk))]pk · sup
k

[f (Kq1(¢xk))]pk

· KH sup
k

[f (q1(¢xk))]pk

< 1

olur ki bu da x 2 ¢l1(p; f; q2) demektir.

Teorem 5.6. f s¬n¬rl¬ bir modülüs fonksiyon ise ¢l1(q) µ ¢l1(f; q) dur.

·Ispat. (xk) 2 ¢l1(q) olsun. O halde q (¢xk) · M olacak şekilde birM > 0

say¬s¬ mevcuttur. f s¬n¬rl¬ ve artan oldu¼gundan

f(q(¢xk)) · f (M ) · K
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yada

f(q(¢xk)) · K

olacak şekilde birK > 0 say¬s¬ vard¬r. Bu da (xk) 2 ¢l1(f; q) demektir. Öyleyse

¢l1(q) µ ¢l1(f; q) dir.

Teorem 5.7. f s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyon ise ¢l1(f; q) µ ¢l1(q) dur.

·Ispat. f s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyon olmak üzere aksini kabul edelim. Yani

¢l1(f; q) Ã ¢l1(q) olsun. Bu durumda (xk) 2 ¢l1(f; q) fakat (xk) =2 ¢l1(q)

olacak şekilde bir (xk) dizisi vard¬r. (xk) =2 ¢l1(q) oldu¼gundan pozitif tam-

say¬lar¬n öyle bir (kn) alt dizisi bulabiliriz ki 8n 2 N için q (¢xkn ) ¸ n dir. f

artan oldu¼gundan her n için

f (q(¢xkn )) ¸ f (n)

dir. f s¬n¬rs¬z oldu¼gundan ȩsitsizli¼gin sonucu olarak

sup
kn
f (q(¢xkn)) = 1

dur. Yani (xk) =2 ¢l1(f; q) olur. Bu ise bir çelişkidir. O halde

¢l1(f; q) µ ¢l1(q)

dur.

Teorem 5.8. pk = O(rk) ve rk = O(pk) olsun. O zaman,

¢l1(p; f; q) = ¢l1(r; f; q)

dur.

·Ispat. x = (xk) 2 ¢l1(p; f; q) olsun. Bu durumda 8k 2 N için [f (q (¢xk))]pk ·
F olacak şekilde F 2 [1;1) say¬s¬ vard¬r. rk = O(pk) oldu¼gundan rkpk · M olacak

şekilde bir M > 0 say¬s¬ vard¬r. Buradan,

[f (q(¢xk))]rk = [f(q(¢xk))]
rk
pk
pk

= [f(q(¢xk))]
pk
rk
pk

· FM <1
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elde edilir. Sonuç olarak sup
k

[f(q(¢xk))]rk < 1 olur. Yani ¢l1(p; f; q) µ
¢l1(r; f; q) dir. Benzer şekilde ¢l1(r; f; q) ¶ ¢l1(p; f; q) oldu¼gu gösterilebilir.
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