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ÖZET

Bu tez alt¬ bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölümde, konunun tarihi geli̧simi verilmiştir.

·Ikinci bölümde, s¬n¬rl¬ lineer operatörler, kompakt operatörler tan¬mlanarak on-

lar¬n baz¬ özellikleri verilmiştir. Quasinilpotent operatörün tan¬m¬ verilmiş ve

kompakt operatörler için Fredholm alternati… verilmiştir.

Üçüncü bölümde, Banach cebirleri teorisinin temel kavramlar¬ verilmiştir. ·Idealler

ve maksimal idealler tan¬mlanarak onlar¬n baz¬ özellikleri verilmi̧stir. Gelfand

dönü̧sümü ve özellikleri verilmi̧stir.

Dördüncü bölümde, analitik fonksiyonlar¬n temel özellikleri verilmiş ve Duhamel

çarp¬m¬ tan¬mlan¬p özellikleri verilmiştir.

Bȩsinci bölümde, Duhamel çarp¬ml¬ baz¬ Banach cebirleri ve onlar¬n maksimal

idealleri incelenmi̧stir. C(n)
¡
D

¢
uzay¬n¬n kapal¬ alt uzay¬ olan B = ff 2 C (n)

¡
D

¢
:

f D de analitik ve D da süreklig uzay¬n¬n Duhamel çarp¬m¬na göre Banach cebri

oluşu ispatlanm¬̧s ve onun maksimal ideallerinin resmi verilmi̧stir. (B;~) cebrinin

maksimal idealler uzay¬n¬n bir tek h (f) = f (0) homomor…zminden oluştu¼gu ve

böylece Gelfand dönü̧sümünün trivial oldu¼gu ispatlanm¬̧st¬r.

Alt¬nc¬ bölümde ise baz¬ reeel Banach uzaylar¬n¬n, yani reel eksenin [0; 1] aral¬¼g¬

üzerindeki fonksiyonlar¬n¬n Duhamel çarp¬m¬na göre Banach cebri oluşu gös-

terilmi̧s ve onlar¬n Duhamel çarp¬m¬na göre maksimal idealleri incelenmi̧stir,

Volterra integralleme operatörünün devri vektörleri ve komutant¬ resmedilmi̧stir.

ANAHTAR KEL·IMELER: Banach cebiri, Duhamel çarp¬m¬, maksimal ideal,

kapal¬ ideal, Titchmarsh konvolusyon teoremi, Fredholm alternati…, Quasinilpo-

tent operatör, homomor…zm, Gelfand dönüşümü, devri vektör, komutant.
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ABSTRACT

This thesis consists of six chapters.

In the …rst chapter, historical development of the topic has been given.

In the second chapter, the linear bounded operators and compact operators are

de…ned and their some properties are given. The quasinilpotent operator is de-

…ned and for the compact operators the Fredholm alternative has been given.

In the third chapter, the basic concepts of Banach algebras theory have been

given. Ideals and maximal ideals are de…ned and their several properties have

been given. Gelfand transformation and its properties have been given.

In the fourth chapter, the basic properties of analytic functions are given; the

Duhamel product is de…ned and its properties have been given.

In the …fth chapter, the Bnach algebras with Duhamel product as multiplica-

tion and their maximal ideals are examined. The being of Banach algebra of

the closed subspace B = ff 2 C(n)
¡
D

¢
: f is analytic in D and is continuous

on Dgof C(n)
¡
D

¢
with respect to the Duhamel product has been proved and

its maximal ideals are given. It is proved that the maximal ideals space of the

Banach algebra (B;~) consist from the only one homomorphism h (f) = f (0),

and thus the Gelfand transformation is trivial.

In the sixth chapter, the being of Banach algebra with Duhamel product of some

real Banach spaces over the segment [0; 1] of the real axis have been showed and

their maximal ideals with respect to the Duhamel product have been investi-

gated; cyclic vectors and commutant of Volterra integration operator have been

described.

KEY WORDS: Banach algebra, Duhamel product, maximal ideal, closed ideal,

Titchmarsh convolution theorem, Fredholm alternative, quasinilpotent operator,

homomorphism, Gelfand transformation, cyclic vector, commutant.
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S·IMGELER D·IZ·IN·I

C Kompleks say¬lar kümesi

¾ (T) T operatörünün spektrumu

½ (T) T operatörünün resolventi

(xn) Dizi

I Özdȩslik operatörü

M M kümesinin kapan¬̧s¬

kTk T operatörünün normu

dim X X uzay¬n¬n boyutu

r (a) a noktas¬n¬n spektral yar¬çap¬
^a a noktas¬n¬n Gelfand dönüşümü

~ Duhamel çarp¬m¬

I Volterra integralleme operatörü

Dfg f ~ g
KF 0g (x)

R x
0 F

0 (x¡ t) g (t) dt
fIg0 I operatörünün komutant¬

C(n)[0; 1] [0; 1] aral¬¼g¬nda n inci mertebeden türevleri sürekli fonksiyonlar uzay¬

m (X) X üzerindeki lineer fonksiyonellerin kümesi

D (z0; ±) D (z0; ±) = fz 2 C : jz ¡ z0j < ±g
G (A) Regüler elemanlar¬n uzay¬

W np [0; 1] Sobolev uzay¬

v
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1. G·IR·IŞ

Banach Cebiri kavram¬ 1930 lu y¬llar¬n sonlar¬nda de¼gi̧sik adlarla Nagumo, Yosida,

Gelfand, Naimark ve Ambrose taraf¬ndan verilmi̧stir. Banach cebirlerinin daha

genel teorisi ise Gelfand, Silov, Naimark ve Raikov’un ad¬ ile özdȩstir. (Daha

ayr¬nt¬l¬ bilgi için C. E. Rickart’¬n “General Theory of Banach Algebras” adl¬

kitab¬ ve I. M. Gelfand, D. A. Raikov ve G. E. Silov’un “Commutative normed

rings” başl¬kl¬ kitaplar¬ en iyi kaynaklard¬r. ). De¼gişmeli Banach cebirinin esas

sonucu Gelfand ve Naimark taraf¬ndan ispatlanarak de¼gişmeli bir B¤ -cebirinin

ö¼grenilmesi meselesini cebirin maksimal idealler uzay¬ üzerindeki sürekli fonksiy-

onlar cebirinin ö¼grenilmesi meselesine getirilebildi¼gini göstermiştir.

Banach cebirlerinin en önemli problemlerinden biri de incelenen cebirin kapal¬

ideallerinin ve maksimal ideallerinin belirlenmesidir. Baz¬ somut Banach cebir-

lerinin kapal¬ ideallerinin ve maksimal ideallerinin resmi Silov (1947), Whitney

(1948), Lorch (1944) ve başkalar¬ taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r (bak. Rickart (1960) ).

Bu tezde Duhamel çarp¬ml¬ baz¬ Banach cebirleri ve onlar¬n maksimal idealleri

incelenmi̧stir. Fonksiyonlar¬n Duhamel çarp¬m¬

(f ~ g) (z) = d
dz

Z z

0
f (z ¡ t) g (t)dt

formülü ile tan¬mlan¬yor. Analitik fonksiyonlar¬n baz¬ Frechet uzaylar¬nda kapal¬

idealleri (maksimal idealler dahil ) resmetmek için çȩsitli yöntemler mevcuttur.

Bunlardan biri de Duhamel çarp¬m¬n¬n yard¬m¬yla yap¬lan metoddur.

Analitik fonksiyonlar¬n baz¬ Frechet uzaylar¬nda (topolojik cebir) kapal¬ ideallerin

resmolunmas¬nda Duhamel çarp¬m¬n¬ ilk kullananlar Wigley (1974) ve Nagnibida

(1982) d¬r. Baz¬ Banach uzaylar¬nda Volterra integralleme operatörünün devri

vektörlerinin ve komutant¬n¬n resmi Duhamel çarp¬m¬ yard¬m¬yla M. T. Karaev

(1984,1990,2003) taraf¬ndan verilmi̧stir.

D s¬n¬rl¬ ve orjinde y¬ld¬z bölge olsun. C(n)
¡
D

¢
ile x ve y de¼gi̧skenine göre

1



n ci mertebeden k¬smi türevleri D de var ve D de sürekli olan kompleks

de¼gerli f (z) = f (x + iy) fonksiyonlar¬n¬n vektör uzay¬n¬ gösterelim. Bu tezde

C(n)
¡
D

¢
uzay¬n¬n kapal¬ alt uzay¬ olan B = ff 2 C (n)

¡
D

¢
: f D de analitik

ve D da süreklig Banach uzay¬n¬n Duhamel çarp¬m¬na göre Banach cebiri oluşu

gösterilmiş ve sonra da tek maksimal idealinin

M = ff 2 B : f (0) = 0g

oldu¼gu ispatlanm¬şt¬r. Böylece (B;~) Banach cebirinin maksimal idealler uza-

y¬n¬n bir tek

h (f ) = f (0)

homomor…zminden oluştu¼gu gösterilmi̧stir, ve dolay¬s¬yla uygun Gelfand dönüşümünün

trivial oldu¼gu sonucu elde edilmi̧stir. Elde edilen baz¬ sonuçlar¬n ispat¬nda Titch-

marsh’¬n konvolusyon hakk¬ndaki teoremi yerine ilk defa olarak quasinilpotent

operatorlar kavram¬ kullan¬lm¬̧st¬r.

Çal¬şmada C (n)[0; 1] uzay¬nda Volterra integralleme operatörünün, yani

f (x) !
Z x

0
f (t)dt

operatörünün devri vektörleri ve komutant¬ da resmedilmi̧stir.
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2. BANACH UZAYINDA KOMPAKT OPERATÖRLER

Bu bölümde s¬n¬rl¬ lineer operatörler,kompakt operatörler ve özellikler ver-

ilmiştir. (Kreyszig,1978;Rudin ,1991 ;Kolmogorov and Fomin,1975;Halmos,1982)

2.1. Lineer s¬n¬rl¬ operatörler

T operatörünün tan¬m kümesini D (T) de¼ger kümesi de R (T) ile gösterelim.

Tan¬m 2.1.1: X ve Y C kompleks cismi üzerinde iki lineer uzay olsun. Her

x; y 2 D (T ) ve ®; ¯ 2 C için

T (®x + ¯y) = ®T (x) + ¯T (y)

koşulunu sa¼glayan T : X ! Y operatörüne lineer operatör denir.

Tan¬m 2.1.2: X ve Y normlu uzaylar ve T : X ! Y lineer operatör olsun. Her

x 2 X için

kTxk · c kxk

koşulunu sa¼glayan bir c > 0 reel say¬s¬ bulunabilirse T operatörüne s¬n¬rl¬ op-

eratör denir. X Banach uzay¬nda s¬n¬rl¬ lineer operatörlerin kümesini L (X) ile

gösterelim.

Tan¬m 2.1.3: X kompleks normlu uzay ve T : X ! X lineer s¬n¬rl¬ operatör

olsun. ¸ kompleks bir say¬ ve I ,X üzerinde özdȩslik operatörü olmak üzere

T¸ = T ¡ ¸I operatörüne bakal¬m. T¸ n¬n tersi varsa bunu R¸ (T ) ile gösterelim.

Buna T nin resolvent operatörü denir.

Tan¬m 2.1.4: X kompleks normlu uzay ve T : X ! X lineer operatör olsun.

Aşa¼g¬daki şartlar¬ sa¼glayan ¸de¼gerine regüler de¼ger denir.

(i) R¸ (T )mevcut ,

3



(ii) R¸ (T ) s¬n¬rl¬ ,

(iii) X de yo¼gun bir küme üzerinde R¸ (T ) tan¬ml¬d¬r.

Tan¬m 2.1.5: T nin regüler de¼gerleri olan ¸ lar¬n oluşturdu¼gu ½ (T) kümesine

T nin resolvent kümesi ad¬ verilir. ½ (T) nin C kompleks düzlemde tümleyeni olan

¾ (T) = C¡½ (T )kümesine T nin spektrum’u ve bir ¸ 2 ¾ (T) say¬s¬na da T nin

spektral de¼geri denir.

Tan¬m 2.1.6: R¸ (T )mevcut olmayacak şekildeki kümeye nokta spektrumu

denir. R¸ (T )mevcut olup (iii) sa¼glayan (ii) sa¼glamayan kümeye sürekli spek-

trum denir. R¸ (T )mevcut olup (s¬n¬rl¬ yada s¬n¬rs¬z ) (iii) sa¼glamayan kümeye

rezidü spektrum’u denir.

Tan¬m 2.1.7 (Quasi-nilpotent Operatör): X normlu bir lineer uzay ve

T :X ! X lineer s¬n¬rl¬ bir operatör olsun. E¼ger

lim
n!1

kTnk 1
n = 0

ise T operatörüne quasi-nilpotent operatör denir.

Teorem 2.1.8: T quasi-nilpotent operatör olsun. O zaman ¸ 6= 0 bir skaler

olmak üzere T ¡ ¸I operatörünün tersi vard¬r.

Gerçekten ¾ (T) = f0g ve buradan da

¾ (T ¡ ¸I ) = f¸g 6= f0g

oldu¼gu için T ¡ ¸I operatörünün tersi vard¬r.

2.2. Kompakt Operatörler

Tan¬m 2.2.1: X bir metrik uzay olsun. E¼ger birM ½ X kümesinin her dizisinin

yak¬nsak bir alt dizisi varsa M kümesine kompakt küme denir.

Tan¬m 2.2.2: E¼ger M kompakt ise M ½ X kümesine nisbi kompakt küme

4



denir.

Tan¬m 2.2.3: X ve Y normlu lineer uzaylar olsun. T : X ! Y lineer operatör

olsun. E¼ger her s¬n¬rl¬M ½X kümesi için T (M ) nisbi kompakt ise T operatörüne

kompakt lineer operatör denir.

Teorem 2.2.4: X ve Y normlu uzaylar olsun.O takdirde aşa¼g¬dakiler do¼grudur.

(i) T : X ! Y kompakt lineer operatörü s¬n¬rl¬d¬r.

(ii) dim X = 1 ise I : X ! X özdȩslik operatörü kompakt de¼gildir.

Tan¬m 2.2.5: X normlu bir uzay olsun. X deki her (xn) Cauchy dizisi X de bir

noktaya yak¬ns¬yor ise X uzay¬na Banach uzay denir.

Teorem 2.2.6: X ve Y Banach uzaylar olsun. T :X ! Y lineer operatör olsun.

T kompakt¬r () X deki her s¬n¬rl¬ (xn)dizisi için T (xn) Y de yak¬nsak bir alt

diziye sahiptir.

Teorem 2.2.6: X ve Y Banach uzaylar olsun. T :X ! Y lineer operatör olsun.

(i) T s¬n¬rl¬ ve dim T (X ) < 1 ise T kompakt¬r.

(ii) dim X < 1 ise T kompakt¬r.

Teorem 2.2.7 (Fredholm Alternati…): X bir Banach uzay olsun. T : X !
X kompakt ve ¸ s¬f¬rdan farkl¬ kompleks say¬ olsun. E¼ger

ker (T ¡ ¸I ) = f0g

ise T ¡ ¸I tersi olan operatördür.

5



3.BANACH CEB·IRLER·I TEOR·IS·IN·IN TEMEL F·IK·IRLER·I VE ÖNER-
·ILER·I

Bu bölümde Banach Cebirleri teorisinin temel kavramlar¬ verilmi̧stir. (Rickart,1960;

Terzio¼glu,1998 ; Rudin,1991)

3.1.Temel Kavramlar.

Tan¬m 3.1.1: Kompleks (reel) vektör uzay¬ A üzerinde aşa¼g¬daki özellikleri

sa¼glayan bir çarp¬m işlemi varsa bu uzaya kompleks(reel) cebir denir:

x (yz) = (xy) z

(x+ y) z = xz + yz

x (y + z) = xy + xz

® (xy) = (®x) y = x (®y)

Burada x; y ve z noktalar¬A uzay¬ndad¬r ve® da herhangi bir kompleks(reel) say¬d¬r.

Her x; y 2 A için

xy = yx

oluyorsa A cebirine komutatif cebir denir.

xe = ex = x

şart¬n¬ sa¼glayan e eleman¬na birim eleman denir.

Tan¬m 3.1.2: Bir karmaş¬k A cebri üzerinde tan¬mlanan bir norm

kxyk · kxkkyk

kek = 1

şart¬n¬ sa¼gl¬yorsa ve (A; k:k) bir Banach uzay¬ ise, (A; k:k) çiftine Banach cebiri

denir.

6



Tan¬m 3.1.3. A , birime sahip bir cebir ve e birim eleman olsun.

x:x¡1 = x¡1x = e

ȩsitli¼gini sa¼glayan bir x¡1 2 A varsa buna x eleman¬n tersi denir. xeleman¬n tersi

varsa xe regüler eleman denir. Tersi olmayan elemanlara singüler eleman denir.

Regüler elemanlar¬n kümesi G (A) çarp¬m alt¬nda bir guruptur.

Teorem 3.1.4: A , birime sahip bir Banach cebiri olsun. E¼ger x 2 A için

limsup
n!1

kxnk 1
n < 1

ise
P
xn serisi yak¬nsakt¬r ve e ¡ x regülerdir ve

(e ¡x)¡1 = e +
1X

n=1

xn

dir.

·Ispat: Bir ® reel say¬s¬ seçelim , öyle ki

lim
n!1

sup kxnk 1
n < ® < 1

olsun. O zaman bir v 2 N vard¬r öyleki her n > v için

kxnk < ®n

dir. Buradan
P
xnserisi mutlak yak¬nsakt¬r. (A; k:k) tam oldu¼gundan

P
xnserisi

yak¬nsakt¬r.

sn ´ e +
nX

k=1

xk

ve

s´ e +
1X

k=1

xk

yazal¬m. Basit bir hesaplama

(e ¡ x) sn = sn (e¡ x) = e ¡ xn+1

7



oldu¼gunu gösterir.sn ! s , n! 1 için kxnk ! 0 ve çarp¬m¬n ek süreklili¼ginden

(joint continuity of multiplication)

(e ¡ x) s = s (e¡ x) = e

ve

(e ¡x)¡1 = e +
1X

n=1

xn

Sonuç 3.1.5: A , birime sahip Banach cebiri olsun.

ke¡ xk < 1

eşitsizli¼gini sa¼glayan her x 2 A regülerdir.

3.2. Spektrum:

Tan¬m 3.2.1: A , birime sahip bir Banach cebiri olsun. a 2 A için

¾ (a) = f¸ 2 C : (a ¡ ¸e) =2 G (A) g

olarak tan¬mlanan kompleks say¬lar kümesine a noktas¬n¬n spektrumu denir.

Tan¬m 3.2.2:

r (a) = supfj¸j : ¸ 2 ¾ (a) g

say¬s¬na da a noktas¬n¬n spektral yar¬çap¬ denir.

Teorem 3.2.3: Abir Banach cebiri olsun. Her a 2 A için ¾ (a) bo̧s olmayan

kompakt bir kümedir.

Teorem 3.2.4 (Gelfand- Mazur ): S¬f¬rdan farkl¬ her eleman¬n¬n tersi olan bir

Banach cebiri ile C izometrik olarak ȩsyap¬l¬d¬r.

3.3. ·Idealler ve maksimal idealler

8



Tan¬m 3.3.1: X komutatif olmayan bir banach cebiri olsun. I ½ X alt uzay

olsun. E¼ger her y 2 I ve her x 2 X için

yx 2 I

ise I ye X in sa¼g ideali denir. Ayn¬ şekilde her y 2 I ve her x 2 X için

xy 2 I

ise I ye X in sol ideali denir. E¼ger I X in hem sa¼g hemde sol ideali ise I ye iki

tara‡¬ ideal denir. I = f0g veya I = X oldu¼gunda I ye trivial ideal denir.

Tan¬m 3.3.2: Hiçbir trivial olmayan idealde yerlȩsmeyen ideale maksimal ideal

denir.

Teorem 3.3.3: X komutatif Banach cebiri olsun. I ½ X ,X de trivial olmayan

bir ideal olsun. I = fx 2 X : x in tersi yokg d¬r.

·Ispat: I ½ X ,X de trivial olmayan bir ideal olsun. Tersini farzedelim. x0 2 I ve

x¡10 eleman¬ x0 eleman¬n¬n tersi olsun. O zaman x¡10 x0 2 I d¬r ve e 2 I olur.

Buradan her x 2 X için xe 2 I ve x 2 I d¬r. Öyleyse X ½ I ½ X =) X = I .

Bu bir çelişkidir. ·Ispat tamamlan¬r.

Teorem 3.3.4: X bir Banach cebiri olsun. I X de kapal¬ bir ideal olsun. O

zaman X=I de birime sahip bir banach cebiridir.

Teorem 3.3.5: Her trivial olmayan I ideali bir maksimal idealde yerlȩsir.

·Ispat: J = fE ½ X : I ½ E ve E trivial olmayan idealdir.gkümesi kapsama

i̧slemine göre k¬smi s¬ral¬ kümedir. J nin s¬ralanm¬̧s fI®g kümesi için [
®
I® trivial

olmayan bir idealdir.[
®
I® ; fI®g kümesinin üst s¬n¬r¬d¬r. Zorn lemmas¬na göre

I ½ M olacak şekilde bir M maksimal eleman¬ vard¬r.

Sonuç 3.3.6: E¼ger X cisim de¼gilse maksimal ideale sahiptir.

Teorem 3.3.7: I idealinin başka bir I 0 idealinde yerlȩsebilmesi için gerek ve yeter

9



koşul X=I bölüm cebirinin trivial olmayan bir ideale sahip olmas¬d¬r.

Teorem 3.3.8:X Banach cebirinde trivial olmayan bir idealin kapan¬ş¬ da trivial

olmayan bir idealdir.

Sonuç 3.3.9: Maksimal ideal kapal¬d¬r.

3.4. Gelfand Dönüşümü ve Özellikleri

Tan¬m 3.4.1: X Banach cebiri üzerinde tan¬ml¬ ,s¬f¬rdan farkl¬ ve

f (xy) = f (x) f (y)

özdȩsli¼gini sa¼glayan lineer fonksiyonellerin kümesini m (X) ile gösterelim. Her

a 2 X için
^a (f) = f (a) f 2 m (X )

olarak tan¬mlanan
^a : m (X) ! C

fonksiyonuna a eleman¬n¬n Gelfand dönüşümü denir. Gelfand dönüşümlerinin

oluşturdu¼gu kümeyi
^
X ile gösterelim. Her

^a fonksiyonunu sürekli yapanm (X )uzay¬ndaki

en zay¬f topolojiye Gelfandtopolojisi ad¬ verilir.

Teorem 3.4.2: m (X)Gelfandtopolojisialt¬nda kompakt¬r.

Tan¬m 3.4.3: X komutatif Banach cebiri olsun. E¼ger Gelfand dönü̧sümü izometrik

ise X e düzgün Banach cebiri denir.

Teorem 3.4.4: Her komutatif X Banach cebiri için Gelfand dönüşümü cebirsel

homomor…zmdir. Her a 2 X için

^a (m (X )) = ¾ (a)

d¬r.
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Teorem 3.4.4: Gelfand dönüşümü izometrik() her f 2 X için kf2k = kfk2 .

Tan¬m 3.4.5: Bir karmaş¬k A cebiri üzerinde tan¬mlanan x ! x¤ ile gösterilen

ve aşa¼g¬daki ȩsitlikleri sa¼glayan işleme ȩslenik alma i̧slemi denir.

(i) (x¤)¤ = x

(ii) (x + y)¤ = x¤ + y¤

(iii) (xy)¤ = y¤x¤

(iv) (®x)¤ = ®x¤ ; ® 2 C

Tan¬m 3.4.6: Kendi ȩsleni¼gine eşit ö¼geler kendine ȩslenik eleman ,

xx¤ = x¤x

ȩsitli¼gini sa¼glayanlara da normal eleman denir.

Tan¬m 3.4.7: Üzerinde bir ȩslenik alma i̧slemi tan¬mlanm¬̧s ve

kxx¤k = kxk2

özdȩsli¼gi sa¼glanan bir Banach cebirine B¤- cebiri denir

Teorem 3.4.8 (Gelfand-Naimark ): Ade¼gişmeli bir B¤- cebiri olsun. Her

noktay¬ Gelfand dönüşümüne gönderen

£ : A! C (m (A))

dönü̧sümü izometrik bir cebirsel ȩsyap¬ dönü̧sümüdür. Bu halde
^
A»= C (m (A))

ve her a 2 A için µ ^
a¤ (m)

¶
=

³^a (m)
´
;m 2 m (A)

sa¼glan¬r.
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4. ANAL·IT·IK FONKS·IYONLARIN DUHAMEL ÇARPIMI

Bu bölümde analitik fonksiyonlar¬n temel özellikleri verilmi̧s ve duhamel çarp¬m¬

tan¬mlan¬p özellikleri incelenmiştir. (Başkan,1996; Rudin,1987)

4.1. Analitik Fonksiyonlar ve Özellikleri

Tan¬m 4.1.1: Ba¼glant¬l¬ aç¬k kümeye bölge denir.

Tan¬m 4.1.2: Bir S ½ C aç¬k kümesi verilsin. E¼ger bir z0 2 S noktas¬ için

her z 2 S noktas¬n¬ z0 2 S ye birlȩstiren do¼gru parças¬ S de bulunuyor ise S ye

z0 noktas¬na nazaran y¬ld¬z bölge denir.

Tan¬m 4.1.3: Bir f karmaş¬k fonksiyonu z0 noktas¬n¬n belli bir

D (z0; ±) = fz 2 C : jz ¡ z0j < ±g

komşulu¼gunda bütün noktalarda diferansiyellenebilir ise f z0 da analitiktir. E¼ger

f kompleks fonksiyonu bir S kümesinin bütün noktalar¬nda analitikse, f ye

S üzerinde analitiktir denir. Bir f kompleks fonksiyonu C nin tüm noktalar¬nda

analitik ise f ye tam fonksiyon denir.

Teorem 4.1.4: A ½ C aç¬k bir küme ve f; g A üzerinde analitik olsunlar. Bu

durumda

(i) f + g fonksiyonu Akümesinde analitiktir.

(ii) f g fonksiyonu Akümesinde analitiktir.

(iii) g 6= 0 olmak üzere f=g fonksiyonu A kümesinde analitiktir.

Teorem 4.1.5: E¼ger bir f fonksiyonu bir noktada analitik ise, onun her mer-

tebeden türevleri de o noktada analitiktir.

Tan¬m 4.1.6: [a; b] ½ R olmak üzere sürekli bir ° : [a; b] ! C fonksiyonuna

12



C düzleminde bir e¼gridir denir. ° diferansiyellenebilir e¼gri olsun. E¼ger °0 (t) 6=
0 ise ° ya düzgün e¼gri denir. Sonlu say¬da °j j = 1; 2; :::; n düzgün e¼grileri

verilmiş olsun. E¼ger bütün j = 1; 2; :::; n¡ 1 de¼gerleri için °j nin bitim noktas¬

°j+1 in başlang¬ç noktas¬ ile çak¬̧s¬yorsa bu °j e¼grilerinin birlȩsimi olan ° e¼grisine

parçal¬ düzgün e¼gri denir.

Teorem 4.1.7 (Cauchy-Goursat): B bir bölge ve @B bunun s¬n¬r¬ olsun. E¼ger

f B içinde ve @B üzerinde analitik ise
Z

@B

f (z) dz = 0

d¬r.

Teorem 4.1.8: A ½ C ve gn , Aüzerinde tan¬ml¬ fonksiyonlar¬n dizisi olsun.

Gerçel say¬lar¬n a̧sa¼g¬daki koşullar¬ gerçekleyen bir Mn dizisi varsa,
1P
1
gk ,A

üzerinde mutlak ve düzgün yak¬nsar:

(i) Mn ¸ o;
1P
1
Mn yak¬nsak;

(ii) Her z 2 A için jgk (z)j ·Mkd¬r.

Teorem 4.1.9 (Taylor): f fonksiyonu bir z0 noktas¬nda analitikse bu noktan¬n

komşulu¼gundaki z ler için geçerli olmak üzere

f (z) =
1X

0

an (z ¡ z0)n =
1X

n=0

f(n) (z0)
n!

(z ¡ z0)n

aç¬l¬m¬ vard¬r. Bu kuvvet serisi birD (z0; r) diski üzerinde mutlak yak¬nsar ve bu

diskin kompakt alt kümeleri üzerinde yak¬nsama düzgündür.

Tan¬m 4.1.10 (Serilerin Cauchy Çarp¬m¬): f (z) ; g (z) analitik fonksiyonlar

olsunlar.O zaman f (z) =
1P
n=0
anzn ve g (z) =

1P
n=0
bnzn Taylor aç¬l¬m¬ vard¬r.

f (z) g (z) =
1X

n=0

nX

k=0

akbn¡kzn

serisine f ve g serilerinin Cauchy çarp¬m¬ denir(Churchill,1989).
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4.2. Analitik Fonksiyonlar¬n Frechet Uzay¬

Tan¬m 4.2.1: X K cismi (K = R veya K =C ) üzerinde lineer bir uzay olsun.

p : X ! R dönüşümü her x; y 2 X ve ® 2 K için

(i) p (x) ¸ 0

(ii) p (®x) = j®j p (x)
(iii) p (x+ y) · p (x) + p (y)

koşullar¬n¬ sa¼glarsa p dönüşümüne X üzerinde yar¬ norm denir ve bu yar¬ norma

göre X uzay¬na yar¬ normlu uzay denir:

Tan¬m 4.2.2: Yar¬ normlu X uzay¬daki her (xn) Cauchy dizisiX de bir noktaya

yak¬ns¬yor ise, yani X tam uzay ise, X yar¬ normlu uzay¬na Frechet uzay¬ denir.

4.3. Duhamel Çarp¬m¬ ve Özellikleri

Tan¬m 4.3.1 (Duhamel Çarp¬m¬):D birim yuvar ve f ve g D de analitik

fonksiyonlar olsunlar. O zaman

(f~g)(z) = d
dz

Z z

0
f(z¡t)g(t)dt =

Z z

0
f 0(z¡t)g(t)dt+f (0)g(z)

çarp¬m¬na Duhamel çarp¬m¬ denir.(Wigley,1974)

Teorem 4.3.2: D birim yuvar ve f , g ve h D de analitik fonksiyonlar olsun-

lar.O zaman

i) f ~ g = g ~ f
ii) (f ~ g) ~ h = f ~ (g~ h)
iii) f (z) ´ 1 ~ - çarp¬m¬na göre birim elemand¬r.

iv) f ~ (g+ h) = (f ~ g) + (f ~ h) .(Mikusinski,1959)
·Ispat: i)

(f ~ g)(z) = d
dz

Z z

0
f(z ¡ t)g(t)dt
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eşitli¼ginde u = z ¡ t de¼gi̧sken dönü̧sümü yap¬l¬rsa

(f ~ g)(z) = ¡ d
dz

Z 0

z
f(u)g(z ¡ u)du

=
d
dz

Z z

0
f (u)g(z ¡ u)du = (g ~ f) (z)

bulunur.

ii) f ~ g = p ve g~ h = q denirse

p~ h = f ~ q

oldu¼gunu göstermemiz yeterlidir.

d
dz

Z z

0
f (z ¡ t)g (t)dt = p (t) ; d

dz

Z z

0
g (z ¡ t)h (t) dt = q (t)

dir. Z z

0
p (z ¡ t) h (t) dt =

Z z

0

·Z z

0
f (z ¡ t¡ ¿ )g (¿ )d¿

¸
h (t) dt

¿ = w ¡ t yaz¬l¬rsa
Z z

0
p (z ¡ t)h (t)dt =

Z z

0

·Z z

0
f (z ¡ w) g (w ¡ ¿) dw

¸
h (¿) d¿

=
Z Z

T

f (z ¡ w) g (w ¡ ¿) h (¿) dwd¿

bulunur.Burada T 0 · t · w · z ile belirlenmiş bir üçgendir. ·Integral alma

s¬ras¬n¬n de¼gi̧stirirsek
Z z

0
p (z ¡ t)h (t)dt =

Z z

0
f (z ¡w)

·Z w

0
g (w ¡ t) h (t) dt

¸
dw

=
Z z

0
f (z ¡w) q (w)dw

dir. Her iki taraftan türev al¬n¬rsa

d
dz

Z z

0
p (z ¡ t)h (t) dt = d

dz

Z z

0
f (z ¡ t) q (t) dt

yani

(f ~ g)~ h = f ~ (g ~ h)
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d¬r.

iii)

(f ~ g)(z) = (1~ g)(z) = d
dz

Z z

0
1:g(t)dt = g (z)

iv)

[f ~ (g + h)] (z) = d
dz

Z z

0
f (z ¡ t) [g(t) + h (t)] dt

=
d
dz

Z z

0
f (z ¡ t)g(t)dt+ d

dz

Z z

0
f(z ¡ t)h(t)dt

= (f ~ g) + (f ~ h) :

Teorem 4.3.3:

(If) (z) =
Z z

0
f (t)dt

integral operatörü olmak üzere her k ¸ 0 için

Ikf = z
k

k!
~ f

dir.

·Ispat:

k = 0 için 1~ f = f = I0f

k = 1 için z ~ f =
d
dz

Z z

0
(z ¡ t)f(t)dt =

Z z

0
f(t)dt = (If ) (z)

;

k = 2 için
¡I2f

¢
(z) = [I (If)] (z) =

Z z

0

·Z t

0
f (¿ )d¿

¸
dt

d¬r.Burada k¬smi integrasyon yap¬l¬rsa

¡
I2f

¢
(z) =

Z z

0

z ¡ t
1!
f (t) dt =

z2

2!
~ f

bulunur.Buradan tümevar¬m ile her k > 0için Ikf = zk
k! ~ f elde edilir.
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Teorem 4.3.4: Duhamel çarp¬m¬n¬ [a; b] aral¬¼g¬nda integrallenebilir fonksiyonlar

uzay¬nda düşünelim. Bu uzaydaki topolojiyi [®; ¯] ½ [a; b] olmak üzere

kfk®;¯ =
Z ¯

®
jf (t)j dt

yar¬ normlar sistemi olarak tan¬mlayal¬m. (fn) bu uzayda fonksiyonlar dizisi ve

fn! f olsun. O zaman

fn ~ g ! f ~ g

d¬r. Yani Duhamel çarp¬m¬ ayr¬k süreklidir(Dimovski,1982).

·Ispat: fn ! f olsun. fn ~ g ! h diyelim. O zaman

I (fn ~ g) ! I (h)

I (fn ~ g) (x) =
Z x

0
fn(x¡ t)g(t)dt!

Z x

0
f(x ¡ t)g(t)dt = I (f ~ g) (x)

bulunur. Öyleyse

I (f ~ g) = I (h)

ve buradan h = f ~ g bulunur.
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5. B UZAYININ DUHAMEL ÇARPIMINA GÖRE BANACH CEBR·I

OLUŞU VE MAKS·IMAL ·IDEALLER UZAYININ RESM·I

Bu esas bölümde B kompleks Banach cebirinin maksimal idealleri incelenmi̧stir.D s¬n¬rl¬

ve orjinde y¬ld¬z bölge olsun. C(n)(D) ile x ve y de¼gi̧skenine göre n inci mer-

tebeden k¬smi türevleri D de var ve D de sürekli olan kompleks de¼gerli f (z) =

f (x+ iy) fonksiyonlar¬n¬n vektör uzay¬n¬ gösterelim. B ½C(n)(D) ile D de anal-

itikolan fonksiyonlar¬n altuzay¬n¬ gösterelim. C (n)(D) Banach uzay¬ veB kapal¬

altuzayoldu¼gundan B de bir Banach uzay¬d¬r. B üzerindeki normu aşa¼g¬daki gibi

tan¬mlayal¬m.

kfkn = maxfmax
z2D

jf(z)j ;max
z2D

jf 0(z)j ; :::;max
z2D

¯̄
f (n)(z)

¯̄
g

Teorem 5.1: f; g 2 B ise

kf ~ gkn · c (n) kfkn kgkn

olacak şekilde bir c (n) > 0 say¬s¬ vard¬r.

·Ispat:

(f ~ g)(z) = d
dz

Z z

0
f(z ¡ t)g(t)dt =

Z z

0
f 0(z ¡ t)g(t)dt + f (0)g(z)

D üzerinden maksimum al¬n¬rsa

j(f ~ g)(z)j · max jf 0jmax jgj + max jfj max jgj

bulunur. Ayn¬ şekilde

(f ~ g)(k)(z) =
Z z

0
f (k)(z ¡ t)g0(t)dt+

k¡1X

m=0

f(m)(0)g(k¡m)(z) + g(0)f (k) (z) (5.1)

¯̄
(f ~ g)(k)(z)

¯̄
· max

¯̄
f (k)

¯̄
max jg0j +

k¡1X

m=0

max
¯̄
f(m)

¯̄
max

¯̄
g(k¡m)

¯̄

+max
¯̄
f(k)

¯̄
max jgj
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· kfkn kgkn + k kfkn kgkn + kfkn kgkn

= (k + 2) kfkn kgkn · (n +2) kfkn kgkn

bulunur. Buradan

kf ~ gkn · (n +2) kfkn kgkn
c (n) = n +2 al¬rsak

kf ~ gkn · c (n) kfkn kgkn
elde edilir.

Teorem 5.2: X normlu uzay¬ üzerinde tan¬ml¬K1; K2 operatörleri quasi-nilpotent

operatör (Yani ¾(K1) = ¾(K2) = f0g ) ve

K1K2 =K2K1

olsun. O zaman K1 +K2 quasi-nilpotent operatördür.

·Ispat: K1; K2 operatörleri quasi-nilpotent olduklar¬ndan her t > 0 say¬s¬ için bir

s > 0 say¬s¬ vard¬r öyleki her n = 1; 2; ::: için

kKn1k · stn ; kKn2 k · stn

d¬r.O zaman

k(K1 +K2)nk
1
n =

°°°°°
nX

k=0

CknKk1Kn¡k2

°°°°°

1
n

·
"
nX

k=0

Ckn
°°Kk1

°°°°Kn¡k2
°°
# 1
n

·
"
nX

k=0

Cknstkstn¡k
# 1
n

=

"
s2tn

nX

k=0

Ckn

# 1
n

=
¡
s2tn2n

¢ 1
n = 2ts

2
n

olur. Buradan limite geçersek

r(K1 +K2) · 2t;
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elde edilir.

r(K1+K2) = supfj¸j : ¸ 2 ¾(K1 +K2)g

K1 +K2 operatörünün spektral yar¬çap¬d¬r. t key… oldu¼gundan son ȩsitsizlikten

r(K1 +K2) = 0 elde edilir. Bu K1 +K2 operatörünün quasi-nilpotent oldu¼gunu

ispatlar.

Teorem 5.3: f 2 B ~ - terse sahiptir () f (0) 6= 0 .

·Ispat: f 2 B ~¡terse sahip olsun. O zaman bir g 2 Bvard¬r öyleki f~g = 1.

(f ~ g)(z) =
Z z

0
f 0(z ¡ t)g(t)dt+ f(0)g(z) = 1

(f ~ g)(0) = f(0)g(0) = 1

f(0) 6= 0

Tersine f(0) 6= 0 olsun

Df g(z) = (f ~ g)(z)

ile Df operatörünü tan¬mlayal¬m. Aç¬kt¬r ki f tersi var () Df tersi olan

operatördür.

F (z) = f (z)¡ f (0) diyelim. Aç¬kt¬r ki , F (0) = 0 d¬r. Buradan

f(z) = F (z) + f(0)

Df = DF + f (0) I

DFg(z) =
Z z

0
F 0(z ¡ t)g(t)dt = (F 0 ¤ g) (z) = (KF 0g) (z)

Df = KF 0g + f(0) I
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elde edilir. Şimdi KF0 operatörünün quasi-nilpotent oldu¼gunu gösterirsek Df operatörünün

tersinin oldu¼gunu göstermi̧s oluruz. Bunun için ¾(DF ) = f0goldu¼gunu ünlü

Gelfand formülü

r (DF) = lim
k!1

°°DkF
°° 1
k

ile gösterece¼giz. Bunun için
°°DkF

°° 1
kyi hesaplayal¬m.

j(KF 0g) (z)j =
¯̄
¯̄
Z z

0
F 0(z ¡ t)g(t)dt

¯̄
¯̄

·
Z z

0
jF 0(z ¡ t)j jg(t)j jdtj

· kFkn kgkn jzj ;

¯̄¡
K2
F 0g

¢
(z)

¯̄
= j[KF0 (KF 0g)] (z)j

=
¯̄
¯̄
Z z

0
F 0(z ¡ t) (KF 0g) (t)dt

¯̄
¯̄

=
¯̄
¯̄
Z z

0
F 0(z ¡ t)

µZ t

0
F 0(t¡ ¿ )g(¿)d¿

¶
dt

¯̄
¯̄

·
Z z

0
jF 0(z ¡ t)j

µ¯̄
¯̄
Z t

0
F 0(t¡ ¿ )g(¿)d¿

¯̄
¯̄
¶

jdtj

· kFk2n kgkn
jzj2
2!

Buradan tümevar¬m ile her k ¸ 0 için

¯̄¡
KkF0g

¢
(z)

¯̄
· kF kkn kgkn

jzjk
k!

(5.2)

elde edilir.Di¼ger yandan

¯̄
(KF 0g)0 (z)

¯̄
=

¯̄
¯̄
µZ z

0
F 0(z ¡ t)g(t)dt

¶0¯̄
¯̄

=
¯̄
¯̄
Z z

0
F 0(z ¡ t)g0(t)dt+ F 0 (z)g (0)

¯̄
¯̄

·
Z z

0
jF 0(z ¡ t)j jg0(t)j jdtj + jF 0 (z)j jg (0)j

· kFkn kgkn (jzj + 1) ;

¯̄
¯
¡
K2
F0g

¢0 (z)
¯̄
¯ =

¯̄
¯̄
¯

·Z z

0
F 0(z ¡ t)

µ¯̄
¯̄
Z t

0
F 0(t¡ ¿)g(¿)d¿

¯̄
¯̄
¶
dt

¸0 ¯̄¯̄
¯
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=
¯̄
¯̄
Z z

0
F 0(z ¡ t)

µZ t

0
F 0(t¡ ¿ )g0(¿)d¿ +F 0(t)g (0)

¶
dt

¯̄
¯̄

·
Z z

0
jF 0(z ¡ t)j

µZ t

0
jF 0(t¡ ¿ )j jg0(¿ )j jd¿ j

¶
jdtj

+
Z z

0
jF 0(z ¡ t)j jF 0 (t)j jg (0)j jdtj

· kFk2n kgkn

Ã
jzj2
2

+ jzj
!

· kFk2n kgkn
(jzj + 1)2

2!
;

¯̄
¯
¡
K3
F 0g

¢0 (z)
¯̄
¯ =

¯̄
¯̄
¯

½Z z

0
F 0(z ¡ t)

·Z t

0
F 0(t¡ ¿ )

µZ ¿

0
F 0(¿ ¡ ´)g(´)d´

¶
d¿

¸
dt

¾0¯̄¯̄
¯

=
¯̄
¯
R z
0 F

0(z ¡ t)
hR t

0 F
0(t¡ ¿ )

¡R ¿
0 F

0(¿ ¡ ´)g0(´)d´ + F 0(¿ )g (0)
¢
d¿

i
dt

¯̄
¯

·
R z
0 jF 0(z ¡ t)j

hR t
0 jF 0(t¡ ¿ )j

¡R ¿
0 jF 0(¿ ¡ ´)j jg0(´)j jd´j + jF 0(¿ )j jg (0)j

¢
jd¿j

i
jdtj

· kFk3n kgkn

Ã
jzj3
6

+
jzj2
2

!
· kFk3n kgkn

(jzj + 1)3

3!

d¬r.Buradan tümevar¬m ile her z 2 D ve k ¸ 0 için

¯̄
¯
¡
KkF 0g

¢0 (z)
¯̄
¯ · kFkkn kgkn

(jzj + 1)k

k!
(5.3)

elde edilir.Di¼ger yandan k ¸ 2 için

¡KkF 0g
¢
(z) =

£
F ~

¡Kk¡1F0 g
¢¤

(z) ;
¡Kk¡1F 0 g

¢
(0) = 0

ve
^
F (0) = 0 oldu¼gundan (5.1) formülünden her g 2 B, s 2 f1; 2; :::; ng ve k ¸ 2

için

¡
KkF 0g

¢(s) (z) =
Z z

0
F (s) (z ¡ t)

¡
Kk¡1F0 g

¢0 (t) dt+
s¡1X

m=1

^
F

(m)
(0)

¡
Kk¡1F 0 g

¢(s¡m) (z)

(5.4)

elde edilir. Ik operatörü her k ¸ 1 için quasi-nilpotent ve her g 2 B için

Ikg (z) = z
k

k!
~ g (z)
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oldu¼gundan Teorem 5.2 den

Pn¡1 (z) =
^
F (1)z+

^
F (2)z2 + :::+

^
F (n¡ 1)zn¡1

olmak üzere

DPn¡1g (z) = Pn¡1 (z)~ g (z)

operatörü quasi-nilpotenttir.Çünkü

DPn¡1 =
^
F (1) I + 2!

^
F (2) I2+ :::+ (n¡ 1)!

^
F (n¡ 1) In¡1

d¬r.Tekrar Teorem 5.2 gözönüne al¬nacak olursa DF operatörünün quasi-nilpotent

oldu¼gunu ispatlamak için genelli¼gi bozmadan

^
F (1) =

^
F (2) = ::: =

^
F (n¡ 1) = 0

alabiliriz.O zaman (5.4) ȩsitsizli¼gi

¡
KkF0g

¢(s) (z) =
Z z

0
F (s) (z ¡ t)

¡
Kk¡1F 0 g

¢0 (t) dt (5.5)

olur. (5.3) ve (5.5) den

¯̄
¯
¡
KkF 0g

¢(s) (z)
¯̄
¯ · kFkkn kgkn

(jzj + 1)k¡1

(k ¡ 1)!
jzj ;

veya ¯̄
¯
¡
KkF 0g

¢(s) (z)
¯̄
¯ · kFkkn kgkn

(jzj +1)k

(k ¡ 1)!
(5.6)

elde edilir.(5.2) ve (5.6) dan

°°KkF 0g
°°
n · kFkkn kgkn

2k

(k ¡ 1)!
;

°°KkF 0
°°
n · kF kkn

2k

(k ¡ 1)!
;

ve buradan k ! 1 için

°°KkF 0
°° 1
k
n · kF kn

2
[(k ¡ 1)!]1=k

! 0 ;
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elde edilir. Yani r (KF 0) = 0. Buradan KF 0 quasi-nilpotent, yani DF quasinilpo-

tent operatördür. Bu , ispat¬m¬z¬ tamamlar.

Teorem 5..3: f 2 B eleman¬n¬n spektrumu ¾(f) = ff (0)g dir.

·Ispat: Teorem 5.2 den kolayca görülür.

Teorem 5..4: (B;~)cebirinin maksimal idealler uzay¬ bir tek h (f) = f (0) homomor…zmin

den oluşur. Gelfand dönü̧sümü trivialdir.
·Ispat:Orjindes¬f¬r olan fonksiyonlar¬n ideal olduklar¬ aç¬kt¬r.Teorem 3.3.3 ve Teo-

rem 5.2 den herhangi bir trivial olmayan ideal, orjinde s¬f¬rdan farkl¬ olamayaca¼g¬

kolayca elde olunur. Buradan orjinde s¬f¬r olan fonksiyonlar maksimal ideal olduk-

lar¬ ve tek olduklar¬ görülür.
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6. BAZI REEL DE¼G·IŞKENL·I FONKS·IYON UZAYLARINDA VOLTERRA
·INTEGRAL OPERÖRÜNÜN ·INCELENMES·I

Bu bölümde baz¬ reel Banach cebirlerinin yani reel eksenin [0; 1] aral¬¼g¬ üz-

erinde tan¬mlanan fonksiyonlar¬n Banach cebirlerinin maksimal idealleri ve Volterra

integralleme operatörü incelenmi̧stir. Önce baz¬ yard¬mc¬ teoremleri verelim.

(Mikusinski,1959;Carothers,2000;Yosida,1980,Bozhinov,1988)

6.1.Konvolusyon Hakk¬nda Titchmarsh Teoremi

Teorem 6.1.1 (Phragmen): E¼ger g fonksiyonu [0; T ] aral¬¼g¬nda sürekli bir

fonksiyon ise 0 · t < T koşulunu sa¼glayan her t için

lim
x!1

1X

k=1

(¡1)k¡1

k!

Z T

0
ekx(t¡¿ )g (¿ ) d¿ =

Z t

0
g (¿) d¿

d¬r.

Teorem 6.1.2: E¼ger f fonksiyonu [0; T ] aral¬¼g¬nda sürekli bir fonksiyon ve n =

1; 2; ::: için ¯̄
¯̄
Z T

0
entf (t) dt

¯̄
¯̄ · N

ȩsitsizli¼gini sa¼glayan bir N say¬s¬ varsa [0; T ] aral¬¼g¬nda f (t) = 0 d¬r.

Sonuç 6.1.3 (Lerch teoremi):E¼ger f fonksiyonu [0; T ] aral¬¼g¬nda sürekli bir

fonksiyon ve n = 1; 2; ::: için
Z T

0
tnf (t) dt = 0

ise [0; T ] aral¬¼g¬nda f (t) = 0 d¬r.

Teorem 6.1.4 (Titchmarsh): f (x) ; g (x) 0 · x < +1 aral¬¼g¬nda reel veya

kompleks de¼gerli fonksiyonlar olsun.

(f ¤ g) (x) =
Z x

0
f (x¡ t)g (t)dt
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konvolusyonunu tan¬mlayal¬m. E¼ger her x 2 [0;+1) için (f ¤ g) (x) = 0 ise

f (x) veya g (x) fonksiyonu [0;+1) aral¬¼g¬nda s¬f¬ra ȩsittir(Mikusinski,1959; Yosida,1980).

·Ispat: Önce f = g özel durumunda ispatlayal¬m. Farzedelim ki [0; 2T ] aral¬¼g¬nda

sürekli olsun.O zaman 0 · t < 2T aral¬¼g¬nda
Z t

0
f (t¡ ¿ )f (¿ ) d¿ = 0

d¬r.Teorem 6.1.2 den

In =
Z 2T

0
en(2T¡¿ )dt

Z t

0
f (t¡ ¿) f (¿ )d¿ = 0

d¬r. Bu integrali iki katl¬ olarak yazabiliriz. O zaman A 0 · ¿ · t · 2T ȩsitsizli¼gi

ile tan¬mlanan bir üçgen olmak üzere

In =
Z Z

A

en(2T¡¿ )f (t¡ ¿ )f (¿ ) dtd¿

olur. t = 2T ¡ u¡ v ¿ = T ¡ v de¼gi̧sken dönüşümü yap¬l¬rsa In integrali

In =
Z Z

B

en(u+v)f (T ¡ u) f (T ¡ v) dudv

olur ki burada B; 0 · u + v ; u · T; v · T ȩsitsizlikleri ile tan¬mlanm¬̧s bir

üçgendir. C; ¡T · u ; ¡T · v ; u + v · 0 ȩsitsizli¼giyle tan¬mlanan bir üçgen

olmak üzere Z Z

B+C

=
Z Z

B

+
Z Z

C

yazabiliriz. Burada B + C; ¡T · u · T ; ¡T · v · T ȩsitsizlikleriyle

tan¬mlanm¬̧s bir karedir. Z Z

B

= In = 0

oldu¼gundan
Z Z

B+C

enuf (T ¡ u)envf (T ¡ v) dudv

=
Z Z

C

en(u+v)f (T ¡ u) f (T ¡ v) dudv
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dir.E¼ger n > 0 ise sa¼g tarafdaki integralde en(u+v) < 1 olur. M = max jfj olmak

üzere
¯̄
¯̄
Z T

¡T
enuf (t¡ u) du

Z T

¡T
envf (t¡ v)dv

¯̄
¯̄ ·

Z Z

C

M2dudv = 2T 2M 2

dir. Denk olarak ¯̄
¯̄
Z T

¡T
enuf (t¡ u) du

¯̄
¯̄ ·

p
2TM

dir. Buradan
¯̄
¯̄
Z T

0
enuf (t¡ u) du

¯̄
¯̄ =

¯̄
¯̄
Z T

¡T
enuf (t¡ u) du¡

Z 0

¡T
enuf (t¡ u) du

¯̄
¯̄

·
p
2TM +

¯̄
¯̄
Z 0

¡T
enuf (t ¡ u) du

¯̄
¯̄

d¬r.Fakat son aral¬kta enu < 1 dir.Böylece
¯̄
¯̄
Z T

0
enuf (t¡ u)du

¯̄
¯̄ ·

p
2TM +

Z 0

¡T
Mdu =

³p
2 + 1

´
TM

dir.Bu ȩsitsizlik her n > 0 için geçerli oldu¼gundan Teorem 6.1.2 den 0 · u ·
T için f (t¡ u) = 0 bulunur. Yani 0 · t · T için f (t) = 0 bulunur.

Şimdi de genel durum için ispat edelim. 0 · t · 1 için
Z t

0
f (t¡ u) g (u) du = 0

olsun.Böylece 0 · t < 1 için
Z T

0
(t¡ ¿ ) f (t¡ ¿) g (¿) d¿ +

Z t

0
f (t¡ ¿) ¿ g (¿ ) d¿ = t

Z t

0
f (t¡ ¿ )g (¿ )d¿ = 0

d¬r. f1 (t) = tf (t) ve g1 (t) = tg (t) (0 · t <1) yazarsak yukar¬daki ȩsitlik

f1g + f g1 = 0

olur.Buradan

f g1 (f1g + f g1) = 0

ve konvolusyonun komutati‡ik, ve birlȩsme ve da¼g¬lma özelli¼gi kullan¬larak

f gf1g1 + (fg1)2 = 0
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bulunur. Hipotezden fg = 0 kullan¬larak (f g1)2 = 0 elde edilir.Böylece
Z t

0
f (t¡ ¿ ) ¿g (¿ )d¿ = 0

ve ayn¬ i̧sleme devam edilirse 0 · t <1 için
Z t

0
f (t¡ ¿ ) ¿2g (¿ )d¿ = 0

ve her n için Z t

0
f (t¡ ¿) ¿ ng (¿) d¿ = 0

bulunur. Teorem 6.1.3 den 0 · ¿ · t < 1 için

f (t¡ ¿) g (¿) = 0

olur. Key… bir ¿ 0 ¸ 0 için g (¿ 0) 6= 0 ise f (t¡ ¿ ) g (¿ ) = 0 dan 0 · t < 1 için

f = 0 elde edilir. E¼ger böyle bir ¿0 say¬s¬ yoksa 0 · t < 1 için g = 0 elde

edilir.·Ispat tamamlan¬r.

6.2. C (n)[0; 1] Uzay¬n¬n Duhamel Çarp¬m¬na Göre Banach Cebri Oluşu

ve Maksimal ·Ideallerinin Resmi

Teorem 6.2.1: E¼ger f; g 2 C(n)[0; 1] ise c bir sabit olmak üzere

kf ~ gk · c kfk kgk

dir.
·Ispat: Teorem 5.1 dekine benzer olarak kolayca yap¬l¬r.

Aşa¼g¬daki üç teorem de Teorem 5.2 e benzer şekilde ispatland¬¼g¬ için bunlar¬n

ispatlar¬na girmeyece¼giz.

Teorem 6.2.2: f 2 C(n)[0; 1] ~¡terse sahiptir() f (0) 6= 0.

Teorem 6.2.3: f 2 C(n)[0; 1] eleman¬n¬n spektrumu ¾(f) = ff(0)g dir.
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Teorem 6.2.4:
¡
C(n)[0; 1];~

¢
cebirinin maksimal idealler uzay¬ bir tek h (f ) =

f (0)homomor…zminden oluşur. Gelfand dönüşümü trivialdir.

6.3. W(n)
p [0; 1] Uzay¬n¬n Duhamel Çarp¬m¬na Göre Banach Cebri Oluşu

ve Maksimal ·Ideallerinin Resmi

Önce W (n)
p [0; 1] Sobolev uzay¬n¬ tan¬mlayal¬m. 1 · p < 1 bir reel say¬ olmak

üzere Z b

a
jfjp < 1

koşulunu sa¼glayan ölçülebilir f fonksiyonlar¬n¬n uzay¬ Lp[a; b] ile gösterilir.

Lp[a; b] üzerindeki norm

kfkLp =
µZ b

a
jf jp

¶1=p

ile tan¬mlan¬r. W (n)
p [0; 1] uzay¬ W (n)

p [0; 1] = ff : f (n) 2 Lp[0; 1]g ile tan¬mlan¬r.

Bu uzayda norm

kfkW (n)
p

= max
£
kfkC(n¡1) ;

°°f (n)
°°
Lp

¤

şeklinde tan¬mlan¬r (Yosida,1980). Burada

kfkC(n¡1) = maxfmax
x2[0;1]

jf(x)j ; max
z2[0;1]

jf 0(x)j ; :::; max
z2[0;1]

¯̄
f(n¡1)(x)

¯̄
g

ile tan¬mlan¬r.

Teorem 6.3.1: f; g 2W (n)
p [0; 1] ise c bir sabit olmak üzere

kf ~ gkW(n)
p

· ckfkW(n)
p

kgk W(n)
p

dir.

·Ispat: Teorem 5.1 e benzer şekilde

kf ~ gkC(n¡1) · (n + 1)kfkC(n¡1) kgkC(n¡1)

dir. Şimdi de Lp deki norma bakal¬m:
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°°(f ~ g)(n)(x)
°°p
Lp =

Z 1

0

¯̄
(f ~ g)(n)(x)

¯̄p dx

=
Z 1

0

¯̄
¯̄
¯

Z x

0
f(n)(x¡ t)g0(t)dt+

n¡1X

m=0

f (m)(0)g(n¡m)(x) + g(0)f (n)(x)

¯̄
¯̄
¯

p

dx

· 2p
Z 1

0

¯̄
¯̄
Z x

0
f(n)(x ¡ t)g 0(t)dt

¯̄
¯̄
p

dx

+4p
Z 1

0

¯̄
¯̄
¯
n¡1X

m=0

f(m)(0)g(n¡m)(x)

¯̄
¯̄
¯

p

dx

+4p
Z 1

0

¯̄
g(0)f (n)(x)

¯̄p
dx

[0,1] aral¬¼g¬ üzerinden maksimum al¬n¬rsa

°°(f ~ g)(n)(x)
°°p
Lp

· 4p
Ã
nX

k=0

kX

m=0

max
¯̄
f(m)

¯̄
max

¯̄
g(k¡m)

¯̄
!p

°°(f ~ g)(n)(x)
°°
Lp · 4

nX

k=0

kX

m=0

kfkC(n¡1) kgkC(n¡1)

=
4n:(n +1)

2 kfkC(n¡1) kgkC(n¡1)
= 2n:(n + 1)kfkC(n¡1) kgkC(n¡1)

O zaman

kf ~ gk
W (n)
p

· 2:n:(n+ 1) kfkC(n¡1) kgkC(n¡1)

· 2:n:(n+ 1)max
£
kfkC(n¡1) ;

°°f (n)
°°
Lp

¤
max

£
kgkC(n¡1) ;

°°g(n)
°°
Lp

¤

= 2n:(n + 1)kfkW(n)
p

kgk W(n)
p

c = 2n:(n + 1) al¬rsak

kf ~ gkW(n)
p

· ckfkW(n)
p

kgk W(n)
p
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bulunur.

Teorem 6.3.2: f 2W (n)
p [0; 1] ~¡terse sahiptir() f(0) 6= 0.

·Ispat: Teorem 5.2 e benzer şekilde f 2 W (n)
p [0; 1] ~ ¡terse sahip olsun. O

zaman bir g 2W (n)
p [0; 1] vard¬r öyleki f ~ g = 1. Buradan

(f ~ g)(z) =
Z x

0
f 0(x ¡ t)g(t)dt+ f (0)g(x) = 1

(f ~ g)(0) = f(0)g(0) = 1

f(0) 6= 0

olur. Tersine f (0) 6= 0 olsun

Df g(x) = (f ~ g)(x)

ile Df operatörünü tan¬mlayal¬m. Aç¬kt¬r ki f ~¡tersi var () Df tersi olan

operatördür.

F (x) = f (x)¡ f (0) ile gösterelim. Buradan F (0) = 0

f (x) = F (x) + f(0)

Df = DF + f (0)I

DF g(x) =
Z x

0
F 0(x¡ t)g(t)dt = (F 0 ¤ g) (x) = (KF 0g) (x)

Df = KF0g + f(0) I

KF 0 operatörünün quasi-nilpotent oldu¼gunu gösterirsek Df operatörünün tersinin

oldu¼gunu göstermi̧s oluruz. Bunun için ¾(DF) = f0goldu¼gunu Gelfand formülü

r (DF) = lim
k!1

°°DkF
°° 1
k
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ile gösterece¼giz. O zaman
°°DkF

°° 1
k yi hesaplayal¬m. Her x 2 [0; 1] için

j(KF 0g) (x)j =
¯̄
¯̄
Z x

0
F 0(x ¡ t)g(t)dt

¯̄
¯̄

·
Z x

0
jF 0(x ¡ t)j jg(t)j jdtj

· kF kC(n¡1) kgkC(n¡1) jxj ;

dir. Benzer şekilde

¯̄¡
K2
F 0g

¢
(x)

¯̄
= j[KF 0 (KF 0g)] (x)j

=
¯̄
¯̄
Z x

0
F 0(x ¡ t) (KF 0g) (t)dt

¯̄
¯̄

=
¯̄
¯̄
Z x

0
F 0(x ¡ t)

µZ t

0
F 0(t¡ ¿ )g(¿ )d¿

¶
dt

¯̄
¯̄

·
Z x

0
jF 0(x¡ t)j

µ¯̄
¯̄
Z t

0
F 0(t¡ ¿ )g(¿ )d¿

¯̄
¯̄
¶

jdtj

· kF k2C(n¡1) kgkC(n¡1)
jxj2
2!

bulunur. Buradan tümevar¬m yoluyla her x 2 [0; 1] ve k ¸ 0 için

¯̄¡
KkF 0g

¢
(x)

¯̄
· kF kkC(n¡1) kgkC(n¡1)

jxjk
k!

(6.1)

elde edilir.Ayn¬ şekilde her x 2 [0; 1] için

¯̄
(KF 0g)0 (x)

¯̄
=

¯̄
¯̄
µZ x

0
F 0(x¡ t)g(t)dt

¶0 ¯̄
¯̄

=
¯̄
¯̄
Z x

0
F 0(x ¡ t)g0(t)dt+ F 0 (x) g (0)

¯̄
¯̄

·
Z x

0
jF 0(x ¡ t)j jg0(t)j jdtj + jF 0 (x)j jg (0)j

· kFkC(n¡1) kgkC(n¡1) (jxj + 1) ;

¯̄
¯
¡
K2
F 0g

¢0 (x)
¯̄
¯ =

¯̄
¯̄
¯

·Z x

0
F 0(x¡ t)

µ¯̄
¯̄
Z t

0
F 0(t¡ ¿ )g(¿)d¿

¯̄
¯̄
¶
dt

¸0 ¯̄¯̄
¯

=
¯̄
¯̄
Z x

0
F 0(x ¡ t)

µZ t

0
F 0(t¡ ¿ )g0(¿)d¿ +F 0(t)g (0)

¶
dt

¯̄
¯̄
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·
Z x

0
jF 0(x¡ t)j

µZ t

0
jF 0(t¡ ¿ )j jg0(¿ )j jd¿j

¶
jdtj

+
Z x

0
jF 0(x ¡ t)j jF 0 (t)j jg (0)j jdtj

· kF k2C(n¡1) kgkC(n¡1)
Ã

jxj2
2 + jxj

!

· kF k2C(n¡1) kgkC(n¡1)
(jxj + 1)2

2!
;

¯̄
¯
¡
K3
F0g

¢0 (x)
¯̄
¯ =

¯̄
¯̄
¯

½Z x

0
F 0(x¡ t)

·Z t

0
F 0(t¡ ¿ )

µZ ¿

0
F 0(¿ ¡ ´)g(´)d´

¶
d¿

¸
dt

¾0 ¯̄¯̄
¯

=
¯̄
¯
R x
0 F

0(x¡ t)
hR t

0 F
0(t ¡ ¿) ¡R ¿

0 F
0(¿ ¡ ´)g0(´)d´ + F 0(¿)g (0)¢ d¿

i
dt

¯̄
¯

·
R x
0 jF 0(x ¡ t)j

hR t
0 jF 0(t¡ ¿)j

¡R ¿
0 jF 0(¿ ¡ ´)j jg0(´)j jd´j + jF 0(¿)j jg (0)j

¢
jd¿ j

i
jdtj

· kF k3C(n¡1) kgkC(n¡1)

Ã
jxj3
6

+
jxj2
2

!

· kF k3C(n¡1) kgkC(n¡1)
(jxj +1)3

3!

dir.Yine tümevar¬m ile her x 2 [0; 1] ve k ¸ 0 için

¯̄
¯
¡
KkF 0g

¢0 (x)
¯̄
¯ · kFkkC(n¡1) kgkC(n¡1)

(jxj + 1)k

k!
(6.2)

bulunur.Benzer işlemler yaparsak her x 2 [0; 1] için

¯̄
(KF 0g)00 (x)

¯̄
=

¯̄
¯̄
Z x

0
F 0(x ¡ t)g00(t)dt+ F 0(x)g0(0) + F 00(x)g(0)

¯̄
¯̄

· kFkC(n¡1) kgkC(n¡1) jxj + kFkC(n¡1) kgkC(n¡1)
+ kFkC(n¡1) kgkC(n¡1)

· kFkC(n¡1) kgkC(n¡1) (jxj + 2)

¡
K2
F 0g

¢00 (x) =
Z x

0
F 0(x ¡ t)

µZ t

0
F 0(t¡ a)g00(a)da +F 0(t)g0(0) + F 00(t)g(0)

¶
dt

+F 0(x)F 0(0)g(0)
¯̄
¯
¡K2
F0g

¢00 (x)
¯̄
¯ ·

¯̄
¯̄
Z x

0
F 0(x¡ t)

µZ t

0
F 0(t ¡ a)g00(a)da

¶
dt

¯̄
¯̄
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+
¯̄
¯̄
Z x

0
F 0(x ¡ t)F 0(t)g0(0)dt

¯̄
¯̄

+
¯̄
¯̄
Z x

0
F 0(x ¡ t)F 00(t)g(0)dt

¯̄
¯̄

+ jF 0(x)F 0(0)g(0)j
¯̄
¯
¡
K2
F0g

¢00 (x)
¯̄
¯ · kFk2C(n¡1) kgkC(n¡1)

¯̄
¯̄
Z x

0
tdt

¯̄
¯̄ + kFk2C(n¡1) kgkC(n¡1)

¯̄
¯̄
Z x

0
dt

¯̄
¯̄

+kF k2C(n¡1) kgkC(n¡1)
¯̄
¯̄
Z x

0
dt

¯̄
¯̄+ kFk2C(n¡1) kgkC(n¡1)

= kFk2C(n¡1) kgkC(n¡1)
¯̄
¯̄x2
2

¯̄
¯̄ + kF k2C(n¡1) kgkC(n¡1) jxj

+kF k2C(n¡1) kgkC(n¡1) jxj + kFk2C(n¡1) kgkC(n¡1)

· kF k2C(n¡1) kgkC(n¡1)
¯̄
¯̄(jxj + 2)2

2!

¯̄
¯̄

ve ¯̄
¯
¡
KkF 0g

¢00 (x)
¯̄
¯ · kFkkC(n¡1) kgkC(n¡1)

(jxj +2)k

k!
(6.3)

bulunur. (6.1), (6.2), ve (6.3) den tümevar¬m metodu ile kolayca gösterilebilir ki

her x 2 [0; 1] ve k ¸ 0 için
¯̄
¯
¡
KkF 0g

¢(n¡1) (x)
¯̄
¯ · kFkkC(n¡1) kgkC(n¡1)

(jxj + n¡ 1)k

k!
; (6.4)

elde edilir.(6.1), (6.2), (6.3), (6.4) den

°°KkF 0g
°°
C(n¡1) · kFkkC(n¡1) kgkC(n¡1)

nk

k!
;

°°KkF 0
°°
C(n¡1) · kFkkC(n¡1)

nk

k! ; (6.5)

bulunur. Di¼ger taraftan (6.4) den her x 2 [0; 1] ve k ¸ 0 için

°°°
¡
KkF 0g

¢(n)°°°
Lp

=
·Z 1

0

¯̄
¯
¡
KkF 0g

¢(n) (x)
¯̄
¯
p
dx

¸ 1
p

·
"Z 1

0

¯̄
¯̄
¯kF kkC(n¡1) kgkC(n¡1)

(jxj + n)k
k!

¯̄
¯̄
¯

p

dx

# 1
p

· kFkkC(n¡1) kgkC(n¡1)

ÃZ 1

0

(jxj + n)kp
(k!)p

dx

!1
p

· kFkkC(n¡1) kgkC(n¡1)
(1 + n)k

k!
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°°KkF 0g
°°
Lp

· kF kkC(n¡1) kgkC(n¡1)
(1 + n)k

k!
°°°
¡
KkF0

¢(n)°°°
Lp

· kF kkC(n¡1)

(1 + n)k

k!
(6.6)

elde edilir. (6.5) ve (6.6) dan

°°KkF 0
°°
W(n)
p

= max
h°°KkF0

°°
C(n¡1) ;

°°°
¡
KkF0

¢(n)°°°
Lp

i

· kF kkC(n¡1)
(1 + n)k

k!
°°KkF 0

°° 1
k

W(n)
p

· kFkC(n¡1)
1 + n
[k!]1=k

! 0 ;

bulunur. Öyleyse ¾(KF 0) = f0g dir. Bu da KF 0 operatörünün quasi-nilpotent

oldu¼gunu gösterir. Böylece ispat tamamlanm¬ş olur. Yani Df operatörünün tersi

vard¬r.

Teorem 6.3.3: f 2W (n)
p [0; 1] eleman¬n¬n spektrumu ¾(f) = ff(0)g dir.

Teorem 6.3.4:
³
W (n)
p [0; 1];~

´
cebirinin maksimal idealler uzay¬ bir tek h (f ) =

f (0)homomor…zminden oluşur.Ve Gelfand dönü̧sümü trivialdir.

Hat¬rlatal¬m ki, yukar¬daki Teorem 6.2.2 ve Teorem 6.3.2 konvolusyon hakk¬nda

Titchmarsh teoremi ve Fredholm alternati… yard¬m¬yla farkl¬ metodlarla daha

önce Tsekanovski (1965), Ostapenko ve Tarasov (1977) ve Karaev (1984) taraf¬n-

dan ispatlanm¬̧st¬r.

6.4. Yaklaş¬m Hakk¬nda Weierstrass Teoremi

Teorem 6.4.1: f (x) reel (yada kompleks ) de¼gerli [0; 1] kapal¬ aral¬¼g¬nda sürekli

bir fonksiyon olsun. O zaman n! 1 için [0; 1] aral¬¼g¬ üzerinde f (x) e düzgün

olarak yak¬ns¬yan bir Pn (x) polinomlar dizisi vard¬r. (Yosida,1980)

6.5. Volterra ·Integralleme Operatörünün Devri Vektörlerinin Resmi
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Tan¬m 6.5.1: X ayr¬labilir bir Banach uzay¬ ve A X üzerinde s¬n¬rl¬ lineer bir

operatör olsun. E¼ger

span fAkx : k ¸ 0g =X

ise x 2 X vektörüne A operatörünün devri vektörü denir.

Teorem 6.5.2: Bir f 2 C(n) [0; 1] fonksiyonu I ;

(If) (x) =
Z x

0
f (t) dt

operatörü için devri vektördür() f(0) 6= 0.

·Ispat: Her k ¸ 0 için

Ikf = z
k

k!
~ f

oldu¼gundan

spanfIkf : k ¸ 0g = spanfz
k

k!
~ f : k ¸ 0g

= spanfDf
µ
zk

k!

¶
: k ¸ 0g = Df spanf

zk

k!
: k ¸ 0g

= Df C(n) [0; 1]

f(0) 6= 0 oldu¼gundan Teoerem 5..1 ve Teorem 5.2 den Df s¬n¬rl¬ tersi olan oper-

atördür. Son ȩsitlikten

spanfIkf : k ¸ 0g = C(n) [0; 1]

elde edilir. Di¼ger yandan f vektörü I operatörü için devri vektör ise f(0) 6=
0 d¬r, çünkü aksi takdirde

spanfIkf : k ¸ 0g ½ C (n)
0 [0; 1] def= fg 2 C(n) [0; 1] : g (0) = 0g ( 6= C(n) [0; 1] )

olur ki, bu da bir çeli̧skidir.

6.6. Volterra ·Integral Operatörünün Komutant¬
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Tan¬m 6.6.1: X normlu uzay, T X üzerinde bir operatör olsun.

fTg0 = fA : AT = TAg

kümesine T operatörünün komutant¬ denir.

Teorem 6.6.2: C (n) [0; 1] üzerinde Dfg = f ~ g Duhamel operatörü olmak

üzere . I operatörünün komutant¬

fIg0 = fDf : f 2 C (n) [0; 1]g

d¬r.

·Ispat:

Ig = z ~ g = Dzg

ve

DfDz = DzDf

oldu¼gundan bütün Df ; f 2 C (n) [0; 1] Duhamel operatörleri fIg0 aittir. Di¼ger

yandan T 2 L
¡
C(n) [0; 1]

¢
ve TI = IT ise her k ¸ 0 için

TIk = IkT

d¬r. Buradan her g 2 C (n) [0; 1] için

TIkg = IkTg

d¬r.Özel olarak her k ¸ 0 için

T Ik1 = IkT1

d¬r. Yani k ¸ 0 olmak üzere

T
µ
zk

k!
~ 1

¶
=
zk

k!
~ T1

veya

T
¡
zk

¢
= zk ~ T1
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d¬r. Buradan .k ¸ 0 için

Tzk = DT1zk :

Teorem 6.4.1 den her g 2 C(n) [0; 1] için T g = DT1g elde edilir. Böylece f = T1 2
C(n) [0; 1] olmak üzere T = Df dir.
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