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OZET

Bu tez alt- bélimden olusmaktad-r.
Birinci bolimde, konunun tarihi geligimi verilmigtir.

Ikinci bolimde, s-n-rl- lineer operatorler, kompakt operatorler tan-mlanarak on-
lar-n baz- 6zellikleri verilmistir. Quasinilpotent operatériin tan-m- verilmis ve

kompakt operatorler icin Fredholm alternati... verilmistir.

Uclincti b6limde, Banach cebirleri teorisinin temel kavramlar- verilmistir. Idealler
ve maksimal idealler tannmlanarak onlar.n baz- Ozellikleri verilmigtir. Gelfand

dontstmu ve Ozellikleri verilmistir.

Dordinci bélimde, analitik fonksiyonlar-n temel 6zellikleri verilmis ve Duhamel

¢arp-m- tan-mlan-p ozellikleri verilmigtir.

Besinci bolumde, Duhamel carp-ml- baz- Banach cebirleri ve onlar-n maksimal
idealleri incelenmigtir. C(™ i5¢ uzay-n-n kapal- alt uzay-olanB = ff 2 C™ 5

f D de analitik ve D da sureklig uzay-n-n Duhamel ¢arp-m-na gore Banach cebri
olusu ispatlanm-s ve onun maksimal ideallerinin resmi verilmistir. (B; ~) cebrinin
maksimal idealler uzay-n-n bir tek h (f) = £ (0) homomor..zminden olustugu ve

bdylece Gelfand déntsimunin trivial oldugu ispatlanm-st-r.

Alt-nc- bélimde ise baz- reeel Banach uzaylar-n-n, yani reel eksenin [0; 1] aral--
Uzerindeki fonksiyonlar-n-n Duhamel ¢arp-m-na goére Banach cebri olusu gos-
terilmis ve onlar-n Duhamel carp-m-na gore maksimal idealleri incelenmistir,
\olterra integralleme operatdrinin devri vektorleri ve komutant- resmedilmigtir.
ANAHTAR KELIMELER: Banach cebiri, Duhamel ¢carp-m-~, maksimal ideal,
kapal- ideal, Titchmarsh konvolusyon teoremi, Fredholm alternati.., Quasinilpo-

tent operator, homomor..zm, Gelfand donugiimu, devri vektor, komutant.



ABSTRACT

This thesis consists of six chapters.

In the ..rst chapter, historical development of the topic has been given.

In the second chapter, the linear bounded operators and compact operators are
de..ned and their some properties are given. The quasinilpotent operator is de-
.ned and for the compact operators the Fredholm alternative has been given.

In the third chapter, the basic concepts of Banach algebras theory have been
given. ldeals and maximal ideals are de..ned and their several properties have
been given. Gelfand transformation and its properties have been given.

In the fourth chapter, the basic properties of analytic functions are given; the
Duhamel product is de..ned and its properties have been given.

In the ..fth chapter, the Bnach algebras with Duhamel product as multiplica-
tion and their maximal ideals are examined. The being of Banach algebra of
the closed subspace B = ff 2 C(™ i5¢ : T is analytic in D and is continuous
on Bgof cm i5¢ with respect to the Duhamel product has been proved and
its maximal ideals are given. It is proved that the maximal ideals space of the
Banach algebra (B; ~) consist from the only one homomorphism h (f) = f (0),
and thus the Gelfand transformation is trivial.

In the sixth chapter, the being of Banach algebra with Duhamel product of some
real Banach spaces over the segment [0; 1] of the real axis have been showed and
their maximal ideals with respect to the Duhamel product have been investi-
gated; cyclic vectors and commutant of Volterra integration operator have been

described.

KEY WORDS: Banach algebra, Duhamel product, maximal ideal, closed ideal,
Titchmarsh convolution theorem, Fredholm alternative, quasinilpotent operator,

homomorphism, Gelfand transformation, cyclic vector, commutant.
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1. GIRIS

Banach Cebiri kavram- 1930 lu y-llar-n sonlar-nda degigik adlarla Nagumo, Yosida,
Gelfand, Naimark ve Ambrose taraf-ndan verilmistir. Banach cebirlerinin daha
genel teorisi ise Gelfand, Silov, Naimark ve Raikov’'un ad- ile 6zdegtir. (Daha
ayr-nt-l- bilgi icin C. E. Rickart’n “General Theory of Banach Algebras” adl-
kitab- ve I. M. Gelfand, D. A. Raikov ve G. E. Silov’'un “Commutative normed
rings” bagl-kl- kitaplar- en iyi kaynaklard-r. ). De@ismeli Banach cebirinin esas
sonucu Gelfand ve Naimark taraf-ndan ispatlanarak degismeli bir B® -cebirinin
ogrenilmesi meselesini cebirin maksimal idealler uzay- Gizerindeki strekli fonksiy-

onlar cebirinin 6grenilmesi meselesine getirilebildigini géstermistir.

Banach cebirlerinin en énemli problemlerinden biri de incelenen cebirin kapal-
ideallerinin ve maksimal ideallerinin belirlenmesidir. Baz- somut Banach cebir-
lerinin kapal- ideallerinin ve maksimal ideallerinin resmi Silov (1947), Whitney
(1948), Lorch (1944) ve bagkalar- taraf-ndan yap-lm-st-r (bak. Rickart (1960) ).

Bu tezde Duhamel ¢arp-ml- baz- Banach cebirleri ve onlar-n maksimal idealleri

incelenmistir. Fonksiyonlar-n Duhamel ¢arp-m-
d Z
f-9@ =5, FTingad

0
formult ile tan-mlan-yor. Analitik fonksiyonlar-n baz- Frechet uzaylar-nda kapal-
idealleri (maksimal idealler dahil ) resmetmek icin ¢esitli yontemler mevcuttur.

Bunlardan biri de Duhamel ¢arp-m-n-n yard-m-yla yap-lan metoddur.

Analitik fonksiyonlar-n baz- Frechet uzaylar-nda (topolojik cebir) kapal- ideallerin
resmolunmas-nda Duhamel ¢arp-m-n- ilk kullananlar Wigley (1974) ve Nagnibida
(1982) d-r. Baz- Banach uzaylar-nda \olterra integralleme operatérinin devri
vektorlerinin ve komutant-n-n resmi Duhamel ¢arp-m- yard-m-yla M. T. Karaev

(1984,1990,2003) taraf-ndan verilmigtir.

i—¢
D snrl- ve orjinde y-ld-z bélge olsun. C(M™ "D ile x ve y degiskenine gore
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n ci mertebeden ksmi tirevieri D de var ve D de siirekli olan kompleks
dedjerli T (z) = f (x +1iy) fonksiyonlar-n-n vektor uzay-m gosterelim. Bu tezde
cm i5¢ uzay-n-n kapal alt uzay- olan B = ff 2 C™ i5¢ : f D de analitik
ve D da stireklig Banach uzay-n-n Duhamel carp-m-na gére Banach cebiri olusu

gosterilmis ve sonra da tek maksimal idealinin
M=FfF2B:f(0)=0g

oldugu ispatlanm-str. Boylece (B; ~) Banach cebirinin maksimal idealler uza-
y-n-n bir tek
h(f) =1 (0)

homomor..zminden olustugu gosterilmigtir, ve dolay-siyla uygun Gelfand dontgimuintn
trivial oldugu sonucu elde edilmistir. Elde edilen baz- sonuglar-n ispat-nda Titch-
marsh’n konwvolusyon hakk-ndaki teoremi yerine ilk defa olarak quasinilpotent

operatorlar kavram- kullan-Im-gt-r.

Cal-smada C ™][0; 1] uzay-nda Volterra integralleme operatérintn, yani
Z

)1 F()dt
0

operatorinun devri vektorleri ve komutant- da resmedilmistir.



2. BANACH UZAYINDA KOMPAKT OPERATORLER

Bu bolimde sin-rl- lineer operatorler,kompakt operatorler ve ozellikler ver-
ilmistir. (Kreyszig,1978;Rudin ,1991 ;Kolmogorov and Fomin,1975;Halmos, 1982)

2.1. Lineer s-n-rl- operatorler

T operatorinin tan-m kimesini D (T) deger kiimesi de R (T) ile gOsterelim.

Tan-m 2.1.1: X ve Y Ckompleks cismi tzerinde iki lineer uzay olsun. Her
x;y2D(T)w ®; 2Cigin

T@x+y) =0T (X)+ T(y)
kosulunu saglayan T : X ¥ Y operatdrine lineer operator denir.

Tan-m 2.1.2: X ve Y normlu uzaylar ve T : X ¥ Y lineer operat6r olsun. Her
x 2 X i¢in

KTxk - ckxk
kosulunu saglayan bir ¢ > 0 reel say-s- bulunabilirse T operatortine s-n-rl- op-
erator denir. X Banach uzay-nda s-n-rl- lineer operatorlerin kiimesini L (X) ile

gosterelim.

Tanm 2.1.3: X kompleks normlu uzay ve T : X ¥ X lineer sin-rl- operator
olsun. | kompleks bir say~- ve I ,X (zerinde 6zdeslik operatdrt olmak Uzere
T =T i .l operatrine bakal-m. T_n-n tersi varsa bunu R_(T ) ile gésterelim.

Buna T nin resolvent operatoru denir.

Tan-m 2.1.4: X kompleks normlu uzay ve T : X ¥ X lineer operator olsun.
Agafjndaki sartlar- saglayan . detgerine reguler deger denir.
(i) R_ (T ) mewvcut,



(II) R> (T )Swnwrlw ,
(i) X de yogun bir kiime Gzerinde R_(T ) tan-ml-chr.

Tan-m 2.1.5: T nin reguler degerleri olan _ lar-n olusturdugu % (T) kiimesine
T nin resolvent kiimesi ad- verilir. % (T) nin C kompleks diizlemde tiimleyeni olan
%(T) = Cj%(T)klmesine T nin spektrum’u ve bir _ 2 % (T)say-ssha da T nin

spektral degeri denir.

Tammm 2.1.6: R_(T ) mewvcut olmayacak sekildeki kiimeye nokta spektrumu
denir. R_(T ) mevcut olup (iii) saglayan (ii) saglamayan kiimeye surekli spek-
trum denir. R_ (T )mevcut olup (s-n-rl- yada s-n-rs-z ) (iii) saglamayan kimeye

rezidu spektrum’u denir.

Tanm 2.1.7 (Quasi-nilpotent Operatdr): X normlu bir lineer uzay ve

T : X ¥ X lineer s-n-rl- bir operatdr olsun. Eger
lim KTk =0
nil

ise T operatoriine quasi-nilpotent operator denir.

Teorem 2.1.8: T quasi-nilpotent operatdr olsun. O zaman _ & 0 bir skaler
olmak tzere T j 1 operatérindn tersi vard-r.

Gercekten % (T) = f0g ve buradan da
%(Tj . 1)=T,96 f0g

oldugu icin T j _1 operatérindn tersi vard-r.
2.2. Kompakt Operatorler

Tan-m 2.2.1: X bir metrik uzay olsun. Eger bir M % X kimesinin her dizisinin

yak-nsak bir alt dizisi varsa M kimesine kompakt kiime denir.

Tan-m 2.2.2: Eder Vkompakt ise M % X kimesine nisbi kompakt kiime
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denir.

Tanm 2.2.3: X wve Y normlu lineer uzaylar olsun. T : X ¥ Y lineer operator
olsun. Eger her s-n-rl- M Y2 X kiimesi icin T (M) nisbi kompaktise T operatorine

kompakt lineer operator denir.

Teorem 2.2.4: X ve Y normlu uzaylar olsun.O takdirde asag-dakiler dogrudur.
(1) T : X ¥ Y kompakt lineer operatéri s-n-rl-d-r.
(i) dim X = dise | : X ¥ X 0Ozdeglik operatort kompakt degildir.

Tan-m 2.2.5: X normlu bir uzay olsun. X deki her (x,) Cauchy dizisi X de bir

noktaya yak-ns-yor ise X uzay-na Banach uzay denir.

Teorem 2.2.6: X ve Y Banach uzaylar olsun. T : X ¥ Y lineer operator olsun.

diziye sahiptir.

Teorem 2.2.6: X veY Banach uzaylar olsun. T : X ¥ Y lineer operator olsun.
(M) T snrl-ve dim T (X) < Lise T kompakt-r.
(i) dim X < Aise T kompaktr.

Teorem 2.2.7 (Fredholm Alternati..): X bir Banach uzay olsun. T : X X

X kompakt ve _ s-frdan farkl- kompleks say- olsun. Eger
ker (T §j .1)=f0g

ise T j . | tersi olan operatordr.



3.BANACH CEBIRLERI TEORISININ TEMEL FIKIRLERI VE ONER-
ILERI

Bu bolimde Banach Cebirleri teorisinin temel kavramlar- verilmigstir. (Rickart,1960;

Terzioglu,1998 ; Rudin,1991)

3.1.Temel Kavramlar.

Tan-m 3.1.1: Kompleks (reel) vektér uzay- A Uzerinde agag-daki Ozellikleri

saglayan bir carp-m iglemi varsa bu uzaya kompleks(reel) cebir denir:
x(yz) = (xy)z
X+y)z = xz+yz
X(y+z) = xy+xz

®(xy) = (@x)y =x(®y)
Burada x; y ve z noktalar- A uzay-ndad-r ve ® da herhangi bir kompleks(reel) say-d-r.
Her x;y 2 Aligin
Xy =yX
oluyorsa A cebirine komutatif cebir denir.
Xe = ex =X

sart-n- sa@jlayan e eleman-na birim eleman denir.

Tan-m 3.1.2: Bir karmag-k A cebri tzerinde tan-mlanan bir norm
kxyk - kxkkyk
kek = 1

sart-n- sagl-yorsa ve (A;k:k) bir Banach uzay- ise, (A; kik) ciftine Banach cebiri

denir.



Tanm 3.1.3. A, birime sahip bir cebir ve e birim eleman olsun.
xxil=xilx =¢

esitligini sagflayan bir xi' 2 A varsa buna x eleman-n tersi denir. xeleman-n tersi
varsa xe reguler eleman denir. Tersi olmayan elemanlara singtler eleman denir.

Reguler elemanlar-n kiimesi G (A) carp-m alt-nda bir guruptur.
Teorem 3.1.4: A, birime sahip bir Banach cebiri olsun. Eger x 2 Aigin

limsup kx"kn < 1
nil

. P - N
ise X" serisi yak-nsaktr ve e j x regilerdir ve

X
eix)i'=e+ X
n=1

n

dir.
Ispat: Bir ®reel say-s- segelim , dyle ki
lim sup kx"kn <® < 1
ntl
olsun. O zaman bir v 2 N vard-r dylekiher n >v igin
kx"k < ®"

P P
dir. Buradan  X"serisi mutlak yak-nsaktr. (A; k:k) tam oldugundan  Xx"serisi

yak-nsaktr.
X
s, e+ xK
k=1
ve
_ X .
s" e+ X
k=1

yazal-m. Basit bir hesaplama

(iXsn=sa(eix)=ejx"



oldugunu gosterir.s, ¥ s, n ¥ 1 igin kx"k ¥ 0 ve carp-m-n ek surekliliginden

(joint continuity of multiplication)
(eixX)s=s(ejx)=e

ve
. X
eix)!'" =e+ X
n=1

n

Sonug 3.1.5: A, birime sahip Banach cebiri olsun.
ke j xk<1
esitsizligini saglayan her x 2 A regulerdir.
3.2. Spektrum:
Tan-m 3.2.1: A , birime sahip bir Banach cebiri olsun. a 2 A icin
%@ =f,2C:(aj.e)2G(A)g
olarak tan-mlanan kompleks say-lar kiimesine a noktas-n-n spektrumu denir.

Tan-m 3.2.2:
r(a)=supfj,j:. 2%(@)g

say-s-na da a noktas-n-n spektral yar-cap- denir.

Teorem 3.2.3: Abir Banach cebiri olsun. Her a 2 A igin % (a) bos olmayan

kompakt bir kiimedir.

Teorem 3.2.4 (Gelfand- Mazur ): S-f-rdan farkl- her eleman-n-n tersi olan bir

Banach cebiri ile Cizometrik olarak egyap-l-d-r.

3.3. lIdealler ve maksimal idealler



Tan-m 3.3.1: X komutatif olmayan bir banach cebiri olsun. 1 % X alt uzay

olsun. Eger hery 2 1 ve her x 2 X igin
yx 2 1
ise 1'ye X in sag ideali denir. Aym sekilde her y 2 1 ve her x 2 X i¢in
Xy 2 |

ise 1 ye Xin sol ideali denir. Eger I X in hem sag hemde sol ideali ise I ye iki

tarat- ideal denir. I = fOgveya | = X oldugunda | ye trivial ideal denir.

Tan-m 3.3.2: Higbir trivial olmayan idealde yerlesmeyen ideale maksimal ideal

denir.

Teorem 3.3.3: X komutatif Banach cebiri olsun. I ¥2 X , X de trivial olmayan
bir ideal olsun. 1 = fx 2 X : x in tersi yokg d-r.

Ispat: 1 %2 X , X de trivial olmayan bir ideal olsun. Tersinifarzedelim. x, 2 1 ve
x3! eleman- xyeleman-n-n tersi olsun. O zaman xi'x, 2 1 dr vee 2 1 olur.
Buradan her x 2 X icinxe 2 1 vex 2 1 dr. Oyleyse X 1% X =) X =1.

Bu bir celigkidir. Ispat tamamlan-r.

Teorem 3.3.4: X bir Banach cebiri olsun. I X de kapal- bir ideal olsun. O

zaman X=1 de birime sahip bir banach cebiridir.

Teorem 3.3.5: Her trivial olmayan I ideali bir maksimal idealde yerlesir.

Ispat: J = fE % X : | % E we E trivial olmayan idealdir.gkimesi kapsama
islemine gore k-smi sral- kiimedir. J nin ssralanm-s fleg kiimesi igin g le trivial
olmayan bir idealdir.g le ;fleg kimesinin Ust s-nr-d-r. Zorn lemmas-na gore

I ¥2 M olacak gekilde bir M maksimal eleman- vardr.
Sonug 3.3.6: Eger X cisim degilse maksimal ideale sahiptir.

Teorem 3.3.7: | idealinin bagka bir 1° idealinde yerlesebilmesi icin gerek ve yeter

9



kosul X=1 bolum cebirinin trivial olmayan bir ideale sahip olmas-d-r.

Teorem 3.3.8: X Banach cebirinde trivial olmayan bir idealin kapan-g- da trivial

olmayan bir idealdir.

Sonug 3.3.9: Maksimal ideal kapal-d-r.
3.4. Gelfand Donugimi ve Ozellikleri

Tan-m 3.4.1: X Banach cebiri Uzerinde tan-ml- ,s-f-rdan farkl- ve

Fxy) =1 ()T ()

0zdegligini saglayan lineer fonksiyonellerin kiimesini m (X) ile gosterelim. Her
a2 Xigin
a(f)=Ff(@ f2m(X)

olarak tan-mlanan

N

a:m(X) 1 C

fonksiyonuna aelemann-n Gelfand donusumu denir. Gelfand donugumlerinin
olusturdugu kiimeyi X ile gosterelim. Her afonksiyonunu surekli yapan m (X) uzay-ndaki

en zay-f topolojiye Gelfand topolojisi ad- verilir.
Teorem 3.4.2: m(X) Gelfand topolojisialt-nda kompaktr.

Tan-m 3.4.3: X komutatif Banach cebiri olsun. Eger Gelfand déntsimu izometrik

ise X e dizgun Banach cebiri denir.

Teorem 3.4.4: Her komutatif X Banach cebiri icin Gelfand dénisumu cebirsel

homomor..zmdir. Hera 2 X igin
a (m (X)) = % (a)
d-r.

10



Teorem 3.4.4: Gelfand dénuistimii izometrik O her £ 2 X icin kf2k = kfk?.

Tanmm 3.4.5: Bir karmag-k Acebiri Uzerinde tan-mlanan x ¥ x° ile gésterilen
ve agaghdaki esitlikleri saglayan isleme eslenik alma islemi denir.

(i) (x°)° = x

(i) (x+y)"=x"+y"

(iii) (xy)” =y*x"

(iv) ®x)°=Bx" ;@2 C

Tan-m 3.4.6: Kendi eglenigine esit 6geler kendine eglenik eleman

esitligini saglayanlara da normal eleman denir.

Tan-m 3.4.7: Uzerinde bir eglenik alma islemi tan-mlanm-s ve
kxxk = kxk?

6zdesligi saglanan bir Banach cebirine B”- cebiri denir

Teorem 3.4.8 (Gelfand-Naimark ): Adegismeli bir B®- cebiri olsun. Her

noktay- Gelfand donustiimiine génderen
£:A T C(mMm(A)

donusumu izometrik bir cebirsel esyap- donusimudir. Bu halde A2 C (m(A))

ve her a2 A icin T q .

a>(m) = a(m) :m2m(A)

saglan-r.
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4. ANALITIK FONKSIYONLARIN DUHAMEL CARPIMI

Bu boélimde analitik fonksiyonlar-n temel 6zellikleri verilmis ve duhamel ¢arp-m-

tan-mlamp ozellikleri incelenmistir. (Bagkan,1996; Rudin,1987)

4.1. Analitik Fonksiyonlar ve Ozellikleri

Tanm 4.1.1: Baglant-l- a¢-k kiimeye boélge denir.

Tanm 4.1.2: Bir S Y2 C ag¢-k kimesi verilsin. Eger bir z; 2 S noktas- igin
her z 2 S noktasn- zy 2 S ye birlestiren dogru parcas: S de bulunuyor ise S ye

Zp noktas-na nazaran y-ld-z boélge denir.
Tan-m 4.1.3: Bir f karmags-k fonksiyonu zo noktas-n-n belli bir
D(zp;t) =122C:jz § 20) < 2g

komsulugunda butin noktalarda diferansiyellenebilir ise f zo da analitiktir. Eger
T kompleks fonksiyonu bir S kimesinin bitlin noktalar-nda analitikse, f ye
S Uzerinde analitiktir denir. Bir f kompleks fonksiyonu C nin tim noktalar-nda

analitik ise T ye tam fonksiyon denir.

Teorem 4.1.4: A% C ag¢k bir kiime ve ;g A Uzerinde analitik olsunlar. Bu
durumda

(i) T + g fonksiyonu A kiumesinde analitiktir.

(ii) fgfonksiyonu A kimesinde analitiktir.

(ii1) g & 0 olmak Uzere f=g fonksiyonu A kiimesinde analitiktir.

Teorem 4.1.5: Eger bir T fonksiyonu bir noktada analitik ise, onun her mer-

tebeden tirevleri de o noktada analitiktir.

Tan-m 4.1.6: [a;b] ¥2 R olmak Uzere surekli bir © : [a;b] ¥ C fonksiyonuna

12



C diuizleminde bir egridir denir. ° diferansiyellenebilir egri olsun. Eger °’(t) &
0 ise © ya dlzgun egri denir. Sonlu say-da °; j = 1;2;::;n dlzgln egrileri

verilmis olsun. Eger butin j = 1;2;:::;n j 1 degerleri icin °; nin bitim noktas-

]
°j+1 In baglang-¢ noktas- ile ¢ak-g-yorsa bu °; efrilerinin birlesimi olan © egrisine

parcal- dizgtn egri denir.

Teorem 4.1.7 (Cauchy-Goursat): B bir bélge ve @ B bunun s-mr- olsun. Eger

T B icinde ve @B Uzerinde analitik ise
YA

f(z)dz=0
oB
ar.

Teorem 4.1.8: A % C we g, , Alzerinde tan-ml- fonksiyonlar-n dizisi olsun.
Gercel say-larn asag-daki kogullar- gercekleyen bir My, dizisi varsa, ¥ gk A
Uzerinde mutlak ve dizgtin yak-nsar: '

M M, o;Flp M, yak-nsak;

(ii) Her z 2 Aigin jgk (2)j - Mgd-r.

Teorem 4.1.9 (Taylor): T fonksiyonu bir zo noktas-nda analitikse bu noktan-n
komsulugundaki z ler icin gecerli olmak Uzere

X X § (7
f@)= an(ziz)= —f 0)
0 n=0

i)

ac-l-m- vard-r. Bu kuvvet serisi bir D (zo; r) diski tzerinde mutlak yak-nsar ve bu

diskin kompakt alt kiimeleri tUzerinde yak-nsama dizgundur.

Tan-m 4.1.10 (Serilerin Cauchy Carp-m-): T (z);g (z) analitik fonksiyonlar

P 2>
olsunlar.O zaman f (z) = anz" v g(z) = byz" Taylor a¢-l-m- vard-r.

n=0 n=0
XX

F@)9@) = abn k2"
n=0k=0

serisine T ve g serilerinin Cauchy ¢arp-m- denir(Churchill,1989).

13



4.2. Analitik Fonksiyonlar-n Frechet Uzay-

Tan-m 4.2.1: X Kcismi (K = R veya K = C ) Uzerinde lineer bir uzay olsun.
p: X T R donisimi her x;y 2 X ve ® 2 K igin

Hpkx) .0

(i) p (®x) = j®jp (x)

@i{ii) p(x+y) - p(x)+p(y)

kosullar-n- saglarsa p déntsimine X zerinde yar- norm denir ve bu yar- norma

gbre X uzay-na yar- normlu uzay denir:

Tan-m 4.2.2: Yar-normlu X uzay-daki her (x,,) Cauchy dizisi X de bir noktaya

yak-ns-yor ise, yani X tam uzay ise, X yar- normlu uzay-na Frechet uzay- denir.
4.3. Duhamel Carp-m- ve Ozellikleri

Tan-m 4.3.1 (Duhamel Carp-m-):D birim yuvar ve fve g Dde analitik

fonksiyonlar olsunlar. O zaman
d Z z Z z
(f~0)@) =5, . f(zing(ndt = ; f'(z it)g(t)dt+f (0)g(2)

¢arp-m-na Duhamel ¢arp-m- denir.(Wigley,1974)

Teorem 4.3.2: D birim yuvar ve T , g ve h D de analitik fonksiyonlar olsun-

lar.O zaman
Df~g=g~f*
i) (f~g)~h=Ff~(g~h)
iii) f(z) ~ 1 ~ - carp-mna gore birim elemand-r.
iv) f —(g+ h)=(f —g)+ (f —h) .(Mikusinski,1959)
Ispat: 1) 7

(F~0@=g i
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esitliginde u =z j t degisken donisuimu yap-l-rsa

d o
(F~9@=ig FW@ iwdy
Z zZ

:d_dz | FWg@ i wdu=@=@)

bulunur.

1) f~g=pveg—~h =qdenirse
p~h=Ff~q

oldugunu gostermemiz yeterlidir.

dZZ dZZ
— fZiYg®dt=p®);— g@it)h@®)dt=q(1)
dz 0 dz 0
dir. ZZ ZZ_ZZ .
pzit)h(®dt= f(zitide)g()de h(tdt
0 0 0
¢ =w j tyazilrsa
zZ, zZ,-Z, R
p(zith@®dt = fziwgWwie)dw h(y)dg
0 ZOZ 0
= f(ziw)gWw i¢)h(e)dwd
T

bulunurBurada T 0 - t - w - z ile belirlenmis bir tGcgendir. Integral alma

s-ras-nn dedistirirsek
Z, Z, "z, B
p(zith@®dt = fziw) gwith(@®dt dw
0 ZOZ 0

f(zijw)qg(w)dw
0

dir. Her iki taraftan tirev al-n-rsa

zZ, q zZ,
prm , p(zZ i t)h(t)dtza . f(zijtaq()dt
yani

(f~g)~h=Ff~(@~h)
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dr.
iii) .
U“QXH=(L‘®@F?% Lg(tydt = g(2)
0

1v)
d Z 2
ﬁ~@+MKn:=a;0f@iDm®+h®Nt
Z Z
d * d *¢
= prm . f(z i t)g(t)dt+d_z . f(z §j Hh(t)dt
= (f~g)+(f~h):
Teorem 4.3.3:

Z z
(f)@)= f()dt
0

integral operatéri olmak Uzere her k _ 0 igin

k T e— —~—
=g~ f

dir.
Ispat:

k=0icin1~f=f=1°f

d Z Z Z z
k=lignz~f=— (zinf@dt= f(o)dt=(1)@)
0 0

! Z z'Zt

f(;)d; dt
0 0

k=2icin "12F (2)=[1 1D @) =

d-r.Burada k-smi integrasyon yap-l-rsa

z - 2
i tf(t)dt:%~f

T

i|2f¢(z) =

bulunur.Buradan tiimevar-m ile her k > Oicin 1Xf = Zrk, ~ T elde edilir.
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Teorem 4.3.4: Duhamel ¢carp-m-n- [a; b] aral-g-nda integrallenebilir fonksiyonlar

uzay-nda dustinelim. Bu uzaydaki topolojiyi [®; ] Y2 [a;b] olmak Uzere
Z_
kfky— = jT (D)) dt
' ®

yar- normlar sistemi olarak tan-mlayal-m. (fn) bu uzayda fonksiyonlar dizisi ve

f, ¥ folsun. O zaman

fn~g ¥ f—g

d-r. Yani Duhamel ¢arp-m- ayr-k sureklidir(Dimovski,1982).

Ispat: f, ¥ folsun. f, ~g ¥ hdiyelim. O zaman

I(fa~g) ¥ 1(h)
Z Z
1(fa~9)(X) = . fn(x 1 t)g(Hdt ¥ . f(x i Hg)dt =1 (f ~9g) (x)

bulunur. Oyleyse
1(f~g)=1(h)

ve buradan h = f — g bulunur.
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5. BUZAYININ DUHAMEL CARPIMINA GORE BANACH CEBRI
OLUSU VE MAKSIMAL IDEALLER UZAYININ RESMI

Bu esas bolimde B kompleks Banach cebirinin maksimal idealleri incelenmigstir. D sn-rl
ve orjinde y-ld-z bdlge olsun. C(“)(B) ile X ve y defjiskenine gore n inci mer-
tebeden k-smi tirevleri D de var ve D de stirekli olan kompleks degerli T (z) =
T (x + iy) fonksiyonlar-n-n vektor uzay-n- gosterelim. B 1/20(”)(5) ile D de anal-
itikolan fonksiyonlar-n altuzay-n- gosterelim. C®™(D) Banach uzay- veB kapal-
altuzayoldugundan B de bir Banach uzay-d-r. B Uzerindeki normu agag-daki gibi

tan-mlayal-m.
kfk. = maxfmax jf(z)j; max jf'(2)j;::;;max £™(2) g
z2D z2D z2D
Teorem 5.1: f;92 B ise
kf — gk, - c(n)kfk_ kgk,

olacak sekilde bir ¢ (n) > 0say-s- vard-r.

Ispat:
d Z zZ Z V4
(f~-9)@) = pr f(z i tygdt= fl(z j )g(t)dt +F(0)g(z)
0 0
D uUzerinden maksimum al-n-rsa

i(F ~0)(2)i - maxjf’jmax jgj + max jfj max joj

bulunur. Ayn- sekilde

zZ, ot
(f ~ g)(k)(z) = f(k)(Z i t)go(t)dt + f(m)(O)g(kim)(Z) +g(0)f ®) 2) (5.1)
0 m=0
(f~ g)(k)(Z)_ - max f® maxjg°j + max F(M max_g(ki m)~

- - m=0
+max f® maxjgj
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- kfk kgk +k kfk_kgk  + kFk_kgk_

= (k+2)kfk_kgk_ - (n+2)kFk_kgk

n

bulunur. Buradan
kf ~ gk, - (n+2)kfk, kgk,

c(n) = n+2alrsak
kf — gk, - c(n) kfk, kgk,

elde edilir.

Teorem 5.2: X normlu uzay- Uzerinde tan-ml- K;; K, operatdrleri quasi-nilpotent

operator (Yani %(K;) = %(K,) =10g ) e
KiKz = KKy

olsun. O zaman K; + K3 quasi-nilpotent operatordur.
Ispat: Ki; K operatodrleri quasi-nilpotent olduklar-ndan her t > 0say-s- i¢in bir

s >0 say-s» vard-r oyleki her n = 1;2;::: icin

KKPK - st" ;KKPK - st”

d-r.O zaman
. oX on
k(K +Kp)"kn = 5 CrKfKpike
k=0
n #l
X g 2g o
- ChKY TKJik
k=0
n #_l n #l
X T n
- CKkstkstnik = &2t  CK

k=0 k=0

1 Ca
= 22" " = 2tsn

olur. Buradan limite gecersek
r(K]_ + Kz) - 2t
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elde edilir.
r(K;+Ky)=supfj,j:, 2%(K; +Ky)g

K1 + K3 operatoriinin spektral yar-cap-d-r. t key.. oldugundan son esitsizlikten
r(K; + Ky) = 0 elde edilir. Bu K; + K3 operatdrinin quasi-nilpotent oldugunu

ispatlar.

Teorem 5.3: ¥ 2 B ~ - terse sahiptir (O f(0) &0 .

Ispat: 2B — jtersesahip olsun. O zaman bir g 2 Bvard-rdyleki f~g = 1.
z

(f~9@)= Z f'(z i Yg(t)dt+ F(0)g(z) =1
0

(f ~9)(0) =F(0)g(0) =1

£(0) &0

Tersine £(0) &0 olsun

Drog(2) = (F~0)(2)

ile Df operatérind tan-mlayal-m. Ag-kt-r ki T tersi var (O Ds tersi olan

operatordar.
Fiz) = f(@) i f(0) diyelim. A¢ktr ki , F(0) = 0d-r. Buradan
fz) = F(2)+1(0)
Df = E)F+f(0)l
Dro@ = F'@ i hy(idt=(F'29) (2) = (Kerg) ()

D = Kgog+F(0)1
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elde edilir. Simdi Ko operatdriinin quasi-nilpotent oldugunu gosterirsek D¢ operatériinin

tersinin oldugunu goéstermis oluruz. Bunun icin %(Dg) = fO0goldugunu Unli

Gelfand formuli

o o

_ - o kO"l(
r(Dr) = Jim °Df

o o

o OJ' -
ile gostereceiz. Bunun icin DK~ *yi hesaplayal-m.

7 Z

iKeg) @i = - F'z i tg(t)dt-

- ¢ Z
KE&g (2)

7 0
Z - - .- - . -
iF%z i vjjg(t)jjdtj
0
kFk, kgk, jzj ;

iKe (Ke:0)] )i .

F'(z i t) (Krog) ()dt

-0 —

_ZZ Hzt T[ -

Fiizit)  FUti¢)oe)d _dt:

z° nZ . K|

kF k2 kgk

i F'@ it - O F'(t i ¢)0()de-  jdt]

i’
72!

Buradan timevar-m ile her k _ 0 icin

elde edilir.Diger yandan

(Krog)' (z)

Ti & -
KZg (2)” =

jzj

i & k
K<g () - KE KK kgk 22 (5.2)

-Z

0

z

m okl

Uz , M-

- Flzitymdt - )

7 0 -
- FYz i 9g'(t)dt + F' (z)g (0)-

. iF'z i vjid'®ijdtj + jF’ 2)jjg (0)]
kFk, kak, (zj + 1) ;
M-Z al s
Flzit) - F'(tic¢)g@)de- dt -
0
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Z, MZ ¢ T -
= - Flzit F'(t i ¢)9'(¢)de +F'(t)g (0) dt-
z° n?, T
iF'z i 9] JF'(t i ¢)iid"@)ijdej  jdtj
OZ , 0
+  JF%z i ©ijF (1)jjg (0)jjdtj
0 A , |
iZi ..
KFKZ kgk_ %+JZ]
(izj + 1)° .
2l ’
N A "Z ¢ Mz, T . %
_ 0 — — - N q- —
Kiig (2) =- : F'iz i ©) . Ftti¢) i F'(e i Dg()d” d¢ dt =

KF K2 kgk,

R hr iR ¢ 1 -
_ -z 0 _ t() . | ¢ 0. - - 07~ - 07. . —
= OF(z.t)hF(t.c) QF(“)Q()d +F°(¢)9(0) d;, dt

RZ. 0 . t. 0 .lR(;. 0 N N0\ A =0 - .¢. .. .
VIF@it)i GIF i) oiF'C i g O)jd j+jF’()ijg (0)j jd¢j jdtj

A !
. .3 ._.2 .- 3
y y zj+1
- kFK kgk., %+i L ‘3! )
d-r.Buradan tiimevar-m ile her z 2D ve k _ 0 igin
:. ¢ : 1= a + 1 k
“'Kkyg " (z) - KFKK kgan

k! 3)

elde edilir.Diger yandan k _ 2icin
i ¢ £ i ... Co T
'Kiag ()= F~'Kkilg' (2); 'Kkilg (0) =0

ve |/:\ (0) = 0 oldugundan (5.1) formuliinden her g 2 B,s 2 f1;2;::;ng ve k _ 2

icin

VA _
- ¢ 4 - ) ¢ X /\(m) R ) ¢ )
'Keg P@= FO@iy'Kig ®dt+  F o (0) Kk O ()
0 m=1
(5.4)
elde edilir. 1% operatérii her k _ 1 igin quasi-nilpotent ve her g 2 B igin
k
kg(z) = & ~
9@ =1 ~9@
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oldugundan Teorem 5.2 den
Pn;1(2) :|§ (1) z+ |,:\ (2)22+:::+|:A(n i 1)z"it
olmak Uzere

Dp,;19(2) = Pn;i1(2) ~9(2)

operatéri quasi-nilpotenttir.Cunku
Dp,y =SF @1 +2F @12+ + (i )IF (njl)nit

d-r. Tekrar Teorem 5.2 gdzontne al-nacak olursa Dg operatortiinin quasi-nilpotent

oldugunu ispatlamak icin genelligi bozmadan
FUO=F@=:==FMijijl)=0
alabiliriz.O zaman (5.4) esitsizligi

Z

Pi¢ 2 i ¢
'Ky Q@)= FO@ 1) KEilg '(t)dt (5.5)
0

olur. (5.3) ve (5.5) den

Dok b, O jzj + 1)kt
K&og © (2) - ka'r‘] kgkn%m;
veya _ . _ )
Sk b\ k (zj+1)
Kgg "7 (2) - kFk, kgk, kD! (5.6)
elde edilir.(5.2) ve (5.6) dan
S ) «
Krg |, - kFkqkgk, K 1)!;
o o 2k
ok © k :
Kro ka”(k -t

ve buradan k ¥ 1 igin

°KE,E - KFk,——2—— 10
" [(ki DT
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elde edilir. Yani r (Kg:) =0. Buradan Kgo quasi-nilpotent, yani Dg quasinilpo-

tent operatordir. Bu , ispat-m-z- tamamlar.

Teorem 5..3: T 2 B eleman-n-n spektrumu %(f) = ff(0)g dir.

Ispat: Teorem 5.2 den kolayca gorulur.

Teorem 5..4: (B; —)cebirinin maksimal idealler uzay- bir tek h (f) = f (0) homomor..zmin
den olugur. Gelfand doéntstima trivialdir.

Ispat:Orjindes-fr olan fonksiyonlar-n ideal olduklar- ag-kt-r. Teorem 3.3.3 ve Teo-

rem 5.2 den herhangi bir trivial olmayan ideal, orjinde s-f-rdan farkl- olamayacay-

kolayca elde olunur. Buradan orjinde sif-r olan fonksiyonlar maksimal ideal olduk-

lar- ve tek olduklar- géraltr.
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6. BAZI REEL DEBISKENLI FONKSIYON UZAYLARINDA VOLTERRA
INTEGRAL OPERORUNUN INCELENMESI

Bu bolimde baz- reel Banach cebirlerinin yani reel eksenin [0; 1] aral-i Uz-
erinde tan-mlanan fonksiyonlar-n Banach cebirlerinin maksimal idealleri ve Volterra
integralleme operat6rii incelenmistir.  Once baz- yard-mc- teoremleri verelim.
(Mikusinski,1959;Carothers,2000;Yosida,1980,Bozhinov,1988)

6.1.Konvolusyon Hakk-nda Titchmarsh Teoremi

Teorem 6.1.1 (Phragmen): Eger g fonksiyonu [0;T] aral{g-nda surekli bir

fonksiyon ise 0 - t < T kosulunu saglayan her t icin

X . 1 kil Z T N YA t
U eeting)ds = g()d
0

lim
11 !
X2 k=t K 0

ar.

Teorem 6.1.2: Eger T fonksiyonu [0; T] aral-§=nda sirekli bir fonksiyon ve n =

- e™f(t)dt - N
0

esitsizligini saglayan bir N say-s- varsa [0; T] aral-g-nda f (t) =0 d-r.

1;2;::0cin 7 ; -

Sonucg 6.1.3 (Lerch teoremi):Efer T fonksiyonu [0; T] aral-g-nda surekli bir
fonksiyon ve n = 1;2;::: icin
Z

t"f () dt =0
0

ise [0; T] aral-g-nda T (t) =0 d-r.

Teorem 6.1.4 (Titchmarsh): f(x);g(x) 0 - x < +71 araly-nda reel veya

kompleks degerli fonksiyonlar olsun.
Z

(fag)(x) = . f(xiDg)dt
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konwvolusyonunu tan-mlayal-m. Eger her x 2 [0;+1) igin (fag)(x) = 0 ise
T (x) veyag (x) fonksiyonu [0; + 1) aralignda s-f-ra esittir(Mikusinski, 1959; Yosida,1980).
Ispat: Once f = g 6zel durumunda ispatlayal-m. Farzedelim ki [0; 2T] aral-ghnda
surekli olsun.O zaman 0 - t <2T aral-g-nda
yA t
, Fti¢g)f()de =0

d-r.Teorem 6.1.2 den
Z o1 Z

t
b= e"Tiddt  f(tj¢)f()d =0
0 0

d-r. Bu integrali iki katl- olarak yazabiliriz. O zaman A 0 - ( - t - 2T egsitsizligi

ile tan-mlanan bir ti¢cgen olmak Uzere
ZZ
In= e"CTIOf(tj¢)f()dtdg
A
olur.t =2T juijv =T jvdegisken donisimu yap-l-rsa I, integrali
ZZ
=" e"“F(T ju)f(T iv)dudv
B
olur ki burada B; 0 - u+v; u - T; v - T egsitsizlikleri ile tan-mlanm-s bir
dcgendir. C; §T - u; §T - v; u+v - 0 egsitsizligiyle tannmlanan bir ticgen
olmak tzere 77 77 77
= +
B+C B C
yazabiliriz. Burada B +C; §T - u - T ; §jT - v - T esitsizlikleriyle

tanmmlanm-g bir karedir. 7 7
=1h=0
B
oldugundan
YAV
e"™f (T j We™f (T § v)dudv
Vilya
= e"UMIF (T § u)F(T j v)dudv
C

26



dir.Eger n > 0 ise say tarafdaki integralde e"*¥) < 1 olur. M = max jfj olmak

Uzere
Z 1 Z - 212
e"Uf (t j u)du e™f (tjv)dv- - M2dudv = 2T2M?
iT iT

dir. Denk olarak

EZ T - p-
- e"fF(tjudu-- 2TM
iT
dir. Buradan
Z 1 - Zq Zy -
- e"f@tjudu = - e"F(tju)duj e™f (tju)du-
0 iT - iT -
p- Zo .
2TM+-  e"™f(t ju)du-
iT
d-r.Fakat son aral-kta e™ < 1 dir.Boylece
Z - po Z, 3p_ -
- e™ftjuwdue - 2TM + Mdu= "2+1 TM
0 iT

dir.Bu esitsizlik her n > 0 icin gegerli oldugundan Teorem 6.1.2 den 0 - u -
T icin £(t § u) =0Dbulunur. Yani 0 - t - T icin f (t) = 0 bulunur.

Simdi de genel durum icin ispat edelim. 0 - t - A icin
Z t

f(tjugudu=0
0

olsun.Boylece 0 - t < A icin
(tic)fic)g@lde+ F(ti¢)eg(e)de=t F(ti¢)g()de=0
0 0 0
dr.  (t) =tf (t) ve g, (t) =tg(t) (0 - t < 1) yazarsak yukar-daki egitlik
fig+fg =0

olur.Buradan
o (fig+fg)=0

ve konwvolusyonun komutatitik, ve birlesme ve dagrlma 6zelligi kullan-larak
fgfigy + (Fga)* =0
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bulunur. Hipotezden fg = 0 kullan-larak (fg;)? = 0 elde edilir.Béylece
z

t

f(tic)eg()de =0
0

ve ayn- isleme devam edilirse 0 - t < L icin
z t
T ¢)¢%9()d; =0

ve her nigin 7
t
. F(ticg)ege)de =0
bulunur. Teorem 6.1.3den 0 - { - t< A igin
Fticgk)=0

olur. Key.. bir ;o _ 0icing(¢o) & O0ise F(tj¢)g@)=0dan0 - t< A icin
T = 0 elde edilir. Eger boyle bir (¢ say-s- yoksa 0 - t < 1A icin g = 0 elde

edilir.Ispat tamamlan-r.

6.2. C™M[0;1] Uzay-n-n Duhamel Carp-m-na Goére Banach Cebri Olusu

ve Maksimal Ideallerinin Resmi

Teorem 6.2.1: Eger f;g 2 C(M[0;1] ise ¢ bir sabit olmak tizere
Kf ~ gk - ckfkkgk

dir.

Ispat: Teorem 5.1 dekine benzer olarak kolayca yap-l-r.

Agagndaki U¢ teorem de Teorem 5.2 e benzer gekilde ispatland-g- icin bunlar-n

ispatlar-na girmeyecegiz.
Teorem 6.2.2: £ 2 C(M[0;1] ~ jterse sahiptir O f(0) & 0.

Teorem 6.2.3: £ 2 C(M[0; 1] eleman-n-n spektrumu %(f) = ££(0)g dir.
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i ¢
Teorem 6.2.4: IC(”)[O; 1];~ cebirinin maksimal idealler uzay- bir tek h(f) =

T (0) homomor..zminden olugur. Gelfand donisimu trivialdir.

6.3. W{™[0;1] Uzay-n-n Duhamel Garp-m-na Gére Banach Cebri Olusu

ve Maksimal Ideallerinin Resmi

Once Wé”)[o; 1] Sobolev uzay-n- tan-mlayal-m. 1 - p < 1 bir reel say- olmak

uzere 7 .

ifiP<1
a
kosulunu saglayan olculebilir ¥ fonksiyonlar-n-n uzay- LP[a;b] ile gosterilir.
LP[a; b] Gzerindeki norm
HZ b ﬂl=p
kfk, , = ifi°
a
ile tan-mlan-r. WS™[0;1] uzay- W{™[0;1] = £f : £®™ 2 LP[0;1]g ile tan-mlan-r.
Bu uzayda norm

o o

£ o o O
kfk max Kfkeoin: FO7,

wm =
seklinde tan-mlan-r (Yosida,1980). Burada

— i i +F0 ~ (njl) -
KfKeein maxfxrg[gé] JTX)j; ng[% )50 ng[g;)f] T )0

ile tan-mlan-r.

Teorem 6.3.1: f;g2 Wp(”)[o; 1] ise ¢ bir sabit olmak Uzere

kf ~ gk

W,S”) - ckfk

kgk

Wp(n) Wén)

dir.
Ispat: Teorem 5.1 e benzer sekilde

kf ~ gkc(nil) - (n + 1) kfkc(nil) kgkc(n il
dir. Simdi de L, deki norma bakal-m:
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o o Z 1~ -
F~)x), = (f ~ )™ (x) " dx
. - _
Z .7 " P

it _
= - O ngimder  FMO)gMTM(x) +g(0)F M (x)- dx
0 Q m=0
yA 1_Z X i

P
2P - FfO(x § Hg'(t)dt- dx
0 0 -
Z T >
+4P 2 FMQ)gMiM(x) dx
Z l_ -
P M () P
+4 g(0)F M (x) " dx
0

[0,1] aral-g- Gzerinden maksimum al-n-rsa

~

A L
° ° XX I T = =P
(f — 9)™M(x) pr - max f(M max gkim
k=0m=0

° ™ ° XK
(F-9)"e) |, - 4 KFKenin KIKe i
k=0m=0

n:(in+1
% KfKcwin kgKemin

= 2n:(n + 1)KkFknin KK i
O zaman

kf ~ gkwén) 2n(n+1) kfkcﬁ(nm KgKecnin .
ormo P o (mo
- 2n(n+1)ymax kfkgen; FO7 ) max kgkeein: 907,

= 2n:(n+ 1)kf kWp(n) kgk W

¢ =2n:(n+ 1) alrsak

kf ~ gkwén) - ckf kWén) kgk W'gn)
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bulunur.

Teorem 6.3.2: f 2WV[0;1] ~ j terse sahiptir (D f(0) & 0.
Ispat: Teorem 5.2 e benzer sekilde f 2 W,S”)[O;l] ~ j terse sahip olsun. O

zaman bir g 2 Wp(”)[o; 1] vard-r dyleki f —~g = 1. Buradan
Z X
(f~9)@) = Fxitg®dt+fO)g(x) =1

0
(f ~9)(0) = £(0)g(0) =1

(0) & 0

olur. Tersine £(0) & 0 olsun

Drg(x) = (f~9)(X)

ile D¢ operatorini tan-mlayal-m. Ac¢-ktr ki f ~ jtersivar (O Ds tersi olan

operatordar.

F(xX) = f(x)i f(0) ilegosterelim. Buradan F(0)=0
f(x) = Fx)+ ()
Df = pr+f(0)l
Drg(x) = F'(x i Hg(t)dt = (F' 2 g) (x) = (Krsg) (X)

0
Df = Kpg+F(O)I

Kro operatorinin quasi-nilpotent oldugunu gosterirsek D¢ operatdrinin tersinin

oldugunu gostermis oluruz. Bunun igin %(Dg) = fOgoldugunu Gelfand formuli

o o

- o OJ'
@0 = i "ot
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o

ile gosterecegiz. O zaman °D'§

o
o

Xl

yi hesaplayal-m. Her x 2 [0;1] icin

iy -
i(Keg) i = - F(x i Hg(t)dt-

)] jo(0)j jdtj
kF kC(n il) kg kC(n il) JXJ 1

X
JF(x
0

dir. Benzer gekilde

Zi ¢ -
'Keg (0 = e (Keeg)] () -
= - FYX i t)(Keog) (H)dt-

2%, MZ . T -
= - Fxit  Fltiee()d dt-
z? Wz a

0 Fioxibj - i FOCt i ¢)9(c)de-  joti

)
X
kF ké(nil) kgkcwin %

bulunur. Buradan tiimevar-m yoluyla her x 2 [0;1] ve k _ 0 icin
:i ¢ : 'X'k
KSg () - KF K kgkeein %

elde edilir. Ayn- sekilde her x 2 [0;1] icin )
- - Mz, Y-
(Keeg)' () = - F'(x i to(t)ydt -
Zy -
= - F'(xi9dMdt+F’(x)g(0)
Z5%
; JF°0¢ i Bijg’(Dijdtj +jF° ()] jg (0)
kF kc(nil) kgkc(nil) (JXJ + 1) )
X H:Z t Eﬂ ,0;
Fixit) - FU(ti¢)a(e)de- dt -
0 0
-Z X Mz t

—_ ¢ —
TKEg 00" =

= - F'xit  FUtic)d@)de +F'(hg(0) dt-

0 0
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Z MZ . il

JF(x i b)j JFUt 1 ¢)iid'@)ijdej jdt
OZ 0

X
+ R i ©jjF’ (®jjg (0)j jdtj

0 A 1

. .2

kazc(nil) KgKcoin %+ij
(ixj + 1)*

2! '
Z, ¢ - 7 -Z HZ , T .
TKELg() =2 F'xit) Fti¢)  F i )g()d dg dt -

kF ké(n i1 KOKc i

0 0 0

ERX th iR o ¢ 1 -
= F'xiv g Fitti¢) o F% i )g(Dd” +F()g(0) di dt

Ry. R iR, e R L
SIF' i) iRt e GIF'C i IgC)iid i+ iF(e)ijg (0 jdej jdtj

.X.3 .X.2
kF k?_‘,(nil) KgKeeni 1 % + %
(ixj +1)°

kF ksc(nil) kg kc(nil) 3

dir.Yine timevar-m ile her x 2 [0;1] ve k _ 0 icin

Ti ¢ = ixj + 1)<
K,'éog 0(X) - kaIC(:(nil) kgkc(nil) % (62)
bulunur.Benzer islemler yaparsak her x 2 [0;1] igin
- - Z, -
Ke@)" () = - F'(x i Hg"(t)dt + F'(x)g’(0) + F"(x)g(0)-
0
- KFKemin KgKemin JX + KFKe i KIKe i
+kF kc(nil) kgkc(nil)
- kF kc(hil) kgkc(nil) (JXJ + 2)
i2¢00 Zxo HZto 0 0 0 ) 1
Keg  (xX) = , Fxit , F'(tiag (a)da+F'(t)g'(0) + F7(t)g(0) dt
0 0
o oy 7 -
K29 ' (%) - - Fxit) FXtjag’ada dt
0 0
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-Z -
+-  FU(x i hF(t)g'(0)dt-
_ZOX Z

+-  FUx i OF ()g(0)dt-
0
_ _ +jF ()F'(0)g(0)] > -

X

T, oo 2 - - ) -
KFog (X) - kF kC(” il kgkc(nil) - tdt- + kF kc(nil) kgkc(nil) - dt-

% . -

:Zx -

0

+KF ki kgK@in—  dt=+ KFKZ o, 19 KgKegos o

-0

2

-X ..
= kF kzc(n i KOKe i El +kF k?;(n i1 KOKean JX]

+kF k(z:(nil) kgkc(n i) JXJ +_kF k(z:(”il) ISgkc(nil)
(i + 2 2_
- kF kzc(nil) kgkc(n il _(JXJZ—I)_

Ve - -

i Gy - ixj + 2)<
KII§0g x) - kaE(nu) kgkc(nmu

k!

(6.3)

bulunur. (6.1), (6.2), ve (6.3) den timevar-m metodu ile kolayca gosterilebilir ki

her x 2 [0;1] ve k _ O icin

Ti Cini z ixj +n j D)X
IKEOQ "id x) - kal((;(nil) kgkC(nil)%;
elde edilir.(6.1), (6.2), (6.3), (6.4) den
: Kk g K nk
Krog cmin T kac(nil) kgkc(nil) F;
o o k
o o K n"
KII§0 cmin ~ kac(nil)H1
bulunur. Dilger taraftan (6.4) den her x 2 [0;1] ve k _ 0 igin
o ° 2 o =7
OIKléog ™o = _IKlléog ™ (X)_ dx
Lp 0 - _
. KE klé(nil) kgKe i Gxj +n)”
0 k!
A
Z 1 /=0 kp
K (xj +n)
- kFKemin Kgkermin de
(L+n)

- kF klé(nil) kgkc(nil) Kl
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(6.5)

#a

P

— dx

L
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gKEogng - KFK&ni KK in (1+T,n)k
EiKqu:(n)ELp CKF klé(nil)(l““T!”)k 6.6)
elde edilir. (6.5) ve (6.6) dan
gKlléogwén) = mathKFOZcmm;EiKEOO:(n)ELDi
- kF k(k:(nil)(l-;;—!n)k
gKEF\ifvé”’ - kacmm% 0,

bulunur. Oyleyse %(Kg:) = f0g dir. Bu da Kgo operatorinin quasi-nilpotent
oldugunu gosterir. Bdylece ispat tamamlanm-gs olur. Yani D¢ operatorinin tersi

vard-r.

Teorem 6.3.3: 2 Wp(”)[o; 1] eleman-n-n spektrumu %(f) = F(0)g dir.
3 .
Teorem 6.3.4: Wp(”)[o; 1]; ~ cebirinin maksimal idealler uzay- bir tek h(f) =

T (0) homomor..zminden olugur.Ve Gelfand dénistima trivialdir.

Hat-rlatal-m ki, yukar-daki Teorem 6.2.2 ve Teorem 6.3.2 konvolusyon hakk-nda
Titchmarsh teoremi ve Fredholm alternati.. yard-m-yla farkl- metodlarla daha
once Tsekanovski (1965), Ostapenko ve Tarasov (1977) ve Karaev (1984) taraf-n-

dan ispatlanm-gt-r.

6.4. Yaklags-m Hakk-nda Weierstrass Teoremi

Teorem 6.4.1: T (x) reel (yada kompleks ) detgerli [0; 1] kapal- araldg-nda surekli
bir fonksiyon olsun. O zaman n ¥ 71 i¢in [0; 1] aral-g tGzerinde T (X) e duzgin

olarak yak-ns-yan bir P, (x) polinomlar dizisi vard-r. (Yosida,1980)

6.5. Volterra Integralleme Operatdorunin Devri Vektorlerinin Resmi
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Tan-m 6.5.1: X ayr-labilir bir Banach uzay- ve A X Uzerinde sn-rl- lineer bir
operator olsun. Eger

span FAKx 1 k _ 0g = X

ise x 2 X vektortine A operatorinun devri vektori denir.

Teorem 6.5.2: Bir f 2 C™ [0; 1] fonksiyonu 1 ;
Z X
(IHx) = T (t) dt
0
operatori icin devri vektordir O f(0) & 0.

Ispat: Her k _ 0 igin

oldugundan

K
spanfl“f : k _ Og =spanf% ~f:k _ Og
Ho T

= spanfDs¢ W -k _ 0g = D spanf

= DfCW[0;1]

zk

k!ik,OQ

T(0) & 0 oldugundan Teoerem 5..1 ve Teorem 5.2 den D¢ s-nrrlh tersi olan oper-

atordir. Son egitlikten
spanfl“f : k _ 0g=Cc™][0;1]

elde edilir. Diger yandan f vektort I operatort icin devri vektor ise f(0) &
0 dr, clnki aksi takdirde

spanf1*f 1k _ 0g % C{V[0;1]% fg 2 c™[0:1] : g(0) = 0g (& C™[0;1] )

olur ki, bu da bir celigkidir.

6.6. \Volterra Integral Operatorinin Komutant-
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Tan-m 6.6.1: X normlu uzay, T X Uzerinde bir operator olsun.
fTg'= fA: AT = TAg
kiimesine T operatdrinin komutant- denir.

Teorem 6.6.2: C®M[0;1] Gizerinde D¢g = F ~ g Duhamel operatdrii olmak

uzere . 1 operatérinin komutant-

flg'=fDs : f2C™[0:1]g

dr.
Ispat:
1g=z~9=D,g
ve
DsD; = D;D¢

oldugundan biitiin D¢ ; f 2 C®™ [0; 1] Duhamel operatérleri g’ aittir. Diger
i ¢
yandan T 2 L 'cm [0:1] ve TI =1T ise her k _ 0icin

TI=1%T

chr. Buradan her g 2 C™[0; 1] icin

TI%g = 1¥Tg
d-r.Ozel olarak her k _ 0igin
TiIK1 =1%T1
d-r. Yani k _ 0olmak Gzere
T G-l =5-T1

veya
.
T =k—T1
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d-r. Buradan .k _ 0 igin

TzK = DrZ¥:

Teorem 6.4.1 den her g 2 C(™M[0; 1] icin T g = D19 elde edilir. Boylece f = T1 2
C(M[0; 1] olmak lizere T = Ds dir.
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