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OZET

Bu tez dort boliimden olugmaktadir.
Birinci boliimde, konunun tarihsel geligimi verilmistir.

Ikinci boliimde, H Hilbert uzaymda lineer operatorler teorisi ile ilgili temel olus-
turacak bazi tanim ve teoremler verilmistir. Ayrica, dilatasyon tanim verilerek,
bir disipatif operaroriin dilatasyonunu kurmak icin gerekli tanim ve teoremler

ifade edilmistir.

Uciincii boliimde, smir kosullarinda spektral parametre bulunduran limit-cember
durumundaki kendine eg olmayan singiiler Sturm-Liouville sinir deger problemi
ele alinmigtir. Yaklagimin temeli, maksimal disipatif operatoriin kullanimina ve
verilen sinir deger problemi icin bu operatoriin spektral analizine dayanmak-
tadir. Maksimal disipatif operatoriin kendine eg dilatasyonu olusturulmus ve
dilatasyonun sagilma matrisinin tespiti i¢in giren ve cikan spektral gosterimler
verilmigtir. Ayrica, disipatif operatoriin fonksiyonel modeli ve Sturm-Liouville
denklemine karsilik gelen c¢oziimler yardimiyla karakteristik fonksiyon olugturul-
mustur. Sturm-Liouville simir deger problemi ve disipatif operatoriin 6zvektor ve

assosye vektorler sistemi i¢in tamlik teoremi verilmistir.

Doérdiincii boliimde, (0,00) yari araliginin sol ug noktasinda spektral parame-
tre bulunan ve sonsuzda disipatif Schrodinger sinir deger problemi ele alinmigtir.
Maksimal disipatif Schrodinger operatorii olusturulmus ve disipatif operatoriin
kendine eg dilatasyonu kurulmustur. Lax-Philips sacilma teorisi kullanilarak di-
latasyonun spektral analizi yapilmig ve sagilma matrisi bulunmustur. Ayrica,
disipatif operatoriin fonksiyonel modeli ve Schrédinger denklemine kargilik gelen
¢oztimler yardimiyla karakteristik fonksiyon olusturulmustur. Schrodinger siir
deger problemi ve disipatif operatoriin 6zvektor ve asosye vektorler sistemi igin

tamlik teoremi verilmistir.
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Anahtar Kelimeler: Kendine eg olmayan operator, sinir sartlarinda spektral
parametre, maksimal disipatif operator, kendine eg dilatasyon, fonksiyonel model,

karakteristik fonksiyon, 6zvektor ve asosye vektorler sisteminin tamhigi.
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ABSTRACT

This thesis consists of four chapters.
In the first chapter, the historical progress of the subject was considered.
In the second chapter, some essential definitions and theorems is given in

In the third chapter, nonselfadjoint singular Sturm-Liouville boundary value
problems in limit-circle case with a spectral parameter in the boundary condition
are considered. The approach is based on use of the maximal dissipative operator
and the spectral analysis of this operator is adequate for boundary value prob-
lem. A selfadjoint dilation of the maximal dissipative operator and its incoming
and outgoing spectral representations which make it possible to determine the
scattering matrix of dilation are constructed. Also a functional model of the dis-
sipative operator and specify its characteristic function in terms of solutions of
the corresponding Sturm-liouville equation are constructed. Theorems on com-
pleteness of the system of eigenvectors and associated vectors of the dissipative

operator and Sturm-Liouville boundary value problem are given.

In the fourth chapter, Schrodinger boundary value problem are studied in case of
dissipative at infinity and with left end point spectral parameter in (0, c0) inter-
val . Maximal dissipative Schrodinger operator is build and self adjoint dilation
of a dissipative operator is constructed, using the Lax-Philips scattering theory,
the spectral analysis of a dilation is carry out, and the scattering matrix of a
dilation is founded. A functional model of the dissipative operator and specify
its characteristic function in terms of solutions of the corresponding Schrodinger
equation are constructed. Theorems on completeness of the system of eigenvec-
tors and associated vectors of the dissipative operator and Schrodinger boundary

value problem are given.



Keywords: Nonselfadjoint operator, spectral parameter in the boundary condi-
tion, maximal dissipative operator, selfadjoint dilation, functional model, char-
acteristic function, completeness of the system of eigenvectors and associated

vectors.
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TESEKKUR

Bu ¢aligmanin belirlenmesi ve yiiriitiilmesi esnasinda ilgi ve destegini esirgemeyen,
ortaya cikan her tiirlii bilimsel problemin ¢oziimiinde devamh yardimlarim gordii-

giim degerli hocam Prof.Dr. Bilender PASAOGLU na tesekkiir ederim.

Ayrica bu calisma 465 nolu proje kapsaminda SULEYMAN DEMIREL UNIVER-
SITESI BILIMSEL PROJELER ARASTIRMA BIRIMI tarafindan desteklen-
mistir. Bu desteklerinden dolay1 SDUBAPBR ne tegekkiir ederiz.
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SIMGELER DizZiNi

R Reel sayilar kiimesi

C . Kompleks sayilar kiimesi
H Hilbert uzay1

D(A) : A nin tamm kiimesi

U(t) . Uniter operatorler grubu
Zy : Yar1 grup

By : Yar1 grubun iireteci

(y) . Diferensiyel ifade

L : Maksimal operator

Ly : Minimal simetrik operator
Ap : Maksimal disipatif operator

G(z,.,A\) : Green fonksiyonu

R, : Ay, operatoriiniin rezolventi

Ly : A, operatoriiniin kendine eg dilatasyonu
D_ . Giren alt uzay

D, : Cikan alt uzay

w(\) : Kompleks diizlemde meromorfik fonksiyon
Sh(A) . Karakteristik fonksiyon

T . Model disipatif operator

s(\) . Singiiler ¢arpan

B(\) : Blascke ¢arpan

F_,F, : lIzometrik doniisiimler

Sp(A) ¢ Sacilma matrisi

Ny, N5 : Simetrik operatoriin defekt uzaylar

defLg : Lg operatoriiniin defekt sayisi
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1. GIRIS

Bilindigi gibi, matematiksel fizigin klasik problemlerinde sinir sartlar1 genelde ko-
ordinat degiskenine gore kismi tiirev icermekte fakat zamana gore icermemektedir.
Ancak matematiksel fizigin baz1 problemlerinde sinir sartlari, koordinat degiskeni
ile birlikte zamana gore kismi tiirevi de igermektedir (Boyle problemlere 6rnek
olarak iki ucu sabitlegtirilmis ancak bazi i¢ noktalarinda yiik asilmig telin titregim
problemlerini, baz difiizyon ve dalga problemlerini géstermek miimkiindiir.) Bu
problemler Fourier yontemi (degiskenlerine ayirma yontemi) ile aragtirildiginda
elde edilen uygun spektral problemin, sadece diferensiyel denklemde degil sinir
sartlarinda da spektral parametre bulundugu goriiliir. Bu nedenle sinir sart-
larinda spektral parametre bulunduran sinir deger problemleri hem teorik hem
de pratik agidan biiyiik énem tagimaktadir. Son yillarda bu problemler gittikce
daha yogun bir gekilde aragtirilmaktadir.

Sinir gartlarinda spektral parametre bulunduran kendine eg regiiler Sturm-Liouville
problemlerinin fiziksel uygulamalar: oldukca fazla sayida ve cesitliliktedir. Ornek
olarak; 1s1 akimi, mekanik titregimler, gozenekli ortamda difiizyon, elektrik dev-
releri vs.verilebilir. Bu érneklerden bazilar1 Walter (1973) , Fulton (1977), Hinton
(1979) ve Schalikov (1983) yapmig olduklar1 ¢aligmalarda incelemiglerdir. Bu tiir
problemlerin ¢esitli hallerde dzdeger ve tzfonksiyonlarinin bulunmasina ait cok
sayida kitaplar ve makaleler yazilmigtir. Atkinson (1964) de, A parametresinin
hem araligin u¢ noktalarinda verilmesi hem de araligin icindeki siireksizlik nok-
talarinda verilmesi durumunu incelemigtir. Benzer durum doktora tezi olarak

Altimgik (1998) tarafindan gahgilmigtir.

Siir sartlarinda A parametresi bulunduran problem Olasilik Teorisinde de 6nem-
lidir ve bu konuyla ilgili ilk ¢aligmalar Feller (1955, 1957) tarafindan yapilmigtar.
Feller, difiizyon dekleminin yari-grup ¢oziimlerinin ¢ok kiiciik iireteclerinin karak-
terize edilmig bolgeleriyle ilgilendi. Bu ona, bir operator icin ”yan sartlar” ve
”sartlanmig kiimeler” notasyonlarini uygulamasina ve buradan sinir kosullarinda
parametre bulunduran regiiler Sturm-Liouville problemlerine uygulamasima izin

verdi. Feller gibi Hellwig (1958) de, kismi tiirevli denklemler igin Cauchy baglangig-



sinir deger problemlerinin ¢oziimleri ile ilgilenmis ve benzer sekilde sinir sart-
larinda 6zdeger parametre bulunduran regiiler Sturm-Liouville problemlerinin in-

celenmesiyle ilgilenmigtir.

Literatiirdeki bazi ¢alismalar da sinir sartlarinda A\ parametresi bulunduran singii-
ler durumla ilgilidir ve sinir sartlarinda A parametresi bulunduran singiiler prob-
lemleri igeren uygulamalar ve 6rnekler az sayida olmakla birlikte, Cohen (1966)
ve Fulton (1977,1980) deki ¢alismalarda, singiiler sinir deger problemlerinin daha

genel tipleri icin 6zfonksiyon agilimlari ile ilgilenmislerdir.

Sinir kogulunda spektral parametre bulunduran kendine eg olmayan Sturm-Liou-
ville ve Schrodinger simir deger problemlerinin 6zdegerlerinin sayilabilir sayida
olup olmadig1, 6zvektor ve asosye fonksiyonlarinin L2 (R, ) Hilbert uzaymda tam
sistem formunda olup olmadigi, spektral teori konusunu ilgilendirir. Sinir kogulu A
parametresinden bagimsiz kendine eg olmayan (disipatif) singiiler Sturm-Liouville
simur deger problemi ile ilgili olarak Allahverdiev (1991,1997,2003) ve Pavlov
(1996) da calismuglardir. Son yillarda sinir kogullarinda spektral parametre bulun-
durmayan kendine eg olmayan regiiler fiziksel baz1 problemlerle Baro vd. (2003)

ve Kaiser vd. (2003) ¢aligmuglardir.

Kendine eg olmayan diferensiyel operatorlerin spektral analizinde ilk genel metod,
rezolventin cevre integrasyonu metodudur. Bu metod, spektrumu ayiran gevreler
tizerinde rezolventi hesaplama teknigidir. Bu metodu kullanarak, 1962 yilinda
Lidskij, ikinci mertebeden genel regiiler bir diferensiyel operatoriin spektral ayrisim
teoremini ispatlamig ve M.A. Naimark (1968) tarafindan daha genel bigimde in-
celenmigtir. 1960 I yillarin baginda Pavlov, genel metodun kosullarinin esnek
olmadigini belirterek, pek cok sonlu 6zdeger ve spektral singiileritesi olan ve zen-
gin bir spektral yapiya sahip bir boyutlu Schrodinger operatorlerinin olugturdugu
ornekler i¢in spektral analiz problemine bagka yaklagimlar gerektigini belirtmistir.
Boylece kendine es olmayan operatorlerin spektral analizi i¢in analitik metod-
larin, pratik olarak Cauchy integraline indirgemede yetersiz kaldig1 goriilmiigtiir.
Macar matematik¢i B. Sz.-Nagy ve Romen matematik¢i C. Foiag (Sz.-Nagy ve

Foiag,1970) ¢ahsmalarinda Hilbert uzayinda bir lineer biiziilmenin genel modeli



olan ¢ok basit formdaki bir operatoriin spektral 6zelliklerini incelemislerdir. Yine
1960 hi yillarda Amerikan matematikgiler Lax ve Phillips (1967) sagilma teorisinde
onemli bir yer tutan soyut sacilma teorisini geligtirmiglerdir. Sz.-Nagy-C. Foiag
ve Lax-Phillips’in sonuglar: birlestirilerek karakteristik fonksiyon, sagilma matrisi
ile ifade edilmis ve disipatif operatoriin dilatasyonu kurulmustur. Ozvektorler ve
asosye vektorler sisteminin tamlik problemi, karakteristik fonksiyonun faktoriza-
syon problemine indirgendigi goriilmiistiir. Boylece singiiler disipatif operator-
lerin spektral analizi, dilatasyonun kurulmasi, buna karsilik gelen sagilma teorisi
probleminin aragtirilmas: ve karakteristik fonksiyonun sagilma matrisi yardimiyla
ifade edilmesi ile yapilmigtir. Bu yontem, Pavlov (1975, 1977, 1996, 1999) ve Al-
lahverdiev (1987, 1991, 1997, 2003, 2004) de bahsedildigi gibi pek ¢ok aragtirmada

kullanilmigtar.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde Hilbert uzayinda lineer operatorler teorisi ile ilgili temel olusturacak

bazi tamim ve teoremler verilecektir

Tanim 2.1 : H kompleks lineer uzay1 verilsin. Her x,y € H elemanlan ciftine
asagidaki sartlar gergekleyen ve (z,y) ile gosterecegimiz kompleks sayisi kargilik
getirildigini kabul edelim.

(z,y) = ¥7)

(T + 22, y) = (21,9) + (22, 9)

- (Az,y) = A(ﬂf y)

(7 7) >

-

r,x) =0& =0

L N N

Bu durumda (x,y) kompleks sayisina x ve y elemanlarimin i¢ ¢arpimi, H lineer

uzayina ise i¢ ¢arpim uzay: denir. (Naimark, 1968)

Tanim 2.2 : H i¢ ¢arpim uzayinda

[zl = v/ (2, z)

formiilii bir norm tanimladigindan, i¢ ¢carpim uzayi bu norma goére lineer normlu

uzay olacaktir.

Sayilabilir sayida, tam ortonormal sistemin mevcut oldugu bir i¢ ¢arpim uzayina

Hilbert Uzay denir ve H ile gosterilir. (Naimark, 1968)

Tanim 2.3 (Lineer operator): H Hilbert uzayinim herhangi bir D C H lineer alt

uzay1 ve bir A operatorii i¢gin,

A:DCH—H



doniistimii verilsin. Eger her aq, as € C ve her x1, 25 € D igin

A(Oélll‘l + 042902) = OélAlEl + OéQAwg

esitligi saglanmiyorsa A doniisiimiine lineer operatér, D ye ise A operatdriiniin
tanim bolgesi denir ve bu kiime D(A) ile gosterilir. A operatoriiniin deger kiimesi

de Im(A) veya R(A) ile gosterilir.(Naimark, 1968)

Tanim 2.4 : H Hilbert uzayiin bir alt kiimesinde tanimlanan herhangi bir lineer
F' operatoriiniin deger kiimesi reel veya kompleks sayilar kiimesi ise F, H de
bir lineer fonksiyonel olarak adlandirilir. Bir F' fonksiyoneli, tiim H uzayinda
tanimlanir ve

(i) z,y € H ve A\, u €R olmak iizere

F(Az + py) = A\F(x) + pF(y)

(i1) Her x € H ve C' bir sabit say1 olmak iizere

|F(z)] < Cllz|

kogullar1 saglanirsa F' fonksiyoneline lineer sinarly fonksiyonel denir. (Naimark,

1968)

Tamim 2.5 : H Hilbert uzayinda tanimlanan bir lineer A operatorii igin, her
x € H olmak tizere

[Az| < C|l=|

egitsizligini saglayacak gekilde bir C' sayis1 varsa A ya sinarly operator denir. Bu C'

sayilarinin en kiiciigiine A sinirh operatoriiniin normu denir ve || A|| ile gosterilir.

|All = sup [|Az|[ = sup
Jall<1 Jall£0

esitligi yardimi ile de normu hesaplayabiliriz. (Naimark, 1968)



Teorem 2.6 : Sinirh her lineer A operatorii siireklidir. (Naimark, 1968)

Tanim 2.7 : H Hilbert uzay1 ve A bu uzayda lineer bir operator olmak iizere, A
nin tamim kiimesi D(A), H kompleks Hilbert uzayinda yogun olsun. f € D(A)
icin,

(Af,9) = (f, A%g)

esitligini saglayan A* operatoriine A min adjoint (eslenik) operatori denir. Bu
esitligi saglayan g € H vektorler kiimesine A* in tanim kiimesi denir ve D(A*)

ile gosterilir.

Eslenik operatorii asagidaki sartlar1 saglar:
(i) 4 =
(i1) (AA)* = AA"
(i13) (A+ B)* = A* + B*
(iv) (AB)* = B*A*
(v) [[A*]] = [|A[ (A sirl ise)
(Naimark, 1968)

Tanim 2.8 : Eger A* = A ise, A ya self-adjoint (kendine eg) operator adi verilir.
(Naimark, 1968)

Tanim 2.9 : Her z € H igin (Az,z) > 0 ise A ya pozitif lineer operator denir.
(Naimark, 1968)

Tanim 2.10 : Tanum kiimesi D(A) olan bir A lineer operatorii igin f,g € D(A)

olmak iizere

(Af,g9) = (f, Ag)

esitligi saglanirsa A operatoriine Hermityen denir. (Naimark, 1968)

Tanim 2.11: A : D(A) — H lineer bir operator ve D(A) = H (D(A) tanim
bolgesi H de yogun olsun) olmak iizere her f,g € D(A) igin,

(Af,g9) = (f, Ag)



ise, yani A C A* ise A ya simetrik operator denir. Adjoint operator kapal
oldugundan A C A* bagintis1 simetrik operatoriin kapanabilir oldugunu ifade

eder. (Naimark, 1968)

Tanim 2.12 (Izometrik operator): D(U), U operatoriiniin tanim bolgesi olmak

iizere her z,y € D(U) i¢in

(Uz,Uy) = (z,y)

ise U ya izometrik operatér denir. (Naimark, 1968)

Tanim 2.13 : Bir U izometrik operatoriiniin tanim ve deger kiimesi H Hilbert

uzayl ise tniter operatér olarak adlandirilir.

Not : Bir U izometrik operatoriiniin iiniter olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

U*U = UU* = I olmasidir. (Naimark, 1968)

Tanim 2.14 (Kompakt operator): Her sinirh kiimeyi kompakt kiimeye doniistiiren

operatore kompakt operatér denir.
Kompakt operatorler bazi temel 6zelliklere sahiptir:

(7) Her kompakt operator sinirhidir, dolayis ile stireklidir.

(17) A ve B kompakt operatorler ise AB ve BA operatorleri de kompakttir.

(141) A, H Hilbert uzayinda her yerde tamiml, siirl, lineer bir operator olsun.
A nin kompakt olmasi igin < A* A operatoriiniin kompakt olmasidir.

(iv) A kompakt bir operator ise A* da kompakt bir operatordiir.

(v) {A,} kompakt operatorlerin bir dizisi olsun.
|A—A,| = 0,n — oo igin

ise A operatorii de kompakttir. (Naimark, 1968)

Tanmim 2.15 (Bir Operatoriin Geniglemesi): f € D(A) igin,

Af = Af

7



ve D(A) € D(A) ise A operatoriine A operatoriiniin genislemesi adi verilir. A
ya ise A operatoriiniin kusitlamasy denir. Eger A, simetrik A operatériiniin bir
simetrik geniglemesi ise bu durumda A C A* dur. Yani, A operatoriiniin simetrik

her genislemesi A* operatoriiniin bir kisitlamasidir. Naimark (1968)

Sonug 2.16 : Bir A operatoriiniin maksimal simetrik olmasi icin gerekli ve yeterli
kogul A operatoriiniin diger simetrik geniglemelerinin bulunamamasidir. (Naimark,

1968)

Tanmm 2.17 (L*(a,b) uzay1): Verilmis [a, b] arahginda tanimlh, kompleks degerli
ve Lebesgue anlaminda 6l¢iilebilir olan f(x) fonksiyonu icin | f(z)|* fonksiyonu bu
aralikta Lebesgue anlaminda integrallenebilir ise f(x) fonksiyona [a, b] araliginda

karesi integrallenebilir fonksiyon denir .

(a,b) arahgimin (sonlu veya sonsuz) iizerinde Lebesgue anlaminda ¢lgiilebilir ve
kare integrallenebilir tiim kompleks degerli f(x) fonksiyonlarmm biitiiniinii L?(a, b)

ile gosterecegiz. Her f(x),g(z) € L?*(a,b) igin

b
(f9) = [ S(@ig@is
seklinde bir i¢ carpim tammlanabilir. (Jorgens, 1964 )

Teorem 2.18: L*(a,b) ile tanmimlanan uzay bir H Hilbert uzayidir (Naimark,
1968).

Tanim 2.19 (Diferensiyel operator): p%’ m(z), ..., pn(z) fonksiyonlar (a,b) a-
raliginda reel degerli, Lebesgue anlaminda 6l¢iilebilir ve (a, b) nin her sonlu [, (]

araliginda Lebesgue integrallenebilir olmak iizere,

() = (=1)"(poy™)™ + (=1)" " (pry™ )"V + L+ pay

ifadesine kendine es ifade ad1 verilir. L?(a,b) Hilbert uzaymda, (2n—1). mertebe-
den kuazi tiirevi dahil tiim kuazi tiirevleri mutlak siirekli olan ve £(y) € L*(a,b)

olan y(x) fonksiyonlarimin kiimesini D ile gosterelim.

8



D de {(y) diferensiyel ifadesi ile iiretilen A operatériine maksimal diferensiyel op-
erator adi verilir ve her y € D i¢in Ay = ¢(y) bi¢iminde tanimlanir. (Naimark,

1968).

Dy, L?*(a,b) Hilbert uzayinda diizgiin ve sonlu dayanaga sahip fonksiyonlardan
olusan yogun bir kiime olmak iizere, A operatoriiniin Dy iizerine kisitlamasi yine
{(y) diferansiyel ifadesi ile iiretilen Ay minimal operatoriinii tanimlar, bu operator

simetriktir ve A = Aj dir. (Naimark, 1968)

Tanim 2.20 (Simetrik Operatoriin Defekt Uzaylar1 ): A, ‘H Hilbert uzaymda
simetrik bir operator ve A keyfi bir kompleks say1 olsun. R, ve Ry sirasiyla,

(A — XI) ve (A — XI) operatorlerinin degerler kiimesi olmak tizere,

Ny =HOS R, VGNXZH@RX

uzaylarima A operatoriiniin defekt uzaylar: denir. (Naimark, 1968)

Tanim 2.21 (Indis Defekt): Im A > 0 olmak {izere, m = dim Ny ve n = dim Ny
seklinde ifade edildiginde. (m,n) ikilisine A operatoriiniin indis defekti denir.

(Naimark, 1968)

Tamim 2.22 (Disipatif Operator): A lineer operatoriiniin D(A) tanim kiimesi

H de yogun olmak iizere, her f € D(A) igin,
Im(Af, f) >0

ise, A operatoriine disipatif operator denir. f € D(A) igin,
Im(Af, f) <0

ise, A lineer operatoriine akretif (akimiilatif) operatér denir. (Kuzhel, 1996)

Tanim 2.23: Bir disipatif (akiimiilatif) operatoriin diger disipatif (akratif) genisle-
meleri yoksa maksimal disipatif (akretif) adini alir. (Kuzhel, 1996)



Teorem 2.24: Her disipatif operator bir maksimal disipatif genislemeye sahip-

tir.(Gorbachuk ve Gorbachuk,1991).

Tanim 2.25 ( Dilatasyon): B, H Hilbert uzayinda sinirli bir lineer operator ve
A, K C 'H da bir lineer operator olsun. P, ‘H dan K ya tamimh bir izdiigiim

operatorii olmak iizere, her n € N icin,
A" = PB" |k

ise B ye A nin dilatasyonu denir. Bu ifade asagidaki ifadelere esdegerdir.

(i) Her z,y € K ve her n € N igin,
(Az,y) = (B"z,y)

dir.
(ii) (A—N)"t = P(B— X)) |gdir. (Kuzhel, 1996)

Tanim 2.26 ( Uniter Operator Grubu): Asagidaki ozellikleri saglayan {U; : t € R}

operatorler ailesine, tiniter operatorler grubu adi verilir.

(¢) U(0) = I, ({ birim operator)
(1) Her t,s € R i¢in, U(t + s) = U(t)U(s). (Weidmann, 1980)

Teorem 2.27 : Hilbert uzaymda kendine eg A operatoriiniin spektral ailesi F()\)

olsun. R x R 3 (\,t) — € € C olmak {izere, verilen bir fonksiyon icin,

Ro>t—-U(t) = / e AE(N) = ™
R

seklinde ifade edilen iiniter operatorler grubu olusturulur. (Weidmann, 1980)

Teorem 2.28 (Stone): {U,:t e R}, H Hilbert uzayinda giiglii siirekli iiniter

grup olsun. Her ¢ € R igin,
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iiniter grubu ile, H de kendine es A operatorii birebir olarak belirlenir. A ope-

ratoriine U; grubunun treteci denir. (Lax ve Phillips, 1967)

Tamim 2.29 (Uniter Egdeger Operator): V iiniter operatér olmak tizere, A=
VAV* ise A ve A operatoriine diniter esdegerdir denir. (Weidmann, 1980)

Tanim 2.30 (Biizen Operator): H Hilbert uzayinda A lineer bir operatér olsun.
Eger | A|| < 1ise, A ya H de biizen operator ad verilir. (Naimark, 1968)

Tanim 2.31 (Invariyant Altuzay): A, H Hilbert uzayinda bir operator ve K, H
nin alt uzay1 olsun. Her z € K i¢in Az € K ise, K ya invaryant alt uzay adi

verilir. (Nagy ve Foiag, 1970)

U; = e iiniter grubu yardimiyla Z; yarigrubu olusturulabilir. Asagidaki teo-

remler Z; yarigrubunun tanimini ve ¢zelligini ifade etmektedir.

Teorem 2.32 : U, grubunun K invaryant alt uzay: iizerine kisitlamasi ile elde

edilen Z; operatorler ailesi,

B=lim (it)" {2, — I}

—t—>+0

disipatif iiretecine sahip, giiclii siirekli, tamamen iiniter olmayan bir yari gruptur
ve t > 0 icin,
Zy = PgU |k

seklinde ifade edilir. Burada Py, K uzay1 iizerinde bir dik izdiisiim operatordiir

(Pavlov, 1996).

Teorem 2.33 : Hilbert uzay1 iizerinde doniigiim yapan ve S karakteristik fonksi-
yonuna sahip olan her maksimal disipatif operator, bir K C ‘H alt uzay1 iizerinde

doniigiim yapan Z; yari grubunun B iiretecine iiniter esdegerdir ve
iBt
Zt =€ = P KUt | K

olarak ifade edilir (Pavlov, 1975).
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Tanim 2.34 (Basit operator): Kendine eg olamayan A operatorii, agikar (sifir)

olmayan higbir alt uzayda kendine es operator iiretmiyorsa, basit (simple) olarak

adlandirihr. (Kuzhel, 1996)

Teorem 2.35 (Hilbert-Schmidt): Kendine eg ve kompakt olan A operatoriiniin

ozvektorleri, H Hilbert uzayinda ortonormal baz olugturur. (Naimark, 1968)

Tanim 2.36 (Hardy Simflar1): Kompleks diizlemde, D = {X : |A| < 1} agik birim

disk olsun.

hSA

2
sup [%f|f(re“)|pdt] ,0<p<oo

0<r<1
IFl, =9 = °

sup | f(A)] ,p =00
AeD

sonlu normu ile ifade edilen, D iizerindeki holomorfik f fonksiyonlarimin sinifina

H? (0 < p < o0) Hardy sinafe ady verilir. (Lax ve Phillips, 1967)

Tanim 2.37 (Paley-Weiner): f bir holomorfik fonksiyon ve

1
sup —
O<y<oo 2m

/]f(:t+iy)]2dx:c<oo

olsun. Bu durumda, z iist yar1 diizlemde bir nokta olmak tizere, bir F' € L?(0, 00)

mevcuttur oyle ki,
f(z) = /F(t)e”zdt
0

ve

7\F(t)\2dt =

dir. (Lax ve Phillips, 1967)
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3. SINIR SARTLARINDA SPEKTRAL PARAMETRE BULUNDURAN
STURM-LIOUVILLE PROBLEMININ SPEKTRAL OZELLIKLERIi

Bu boliimde, (0, 00) araliginda, sifirda disipatif ve spektral parametrenin araligin
sag u¢ noktasinda verilmesi durumunda arastirdigimiz sinir deger problemine uy-
gun olarak tamimladigimiz 6zel Hilbert uzayinda, verilmis sinir deger problemi
ile ayn1 6zdegerlere sahip olan lineer operator olusturulmustur. Daha sonra ope-

ratoriin spektral 6zellikleri incelenmistir.

Olugturulan bu A, lineer operatoriiniin kendine es dilatasyonu kurulmustur. Sa-
c¢ilma teorisi uygulanarak verilen kendine es olmayan operatoriin karakteristik
fonksiyonu bulunmustur. Bu fonksiyonun 6zellikleri incelenerek tamlik teorem-

leri ispatlanmigtir.

3.1.Giris:

l(y) = ——= [~ () (z) + q(2)y(z)] , 2 € R, := [0, 00) (3.1.1)

Sturm-Liouville diferensiyel ifadesini ele alalim. Burada w, p ve g reel degerli, R,

da Lebesgue ol¢iilebilir fonksiyonlar ve w, % ,q € Lt (R,), w(z) > 0 olsun.

¢ diferensiyel ifadesinden operatore gecmek istersek:

(4,2) = / y(e)(@yw()ds

i¢ carpimm saglayan [ ly(2)|* w(x)de < oo seklindeki biitiin kompleks degerli ¥
0

fonksiyonlarinin olugturdugu L2 (R, ) Hilbert uzaym kurmaliyiz.

(3.1.1) ifadesi ile gosterilen minimal simetrik operatoriin kapanigini Ly ile gostere-
lim. Dy, Ly operatoriiniin tanim bolgesi olsun. D ile L2 (R, ) Hilbert uzaymdaki
oyle y fonksiyonlarmin olusturdugu kiime olsun ki y, py’ lokal mutlak siirekli,
I(y) € L2(R,) olsun. O halde D, L maksimal operatériiniin tanim bolgesi olup
L = Lj dir (Naimark,1968).

13



Ly operatoriiniin indis defekti (2,2) oldugunu kabul edelim. Yani, w,p ve q
reel degerli fonksiyonlar1 ¢ diferensiyel ifadesi icin Weyl limit-gember durumunu
saglasin. Weyl limit-cember durumunun oldugunu garanti eden bir ¢ok uygun
sartlar mevcuttur ( Titchmarsh 1946, Akhizer ve Glazman 1963, Atkinson 1964,
Jorgens 1964, Naimark 1968, Weidman 1980, Levitan ve Sargsjan 1991, Stakgold
1998 ).

denkleminin
u(0) =1, (pu')(0) =0, v(0) =0, (pv")(0) =1 (3.1.2)

baglangi¢ kogullarimi saglayan ¢oziimleri u(z) ve v(z) olsun. u(x) ve v(x) fonksi-

yonlariin lineer bagimsiz ve Wronskiyenlerinin 1 oldugu agiktir. Yani

Wiu,v], == (upv’ — pu'v) |= Wlu,v]p = 1, r e Ry

|:
dir. Lo operatoriiniin indis defekti (2,2) oldugundan u(x),v(x) € D dir.

Tanim 3.1.1: Her y, 2z € D igin

T

(Ly, )1 — (g, L2) 2 = / (y)zwdt — / YT wdt = Wiy, Z)e — Wiy, s

egitligine Green formdilii adi verilir.

Wy, Z]eo := lim Wly,z]., Wly,Zlo :=lim Wy, =],

T——+00
limitleri var ve sonludur.

Lemma 3.1.2: y, 2z € D keyfi fonksiyonlari igin

W[y7z]m = W[y7 U]zW[Z_,U]z - W[y7 /U]CEW[Z_JU]-TJ YIS R-ﬁ-
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duir.

Ispat: u ve v reel degerli fonksiyonlar oldugundan, Wu,v], = 1 ve z € R, icin

Wy, ule. W[zwle = Wy, vle W[Zule = (ypu' — py'u) (Zpv’ — pZ'v) |

— (ypv' — py'v) (zpu’ — pz'u) l

= (ypu'zpv’ — ypu'pZ'v — py'uzpy’
+py/upz'v — ypu'zpu’ + ypu'pz'u
+py'vZpu’ — py'vpzu)

= (—yp? +py’z) (pu'v — upt’) |

= Wy, zl.

olur. Lemma 3.1.2 saglanmig oldu.

Teorem 3.1.3: L operatoriiniin tanim bolgesi olan Dy, agagidaki sartlar saglayan

y € D fonksiyonlarii igerir. z € R igin

dir.

(0, 00) araliginda verilen (3.1.1) diferensiyel ifadesi sifirda disipatif, sol ug noktada
regiiler ve spektral parametrenin araligin sag u¢ noktasinda verilmesi durumunda

agagidaki sinir deger problemini ele alalim:

ly)=Xy, yeD, zxzeRy (3.1.3)

(py')(0) — hy(0) =0 (3.1.4)

alw[y7v]oo - QZW[y7u]oo = )‘ (allw[ya U]oo - O/ZW[ya u]oo) ) Imh >0 (315>
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burada A, kompleks spektral parametre, ay, o, o],y € Ri= (—00, 00) ve

7

!
oy o ’
= o o — ayaq >0

o =

04’2 (8D)
dir. Asagidaki kabulleri yapalim:

y) = a1W[y, v]oo - aQW[y7 u]oo
y) = allw[y7 ’U]oo - O/QW[y7 u]oo

Keyfi y,z € D igin Ry(Z) = Reo(2), RL(Z) = R

BY(Z) = BY(z) olmak {izere

Wiy Zloe = —— | Roc(y)-Bio(2) = Rio(y)-Boo(2)]

Wly,Zlo = B (y).B(%) — Bi(2).B(y)

dir. Gergekten

 [Reel) T~ Ril) ]

(3.1.6)

(3.1.7)

1 [(aaiWy,v]e — caWy,uloo) - (03 W[Z, v]00 — abW [Z, ] )

o (a’lW[y,v]oo - O/QW[y,u]oo) AWz, 00 — Wz, u]oo)]

_l [O‘IIO‘Q (W[ya U]OO'W[Ea u]oo - W[ya U]OO'W[§7 U]OO)
a —0410/2 (W[?/a U]OO-W[Z U]oo - W[y7 U]OO-W[Z U]OO)]
1

!

- = [(alag - ala’2> (WY, v]ee- W Z, t]oo — Wy, ulo. WIZ, U]oo)}

= Wly,Z]w
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dir ve

olarak elde edilir.

3.2 Verilmis Smir Deger Probleminin Hilbert Uzayimda Urettigi

Lineer Operator:

fi(x)

filz) € LE(R,), fo € C olmak iizere f = seklinde iki bilegenli
f
elemanlarmn lineer uzaymm H = L% (R, ) & C geklinde gosterecegiz.
Oéll (03]
Egera=| | olmak tizere a > 0 kabul edersek,

(@) (o0

f2 g2

)

olmak iizere

/f1 (x)dx + f292 (3.2.1)

formiilit H lineer uzayinda bir i¢ ¢arpim tamimlar. Bu i¢ ¢arpima gore H li-
neer uzay1 bir Hilbert uzay1 olur. Boylece verilmig sinir deger problemine uygun
Hilbert uzayi tanimlamis olduk.

Verilen sinir deger problemine uygun olan
Ah H—H

operatoriinii,

D(Ap) = hiz) € H|fi(x) € D, Ro(f1) =0, f2=R,(f1)

R (f1)
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AT =) = ( iff 1()f) ) (329

esitlikleri ile tanimlayalim.

Lemma 3.2.1: H = L2(R,) ¢ C Hilbert uzayinda (3.2.1) ve (3.2.2) esitlikleri

ile tanimli A;, operatorii igin

(47.3) = (7 48) = WA T ~ WIALT
b [Ree(1) T91) — R () Tl

esitligi saglanir.

ispat :

(—=(pf1) +af1) grdx + éf2§

N
S
>
o)
Q)
N—
I
0\8

o0

T 1
= /pfl 91d$+/Qflﬁd$+afzﬁ
0

esitligin sag tarafindaki ilk iki integrale iki defa leHll integral uygularsak

(47.3) = -@H)@)0@ + @@ - [ fi(pgiVde -+ [ afarde + 3£
—(pf)(@).01(x) + fi(z).(pg) ()| +f( g") +qg1) frdz + L o0

~(pf)(@) 1@ + () g @ + (f, Ahg) 1T+ 1 m

oldugundan

(4F.5) - (7 48) = ATd) ~ AT [+ — [~ Tose]
= WS T~ WAL T
2[R ) Flon) — Rec(f) Fclon)] (3:2.)

Teorem 3.2.1: A;, operatorii H de disipatifdir.
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Ispat : j € D(Ay) ve D(A,) = H icin (3.1.7) ve (3.2.4) esitliklerinden

(Any, y) — W, Any) = Wiy, Tileo — Wlys, Tilo
b [Reclon) F) — Bl (n) o)
= —Wly,¥ilo

= —B)(y1)-By(w) + B (%1)- B3 (1)

ve Ro(y1) = 0 ise BY(y1) = hB(y:) olacagndan

(A5, 9) — @, Anh) = —hBYGNBY (1) + hBY(y))BY(TT)  (3.2.5)
= (h—h)|B)y)[’

= 2iImh ‘B?(y1)|2

olur.

Im (447, 9) = Im | BY(y:)|* = 0
dir. Yani A, operatorii H de disipatif operatordiir.

3.3 Sinir Deger Probleminin Hilbert Uzayinda iirettigi A, operatoriiniin
ozdegerleri ve 6zvektorleri:

A € C igin (3.1.3) denkleminin

(3.3.1)

B(x,) = az — A

(3.3.2)
B3(x,) = a1 — Ay

kogullarim saglayan ¢oztimleri ¢ ve x, olsun.
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(3.1.7) den, sifirdaki Wronskiyen olan Ag(\),

AO(A) =W [Xv%] ’ =-W [¢A> ] ‘0
= —B)(¢,).B3(x,) + Bi(x,)-B3(¢))
= —Bj(x,) + hBY(x,)
= _RO(X,\)

ve (3.1.6) dan sonsuzdaki Wronskiyen olan A (M),
ANo(A) =W [qus,\} o = =W [Qs,\aXJ |oo
= 3 [Roo(02)-Ris(x,) — Rio(d2)-Rec(x,)]
= é [(041300(%) — @y B5°(9,)) - (O/leO(XA) oy B5° (X ))
— (@

1B(¢)) — abB(83)) - (u B (x,) — 2B (x,))]

A
=1 [(041042 — 1) ( (éx)-B( X,

«

= & 010 B(6,). B (x,) — a10y B (x )-B°°(¢A)

— 1@ BE(0,)- B (x,) + 020, B(¢,)- B ()

—a1a) B(¢,). B (x, ) + ajae B (¢,).B5° (X, )

+a10yB3°(4y).B°(x, ) — aeay B (). B (x )]
) —

B (¢,).-B° (XA))]
= B (¢y)-(a1 — Aa)) — B (¢,) (a2 — Aary)

= a1.B7°(¢,) — @2.B3°(95) — A (a1 BY*(9,) — a5 B5°(¢,))

= Roc(@3) = AR (1)

olarak hesaplanir.

Lemma 3.3.1: (3.1.3) — (3.1.5) siir deger probleminin 6zdegerleri ancak ve

ancak A(A) nin sifir yerlerinden ibarettir. (A(X) = Ag(A) = Ax (X))

Ispat: Kabul edelim ki A, Ag(A) nin bir sifir1 olsun. O halde

Ao(Ao) = dx, (2)(pX, ) () — (pd),) ()X, () = 0

0

dir. Ag(Xo), @y, () ve Xa, (x) fonksiyonlariim Wronskiyeni oldugundan sonuncu

esitlik geregi ¢, () ve Xs, (x) ¢oziimleri lineer bagimh olur. Yani
Py, () = kX, (x) (3.3.3)
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olacak sekilde k # 0 sabit sayis1 bulunur. (3.3.1) geregi ¢, () (3.1.4) sartim,
(3.3.2) geregi x, (x) (3.1.5) sartim saglayacagndan (3.1.3) — (3.1.5) simr deger
probleminin A = )¢ icin bir ¢oziimii olur. Yani A = \g bir 6zdegerdir. Benzer
sekilde Ao(N\) mmn sifir yerlerinin (3.1.3) — (3.1.5) smur deger probleminin bir

ozdegeri oldugu goriiliir.

Simdi bunun tersinin de dogru oldugunu gosterelim. Yani A = )¢ dzdeger ise

Ag(No) = 0 veya Ay (Ag) = 0 oldugunu gosterelim.

Kabul edelim ki A = A\ 6zdegeri igin Ag(Ng) # 0 ve Ax(Ag) # 0 olsun. Ag(Ag) #
0 ve Ax(Ao) # 0 oldugundan ¢, (x) ve Xag (x) ¢vziim fonksiyonlar: lineer bagimsiz

olur. Buna gore (3.1.3) denkleminin genel ¢oziimiinii
Y(2:20) = 1(M)ay (2) + 2(Mo), (2)
seklinde yazabiliriz. (3.1.4) sinir sart1 geregi
(py')(0) — hy(0) =0

esitligi saglanir. Buradan

cr- (P9, )(0) = 1, (0) + ca- ((PX3,)(0) = hxy, (0)) =0

esitligi elde edilir. Bu esitlikte ¢, (x) ¢oziim fonksiyonunun (3.1.4) smir sartin

sagladigr dikkate alinirsa

e ((PX3,)(0) = x5, (0)) = —c2.80(No) = 0

olur. Kabiiltimiiz geregi Ag(\g) # 0 oldugundan ¢, = 0 olur.

(3.1.5) sartindan ve ¢y = 0 olmasindan

c1(X0)- {W [y Voo (1 — Ao)) — Wy, , ooz — Mocty) }
= Cl(AO)-Aoo(AO) =0
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ve Ax(Ng) # 0 oldugundan ¢; = 0 olur.
Sonug olarak y(z,A\g) = 0 olur. Bu ise A\g mn 6zdeger olmasi ile gelisir. Bu da

ispat1 tamamlar.

Ag(N) ve Ay () fonksiyonlarmin sifirlarii A, (n = 0, 1,2, ...) seklinde gosterirsek

o X, (z) € D(Ay)

R(x, )

vektorleri ApY,, = \uX,, esitligini saglar. Yani X, ler A; operatoriiniin 6zvektor-

leridir.

Tanim 3.3.2: Eger )\ 6zdegerine karsilik gelen

Z(QO) = Ao%o
Reo(y0) — MoRLo(yo) =0
Ro(yo) =0

(3.3.4)
l(ys) - >\0ys —Ys—1 = 0

ROO(?JS) - )‘OR:)o(?/S) - R;o(ysfl) =0
Ro(ys) =0,s=1,2,...,n

sartlar1 saglaniyorsa yo, y1, Y2, ..., Y, vektorler sistemine (3.1.3) —(3.1.5) siur deger

probleminin 6z ve birlestirilmis (asosye) vektorler zinciri denir.

Lemma 3.3.3: (3.1.3) — (3.1.5) sir deger probleminin 6zdegerleri ve A, disi-
patif operatoriiniin 6zdegerleri cakigir. Yani (3.1.3) — (3.1.5) smir deger problem-
inin \g ozdegerine karsilik gelen her bir 6zvektorler zinciri ve birlestirilmis 6zvek-
torleri, A, disipatif operatoriiniin ayni )y 6zdegerine karsilik gelen yo, y1, 2, -+, Yn

birlestirilmis vektorler ve 6zvektorler zincirine karsilik gelir. Bu durumda

go=| "  k=0,1,2,...n (3.3.5)

R, (yk)

esitligi vardir.
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Ispat: Eger 7, € D(Ap) ve Apjo = Ao ise L(yo) = Moo,  Roo(y0) — MR (o) =

0, Ro(yo) = 0 saglamir. Yani (3.1.3) — (3.1.5) sinir deger probleminin 6zvektorii

yo dir. Tersine olarak eger (3.3.4) sartlar1 varsa, buradan Y =1 €
R (yo)

D(Ayp) ve Apygo = Mo dir. Yani 3, A, operatoriiniin 6zvektoriidiir.

Ayrica, eger A, operatoriiniin \g 6zdegerine karsilik gelen yq, 41, Yo, ..., yn birlestir-
ilmig vektorleri ve ozvektorler zinciri ise buradan gy, € D(Ay) (K =0,1,2,...,n)
ve Apo = MoYo,  AnUs = AoUs + ¥s—1, s =1,2,...,n sartlan ile birlikte (3.3.4)
esitligini elde ederiz. Burada yo,y1,y2, ..., Yn €T Yo, Y1, ..., Yn vektorlerinin birinci
bilegenleridir. Tersine, (3.1.3) — (3.1.5) problemine kargilik gelen yo, y1, Y2, ---, Yn
Yk

R (k)
AoYs+ ysA_l, s =1,2,...,n den elde edebiliriz. Lemma 3.3.3.saglandu.

bilegenlerini ,y, = € D(Ap),k=0,1,2,...,nve Apyo = \ulo, AnYs =
3.4 Problemin Green Fonksiyonu

pyve x, fonksiyonlari, (3.1.3) denkleminin (3.3.1) ve (3.3.2) kosullarim saglayan
¢oziimleri olsun.
A € C parametresi (3.1.3) — (3.1.5) probleminin bir 6zdegeri degilse, A(\) # 0 dur.
Buradan ¢,ve x, fonksiyonlar1 lineer bagimsiz olacagindan, (3.1.3) denkleminin
genel ¢oziimiinii

y(z, A) = cr(A)@a(x) + c2(N)x, (2) (3.4.1)

seklinde alabiliriz. Sabitlerin degisimi yontemini uygulayarak

—(py') + q(x)y = Ay — f(z) (3.4.2)

denkleminin genel ¢oziimiinii

y(z, A) = ci(z, \)@y(z) + ez, A)x, (z) (3.4.3)
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seklinde arayalim. (3.4.3) ifadesinin = degiskenine gore tiirevini alirsak

Y(@,A) = (2, N () + c1(z, M@ (2) + &5(x, Ax, (2) + ea(z, A)x, (2)

olur. Burada ¢;(z, A),7 = 1,2 fonksiyonlarim 6yle secelim ki

Az, M)y (x) + 5 (x, \)x, (z) =0 (3.4.4)

esitligi saglansin. y/(x, \) ifadesinin bir kez daha tiirevini alip [(y) = Ay diferen-

siyel denkleminde yazip diizenlersek

iz, Ny (x) + &z, Ax, (x) = f(z) (3.4.5)

olur. (3.4.4) ve (3.4.5) ifadelerine, degiskenlerine gore lineer denklem sistemi gibi
bakarsak;

G, ) = o, () ()

&, 0) = 526, (0) ()

olur. Buradan

(@,0) = b [, (@) F (@) + i (M)

T

s ) = sk [ 63w @i+ )
ci(z,A),i = 1,2 ler A mn keyfi fonksiyonu oldugundan
: ,
Yo ) = 5 {wx) [ @@+ x,@ | ¢A<f>f<5>de}

T 0

+e1(A)gr(z) + er(M)x, (v) (3.4.6)

dir. Bu genel ¢oziimii sinir sartlarinda yerine yazarak ¢;(\) fonksiyonlarini bu-

lalim. (3.4.6) ifadesinin z e gore tiirevini alirsak

Y(,A) = aMei(z) + c(M)x] ()

+$ {qb;(x) / (O F(E)E + Y. () / ¢A<g>f<f>ds}3.4.7>

0
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ve (3.1.4) sartindan (py)(0) — hy(0) = 0 esitligi saglanir. Buradan

cr(MN) {(pg3)(0) — hdA(0)} + e2(X) {(pX)(0) — hx, (0)}  (3.4.8)

+ﬁ { ((pd)(0) — hepy (O / X, (€ }

= 0

olur. Ry(¢,) = 0 olmasindan yukaridaki ifade —ca(A)Ag(A) = 0 olur. A bir
ozdeger olmadigy icin Ag(A) # 0 olacagindan

olur.(3.1.5) sart1 nedeniyle
c1(A) {Wlgy, vleo(ar = Ach) = Wy, uloo (2 — Aay) }
+e2(N) {Wx,, vl (@1 — Aa) = W, ulo(az — Aab) }
ety { Whevhs(on = Aa) = Wl (2 = 2a)) [ on(©) £

=0
yazilabildiginden ¢;(A\)Ax(A) = 0 ve A bir 6zdeger olmadigindan Ay (A) # 0

olacagindan

c1(A) =0 (3.4.10)

olur. Boylece (3.1.3) — (3.1.5) sinir deger probleminin genel ¢oziimii

y(z, \) = ﬁ {mm) / (O FE)dE + X, (2) / ¢A<§>f<§>d§} (3.4.11)

olarak bulunur. Burada

92 (@)X, ()
<
_ AN TS
A L=
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olarak alirsak (3.4.6) esitligi

[o.o]

ywX) = [ Gla& N FE = By (3.4.13)
0

seklinde yazilir. Boylece (3.1.3)—(3.1.5) smir deger probleminin Green fonksiyonu
olusturulmusg olur ve G(z, ., \) fonksiyonu (3.1.3) probleminin (3.1.4)—(3.1.5) sir
kosullarini saglar.
¢y € L2(Ry) vex, € L% (R, ) oldugundan ( Lo mn indis defekti (2, 2) oldugundan),
G(z, &, \) fonksiyonu Hilbert-Schmidt gekirdegidir. Burada Ry, L? (R, ) uzaymda
Hilbert-Schmidt operatoriidiir.

Sonug 3.4.1: (3.1.3)—(3.1.5) siur deger probleminin G(z, y, ) Green fonksiyonu
i¢in (3.4.13) formiilii gegerlidir.

3.5 Rezolvent operatorii:

Ay, operatoriiniin rezolventini hesaplamak igin

A-A)3=7 (35.1)

denklemini ele alalim. Burada

T T
X = x(@) € D(Ap) vey = vi() cH
RQO(X) Y2
i¢in bu (3.5.1) denklemini

Ax — Ux) =y (x) (3.5.2)
—AR(X) + Reo(X) = ¥ (3.5.3)

smir deger problemi seklinde yazabiliriz. (3.5.1) — (3.5.3) probleminin ¢oziimiinii
bulalim. Bu problemin genel ¢oziimii (3.4.6) seklindedir. ¥ € D(A}) oldugundan
X () fonksiyonu (3.1.4) ve (3.5.3) kogullarim saglar. (3.1.4) sart1 geregi (py’)(0) —

hy(0) = 0 olacagindan Green fonksiyonunun hesaplanmasindaki yolu aynen takip

26



edersek

ca(A) =0 (3.5.4)

olur. (3.5.3) sart1 geregi

(0) TW[B, ool — M) — Wb, ulao(rz — M)}
+ﬁ (WX, vlaols — Ay) — Wk, ulo(a — Aa})} / or () (E)de

= Y2
olur. Buradan ¢;(A\) A (X) =y, ise

a(\) = £ (3.5.5)

elde edilir. Diger taraftan

, , (@GO @),
ROO(G(x,.,)\)):ROO< A0 )_A(A)ROO(XA)_A(A).

bulunur. O halde (3.5.2) ve (3.5.3) ifadelerini (3.4.6) da yerine yazarsak
Yy
A p—
1
(A)

RSOV
M{% / X, (O F(€)dg +x, () / %(é“)f(é“)dﬁ}
/

0

XA($7A) = G(*%ﬁ: )\)f(ﬁ)dﬁ‘i‘ yZR/ (G( T, ’/\))

olur. (3.2.1) i¢ garpimi geregi

(@A) = (Gan )

27



olur. Burada

~ G(z, ., ) G(z, ., )
R (G(z,.,\)) ) a

dir. Boylece (3.5.1) — (3.5.3) probleminin ¢oziimiinii

R é:ﬂ,x\, /y\ ~
X = < B >A = R(\; Ap)y (3.5.7)
Rgo(G:c,/M y)

seklinde bulmusg oluruz.
Teorem 3.5.1: Aj, operatorii H de maksimal disipatif bir operatordiir.

Ispat: Aj operatoriiniin H de maksimal disipatif oldugunu géstermek icin
(A, — AXI)D(Ap) = H (3.5.8)

sartiin saglanip saglanmadigina bakmak gerekir. (3.5.8) sartinin saglanmasi igin,
F € H, Im A\ < 0 igin, (3.5.7) esitligini alahm. z — (G(x,.,\),y;) fonksiyonu
(y) — Ay = y1, (x € Ry) ve (3.1.4) — (3.1.5) siur kosullarim saglar. Hatta
F e HImA < 0icin, ¢ € D(A}) sonucuna ulagiriz. Her bir FF € H, Im A < 0

i¢in, (Ap — Al)¢ = y aliriz. Sonug olarak, Im A < 0 i¢in, (A, — M )D(A,) = H

olur. Teorem 3.5.1 saglanmig oldu.

3.6. Sifirda disipatiflik durumunda A; operatoriiniin kendine es dilatas-

yonu ve karakteristik fonksiyonu:

A}, operatoriiniin kendine es dilatasyonunu kurmak igin, H = L2 (0, 00) & C uza-

yma, giren D_ = L*(R_), (R_ := (—00,0]) ve gtkan D, = L*(R,), (R, := [0, +0))

alt uzaylarim ekleyelim ve H = D_ & H @ D ortogonal toplamini olugturalim. Bu

uzaya ” Fsas diletasyon uzayr” denir. H nin elemanlari w = <g0,, Y, p +> € 'H bigi-

minde yazilir ve p_ € W3 (R_), ¢, € W3 (Ry), § = h(@) € H,y,(z) € D,
Y2

Yo = R__(1y1) dir. W}(R_) ve W}(R,) Sobolev uzaylaridir.
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H uzaymnda w € D (L)) elemanlarimin kiimesi iizerinde

(py')(0) — hy(0) = Byp_(0)
(py/)(0) — hy(0) = By, (0) (3.6.1)
Y2 = Réo(yl)

ve % :=2Imh, § > 0 siur kosullarimi saglayan

Lo T 0,) = <¢‘%,Z@),¢%> (3.6.2)
diferensiyel ifadesi ile olugturulan £, operatoriinii diigiinelim.
Teorem 3.6.1 L; operatorii ‘H uzayinda kendine eg operatordiir.
Ispat : Once £, operatoriiniin simetrik oldugunu ispatlayalim.
f,9€ D(Ly)icin f = <<,0_,/y\, <,0+> ve g = <¢_,/Z\,w+> olsun.
(L 9y — ([ Lng)n = (Lo 0,04), (Y 200y )) —
— (o 00), LY. 29,))

= (it Wit (v 2,)) -
~((een) (1% 10).1%))

- [ (o) 3,
(1% v )d§7 it ) de

o

dip g
/ 90-1—7 df

0

+

0\8

~—
Qﬁ)

ifadesini diizenlemek igin (3.2.4) Green formiilii ve kismi integrasyondan,

(Lnf,9)y — (fLhg)yy = Wy, Z1)eo — Wi, Z1)o
b [ Rl T 20) — R o) Tl
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+ip_ (0)9_(0) — iy, (0)2, (0)

= Wy, Zo + 2 (p)(0) — hn (0)) ((2D)(0) — hz1(0))
2 ((0w)(0) = Fan (0) (=) (0) — b1 (0))

= Wy, Zilo + 2 { oy (0).D0) — hlpy}) (0):21(0)-
— hyn (0)-(p21)(0) — hhi (0).21(0)
2 { ) ()= 0) — hpy})(0):7:(0)
— T (0).(p2)(0) — i (0)- 21 (0) }

= Wy, 7o+ 42 { (B = W) (0).B)(0) — 1:(0)-(=D)(0)

= —Wlyi,Z1)o + 50=7 (—2i Im h) Wy, Z1)o

= 0

olur. Yani (L4 f,9)y — (f, Lrg)s, = 0 oldugundan £, simetrik bir operatordiir.

Simdi £, operatoriiniin kendine eg oldugunu gosterelim. Bunun ic¢in £} C £,
oldugunu gostermek yeterlidir. f = (¢_,0,¢,) € D (L) ve g = (V_, 2,9, ) €
D (L), ¢ € Wi(Ry), 9. (0) = 0 igin (L4 f, g),, bilineer formunu alahm. Kismi
integrasyon ile £} g = <id:f—§‘, z*, i%> elde ederiz. Burada v, € Wi (Ry), z* € H
dir. Benzer sekilde f = (0,¥,0) € D (L) ise (Lnf, g);, de kismi integrasyon ile

w9 = L (Vo5 0,) = (% 12),i% ), 2 €D, = Rig(s)  (363)

Sonug olarak (3.6.3) den, her f € D (L) icin (Lf, g);, = (f, £g),, aliriz. Buradaki
L operatorii (3.6.1) de tanmmlanmistir. (L f, g),, bilineer formundaki integrali alin-

mig terimlerin toplami sifira egit olmalidir, yani

Wy, Zloo — Wiy, Zlo + £ | Reo(y1). R (21) — R (1) Roo(21)

+ip_(0)9_(0) — i, (0)¥,(0) =0
dir. (3.1.6) esitligi yukarida yazilip diizenlenirse,

Wly,Z]o = ip_(0)¢_(0) — i, (0), (0)
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dir. £ nin smur sartlarindan y(0) ve (py')(0) yi ¢zersek

y(0) = 5 (p_(0) = ¢, (0)
h

(py)(0) = ﬁso_(O)JriB (¢_(0) — ¢, (0))

ve

Wy, Zlo = ie_(0)¢_(0) —ip, (0¥, (0) ve Wy, Z]o = y(0).(pz")(0) — (py')(0).2(0)

esitliklerinden

Bio_(0) +i% (_(0) = ¢..(0)) | 2(0) — 4 (-(0) = ,(0)) B=)(0)

— ip, (0)F,(0) — i (0) (0) (3.6.4)

dir. Yukaridaki denklemden ¢_(0) in katsayilarin gekersek

iB%—h

veya

(p2')(0) — hz(0) = By _(0) (3.6.5)
olur. Benzer sekilde (3.6.4) den ¢, (0) 1 katsayilarimi cekersek

(p2')(0) = h12(0) = By (0) (3.6.6)
olur. Sonug olarak D (L}) C D (L) dir.Boylece £, = L} dir.
3.7. L, operatoriiniin olusturdugu iiniter grup:

Simdi £ operatoriiniin, Ay, operatoriiniin kendine es dilatasyonu oldugunu gostere-
lim. Bunun i¢in, Stone teoremine gore £, kendine eg operatoriin ‘H Hilbert uza-
yinda U; = exp(iLpt),t € R, iiniter grubunu olusturmasindan, P : H — H ve

P : H— "H doniigtimlerini P : (¢_,7,¢,) — § ve P : § — (0,7, 0) seklinde
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ifade edelim.

Uniter grup yardimiyla
Zy = PU Py, t > 0 icin

{Z,} operatorler ailesi, H de tamamen iiniter olmayan biiziilmelerin giiglii siirekli

bir yarigrubudur. By, iireteci ile gosterilen bu yarigrup
Bry :tl_iglo (it)_l (Zy —79)

dir. By, iiretecinin tanmim bolgesi bu limitin var olan biitiin y vektorlerini igerir.

By, operatorii disipatiftir ve £, operatoriine By, in kendine es dilatasyonu denir.
Teorem 3.7.1 L, operatorii A;, operatoriiniin kendine eg dilatasyonudur.

ispat: By, = A, oldugunu gosterirsek £, operatoriiniin A, operatoriiniin kendine

eg dilatasyonu oldugunu gostermis oluruz. Bunu yapmak icin ilk olarak
P(Ly—M)"'Pg= (A, —A)""Py, g€ H, ImA<0 (3.7.1)
esitligini dogrulayalim. Bunun i¢in
(Lh = AT PG =g=(4_,Z0,)
ifadesini kuralim. Buradan
(Ln—A)g=Py

(‘Ch - )‘I) <¢_>37 Qﬁ-|—> = <O7§/\7 O>
(1% 13),i% ) = M-, 20,) = (0,5,0)

ve boylece

iTE =M =0=1¢_(§) =1 (0)e ™
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id;/)g X, =0=1,(() = 7/’+(0)€7MC

elde edilir. g € D (L) oldugundan ¢_ € L*(R_) ve ¢_(0) = 0 dir. Sonug olarak
Z, (pZ')(0) — hz(0) = 0 smur sartim saglar. Boylece z € D (Ap,)olur.

[(3) - No=f=LZ-)2=7

denklemi icin ise, Im A < 0 i¢in A noktasi, disipatif operatoriin bir 6zdegeri ola-

maz.

Y, (0) = %{(pz’)(O) — hz(0)} formiiliinden ¢, (0) bulunur. Boylece § € H ve
Im A < 0 icin
(A —AN)Z=7=2= (A, — M) "'+ 2\

bir ¢oziimdiir ve burada z,

— (py) + q(x)y — w(z)y(z) =0

homojen denkleminin (3.6.1) sinir sartlarim saglayan bir ¢oziimiidiir. Ancak
ImA < 0 oldugundan, z, disipatif A, operatoriiniin alt yar1 diizleme ait bir
ozdegeridir. Bu ise miimkiin degildir. Ciinkii disipatif operatorlerin 6zdegerleri

iist yar1 diizlemdedir. Dolayist ile z, = 0 dir. Buradan
Z=(A, - A"y

dir ve P doniigiimiiniin uygulanmasiyla (3.7.1) ifadesi elde edilir.

(A —X)™" = P(Ly—X)"'P,=iP / Ure M dt Py

0
oo

= / Zyem Mt = (By — N) !

0

olarak bulunur. Boylece B, = A, oldugu goriiliir. Bu da Teorem 3.7.1 i ispatlar.
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3.8 Dilatasyonun Sacilma Teorisi ve Disipatif Sturm-Liouville

Operatoriiniin Fonksiyonel Modeli:

{U,} iiniter grubunun en biiyiik 6zelligi, Lax-Philips sacilma teorisinin uygulan-
masina imkan vermesidir. Yani bu grup asagidaki ozellikleri saglayan D =
(L*(R_),0,0) ve D, = (0,0, L*(R,)) alt uzaylarma sahiptir.
UD_cC D_,t <0
UD, C Dy ,t>0
2) tQO UuD :tgo u,D, = {0}
3) tgo UuD :tgo UD, =H

4) D_ 1 Dy
Bu ozellikler ispatlanabilir. 4) 6zelliginin dogrulugu agiktir. 1) 6zelligini ispatla-

mak icin D, alt uzay1 icin Ry = (L, — AI)™" ifadesini olugturalm (D_ alt uzay
i¢in de ispatlar benzer gekilde yapilir). Im A < 0 olmak iizere, yaridiizlemdeki her

Ave f=(0,0,¢,(s)) € Dy icin,

13
Ryf = <0,0, —iei’\g/e"A590+(s)ds>

0

olarak ifade edilebilir. Boylece f = (0,0,¢,(s)) € D, i¢in, R\f € Dy oldugu

goriiliir. Bu durumda, g L D, i¢in, Im A < 0 olmak {izere,

0 = (R/\fa g)’H = ((Eh - A‘[)_l f7 g)'H - (_i/ei(ﬁh/\l)tfdtag)

= (_ ' / eiﬁhteii)\tfdta g) B _Z / eii)\t (utf’ g)H dt
0

olur ki bu da (U, f,g),, = 0 (‘her ¢ > 0 i¢in) oldugunu ifade eder. Béylece U, f €
D, oldugu goriiliir yani ¢ > 0 i¢in U, f C D, dir. O halde 1) 6zelligi ispatlanmisg

olur.

(2) ozelligini ispatlamak igin, P : H — L*(R,) ve P;" : L*(R,) — D,

doniigiimlerini P+ : <¢_,§, ¢+> — ¢y, Pfip—1(0,0,¢) olarak alalim.
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U == PTUP, (t > 0) izometriler yarigrubunun L?(R, ) da tek tarafl bir 6teleme

oldugunu gozoniinde bulunduralim. Aslinda,

Vip(&) = (€ — 1), >t ve Vip(€) =0, 0< €<t

seklinde ifade edilen L?(R ) iizerindeki V; tek tarafli teleme yarigrubunu iiretecinin
©(0) = 0 sinir koguluna sahip i ( ) diferensiyel operatorii oldugunu biliyoruz.

Diger taraftan, t > 0 olmak tizere ;" izometriler yarigrubunun iireteci S

dyp dso
_ pt + . _ pt _ pt
SQO—P ﬁh,Pl QO—P £h<0,0,g0>—P <00 d§> df

seklinde ifade edilir, burada ¢ € W3 (R, ) ve ¢(0) = 0 dir. Fakat bir yarigrup

tireteci tarafindan tek tiirlii belirlenebileceginden U," = V; olmalidir. Boylece,

tgoutD+ = <0 0, 0 ViL*(R )> = {0}

olup (2) ozelligi ispatlanmig olur.

Lax-Philips sacilma teorisinin uygulanabilmesi icin, spektral gosterim yardimiyla
sagilma matrisini tanimlayacagiz. Bu arada D_ ve D, alt uzaylar igin (3) 6zel-

ligini de ispatlayacagiz.
(3) ozelligini ispatlamak i¢in once agagidaki lemmay ispatlayalim.
Lemma 3.8.1: A, operatorii tamamen kendine eg olmayandir (basittir).

Ispat: Kabul edelim ki A), operatorii basit olmasm. Yani H' C H invariyant alt
uzay1 vardir ve bu uzay iizerinde A;, operatoriiniin kisitlamasi olan A} operatorii
kendine estir. (H' alt uzay1 V; = exp (i4, ),V = exp (—id} ), t > 0,V ' =V,

izometrilerinin yar1 grubuna gore invariyanttir).

H' alt uzaymin {0} oldugunu gosterirsek ispat tamamlanir. Bunun igin,

Fe H ND(A,) = D(A4,) ise f € D(A}) ve

2 —~ . PN
ez'A’h t.]/c\H _ i <ez’A’h tf,GZA’h tf)
H dt H
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_ i<A;LeiA;LtﬁeiA;Ltf)H_i<61‘A;Lt]?,A;161A;Ltf)

H
dir. (3.2.9) ozelligi kullamlarak ve g := e*» t]? alarak

= W T~ W [T, + (Rl ) RAT) — Reo()- R (57
= 2Imh|B(a)|’

= | 1i(0)

‘ 2

olur. ]? € D(A}) oldugundan Aj}, operatorii de yukaridaki kogulu saglar. Ayrica

bu kosulu A), operatoriiniin 6zfonksiyonlar: da saglamalidir.

Boylece H' de yer alan A}, operatoriiniin 6zvektorleri olan Ay, operatoriiniin y(z, \)

ozvektorleri igin, y(0) = 0 duir. (3.1.4) sartindan (py')(0) = 0 ve y(z, A) = 0 dur.

Boylece, A}, kendine es operatoriiniin 6zvektorlerinin acilimi teoreminden, H' =

{0} dir. Yani A, operatorii basittir. Lemma 3.8.1 ispatlanmig oldu.

Simdi
H, - tgo Z/{tD,, H+ - tg() Z/{tD+

uzaylarini olugturalim.
Lemma 3.8.2 H_ + H, ="H dir.

Ispat: D, alt uzaylarimin 1) ozelligini diigiinelim. H', H m bir alt uzay1 olmak
iizere, H' = HO (H_ + H,) alt uzay1 {U;} iiniter grubuna goére invariyanttir ve
H' = (0, H',0) seklinde ifade edilebilir. Boylece, eger H’ alt uzay1 (ve H') sifirdan
farkl olsaydi, bu alt uzaya kisitlanmus {U/} tiniter grubu {U/;} grubunun bir iiniter
parcasi olacakti ve buradan A, operatoriiniin H' ne kisitlamasi olan A} operatorii
kendine eg olacakti. Ancak A}, operatoriiniin basitliginden dolay1 (Lemma 3.8.1)

H' = {0} yani H' = {0} oldugu ortaya ¢ikar. Boylece lemma ispatlanmig olur.

Lax-Philips’in sacilma teorisi programinda, sacilma matrisi spektral gosterim
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teorisi yoluyla tanimlanmigtir. Biz bunlar1 olusturmaya calisacagiz. Bu arada

D_ ve D, alt uzaylar igin 3) 6zelligini de ispatlayacagiz.
I(y) = Ay denkleminin

Oél

/ o / ’ /
0:(0) = 527 (p0(0)) = 517 $A(0) = as — ay A, (p9,(0)) = a1 — ) A
sartlarini saglayan ¢oziimleri 0, (z) ve ¢,(x) olsun.

Asagidaki kabiilleri yapalim:

w(\) = —pﬁ((oo; (3.8.1)
Sh(\) = % (3.8.2)

(3.8.1) deki w(\) fonksiyonu, reel eksen iizerindeki kutuplar: sayilabilir sayida
olan C kompleks diizleminde meromorfik bir fonksiyondur. Hatta w(\) fonksiy-

onunun agagidaki ozellikleri sagladigini gostermek miimkiindiir:

ImA. Imw(A) <0, ImA # 0 i¢in

ve w(A) mn reeel eksendeki kutuplar: hari¢ her A € C igin w(A\) = w(A) dir.
Uy (,6,¢) = (e, =8 {(w(X) + 1) x,(0)} 7 Ra(2), Su(Ne ™) (3.8.3)

x
alalim. Burada z,{ € R, , £ € R, ¥, (z) = (@) dir. A nin reel degeri icin

a
U, (z,€,() vektorleri H uzayina ait degildir.

Lemma 3.8.3: U, (z,¢&,() vektorleri LU = AU denklemini ve £, operatorii igin

verilen sinir gartlarim saglar.
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is pat:

v = W, vl — bW xy, uly = af (@2 — apd) — @y (a1 — o)

= ajag — asan — A (jay — dbha)) = o
= az — 0y 10 — Q0q) =

!

(py )(0) = hy(0) = —p

Benzer sekilde

(py)(0) — hy(0) = -8

olur. Burada U, ler £ 1 siirekli spektrumunun 6zfonksiyonlaridir.

U, (z,€,() vektorleri yardimiyla F @ f — ﬁ()x) doniigiimiinii

F (V) = F () = %2_7 (£.U5),,

formiilii yardimiyla f = <g0_,§, % +> elemanlar: iizerinde tanimlayalim. Burada
0 (&), ¢, (C) ve yi(z) fonksiyonlar1 kompakt dayanakli vektor-degerli fonksiyon-

lardar.

Lemma 3.8.4: F_ doniigiimii H_ uzayim izometrik olarak L?(R) uzayina doniis-
turtir ve f,g € H_ elemanlar: i¢in Parseval esitligi ve ters doniigiim formiilleri

gecerlidir:

(F.9)0 = (f,g)L2=7f<A>a—<A>dA,
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burada f_(A\) = (F_f) (A) ve _(\) = (F_g) ()\) dur.

Ispat: f,g € D_ icin, f = <g0,,0,0> ,g = <1/17,0,0> olmak tizere, Paley-Wiener

teoremi ile,

~ 1

- = T (fUN)y = w% / p_ (&) e™d¢ e H?,

dir ve Fourier integralleri i¢cin Parseval esitligi kullanilarak,

(f. 9y = / (o (€)1 (€)) de = / F-NF-OVdA = (F_f, F_g)

bulunur. Burada H?Z ile iist ve alt yaridiizlemlere genisletilebilen vektor degerli

analitik fonksiyonlari iceren L? (R) uzaymndaki Hardy simflar1 gosterilmistir.

Simdi Parseval egitligini tiim H_ uzayina genisgletelim. Bunun ic¢in, D_ ye ait olan
diizgiin ve kompakt dayanaga sahip fonksiyonlardan elde edilen H_ de yogun olan

vektorler kiimesini H' ile gosterelim. Bu vektorler

feH :f=Ufo,fo={p_,0,0),p_€ CCR.)

dir, burada T" = T}, f e bagh olmayan negatif bir sayidir. Bu durumda, eger
frg€ H ise, T >T;veT > T, igin U_pf,U_rg € D_ dir ve bu vektorlerin
birinci bilegenleri Cj°(R ) uzaymdadir. Boylece, U, (t € R) operatorleri iiniter

oldugundan
F U = (Uf,Uy),, =X (f,UUy), =eNF_f
dir ve bu esitlik yardimiyla

(.f?g)’)-{ - (UfT.fa Ung)'H - (F*Ufo7 FfoTg)L2

= (ei)\th.fa ei/\thg)lg = (F*f7 FLg)L2
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elde edilir.

H' uzay1 H_ de yogun oldugundan, yukaridaki son ifadede kapamg alinmasi ile
tim H_ uzayinda Parseval esitligi elde edilmig olur. Parseval egitligindeki tiim
integrallerin, sonlu araliklar tizerinde limitleri alinarak, ters doniisiim formiilii

elde edilir. Sonug olarak,
F_H. =U F_UD_= U e¢™H* = [*(R)
>0 >0

olur, yani F_ doniigiimii H_ uzaymm L*(R) uzayma doniistiiriir. Lemma ispatlan-
mig oldu.

Simdi

UX (@66 = Uy (2.£0)
= (Su(N)e ™, -p { (w()\) + E) X,\(O)}il Xa(2), e_iAC>(3-8-4)

X ()

«

vektorler kiimesini olugturalim. Burada z,{ € R, £ € R_ X, (z) =

dir. A min reel degeri i¢in Uy (z, &, () vektorleri H uzayma ait degildir.

Lemma 3.8.5: U (z,&, () vektorleri LU = AU denklemini ve £ operatorii igin

verilen sinir sartlarini saglar.
Bu lemma, Lemma 3.8.3 e benzer sekilde ispatlanabilir.

Uy (z,&,¢) vektorleri yardimiyla F+ @ f — ﬁr()\) doniigtimiint f = (¢_,7, ¢, )

elemanlar iizerinde,

(P ) 1= Fo) 1= 2= (103,

seklinde tamimlayalim. Burada ¢_ (&), ¢, (¢) ve y1 (x) fonksiyonlar:1 kompakt dayanakl

vektor-degerli fonksiyonlardir.

Lemma 3.8.6: F, doniisiimii H, uzayim izometrik olarak L*(R) uzaymna doniigtiiriir
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ve her f, g € H, elemanlar igin Parseval egitligi ve ters doniigiim formiilleri geger-
lidir:

[o.o]

(how = (F3),,= [ FOVE0A

burada. 7, (A) = () (\) ve 3, (N) = (Fyg) () du.
Bu lemma, Lemma 3.8.4 e benzer gekilde ispatlanir.

(3.8.2) esitligine gore, Si(A) fonksiyonu A € R i¢in |S,(A)| = 1 oldugundan, U,

ve Uy vektorlerinin ifadeleri kullanilarak,
Uy, = S,(\NUY (3.8.5)

esitligi yazilabilir.

Lemma 3.8.4 ve Lemma 3.8.6 dan H_ = H, oldugu goriiliir. Lemma 3.8.2 de gtz
oniinde bulunduruldugunda H =H_ = H, elde edilir ve 3) 6zelligi giren ve ¢ikan

alt uzaylar ic¢in ispatlanmig oldu.

Bu durumda, F_ déniigiimii H uzaym izometrik olarak L?(R) uzayina doniistii-
riirken U; operatoriinii e carpma operatoriine ve D_ alt uzaym H? uzayma
doniigtiiriir. Bunun anlami F_ doniigiimii {U;} grubunun giren spektral goste-
rimidir. Benzer gekilde F', doniigiimii {U;} grubunun ¢ikan spektral gosterimidir.
(3.8.5) ifadesinden bir f € H elemamnin F); gosteriminden F gosterimine gegisi,

Sk(\) fonksiyonlar ile ¢arpim olarak

F-) = SN (V)

seklinde gerceklenir. Lax ve Philips’in sacilma teorisine gore D_ ve D, alt uzay-

larmma gore {U;} grubunun sacgilma matrisi, f € H vektoriintin F_ gosterimine
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karsilik gelen F, gosterimini elde etmek icin carpilmasi gereken katsayilardir.
Boylece Sj,(A) fonksiyonu {U;} grubunun sagilma matrisidir. Bu yaptiklarimiz

agagidaki teorem ile ifade edilebilir.

Teorem 3.8.7: Sj,()\) fonksiyonu {U;} grubunun (kendine es £;, operatorii igin)

sagilma matrisidir.

Tanmim 3.8.8: S,()\) fonksiyonu C, iist yar1 diizlemde analitik olsun. Eger,
A € C, igin |Sp(N)| < 1 ve hemen hemen her A € R icin |S,(A)| = 1 ise, Sp(N)

fonksiyonu C, iist yar1 diizlemde i¢ fonksiyondur denir.

Sp(A) fonksiyonu, iist yari diizlemde, keyfi sabit olmayan i¢ fonksiyon olsun.
K = H? © SpH? tammlayahm. K # {0} uzay1 H? uzaymm bir alt uza-
yidir. ¢ = p(X) € K i¢in Zyp = P [e?M] formiiline gore K daki Z; (t > 0)
operatorlerinin yarigrubunu alahm. Burada P, H? dan K ya tamml izdiigiim
operatoriidiir.{ Z; } yarigrubunun iiretecini T'¢ :tl_i}}rlo (it) 1 (Zyp — ) ile gostere-
lim. Burada T, tiim ¢ € K fonksiyonlarimi iceren, tanim bolgesi D(T') olan
disipatif operatordiir. T, model disipatif operator olarak adlandirilir ( Bu tanim
Lax ve Philips’in tanimidir. Bu model operator Sz.-Nagy ve Foiag tarafindan
olugturulan model disipatif operatériin 6zel bir durumudur). Temel kabule gore

Sh(A), T operatoriiniin karakteristik fonksiyonudur.

K = (0, H,0) olmak iizere, H = D_ @ K & D, seklinde ifade edilebilir. F_ {initer

doniigtimiiniin 6zelliginden, F doniisiimii altinda agagidakiler gecerlidir:

H — L*(R) C o ) = (Fag)(N)
D_ — H? , Dy — S,H2 (3.8.6)
K — H2 0 S,H? | Uf — (FLUFZ'f)(A) = e f_())

Bu formiiller A, operatériiniin, karakteristik fonksiyonu Sy, (\) olan disipatif model
operatore iiniter esdeger oldugunu gosterir. Uniter esdeger disipatif operatorlerin

karakteristik fonksiyonlar: ayni oldugundan asagidaki teorem ispatlanmig olur.

Teorem 3.8.9: A, disipatif operatoriiniin karakteristik fonksiyonu, (3.8.2) for-

miiliinde tanmimlanan Sy () fonksiyonudur.
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3.9 Disipatif Sturm-Liouville Operatoriiniin Spektral Analizi:

Ay, disipatif operatoriiniin spektral analizindeki problemler, karakteristik fonksiyon
yardimiyla goziilebilir. Ornegin; S,(A\) = s(A\)B(\) carpimindaki s(\) singiiler
carpanin yoklugu L? (R) uzayinda A, operatoriiniin ézvektorlerinin ve asosye vek-

torlerinin tamhigini saglar.

Teorem 3.9.1: Imh > 0 olmak iizere tiim h degerleri i¢in (h = hy degeri
hari¢) Aj, disipatif operatoriiniin karakteristik fonksiyonu olan S, (), Blaschke
carpamdir. A operatoriiniin spektrumu purely (sirf) ayriktir ve acik iist yari
diizleme aittir. h # hg igin Aj, operatoriiniin spektrumu, sonlu katliliga sahip
sonsuzda limiti olan sayilabilir sayida izole edilmis 6zdegerlerden olusmustur.

(h # hg) igin Aj, operatoriiniin 6zvektorler ve asosye vektorler sistemi H de tamdur.

Ispat: (3.8.2) esitliginden aciktir ki S,()\), iist yaridiizlemde i¢ fonksiyondur.
Ayrica S, (), tiim A kompleks diizlemi igin meromorfiktir. Boylece,

Sp(A) =B (\), b=0b(h) >0 (3.9.1)
seklinde yazilabilir. Burada By (), Blaschke ¢arpamidir. (3.9.1) esitliginden

1S(N)] = €] | Bu(A)] < e7™ A Tm A > 0. (3.9.2)

iistelik, (3.8.2) esitligindeki S, (\) esitliginden yararlanarak

_ h =TSN

w() = 5 N1 (3.9.3)

yazilabilir.

Eger verilen h (Im h > 0) degeri icin b(h) > 0 ise, tli+m Sp(it) = 0 oldugu (3.9.2)
den ve tli+m w(it) = —h oldugu (3.9.3) den anlagilmaktadir. w(A) degeri A den
bagimsiz oldugundan b(h), h # hg tek noktasi harig olmak iizere, sifirdan farklidir

(ayrica hg = — tliin w(it) dir). Teorem ispatlanmig oldu.

Lemma 3.8.1 e gore, (3.1.3) — (3.1.5) smir deger probleminin 6zdegerleri ile Ay,
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operatoriiniin dzdegerleri ¢akigir. Hatta (3.1.3) — (3.1.5) sinir deger probleminin
ozvektorleri ve asosye vektorleri icin (3.3.5) formiilii vardir. Bu teorem agagida

verilen teoremde verilecegi sekilde de yorumlanabilir.

Teorem 3.9.2: (3.1.3) — (3.1.5) smur deger probleminin spektrumu, sirf ayriktir
ve acik iist yar1 diizleme aittir. Imh > 0 olmak iizere h = hy degeri hari¢ tiim
h degerleri igin (3.1.3) — (3.1.5) siur deger problemi (h # hg i¢in) sonlu kathihga
sahip, sonsuzda limiti olan sayilabilir sayida izole edilmis 6zdegerleri vardir. Bu

problemin (h # hg icin) 6zvektorler ve asosye vektorler sistemi L2 (R, ) de tamdr.
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4. SINIR SARTLARINDA SPEKTRAL PARAMETRE BULUNDURAN
DiSiPATIF SCHRODINGER OPERATORUNUN SPEKTRAL
OZELLIKLERI

Bu béliimde, (0, 00) araliginda, sonsuzda disipatif ve spektral parametrenin ara-
ligin sol u¢ noktasinda verilmesi durumunda arastirdigimiz sinir deger problemine
uygun olarak tanimladigimiz 6zel Hilbert uzayinda, verilmis sinir deger problemi
ile aym1 6zdegerlere sahip olan disipatif operator olusturulmustur. Daha sonra

operatoriin spektral ozellikleri incelenmistir.

Olugturulan bu A, disipatif operatoriiniin kendine eg dilatasyonu kurulmugtur.
Sagilma teorisi uygulanarak verilen kendine es olmayan operatoriin karakteristik
fonksiyonu bulunmustur. Bu fonksiyonun o6zellikleri incelenerek tamlik teoremleri

ispatlanmigtir.

4.1 Giris

(y) =~y + —y(@) + a(@)y(x), @ € Ry = [0,00) (4.1.1

Schrodinger diferensiyel ifadesini ele alalhm. Burada q reel degerli, R, da Lebesgue

olgiilebilir fonksiyon ve ¢ € L, (R, ) olsun.

loc

¢ diferensiyel ifadesinden operatore gecmek istersek:

@J%Z/y@V@Mw

i¢ garpumn saglayan | ly(z)|*dz < oo seklindeki biitiin kompleks degerli y
0

fonksiyonlarinin olugturdugu L?(R. ) Hilbert uzaymi kurmaliyiz.

(4.1.1) ifadesi ile gosterilen minimal simetrik operatoriin kapanigini Ly ile gostere-
lim. Dg, Lq operatoriiniin tanim bolgesi olsun. D, ile L*(R. ) Hilbert uzaymdaki

oyle y fonksiyonlarmin olusturdugu kiime olsun ki, y' lokal mutlak siirekli ve
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{(y) € L*(R,) dir. D, maksimal L operatoriiniin tamm bolgesi olup L = L dir
(Naimark,1968).

Lo simetrik operatoriiniin defekt sayist defLq = defLy, + defL{ — 2 formiilii
ile ifade edilir. b € (0,00) herhangi bir say1 olmak tizere, bu aralik (0,b) ve
(b, 00) biciminde parcalanabilir. Ly operatoriinii olugturan ayni diferensiyel ifade
ile, (0,b) araliginda Ly ve (b, 00) araliginda L§ operatorleri olugturulur. Ly ve
Ld operatorlerinin defekt sayilarn belirlenerek L simetrik operatériiniin defekt
sayst hesaplanir. Ly operatoriiniin indis defekti (2,2) oldugunu kabul edelim.
Yukaridaki (4.1.1) denklemi igin, 0 < v < 1 ve v > 1 olmak iizere iki durum
soz konusudur. 0 < v < 1 durumunda indis defekt (2,2) oldugundan her iki ugta
limit-cember durumu sézkonusudur. 0 < v < 1 iken (4.1.1) denkleminin biitiin
goziimleri L? uzayma ait olmalidir. O halde defLy; = 2 ve defLy = 2 olup
defLi = 2 olarak hesaplanir. Bu durum Weyl-cember durumudur, z = 0 ve
x = oo da smir kogullar1 verilir. v > 1 durumunda ise 0 noktasinda limit-nokta

durumu s6zkonusu oldugundan 0 da sinir kogulu verilmez.

Bu sebeple biz bu boliimde 0 < v < 1 iken, sifirda spektral parametre ve sonsuzda

disipatif kogul verilmesi durumunu inceleyecegiz.
ly)=0, zeR,
denkleminin
vi(c) = 1,01 (c) = 0,v9(c) = 0,v5(c) =1, ¢ € (0,00) (4.1.2)

baglangi¢ kogullarimi saglayan c¢oziimleri vi(x) ve ve(x) olsun. wvy(z) ve vo(x)

fonksiyonlarinin lineer bagimsiz ve Wronskiyenlerinin 1 oldugu agiktir. Yani

W v, vely := (v1vh — vjv9) Wiv,vmle =1, z € Ry

T

dir. Ly operatoriiniin indis defekti (2,2) oldugundan v, (z),v2(z) € D dir.
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Her y,z € D i¢in

x x

[tz = [ T = Wi, - Wizl

0 0

Green formiilii gegerlidir ve

T——+00
limitleri var ve sonludur. Burada her y, z € D icin
W[y,?]m = W[y, Ul]m-W[z_ﬂ)Z]m - W[yan]z~W[z_avl]:t7 reRy

duir.

(0, 00) araliginda verilen (4.1.1) diferensiyel ifadesi igin, sonsuzda disipatif, sol ug
noktada singiiler ve spektral parametrenin araligin sol u¢ noktasinda verilmesi

durumunda asagidaki sinir deger problemini ele alalim:

ly)=My, ye D, z € R, (4.1.3)
041W[?/> ’01]0 - 042W[?/> U2]0 = A (Q;W[y, ’01]0 - @;W[ya U2]0) (4-1-4>
Wy, v1]eo — AW [y, vo]e = 0, Imh >0 (4.1.5)

burada A, kompleks spektral parametre, ay, a, o), @y ER:= (=00, 00) ve

!
a; O ’ ’
a=| = o o — apaq >0
052 OCQ

dir. Asagidaki kabulleri yapalim:
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Roo(y) = BY*(y) — hB*(y)

Keyfi y,z € D i¢in Ry(Z) = Ro(2), R\(Z) = Ry(2), Bi*(Z) = B(z), BX(Z) =

B$°(z) olmak iizere

dir.

4.2 Verilmis Simir Deger Probleminin Hilbert Uzayimda Urettigi

Lineer Operator:

fi()

fi(z) € L*(R,), f, € C olmak iizere f: seklinde iki bilegenli eleman-
f2
. . . a)
larin lineer uzaym H = L?(R,) & C seklinde gosterelim. Eger o = /
olmak iizere o > 0 kabul edersek,
~ T x
7o fi(z) G- 91(x) K
f2 92
olmak tizere -
o N 1.
(7.9), = [ ho) n@ds + < 1 (12.1)
0

formiilit H lineer uzayinda bir i¢ ¢arpim tamimlar. Bu i¢ carpima gore H li-
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neer uzay1 bir Hilbert uzay1 olur. Boylece verilmig sinir deger problemine uygun

Hilbert uzay:1 tanimlanmis oldu.

Verilen sinir deger problemine uygun olan

Ah :H— H
operatoriinii,
D(Ap) = hie) € H|fi(z) € D, R(f1) = 0, fo = Ry(f1) (4.2.2)
Ry(f1)
e 14
Anf=1(f) = (41 (4.2.3)
Ro(f1)

esitlikleri ile tanimlayalim.

Lemma 4.2.1: H = L*(R,)® C Hilbert uzaymnda (4.2.1) ve (4.2.2) esitlikleri ile

tamimli A, operatorii i¢in

(4n7.5)~ (F. 4@) = WA Tl WA T+ [Rolh) Falan) — Ro() Folgn)
(4.2.4)

esitligi saglanir.
Ispat1 Lemma 3.2.1 deki ispata benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 4.2.2: A, operatorii H de disipatifdir.

Ispat : Once A, operatoriiniin H de disipatif oldugunu gésterelim. Bunun icin y €

D(Ay), D(Ap) = H olmak tizere (3.1.7), (3.1.8) ve (3.2.4) esitliklerinden

A~ AN ~ AN JE— —_— 1 /! !/
(Ahy,y) - (Q,Ah?/) = W[ylayl]oo - W[?/l;?/ﬂo + a RO(yl)'RO(yl) - Ro(yl)-Ro(yl)

- W[ylaﬁ]oo

= B*(n).B (@) — B (71)-B3 (1)
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esitligi vardir ve R (y1) = 0 ise B{°(y1) = hB3°(y1) olacagindan

(An0,7) — (1, Any) = hBX(y1)BX(7n) — kB (7)) B (1) (4.2.5)
= (h—h)B5*(y1) B (71)
— 2iImh. |B(y1))?

olur. Buradan

Im (447, 5) = Im h. | B (y)|” 2 0
dir. Yani A, operatorii H de disipatif operatordiir.

4.3 Sir Deger Probleminin Hilbert Uzayinda iirettigi A, operatoriiniin

ozdegerleri ve 6zvektorleri:

A € C igin (4.1.3) denkleminin

BE(x,) = Wi, viee = 1

(4.3.1)
B (x,) =Wlx,, vzl = h

BY(¢y) = Wpy, vi]o = az — Ay

(4.3.2)
BY(¢y) = Wy, va)o = a1 — Ao

kogullarini saglayan goziimleri ¢ ve x, olsun.

Sifirdaki Wronskiyen olan Ag(A), (4.1.6) dan,

A(X) = Ao(A) = Ro(x,) — ARg(x,)

ve sonsuzdaki Wronskiyen olan A (), (4.1.7) den

Doo(A) i= = Roo(9)

olarak hesaplanir.

Lemma 4.3.1: (4.1.3) — (4.1.5) siur deger probleminin 6zdegerleri ancak ve

ancak Ag(A) (A(A))nm sifir yerlerinden ibarettir. Ag(A) veya A () fonksi-
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yonlarinin sifirlarmi A, (n = 0,1, 2, ...) seklinde gosterirsek

_ oy, (2) € D(Ay)

Ry (¢,)

RS

vektorleri Ahaﬁn = /\ngAbn esitligini saglar. Yani gAbn ler Aj, operatoriiniin 6zfonksi-

yonlaridir.
Ispat1 Lemma 3.3.1 deki ispata benzer sekilde yapilabilir.

Tanim 4.3.2: Eger \g 6zdegerine kargilik gelen

l(yo) = \o¥o
Ro(yo) — Mo-Ry(yo) =0
ROO(yO) =0

l(ys) - /\O'ys —Ys—1 = 0
Ro(ys) — Mo-Ro(ys) — Ro(ys—1) =0
R (ys) =0, s=1,2,...n

sartlar1 saglaniyorsa yg, y1, Yo, ..., Yn vektorler sistemine (4.1.3) — (4.1.5) siur deger

probleminin 6z ve birlestirilmis (asosye) vektérler zinciri denir.

Lemma 4.3.3: (4.1.3) — (4.1.5) siir deger probleminin 6zdegerleri ve Ay, disi-
patif operatoriiniin 6zdegerleri ¢akigir. Yani (4.1.3) — (4.1.5) sinir deger problem-
inin Ay 6zdegerine kargilik gelen her bir 6zvektorler zinciri ve birlestirilmis 6zvek-
torleri, Aj, disipatif operatoriiniin aymi \g 6zdegerine karsilik gelen yo, y1, ¥2, ..., Un

birlestirilmis vektorleri ve 6zvektorleri zincirine kargilik gelir. Bu durumda

T L k=0,1,2,..,n (4.3.5)

Ry (k)
esitligi vardir.

Ispat1 Lemma 3.3.3 deki ispata benzer sekilde yapilabilir.

51



4.4 Problemin Green Fonksiyonu:

pyve x, fonksiyonlar, (4.1.3) denkleminin (4.3.1) ve (4.3.2) kosullarim saglayan
¢oziimleri olsun.
A € C parametresi (4.1.3) — (4.1.5) probleminin bir 6zdegeri degilse, A(A) # 0 dir.
Buradan ¢,ve x, fonksiyonlar1 lineer bagimsiz olacagindan, (4.1.3) denkleminin
genel ¢oziimiinii

y(z, A) = cr(A)@a(x) + c2(A)x, () (4.4.1)

seklinde alabiliriz. Sabitlerin degisimi yéntemini uygulayarak
Wy) =Xy — f(z) (4.4.2)
denkleminin genel ¢oziimiinii
y(z, A) = ci(z, \)@y(z) + ez, A)x, (z) (4.4.3)
seklinde arayalim. (4.4.3) ifadesinin = degiskenine gore tiirevini alirsak
Y (@A) = ci(z, Nox(2) + (@, N (x) + cy(z, A, (2) + e, A)x, (2)
olur. Burada ¢;(z, A),i = 1,2 fonksiyonlarin 6yle secelim ki
Az, \)py(z) + (2, N)x, () =0 (4.4.4)

esitligi saglansin. y/(x, \) ifadesinin bir kez daha tiirevini alip [(y) = Ay diferen-

siyel denkleminde yazip diizenlersek

ci(z, Ny (x) + &(z, Ax, (2) = f(z) (4.4.5)

olur. (4.4.4) ve (4.4.5) ifadelerine, degiskenlerine gore lineer denklem sistemi gibi

bakarsak;



olur. Buradan

iz, A) =

X, (@) f(2)dz + c1(N)

l>

(A)

B —oli—o

Co(, A) = Ox(2) f(z)dz + ca(N)

[>

(/\)

ci(z,N),i = 1,2 ler A nin keyfi fonksiyonu oldugundan

y(z, ) = ﬁ{wx) / X, (6)-F(E)dE + x, () / ¢A<f>f<5>de}

T 0

+e1( M) g (x) + er(N)x, (v) (4.4.6)

olur. Bu genel ¢oziimii siir sartlarmda yerine yazarak, c;(A) fonksiyonlarim

bulalim.(4.4.6) ifadesinin x e gore tiirevini alirsak

Y(,A) = aN)ey(z) + e(A)x, (@)

A

{ / V(O F©E)dE + . () / @(5)1‘(5)&}447)

0

ve (4.1.4) sartindan

ci (M) {W s, vio(en — Aay) — Wy, valo(az — Aa)}
+eo(N) {Wx,, vilo(ar — Aay) = Wix,, va]o(ca — Aay) }

0

+ﬁ {Wpy vio(aa — Aah) — Wy, valo(az — M)} / XA (©)F(€)dg

T

=0
ve ca(A)Ag(A) = 0 olur. A bir 6zdeger olmadigindan Ag(\) # 0 olur ve co(A) =0
olarak hesaplanir.

(4.1.5) sartindan

c1 (M) {W @y, v1]oo — AW [, va]oo }
+62(>\) {W[X,\7vl]00 - hW[XAan]OO}
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0

+Z%SUW&JMW—hwhvwk}/¢ﬂ®ﬂ®%

=0

ve —Ry(x,) = 0 sartindan -c;(A)Ax(A) = 0 ve X bir 6zdeger olmadigindan
Ax(A) # 0 olacagindan ¢;(A) = 0 olur. Boylece (4.1.3) — (4.1.5) siur deger

probleminin genel ¢oziimii

T

M%M=§% @@/&ﬁ#@%+%m/hﬁv@& (4.48)

0
olarak bulunur. Burada

65 (@)x, (€)

AN TN < é’
_ A 0P S
Gz, &, \) = . @n(© (4.4.9)
Ay s =7
olarak alirsak (4.4.6) esitligi
v X) = [ Gla& NF(dE = Ry (4.4.10)
0

seklinde yazilir. Boylece (4.1.3)—(4.1.5) siur deger probleminin Green fonksiyonu
olusturulmusg olur ve G(z, ., \) fonksiyonu (4.1.3) probleminin (4.1.4)—(4.1.5) sir
kosullarini saglar.

¢y € L*(Ry) ve x, € L*(R;) oldugundan ( Lo m indis defekti (2, 2) oldugundan),
G(z, &, \) fonksiyonu Hilbert-Schmidt gekirdegidir. Burada Ry, L*(R, ) uzaymda
Hilbert-Schmidt operatoriidiir.

Sonug 4.4.1: (4.1.3)—(4.1.5) sinir deger probleminin G(z, y, A) Green fonksiyonu
i¢in (4.4.10) formiilii gegerlidir.
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4.5 Rezolvent operatorii:

Ay, operatoriiniin rezolventini hesaplamak icin

A—A)d=7 (4.5.1)
denklemini ele alalim. Burada
5 — ¢(z) € D(4y) ve = yi(z) -
R6(¢) Y2
i¢in bu (4.5.1) denklemini
Ap —U(¢) = yi(x) (4.5.2)
—ARy(¢) + Ro(9) = 2 (4.5.3)

smir deger problemi seklinde yazabiliriz. (4.5.1) — (4.5.3) probleminin ¢oziimiinii
bulalim. Bu problemin genel ¢oziimii (4.4.6) seklindedir. gAb € D(A;) oldugundan
¢(z) fonksiyonu (4.1.4) ve (4.5.3) kosullarim saglar. (4.1.4) sart1 geregi, Green

fonksiyonunun hesaplanmasindaki yolu aynen takip edersek
ca(A) =0 (4.5.4)
olur. (4.5.3) sart1 geregi

c1(A) {W gy, vilo(ar — )\0/1) — Wiy, v2]o(az — >\0/2)}
1

+m {Wigs, vilo(ar — Aay) — Wy, valo(az — Aap) } /X)\ (&) f(&)de

T

= Y2

olur. Buradan ¢;(A\)Ag(A) = yo ise

a()) = 2 (4.5.5)
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elde edilir. Diger taraftan

XA(:E)gbA(') _ X}\(IL‘) / _ A

bulunur. O halde (4.5.2) ve (4.5.3) ifadelerini (4.4.6) da yerine yazarsak

INCRVEE A§M%A;){¢xx[/x4®f@ms+x¢x[/¢xaf@yﬁ}

T

- /szA )de + ~yl (Clr, . N)
olur. (4.2.1) i¢ garpimi geregi

Pa(z, A) = <é$,/\7 Z/U\>

& _ G(z,.,\) [ Gz, ) (4.5.6)
m7A - / o XA (w) ’ ’
Ry (G(z, ., \)) Roy-o

dir. Boylece (4.5.1) — (4.5.3) probleminin ¢oziimiinii

(Gans)

b= N = R(\; ARy (4.5.7)
R()(G:c,)\; /y\)

seklinde bulmusg oluruz.

olur. Burada

Teorem 4.5.1: A;, operatoriiniin H de maksimal disipatif operatér olmasi icin

(A — \)D(Ay) = H, Tm\ < 0 (4.2.6)

sartinin saglanmasi gerektigi Teorem 3.5.1 in ispatinda verilmistir.
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4.6. Sonsuzda disipatiflik durumunda A, operatoriiniin kendine es di-

latasyonu ve karakteristik fonksiyonu:

Ay, operatoriiniin kendine es dilatasyonunu kurmak i¢in, H = L?(0, 00) & C uza-
yma, giren D = L*(R_), (R_ := (—o0,0]) ve gtkan D, = L*(R,), (R := [0, +00))
alt uzaylarimi ekleyelim ve H = D_ & H & D, esas dilatasyon uzayimni olustu-
ralim. H nin elemanlan w = (p_,7, ¢, ) € H bi¢iminde yazihr ve ¢ € W}(R_),

1 ~ ~ yi(z) y . 1
p, € Wy (R+),y € H,y(fﬁ) = 1 € Dyys = Ro(?h) dir. Wj (R,)

Y2
ve W3(R,) Sobolev uzaylaridir. ‘H uzayinda w € D (L£j)elemanlarimin kiimesi

lizerinde

W[ya Ul]oo - hW[y, UZ]oo = ﬁ%of (0)
Wy, vileo = AW [y, 120 = B, (0)

yngé(yl)

ve % :=2Imh, § > 0 siur kosullarimi saglayan
- dp_ G~ .d
L{p_,Tipy) = <Z%§,€(y),2%g> (4.6.1)
diferensiyel ifadesi ile olugturulan £, operatoriinii diigtinelim.

Teorem 4.6.1 L, operatorii H uzayinda kendine eg operatordiir.

Ispat : Once £, operatoriiniin simetrik oldugunu ispatlayalim.

frg€D(Ly) igin f = (¢ ,7.¢,) veg= (¢ ,Z,,) olsun.

(4.2.4) Green formiilii ve kismi integrasyondan

(Lrf,9)s — (f, Lrg)y = Wy, Zileo — Wiy, Zio
4 [Ro(yn) B0 — R (1) Role)
+ip_(0)9_(0) — ip, (0)¢,(0)
= Wiy, 7zl
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—77 Wy, vilee — AW [y1, valoc) (Wz1, v1]ee — AW [21, 00]oc)
o (Wl viloe = AW, valoe) (W vil,, — W Er, vl )
=Wy, 7]
. { Wiys, vr)ooWz1, v1]o — AW 21, 01]0c W21, v2] o, }
7 —hW g1, va)aW 21, v1] o + [B)* Wy, va]eo W 21, V2] o
. Wy, v1]eoW 21, 01] o, — BW 21, 1] W 21, 2] o
~hW [y, valo Wzt 0] + B Wy, vl W 21, 2]
1 { (h = h)W [y1, v1] oW |21, v2 o0 }
+(h — W)W y1, va) oW 21, 1] o,
= Wly1,Zilc — iy (—2i Imh) Wy, 71w

m

—

olur. Yani (Lnf, )y — (f, £Lrg)s, = 0 oldugundan L, simetrik bir operatordiir.

Simdi Lpoperatoriiniin kendine es oldugunu gosterelim. Bunun igin £; C L,
oldugunu gostermek yeterlidir. f = <<,0_,O,g0+> € D(Ly) ve g = <w_,3, 1/1+> €
D(L;), ¢r € W3 (Ry), 0.(0) = 0 icin (L4 f, g),, bilineer formunu alalim. Kismi
integrasyon ile L} g = <i%, z, i%> elde ederiz. Burada v, € W3(Ry),z* € H

dir. Benzer sekilde f = (0,%,0) € D (L) ise (Lnf,g),, de kismi integrasyon ile
* Pk o~ _ LA T ~d1/)+ _ /
vg =Ly <w,, 2,1/1+> = <zd—§,l(z),zd—£> , 21 € D, z9 = Ry(21) (4.6.2)

olur. Sonug olarak (4.6.2) geregince her f € D (L}) i¢in (Lnf, 9)y = (f, Lr9)y

oldugundan Wy, 5o~ Wly1, ZHlo+£ | Ro(y) Fo(z1) — Ro(un)Ro(z1) | +ig_ (0)_(0)—
i, (0)Y,(0) = 0 dir. (4.1.7) esitligi yukarida yerine yazihp diizenlenirse,

Wy, Zioe + ip_(0)90_(0) — itp, (0)2,(0) = 0 (4.6.3)

olur. £, nin siir sartlarindan Wy, vs]o ve Wy, v1]0o yi ¢Ozersek

Wy, vle = —35 (#(0) — ¢,(0))

Wiy, ol = mo_<o>—%(so_<o>—so+<o>)
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dir. (4.1.7) ve (4.6.3) esitliklerinden

h

Be (0) = — (¢ (0) = ¢, (0)) | Wlz1,v2)00

i3
+35 (9-(0) = 9,.(0)) W(z1, v1]uq

— i, (0), (0) —ip (00 _(0)

olur. Yukaridaki denklemden ¢_(0) in katsayilarin gekersek

i3%—h
i3

W21, v2]oo + %W[Zb 1)oe = ¥_(0)

veya

W[zl,vl]oo — hW[Zb U2]oo = ﬂl/Jf(O)

olur. Benzer sekilde (4.6.4) den ¢_ (0) 1 katsayilarim cekersek
W[Zb Ul]oo - EW[ZI; Uz]oo = 51/1+(0)

olur. Sonug olarak D (L}) C D (L) dir. Boylece £, = £;; dir.

4.7. L} operatoriiniin olusturdugu iiniter grup:

(4.6.4)

(4.6.5)

(4.6.6)

L, operatoriiniin, A, operatoriiniin kendine es dilatasyonu oldugunu gostermek

i¢in, Stone teoremine gore, L, kendine es operatoriin ‘H Hilbert uzayinda U; =

exp(iLpt),t € R, iiniter grubunu olugturmasindan, P : H — H ve P, : H —

H doniistimlerini P : (¢_,7,¢0,) — § ve P, : § —> (0,7,0) seklinde ifade

edelim.

Uniter grup yardmmyla ¢ > 0 igin

Zt = PL{tPl

{Z,} operatorler ailesi, H de tamamen iiniter olmayan biiziilmelerin giiglii siirekli

59



bir yarigrubudur. B}, iireteci ile gosterilen bu yarigrup
By =lim (it) " (i —9)

dir. By, iiretecinin tanim bolgesi bu limitin var oldugu biitiin vektorleri icerir. By,

operatorii disipatiftir ve £, operatorii B, in kendine eg dilatasyonudur.
Teorem 4.7.1 L, operatorii A, operatoriiniin kendine es dilatasyonudur.

Ispat: Ispati Teorem 3.7.1 dekine benzer sekilde yapilirsa § € H ve Im\ < 0
olmak tizere

P(Ly— M) 'Py= (A, - X)'gy
esitligini saglanir ve By, = A, oldugu goriiliir.

{U;} tiniter grubunun en biiyiik 6zelligi, Lax-Philips sagilma teorisinin uygula-
nabilir olmasindan dolay1 sagilma matrisi spektral gosterim teorisi yoluyla tanim-

lanmisgtir. Biz bunlar1 olusturmaya calisacagiz.

I(y) = Ay denkleminin
o) o ) )
W [0y, v1]y = — W [0x, v2]g = — W [P, v1]g = a2 — A\, W [y, v2]y = a1 — A

sartlarin saglayan ¢oziimleri 0, (z) ve ¢,(x) olsun.

Asgagidaki kabulleri yapalim:

o W [¢A7U1]00 o W [6A7UQ]OO < Px(7)
w()\) = —W,n()\) = [gb/\jvz]oo,(ﬁ)\ = N (471)
wA)+h
S0 = 5T (4.7.2)

(4.7.1) deki w(A) fonksiyonu, reel eksen tizerindeki kutuplar: sayilabilir sayida

olan C kompleks diizlemde meromorfik bir fonksiyondur. Hatta w(\) fonksiyonun
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asagidaki ozellikleri sagladigim1 gostermek miimkiindiir:

ImA # 0 i¢in, ImA. Imw(A\) <0

ve w(\) mn reeel eksendeki kutuplar: hari¢ her A € C icin w()\) = w()) dir.

U (@.6,€) = (7%, =8n(X) {(w(N) +0) W [, va].} 63 (@). 5 (We™)
(4.7.3)

ve

Us (2,€,C) = <sh(x)e*l*€, —Bn(\) { (W) +B) W [0x, 0]} ), e >
(4.7.4)
vektorlerini tanimlayalim. Burada z,¢ € Ry,& € R_ dir. A nin reel degeri i¢in
Uy (z,&,¢) ve Uy (z,&,¢) vektorleri H uzayma ait degildir. Burada U, ve Uy

lar £, 1n siirekli spektrumunun 6zfonksiyonlaridir.

Lemma 4.7.2 U, (z,£,¢) ve Uy (z,&,()vektorleri LU = AU denklemini ve £y

operatorii icin verilen siir sartlarini saglar.
Ispat: Lemma 4.7.2 nin ispat: Lemma 3.8.3 iin ispatina benzer sekilde yapilir.

Uy (2,&,¢) ve Uy (x,€,¢) vektorleri yardimiyla G- : g — g (\) ve G4 : g —

g+ (X) doniigtimlerini

(GO 5 =T = = (0.0
1

(Gyg)(A) = =g4(N) = \/_2_7r (9, U/\+>H

formiilleri yardimiyla g = <g0_, U, +> elemanlar1 iizerinde tamimlayalim. Bu-
rada ¢_(§), ¢, (¢) ve y1(x) fonksiyonlar: kompakt dayanakl vektor-degerli fonksi-
yonlardir. G doniisiimii H  uzaymm izometrik olarak L?(IR) uzayma doniistiiriir.
Ayrica Lemma 3.8.4 ve Lemma 3.8.6 dekine benzer Parseval esitligi ve ters doniigiim

formiilleri gecerlidir.
(4.2.7) esitligine gore, Sp(A) fonksiyonu A € R igin [S,(A)| = 1 oldugundan U,
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ve Uy vektorlerinin ifadeleri kullanilarak,
Uy = Su(ANUY (4.7.5)

esitligi yazilabilir.

Lemma 3.8.4 ve Lemma 3.8.6 dan H_ = H, oldugu goriiliir. Bu durumda, G
doniigiimii H_ uzaym izometrik olarak L?(R) uzayma doniistiiriirken U; ope-
ratoriinii e carpma operatoriine ve D_ alt uzaymi H? uzayna dontistiiriir.
Bunun anlam G_ dontisiimii {U;} grubunun giren spektral gosterimidir. Ben-
zer sekilde G doniigtimii {U;} grubunun gikan spektral gosterimidir. (4.7.5)
ifadesinden bir g € ‘H elemanmmnin G, gosteriminden G_ gosterimine gegisi, Sy (\)

fonksiyonlari ile carpim olarak

g-(A) = Su(N)g+ ()

seklinde gerceklenir. Lax ve Philips’in sacilma teorisine gore D_ ve D, alt uzay-
larma gore {U;} grubunun sacilma matrisi, ¢ € H vektoriiniin G_ gosterimine
kargilik gelen G, gosterimini elde etmek i¢in carpilmasi gereken katsayilardir.
Boylece Sp(A) fonksiyonu {U;} grubunun sagilma matrisidir. Bu yaptiklarimiz
asagidaki teorem ile ifade edilebilir.

Teorem 4.7.3: S;(A) fonksiyonu {U;} grubunun (kendine es £, operatorii igin)

sagilma matrisidir.

K = (0, H,0) olmak tizere, H = D_ & K & D, seklinde ifade edilebilir. G iiniter

doniigtimiiniin 6zelliginden GG doniisiimii altinda agagidakiler gecerlidir:

H— L*(R) , 9= 9- (M) = (G g)(N)
D_ — H? , Dy — Sh,Hi (4.7.6)
K HLSSHD | Uy — (G_UG-T)0) = é45_(3)

Bu formiiller A, operatoriiniin, karakteristik fonksiyonu Sy, () olan disipatif model

operatore iiniter esdeger oldugunu gosterir. Uniter esdeger disipatif operatorlerin
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karakteristik fonksiyonlar: ayni oldugundan asagidaki teorem ispatlanmig olur.

Teorem 4.7.4: A, disipatif operatoriiniin karakteristik fonksiyonu (4.7.2) for-

miiliinde tammlanan Sy, (\) fonksiyonudur.
Teorem 3.9.1 ve Teorem 3.9.2 ye benzer sekilde su teoremler ispatlanabilir.

Teorem 4.7.5: Imh > 0 olmak iizere tiim h degerleri i¢in (h = hy degeri
harig) A, disipatif operatoriiniin karakteristik fonksiyonu olan Sj(A), Blaschke
carpanidir. Aj, operatoriiniin spektrumu sirf ayrik olup agik iist yar1 diizleme
aittir. h # hg i¢in A, operatoriiniin spektrumu sonlu katlilikta sonsuzda limite
sahip sayilabilir sayida izole edilmiy 6zdegerlerden olugmaktadir. (h # hg) igin

Ay, operatoriiniin ozvektorler ve asosye vektorler sistemi H de tamdir.

Teorem 4.7.6: (4.1.3) — (4.1.5) siur deger probleminin spektrumu, sirf ayrik-
tir ve tist yar1 diizleme aittir. Imh > 0 olmak iizere h = hg degeri harig
tiim A degerleri i¢in (4.1.3) — (4.1.5) simr deger probleminin (h # hy i¢in) sonlu
katliliga sahip, sonsuzda limiti olan sayilabilir sayida izole edilmis 6zdegerleri

vardir. (h # hy icin) ozvektorler ve asosye vektorler sistemi L2(R, ) da tamdir.
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