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OZET

Hiperelastik malzemeler elastik malzemelerin  bir alt smifin1  olusturan
malzemelerdir. Genellikle elastik malzemelerin gerilme durumunun belirlenmesinde
o andaki sekil degistirmelerden baska etmenler de vardir. Hiperelastik malzemeler
icin bu etmenler ihmal edilir ve bundan dolay:1 hiperelastisite matematiksel bir
soyutlama olarak nitelendirilebilir. Tek fiber ailesi ile takviye edilmis hiperelastik bir
malzemenin nonlineer davranist modern siirekli ortamlar mekanigi c¢ergevesinde
sistematik olarak incelenmistir. Mekanigin denge kanunlar1 ile tutarli olan
termodinamigin birinci ve ikinci kanunlarimin birlestirilmis sekli, gerilme
potansiyelinin zamana gore maddesel tiirevi cinsinden ifade edilmistir. Gerilme
potansiyelinin bagimsiz degiskenleri, Green deformasyon tansorii ve fiber vektorii

olarak belirlenmistir.

Maddesel ortamin esas yapist itibariyle izotrop oldugu, fiber dagilimindan
kaynaklanan anizotropi 0Ozelligi gosterdigide varsayilmistir. Maddesel simetri
aksiyomu kullanildiktan sonra, uygulamalarda makul kabuller olarak goriilen ortamin
stkismazlig1 ve fiber ailesinin uzamazligi goz oniline alinarak gerilmeye ait biinye
denklemi bulunmustur. Matris malzemenin izotrop olma o6zelligini dikkate alip,
invaryantlar teorisini kullanarak fiber takviyeli hiperelastik bir malzemenin nonlineer
mekanik davranmisini belirleyen biinye denklemi elde edilmistir. Bu elde edilen
denklemde gerilme potansiyelinin invaryantlarina goére tiirevinin somut olarak
belirlenmesi i¢in 2 mevcut invaryantlar cinsinden simetrik katsayili ikinci dereceden
bir polinomla temsil edilmistir. ¥ nin invaryantlarima gore tiirevlerinin hesabinda
deformasyon tansoriiniin birinci ve ikinci merteben terimleri alinarak gerilmenin
blinye denklemi maddesel ve uzaysal koordinatlarda somut bir sekilde ortaya
konmustur. Sonlu Elemanlar Metodu kullanilarak hiperelastik bir malzemenin kuvvet

altinda gosterdigi yer degistirme, gerilme ve gerinme sonuclari incelenmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Biinye Denklemleri, Deformasyon, Gerilme,

Hiperelastisite, Izotropi, Kompozit Malzemeler
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ABSTRACT

Hyperelastic materials are elements that constitute a subclass of elastic materials. In
general, when determining the stress state of an elastic material, there are some
factors in addition to deformation of that time. For hyperelastic materials, these
factors can be ignored and therefore hyperelasticity can be described as a
mathematical idealization. In the frame of Modern Continuum Mechanics, nonlinear
behaviors of hyperelastic materials which are reinforced with a single family of
fibers are investigated. Balance Laws of Mechanics consistent with Second Law of
Thermodynamics associated with First Law of Thermodynamics are expressed in
terms of time rate of stress potential. The independent variables of stress potential are

determined as Green deformation tensor and fiber vector.

It is assumed that, the matrix material is isotropic but it shows anisotropy property
due to its fiber distribution. Using the material symmetry axioms and considering
incompressibility of medium and inextensibility of fiber family which are fairly
meaningful assumptions for the practical application; constitutive equation of stress
was obtained. Considering that the matrix material is isotropic and using theory of
invariants, for determining the nonlinear mechanical behavior for the fiber
reinforcement hyperelastic materials, constitutive equation was obtained. In this
equation, for determining the derivation stress potentials as a function of invariants,
> was represented with a second degree polynomial with symmetrical coefficients in
terms of existing invariants. When estimating the derivatives of 2 in terms of its
invariants, constitutive equation of stress are determined in material and spatial
coordinates after taking first and second order terms of deformation tensor. Using
Finite Element Methods, a hyperelastic material under force is study solution of

displacement, stress and strain.

KEYWORDS: Costitutive Equation, Deformation, Stress, Hyperelasticity, Isotropy,

Composite Material
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1. GIRIS

Bu ¢alisma, fiber takviyeli hiperelastik malzemenin mekanik davranisini temsil eden
blinye denklemlerine ait matematiksel bir modelin olusturulmasi amacini
tagimaktadir. Modern siirekli ortamlar mekaniginin temel ilke ve aksiyomlari, bu
calismanin gergeklestirilmesinde yol gosterici ve belirleyici olmustur. Hazirlanan bu
tezin bilimsel bitiinliikk icindeki 6zel yerini tespit etmek icin gerekli goriilen

kavramlarla ilgili genel bilgiler sistematik i¢inde incelenmistir.

Hiperelastik cisimler ortamin bir X parcaciginda ve t anindaki gerilme tansoriiniin,
sadece ayn1 yerde ve andaki sekil degistirme, ya da genleme, tansoriiyle belirlendigi
cisimler olarak tanimlanir. Dolayisiyla boyle cisimlerde gerilme durumu cismin sekli
degistirilirken izlenen yola bagl degildir ve cismi seklini degistirmeye zorlayan
etken ortadan kaldirilirsa cisim ilk sekline geri doner. Bu ozellik elastiklik olarak
adlandirilir ve bu 6zelligi tasiyan cisimler elastik cisim adini alir. Deneyimler elastik
cismin gerilmesiz oldugu bir durumun varligini1 gosterir. Bu duruma dogal durum
denir ve elastik bir cisim daima dogal durumuna dénmeye calisir. Elastiklik 6zelligi
tagiyan cesitli ortamlar bulunmakla birlikte ancak biinye denklemi yukarida
varsayildigi tiirden olan elastik cisimler hiperelastik cisim olarak adlandirilir.
Genellikle bir siirekli ortamin gerilme durumunu belirleyen o ondaki genlemelerden
baska etmenler de vardir. Bunlarin tiimiiyle ihmal edilme zorunlulugu
hiperelastisiteyi bir 6l¢iide matematik soyutlama olarak nitelendirmeyi akla getirir.
Bu temelde dogru olmakla beraber uygulama araligt iyi belirlendiginde
hiperelastisite teorisinin ¢esitli miithendislik dallarinda genis bir yelpazede yer alan
problemlerin ¢6ziimiinde ¢ok basarili olarak kullanildigi da bir gercektir. Bu ylizden
teori, boyutlandirma gibi pratik agidan ¢ok 6nemli bazi miihendislik problemlerin
¢oziimiinii ampirik yaklasimdan kurtarip matematiksel analize olanak saglayan
rasyonel bir gerceveye oturtmakla bilim ve teknoloji tarihinde 6nemli bir yer almis

bulunmaktadir (Suhubi, 1994).

Hemen hemen biitiin miihendislik malzemeleri belirli dl¢lide elastisite 6zelligine

sahiptir. Eger sekil degistirmeyi meydana getiren dis kuvvetler belirli bir limiti



agsmiyorsa, sekil degistirme dis kuvvetlerin kaldirilmasiyla ortadan kalkar. Bir elastik
cismin 6nemi homojen olmasi ve hacmi boyunca siirekli olarak dagilmis yani
cisimden kesilen kiiclik bir parca cisme benzer fiziksel 6zelliklere sahip olmasidir.
Ayni zamanda cismin izotropik oldugu kabul edilir. Yapisal malzemeler yukarida
belirtilen kabullerin tamamini saglamaz. Herhangi yapisal bir malzeme mikroskopla
incelendiginde ¢esitli tlirlerde ve cesitli oryantasyonlarda kristallerden meydana
geldigi goriilmektedir. Malzeme homojenlikten olduk¢a uzak olmasmma ragmen
deneyimler homojenlik ve izotropi kabullerine dayanan elastisite teorisi sonuglarinin
biiyiilk bir dogrulukla yapisal malzemelere uygulanabilecegini gdsterir. Bunun
sebebi, kristaller ¢cok kiiciik ve genellikle bir santimetre kiip icerisinde milyonlarca
kristal olmasidir. Tek kristallerin elastiklik 6zellikleri dogrultulara gore degisirken,
kristaller gelisi giizel dagilir ve bliyiik metal pargalarinin elastiklik 6zellikleri kristal
Ozelliklerinin ortalamasiyla temsil edilir. Cismin seklini tanimlayan geometrik
boyutlar kristalin boyutlariyla karsilagtirildiginda ¢ok biiylik oldugu siirece
homojenlik kabulii biiyiik bir dogrulukla kullanilabilir ve kristaller rasgele bir sekilde

yonlendirilmis ise malzeme izotropik bir davranis sergiler (Timoshenko, 1970).

Hiperelastik malzeme, elastik malzemenin bir alt sinifi olarak tanimlanir. Bolgesel
olarak entropi iliretmeyen malzeme gliglii elastik malzeme olarak tanimlanir.
Hiperelastik malzemelerde entropi ve sicak gibi termodinamik degiskenler sabit
kabul edildiginden sadece mekanik teori kullanilir. Hiperelastik malzeme literatiirde
Green elastik malzeme olarak da kullanilmaktadir. Bu malzemelerde Helmholtz
serbest enerji fonksiyonunun var oldugunu kabul edilir. Helmholtz serbest enerji
fonksiyonu gerinme enerjisi fonksiyonunu veya depolanmis enerji fonksiyonunu

gosterir (Holzapfel, 2000).

Bir hiperelastik malzeme dikkate deger hacim degisikligi olmaksizin sonlu
gerinmeye ugruyorsa bu tip malzemelere sikistirilamaz hiperelastik malzeme denir.
Bu yiizden sadece sabit hacimli hareketler miimkiindiir. Sikismazlik durumu siirekli
ortamlar mekaniginde sik sik bagvurulan bir varsayimdir. Hareket boyunca hacmini
muhafaza eden malzemeler J=1 sikismazlik kisitlamasiyla karakterize edilir

(Holzapfel, 2000).



Kompozit malzemeler en genel anlamda dogal kompozitler ve yapay kompozitler
olmak tizere ikiye ayrilir. Kompozitler yapisal olarak fiber takviyeli, tabakali ve
partikiil takviyeli olarak ii¢ alt sinifta incelenmektedir. Dogal ve yapay kompozit
malzemelerde fonksiyonel agidan benzerlikler olmakla birlikte imalat yontemleri ve
kullanim maksatlar1 acisindan ¢ok biiyiik farkliliklar vardir. Agag, kemik, adale, ve
diger biyolojik dokular gibi dogal kompozitler insanoglunun belli maksatlar
dogrultusunda gerceklestirmis oldugu bir imalat ve fabrikasyon isleminin sonucu
degildir. Son derece ince ve karmagik alt sistemlere sahip olan bu yapilar bazen
mikroskobik bazen de makroskobik olgeklerde evrensel bir programa gore tayin
edilmis bir zaman ve zeminde belli bir dagilimda bir araya gelerek bilinen dogal yap1
elemanlarim1 olusturur. Yapay kompozitler ise iistiin 6zelliklere sahip ve kullanim
amac1 belli olan bir malzeme olusturmak i¢in insanoglunun beyin giicii dlgiistinde
belli bir fabrikasyonun {iriinii olarak ortaya c¢ikmaktadir. Yapay kompozitleri
olusturan bilesenlerin biitiin fiziksel ve mekanik Ozellikleri 6nceden bilinmektedir.
Dogal ve yapay kompozit yap1 elemanlarinin mikro diizeyde ele alinmasi mikro
mekanigin konusudur (Usal, 2001). Bu c¢alismada ise siirekli ortamlar mekanigi
kapsaminda kompozitlerin makro davraniglarinin bir gostergesi olan bazi malzeme

modiillerini ve bu davraniglar1 yoneten biinye denklemleri incelemektedir.

Kompozit malzeme, iki yada daha fazla sayidaki, aym1 veya farkli gruptaki
malzemelerin en iyi Ozelliklerini, yeni ve tek bir malzemede toplamak amaciyla,
makro diizeyde birlestirilmesiyle olusturulan malzemeler olarak adlandirilir. Bir
kompozit malzeme biinyesinde, ¢ekirdek olarak adlandirilan takviye elemani ve
bunun etrafin1 ¢evreleyen matris malzemesinin bulundugu bilinmektedir. Takviye
eleman1 olarak degisik morfolojiye sahip kisa ve uzun elyaflar, Whiskerler (kilcal
kristaller), kirpilmis veya pargacikli seramikler kullanilmaktadir. Bunlarin temel
fonksiyonu gelen yiikii tagimak ve matrisin rijitlik ve dayanimini artirmaktir.
Matrisin fonksiyonu ise elyaflara yiik ve gerilim transferi saglayabilmek ic¢in elyaf
matrisi bir arada tutmak yaninda ¢ogu takviye elemanlari ¢ok gevrek ve kirilgan
oldugundan onlarin yiizeylerini dis ve cevresel etkilere karst korumaktir. Kompozit

malzeme iiretilmesiyle genel olarak yiliksek dayanim, yiiksek rijitlik, yiiksek yorulma



dayanimi, milkemmel asmmma direnci, yliksek sicaklik kapasitesi, iyi korozyon
direnci, iyi termal ve 1s1 iletkenligi, diisiik agirlik, ¢ekicilik ve estetik goriiniim gibi
Ozellikler saglanabilir. Biitiin bu 6zellikler ayn1 zamanda olusmaz ve herhangi bir
uygulama i¢in boyle bir gereksinime ihtiya¢ yoktur. Fakat yukarida belirtilen bu
ozellikler i¢in gerekli sartlar, uygun matris ve takviye eleman cifti, tiretim teknigi,
optimizasyonu, bilesenlerin mukavemet Ozellikleri ve diger faktorler goz Oniine
alinarak iiretim yapilirsa istenilen 6zelligi elde etmek miimkiindiir. Bu avantajlar
yaninda bazi dezavantajlar1 da mevcuttur. Bunlardan bazilari, tiretim giicliigii, pahali
olmasi, islenmesinin gii¢ olmasi, gerekli yiizey kalitesinin elde edilemeyisi ve diger

malzemeler gibi geri doniisiimiiniin olmayist gibi siralanabilir (Sahin, 2000).

Kompozit malzemeler i¢in kullanimda ¢ok farkli fiber ve matris malzemeler
bulunmaktadir. Miihendislikte 6nemli olan diger bir nokta ise fiberlerin dayaniminin
yilksek ve maliyetinin diisiik olmasidir. Bor, cam, karbon grafit (farkli karbon
igerikli), organik fiber aramid, seramik fiber silikon karpit ve aliiminyum oksit
fiberlere Ornek olarak verilebilir. Termoplastik polimerler, termoset polimerler,
metaller (alliminyum, titanyum ve bakir gibi) ve seramikler matris malzemelere

ornek olarak verilebilir (Holzapfel, 2000).

Fiber takviyeli kompozit malzemeler endiistri miihendisliginde ve tip alaninda
degisik uygulamalarda kullanilir. Endiistride kemerlerin ve yiiksek basing tiiplerinin
sonlu elastik tepkisi, tekerleklerde kullanilan gelik takviyeli lastikler ve elektronik
aletlerde kullanilan ufak bir silikon par¢adaki ¢ok kisimli elektronik devreler gibi bir
cok uygulama alan1 kompozit malzemelerle ilgilidir. Kalga eklemi dikme aleti ve

hafif tekerlekli sandalye ise tip alanindaki uygulamalardir (Holzapfel, 2000).

Cok sayida malzeme matris malzeme ve tek veya daha c¢ok fiber ailelerinden
olusmaktadir. Bu tip malzemeler kompozit malzemeler veya fiber takviyeli
malzemeler olarak adlandirilirlar. Fiber takviyeli kompozitlerin dizaynindaki en
onemli problem elde edilen malzemenin istenilen uygulama i¢in en etkili sekilde
olmasi ac¢isindan matris malzeme ile fiberlerin birlestirilmesidir. Miihendislik

uygulamalar1 agisindan kompozit malzemeler yiiksek katilik ve dayanim, diisiik



agirlik ve 1s1l yaymim ve korozyona direnc¢ gibi avantajlar1 saglamalidir. Bununla
birlikte kompozit malzemelerin kullanimdaki dezavantaji ise yiiksek maliyetli olmas1
ve uygulama acgisindan bakildiginda bu tip malzemelerin nasil birlestirilecekleri

konusundaki bilginin sinirli olmasidir (Holzapfel, 2000).

Bir fiber ailesi ile takviye edilmis bir malzeme tek tercihli dogrultuya sahiptir. Bu tip
kompozitlerin fiber dogrultusundaki katiligi, fiberlere dik dogrultulardan daha
bliyiiktiir ve fiberlerin biitiin malzemede diizgiin bir sekilde dagildigi durum goz
Oniline alindigindan tercihli dogrultuya gére enine izotropi s6z konusudur. Tercihli

dogrultuya dik dogrultu boyunca malzeme tepkisi izotroptur (Holzapfel, 2000).

Enine izotropik malzeme i¢in yazilan serbest enerji fonksiyonu izotropik malzemeler
icinde gecerlidir. Higbir kisitlama getirmeden izotropik hiperelastik malzemenin
serbest enerji fonksiyonu bes tane bagimsiz invaryanta baglidir. ilk kisitlama olarak,
sikistirllamaz izotropik matris malzeme dikkate alinir. Sikistirilamazlik kosulu olarak
Is=1 kabul edildiginden serbest enerji fonksiyonu dort bagimsiz invaryant ile
tanimlanir. Bu durumda serbest enerji fonksiyonu reaksiyon basinci olarak

tanimlanan belirsiz =< p(l, —1) lagrange ¢arpani ile artirilir. Ikinci kisitlama olarak

sikistirllamaz izotropik matris malzemenin uzamaz fiberlerle takviye edildigi dikkate
alinir.  Fiber ailesinin uzamazligit 1, =A =1 kabul edildiginden serbest enerji
fonksiyonu ii¢ bagimsiz invaryant ile tanimlanir. Fiber ailesinin uzamazligindan

dolay1 serbest enerji fonksiyonuna belirsiz — 4T, (I, —1)lagrange ¢arpani eklenir. Bu

iki kisitlama dikkate alindiginda serbest enerji fonksiyonu, sikistirilamaz hiperelastik
malzemenin davranigini tanimlayan l;, I, ve uzamaz fiber ailesinin davranigini

tanimlayan I5’in bir fonksiyonudur (Holzapfel, 2000).

Stirekli ortamlar mekanigi akiskanlar1 (su, yag, hava, vb.) ve katilar1 (kauguk, metal,
seramik, ahsap ve yasayan doku gibi) igerir. Siireklilik gibi malzemenin makroskopik
dogasini1 tanimlamada phenomenolojik yaklagim teknigi kullanilir. Phenomenolojik
yaklasim matematiksel denklemler ile deneysel verileri uygun hale getirmeyle

ugrasir ve Ozellikle kati mekaniginde basarili olmustur (Holzapfel, 2000).



Siirekli ortamlar mekanigi, kiitle dagilimi siirekli kabul edilebilen maddesel
cisimlerin mekanik davranisini belirlemekle ugrasan bir bilim dalidir. Maddesel bir
cisim gergekte ayrik parcaciklardan olustugu i¢in siirekli model ancak bir matematik
soyutlama olarak degerlendirilebilir. Bununla beraber sonlu bir hacimdeki parcacik
sayisinin sonlu kalmasina karsin, ¢ok 6zel durumlar disinda, genellikle ¢ok biiyiik
olmasi, bu pargaciklarin sayisini sonsuz kabul etmekle yapilan hatayr pek cok,
ozellikle teknolojik, uygulamada kabul edilebilir sinirlarin i¢ine sokar ve ortamin
makroskopik davranisi ile ilgilendigimiz siirece slirekli model ile elde ettigimiz
sonuglar, ¢cogu zaman, aradigimiz biiyiikliiklerin yerel calkantilarinin sistematik
olarak diizgiinlestirilmis degerlerine karsi gelir ve pratik agidan gereksinimlerimizi
hemen hemen tiimiiyle karsilayabilen bilgileri bize saglar. Ancak ortami olusturan
parcaciklarin yapisi ¢ok cesitli tiirden etkilesmelere yol actigi i¢in ilke olarak siirekli
ortamlarin genel mekanik davranisini, ¢esitli alanlarla etkilesimini goéz Oniine
almadan belirlemek miimkiin degildir. Cagdas siirekli ortamlar mekanigi biitiin bu
etkilesimleri en genel bi¢imiyle rasyonel bir ¢ergeve icine sokabilme ¢abalarin bir

firiiniidiir (Suhubi, 1994).

Kisim 1.1°de siirekli ortam modeli tanimlanmigtir. Geometrik ve kinematik temsilde
maddesel noktalarin baslangi¢ aninda bulunduklar1 yer ve daha sonra isgal etmis
olduklar1 yerlerin tespiti i¢in bir referans sistemine ihtiya¢ vardir. Bu nedenle kisim
1.2°de stirekli ortamin hareketi ile koordinat sistemleri hakkinda bilgi verilmistir.
Kisim 1.3’de maddesel ve uzaysal koordinatlarda yer vektorii, hareket deformasyonu
temsili, deformasyon gradyani, Green, Cauchy, Piola ve Finger deformasyon
tansorleri, gerilmeyi olusturan genleme (Strain) tansorii hakkinda kisa bilgiler ve

ilgili natosyan verilmistir.

Kisim 1.4’de ortamin hareketi sirasinda pargaciklara iliskin hiz ve ivme gibi
kinematik biiyiikliikler ve daha genel olarak da sekil degistirme karakteristiklerinin
zamanla degisim hizinin nasil dlgiilecegi (maddesel tiirev) belirlenmeye calisiimistir.
Siireksizlik yiizeyi tanimlanarak genellestirilmis Green — Gauss (diverjans) teoremi

verilmigtir.



Kisim 1.5’te denge denklemleri hem ortam i¢inde ve hem de siireksizlik yilizeyi
tizerinde (veya ortam sinirinda) gegerli olan hali ile birlikte verilmis olup sirasiyla
kiitlenin korunumu, lineer momentum denkligi, acisal momentum denkligi, enerji

dengesi ve entropi esitsizliginden olugsmaktadir.

Kistm 1.6’da ortamla birlikte hareket ettigi varsayilan fiberlerin, deformasyon
sirasindaki mekanik davranisi, fiber dagilimini temsil eden fiber vektoriiniin
deformasyondan onceki ve sonraki durumu, fiber uzama hizi, fiber vektoriiniin

zamana gore degisimi hakkinda kisa bilgiler verilmistir.

Kisim 3.1.1°de fiber takviyeli hiperelastik ortamlarin termodinamiginden
bahsedilmektedir. Burada Termodinamigin 1. ve 2. kanunlarinin birlestirilmesinden
elde edilen Clausius — Duhem esitsizligi temel baslangi¢ noktasi olarak dikkate
alimmaktadir. Bu esitsizlikte; entropi yogunlugunun, i¢ enerjinin ve deformasyonun
zamanla, sicakligin da uzaysal koordinatlara gore degisimi termodinamik prosesi
temsil etmektedir. Bir termodinamik proseste i¢ enerji ve entropi degisiminin
kontrolii miimkiin olamayacagindan, (3.2) ifadesinde verildigi tarzda bir Legendre
transformasyonu uygulanarak, zamanla degisen terimler i¢ enerji ve entropi yerine

serbest enerji ve sicaklik cinsinden yazilmistir.

Clausius — Duhem esitsizliginin kullanilabilir hale getirilebilmesi i¢in serbest
enerjinin zamana gore maddesel tiirevinin hesaplanip yerine konulmasi gerekir.
Ancak bu islem Z nin hangi bagimsiz degiskenlere bagli oldugunu tespit etmeden
once yapilamaz. Burada her seye ait bilginin serbest enerji fonksiyonuna ait bilgiden
kaynaklandigin1 g6z Oniinde bulundurarak daha kisa bir yol izlenmistir. Eringen
(1980) ve Suhubi (1994) tarafindan tiim biinye fonksiyonlar1 i¢in gelistirilmis olan
blinye aksiyomlar1 tek tek ele alinmis ve bunlarin neticeleri, Clausius — Duhem
esitsizligini temsil eden (3.11) esitsizliginde yer alan serbest enerji 2 icin dile
getirilmigtir. Kozalite, determinizm, esbulma, uygunluk, objektivite, maddesel
simetri ve yoresellik aksiyomlari kullanilarak 2 nin genelde hangi argiimanlara bagh
olmasi gerektigi (3.39) denkleminde verilmistir. Malzemenin homojen oldugu kabul

edilerek (3.40) ifadesiyle verilen 2 nin argiimanlarindan X kaldirilir ve bu durumda =



nin bagl oldugu argiimanlar Green deformasyon tansorii Ck;, deformasyondan 6nce
fiber vektor alaninin X noktasindaki degeri Ak ve sicaklik & seklindedir. 2 nin biinye
aksiyomlarina uygun haliyle, sonunda kimlere bagli oldugu acikca belirlendikten
sonra, zamana gore maddesel tlirevler alinir. Sicaklik sabit oldugu icin sicakliga bagl
ifadelerin maddesel tiirevi sifir olur. Gerilme C deformasyon tansoriine ve A fiber
vektoriine bagli olan Z dan tiiretildigi goriilmektedir. Ortam sikismaz ve fiber ailesi
uzamaz kabul edilerek gerilme tansoriiniin biinye denklemleri maddesel (3.56) ve

uzaysal (3.55) koordinatlardaki formu elde edilmistir.

Kisim 3.2’de matris malzeme izotrop almarak Z iizerindeki baglayici etkenlerden
kaynaklanan sonuglar acik¢a ortaya konmakta ve serbest enerji ifadesine son sekli
verilerek, fiber takviyeli hiperelastik izotrop ortamlar i¢in matematiksel bir biinye
modeli olusturulmaktadir. Bunun i¢in Cebrik Invaryantlar Teorisine gére, = gerilme
potansiyeli C, A ve bunlarin miisterek invaryantlar1 olan (3.60) ifadesiyle verilen 6
adet bagimsiz invaryantlara baghdir. Bu invaryantlardan ilk ii¢iiniin yerine (3.62)
ifadesi ile verilen asal invaryantlar kullanilmigtir. Ancak ortam sikismaz ve fiber
ailesi uzamaz kabul edildiginden |11, 15 ve |5 invaryantlarinin 1’e esit oldugu goriiliir
ve bu invaryantlar ¥ nmn bagh oldugu invaryantlar listesinden ¢ikarilir. ¥ nin C
tansorline gore tiirevi alinip (3.66) denkleminde yerine yazilarak, bu ¢alismada ele
alinan malzeme i¢in gerilmenin nonlineer blinye denklemi maddesel koordinatlarda

bilesenleri cinsinden (3.69) ve matris formunda (3.70) elde edilmistir.

Kisim 4.1°de Z nin bagli oldugu invaryantlarin analitik bir fonksiyonu oldugu kabul
edilerek, X ikinci dereceden bir polinom ag¢ilimi ile temsil edilmistir. (3.69)
denklemlerinde bulunan X invaryantlarina gore tiirevleri bu agilimdan hesaplanarak,
kismu tiirevlerde yer alan Green deformasyon tansoriine bagli invaryantlar ve (3.69)
ifadesindeki Green deformasyon tansoriine bagli terimler genleme tansori E
cinsinden ifade edilmistir. (3.69) denklemindeki terimler (4.2), (4.3) ve (4.4) ifadeleri
kullanilarak tek tek hesaplanmistir. Bu islemler yapilirken mekanik etkilesimler
nonlineer kabul edildiginden E tansoriiniin ikinci dereceye kadar olan terimleri
dikkate alinmistir. Diger taraftan malzeme fiber boyunca yon degisimine duyarsiz

kalacagindan matematiksel olarak A — -A degisiminden etkilenmeyecegi i¢in A



vektoriiniin  bilesenlerinin dis ¢arpimda ¢ift sayida olanlar alinmistir. Ortamin
stkismaz ve fiber ailesinin uzamaz kabul edildigi, tek fiber aileli hiperelastik izotrop
ortamda mekanik etkilesimlerin nonlineer kabul edildigi durumda gerilmenin biinye
denklemi maddesel formda (4.14) ifadesinde elde edilmistir. Kisim 4.2’de gerilme
blinye denklemi (4.20) ifadesinde uzaysal formda elde edilmistir. Daha sonra
genleme ve Finger deformasyon tansorleri lineer yer degistirme gradyani nonlineer
kabul edilerek ikinci dereceye kadar olan terimleri dikkate alinarak (4.29) ifadesiyle
gerilme biinye denklemi, uzaysal formda yer degistirme gradyani cinsinden elde

edilmistir.

Kisim 4.3°de hiperelastik malzemelerin, diger malzemelerden farkin1 géstermek i¢in
Ansys paket programi ile analiz yapilmistir. Benzer geometri iizerine ayni sinir
sartlar1 ve yiliklemeler uygulanarak yer degistirmeler, gerilmeler ve gerinmeler

arasindaki farklar tablo ve geometri iizerinde gosterilmistir.
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1.1. Siirekli Ortam Modeli

Bir maddesel cismin i¢inde alacagimiz tamamen keyfi her hacim bu cismin
kiitlesinin bir kismini igeriyorsa bu cisim bir siirekli ortam olarak nitelendirilebilir.
Buna gore siirekli bir ortamin bir noktasi etrafinda keyfi, yani istedigimiz kadar
kiiciik segebilecegimiz bir Av hacmini dikkate alirsak bu hacimde cismin bir Am

kiitlesi bulunacaktir. Bu nokta civarinda ortalama yogunluk,

_Am

= (1.1)

Port

olarak tanimlanir. Siirekli ortam varsayimina gére Av ne kadar kiigiik olursa olsun
icinde kiitle bulunacagindan yukaridaki ifadenin Av — 0 i¢in bir limiti olacaktir.

Dolayisiyla ortamin goz 6niine alinan noktadaki yogunlugu bu limit isleminin sonucu

olarak,
Am dm
=im—=— 1.2
P E{r}) Av  dv (1-2)

bulunur. Atomistik Olgege indigimizde madde biiyiikk 6lgiide bosluklu bir yapi
sergiler. Buna gore bir noktada tanimlanan yogunlugun statik olarak anlamli bir
ortalamaya karsi gelebilmesi igin Av hacminin bir Av™ kritik degerinden biiyiik
olmasi gerekir. Av < AV" igin bir noktada yogunluk, Av ye bagh olarak, biiyiik
calkantilar gosterir (Sekil 1.1).

Siirekli ortam modeli, sonlu bir hacimdeki parcacik sayisini sonsuz almaya

esdegerdir. Buna gore cismin i¢inde alinan bir V hacminde bulunan kiitle miktar,

integrali ile hesaplanir.
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Sekil 1.1. Ortalama yogunlugun degisimi (Suhubi, 1994).
1.2. Siirekli Ortam Hareketi

Bir siirekli ortamin hareketini belirlemek icin bu ortami olusturan, sonsuz sayidaki
biitiin pargaciklarin zamanla bulunduklar1 uzaysal konumlarinin belirlenmesi gerekir.
Ortamin belli bir andaki konumunun tamamen bilindigi varsayilir, bu konum referans
konumu olarak adlandirilir ve olusturdugu hacimsel bolge V ile gosterilir. Ortamin
referans konumunu belirli kilmak i¢in bir Xj;, X, X3 kartezyen koordinat takimi
secilir. Ortamin bir parcacigi, simdi referans konumunda isgal ettigi P noktasinin
yerini tanmimlayan R yer vektorii, ya da esdeger olarak Xx (K = 1, 2, 3)
koordinatlariyla tamamen belirlenir. Xk koordinatlarina maddesel koordinatlar

(Lagrange Koordinatlar) ad1 verilir.

Stirekli bir ortamin hareketini belirlemek i¢in referans konumundaki herhangi bir P
maddesel noktasinin t aninda uzayda bulundugu konumu, yani p noktasinin yerini,
belirlemek i¢in Xj, X2, X3 kartezyen koordinat takimi secilir (Sekil 1.2). Bu koordinat
takiminda p uzaysal noktasi r yer vektorii, ya da X« (k = 1, 2, 3) koordinatlariyla
belirlenir. Bu koordinatlara uzaysal koordinatlar (Euler koordinatlari) adi verilir.
Gerek duyuldugu takdirde maddesel ve uzaysal koordinatlar c¢akisik olarak

secilebilir.



12

Sekil 1.2. Maddesel ve uzaysal koordinatlar (Suhubi, 1994).

Bir t aninda her P pargacigmin isgal ettigi p noktalar1 zamanla degisen bir v(t)
bolgesini olusturur. Bu bolge ortamin t anindaki konumunu belirler. Buna gore
siirekli ortamin hareketi, her P noktasina bir t aninda hangi p noktasinin karsi

geldigini gosteren bir doniisiim olarak tanimlanir. Boyle bir doniisiim,

r=r(R,t), x,=x.(Xy.t) (1.4)

siirekli bagintilar1 yardimiyla tanimlanir. Tersi soylenmedikg¢e referans konumunun
t = 0 anina kars1 geldigi kabul edilir. Stirekli ortamin hareketini tanimlayan (1.4)
doniistimiintin bir fiziksel harekete karsi gelebilmesi i¢in siirekli olmas1 gerekir.
Ayrica bu doniislimiin hacmi sonlu olan bir bolgeyi hacmi sifir, ya da sonsuz bir
bolgeye doniistirmemesi ic¢in, doniisiimiin jakobyeni sifirdan ve sonsuzdan farkl

olmas1 gerekir. Yani,

ox, ox, 0x
X, X, 0X,
J(X ) =det (X, )= g;‘(zl 2;22 §>X<23 £0,00 (1.5)
ox;  0Xx;  OX,
X, OX, OX,
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sartinin saglanmasi gerekir. Bir J(X,t) fonksiyonunu (1.5) in mutlak degeri,

JX,H=[3(X,) , 0<j<oo (1.6)

=[det(x, )

olarak tanimlanir. Temel varsayimimiz uyarinca J # 0 oldugundan j ile J arasindaki
fark ¢ogu zaman pratik bakimdan ortadan kalkar. Kapali fonksiyon uyarinca (1.5) ya
da (1.6) kosulu (1.4) doniisiimiiniin siirekli bir tersinin olacagini ifade eder. Bu ilke

uyarinca (1.4) doniisiimiinden,

R=R(r,1), X, =X, (X.b) (1.7)

yazilabilir. Fiziksel olarak bu bagintilar, secilmis, belli bir uzay noktasindan gesitli
zamanlarda ortamin hangi pargaciklarinin gegtigini belirler ve v(t) uzaysal bolgeler

ailesini tek bir V. maddesel bolgesine dontistiiriir.

1.3. Sekil Degistirme

Referans konumunda verilen bir V bolgesini dolduran bir siirekli ortamin belli bir t,

ornegin t;, aninda v(t) uzay bolgesine doniistiigiinii ve bu siirekli doniisiimiin verilen,
X =X (X o) veya X =X, (X,1) (1.8)
hareket denklemlerinin t parametresinin t; degeriyle tamamen belirlenmis oldugu
varsayilir. Dolayisiyla baglangigtaki, yani referans konumundaki herhangi bir P
pargacigi t; aninda p uzay noktasina taginmis olur. P ve p noktalarinin yer vektorleri,

R=X, 1, r=xi, (1.9)

ile verilir ve (1.8) bagintilar1 yardimiyla birbirlerine baglanir (Sekil 1.3). Bundan

sonra Einstein toplama uylasimindan yararlanilarak ve tekrarlanan iki indis iizerinde
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1 den 3 e kadar toplama yapilacagi kabul edilir. Uzaysal ve maddesel koordinat

takimlar1 arasindaki doniisiim,

Y I D DY (1.10)

bagintilari ile belirlenir. A ve A katsay1 matrisleri birbirinin tersidir ve,

A =i Oy, A =1 T (1.11)

olarak tanimlanir. Her iki koordinat takimi da dik oldugundan bu doéniisiim

ortogonaldir. Yani,

A=2"=2" veya A=Ay (1.12)

yazilabilir. A, matrisi A, matrisinin transpozu olarak tanimlanmistir. Dolayisiyla

bu katsayilar,

Ak =0 A A =0k, (1.13)

bagintilarin1 gergeklemek zorundadir. Burada Jq ve & biiyiikliikleri Kronecker delta
olarak adlandirilir ve birim matrisi temsil eder. Yani iki indis birbirine esitse 1, farkli
ise 0 degerini alirlar. A matrisi yardimiyla uzaysal koordinat takiminda tanimlanmis
bir vektorii kendisine paralel kalarak maddesel koordinat takimina kaydirabilir, ya da
bu islemin tersi yapabilir. Bu o0zellikler nedeniyle A katsayilari kaydiricilar

(Shifter) olarak adlandirilir.

Deformasyonu temsil etmek i¢in, sekil 1.3 de P parcacigina ¢ok yakin olan bagka bir
P’ pargacigi goz Oniine aliir. P'niin P ye gore konumunu sonsuz kiigik dR

vektoriiyle belirlenir. P’ maddesel noktasi hareketle t; aninda p' uzay noktasina
tasinmig olur. p’ noktasinin P nin goriintiisii olan p noktasina gére konumu da yine

sonsuz kiigiik olan dr vektoriiyle belirlenir.



15

/

I .
9 I X t=t; anindaki konum
Referans konumu

X1 X1
\

Sekil 1.3. Siirekli ortamda belli bir andaki sekil degistirme (Suhubi, 1994).

Bu vektorler maddesel ve uzaysal koordinat eksenleri iizerindeki bilesenleri

cinsinden,
dR=dX I, dr=dx,i, (1.14)

seklinde yazilir. Ayrica (1.8) bagintisinda zamanin sabit oldugunu goéz oOniinde

tutularak diferansiyeli alinirsa,
dx, =X, «dX,  dX =X dx, (1.15)

ifadeleri elde edilir. Bir alt indisten 6nceki virgiil o indisin belirttigi degiskene gore

kismi tiirevini gosterir, (1.15) deki X,k ve Xk ifadeleri asagidaki gibi tanimlanir.

0X,

X
Xk =9x
K

0X,

, Xk (1.16)

Bir P pargaciginda, 6rnegin t; aninda, hesaplanmis Xy buylikliiklerine o maddesel
noktada ve o andaki sekil degistirme gradyani adi verilir ve boyutsuz F matrisi ile

gosterilir.
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ox, 0x, 0x
X, o0X, 0X,
0x, O0X, OX
FO)= 2 2 (117)
1 2 3
ox, 0x, O0Xx,
| 0X,  0X, OX;

j=|detF|¢O oldugundan F matrisinin bir F? tersi vardur. (1.8) bagmtilarin1 goz

Oniine alir ve belli bir anda kismi tiirevin zincir kuralini uygularsak,

Xk Xk =0y, X kXL =0y, (1.18)

yazilabilir, buradan da,

F=[X ] (1.19)

ifadesi elde edilir. Bir matrisin tersini hesaplamak i¢in her elemanin yerine

kofaktoriinli koyarak olusturdugumuz matrisin transpozunu matrisin determinantina

boliinmesi gerekir.

Kofaktor|x
Kk =% (1.20)

Bilindigi gibi bir determinant1 hesaplarken bir satirdaki elemanlar1 kofaktorleriyle
carpip isaret kuralima uygun sekilde toplanir. Buna gore determinantin agilimi o
satirdaki elamanlara gore birinci derecedendir ve determinantin bir elemanina gore

tiirevini alirsak bu elemanin kofaktoriinii elde ederiz. Bu sonug,

0J (1.21)

k,K

=Kofaktor[x,  J=3X, , -3 = X,
’ T Xk ’
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6zdesligini verir. dR vektdriiniin boyu dS, dr vektoriiniin boyu ise ds ile gosterildigi

taktirde,

dS?=dR[@R=dX,dX,,  ds’=dr [dr=dx,dx, (1.22)

seklinde ifade edilir. (1.15) bagintilarin1 kullanarak yukaridaki ifadeler,

ds? =X, « X dX dX =C, dX, dX,,

(1.23)
dS? =X, X, dx dx, =c, dx,dx,
seklinde elde edilir. Burada t aninda hesaplanmis bilesenleri,
Che (X=X X CuX ) =X Xy (1.24)

ile verilen ifadeler sirasiyla Green ve Cauchy sekil degistirme tansorleri veya

matrisleri adini alir. Bu matrislerin simetrik oldugu ve,

Cu. =Ciks  Cy=Cy (1.25)

bagintilarinin saglandigir goriilmektedir. C ve ¢ biiyiikliiklerini matrisin yani sira
tansor olarak ta nitelendirilmesinin nedeni sirasiyla maddesel ve uzaysal
koordinatlar1 doniistiiriip yeni koordinat takimlarmma gegildiginde bilesenlerinin
belirli bir kurala gore degismesidir. X, koordinat eksenleri yine dik X, koordinat
eksenlerine doniistiiriilsiin. Bu dontlisim Q ortogonal matrisi yardimiyla gerceklesir

ve koordinat eksenleri arasinda,

x:( :QKLXL9 ><K:QLK><,L (126)

iligkileri yazilabilir. Buna gore C tansoriiniin yeni koordinat takimindaki bilesenleri,
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. OX OX, _ Ox, 0X,, Ox, 90X,

““ToX | OX|  0X,, 0X) X, OX|

:QKM QLN Xk,M Xk,N :QKM QLNCMN

(1.27)

seklinde bulunur. Bu da C nin ikinci mertebe bir maddesel tansor oldugunu gosterir.

Burada (1.26) bagintisinin Q ortogonal bir matris olmasa da, yani koordinatlar1 dik

olmayan bir takima doniistiirildiigiinde de Q' yerine Q? matrisini alma kosuluyla

gecerli kalacagina dikkat edilmeli. Benzer olarak uzaysal koordinatlari,

X, =QuX

ile doniistiiriiliirse € nin ikinci mertebe bir uzaysal tansor oldugunu gosteren,

CII<I = ka ancmn

(1.28)

(1.29)

ifadesi elde edilir. Buraya kadar verilen ifadeler matris notasyonu kullanilarak

yazilirsa; dX ve dXx siitun vektorleri,

dX, dx,
dX = dX, |, dx=| dx,
dX, dx,

seklinde tanimlanir. (1.15) bagintilar1 matris notasyonu ile,

dx=FdX, dX=F'dx

yazilabilir. (1.22) ve (1.31) bagintilarindan,

ds’=dx"dx=dX "FTFdX, dS*=dXTdX =dx"F" F'dx

(1.30)

(1.31)

(1.32)
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bulunur. (1.23) bagintis1 géz 6niinde tutuldugunda Green ve Cauchy sekil degistirme

tansorlerinin sekil degistirme gradyanlarina bagli olarak,

C=F'F, c¢=F" F" (1.33)

seklinde ifade edilebilecegi goriiliir. Bazi durumlarda (1.33) ile verilen matrisler

yerine terslerinin kullanilmasi gerekebilir. Bu matrisler ise,

¢c'=FF", C'=F'F™" (1.34)
veya bilesenleri cinsinden,

CI::XK,KXI,K ) ClzlexK,ka,k (1.35)
seklinde ifade edilir. ¢* ve C™ tansorleri sirasiyla Finger ve Piola sekil degistirme
tansorleri olarak bilinir. Hareket denklemleri r=r(R,t) seklinde verilmesi yerine P
parcaciginin U yer degistirme vektoriine bagl olarak ifade edilir. Yer degistirme
vektoriini (Sekil 1.3),

u=r—-R+Db (1.36)
olarak tanmimlanir. u vektoriinii,

u=u,i,=U,I, (1.37)

seklinde yazarak uzaysal ve maddesel bilesenleri belirlenir. (1.8) hareket
denklemlerinden yararlanarak uzaysal ve maddesel yer vektorlerini r = r(Xk,t) ve

R = R(X,t) olarak ifade edilirse,

dr=C,dX,, dR=c,dx, (1.38)



20

yazilabilir. Burada Ck ve ¢y vektorleri,

or . OR
WZXK,KIK’ Ck :_:XK,kIK (139)

C, =
“ 0X,

olarak tanimlanmistir. Bu vektorler cinsinden sekil degistirme tansorleri,
Cu=CC,, ¢c,=c lg (1.40)
olarak bulunur. (1.39), bagintisindan,

Cy [ =Xy By L =X X 10 =X X (1.41)
bulunur ve benzer sekilde (1.39), bagintisindan da,

C L8 =Xy e X =X X0k = X Xk (1.42)

bagmtis1 bulunur. Cx ve cyx vektorlerinin fiziksel anlami tanimlardan agikca

goriilmektedir. (1.39) ifadelerine benzer olarak,

C =Xk ks Cl =Xy ki (1.43)
vektorleri tammlanir. ¢, vektdrlerinin ¢, vektorlerine karsit oldugu, yani,

¢! 6, =3, (1.44)
bagintisini sagladiklar1 goriiliir. (1.39) ve (1.43) bagintilarindan,

Ck_l (&, =X I DX 1= Xk,KXL,IJKL =Xk Xkt =0y (1.45)
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bulunur. Benzer sekilde C,' vektorlerinin de C, vektorlerine karsit oldugu ve
C/ [T, =0, (1.46)
bagintilarinin saglandig1 gosterilebilir. (1.35) bagintis1 g6z oniinde tutulursa,

-1 — A1 -1 -1 -1 -1
yazilabilir. ctile c ve C?ile C tansérleri birbirlerinin tersleri oldugu i¢in,
CenCmi =0> CruCu =01 (1.48)
bagmtilarinin da  gegerli olacagi agiktir. Cismin sekil degistirmesinden soz
edebilmek icin parcaciklar1 arasindaki uzakligin hareketi sirasinda degismesi
gerekmektedir. Ortamin iki pargacigi arasindaki uzakligin degismesi igin ds Z dS
olmasi gerektiginden ortamin bir noktasindaki sekil degistirmenin Ol¢limii olarak
ds® — dS? biiyiiklugii secilir. (1.22) ve (1.23) bagmtilari yardimiyla,

ds® —dS* =2E, dX, dX =2e,dx,dx, (1.49)

yazilabilir. Burada Ex; ve ey simetrik tansorleri,
1 1
EKL(X’t)_E(CKL =) &y (Xat)_E(Jkl —Cy) (1.50)

olarak tanimlanir ve sirasiyla maddesel (Lagrange) ve uzaysal (Euler) genleme
tansorleri adini alir. Bir maddesel noktada E tansoriiniin degerini bildigimiz takdirde
bu noktadan gegen sonsuz kii¢iik dXx maddesel vektoriiniin hareketi sirasinda
boyundaki degisim (1.49) bagintistyla belirlenir. Ayn1 boy degisimi bu parcacigin t
anindaki yerinde e tansoriiniin degeri yardimiyla da hesaplanabilir. (1.50) bagintilar

matris formunda,
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Lol )
= (€D, J(1-0) (1.51)

yazilabilir. (1.15) bagmtilarindan (1.49) da yararlanilirsa maddesel ve uzaysal

genleme tansorlerinin,
e =B Xk Xy B =€ Xk X (1.52)

esitlikleriyle birbirlerine baglandigi goriilebilir. (1.36) ve (1.39) bagintilari, b vektorii

koordinatlara bagli olmadig1 i¢in yer degistirme vektorii cinsinden,

_OR ou
K =—+
0X, OXy

=l +U =0 YU 1L

(1.53)
_or 0du

K _g_az I _ul,kil =(O _ul,k)il
K k

sonucu elde edilir. Sekil degistirme tansorleri icin yer degistirme gradyanlarina bagh

olarak,

Cy =C« [T =(Oyx +Uy « YO +UN,L)5MN

:(5MK +UM,K)(5ML +UM,L):5KL +UK,L +UL,K +UM,KUM,L’

(1.54)
Ckl :Ck |EI :(Jmk _um,k )(Jnl _un,l)dmn :(Jmk _um,k )(5m| _um,l)

=0y ~Uyy —Up +U U

sonuglart bulunur. Maddesel ve uzaysal genleme tansorleri de (1.50) tanimlar1 yer

degistirme gradyani cinsinden,

1
Ex :E(U ke tU Uy Uy

(1.55)
1
€u —E(uu U —Up U )
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seklinde ifade edilir.
1.4. Hareket

Bu boéliimde, ortamin hareketi sirasinda parcaciklara iliskin hiz ve ivme gibi
kinematik biiytlikliikler hesaplanacak ve daha genel olarak ta sekil degistirme
karakteristiklerinin zamanla degisim hizinin nasil Olciilebilecegi belirlenmeye
calisilacak. Ortamin hareketini tanimlayan maddesel koordinatlarla uzaysal

koordinatlar arasindaki doniisiim (1.4) bagintisiyla asagidaki sekilde verilmisti.
X, =X (X, 1), X Ov (1.56)

(1.56) bagintis1 V bolgesindeki belli bir X pargacigr secildiginde t parametresine
bagl bir egri gosterir. Siirekli ortamin hareketi sirasinda X parcaciginin izledigi yolu
gosteren bu egriye gdz Oniine alinan pargacigin yoriingesi ad1 verilir. (1.56) bagintisi
tiim ortam parcaciklarinin yoriingeler ailesini tanimlamaktadir. Bunun i¢in ilk olarak
siirekli ortamin parcaciklarina bagl bir fonksiyonun zamanla degisim hizin1 6lgmek

gerekir.

Siirekli ortama bagli bir skaler, vektor ya da tansor degerli bir alan biiytikligii f(X,t)
seklinde wverilebilir. Maddesel gosterilimde boyle bir fonksiyon, ilgili alan
bliyiikliigliniin bir parcacikta aldigi degerin bu parcacik yoriingesi iizerinde hareket
ederken zamanla nasil degistigini bize verir. (1.56) ifadesinin tersi f fonksiyonunda

kullanilirsa,
f[X (x,t)t]= f(x.t) (1.57)

yazilabilir. f(x,t) fonksiyonu g6z Oniine alinan alan biiyiikliigiiniin uzaysal gosterilimi
adim alir. Maddesel ve uzaysal gosterilimde bu fonksiyon aymi sembolle
gostermesine karsin birbirine karsi gelen maddesel ve uzaysal noktalarda sayisal
degerleri esit olmakla beraber f(X,t) ve f(x,t) fonksiyonlari tiimiiyle farkli

fonksiyonlardir. Bir X uzay noktasinda f(x,t) fonksiyonu alan biiyiikligliniin bu
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noktadan c¢esitli zamanlarda gegen farkli pargaciklarda aldigi degerleri gdsterir.

Uzaysal gosterilimden maddesel gosterilime gecis,
f(X,t)=f[x(X,t)] (1.58)

donilistimii  yardimiyla saglanir. Bir alan biiyiikliigiiniin stirekli ortamin bir
parcacigini izlerken zamana gore degisim hizi maddesel tiirev olarak tanimlanir

(Sekil 1.4).

X X+dx
~ X " wa
t f(t)+(df/dt)dt

f(t)
Sekil 1.4. Maddesel tiirev (Suhubi, 1994).

Eger maddesel gosterilim kullaniliyorsa maddesel tiirev Xk koordinatlarini sabit

tutarak zamana gore hesaplanan tiirev oldugundan,

df _af (X,t)

dt ot

= (1.59)

yazilabilir. Uzaysal gosterilim kullanildiginda (1.57) bagintistm1 X degiskenlerini

sabit tutarak t degiskenine gore tiiretirsek zincir kuralina gore,

odf _otlx(x.t)]  _af| |, af ox (1.60)
dt ot x=spt  Otlizsn OX Ot X =Sht

elde edilir. Bir pargacigin hizi r(R,t) yer vektoriine bagli olarak,

V_dr_ar(R,t):dxk | _an | (1.61)

Tdt ot dt < ot ¢
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veya bilesenleri cinsinden,
—, VIV, (1.62)

seklinde ifade edilebilir. Buna gore uzaysal gosterilimde f alaninin (1.60) ile verilen

maddesel tiirevi,
:_:_t+ f’ka (1.63)

olur. (1.63) ifadesinin sag tarafindaki ilk terim X koordinatlar1 sabit tutularak zamana
gbre alinmus tiirev oldugundan yerel degisme hizin1 gosterir. ikinci terim ise t aninda
X noktasinda bulunan parcacigin hareketinden kaynaklandigi i¢in konvektif degigsme

hiz1 adin1 alir.

1.4.1 Yay ve Hacim Elemanlarin Maddesel Tiirevi

p V4
p’ ds
dx ds dx ds+[d/dt](ds)dt
P
p
t=0
t t+dt

Sekil 1.5. Yay elemanindaki degisim (Suhubi, 1994).

Referans konumunda bir P maddesel noktasindan gegen sonsuz kiigiik bir dS yay
elemani1 ve bu elemanin t anindaki ds goriintlisii g6z Oniline alinirsa (Sekil 1.5), t

anima sonsuz yakin t+dt aninda bu elemandaki degisim maddesel tiirevin tanimina

gore ds +(ds)dt olur. ds yay elemaninin maddesel tiirevini belirlemek amaciyla 6nce
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p noktasini p’ noktasina birlestiren dx vektoriiniin maddesel tiirevi hesaplanmaya
calisilacak. Bu vektor referans konumundaki dX elemanter vektoriiniin hareket

altinda t anindaki goriintiisii oldugundan dx, =X, ,dX, yazlabilir. dXk bilesenleri

zamana bagli olmadigindan tliretmenin zincir kuralindan uygun sekilde

yararlanilarak,

d d 0 0 (0x

—(dx, )=— (X «AX )==(X,  JdX = —* |dX

dt( k) dt( kK K) at( k,K) K OXK ( at J K (164)
=V X =V X X = vy dxg

elde edilir. Dolayisiyla,

(dkkavk,, dx, (1.65)

yazilabilir. (1.64) de i¢iincii ve besinci ifadelerde dXx bilesenlerinin katsayilarini

esitlersek sekil degistirme gradyaninin maddesel tiirevi,

d .
a(xk,K ):(XK,K):VK,K =ViaXik (1.66)

olarak bulunur. Hiz gradyani tansori,
L=0v, Ly=v,, (1.67)

ile tanimlanirsa, (1.65) ve (1.66) bagntilari,
(d.xJ =U'dx, F=LF (1.68)

seklinde de ifade edilebilir. Hiz gradyami tansoOriinlin simetrik ve antisimetrik

kisimlarindan olusan iki yeni tansorii,
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dy =%(Vk,l +Vl,k):dlk' Wy =%(Vk,l _Vl,k):_WIk (1.69)
veya,
d:%(LT +L) w:%(LT “L) U=d+w (1.70)

bagintilariyla tanimlanir. d tansoriine sekil degistirme hizi (bazen de genleme hizi)
tansorli, W tansoriine ise spin veya g¢evri tansorii adi verilir. (1.21) bagintisindan

yararlanarak dnce,

w_a d
dt  ox,, dt

(Xk,K):‘]XK,ka,I Xk = Vi (1.71)
seklinde jakobyenin maddesel tiirevi elde edilir. Bir ortamin hacim elemaninin

degisme hiz1i, dv= jdV oldugundan tiiretme ile,

(o)

d

dv 1.72
ot (1.72)

yazilabilir. jakobyenin maddesel tiirevinden faydalanilarak,

%(olv)=jvk,k dV =v,  dv=0&dv (1.73)

bulunur. Referans konumunda V hacmi hareketle t aninda v(t) hacmine doniisiirse

v(t) hacim integralinin maddesel tiirevi asagidaki seklide hesaplanir.

d 0 : Or.
— tldv=— (X t)jdV =|—jP(X t)dV
it Jo)ov=3 folx )jav =[Tlio(x 1

(1.74)

= [(ip)i*av= I)(%+¢Vk’deV

v(t) v(t
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Maddesel tiirevin tanimindan faydalanarak (1.74) ifadesi,
_ (|99
— Iqodv- I —+(§0Vk),k dv (1.75)
t

seklinde yazilabilir. t ye gore kismi tiirevi X degiskenleri sabit tutularak alindigi i¢in
(1.75) bagintisinda sag taraftaki ilk terimde tiirev ile integral operatoriiniin yeri
degistirilebilir. Son terim de Green — Gauss integral teoremi kullanilarak v(t) hacmini

igine alan S(t) kapal ylizeyi tizerindeki bir integrale doniistiiriiliirse,

a qu)dv:i I(pdv+ Iqovn da (1.76)
dt, ) ot s(t)

elde edilir. v, =v[h ortam hizinin yiizeye dik bilesenidir. @ v, biyiikliigiine ¢

alanmin yiizey boyunca akist adi verilir ve ortam hareketiyle bu fiziksel alanin S(t)
yiizeyinin bir tarafindan 6teki tarafina bu yiizeyin birim alani basina birim zamanda

aktarilan kismini gosterir.
1.4.2 Green — Gauss (Diverjans) Teoremi

Doga yasalarindan siirekli ortamlarin hareketini yoneten denklemlerin ¢ikartilmasina
olanak saglayan bazi integral teoremlerinin genellestirilmesi gerekir. Bilindigi gibi
bir oV kapali yiizeyi ile sinirlanmis v hacminde tanimlanmis vektoér ya da tansor
degerli siirekli bir fonksiyon i¢in Green — Gauss veya diverjans teoremi olarak
bilinen teorem bu alanin diverjansinin hacim igindeki integralini normal bileseninin

yiizey iizerindeki integraline doniistiiriir,

[Opdv=[nipda (1.77)
\ ov
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n yiizeyin birim dig normalidir. @bir vektor alan1 oldugu takdirde yukaridaki skaler
denklemin anlami aciktir. @ ikinci mertebe bir tansor alami ise (1.77) vektor

degerlidir ve,
DBF%,.J“ nly=n@,i (1.78)

olarak tanimlanir. Simdi v bolgesinde hareketli de olabilen bir 0 yiizeyi lizerinde @
tansor alaninin stireksizlik gostermesi halinde diverjans teoreminin genellestirilmis
seklini elde etmeye calisacagiz. v hacmini iki parcaya ayiran O yiizeyinin dis
normalini keyfi olarak yonleyelim ve v bdlgesini O yilizeyinin dis normalinin
yoneldigi tarafta kalan parcasini v*, oteki pargasii ise V' ile gosterelim. v=v" /7 v’
oldugu aciktir. 0 ylizeyi @alani icin bir siireksizlik yiizeyi ise bu alan o {izerindeki
bir noktada, bu noktaya V' ya da v’ bdlgeleri iginden yaklagildigina gore farkl
degerler alir. Bu degerler sirasiyla ¢ ve ¢ ile gosterilir (Sekil 1.6). @tansor alanmin

o lizerindeki siireksizligini 6lgen sigramasi,

le|=¢" -9 (1.86)

olarak tanimlanir.

ov*

oV~

Sekil 1.6. Siireksizlik ylizeyi igeren bolge (Suhubi, 1994).
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Dogal olarak bu biiyiikliikk o yiizeyinin koordinatlarinin bir fonksiyonudur. ¢ alani
v G kapali yiizeyi ile siirlanmis V' ve V/G kapali yiizeyi ile simirlanmis Vv
bolgelerinde stireklidir. Dolayisiyla bu bolgelerde Green — Gauss teoremi (1.77)
sekliyle uygulanabilir. ¢ yiizeyinin bu anlamda dis normalinin v* i¢in —n olduguna

dikkat edilirse,

ID [pdv= In [ da— J'n ' da,

" ” ’ (1.80)
ID [ dv= J'n (g da+ In [p da

' oV~ g

yazilabilir. Bu iki ifade taraf tarafa toplanirsa genellestirilmis Green — Gauss teoremi,

jmurodv:jnqoda— jn||qo|| da (1.81)

seklinde elde edilir. Siirekli alanlar i¢cin 0 yiizeyi iizerinde ||qo||:0 olacagi icin

(1.81) denklemi (1.77) denklemine indirgenir. v(t) bolgesinin siirekli ortamda bir
maddesel bolge oldugu kabul edilirse ve o siireksizlik yiizeyinin de verilen bir U hizi
ile hareket ettigi varsayilir (Sekil 1.7). Amag (1.75) denklemini @tansér alaninin o
tizerinde siireksizlik gosterdigi hale genellestirmektir. Bunun i¢in kismi tiirev
operatdriinii integralin i¢ine sokarak (1.76) denklemini @alanimin iginde siirekli v* ve

Vv~ bolgelerine ayr1 ayr1 uygulanirsa (Sekil 1.7),

% qudv: J-a_¢dv+ I(DVH da- I{0+Unda,
v (t)

B S N o(t)
(1.82)
d _ ¢ 0p _
o (It()p dv = V_{)E dv + BVJ;g) v, da+ U({fo u,da
elde edilir. Bu denklem taraf tarafa toplanirsa,
4 I¢dv: _[a—¢dv+ _[q)vn da- Iun||¢||da, (1.83)
dt v(t) v(t) ot av(t) a(t)
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AV (t)

oav ()

Sekil 1.7. Hareketli stireksizlik ylizeyi (Suhubi, 1994).

sonucu elde edilir. v, =n,v, olduguna dikkat edilerek siireksizlik yiizeyi iceren bir

bolgede diverjans teoremini ifade eden (1.81) denklemi kullanilirsa,

I¢Vnda: J'nkvkqada: J.(vkq))ykdv+ Ink||vk44|da (1.84)

av(t) av(t) v(t) a(t)

yazilabilir. Bu ifade (1.83) bagintisina yerlestirilir, v(t) ve o(t) bolgeleri tizerindeki

integralleri bir araya toplanir ve O(t) yiizeyinin U, normal hizinin siireksizlik

gosteremeyecegine dikkat edilirse sonug olarak,

d _ [(d¢ _
dtv(_t[)(pdv v(!)( ot +(¢Vk),kjdv J(J]!U(P”da

(1.85)

= _[ (d_(p + PV, Jdv - ﬂ|U¢)||da
v(t) dt o(t)

elde edilir. Burada o(t) yiizeyi iizerinde tanimlanan,

U=u -v,=(u-v)mH (1.86)
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biiyiikliigiine yer degistirme hizi adi verilir ve oO(t) ylizeyinin siirekli ortama gore

bagil normal hizin1 gosterir. || un”:O oldugundan,
[Ul==lv.l (1.87)

bagintis1 gecerlidir.
1.5. Denge Denklemleri

Bu kisimda biitiin siirekli ortamlarin mekanik davranislarini yoneten temel ilkelerden
s0z edilecek. Klasik fizigin ¢ergevesi i¢cinde bu ilkeler bir maddesel cismin kiitlesinin
hareketinden etkilenmemesinden ve siirekli bir ortammm Newton’un ii¢ yasasina
uyarak etkilesen ¢ok sayida parcacikla modellenmesinden kaynaklanir. Siirekli
ortamlar mekaniginde, ortamin fiziksel 6zelliklerine bagli olmaksizin gegerli olan
termomekanik davranis1 yoneten denklemler, global ve yerel denge (balans)
denklemleri olarak adlandirilir. Termomekanik denge denklemleri yazilirken,
denklemler once global olarak yazilmig sonra da genellestirilmis Green — Gauss ve

Stokes teoremleri yardimiyla elde edilen denklemler yerellestirilmistir.
1.5.1. Kiitlenin Korunumu

Kiitlenin korunumu, bir maddesel hacmin toplam kiitlesinin hareketi sirasinda
degismedigini ifade eder. Matematiksel olarak bu ilke, o(x,t) yogunluk fonksiyonu

olmak tizere asagidaki esitlikle verilir.

™M _d [odv=0 (1.88)

dt dt,o)

(1.85) bagintisinda @yerine, yogunluk fonksiyonu p alinirsa,
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d .
pm _[,odv: J.(p+pvk’k)dv— _ﬂ|U,o||da:0 (1.89)
v(t) v(t) o(t)

olur. Burada v(t) siirekli ortamin t aninda doldurdugu uzay bélgesini, o(t) ise bu

ortamda hareketli bir siireksizlik yiizeyini gostermektedir. Maddesel tiirevin

tanimindan faydalanarak pnun maddesel tlirevi,
-_d
=L, hy, (1.90)

seklinde yazilir. (1.89) denkleminde integral altindaki ifadelerin siirekli oldugu kabul
edilirse, integrandlarin sifir olmasi1 gerekir. Buna gore siireklilik denkleminin yerel

formu i¢in,

v(t) ig¢inde; (:j—f +pv,=0 veya %—’f +(o v ) =0

o(t) iizerinde; |Up|=0 (1.91)

esitlikleri elde edilir. Kiitlenin korunumu bir pargacigi i¢ine alan bir elemanter

maddesel hacim i¢in agagidaki gibi yazilabilir.
P, (X)dV (X)=p (x,t)dv(x,t) (1.92)
Daha 6nce tanimlandig gibi dv = JdV ye gore (1.92) denklemi,

Po(X)
J(x,1)

0 (X%,t)= (1.93)

seklinde ifade edilir. Bu denklemde, oy (X); referans konumundaki ortamin bilinen
yogunlugudur, J (x,t); jakobyendir. (1.85) denkleminde ¢ = p ¢ alinarak ve kiitlenin

korunumundan yararlanarak asagidaki ifade elde edilir.
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d d
p _[pt//dv: _[pd—lf/dv— IUp||w||da (1.94)
v(t) v(t) o(t)

burada ¢/ birim kiitle basina herhangi bir alan biiyiikliigiidiir.
1.5.2. Lineer Momentum Denkligi

Bu ilke herhangi bir maddesel cismin toplam lineer momentumunun zamana gore
degisme hizinin, bu cismin lizerine etkiyen toplam kuvvete esit oldugunu ifade eder.
Siirekli ortamin bir dm = pdv elemanter par¢aciginin hizi v ise elemanter momentum

vdm = pvdv ve t anindaki toplam momentum,

P(t)= [pvdv (1.95)
v(t)

olur. Ortamin {izerine etkiyen toplam kuvvet F ise bu ilkeye gore,

9P _ (1.96)

dt

yazilabilir. Newton mekaniginin temel varsayimlar1 uyarinca F yalniz cisme etkiyen
dis kuvvetlerin toplamint gosterir. Bu kuvvet genellikle iki par¢adan olusur.
Bunlardan biri herhangi bir fiziksel dis alanin madde ile etkilesimi nedeniyle ortamin
parcaciklarina etkiyen, ortamda yayili kiitle kuvvetidir. Bu kuvvet cismin birim
kiitlesi basma f yogunluguyla verilebilir. Dis kuvvetlerin diger parcasi ortamin
cevresiyle ylizeyi araciligi ile etkilesiminden kaynaklanan, degme kuvveti tiiriinden,
yiizeyinde yayili yiizey kuvvetlerinden olusur. Bu kuvvet, birim dis normali n
vektorii olan bir alan elemanina birim alanmi basina etkiyen t) vektori ile belirlenir.

Bu tanimlamalardan faydalanilarak F,

F=[pfdv+ [t,da (1.97)

v(t) ov(t)
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seklinde yazilabilir. ty herhangi bir noktada yonelimi n normal vektoriiyle

belirlenmis bir alan elemanina etkiyen gerilme vektorii olup,
ty=nl veya t,, =nt, (1.98)

seklinde ifade edilir. Bu durumda lineer momentum denkligi,

d

o _[,ovdv: I,ofdv+ In [fda (1.99)

v(t) v(t) ov(t)

seklinde yazilabilir. Lineer momentum denkliginin k. bileseni,

% [ pvdv= [pf dv+ [nt,da (1.100)

v(t) v(t) ov(t)

olarak ifade edilir. (1.100) bagintisinin sol tarafindaki ifade (1.94) bagintisinda ¢

yerine v alinarak,

d

d
p _[pvkdv: Jp%dv— _[U,o||vk||da (1.101)

v(t) v(t) o(t)

seklinde yazilabilir. (1.100) denkleminin sag tarafinda yer alan yiizey integrali terimi

Green — Gauss teoreminden faydalanilarak asagidaki gibi yazilabilir.

[ntda= [t dv+ [n]t,[da (1.102)

av(t) v(t) o(t)

(1.101) ve (1.102) ifadeleri (1.100) denkleminde yerine yazilip esitligin sag

tarafindaki ifadeler sol tarafa gegirilirse agagidaki denklem elde edilir.

J[,o Vet =P fk}dv— fInty +o vU[da=0 (1.103)
v(t) o(t)
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(1.103) esitliginin saglanabilmesi i¢in integrandlarin sifira esit olmasi gerekir. Bu

durumda agagidaki ifadeler yazilabilir.

v(t) icinde;  pv, =t +pf,

o(t) iizerinde | nt, +p0 vU =0 (1.104)

(1.104); denklemindeki v terimi ivme olarak adlandirilir ve maddesel tiirevin
tanimindan asagidaki sekilde ifade edilir.

a={/=ﬁ=a—v+v[ﬂjv (1.105)
dt ot

1.5.3. Acisal Momentum Denkligi

Bu korunum yasasi, herhangi bir maddesel cismin sabit bir noktaya gore acisal
momentumunun zamana gore degisme hizinin cisme etkiyen dig kuvvetlerin ayni
noktaya gore toplam momentine esit oldugunu ifade eder. t aninda ortamin bir
elemanter pargaciginin sabit O noktasina gore yer vektorii r ise ayni noktaya gore

acisal momentumu, veya momentumunun momenti, rxvdm=prxvdv olur.

dolayistyla O noktasina gore toplam agisal momentum,

H,= jprxvdv (1.106)
v(t)

seklinde yazilabilir. O noktasina gore dis kuvvetlerin toplam momenti My, agisal

momentum ilkesiyle,

dH,
dt

=M, (1.107)

seklinde elde edilir. D1s kuvvetlerin dagilimina gore,
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M,= _[erfdv+ IrXt(n)da (1.108)

v(t) oav(t)

denklemi elde edilir. (1.108) denklemindeki t() terimiyle ile (1.98) denklemiyle
verilen ifadeyle aynidir. (1.107) ve (1.108) ifadelerinden asagidaki denklem

yazilabilir.

d
m IerVdv: Ierfdv+ _[rXt(n)da (1.109)

v(t) v(t) ov(t)

(1.109) denkleminin sol tarafindaki ifade (1.94) denkleminde {/ terimi yerine r Xv

yazilarak asagidaki sekilde elde edilir.

d e d
—tv(_t[;or XVdv—V(!)pa( r xv)dv —J(J;,)oU” rxv|da (1.110)

(1.109) denkleminin sag tarafinda yer alan Av(t) yiizey integrali Green — Gauss
integral teoremi yardimiyla hacim integraline doniistiiriilip gerekli islemler

yapildiginda agagidaki denklem elde edilir.

I n, (aklpr,t,pik)da: I(skrpt,p +£k|pr|t,p.r)ikdv + In, ida (1.111)

av(t) v(t) o(t)

Eklprltrp

(1.110) ve (1.111) denklemleri (1.109) denkleminde yerine yazilir, sag taraftaki

ifadeler sol tarafa gegirilirse, (K) bileseni cinsinden asagidaki ifade elde edilir.

rerp

Jewn(ov,=pfy =ty )dv= fetydv=fegn|nt, +pv,[da=0  (1.112)

v(t) v(t) o(t)

(1.112) denklemindeki birinci ve tigiincii integraller lineer momentumun yerel
denkligini gosteren (1.104) denklemi geregince sifirdir. Dolayisiyla (1.118)
denklemi,
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[€tpdv=0 (1.113)
v(t)

seklinde elde edilir. (1.113) denkleminden agisal momentumun yerel denge denklemi

asagidaki gibi yazilabilir.

v(t) iginde; Evpliy =0 (1.114)

(1.114) denklemindeki permiitasyon tansérii &, antisimetrik oldugundan esitligin
saglanmasi igin ayni denklemin diger ifadesi olan gerilme tansori t,ifadesinin

simetrik olmasi gerekir ve asagidaki sekilde yazilabilir. Gerilme tansoriiniin simetrik

olmasi biinye denklemlerinin bulunmasinda kolaylik saglar.
t, =t (1.115)
(1.112) denkleminden sigrama sart1 olarak asagidaki ifade bulunur.

o(t) Uzerinde; &g, ‘

nt, +p v, =0 (1.116)

(1.116) denklemi, (1.104), denklemi ile verilen lineer momentumun korunumundaki

sigrama sarti ile ayn1 oldugundan, denge denklemlerine ilave bir katki getirmez.
1.5.4. Enerji Denkligi

Bu ilke herhangi bir maddesel cismin toplam kinetik enerjisi ile toplam i¢ enerjisinin
toplaminin zamana gore de§isme hizinin, cisme etkiyen dis kuvvetlerin giicii ile
birim zamanda cisme giren ya da cisimden ¢ikan tiim enerjilerin toplamina esit

olugunu ifade eder. Enerji denkligi matematik olarak,

d

a(|<+|5)=W +Q+>U, (1.117)
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denklemi ile gosterilebilir. Burada toplam kinetik enerji K, elemanter parcaciklarin

dm |V|2 / 2= ,0|V|2 dv / 2 elemanter kinetik enerjilerinin toplamidir,

Lok
K_ZV(LpM dv (1.118)

W cisme etkiyen kuvvetlerin birim zamandaki toplam isi, baska bir deyisle toplam

giictidiir. Dolayisiyla W biiyiikligi,

W= [vi,da+ [pvfdy (1.119)

av(t) v(t)

olarak tanimlanir. Q birim zamanda cisme giren, ya da cisimden ¢ikan 1s1 enerjisidir.
Q iki tiirli olusur. Uygun bir etkilesim mekanizmasiyla, 6rnegin kimyasal, niikleer
reaksiyonlarla ya da elektrik akimiyla cismin i¢inde 1s1 enerjisi iiretilir veya cisimden
1s1 enerjisi ¢ekilebilir. Boyle bir enerji birim zamanda cismin birim kiitlesi basina h
blytikligi ile belirlenebilir. Radyasyon ve 1s1 iletimi yoluyla da cismin yiizeyinden
cisme giren veya cisimden ¢ikan 1s1 enerjisi ise ( 1s1 akist vektorii ile belirlenir. Bu
vektor dogrultusuna dik olan bir birim alandan birim zamanda gegen 1s1 enerjisini

gosterir. Buna gore,

Q= [qfhda+ [phdv (1.120)

ov(t) v(t)

yazilabilir. Gergekten cismin oV(t) ylizeyinde bir alan elemanindan cisme giren ya da
cisimden ¢ikan 1s1 enerjisi buradaki 1s1 akisi vektoriinlin alan elemaninin normali
dogrultusundaki bileseni ile dl¢iiliir. Zira  vektoriiniin yiizeye teget olan bileseni
cismin yiizeyini yalayip gecen, dolayisiyla cismin enerji bilangosuna katkida
bulunmayan bir 1s1 enerjisine karst gelir. Toplam 1s1 enerjisi (1.120) ifadesi ile
tanimlandiginda, n ylizeyin birim dis normalini gosterdigi takdirde qlh>0
oldugunda bu durumun cismin i¢inden disina dogru bir enerji akisina karsi

gelecegine dikkat edilmelidir. U, biiyiikliikleri ¢esitli etkilesimler nedeniyle cismin
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birim zamandaki enerji bilangcosuna katkida bulunan elektromagnetik, kimyasal gibi
baska kanyakli enerjileri gosterir ve bu ¢alisma ¢ercevesinde bu tiir etkilesimler goz
Oniine alinmayacak. E i¢ enerji ise, gozlemler ve deneyler cisme etkiyen dis
kuvvetlerin yaptig1 isin, 1s1 enerjisinin v.s. yalniz cismin kinetik enerjisini
degistirmeye harcanmadigini agik¢a gdstermektedir. Bu farkin, cismin i¢ enerjisini
degistirmekte kullanildigi kabul edilecek. I¢ enerji varhig, kabaca, cismin
parcaciklar1 arasinda cesitli etkilesimlerden kaynaklanan i¢ kuvvetlerin yaptigi ise
baglanabilir. Cismin sicakliginin degisimi i¢ enerji degisiminin en belirgin
gostergesini olusturur. Cismin i¢ enerjisi genellikle birim kiitlesi basina £ i¢ enerji

yogunlugu yardimiyla belirlenebilir,

E= [peav (1.121)
v(t)

dolayisiyla bu verilen ifadeler (1.117) enerji denkleminde yerine yazilirsa enerji

denkligi asagidaki sekilde elde edilir.

%jp(u%Mszv: [(ot 3+ ph)dv+ [(t,, B -qmh)da (1.122)
v(t) v(t) ov(t)

(1.94) denkleminde ¢/ terimi yerine €+%|V|2 almirsa ve (1.122) denkleminin sol

tarafindaki ifade,

4 J'p(s+l|v|zjdv: I(E:FVB./]dV— I,oU
dtv(t) 2 v(t) o(t)

1, 2
£+_v]
2

da (1.123)

seklinde elde edilir. (1.123) denklemindeki, £ ve v terimleri i¢ enerji ve hizin

maddesel tiirevlerini gostermektedir. (1.122) denkleminin sag tarafindaki Av(t)
tizerideki yiizey integrali Green — Gauss teoremi yardimiyla hacim integraline

dontistiiriilerek gerekli islemler yapilirsa,
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J-nk(tklvl - q,)da= J(tkl,kvl Vi ~ O )dv J-nk”tklvl —q, [ da (1.124)

av(t) v(t) o(t)

ifadesi elde edilir. (1.123) ve (1.124) denklemleri (1.122) denkleminde yerine

yazilirsa asagidaki ifade bulunur.

Il:pé—tklvl,k +0 —Ph+vi(p V=t —pf, )}dV
v(t)

) I[pU

o(t)

(1.125)

1, 2
£+-V
2

+n[tgv, ||jda:0

(1.125) denkleminde (1.104) ifadesiyle verilen lineer momentumun korunumu

dikkate alinarak gerekli sadelestirme yapildiginda,

I (p‘é_tklvl,k Ok~ pthV
v(t)

(1.126)
1
- [,OU TN R T ||Jda:0
o(t) 2
ifadesine ulagilir ve gerekli yerellestirilme iglemleri sonucunda,
v(t) iginde; P E=tyv,, — 0, + Ph
o(t) iizerinde; pU g+%hf +ny [ tgv, =, ||=0 (1.127)

denklemleri elde edilir.

1.5.5. Termodinamigin Ikinci Kanunu (Clausius — Duhem Esitsizligi)

Entropi esitsizligi veya Clausius — Duhem esitsizligi de denilen bu kanuna gore,

serbest cisim i¢indeki entropinin zamana gore artisi, cisme hacim kaynaklarindan ve
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yiizeyden giren entropiden daha biiyiiktiir veya en az ona esittir. Termodinamigin

ikinci kanunu matematiksel olarak asagidaki gibi ifade edilir.

d J' [ h q _
— |pndv- Ip—dv— ([ n[é—]da}:on (1.128)
dtv(t) V(t) 9 N t) 0

(1.128) denkleminin sol tarafindaki ilk terim, (1.94) denkleminde ¢ yerine (1)

yazilirsa,

d .

p _[pndv: Ipndv— I,oU||r7||da (1.129)
v(t) v(t) a(t)

seklinde elde edilir. (1.128) denkleminde son integral terimi Green — Gauss

teoreminden faydalanilarak agagidaki sekilde yazilir.

q),. _ q q
n[é—jda_ D[é—jdv+ n[n—H (1.130)
av<{> 0 v(!) 6 a({) o

(1.129) ve (1.130) denklemleri (1.128) esitsizliginde yerlerine yazilirsa asagidaki
ifade elde edilir.

olt

. oh a _ _ g
v({){pn p9+DEEBHdV (j)[pullnll n[“g‘”dazo (1.131)

(1.131) denkleminin yerellestirilmesi sonucunda,

h

W) icinde; pr-ph+lom-L

Mé=py=0
Y FER Py
o(t) iizerinde; ,0U||/7||—||% <0 (1.132)
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denklemleri elde edilir. Burada ifade edilen denge denklemleri asagidaki gibi

Ozetlenerek maddeler halinde yazilabilir.

1. Kiitlenin Korunumu:

do

dp 9P,
dt

v(t) icinde;
V) i¢ i

+Pp Vv =0 veya (P Vv ) =0

o(t) lizerinde; || Up || =0

_Po(X)
J(x,1)

0 (X,t) (1.133)

2. Lineer Momentumun Korunumu:

v(t) iginde; pv,=pf +t

o(t) izerinde; |nt, +pvU|=0 (1.134)
3. Acisal Momentumun Korunumu:

v(t) i¢inde; Exply =0, 1, =1,

o(t) tUzerinde; &N ‘

nt, +p0v,U|=0 (1.135)
4. Enerji denkligi:

v(t) i¢inde;  p E=tyv,, —q,, +ph

o(t) iizerinde; pU +n|tgv; =0, ||=0 (1.136)

1, p
£+
2
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5. Entropi Esitsizligi:

. h 1 1
t) iginde; -p-+—-06-—5qME=py20
V(O iginde;  pri=po+ o D- o5 Py

<0 (1.137)

o(t) iizerinde; pU|n |- || %

Stirekli ortamlar mekaniginin temel ilkeleri olan kiitlenin korunumu, lineer
momentumun korunumu, agisal momentumun korunumu, enerjinin korunumu ve

entropi esitsizligi kullanilarak 5 adet denklem elde edilir. Bu denklemler asagida

verilmistir.

0

a_ft)"'(pvk ),k =0 (1)

P, =pT,+,, ()

pé:tklvl,k — Gy T oh (1) (1.138)

Bu denklemlerde f ve h gibi dis kuvvetlerin bilindigi kabul edilmistir. Bu

denklemlere karsilik asagida belirtilen 16 tane bilinmeyen vardir.

P(1).v(3).t,(6),a(3),6(1),7(1),£(1) (1.139)

Elde edilen denklemler, yukarida verilen bilinmeyenlerin belirlenmesi i¢in yeterli
degildir. Denklem sayisi ile bilinmeyen arasindaki fark (11) biinye denklemleri

kullanilarak kapatilir (Kabul, 2004).



45

1.6. Fiber Deformasyon Geometrisi ve Kinematigi

Bu calismada g6z Oniine kompozit malzemenin her X noktasindan A ile gosterilen
fiber ailesinden bir elemanin gectigi varsayilmistir. Bu fiber elemani ele alinan
malzeme boyunca A(X) ile gosterilen bir vektor alin1 olusturur. A ailesine ait bir fiber
ailesinin parametrik denkleminden o fiber egrisine ait birim teget vektoriin nasil
bulunacagi, egrilerin diferansiyel geometrisinden bilinmektedir. Bu durumda A
ailesine ait fiber dagilimi geometrik olarak bilinirse, A(X) vektor alan1 bu dagilimdan
bulunur (Spencer, 1972). Malzemenin deformasyonu sirasinda, fiber ailesinin
ortamla birlikte tasindifi kabul edilerek, fiber deformasyonuna ait geometrik

bagintilar asagidaki gibi yazilabilir.

Deformasyondan 6nce A(X) olan fiber vektorii, deformasyondan sonra a(x) fiber
vektoriine dontisiir (sekil 1.8). Fiber vektoriinlin doniisiimii ortamla birlikte
siiriiklenme seklinde olduguna gore sekil (1.8) deki geometriden goriildiigii gibi A
fiber ailesi i¢in asagida verilen bagintilar gegerlidir (Usal, 1994).

a(x)dl = x(X + Adl)-x(x) (1.140)
dL=A(X) dL Deformasyondan
onceki fiber di=a(X) dl
X
X+AdL X(X)
X3 A
Deformasyondan

sonraki fiber
X(X+AdL)

X

Sekil 1.18 Deformasyondan 6nce ve sonra fiber egrisi (Usal, 1994).
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a birim vektoriiniin bilesenleri cinsinden (1.140) ifadesi asagidaki sekilde yazilabilir.
a dl =x, (X +Adl)-x,(X) (1.141)

(1.141) bagintisinin sag tarafi, X noktasi civarinda Taylor serisine acilip yiiksek

mertebeden terimler ihmal edilirse, asagidaki ifadeler yazilabilir.

a,dl =x, AdL  veya ak%:xk’KAK (1.142)

A ailesine ait fiber uzama orani olan A, asagidaki sekilde tanimlanir (Spencer, 1970).

A :(ﬂj (1.143)

Bu ifade (1.142) denkleminde yerine yazilirsa,
a = A % A a=A'FA (1.144)

bagintisi elde edilir. Bu baginti, A fiber ailesine ait deformasyon geometrisini veren

ifadedir.

|A| =|a| =1 oldugundan A A, ve a,a, terimleri asagidaki sekilde yazilabilir.

AAC=IA" =1, aa, =]l =1 (1.145)
(1.144) bagintis1 (1.145) ifadesinde yerine yazilirsa,

aa, = (/];IXK,K A ) (/];lxk,LAL)
(1.146)
1= /];ZXK,K X L ACAL = AIC ACA
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ifadesi elde edilir. Buradan da asagidaki ifade elde edilebilir.
A =C AA, A =ATCA (1.147)
Fiber kinematigi, A, fiber uzama oranmmin ve a fiber vektoriiniin zamanla

degisimlerinin deformasyonunu takiben tiirevleri alinarak belirlenir. (1.147)

ifadesinin tlirevi alinirsa,

2 A0 =C ACA = XX AA (1.148)

olarak bulunur. Bu bagintidaki C,, terimi,

Xk X = Vi Xk Xen ¥ X Vio XL (1.149)

seklinde ifade edilebilir. (1.149) ifadesi (1.148) da yerine yazilip gerekli kisaltmalar

yapilirsa A, y1 veren ifade agagidaki gibi bulunur.

A=Ay, a8 (1.150)

(1.144) ifadesinin tiirevi alinip gerekli kisaltmalar yapilirsa,

a, =-A7 A a, +v,,4 (1.151)
ifadesi elde edilir.

Kronecker delta’nin tanimindan yararlanarak v, ; asagidaki gibi yazilabilir.

Viej = OVi j (1.152)
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(1.150) ve (1.152) bagintilar1 (1.151) denkleminde yerine yazilirsa a, en son haliyle

asagidaki gibi olur.

a :(5ki ~ 8 )Vi,jaj (1.153)
Bu kisimda, A fiber ailesinin deformasyonunu ve kinematigini veren bagintilar
tamamlanmis oldu. Fiber ailesinin hareket ve deformasyonu daha ilerideki

boliimlerde verilecek olan biinye denklemlerinde yeni terimler ortaya ¢ikaracaktir.
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2. KAYNAK BILGISi

Modern siirekli ortamlar mekanigine ait temel kavram, aksiyom ve denklemler
calismamizin her asamasinda kullanilmistir. Siirekli ortalar mekanigi alaninda
Eringen (1967, 1980), ve Suhubi (1994)’nin kitaplar1 temel kaynaklar olarak
kullanilmistir. Eringen (1967), modern siirekli ortamlar mekaniginin ana iskeletini
olusturdugu bu eserinde sirasiyla gerinme, hareket, gerilme, siirekli ortamin
termodinamigi, blinye denklemleri ve elastisite teorisi konularini sistematik bir
tarzda incelemistir. Suhubi (1994)’nin eseri ise Eringen (1967) nin paralelinde ancak
daha detayli yazilmis ve silirekli ortamlar mekanigi konusunda Tiirkce literatiire
kazandirilmis bir bas yapit mahiyetindedir. Holzapfel (2000) ise ¢alismasinda siirekli
ortamlar mekanigi ile fiber takviyeli kompozit malzemeleri incelemistir.
Hiperelastikle ilgili olarak sikistirilabilir ve sikistirilmaz sartlarini ayr1 ayrn
irdelemigtir. Siirekli ortamlar mekanigi konusunda yabanci literatiirde ¢ok sayida
yayin bulunmaktadir. Bunlar arasinda Jaunzemis (1967), Malvern (1969), Dawson
(1976), Spencer (1980), Chandrasekharaih ve Debnath (1994) 6nemli eserler olarak

goriilmektedir.

Siirekli ortamlar mekaniginin en 6nemli matematiksel araglarindan olan invaryantlar
teorisi ilk defa Rivlin ve Ericksen (1955) tarafindan izotropik malzemeler igin
gerilme — deformasyon bagintilar1 konusunda ele alinmistir. Stirekli ortamlar ve
invaryantlar konusunda 6nemli ¢aligmalar yapan Rivlin’in makaleleri, editorliigiinii
Barenblatt ve Joseph (1996)’1n yaptig1 2828 sayfalik eserde bir araya gerilmistir. Bu
eser izotropik sonlu elastisite, anizotropik sonlu elastisite, elastik malzemelerde
sonlu deformasyonlar {izerinde kii¢iik deformasyonlarin siliperpozisyonu, biinye
denklemleri ve invaryantlar konusunda énemli bir bagvuru kaynagi olusturmaktadir.
Invaryantlar teorisini derli toplu bir kitap halinde bir araya getiren ilk ¢aligma
Spencer (1971) tarafindan yapilmistir. Bu alanda Spencer (1960, 1964), Spencer ve
Rivlin ( 1959, 1961), Adkins (1959, 1960, 1962), Wineman ve Pipkin (1964), Simith
(1962, 1964) ve Zheng (1993-a, 1993-b, 1993-c, 1993-d) tarafindan yapilan

caligmalar vektor, simetrik ve antisimetrik tansor degerli fonksiyonlarin temsilleri ve
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biinye denklemleri iizerindeki maddesel simetri kisitlamalar1 gibi konularda kapsamli

bilgiler vermektedir.

Kompozit malzemeler, 6zellikle fiber takviyeli kompozit malzemelerle ilgili temel
referansimiz Spencer (1972) olmustur. Spencer (1972) fiber takviyeli malzemelerin
deformasyonlarin1 agiklayan bu ¢alismasinda, kisitlama sartlar1 ve kinematik, diizlem
gerinmenin kinematigi, kinematik olarak uygun diger deformasyonlar, kisitlanmis
malzemelerde gerilmeler, fiber takviyeli kompozitlerin elastisitesi ve plastisitesi
konularint detayl bir sekilde incelemistir. Fiber takviyeli kompozitler mekaniginin
stirekli ortam teorisi yine Spencer (1984)’ in editorliigiinde uluslar arast mekanik
bilimleri merkezi tarafindan yayinlanan kurs notlarinda bir araya getirilmistir. Bu
calismada, giiclii anizotropik katilar i¢in biinye teorisi, ideal fiber takviyeli
malzemelerde sonlu deformasyonlar ve gerilmeler, fiber takviyeli lineer elastik
katilar icin diizlem problemler, helisel olarak sarilmig liflerle takviyeli silindirlerde
mekanik davranis, fiber takviyeli malzemelerin kirilma mekanigi, fiber takviyeli
diskler ve plakalardaki bosluklarin gii¢lendirilmesi, fiber takviyeli plastik kiris ve
plaklarin dinamigi, uzamaz fiber ailelerine ait sebeke teorisi kapsamli bir sekilde izah

edilmistir.

Kompozit malzemelerin miithendislik mekanigi ile ilgili 6nemli bir ¢galisma Danial ve
Isahi (1994) tarafindan yapilmistir. Bu kitapta kompozit malzemelerin tarihsel
gelisimi, avantajlar1 ve sinirlart incelenmis, kompozitlere ait temel kavramlar ve
karakteristikler sunulmustur. Ayrica kompozitlerin karakterizasyonu ve testleri igin

kullanilan deneysel metotlar anlatilmaktadir.

Tek yonlii bir tabakanin gerilme — gerinme davranisini belirlemek i¢in nonlineer
elastik matris 6zelliklerini lineer elastik fiber ozellikleri ile birlestiren yaklasik bir
teori Frost (1990)’un calismasinda goriilmektedir. Bu ¢alismanin sonucunda, eksenel
dogrultulardaki yiiklemeler i¢in fiber etkileri belirginlesirken nonlineeer etkiler fazla
hissedilmemekte, eksenel olmayan yiikleme durumlarinda ise matris etkileri 6n plana

cikmakta dolayisiyla nonlineer etkilerin 6nemli oldugu belirtilmektedir (Usal, 2001).
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Diani vd. (2004) yaptiklar1 c¢alismada, izotropik ve anizotropik kaucuk benzeri
malzemelerin biiyiik deformasyonu i¢in malzeme yoniine bagimli biinye modelini
formiile etmislerdir. Bu gibi malzemeler genellikle izotropik 6zellik gdstermesine
ragmen silindirden gecirilmis kauguklarda anizotropik davranis gézlenmistir. Kauguk
benzeri malzemeleri karakterize eden gerinme enerjisi yogunlugu fonksiyonu
genellikle asal germe oranlarina baglidir, bundan dolay1 anizotropiyi ifade etmek
zordur. Bunun yaninda onerilen gerinme enerji yogunlugu malzeme yoniine baghdir
ve anizotropiyi ifade eder. Malzeme tepkisinin gerinmeye bagli oldugu durum igin
temel gerinme enerji formunu fenomonolojiksel olarak elde etmislerdir. Bu modelin
tepkisini anizotropik hiperelastik kaucuk benzeri malzemeler i¢in eksenel olmayan
cekme deneyi verileriyle ve izotropik kaucuk benzeri malzemeler i¢in eksenel

olmayan ve ¢ift eksenli gekme ile karsilastirmiglardir.

Attord (2003) calismasinda, izotropik hiperelastik malzemeler i¢in gerinme enerjisi
yogunlugunu tiiretmistir. Gerinme enerjisi yogunlugu sikistirilabilirlik  ve
sikistirllamazlik bilesenlerine ayrilmistir. Sikistirilamazlik bileseni sadece hacim
invaryantt J nin bir fonksiyonu olarak gosterilirken sikistirllamazlik bileseni
genellestirilmis Money ifadesiyle aynidir. Elde edilen gerinme enerji yogunlugu
homojen gerinme altinda kauguk, hidrostatik basing altinda sikistirilabilir izotropik
malzemeler ve eksenel olmayan ¢ekme altinda hacmi degisen sikistirilamaz izotropik
malzemeleri igeren problemlerin incelenmesinde kullanilmistir. Elde edilen verileri
deneysel sonuglarla karsilastirmistir. Ayn1 zamanda bu formiilasyonu sikistirilabilir
izotropik Neo — Hooken malzemeler i¢in gerinme enerji yogunlugunu tiiretmek igin

kullanmuistir.

Criscione vd. (2000) yaptiklar1 ¢aligmada, referans konfigiirasyonuna gore izotropik
davranig sergileyen hiperelastik malzemelerin sonlu deformasyonu i¢in orijinal bir

blinye formiilasyonu gelistirmislerdir.

Dluzewski (2000) calismasinda, anizotropik elastik malzemeler icin gerilme —
gerinme biinye denklemlerini elde etmistir ve 6zellikle logaritmik gerinme iizerinde

durmustur. Spesifik i¢ enerji i¢in Couchy gerilme denklemini igeren biinye
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denklemini tiiretmistir. Nispeten basit ve elastik malzemelerin genis bir smnifini

iceren matematiksel iligkileri vermistir.

Park ve Youn (1998) yaptiklari caligmada, egrisel koordinatlar1 kullanarak
anizotropik nonlineer hiperelastik malzemeler i¢in biinye denklemini elde
etmislerdir. Ayrica ayni koordinat sisteminde gerekli sonlu eleman formiilasyonunu
tiiretmislerdir. Bu formiilasyon malzemenin hiperelastik teorisine ve karma sonlu
eleman metoduna baglidir. Elde edilen biinye denkleminin ve metodun
uygulanabilirligini gostermek i¢in birka¢ niimerik 6rnek ¢ozmiislerdir. Bu c¢alisma
biyolojik dokular ve fiber takviyeli kaucuk’umsu kompozit malzemeler gibi

cisimlerin analizinde kullanilabilir.

Bonet ve Burtan (1998) caligmalarinda, tamamen nonlineer alaninda fiber
dogrultusunda elastik malzemelerin modellenmesinde kullanilabilecek basit enine
izotropik hiperelastik malzemelerin biinye denklemleri iizerinde ¢alismislardir. ikinci
Piola — Kirchhoff tansorii, Cauchy gerilme tansorii ve Lagrange — Euler elastisite
tansorlii ifadelerini elde etmislerdir. Kullandiklari malzemenin performansini

gostermek icin statik ve dinamik uygulamalar yapmislardir.

Gadala (1997) calismasinda, nonlineer biinye iligkilerinin sayisal ve sonlu eleman
modeli alanlarindaki gelismeler iizerine bir ¢alisma yapmistir. Bu c¢alisma elastik,
hiperelastik, elastoplastik ve anizotropik plastik malzeme modellerini icermektedir.
Hiperelastik modelde sikistirilamazlik kisitlamasint  uygulamigtir. Hiperelastik

modelin sayisal davranisi i¢in sistematigi ve genel prosediirii vermistir.
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3. MATERYAL VE METOT
3.1. Materyal

Bu calismada, tek fiber aileli hiperelastik ortamlar i¢in matematiksel bir model
gelistirilmistir. Materyal olarak, fiber takviyeli hiperelastik bir ortam ele alinmis ve
mekanik yliklemeler sonucunda bdyle bir ortamda olusan gerilme ifadesinin hesabini

saglayan biinye ve alan denklemleri ortaya konmustur.
3.1.1. Fiber Takviyeli Hiperelastik Ortamlarin Termodinamigi

Kisim 1.5°de bahsedildigi gibi denge denklemleri herhangi bir fiziksel ortam ig¢in
gecerli olan denklemlerdir. Bu bdliimde termodinamigin birinci ve ikinci kanunu
birlestirilerek ve gerekli biinye aksiyomlar1 kullanilarak gerilme, entropi yogunlugu
i¢ enerji ve 1s1 akis1 yogunlugu tespit edilecektir. Yine bu boliimde ilk dnce yukarida
ad1 gecen biiyiikliikler {izerindeki termodinamik kisitlamalar1 kullanarak, ortamin
fiziksel ve topolojik Ozellikleri de dikkate alinip biinye denklemlerine ait genel
formiiller ¢ikarilacak daha sonrada biinye aksiyomlarindan ilgili olanlar1 kullanilarak

bu formiiller somutlastirilacaktir.

Kisim 1.5 deki (1.132); ifadesini pratik kullanim bakimindan daha yararli sekillerde
yazmak igin, (1.127), ifadesinden 1s1 kaynagi (o h) terimini ¢ekip, (1.132), ifadesinde

yerine yazdigimizda agagidaki ifade elde edilir.

<) 1 1
Py = _g(E_QHJ-FEtkIVI,k _?qu,k 20 (.1

Bu ifadedeki entropi yogunlugunun maddesel tiirevi termodinamik bir proses
igerisinde kontrol edilemeyeceginden, bu tiirevi kontrol edilebilen biiyiikliik olan &
cinsinden yazmak icin asagidaki gibi tanimlanan bir Legendre transformasyonu

kullanilir.
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Y=€e-06n (3.2)

Entropi yerine sicaklik bagimsiz degisken olarak kullanildigi zaman i¢ enerji
yogunlugu yerine yukaridaki ifade tanimlanir ve genellestirilmis Helmholtz serbest
enerji yogunlugu adini alir. Termodinamik bakimdan enerjinin kullanilabilir kismin
temsil eder. Daha sonra belirtilecegi gibi, serbest enerji yogunlugunun hangi
bliyiikliiklere bagli oldugunu malzemenin biinyesi belirleyecektir. (3.2) ifadesindeki
£ u cekip maddesel tiirevini alarak (3.1) esitsizliginde yerine yazarsak, kontrol
edilebilir bagimsiz degiskenler cinsinden entropi esitsizligi (Termodinamigin ikinci

kanunu) asagidaki sekli alir (Suhubi, 1994).
pyE_B(‘j/"'éﬂ)"'lthlk _quHk 20 (3.3)
7] 6" 6"

6 pozitif degerli oldugundan (3.3) esitsizligi @ ile carpilirsa esitsizlik yon
degistirmez. (3.3) esitsizligi 6 ile carpilip gerekli sadelestirmeler yapildiginda
asagidaki esitsizlik elde edilir.

. . 1
_p(‘//+9’7)+tklv|,k _EQkH,k 20 (3.4)

Bu ifadede yer alan gerilme tansorii mekanik yiiklemelerden kaynaklanmaktadir ve
simetriktir. Bu ifadedeki ikinci terim olan gerime tansorii ile hiz gradyani ¢arpimi,
(1.70) daki tanimlama la kullanilarak gerekli islemeler yapildiktan sonra asagidaki

sekilde elde edilir.
BV k =t,d, (3.5)

(3.5) ifadesi (3.4) ifadesinde yerine yazilirsa asagidaki esitsizlik elde edilir.

.. 1
_p(‘//+9’7)+tkldlk _Equ,k 20 (3.6)
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(1.24) denklemiyle verilen Green deformasyon tansoriiniin maddesel tiirevi alinirsa,

dw cinsinden asagidaki sekilde elde edilir.

Cy =2dy Xk Xi L (3.7)

(3.7) esitliginde gerekli islemler yapilirsa, dy simetrik sekil degistirme hizi tansorii

C.KL cinsinden asagidaki gibi elde edilir.

1 .
d, =d, =ECKL X w X0 (3.8)

(3.6) esitsizliginde, p yerine (1.93) ifadesini, dy yerine (3.8) ifadesini yazar ve
esitsizlik J ile carpilirsa asagidaki esitsizlik elde edilir.

-,00(40+6’f7]+53tk. Crr Xk XLy _53 0.8, =0 (3.9

{ ye bagl olarak gerilme potansiyeli,

2=pY (3.10)

olarak tanimlanir ve gerilme potansiyelinin (3.9) da yerine yazilmasiyla esitsizlik

asagidaki yeni formuna kavusur.
. . 1 . 1
—| Z+ p,6n +5thICKLXK,kXL,I _EJ 9.6, 20 (3.11)

Bundan boyle (3.10) denklemi ile tanimlanan 2 y1 gerilme potansiyeli ismi ile
kullanacagiz. (3.11) i¢inde yer alan arglimanlarin maddesel koordinatlar ile uzaysal

koordinatlar arasindaki doniisiim formiilleri asagidaki sekilde tanimlanir.
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T =J XK,kXL,I t) (3.12)
Qx =J Xy Uy (3.13)
H’K = Xk’KH’k (3.14)

(3.12) — (3.14) tanimlarindan asagidaki ifadeler yazilabilir.

t, =J _lxk,K X e (3.15)
O =3 7%« Q (3.16)
0, =Xy, bx (3.17)

(3.11) esitsizliginde (3.12), (3.14) ve (3.16) ifadeleri kullanilir ve gerekli islemler
yapilirsa (3.6) esitsizligi maddesel koordinatlarda asagidaki sekilde elde edilir.

_(i"' poénj"'%TKL éKL_ég,KQK 20 (3.18)

Yukaridaki esitsizlik entropi {retiminin genel bir ifadesidir. Bu esitsizligin
kullanilabilmesi i¢in X gerilme potansiyelinin hangi bagimsiz degiskenlere baglh
oldugunun ve ne sekilde bagli oldugunun bilinmesi gerekir. Buna goére Z nin
arglimanlarint se¢mek, formal olarak belli bir malzeme se¢cmek demektir. Su
asamada problem, yukaridaki entropi esitsizliginde 2 gerilme potansiyelinin nelere

bagli oldugunu tespit etmektir.

Bu c¢alismada tek fiber aileli hiperelastik davramig gosteren bir maddesel cisim
secilmistir. Segilen bu malzemeye gore 2 nin argiimanlar1 ve baglh oldugu
degiskenler Eringenin (1980) ve Suhubinin (1994) daha genel ve sistematik bir
yaklasim izleyerek tiim biinye fonksiyonlar1 i¢in gelistirdikleri biinye aksiyomlar1

kullanilarak bulunacaktir.
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3.1.2 Biinye Aksiyomlari

Simdiye kadar elde ettiimiz ve biitiin siirekli ortamlarda gecerli olan alan
denklemlerinin ortamin davranisini belirlememize yetmeyecegi acgiktir. Belirli bir
malzemenin davranisini kestirebilmek i¢in o malzemeyi bagska malzemelerden ayiran
ozellikleri bir sekilde denklemimizin icine sokmaliyiz. Bir malzemenin fiziksel
olarak gecerli biitlin davraniglarinda etkili olacak tiim o6zelliklerini yansitici
genellikte iligkilere ¢ogu zaman gerek yoktur. Malzemenin incelemek istedigimiz
davranigini belirgin kilan, daha basit tiir iligkiler ¢ogunlukla yeterli olur. Cesitli alan
biiyiikliikleri arasinda gecerli olan ve g6z Oniine alinan malzemenin yapisal
Ozelliklerinden kaynaklanan denklemlere biinye denklemleri adi verilir. Bu
denklemlerin cisimlerin gozlenen ve de incelenmesi arzu edilen Ozelliklerini
yansitacak sekilde rasyonel ve sistematik olarak iiretilmesiyle ugragan teori’de biinye
teorisidir. Her aksiyom dizisinde oldugu gibi biinye aksiyomlart da dogadan edinilen

ilkel izlenimlere ve rasyonel bir diisiin sistemine uyumlu bazi1 6nermelerdir.

3.1.2.1. Kozalite Aksiyomu

Termomekanik davraniglarda gézlemlenebilir kabul edilen hareket x(X,t) ile sicaklik
6 (X,t) alanlarinin bagimsiz biinye degiskenleri oldugunu ve verilmis kabul edilen dis
kuvvetlerle 1s1 kaynagi disinda entropi esitsizligine giren diger alanlarin bagiml
bilinye degiskenleri oldugunu ifade eder. Bagimli biinye degiskenleri, bagimsiz biinye

degiskenlerinden tiireyen biiytikliiklerdir.

3.1.2.2. Determinizm Aksiyomu

Stirekli ortamin belli bir parcacigindaki bagimli biinye degiskenlerinin, ortamin
biitiin parcaciklarindaki hareket ve sicakligin, ortamin tiim ge¢misinden aldiklari
degerler ile belirlenecegini ifade eder. Cismin belli bir andaki ve belli bir
noktasindaki davranisi biitiin pargaciklarin o andan 6nceki tiim zamanlardaki hareket
ve sicakliklarin bilinmesiyle belirlenir. Buna gore X maddesel noktasinin t anindaki

gerilme potansiyeli,
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S(X,t)==[x(xt)o(x t) x| X' OV -e<t' <t (3.19)

seklinde olur. Malzemenin hafizasinin olmadigini géz oniine alirsak bu ifade

asagidaki sekli alir.
5(x,t)=2|x(x't)o(xt) x| (3.20)
3.1.2.3. Esbulma (Ekiprezans) Aksiyomu

Bir malzemenin biinye denklemleri gelistirilirken baglangicta biitiin denklemlerin

ayni bagimsiz bilinye degiskenlerini icermesi gerekir.
3.1.2.4. Uygunluk (Tutarhlk) Aksiyomu

Her tiirlii biinye denkleminin siirekli ortamlar mekaniginin ilkelerine, yani kiitlenin
korunumuna, lineer momentum korunumuna, agisal momentum korunumuna, enerji

denkligine ve entropi esitsizligine uyumlu olmasi gerekir.
3.1.2.5. Objektivite Aksiyomu

Biinye denklemleri uzaysal koordinat takiminin her hangi bir rijid hareketi altinda
form — invaryant kalmasi gerekir, baska bir deyisle biinye fonksiyonellerinin

bicimleri objektif olarak esdeger hareketler altinda degismeden kalmasi gerekir.

Burada Q(t)uygun bir ortogonal taransformasyon matrisi (QQ' =Q'Q = 1),
detQ =+1, | =birim matris, Q(t) = Oteleme matrisi, t ise zaman orjininin t den sabit

bir a kaymasi ile elde edilen zaman dilimidir. Objektif olarak esdeger X ve X hareketi,

x(Xt)=Q)x(x t)}+bl)  t=t-a (3.21)

bagintistyla tanimlanir. Skaler degerli gerilme potansiyeli,
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z[i(x'f)é( ")x]—z[x(x't) (X t)X] veya

ZL O+b(0).8 (x ) x]=2x(x £)o(x 1)x]

(3.22)

bagintilarin1 saglamak zorundadir.
A- Uzaysal Koordinat Sisteminin Rijid Otelenmesi

Bu durum i¢in 9(t)=|_, a=0,9(t)=—5(x,t) alinir. Bu degerler (3.21) de yerine

yazilirsa,
x(X . t)=x(x 1) -x(x ) (3.23)

elde edilir. (3.23) denklemi (3.22) de yerine yazilirsa gerilme potansiyeli asagidaki
sekilde olur.

S(X,t)=5[x(X ", t)-x(X,t).6(x .t} X| (3.24)
B- Uzaysal Koordinat Sisteminin Rijid Donmesi

Bu durum igin, b=0,a=0, Q(t) =keyfi olarak alinir. Bu degerler (3.21) de yerine

yazilirsa,
x(xt)=qt)x(x 1) (3.25)

elde edilir. (3.25) denklemi (3.22) ifadesinde yerine yazilirsa gerilme potansiyeli
asagidaki sekilde elde edilir.

z(x.t)=zQt)x(x . t)o(x .t} x| (3.26)
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3.1.2.6. Maddesel Simetri Aksiyomu

Bir siirekli ortamin bir pargacigima bagl fiziksel Ozellikler o maddesel noktadan
gecen dogrultulara bagli degilse ve bu 6zellik ortamin biitiin pargaciklari i¢in gegerli
ise ortam izotroptur. Fiziksel 6zellikler dogrultuya gore degisiyorsa anizotroptur.
Ortamin fiziksel 6zellikleri pargaciktan pargaciga degismiyorsa ortam homojendir,
degisiyorsa heterojendir. Bu durumda biinye denklemleri, maddesel koordinat

sisteminin B 6telenmesi ve Q ortogonal transformasyonuna gore form invaryanttir.

X = QX+B (3.27)
Bu ifade (3.24) ifadesinde yerine yazilirsa asagidaki ifade elde edilir.
z(x.t)=z[x(@x +B)-x(x.t)o(x .t) x| (3.28)
3.1.2.1.7. Yoresellik Aksiyomu

X noktasindaki bagimli biinye degiskenlerinin ( t, q, & 77 ) degerlerinin ancak o
parcacigin yakin yoresindeki bagimsiz biinye degiskenlerinden ( X, &) etkilenecegini
ifade eder. Bir bakima ortami olusturan parcaciklar arasindaki etkilesimlerin kisa
erisimli oldugu anlamina gelir. Matematiksel bir yap1 kazandirabilmek i¢in ortamin
bir X noktasi civarindaki hareketi Taylor serisine acarsak asagidaki ifadeyi elde

ederiz.

X(X',t)=X(X,t)+x’K (X,t)(Xk _XK)+%X,KL(X7t)(X;< _XK)(XL _XL)+"'

Bu ifade bilesenleri cinsinden, (3.29)

Xy (X"t): Xy (x’t)+xk,K (X,t)(Xk - XK)+%Xk,KL(X’t)(XI'< - XK)(XL - XL)"'"'
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sekilde yazilabilir. Benzer sekilde sicaklik i¢inde X civarinda Taylor serisine agarsak,
o (x'.t)=6 (x.t)+6, (X.t)(x, - X, )+%6{KL(X,t)(X;< X, )X, =X )+ (3.30)

seklinde olur. (3.29) ve (3.30) ifadelerinde yoresellik aksiyomu nedeniyle sag
taraftaki ilk iki terimi aliriz. (3.29) ifadesinin ilk iki teriminin alinmasiyla tanimlanan
malzemelere basit termomekanik malzemeler denir (Eringen, 1980). Yoresellik
aksiyomuna gdre = nin argiimanlarina olan bagliigi X ve X arasindaki mesafe
arttikca hizla soniimlenmektedir. Hiperelastik bir cismin biinye denklemini elde
etmek i¢in denklemlerimizden sicaklik bagimliligin1 ortadan kaldirmaliyiz. Bunun
icin sicaklig1 sabit almak yeter. Yani tanimladigimiz termomekanik malzeme ancak
izotermal siireglerde bir hiperelastik malzeme gibi davranir. Ayni zamanda
hiperelastik malzemelerde de 1s1 iletimin olmadigi kabul edilir. Bu durumda (3.30)
denkleminde 8k = 0 olur. Bu sekilde bagimsiz biinye degiskenleri asagidaki formu

alir.

x(X )= x (X, 1) = x (X 1)(X ) = X )

(3.31)
o(x'.t)=0(x,t)=6, (X,t)=sbt
Buna gore gerilme potansiyeli,
= (X,t)=2[x, (X,1).6,(X,t), X, D] (3.32)

sekline indirgenmis olur ve bu ifade indeks notasyonunda asagidaki sekilde

yazilabilir.

Z(X,t) =[x, (X,1).6,(X,t), X, Dy | (3.33)

(3.32) ifadesindeki Dk vektorii (3.31) ifadesindeki (XK - XK) seklindeki terimleri

temsil etmektedir. Dk  vektorli, malzemenin anizotrop 0&zelliklerinin biinye
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aksiyomlarindan kaynaklandigini gostermektedir. Buradan goriildiigii gibi objektivite
aksiyomu ortamin anizotropisini temsil etme imkanimi ortaya c¢ikarmaktadir. Bu
calismada secilen malzeme homojen ve izotrop olmakla birlikte, fiber takviyeli
olmas1 nedeniyle anizotropi 6zelligi gostermektedir. Tek fiber ailesi i¢in Dk vektorii

asagidaki gibi tanimlanir (Ontiirk, 1993; Usal 1994).
D, =A(X) (3.34)

Objektivite aksiyomu (3.33) ifadesine bir kisitlama daha getirir. Objektivite
aksiyomunda agiklandigi gibi gerilme potansiyeli, deforme olmus malzemenin rijid
hareketleri altinda invaryant kalmalidir. Bu durumda, uzaysal koordinatlar sistemin
zamana bagli transformasyonlar1 altinda > nin invaryant kalmasi gerekir. Cauchy
teoremine gore bu sartin saglanmasi ve 2 nin ilk argiimanlarinin tek degerli bir

fonksiyon olabilmesi igin X, =X, (i, ya olan bagimlihg1 X, vektorlerinin ikiser

ikiser ve tglii skaler karigik ¢arpimlarina yani,

Xy X, (3.35)

X LK XXy, (3.36)

carpimlarina bagli olmasi1 gerekmektedir (Suhubi, 1994). (3.33) ifadesindeki diger
argiimanlar maddesel koordinat sisteminde ifade edildiginden Cauchy teoremi bu
argiimanlar i¢in s6z konusu degildir ve bu argiimanlar aynen yerinde kalir. (3.35)
ifadesi Green deformasyon tansoriiniin tanimidir ve (1.24); ifadesindeki gibi yazilir
(usal 1994). (3.36) ifadesi ise deformasyon gradyaninin determinantini tanimlamakta
olup (1.6) ve (1.93) denklemlerinde gosterildigi gibi asagidaki sekilde yazilabilir
(Suhubi, 1994).

>
[

J= det(xk,K ) = =€k im XI,L Xm,M (3-37)



63

(1.24); ve (3.37) ifadelerinden faydalanarak (3.33) ifadesi asagidaki sekilde

yazilabilir.
= (X,t)=Z[C (X,1) 7 (X,1).6,(X ), X, Dy | (3.38)

Tutarlilik  aksiyomuna goére, daha oOnce kiitlenin korunumu yasasini

J= (’?(0 t) =,/detC,, seklinde belirtmistik, (3.38) ifadesinde de C,, nin mevcut
P\,

olmas1 nedeniyle p~' degiskenler listesinden ¢ikarilabilir, bu durumda (3.38) ifadesi

asagidaki sekle indirgenir.
s(X,t)==[Cp (X,1). 8,(X,t). X . Dy ] (3.39)

Bu calismada ele alinan ortam i¢in maddesel tasvir vektorii olan D, vektorii, (3.34)
ifadesiyle yapilan tanimlamadan da goriilebilecegi gibi, kisim 1.6 da bahsedilen
A(X) fiber vektoriinii temsil etmektedir. Malzeme fiber ailesi ile kompozit hale
geldigine gore fiber dagilimi ile yonlii bir ortam 6zelligi kazanmistir. Normalde
matris malzemenin izotrop oldugunu farzediyor ve anizotropinin sadece fiber
dagilimindan kaynaklandigini varsayilmaktadir (Usal, 1994 ve Usal, 2001). Bu
durumda mekanik bir yiiklemeye maruz, tek fiber aileli hiperelastik bir ortamin
gerilme potansiyelinin hangi argiimanlara bagli oldugu asagidaki denklem ile ortaya

¢ikmis olur.
Z(X,t)=2[C (X,t), 6, (X, ) A (X). X ] (3.40)

(3.18) esitsizliginin bagimsiz degiskenlerinin degisiminin bir lineer kombinezonu
olarak ifade edebilmek i¢in 2 nin (3.40) ifadesiyle belirlenen argiimanlarinin
maddesel tlirevinin bilinmesi gerekir. Malzemenin homojen oldugu kabul edilerek
(3.40) ifadesinde verilen 2 nin bagli oldugu argiimanlardan X kaldirilir. Ax fiber

vektorli zamana bagli olmadigi ve & sicaklik sabit oldugu i¢in bu ifadelerin
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maddesel tiirevlerinin sifir oldugunu diisiinerek (3.40) ifadesinin maddesel tiirevini

alirsak agagidaki ifadeyi elde ederiz.

. az .
s="~ ¢ 3.41
ac,, (341)

Bu ifadeyi (3.18) esitsizli§inde yerine yazar ve daha Once belirttigimiz 6, =0

kullanirsak agagidaki esitsizlik elde edilir.

! 93 ) -
ST —2-25|Cy 20 3.42
2( “ aCKL] * ( )

Bu esitsizlikte parantez igerisindeki terim sadece C ye bagli oldugu i¢in C cinsinden

lineerdir. Dolayistyla C,, nin katsayis: sifir olmalidir.

0Z

Ty =2
KL 9C,.

(3.43)

(3.43) ifadesi elastik gerilme i¢in biinye denklemidir. Buna goére gerilme

potansiyelinin bagli oldugu argiimanlar asagidaki sekilde yazilabilir.

s=3[C... 6, A] (3.44)

(3.15) ifadesinde J™'=p/p, seklinde kiitlenin korunumu kullanilir ve (3.43)

ifadesi T, teriminin yerine yazilirsa, gerilme tansorii uzaysal koordinatlarda

asagidaki sekilde elde edilir.

0z
t :ﬁz—xk,K XL (3.45)

P, 0Cy
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Incelenen malzemenin uymak zorunda oldugu maddesel simetri kisitlamalar1 vardir.
U tercihli dogrultulara karsilik gelen bir maddesel koordinat takimini yeni bir
maddesel koordinat takimina doniistiiren ve yapinin fiziksel 6zelliklerini invaryant
birakan ortogonal matrislerden olugsmus sonlu bir grup olsun. Bu gruba incelenen
kristal yapinin simetri grubu denir ve ortogonal grubun bir alt grubunu olusturur,

dolayisiyla [0 0(3) yazilabilir. Simetri grubu tam ortogonal gruba esitse malzeme
izotroptur. [l simetri grubunun tyesi olan ve sonlu sayida S0 matrislerinden

olusmus bir simetri grubu dikkate alindiginda, biinye fonksiyonellerinin asagidaki
koordinat doniisiimleri altida form — invaryant kalmasi gerektigi goriilmektedir

(Suhubi, 1994).

X =S Xy, X =S X =S Xy, $'=8", 0s0O0 (3.46)
Bu maddesel simetri kisitlamasina gore, 2= Z(g, g,, A) biinye fonksiyonelini,

s=5 = 3=3(C. 4, A )=3(C.6, A) (3.47)

seklinde ifade edilir. Bu fonksiyonelin argiimanlar1 ise (3.46) ifadesinde verilen

doniisiimler dikkate alinarak,

CIV(L = SKM SLN(:MN
A;( = SKM AM

S
S

= C =SCs8'
, ;— (3.48)
—

> 10

seklinde yazilabilir. (3.48) de verilen ifadeler (3.47) de yerine yazildiginda asagidaki
ifade elde edilir.

s(scs™.sA6,)=2(c. r6,) (3.49)

Fiber ailesinin uzamazlig1 ve ortamin sikismazligin1 Spencer (1972), Suhubi (1994)

ve bir ¢ok arastirmaci tarafindan makul kabuller olarak goriilmektedir. Bu kabuller
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blinye denklemine bazi kisitlamalar getirmekle birlikte pratikteki uygulamalar
acisindan 6nemli bir yaklasim ve basitlestirme saglamaktadir. Suhubi (1994) gerilme

blinye denkleminin Kirchoff formunu,

0Z 0Z

T.(F,X)=
Kk —) 0% OFq

(3.50)

seklinde vermistir ve bu baginti Cauchy gerilme tansorii ile asagidaki sekilde

iligkilendirilebilir.
by :£G—ZX|,K (3.51)
pO a Xk,K

Fiber ailesi uzamaz alindigi zaman, referans konumunda fiberlerin dogrultusu A
birim vektor alani ile verildigine gore ortamin herhangi bir noktasindan gecgen fiber
dogrultusunda germe 1 olmalidir. Bu durumda germe ve Green sekil degistirme

tansoril arasindaki bagint1 agagidaki gibi ifade edilebilir.

A2

2 ZC AA =1 (3.52)

Ortamin sikigsmaz oldugu durumda ise,

J=1 wveya detC=Ill =1 (3.53)

sart1 saglanmalidir. Buna gore (3.51) denkleminde X yerine kendisine es deger olan

fakat sozii edilen kisitlamalar1 iceren asagidaki fonksiyon alinir.

2= plxt) (0 -1+ 2T, () Cu AcA 1) (3.54)
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Bu ifade de p ve 1T, fonksiyonlar1 uzay ve zaman degiskenlerinin bir fonksiyonu
olup Lagrange carpanlari olarak adlandirilirlar. (3.54) ifadesinin X, , ya gore
tiirevini alip (3.51) ifadesinde yerine yazarsak,

0

ty =-po, +T.a.4 2% XL (3.55)
0C,,

ifadesi elde edilir. Bu ifade fiber ailesi uzamaz ve ortam sikismaz kabul edildiginde
gerilme tansoriinlin uzaysal koordinatlardaki formudur. (3.55) ifadesinin maddesel

koordinatlardaki formu ise asagidaki sekilde elde edilir.

0Z

KL

T = _pC;L +T,ACA +2

(3.56)

(3.55) ve (3.56) denklemleriyle uzaysal ve maddesel formda verilen gerilme
tansorliniin  agik¢a ortaya konulmasi i¢cin p ve T, Lagrange carpanlari, alan
denklemlerinden ve siir sartlarindan hesaplanir. Son terimin hesaplanmasi igin
argiimanlari belli olan ¥ nin Cy ye gore tiirevi alinmalidir. Oncelikle ortamin izotrop
yada anizotrop oldugu belirlenmesi gerekir. Bu ¢aligmada tek fiber aileli hiperelastik
ortamin izotrop oldugu kabul edilmistir. Ortam izotrop oldugundan 2 nin

arglimanlar1 sonlu sayida invaryantlara bagli olmasi gerekir.

Bir sonraki kisimda, argiimanlart belli olan ¥ nm baglhh oldugu invaryantlar

belirlenecek ve gerilmenin biinye denklemi agikga elde edilecektir.
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3.2. Metot

Bu c¢alismada ele alman fiber takviyeli hiperelastik ortamin izotrop oldugu kabul
edilmistir. Spencer’in (1972) izotrop ortamlar icin gelistirmis oldugu invaryantlar
teorisi kullanilarak arglimanlar1 belli olan > nin invaryantlar1 belirlendikten sonra

gerilmenin biinye denklemi somut bir sekilde ortaya konulmustur.
3.2.1. izotrop Ortam icin Biinye Modelinin Olusturulmasi

Ortamin anizotropisi fiber dagilimindan kaynaklanmaktadir. Bundan dolay1 ortam

izotrop olarak kabul edildiginde biinye denklemleri ve ¥ nin argiimanlart Q' = Q'

ortogonal matrisi ile belirlenen koordinat doniistimii altinda form — invaryant

kalmalidir. Bu durumda gerilme potansiyeli Z,
sc.a8,)=2(c.A.6,) (3.57)

sekline doniigiir. 2 nin arglimanlari bu doniisiim altinda,

Ci =QuuQuCuns C =929T

' T = (3.58)
A =Qu A, A =QA
olarak ifade edilir. (3.57) ve (3.58) ifadeleri kullanilarak,
5(c,A.6,)=2(ecQ.QA 6,)  DQDOE) (3.59)

esitligi yazilabilir. Burada Q(3) materyal boliimiinde ifade edildigi gibi 3 boyutlu
ortogonal simetri grubunu ifade etmektedir. Bu durumda invaryantlar teorisine gore
2 nin argiimanlarinin sonlu sayida invaryantlara bagl olmasi gerekir. Buna gore, bir

simetrik matrisin (g) ve bir vektoriin (A) birbirinden bagimsiz 6 adet miisterek

invaryanti oldugunu gosterebilir.
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I, =trC =Cy

l,=trC* =C, C,,

I, =trC’ =C, C Couc
l,=AA=AA =A"A

I =ATA=AC, A =A"(CA)= X
I, = A[C>A= AC C,, A, =A'(C7A)

(3.60)

Bu durumda gerilme potansiyeli fonksiyonumuz yukaridaki tanimlanan argiimanlarin

fonksiyonu olarak asagidaki sekilde yazilabilir.
5=3(1,,1,,1,,1,,15,1,) (3.61)
Ikinci dereceden bir tansor olan Green deformasyon tansdriiniin asal invaryantlarinin,

I=1,=trC
I :%[If —|2]:%[(trg)2 ~trc?] (3.62)

1 =%[|5 —31,1, +21,| = detC

seklinde oldugu (Suhubi, 1994) dikkate alinarak (3.60) ifadesindeki (l1, Iz, 13)
invaryantlar1 yerine (3.62) ifadesinde asal invaryantlar1 kullanirsak agagidaki ifadeyi

elde ederiz.
s=3(1,00,11,1,,1,,1,) (3.63)

Bu agamada ortamin sikismazligini ve (1.147) ifadesinde verilen fiber kinematigi ve
fiber uzamazligr dikkate alindigi takdirde (3.63) deki listede yer alan I, l4, Is
invaryantlarinin degeri 1 olur. £ nin bu invaryantlara bagimliligi kalkar ve bagh

oldugu invaryantlar agagidaki sekilde ifade elde edelir.
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| =tl’g=CKK

1
I ZE(CKKCLL _CKLCLK) (3.64)
ls = AcCrlCim Au

Bu durumda 2,
>=3(1,11,1,) (3.65)

seklinde ifade edilebilir. Bu ¢alismada ele alinan ortam i¢in kabul edilen kisitlamalar
altinda gerilmeye ait biinye denklemi 3.1.1 kisminda (3.56) bagintistyla maddesel

koordinatlarda asagidaki sekilde verilmisti.

T =—PCpg +T.ALA, +2 0z

(3.66)

PR

Bu ifade de yer alan kismu tiirev (3.65) ifadesiyle belirtilen invaryantlara gore

asagidaki gibi yazilabilir.

0> _0> ol 0% oll 9% 0l
= + +

=== (3.67)
dC., 010C,, 01l dC,, 0l 0C,,

(3.64) ifadesinden de gorildiigi gibi I, Il, lg invaryantlar1 C tansoriine baglidir.

Bundan dolay tiirev islemlerinin sonucu sifir olmaz ve asagidaki sekilde elde edilir.

ol _

ac,. PR

all

aC,. =0prCii ~Corp (3.68)
al,

aC,. = Ao ACyp +Coc AcAg
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(3.68) elde edilen sonuglar (3.67) esitliginde yerine yazilip (3.66) denklemine
taginirsa, mekanik yiiklemeye maruz tek fiber aileli izotrop bir ortamda, ortamin
sikismaz ve fiber ailesinin uzamaz kabul edildigi durumda gerilme biinye denklemi

maddesel koordinatlardaki bilesenleri cinsinden asagidaki sekilde elde edilir.

Tor = ~PCor + T, AL Aq +2Hg_|z+§_lz|CQQJ PR _aa_IZICPR
(3.69)
0
+a_|(APAQCQR +CPQAQAR)}
6
Biinye denkleminin matris formundaki ifadesi,
Ty =-pC7 +T, AN +2)[ 924 920 || 920, 02 (haicrcan’)  (3.70)
ol all=)= all= a0l = =

seklindedir. (3.70) denkleminde goziiken —p ve T, lagrange carpanlaridir. Lagrange
carpanlar1 alan denklemleri ve sinir sartlar ile belirlenecektir. (3.70) denklemi daha
somut sekilde elde etmek i¢in 2 nin invaryantlarina gore tiirevlerinin bilinmesi

gerekir. Bu iglemler bundan sonraki bulgular boliimiinde verilmistir.
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4. BULGULAR
4.1 Gerilmenin Maddesel Formu

Mekanik bir yiiklemeye maruz tek fiber aileli hiperelastik bir malzeme i¢in biinye
denklemi 2 nin invaryantlarina gore tiirevlerine bagli olarak (3.70) denkleminde
verilmistir. (3.65) ifadesinde 2 nin hangi argiimanlara bagh oldugu goriilmektedir.
Bu asamada X2 nin bu invaryantlara nasil bagli oldugu bilinmemektedir. X
invaryantlarinin analitik bir fonksiyonu ise bir kuvvet serisi ile temsil edilebilir.
Ancak kuvvet serisinin kaginci mertebeden olacagi ve kag teriminin alinacagi baska
bir ifadeyle 2 nin kaginci mertebeden bir polinomla temsil edilecegi, deformasyon
invaryantlarin biiyiikliigline ve olaydaki etkilesim paylarina kisacasi nonlineerlik

mertebesine baglidir.

Diger taraftan i¢ enerji pozitif tanimli oldugundan bu polinomun pozitif taniml
olmas1 gerekir. Ayrica invaryantlarin sirasinin Z y1 etkilememesi i¢in bu polinomun
simetrik katsayilt olmas1 yani kuadratik bir form seklinde olmasi gerekir. Buna gore
bir polinom yaklagimi seg¢ilmesi durumunda, gerilme potansiyeli 2 mevcut

invaryantlari cinsiden agagidaki sekilde yazilabilir.

Z:Z a;; il (,i=12,6) a=a,
N 4.1)
Y=a, 1% +2a, | Il +2a, 11, +a, 1 +2a, Il I, +a, |}

Diger taraftan lastik ve benzeri Ozellikleri tagtyan malzemelerde ¥ nin formu,
Money — Rivlin tipi malzemeler i¢in yazilmis tiirden ifadelerin fiberli ortamlara
genellestirilmesi ile elde edebilir. (3.70) ifadesindeki 2 nin invaryantlara gore
tiirevleri (4.1) polinom acilimindan faydalanilarak bulunacaktir. (4.1) ifadesinin

ihtiva ettigi invaryantlara gore 2 nin kismi tiirevleri alindiginda asagidaki ifadeler

elde edilir.
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a—z:2a11 | +2a, Il +2a, I

dl

g—lzlzza12 I +2a,, Il +2a, I, (4.2)
a—zzza16 I +2a, Il +2a, 1,

ol

Burada invaryantlarin hangi fonksiyona ait olduguna dikkat edilmeksizin gerilme
potansiyelinin invaryantlarina gore tlirevleri alinmistir. (4.2) ifadesindeki
invaryantlarin (3.64) ifadesiyle nelere bagli oldugu verilmisti. Green deformasyon
tansoriine (C) bagh invaryantlar daha kullanish olan genleme tansérii (E) cinsinden
ifade edilebilir. Green deformasyon tansoriine bagli invaryantlari asagidaki bilinen

ifadeler kullanilarak genleme tansorii cinsinden bulabiliriz.

CuL =0k +2E¢

Cux =3+2E
43

AA =|A =1 ve  CoAA =A =1 (4.3)

_1 _

EKSAKAS _E(CKSAKAS _AKAK)_O

olduguna gore,

| =Cy =3+2E,,

I :%[6+8EKK +4E, E,, —4E E,] (4.4)

|6 =1 +4AKEKS ESL'A\L

invaryantlar1 yazilabilir. 3.2.1 bdliimiinde gerilmenin bilinye denklemi (3.69)

ifadesiyle asagidaki gibi verilmistir.
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_ 0> 0% 0
Tor :_pCP:'( +T, A A +2H0_|+GT QQ] PR _aTCPR

(4.5)

0>
+a_|(APAQCQR +CpoAgAg )}

6

(4.5) denkleminin sag tarafinda bulunan Lagrange carpanlarini igeren terimlerin
disinda kalan biitiin terimler (4.2) ifadesiyle verilen kismi tiirevler ve (4.4) ifadesiyle

verilen invaryantlar kullanilarak asagidaki sekilde elde edilmistir.

0L,0%. 5 _

31 T Coo 96 = (6a,, +24a,, +2a,, +18a,, +6a,, )Jus
+(4a11 +32a12 +36a22 +4a26 )EkkJPR +(12a12 +28a22 )EKKELL5PR (46)
- (4a12 + 12a‘22 )EKL ELK 5PR + (8a16 + 24a26 )AK EKS ESL AL5PF€

+8ay, B Bl EQQJPR —8a, v Eix EQQJPR +16a, AcExsEq A EQQJPR

S_IZICPR = (6a12 +68,, +2a, )JPR + (12a12 +12a,, +4a, )EPR
+ (4a12 +8a,, )EKK Opg + (8a12 +16a,, )EKK Epr 828, Ex B Epr 4.7)

+43-22EK|< ELL5PR _8a22EKLELK EPR _4a‘22EKLELK5PR
+ 16a26 AK EKS Esn_ AL EPR + 8a26 AK EKS Esn_ AL5PR
0

0>
a_I(APAQCQR +CPQAQAR):26_I(APAR + A AQEQr + EPQAQAR)
6 6

=(12a,, +12a,, +4a, )A. A, +(8a,, +16a,, JE Ao Aq

+(12a,, +12a, +4ay, )A A Eqs +(8a,, +168,5 )E i AsAoEgr

+(12a,, +12a,, +4ay JEpo Ay Ay +(8ay, +168, )E i Ep AoAx (4.8)
+8a,E B\ Ao A, —8a, E, E AL A, +16a, A E Eq A AA,

+88,,E o Ere Ap Ao Egr =854 E i Ev As AyEor +1684, A Es Eq A AL A E

+8a,Ey B EPQ AQ Ar —8a,E\ E EPQAQAR +16a,AExsEg A EPQAQAR
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(4.6), (4.7) ve (4.8) denklemlerinde verilen ifadeleri (4.5) denkleminde yerine

yazarsak asagidaki ifadeyi elde ederiz.

Ten ==PCon +T.A A +2[(6a,, +24a,, +2a,, +18a,, +6a,, )3m
+(4a,, +32a,, +36a,, +4a,, )E, JOps +(12a,, +28a,, JE, E, Top
-(4a,, +12a,, JE, E, Jms +(8a,, +24a,, )A E(sEq A Opr

+88,,E o 1 EqoOrr ~ 885, Er Ex EqoOpr *+16856A ExsEgt A Ego g
-(6a,, +6a,, +2a,, )0, —(12a,, +12a,, +4a,, )Epp

—(4a,, +8a,, )E. Ops —(8a,, +16a,, )E, Epg —88,,E  E,, Epg
—-4a,,EE O +8a,,E, E (Ep +48,E, E (O

~168,, A Es Eg A Epg — 88, A Es Eq A T

+(12a,, +12a,, +4a,, JA.A, +(8a,, +16a,, JE. Ao A,

+(12a,, +12a,, +4a,, )A A Eqs +(8a, +16a,, )E, As A Eos
+(12a,, +12a,, +4a,, JEpo A A +(8a, +168, )E, Eng AyAr
+82,,E B\ AcAq —88, B E A Ay +16a, A EEq A A A
+88,,E i Evu Ap AgEgr — 88,6 E, E vy AsAyE o +168, A Es Et AL A A Eqe

+ 8a26EKK ELL EPQAQAR - 8a26EKL ELK EPQAQAR + 16a66AK EKS ESLAL EPQAQAR]

(4.9)

Bu ¢alismada mekanik etkilesimler nonlineer kabul edildiginden (4.9) denkleminde
E genleme tansoriiniin 2. mertebeye kadar olan terimleri dikkate alinmistir. Diger
taraftan malzeme fiber boyunca yon degisimine duyarsiz kalacagindan matematiksel
olarak A —-A degisiminden etkilenmez. O halde A vektOriiniin bilesenlerinin dis
carpiminda sadece ¢ift sayida olanlar1 dikkate alinmalidir. Ortak terimler paranteze

alindiginda asagidaki denklem yazilabilir.
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Ton =—PCol +T,AA, +2[2(3a,, +9a,, +a,, +6a,, +2a,, )JPR
+4(a11 +7a, +7a, + a26)|5KK Orn +4(a12 +2a22)

BEE, 3, —E Ep 0o ~2EwkEer)—4(3a,, +3a,, +a,, Eeq

+4(3a,, +3a,, +a )(APAR A AGEg * EPQAQAR)

+8(a, + 28, )(AcE s Eg A Gon + Exe Ao Ag + B Ao Ay Egn + Ec Eng Ag Ag )

+ 8a26 (EKK ELL AP AR - EKL ELK AP AR)+ 16a‘66 AK EKS ESL ALAP AR]

(4.10)

Bu elde ettigimiz denklemi matris notasyonunda asagidaki sekilde yazabiliriz.

T= —pgl +T,AA" + 2[2(3::111 +9a,, +a,, +6a,, + 2a26)L

+ 4(a11 +7a, +7a,, +a, )(trE)L + 4(a12 + 2a22)

(3(tr£)zl= - (trg2 )L - 2(tr£)£)— 4(3a,, +3a,, +a, )E @11)
+4(3a,, +3a,, +a, )(AAT +AATE+£AAT) |

+8(a,, +2a,, ) (A EEAI +(rE)AAT +(rE)AA" E+(rE)EAAT)

(4.10) denklemindeki a;; (i, j= 1,2,6) katsayilar1 X pargacigina ve & sabit sicakligina

baghdir. Bu denklemde aj; katsayilarinin her biri i¢in a, (k =12,3,..... ,8) seklinde

yeni atamalar yapilir ve agsagidaki katsayilar tanimlanir.

1 = 4(:))all + 9a‘12 + a16 + 6a22 + 2a26)

a
a, 8(8.“ +7a, +7a,, +a26)
a

3 8(a12 +2a22)

a, _8(33-12 +3a,, ta, )

(4.12)
aS = 8(3al6 +3a26 +a66 )
aé = 16( a16 +2a26 )
a, =16a,,

a, =32a,,
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Bu katsayilar1 kullanarak gerilme biinye denklemi asagidaki sekilde yeniden

yazilabilir.

Ter =—PCrt +TLALA, +a,5,. +0E,, O,

+a,(3E, E_ 8, —E, E  Oo ~ 2Bk Eor )+ @, Epq

+0, (As A + Ag A E e + En Ao Ay (4.13)
+tag (AK Es Est A Opr + Ex A Ag + E Ac AgE e +E EPQAQAR)
+a7(

EKK ELL'A\P’A\R _EKLELKAPAR)+a8AKEKSESLALAPAR]

Baglangicta gerilmesiz ve yiiksiiz durumda, (4.13) denklemindeki Q0 terimi sifir

olur. Buna gore (4.13) denklemi asagidaki sekilde yeniden yazilir.

Tor = —PCop +T, A A THE O T (3EKK El 0pr ~Ex Ei O ~ 2B« EPR)
+a,Epp 05 (APAR A AEqr + EPQAQAR)
4, (AK Evs Est ALOpr + Exic Ao A + B A AgEgr + B¢ EPQAQAR)

+a7 (EKK ELL AP AR - EKLELK APAR)+a8AK EKS ESLALAPAR]

(4.14)

(4.14) denklemi mekanik yiiklemelere maruz tek fiber aileli izotrop bir ortamda
ortamin sikismaz fiber ailesinin uzamaz ve mekanik etkilesimlerin nonlineer kabul
edilip 2. mertebeye kadar alindigt durumda gerilmenin maddesel koordinatlarda

bilesenleri cinsinden biinye denklemidir.
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4.2 Gerilmenin Uzaysal Formu
Kisim 3.1.1 de gerilmenin uzaysal formu maddesel koordinatlara bagl olarak,

t =37 %, 6% 2 Tpg (4.15)

seklinde verilmisti. Ortam sikismaz kabul edildiginden,

=1 = J'=—=1 (4.16)

Lo = XppXerTrr (4.17)

(4.14) denklemindeki maddesel koordinatlara bagli olan genleme deformasyon
tansOriiniin, fiber vektorlerinin uzaysal koordinatlardaki sekilleri (fiber ailesinin
uzamazlig dikkate alinarak) ile kronecker delta, Piola ve Finger deformasyon

tansorleri asagidaki sekildedir(Usal, 2001 ve Suhubi, 1994).

EKL = Xm,K Xn,Lemn

A =/\aXK’mam, A =1 ise A= XK,mam

a

On = Xk Xk (4.18)
-1 _

CPR - xP,kXR,k
-1 —

Cpr - Xp,KXr,K

(4.14) denklemi (4.17) denkleminde yerine yazilip ve ortaya ¢ikan her terim (4.18)

ifadeleri kullanilarak asagidaki ifadeler elde edilir.
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- pCl;é Xp,PXr,R = _pXP,er,RXp,PXr,R = _papkérk = _p5

pr

TAAX p X g =T X a, X ia X o X, g =T,0,,8,0,,8, =T,a,a,

Pm¥m“*R,n"n pm™~m

— | -1
EKKJPRXp,PXr,R - Xm,KXn,KemnXp,PXr,R _Cmnemncpr

-1 e C—l

mn~mn ~ij

3E, B OprXppXrr = 3Kk Xk Brn Xi L X} L X p X p =3C

-1
n,K¥mn” L™ eiijr

= — Al -1, Al
EKLELKJPRXp,PXr,R - Xm,KXn,LemnXi,LXj,KeijXp,PXr,P _ijemncni eijcpr

-1 e C-_l

— — -1
2EKK EPRXp,PXr,R _2Xm,KXn,KemnXi,PXj,ReijXp,PXr,R _2Cmn mn ~ip eijcjr

— | -1
EPRXp,PXr,R _Xm,PXn,RemnXp,PXr,R =CpCmC

mp ~mn ~nr

Ao AgX, o X g = Xp @y X @, X pX, g =8,8,0,,0,, =a,a,

Pm%m R n%n

— —_ -1
APAbEQRXp,PXr,R - xP,iaixQ,jajXm,QXn,RemnXp,PXr,R - aidmiajd i€mnC

pj “mn™~nr

—aae c'

m“p~mn™~nr

— |
EPQAQARXp,PXr,R - Xm,PXn,QemnXQ,iaixR,janp,PXr,R - Cmpemnaidniajdjr

=cle aa

mp ~mn“n“r

AK EKS ESLALaPRXp,PXr,R =X K,ia' Xm,K Xn,SemnXk,S XI,Lekl X L,jajxp,PXr,R

— -1 -1 -1
=8;0,,€1nCr 0;j€4;Cpr =2,,€,,C

im™~mn™~nk m™~mn*~nk

-1
ekI aI c pr
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— ——— |
EKK APARXp,PXr,R - Xm,KXn,KemnXP,iaiXR,janp,PXr,R _Cmneanipaieraj

.|
= Con€mn@, 8,

mn=mn

Exk Ao AEgrXppXe r = Xk Xn i €mn X pi@i X 18 X 0 Xi €0 Xp p Xr 1

— A1 -1 _ Al -1
=Cp© a-ipaia-'kajclr ekI _Cmnemnapakclr ekI

mn~mn j

Exk EpgPoPAeXppXrr = Xk Xnk €mn Xk p X108k X0i@i X ;@ X, p X, g

— A1 -1 —_ 1 -1
=Cp© Ckpekldliaidjraj_Cmneman|oel<lalar

mn=mn

EKK ELL APARXp,PXr,R = Xm,K Xn,KemnXk,LXI,LekI X P,iai X R,jajxp,P Xr,R

— A1 -1 1 -1
- Cmnemnckl ekldipai 5jraj - CmnemanI eklapar

EKL ELK APARXp,PXr,R = Xm,K Xn,LemnXk,LXI,KekI X P,iai X R,jajxp,P Xr,R

— A1 -1 | -1

= Cont €un Crk ekldipai 5jraj = Crni€mnCrk €@ pas (419)

AK EKS ESLALAP ARXp,P Xr,R = X K,sasxm,K Xn,SemnXk,S XI,Lekl X L,tat X P,iai X R,jaj Xp,P Xr,R

— -1 — -1
- a-smascnk emnekl a-Itata-ipai eraj - aank emnekl aIapar

Bu elde edilen ifadeleri (4.14) ifadesinde yerlerine yazarsak gerilmenin uzaysal
formu asagidaki sekilde elde edilir.
-1

o €mCor +a3(3c‘1e C;'eiCor —C

mn~mn™ pr mn~mn vij

-1 -1 -1
€mnCri €;Cor

mj ~“mn ~ni

ter =—pJ, +T,a,a, +a,c
-2c.e c.“e..c")—a4c"e Co Ty (apa, +a,a,e,,Cy +Cre.a,a )

mn~mn¥ip ¥ij ™ jr mp~mn*nr m“p~mn™~nr mp~mn“n“r

(4.20)

-1 -1 -1 -1 -1 1 -1
+ aé (amemncnkekl a‘ICpr + Cmnemna‘pa‘r + Cmnemna‘pakclr ekI + Cmnemnckpekl a‘I ar)

-1 -1 -1 -1 -1
€ CkI ekla'pa'r _leemncnkeklapar)+axamcnkemneklalapar

mn=mn

va

(4.20) denklemi gerilme tansoriiniin, Euler genleme tansorii ve Finger deformasyon

tansorii cinsinden uzaysal koordinatlardaki formudur. Kronecker delta, sekil
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degistirme gradyanlari, yer degistirme gradyanlari, maddesel ve uzaysal genleme
tansorleri siirekli ortamin bilinen bagintilarindan asagidaki sekildedir (Suhubi, 1994).
Bu bagimntilar kullanilarak (4.20) denklemi uzaysal koordinatlarda yer degistirme

gradyani cinsinden elde edilmeye ¢alisilacaktir.

AkAk =0u> AxAL =0y
Xy k = Ak +/‘kLUL,K
Xk =Aw =AUy 4.21)

Ul =U X0 =AU X, :/‘kK/]lL(Uk,l U um,l)

(uk,l+ul,k_u u )

mk ~m,l

1
€ = E
Burada notasyon kolaylig1 i¢in sonsuz kiigiik genleme tansoriinii ve yer degistirme

gradyaninin maddesel koordinatlardan uzaysal koordinatlara doniisiimiinii asagidaki

seklide aliriz (Suhubi, 1994).

UM,N :AmMAnN um,n

| (4.22)
€y =€y :_( Kl +U|,k)

\S)

(4.21);, (4.21), ve (4.22) ifadelerini kullanarak ve yer degistirme gradyaninin 1.
mertebe terimleri alinarak, finger deformasyon tansorii yer degistirme gradyani

cinsinden agagidaki gibi bulunur.

c;ﬁ = Xk Xrk :(/\ oK +/\pLUL’K)(/\rK +/\,pLUM’K):5 +U. _+U (4.23)

pr r.p p.r

(4.20) denklemindeki finger deformasyon tansoriine ve uzaysal genleme tansoriine
bagl terimler, (4.23) ve (4.22), ifadeleri kullanilarak ve yer degistirme gradyaninin

2. dereceden terimleri alinarak asagidaki ifadeler elde edilir.



82

cec—%(zu o, +2u,. U, +2u, u  +2u U, 0o

mnmn m,m*~ pr mm*“r,p mm-p,r nm“mn® pr

+U 5+uu5)

nm n,m= pr m,n="m,n

cecec u.o

mn ¥ mn ¥ij mm ii~pr

mj ~mn ~ni jnYn,j

1
Cri€mnCri €iCor ZJ (2u Uy +U; U, +un,jun'j)

_1
Con€mnCip €iC)r um,m(up,r+ur,p)

mn~mn ¥ip 2

- a1
Coo clza(up,ﬁu +U, U, U U U U U U

mp ~mn ¥ nr rp p.nrn p.n¥nr np-rn npnr

UU+UU+UU+UU)

pmYm,r p.mYr.m m,pmr m,p“r.m

+U, U, , +U, U, +u,u +un1,unvm)

m%p* mn*~nr r,m rn-mn r,n-nm n,r-mn

1
a,,3,,,Cp, —2amap(um',+u

mp ~mn%n n,p pm“¥mn p.m¥nm m,p“mn m,p“nm r

1
c.e.aa, 2(upn+u +u, ., u,,+u u . +u. u +u. u )ana
,€,,Cry€4,C 1aa(uuc5+uu5+uuc5+uu5)
m~mn~nk ~kl _4 m2\"mk™~ k1™ pr mk™ k™ pr k,m~k,|™~ pr k,m™1 k™~ pr
Cmnemna a lapar(2 m,m +2unmumn un,mun,m-*-um,num,n)

2
mn~mn

_ 1
1 —_
Con e a'pakclrekl _Eapakum,m(uk,r+ur,k)

1
-1 _
Con€ CpCudid, = 22U (upy,+u,'p)

mn=mn r--mm



83

-1 —
cle Cu€gapa, =a,a Uy, U,

mn = mn

_ 1
Co® anekla a, v a,a, (2U|,nun,| U LU, +un,|un,|) (4.24)

mn

_ 1
1
AnCumn€adiaga, —Za a,a,a ( U Uiy T U Uy U U +Uk,mul,k)

(4.24) ifadesindeki terimler (4.20) ifadesinde yerlerine yazilirsa gerilme yer
degistirme gradyanina bagl olarak agagidaki sekilde elde edilir.

m,m ™ pr mm r,p

1
t =—p5 +T, a,a, + 2a2( 0. +2u 2um,mup,r +2un,mum,n5pr

+U Oy +Up Uy 0, )+a[3u

nm n,m* pr m,n~m,n mm i,i%pr j,n¥n,j j,n9ij.n n,jon,j

o —id (2u Up; +U; U, +u, u )

1

um,m (up,r +ur,p)]+Ea4(up,r +ur,p +up,nur,n +up,nun,r +un,pur,n +un,pun,r

p,mYm,r p,mYr.m m,p~m,r m,p-r.m

1
U, Uy, +U U +U U U U )+a{apa,+5amap(um,,+u,,m+u,,num,n

1
+ur,nun,m +un,rum,n +un,run,m)+_(up,n +un,p +up,mum,n +up,mun,m +um,pum,n

m,p-n,m

1
U, U )a”ar]+a{zama' (um,kuk,ldpr +U, U O +U U O +Uk,mu|,k5pr)

%aa(zu +2u, U, +u, U, +u,.u )+%apakum,m(uk,r+ur,k)

m,m n,m“m,n n,m“n,m m,n¥m,n
r¥m,m

: (ups +u,)|+asfaa 1
+ 2a a.u u +U| p +a,laa r mmu _Zapa (2ulnunl +u|,nul,n +un,lun,l) (425)

iaxamalapar (uk,l +u|,k)(um,k + uk,m)

(4.25) denkleminde gerekli indis doniisiimlerini yaparak ortak terimler dikkate

alinirsa asagidaki denklem elde edilir.
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=-pd, +T.a,a +asa,a, +a,u, o +;a ( +u )+%0{5[apam(un,,,r +ur,m)

m,m™~ pr rp

p,n m,m=p~r n,m=m,n n,m=n,m

+(u +un,p)anar]+au aa+{3a'umm nn+(%az—%a3j(2u Up, U, u

1
m nu m,n m,m \" p,r r.p 4\Mpn n,p rn n,r
+U ., + (@, -a,)u, . (u,, +u )+Ea U, +u.,) (o, +u,,)
(up,m +um,p) (um,r +ul’ )]+ 2a [a rnumn +ur,nun,m +un,l’um,n +un,run,m)+aran

p,m~m,n p,m~n,m m,p " m,n m,p~n,m

1
(u Una FUpmUnm ¥ UnpUn, +Un U )]+Za6[ama|5pr(um,kuk,l+Um,kul,k+ukmuk|

+uk,mul,k)+apa‘ (4un mumn +2unm n,m +2um,num,n)+a‘pak (2um, +2umm rk)
1
1~ m,m pI m,m*-l,p T%pr mm I,n"n,l 1,n*1,n n, = n,l
aa (Zu +2u, U )]+Zaaa(4 =2Uu, U, —u, U, —u,u )
1 4.26
Zaxamalapar (uk,lum,k FU U FU U +u|,kuk,m) (4.26)

(4.26) denklemindeki yer degistirme gradyanlarmin indislerini u,, ve U 4 olacak

sekilde degistirmek icin kronecker deltadan faydalanarak asagidaki denklem elde

edilir.

1
- p5pr +Taapar +asapar +0’2 5pr5abua,b +50’4 (Jpa 5rb + 5ra pr)uab

r

1
+50’5 (apaa 5rb +apab 5a +5paabar +5pbaaar)ua,b +a6apar 5ab u

pr*~ac

30,3, 0,0 Uyl g + (;az—%%j(zapraadab +28,3,3, )ua s

+(az _a3)(5ab5p05rd Jabd 5 ) abuc,d +%0’ (25 5 5 +25pa5bc5rd

parc

p“c*ra

420,50, +20,,0,. 3 Uy Ui +%a (2,203 +2,8,0,,3, +2,2,0,0,
) a )
+apad5rb5ac ua,buc,d +Eas araddp::ndbc +arac5pa5bd +arad5pb5ac +ara05pb5ad

pr aad5b0+5praaa5 +5 abad5 +5p acdad) abuc,d

1
uabucd +4O’ (5
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+%aé(4a a,0,,0,, t4a,a,0, chd)uaybucvd +ia6(2ada 0,90, +2a.3,0, de)

p-r~ad p-r-ac r“ab cr~ab
1 4.27
ua,buc,d +Za7 (4apar5ab5cd _2apar5ad5bc _2apar5ac5bd )ua,buc,d ( ) )

1
Zaxapar (acabéad +adab ac +acaa5bd +adaa5bc)ua,buc,d

(4.27) denklemleri daha diizenli yazmak i¢in yeniden A, (k =12,..... ,13) seklinde bir

tanimlama yapilirsa asagidaki ifadeler elde edilir.

A =a,
A, =a,
A, =a;
1
A4 :50’4
1
AS 250'5
A =3a,
A =a, ——a,
/]8 =a, —a,
A, =a,
1
/]10 :Zaé
1
/\M:Ea6 (4.28)
1
/]12 2507
1
/]13 :Zas

(4.28) ifadesindeki katsayilar (4.27) ifadesinde yerine yazilir ve u,, ve U, U,

parantezine alinirsa, gerilmenin uzaysal formu asagidaki gibi elde edilir.
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tpr:_pdpr+Taapar+/]lapar+|./‘25 0, +/\5aa ) +/‘4(5 5, +5ra5pb)

pr~ab p-r Yab pa “rb
+/‘5(a a 5rb +apab Ja +5paabar +5pbaaar)]ua,b +[A65pr5ab50d

p“a r

+2,(8,8,0, +25,8,.80, )+ A (68,014 +0,50,.5.5 )

pr~ad pr~ac pc™~rd rc™ pd

+2,(28..5,.8, +25,.8,,8,4 +28,,0,.0,4 +20,,0,.5,4)

pa~rc rc ~ad ac~rd

¥ /‘S{apac (Jradbd + er Jad ) + apad (Jradbc + 5rb5ac ) + (Jpadbc + 5pb5ac )arad (429)

+ (Jpadbd + pr 5ad )arac} + ASapa‘r (Jad 5bc + Jacdbd ) + /\IOJpr (aaa‘d ch + aaa‘c 5bd
+abad ac +aba05ad )+/\115ab(apac5rd +apad rc +adar5pc +acar5pd)

+ /\12apar (25ab5cd - 5ad ch - Jacdbd )+ /\ 13apar (acabdad + ad abdac + acaadbd

+ ad a'a5bc )]ua,buc,d

(4.29) denklemi, mekanik bir yiiklemeye maruz tek fiber aileli izotrop ortamda
ortamin sikismaz, fiber ailesinin uzamaz ve mekanik etkilesimlerin nonlineer kabul
edildigi durumda gerilmenin uzaysal koordinatlarda yer degistirme gradyanina bagh
olarak verilen biinye denklemidir. (4.29) bilinye denklemi fiber takviyesiz sikigsmaz
bir ortam i¢in 1, 4, 6, 8, 9, 10 ve 11. terimlerini ihtiva edecek sekilde indirgenebilir.
4,5, 6, ve 7. terimler yer degistirme gradyaninin lineer etkisinden, 8 ile 17. terimler
arasindaki Dbiitlin terimler yer degistirme gradyanmin nonlineer etkisinden
kaynaklanir. Eger yer degistirme gradyani lineer alinsaydi ikinci mertebeden terimler
thmal edilebilirdi. (4.29) denkleminde, nonlineer terimler atildiginda Usal (2001) 1n
elektrik alaninin olmadig1 ortam igin elde edilen denklem ile Ortiistiigii, fiber etkisi
ihmal edildiginde 1. ve 2. merteben yer degistirme gradyani cinsinden elde edilen

denklem Suhubi (1994) nin elde ettigi denklem ile Ortlistiigli goriilmektedir.
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4.3 Hiperelastik Bir Malzemenin Analizi

Hiperelastisite, malzemelerin  tamamen geri  alinabilen sonlu elastik
deformasyonlart ile ilgili bir kavramdir. Kauguk ve bir ¢cok polimer malzeme bu
kategoriye girer. Bu tip malzemeler i¢in gerilme, gerinme enerjisi yogunlugu
fonksiyonu ile belirlenir. Ansys programi bu tip davranis sergileyen malzemeleri
karakterize etmek icin iki farkli model sunar. Bunlardan birincisi, sikistirillamaz
malzemeler i¢in kullanilan Mooney — Rivlin modelidir, ikincisi ise sikistirilabilir
kopiik ve kopiik tipi malzemeler i¢in kullanilan Blatz — Ko modelidir. Mooney —
Rivlin modeli hemen hemen sikistirllamaz dogal kauguklarin gerilme — gerinme
davranigin1 temsil etmek i¢cn uygun bir modeldir. Malzemenin gerinme enerjisi
yogunlugu fonksiyonundaki hiperelastik sabitler malzemenin mekanik tepkisi olarak
tanimlanir. Bu yiizden hiperelastik analiz esnasinda dogru sonuglar elde etmek i¢n
malzemenin Mooney — Rivlin sabitlerini iyi bir inceleme ile dogru sekilde belirlemek

gerekir. Mooney — Rivlin sabitleri genellikle deneysel gerilme — gerinme bilgileri

kullanilarak belirlenir.

Sekil 4.1 Problemin ve kesit alinan geometri

Bu calismada; malzeme sabitleri C; = 550 kPa ve C,= 138 kPa (Chang ve Pan, 2001)
olan hiperelastik bir malzeme i¢in Mooney — Rivlin modeli kullanilarak analiz
yapilmistir. Sekilde gosterildigi gibi i¢i bosaltilmig silindirik kaugugun i¢ yilizeyine
1000 kPa basing uygulanmistir. Ele alinan izotropik malzeme i¢in Poisson orani 0.49

olarak alinmistir. Silindirin i¢ ¢ap1 17 cm, dis ¢ap1 ise 47 cm’dir.
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I¢ basing biitiin yiizeye homojen dagildigi ve aksisimetri sartindan dolayr ¢oziim
esnasinda geometriyi tam olarak modellemeye ihtiya¢ yoktur. G6z Oniline alinan
kesitte elde edilecek sonuglar modelin tamami i¢in gecerlidir. Eleman tipi olarak;
hem Mooney — Rivlin hem de Blatz — Ko tipi modellemeye uygun ii¢ boyutlu
HYPERS86 eleman kullanilmistir. Hiperelastik malzeme i¢in analiz 6zelliklerinden
biiylik deformasyon etkileri aktif hale getirilir. Malzeme i¢in seg¢ilen Poisson orani
degeri girilir. Veri tablosundan hiperelastik malzemeye ait degerler girilir.

Geometriyi olusturmak i¢in koordinat sistemi silindirik koordinatlara dontistiiriiliir.

Sekil 4.1 da gosterilen geometriyi olusturmak igin, sol taraftaki keypointler
olusturulduktan sonra x ekseni boyunca 0.3 m ileriye kopyalanir. Bu keypointler
kullanilarak hacim olusturulur. Olusturulan hacim sonlu elemanlar ¢6ziimii i¢in alt
elemanlara boliinlir. Ele alinan parca silindirin bir kismmi temsil ettiginden tiim
diigiim noktalar1 y ve z ekseninde simetri sartin1 tanimlamak i¢in mesnetlenir. Daha

sonra sekil 4.1 da goriilen elemanin sol yiizeyine 1000 kPa’lik basing uygulanir.

1NDDAL SOLUTION ANSYS

APR 20 2004
09:47:11

STEP=1
SUB =1

TIME=1

SEQV (AVE)
DMX =.153964
SMN =755754
SMY =.319E+07

755784 L 130E+07 L 1B84E+07 L238E+07 LE292E+07
. 10ZE+07 .1ETE+07 LZ11E+07 . ZEEE+07 . Z1IE+07

BASINC = 1lE& FPa

Sekil 4.2 Hiperelastik malzemenin diiglim noktalarindaki gerilmeler
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HODAL SOLUTION

3TEP=1
SUE =1
TIME=1
EFTOEQV
DI =.153964
SMN =. 179545
SMe =.671982

(AVE)

1795458

BASINC =

ANSYS

APR 20 2004
09:51:47

. 288975
234263 343652

. 398407 507837
453122

LB1TZET
.56R2552 LB71982

1Egc Pa

Sekil 4.3 Hiperelastik malzemenin diiglim noktalarindaki gerinmeler

HODAL SOLUTION

STEP=1
B =1
TIME=1
T3

R3¥3=0
DI =.153964
SMN =.076215
SMe =.153864

(AVE)

076219

BASINC =

ANSYS

APE 20 2004
09:43: 57

0548357

1E& Pa

093436

102134

L110%7E

119411

128048

. 136687

145326

153964

Sekil 4.4 Hiperelastik malzemenin diiglim noktalarindaki yer degistirmeler
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Problemde elde edilen sonuglari kiyaslamak agisindan; ayni geometri ve sinir
sartlarina sahip, elastisite modiilii 200 GPa ve Poisson orani 0.3 olan izotropik bir
malzeme i¢in yeni bir analiz daha yapilmistir. Elde edilen sonuglar asagida

verilmistir.

1I'IDDAL SOLUTION ANSYS

] APR Z0 2004
= 13:53:12
TIME=1

SEQV {AVE)
DMX =.132E-05
SMN =272705
SMX =.178E+07

Z72705 &08017 S433E5 -1Z5E+07 -1&1E+07
440361 ?IEET3 -111E+07 - 145E+07 - 178E+07
BASINC = 1lE& Pa

Sekil 4.5 Celik malzemenin diigiim noktalarindaki gerilme
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HODAL SOLUTION

3TEP=1
SUE =1
TIME=1
EFTOEQV
DI =.132E-05
SMN =.136E-05
SMe =.891E-05

(AVE)

_136E-0& _Z04E-0& .472E-08
.ZEQE-0E .2B2E-0E

1Egc Pa

_G33E-058
.EEEE-DE .TEIE-DE

BASINC =

ANSYS

APR 20 2004
13:54:03

_B07E-05

.2591E-0&

Sekil 4.6 Celik malzemenin diigiim noktalarindaki gerinmeler

HODAL SOLUTION

STEP=1
B =1
TIME=1
T3
R3¥3
DI
SMN
S

(AVE)

=

L 13ZE-05
. B3EE-06
L 13ZE-05

ANSYS

APE 20 2004
13:51:26

_B33E-08

BASINC =

- 714E-06

1E& Pa

_7EIE-0&

_B65E-06

. 941E-08

_1l0zE-0&E

_103E-08

.117E-0&

_1z4E-08

_13zZE-05

Sekil 4.7 Celik malzemenin diiglim noktalarindaki yer degistirmeler
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Cizelge 4.1 Hiperelastik eleman tipinin kullanildig analizde elde edilen sonuglar

ELEMAN IX Eksenindeki Yer | Y Eksenindeki Yer | Ortalama Ortalama | X Eksenindeki | Y Eksenindeki
NUMARASI |degistirme (m) degistirme (m) Gerilme (Pa) | Gerinme | Kuvvet (N) Kuvvet (N)
1 0.14157 0.16243E-13 0.30144E+07 | 0.91253 576.21 0.17161E-09
2 0.12004 0.16462E-13 0.19492E+07 | 0.64604 0.42633E-13 -0.22737E-12
3 0.10356 0.96277E-16 0.13751E+07 | 0.47587 -0.11369E-12 0.56843E-13
4 0.90752E-01 -0.13553E-16 0.10242E+07 | 0.36228 0.71054E-14 0.85265E-13
5 0.80629E-01 0.15721E-17 0.79220E+06 | 0.28355 0.11191E-12 0.25580E-12

Cizelge 4.2 Celik eleman tipinin kullanildig1 analizde elde edilen sonuglar

ELEMAN IX Eksenindeki Yer | Y Eksenindeki Yer | Ortalama Ortalama X Eksenindeki | Y Eksenindeki
NUMARASI (degistirme (m) degistirme (m) Gerilme (Pa) Gerinme Kuvvet (N) Kuvvet (N)
1 0.11676E-05 0.12725E-18 0.14654E+07 | 0.95248E-05 304.00 0.28422E-12
2 0.93285E-06 0.12957E-18 0.85915E+06 | 0.55845E-05 -0.21316E-13 -0.28422E-13
3 0.79757E-06 0.13342E-20 0.56602E+06 | 0.36791E-05 -0.10658E-13 -0.15632E-12
4 0.71330E-06 -0.50789E-21 0.40244E+06 | 0.26159E-05 0.12434E-13 -0.42633E-13
5 0.65876E-06 0.12821E-21 0.30228E+06 | 0.19648E-05 0.44409E-14 0.28422E-13

Cizelge 4.3 Hiperelastik eleman tipinde

diiglim noktalarindaki yer degistirmeler

Cizelge 4.4 Celik eleman tipinde

diigiim noktalarindaki yer degistirmeler

Diigiim X Eksenindeki Y Eksenindeki Diigiim X Eksenindeki Y Eksenindeki
Numarast | Yerdegistirmeler(m) | Yerdegistirmeler(m) Numarasi Yerdegistirmeler(m) | Yerdegistirmeler(m)
1 0.15379 0.72373E-02 1 0.13184E-05 0.62040E-07
2 0.15379 0.72373E-02 2 0.13184E-05 0.62040E-07
3 0.15379 -0.72373E-02 3 0.13184E-05 -0.62040E-07
4 0.15379 -0.72373E-02 4 0.13184E-05 -0.62040E-07
5 0.76135E-01 0.35828E-02 5 0.63717E-06 0.29985E-07
6 0.12934 0.60868E-02 6 0.10168E-05 0.47850E-07
7 0.11074 0.52111E-02 7 0.84889E-06 0.39948E-07
8 0.96383E-01 0.45357E-02 3 074625506 035118E-07
9 0.85122E-01 0.40058E-02 9 0.68036E-06 0.32017E-07
10 0.76135E-01 0.35828E-02 o 063717606 029985E-07
11 0.85122E-01 0.40058E-02 11 0.68036E-06 0.32017E-07
12 0.96383E-01 0.45357E-02 12 0.74625E-06 0.35118E-07
13 0.11074 0.52111E-02 13 0.84889E-06 0.39948E-07
14 0.12934 0.60868E-02 14 0.10168E-05 0.47850E-07
15 0.76135E-01 -0.35828E-02 15 0.63717E-06 -0.29985E-07
16 0.85122E-01 -0.40058E-02 16 0.68036E-06 -0.32017E-07
17 0.96383E-01 -0.45357E-02 17 0.74625E-06 -0.35118E-07
18 0.11074 -0.52111E-02 18 0.84889E-06 -0.39948E-07
19 0.12934 -0.60868E-02 19 0.10168E-05 -0.47850E-07
20 0.76135E-01 -0.35828E-02 20 063717606 2029935507
21 0.85122E-01 -0.40058E-02 21 0.68036E-06 -0.32017E-07
22 0.96383E-01 -0.45357E-02 22 0.74625E-06 -0.35118E-07
23 0.11074 -0.52111E-02 23 0.84889E-06 -0.39948E-07
24 0.12934 -0.60868E-02 24 0.10168E-05 -0.47850E-07
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Sonuglardan da goriildigii gibi; hiperelastik ve c¢elik malzemeler igin yer
degistirmeler ve gerilmeler kiyaslandiginda, iki malzemenin gerilme degerleri
arasindaki oran hiperelastik malzeme lehine 2 kat olurken, yer degistirme oranlar
100000 kat gibi oldukga biiyiikk bir degere ulasmaktadir. Yer degistirmeler
arasindaki bu biiyiik farkin sebebi; hiperelastik malzemelerin yiiksek elastik sekil

degistirme kabiliyetine sahip olmasidir.

s : ) ) : : : :

Gerilme

05 | | | | |
0.2 0.3 0.4 ns 06 0.7 ne ng 1
Gerinme

Sekil 4.8 Hiperelastik malzemede gerilme — gerinme iligkisi

Basing Altinda Hiperelastik Bir Malzemenin Analizi

Bu calismada bir taraftan sabitlenmis ve diger taraftan basing uygulanan i¢i bos bir
silindirigin analizi yapilmistir. Malzeme sabitleri C; = 550 kPa ve C, = 138 kPa olan
hiperelastik bir malzeme icin Mooney — Rivlin modeli kullanilmistir. Sekilde
gosterildigi gibi i¢i bosaltilmis silindirik kaugugun st ylizeyine 1000 kPa basing
uygulanmis ve diger ylizey ise sabitlenmistir. Ele alinan izotropik malzeme ig¢in
Poisson orani 0.49 olarak alinmistir. Silindirin i¢ ¢apt 4 cm, dis ¢apt 10 cm ve

derinlik ise 5cm’dir.
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Sekil 4.9 Problemin geometrisi

Eleman tipi olarak; Mooney — Rivlin tipi modellemeye uygun ii¢ boyutlu HYPER158
eleman kullanilmistir. Hiperelastik malzeme icin analiz 06zelliklerinden biiyiik
deformasyon etkileri aktif hale getirilir. Malzeme i¢in secilen Poisson oran1 degeri

girilir. Veri tablosundan Mooney — Rivlin sabitleri girilir.

Sekil 4.10 Yiiklerin uygulanmais hali

Hollow Cylinder komutu kullanilarak belirtilen 6lgiilerde i¢i bos silindir olusturulur.
Olusturulan hacim Sonlu Elamanlar metodu ile ¢6ziim i¢in elemanlara boliiniir. Daha
sonra sekil 4.10 da goriilen elemanin iist ylizeyine 1000 kPa’lik basing uygulanir ve
diger yiizey ise sabitlenir. Malzeme hiperelastik oldugu i¢in ¢6ziim 6zelliklerinden
bliyiik deformasyon etkileri agilir. Problem ¢ozdiiriildiikten sonra asagidaki sonuglar

elde edilir.
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HODAL SOLUTION AN

] MAY 24 2004
—— 11:26:41
TIME=1

USTM (AVE)

RET5=0

DM =2.099

SMY =2.099

(a)

WSS
0 . 466336 932672 1.399 1.865
.233168 . 699504 1.166 1.632 z.093

HODAL SO0LUTION AN

] MAY z4 z004
—— 12:28:42
TIME=1

USTH (AVE)
RETS=0

DIX =2.099
MY =2.099

(b)

u] -ABE336 932872 1.399 1.865
233168 . 699504 1.166 1.632 Z.099

Sekil 4.11 Yer degistirmelerin (a) yandan goriiniimii, (b) alttan goériintimii
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HODAL SOLUTION AN

] MAY 24 2004
—— 12:32:23
TIME=1

SEQV (AVE)
DIX =2.099
SMN =152739
SMY =.259E+07

I e |
1527329 £24428 . 124E+07 . 178E+07 LZ3ZE+07
473614 95363 _1E1E+07 . Z0SE407 L Z59E+07

Sekil 4.12 Ortalama gerilmeler

HODAL SOLUTION AN

STEP-1 MAY 24 2004
e 12:32:48
TIME=1
EPTOEQV  (AVE)
DMY =2.099
SMN =.050351
MY =.500933

050351 . 15048 2506059 350739 450868
100415 200545 300674 4003803 500933

Sekil 4.13 Ortalama gerinme
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5. TARTISMA VE SONUCLAR

Bu calismada, mekanik yiiklemeye maruz tek fiber aileli hiperelastik — izotrop bir
ortamin nonlineer davranigini modellemek i¢in modern siirekli ortamlar mekanigi
kapsaminda bir yol izlenmistir. Bu modellemeyi gergeklestirirken genel
termodinamik balans denklemleri, Clausius — Duhem esitsizligi, biinye teorisi
aksiyomlarina iligkin kavramlar, biinye denklemlerinin bulunmasi ve argiimanlarin
somut olarak tayini i¢in invaryantlar teorisine ait bulgular, ele alinan malzemenin

nonlineer davranisinin modellenmesinin teorik temellerini olusturulmustur.

Termodinamigin 1. ve 2. kanunlarinin birlestirilmesinden elde edilen Clausius —
Duhem esitsizligi temel baslangic noktast olarak dikkate alinmaktadir. Bu
esitsizlikte; entropi yogunlugunun, i¢ enerjinin ve deformasyonun zamanla,
sicakligin da uzaysal koordinatlara gore degisimi termodinamik prosesi temsil
etmektedir. Bir termodinamik proseste i¢ enerji ve entropi degisiminin kontrolii
miimkiin olamayacagindan, (3.2) ifadesinde verildigi tarzda bir Legendre
transformasyonu uygulanarak, zamanla degisen terimler i¢ enerji ve entropi yerine

serbest enerji ve sicaklik cinsinden yazilmaistir.

Clausius — Duhem esitsizliginin kullanilabilir hale getirilebilmesi i¢in serbest
enerjinin zamana gore maddesel tiirevinin hesaplanip yerine konulmasi gerekir.
Ancak bu igslem Z nin hangi bagimsiz degiskenlere bagli oldugunu tespit etmeden
once yapilamaz. Kozalite, determinizm, esbulma, uygunluk, objektivite, maddesel
simetri ve yoresellik aksiyomlari kullanilarak 2 nin genelde hangi arglimanlara bagh
olmasi gerektigi (3.39) denkleminde verilmistir. Malzemenin homojen oldugu kabul
edilerek (3.40) ifadesiyle verilen Z nin arglimanlarindan X kaldirilir ve bu durumda
2 nin bagl oldugu argiimanlar Green deformasyon tansorii Cg;, deformasyondan
once fiber vektor alaninin X noktasindaki degeri Ak ve sicaklik & seklindedir. = nin
blinye aksiyomlarina uygun haliyle, sonunda kimlere bagli oldugu acikca
belirlendikten sonra, zamana gore maddesel tiirevler alinir. Hiperelastik bir
malzemenin gerilme durumunu incelerken sicaklik sabit olacagi i¢in sicakliga baglh

ifadelerin ve sicaklik gradyaninin maddesel tiirevi sifir olur. Gerilmenin, C
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deformasyon tansoriine ve A fiber vektoriine bagli olan 2 dan tiiretildigi
goriilmektedir. Uygulamalarda makul kabul goren, ortam sikismaz ve fiber ailesi
uzamaz kabul edildiginde gerilme tansoriiniin biinye denklemleri maddesel
koordinatlarda (3.56) denklemiyle ve wuzaysal uzaysal koordinatlarda (3.55)

denklemiyle verilmistir.

Matris malzeme izotrop alinarak 2 iizerindeki baglayici etkenlerden kaynaklanan
sonuclar acikca ortaya konmakta ve serbest enerji ifadesine son sekli verilerek, fiber
takviyeli hiperelastik izotrop ortamlar i¢in matematiksel bir biinye modeli
olusturulmaktadir. Bunun icin Cebrik Invaryantlar Teorisine gore, ¥ gerilme
potansiyeli C, A ve bunlarin miisterek invaryantlari olan ve (3.60) ifadesiyle verilen 6
adet bagimsiz invaryantlara baglidir. Bu invaryantlardan ilk {igiiniin yerine (3.62)
ifadesi ile verilen asal invaryantlar kullanilmistir. Ancak ortam sikismaz ve fiber
ailesi uzamaz kabul edildiginden Il1, I4 ve Is invaryantlarinin 1’e esit oldugu goriiliir
ve bu invaryantlar 2 nin bagh oldugu invaryantlar listesinden ¢ikarilir. 2 nin C
tansorline gore tlirevi alinip (3.66) denkleminde yerine yazilarak, gz Oniine alinan
ortamda gerilmenin nonlineer biinye denklemi maddesel koordinatlarda bilesenleri

cinsinden (3.69) ve matris formunda (3.70) elde edilmistir.

2 bagli oldugu invaryantlarin analitik bir fonksiyonu oldugunu diisiiniilerek, > ikinci
dereceden bir polinom ag¢ilimi ile temsil edilmistir. (3.69) denklemlerinde bulunan X
invaryantlarina gore tiirevleri bu agilimdan hesaplanarak, kismi tiirevlerde yer alan
Green deformasyon tansdriine bagli invaryantlar ve (3.69) ifadesindeki Green
deformasyon tansoriine bagh terimler genleme tansorii E cinsinden ifade edilmistir.
Bu ¢alismada mekanik etkilesimler nonlineer kabul edildiginden E tansoriiniin ikinci
dereceden terimleri dikkate alinmistir. Diger taraftan malzeme fiber boyunca yon
degisimine duyarsiz kalacagindan matematiksel olarak A —» -A degisiminden
etkilenmeyecegi i¢in A vektoriiniin bilesenlerinin dis carpimda cift sayida olanlar
alinmistir. Bu ifadeler (4.5) denkleminde yerlerine yazilarak ortamin sikismaz ve
fiber ailesinin uzamaz kabul edildigi, tek fiber aileli hiperelastik izotrop ortamda
mekanik etkilesimlerin nonlineer kabul edildigi durumda gerilmenin biinye denklemi

maddesel formda (4.14) ifadesinde elde edilmistir. gerilme biinye denklemi (4.20)



99

ifadesinde uzaysal formda Finger ve Genleme deformasyon tansorleri cinsinden elde
edilmistir. Daha sonra (4.29) denklemiyle yer degistirme gradyanina bagli olarak
gerilmenin nonlineer biinye denklemi uzaysal formda verilmistir. Bu denklemde,
nonlineer terimler atildiginda Usal (2001) in elektrik alaninin olmadigi ortam igin
elde edilen denklem ile Ortlistiigii, fiber etkisi ihmal edildiginde 1. ve 2. merteben yer
degistirme gradyani cinsinden elde edilen denklem Suhubi (1994) nin elde ettigi
denklem ile ortiistiigli goriilmektedir.

Bulgularin sonunda ise hiperelastik bir malzemede dis kuvvetlerin etkisi altinda
olusan deformasyonlar Sonlu Elemanlar Metodu kullanilarak gdsterilmistir. Farkli
bir malzeme ile karsilagtirilarak hiperelastik malzemenin gosterdigi sonuglar

verilmistir.

Bu calismanin devaminda, ortami iki fiber aileli diisiinerek farkli bir matematiksel
modelleme yapilabilir. Ayrica hiperelastik ve dielektrik o6zellikli bir ortamin

nonlineer elektromekanik davranisini belirleyen bilinye denklemi ortaya konabilir.
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