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OZET
(Bulanik Say: Dizilerinin Istatistiksel Limit ve Yigilma Noktalar:)
Bu ¢aligma beg boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde literatiir 6zeti verilerek caligmanin amaci ve literatiirdeki yeri agiklan-

migtir.

ikinci bolitmde, bulamk kiimeler teorisi ile istatistiksel yakinsaklik teorisindeki baz
tanimlamalara, notasyonlara ve sonuglara yer verilmigtir. Ayrica bulanik say: dizileri
icin istatistiksel sinirhhk kavramm tammlanmgtir.

noktas1 kavramlan tamimlanarak, bu kavramlar ile klasik limit noktasi kavram arasin-
daki bagintilar incelenmigtir. Ayrica istatistiksel sinirh bir bulanik say1 dizisinin istatis-

tiksel y1gilma noktalarimn kiimesinin bog olabilecegi gbsterilmigtir.

.....

infimum ve supremum kavramlar: tanimlanarak bunlarla ilgili temel sonuglara yer ve-
rilmigtir. Bir bulamk say: dizisinin istatistiksel limit infimumu ve supremumu birbirine
egit oldugu halde dizinin istatistiksel yakinsak olmayabilecegi gosterilerek, boyle bir
durumda dizinin istatistiksel yakinsak olabilmesi icin dizi iizerine konulacak bir kosul

verilmigtir.

Son boltimiin ilk kisminda, bulamk say:r dizileri igin klasik limit infimum ve supre-
mum kavramlan tanimlanmigtir. Ikinci kisimda ise bir bulamk say: dizisinin cekirdegi
kavrami tanmimlanarak, cekirdek ile alt ve tist limitlerin iligkisi incelenmistir. Ayrica
siurh bir bulamk say1 dizisinin ¢ekirdeginin tek nokta kiimesi olmasinin dizinin yakin-
sakhgim gerektirmedigi gsterilerek, dizinin yakinsak olabilmesi icin dizi tizerine konu-
lacak bir kogul verilmistir. Son kisimda ise istatistiksel ¢ekirdek kavrami tanimlamp,
klasik gekirdek ile iligkisi ortaya konulmustur.

ANAHTAR KELIMELER: Yopunluk, istatistiksel yakinsaklik, istatistiksel simir-
hhk, istatistiksel yif1lma noktasi, istatistiksel limit noktasi, istatistiksel limit infimum
ve istatistiksel limit supremum, ¢ekirdek, istatistiksel ¢ekirdek, bulanik say1 dizilerinin
istatistiksel yakinsakhg, bulamk say1 dizilerinin limit infimum ve limit supremumu.

i



ABSTRACT

(Statistical Limit and Cluster Points of Sequences of Fuzzy Numbers)
This thesis consists of five chapters.

In the first chapter, a brief overview of the literature is given and the goal of the work

and its importance in the literature are emphasized.

In the second chapter, certain definitions, notations and results related both to the the-
ories of fuzzy sets and statistical convergence are recalled. Furthermore, the concept of

statistical boundedness for sequences of fuzzy numbers is introduced.

In the third chapter, we define the statistical limit and statistical cluster points of a
sequence of fuzzy numbers and investigate the relations between these concepts and the
notion of ordinary limit point. Moreover, it is shown that the set of statistical cluster

points of a statistically bounded sequence of fuzzy numbers could be empty.

In the fourth chapter, the notions of statistical limit infimum and supremum for a
statistically bounded sequence of fuzzy numbers are introduced and some main results
associated with these notions are given. Even though the statistical limit infimum and
supremum of a sequence of fuzzy numbers are equal, it is shown that the sequence
may not be statistically convergent. In such a case, a condition for this sequence to be

statistically convergent is given.

In the first section of the final chapter, the notions of ordinary limit infimum and
supremum for sequences of fuzzy numbers are introduced. In the second section the
core of a sequence of fuzzy numbers is defined and the relations between the core and
lower-upper limits are examined. In addition, it is shown that if the core of a bounded
sequence of fuzzy numbers is a singleton, then this does not imply the convergence of
the sequence. Hence, a condition for this sequence to be convergent is given. In the
last section the concept of statistical core is introduced and its relationship with the

classical core is investigated.

KEY WORDS: Density, statistical convergence, statistical boundedness, statistical
cluster point, statistical limit point, statistical limit infimum and statistical limit supre-
mum, core, statistical core, statistical convergence of sequences of fuzzy numbers, limit

infimum and limit supremum of sequences of fuzzy numbers.
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1. GIRIS

Klasik yakinsakligin bir genellemesi olan istatistiksel yakinsakbk kavram ilk
olarak 1951 yilinda Steinhaus (1951) tarafindan Polonya’da Wroclaw Univer-
sitesi'nde diizenlenen bir konferansta tanmitilmg ve yine aym yilda Fast (1951)
tarafindan geligtiritmigtir. Bu kavramin toplanabilme teorisi ile iligkisini ilk
olarak Schoenberg (1959) incelemigtir. Yaklagik 20 yillik bir duraklama siirecin-
den sonra Salat (1980) ve Fridy (1985)’nin ¢aligmalariyla bu teorinin tnemi an-
lagilmaya. baglamig ve sonrasinda birgok matematikginin ilgisini ¢ekmigtir. 80’1
yillarin sonlarinda hizhi bir ivime kazanan istatistiksel yakisakhgin; Connor
(1988;1989) ve Kline (1995) fonksiyonel analizle, Erdés ve Tenenbaum (1989)
sayilar teorisiyle, Miller ve Orhan (2001) &lcii teorisiyle, Pehlivan ve Mame-
dov (2000%;2000%) optimizasyon teorisiyle, Duman ve Orhan (2004) fonksiyon
dizileriyle, Pehlivan ve Karaev (2004) Abel yakinsakhkla iligkisini ortaya
koymustur.

1995 de Nuray ve Savag’in, istatistiksel yakinsaklik teorisinin bulanik say1 dizile-
rine uygulanabilecegini gostermesiyle bu teorinin yeni bir dali ortaya ¢ikmgtir.
Reel say1 dizilerinin istatistiksel yakinsakhig tizerine yapilan galismalar Nuray
(1998), Kwon (2000;2001) ve Savag (2000) tarafindan bulamk say1 dizilerine
genigletilmigtir.

Reel sayilar kiimesi bulamk sayilar kiimesi icine gtmiilebileceginden bulamk
say1 dizileri icin verilen biittin sonuglar, karakteristik fonksiyonlarin géz 6niine
alinmasiyla reel say1 dizileri icin de saglanacaktir. Bulamk sayilar kiimesi reel
sayilar i¢ine alan bir kiime olmanin yam sira kismi sirah olan ve grup yapisi olug-
turmayan bir kiimedir. Bu nedenle reel sayilarda siralama ve grup ozelligi kul-
lanilarak elde edilen veya edilecek sonuclarin bulamk say1 dizilerine genigletilmesi
basit bir genellegtirme olarak diigtintilmemelidir. Cahsmamizdan da goriilecegi
iizere verdigimiz 6zgiin sonuglar ve ispat teknikleri fi¢lincti béltimiin ilk birkag
teoremi harig reel dizilerin istatistiksel yakinsakligi teorisinden farkhdir.



Bu caligmada reel sayilarin istatistiksel yakmsaklifina dair baz 6zelliklerin,
kismi sirah olan ve grup yapisi olugturmayan bulanik sayilar kiimesi tizerinde
nasil degigebilecefi gozlemlendi ve bu &zelliklerin invaryant olabilmesi i¢in bu-
lanik say1 dizileri {izerine hangi kogsullarin konulabilecegi tartiildi. Ayrica bu
caligma ile, bulanik sayilarin istatistiksel yakinsakhg teorisine; istatistiksel y1g1l-
ma noktalari, istatistiksel limit infimum, istatistiksel limit supremum ve istatis-
tiksel gekirdek gibi kavramlarn kazandirmay: amaclamaktayiz.

Klasik teorideki sonuglarm Zadeh (1965)’in onderligindeki bulanik kiime teori-
sine taginmasi ¢ok kolay olmamstir. Ornegin bulamk sayilardan olusan bir kii-
menin infimum ve supremumunun varlif) problemi uzun yillar boyunca ¢oziile-
memigtir. 1997 de Congxin ve Cong sinirhi bir kiimenin infimum ve supremumu-
nun varhgim ispatlamig ve bunlarin nasil hesaplanabilegini géstermistir. Fang
ve Huang (2004) ise Congxin ve Cong (1997)’un bu varlik ve gosterim teoremini
(yine sinirl bulanik say: kiimeleri i¢in) daha da anlagilabilir ve uygulanabilir hale
getirmigtir. Biz de Fang ve Huang (2004)’in bu galhigmasim dikkate alarak infi-
mum ve supremum kavramlarini kullanirken dizilerin alttan veya iistten smirh
olmalarima dikkat ettik. Bu nedenle 6zellikle dérdiincii ve beginci béliimlerde
bulanik say1 dizilerini bazen istatistiksel smirli, bazen de simrh almak zorunda
kaldik.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bulanik sayilar teorisinin zenginlifinden dolay: bu teoride kullanilan bir mate-
matiksel kavramin birbirinden ¢ok farkli tanimlariyla karsilagmak miimkiindiir.
Bu nedenle bu béliimde ¢alismamizda kullanilan biittin kavramlar ve sonuglar
tiim ayrintilariyla tanitilacak, yeri geldiginde literatiirde olmayan bazi sonuclar
verilecektir. Kullamlacak temel kavramlar segilirken literatiirde en ¢ok benim-
senen ve bulanik sayilarin istatistiksel yakinsakhi teorisinde kullanilan kavram-
lardan yararlanilmaya 6zen gosterildi. Bu bolimde ilk olarak bulamk sayilar
teorisindeki bazi kavramlara, ardindan istatistiksel yakinsakbk teorisinde kul-
lanilan baz notasyonlara ve son olarak bulanik say: dizilerinin istatistiksel yakin-

saklih teorisindeki baz1 sonuclara yer verilecektir.

Tamim 2.1: R reel sayilar kiimesinden [0,1] arahfna tanimh ve agsagidaki
kogullar1 saglayan bir X fonksiyonuna bulanik say: denir:

» X normaldir, yani X (zp) = 1 olacak sekilde en az bir zo € R vardir,

» X bulamk konvekstir, yani her z,y € R ve A € [0,1] icin X(Az + (1 - A)y) >
min{X (z), X(y)} dir,

» X iistten yan stireklidir,

» X° olarak tammmlanan {z € R : X(z) > 0} kiimesinin kapams1 kompakttir
(Chang ve Zadeh, 1972).

Yukaridaki dért zellik her o € (0, 1] igin X bulanik sayismin a—kesmesi olarak
tammlanan X® := {z € R: X(z) > a} = [X* X | kimesinin, R nin bog ol-
mayan kompakt ve konveks altkiimesi olmas: anlamim tagir. Benzer durum X°
icin de stylenebilir. Ayrica X° = lim, o+ X® geklinde de yazlabilir (Diamond
ve Kloeden, 1994). Tim bulamk sayilarin kiimesi L(R) ile gosterilir.

Her bir reel say1 onun karakteristik fonksiyonu ile ifade edilebilir. Ayrica yukarn-
daki bulanik say1r tammmina gore her bir karakteristik fonksiyonun bir bulanik
say1 oldugu agiktir. Bu diislince yardimiyla reel sayilar kiimesi bulanik sayilar
kiimesi igine gémiilebilir. Bu nedenle bulanik sayilar icin verilen biitiin sonuclar
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reel sayilar icin verilen sonuglarin bir genellemesi olacaktir ve bulamk sayilar igin
saflanan biitiin 6zellikler altkiimesi olan reel sayilar (karakteristik fonksiyonlari
g6z Oniine alinarak) igin de saglanacaktir. Fakat bulamk sayilar kiimesi kismi
sirall ve grup yapist olugturmayan bir kiime oldugundan bazi sonuglar R deki
sonuglardan farkli ¢ikacaktir. Bu farkhiliklar da ¢aligmamiz1 zenginlegtirecektir.

L(R) tizerindeki Hausdorff metrigi olarak adlandirilan metrik

d(p,v) == sup max(|p* —r°|, 5% —7*|)
aecl0,1]
geklinde tammlanmgtir. Puri ve Ralescu (1983) (L(R),d) ikilisinin bir tam
metrik uzay oldugunu ispatlamiglardir. Ayrica bu metrigin, karakteristik fonksi-
yonlar gbzoniine alindiginda R tizerindeki mutlak deger metrigine indirgendigi
goriilebilir. Bu nedenle cahgmamizda kullanacagimz bu d metriginin, R
tizerindeki mutlak deger metriginin iyi bir geniglemesi oldugu sdylenebilir.

Bulanik sayilar kiimesi tizerinde ¢ok farkh siralama bagintilariyla karsilagmak
miimkiindiir. Calismamizda bulanik sayilar teorisinde en ¢ok benimsenen tanim-
lamalar kullanilmaya, ¢aligildi. Bu siralama bagintilar agagidaki gekildedir:

p,v € L(R) icin

p2v e Vae(0,1] igin % < 7% ve p* < p°

seklinde tamimlanan < bagintis1 bir kismi siralama bagintisidir. Kesin kiigiikliik
bagintis: ise

p<v & p=vvedacl01] oyleki i* < 7* veya pu* < p*

seklindedir (Diamond ve Kloeden, 1994). Efer u X v ve v < u bagmntilarindan
her ikisi de gerceklenmiyor ise u ve v kargilagtirilamaz denir ve p o v semboliiyle

gosterilir.

E C L(R) olsun. Eger her X € E igin X = p olacak sekilde bir 1 bulanik sayis:
varsa F kiimesi tistten simrhdir ve y bulanik sayis1 £ kiimesinin bir {ist sinirdir
denir. Eger E kiimesinin biitin g #ist sinirlan icin 4 < 4’ oluyorsa u ye E

4



kiimesinin en kiigiik iist sir (supremumu) denir. Alttan smirlilik ve en biiytik
alt stmr kavramlari da benzer gekilde verilebilir (Nanda, 1989). Congxin ve
Cong (1997) smurh bir £ C L(R) kiimesinin infimum ve supremumunun mevcut
oldufunu ve nasil hesaplanabilecegini gtstermislerdir. Fang ve Huang (2004)
supremum ve infimum igin varbk ve gosterim teoremini daha da sadelegtirerek

agagidaki gekilde vermiglerdir.

Teorem 2.2: A C L(R) olsun. Eger A kiimesi alttan siurh ise 4 € L (R)
infimumuna sahiptir ve bu infimum agagidaki gibi hesaplanabilir:

. _ . A =X
p = infA= U/\[;relgz,;gﬁv],

A€(0,1)
her A € (0,1] icin A=supinfy”, @ = inf7,
@1 ign ' =swiuly’, F= i3
0 : 0 —0 ‘e
= inf %", = sup inf7".
g 'yGAZ # A>€76A7

Benzer gekilde, A iistten smmirh ise v € L (R) supremumuna sahiptir ve bu supre-

mum agagidaki gibi hesaplanabilir:

v = supA= U A [sup'y’\,supﬁ’\},
Ae(o L7EAT 7EA

her A € (0,1 igin  ¢* = supy?, 7* = inf sup 7"
~yeEAT <A yeA
¥ = infsupy?,  7° = sup?’.
A>0yea— YEA

(Fang ve Huang, 2004).
Zadeh’in Genigleme Prensibi yardimiyla p ve v bulanmk sayilarinin toplam
(b +v) (z) == sup min{u(y),v(2)} (2.1)
r=y+z

ve farka
(b—v)(2):= Sup min{u(y), v(2)} (2:2)

seklinde tammlanir (Dubois ve Prade, 1980). a—kesmelerine gore toplam ve
fark da

her o € [0,1] igin (p+v)* :=p*+v* ve (u+v) :=7*+7%  (2.3)




_ya

her o € [0,1] igin (p — )% 1= p® ve (p—v) =T%—1" (2.4)

bigiminde tanimlanmgtir. Burada (2.1) ile (2.3) ve (2.2) ile (2.4) tanimlan bir-
birlerine denktir (Diamond ve Kloeden, 1994).

u € L (R) bulanik sayisiin karakteristik fonksiyonla toplam ve fark: da, yukar-
daki iglemde v bulanik sayisi bir karakteristik fonksiyon gseklinde alinarak agagi-
daki gibi yazilabilir: a € R reel sayisinin karakteristik fonksiyonu

1 |, eferz=a ise
a1(z) =
0 ,diger hallerde

olmak tizere
(b+01)" = 4% 8] + [o,0] = [+ 0,5 + ],

(ﬂ— al)a = Ma,—ﬂa] - [aaa] = ,ﬁa - a’/—j'a - ]
dir (Kaufmann ve Gupta, 1984). Burada (u + a;), (1 — a1) € L(R) dir. Ayrica
siralamanin tanimina gore, eger a > 0 ise g — ay < g < 4 + a; yazilabilir. Bu

ise d (y, u+ a1) = d (g, p — a1) = a demektir.
X,Y € L(R) olmak tizere, L (R) kiimesinin bir kapah arahg
X, Y] ={Ze€eLR): X XZ<Y} (2.5)

seklinde tanumlanir. Buradaki kapal arahk, elemanlar: bulanik sayilar (yani 6zel
fonksiyonlar) olan klasik bir kiimedir, yani bulanik kiime degildir. Dolayistyla bu
kiimenin kapalihp ve konveksligi icin klasik teorideki kavramlar kullamlacaktir.

Klasik teoride oldugu gibi, bulanik sayilardan olusan bir E kiimesinin konveks
olabilmesi icin gerek ve yeter kogul her A € [0,1] ve u,, us € E igin

A+ (=X p, €E

olmasidir (Rockafellar ve Tyrrell, 1997). Bu halde L (R) nin konveks ve kapali

kiimelerinin (2.5) formunda oldugu stylenebilir.
I berhangi bir indeks kiimesi olmak iizere {W;},; = {[Ai, Bil}ic; € L(R)
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ailesini tamimlayalim. Eger her ¢ € I icin E C W; oluyorsa {W;},.; ailesine E
nin kapah konveks ortiist denir. Eger her i € I icin W;, = [A;,, B;,] C [4;, Bi
olacak sekilde bir iy € I varsa W;, aralifina E bulanik sayilar kiimesini érten en
kiiciik kapali konveks aralik denir.

Simdi de bulanik say: dizileri i¢in tanimlanmig baz1 kavramlar verilecektir.

Tamm 2.3: Eger {X} : k € N} kiimesi sinirh ise X = {X} bulamk say1 dizi-
sine siirlidir denir (Matloka, 1986).
L (R) tizerindeki buttin sinirh dizilerin ktimesini B (L(R)) ile gosterelim.

Tanim 2.4: Eger her € > 0 icin k > ko oldugunda d(X}, X;) < ¢ kalacak gekilde
€ a bagh bir ko sayis1 bulunabiliyorsa X = {X;} bulanik say1 dizisi X, bulanik
sayisima yakinsaktir denir ve li}ch,c = Xy veya k — oo i¢in X — X seklinde
gosterilir (Matloka, 1986; Kaleva, 1985).

L (R) iizerindeki biitlin yakinsak dizilerin kiimesini C' (L(R)) ile gosterelim.

Matloka, (1986), yakinsak her bulamk say1 dizisinin sinirh oldugunu gostermistir,
yani C (L(R)) C B (L(R)) dir.

Tanim 2.5: X = {X;} dizisinin v bulanik sayisma yakinsak bir altdizisi varsa
7 sayisina X = {X} dizisinin limit noktas: denir.

X = {X}} dizisinin tiim limit noktalarinm kiimesini Lx ile g&sterelim.

Boliimiin geriye kalan kisminda ise bulamk say1 dizilerinin istatistiksel yakin-
saklif ile ilgili bazi sonuglara yer verilecektir. Ik olarak istatistiksel yakimsaklik
teorisinin temelini olusturan dogal yogunluk kavramim tamtalim. X C N ve
K, = {k € K : k < n} olsun. |K,|, K, kiimesinin eleman sayisini gtstermek
tizere K kiimesinin dogal yogunlugu §(K) := 7}1_930”(7“1 seklinde ve tist yogun-
lugu da 6(K) := limsup%l geklinde tanimlamr (Niven ve Zuckerman, 1980).
Yogunlugun 'o'zel]ikl%?izden, K¢ :=N\K olmak tizere §(K°) = 1 — §(K) ve effer
K, C K, ise §(K1) < 6(K3) yazabiliriz (Freedman ve Sember, 1981).

Bir bulamk say1 dizisinin istatistiksel yakinsaklig ilk olarak Nuray ve Savag
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(1995) tarafindan asagidaki gibi tammlanmgtir.

Tamim 2.6: Her € > 0 icin {k € N : d(Xx, Xo) > €} kiimesinin dogal yogunlugu
sifir ise X = {X} bulamk say1 dizisi X, bulanik sayisina istatistiksel yakinsaktir
denir ve st — h'inXk = Xp geklinde gosterilir (Nuray ve Savag, 1995).

L (R) {iizerindeki bitiin istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesini SC (L(R)) ile
gosterelim.

Sonlu kiimenin dogal yogunlugu sifir oldugundan C (L(R)) C SC (L(R)) kap-
samas1 agiktir. Kapsamanin kesin oldugu da agagidaki 6rnekten goriilebilir.
Ornek 2.7: X = {X;} dizisi
0 ,effer £ € (—00,0) U (2,00) ise
wz) =< z ,eger z € [0,1] ise
—z+2 ,diger hallerde (d.h.)

olmak {izere
(0 z € (—o00,k—1)U (k+1,00)
(k—1) [k~ 1, K] b =n ise
z—(k— ,T € lk—1,
Xi(z) := (n=1,2,3,..)
-z+(k+1) ,dh.
{ u(z) ,d.h.

seklinde tamimlansim. Burada her € > 0 icin
K(e)={k e N:d(Xx,pu) > €} C{4,9,16,25,...}

ve §(K (¢)) = 0 oldugundan X = {X;} dizisi y ye istatistiksel yakinsaktir fakat
yeterince kiictik € lar icin X (¢) kiimesi sonlu olamayacagindan X = {X;} dizisi
i ye yakinsak degildir.

Tanim 2.8: Eger
{keN: X > plU{keN: Xy pu})=0

olacak gekilde bir p bulamk sayisi varsa X = {Xj} dizisi listten istatistiksel
simrhdir denir. Benzer gekilde,

SH{keN: X <viU{keN: X ov})=0
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olacak sekilde bir v bulanik sayms: varsa X = {Xj} dizisi alttan istatistiksel
simirhidir denir. Buradaki p ve v bulanik sayilarina da, sirasiyla, X dizisinin
istatistiksel tist ve alt st denir.

Eger bir X = {X;} dizisi hem iistten hem de alttan istatistiksel smirh ise bu
diziye istatistiksel simirhdir denir.

L (R) tizerindeki biitiin istatistiksel sinirh dizilerin ktimesini SB (L(R)) ile gtstere-
lim. Bu durumda B (L(R)) C SB (L(R)) oldugu aciktir. Istatistiksel yakinsak-
likta oldugu gibi kapsamanin kesin oldugu agagidaki trnekten goriilebilir.

Ornek 2.9: X = {X;} dizisini

(o 2 € (—00,0) U (2, 00)
mz)=<¢ z , T €[0,1]
{_$+2 ,d.h.
ve )
0 ,Z € (—00,3) U (5, 00)
po(z) =< -3 ,z€3,4
L—:c+5 ,d.h.
olmak {izere
[ o ,Z € (—00,k— 1)U (k+1,00)
Jk =n? ise
z—(k—1) ,zelk—1k
(k+1) .db (n=1,2,3,..)
~z+(k+1) ,d.
Xi(z) = ¢
, k tek fakat tam
() .
kare degil ise
| Ha() ,d.h.




geklinde tanimlayalim (bknz Sekil 2.1).

1 Hg Xy
o35
Sekil 2.1
Burada
Sk eN: Xy < p}U{k € N: Xy o0 p,}) = 6 ({0}) = 0
ve

S({keN: X, = po}) = 6({9,16,25,..}) = 0,
d({keN: Xy =p}) = 6({0})=0

oldugundan X = {X,} dizisi istatistiksel smirhdir. Fakat her & € N igin X; < v
olacak gekilde bir v bulanik sayis1 bulunamayacagindan X dizisi smirh degildir.
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3. BULANIK SAYI DIiZILERININ iSTATISTIKSEL LIMIT VE
YIGILMA NOKTALARI

Bu béliimde, ilk olarak bir bulanik say1 dizisi igin istatistiksel limit ve yigilma
noktas1 kavramlari tanitilarak bu noktalar ve klasik limit noktasi arasindaki
bagmtilar incelenecektir. Boltimiin ilk kisminda kullandigimiz tanimlama ve
ispat teknikleri Fridy (1993)’nin hemen hemen aymsidir. Fakat boliimiin son-
larina dogru reel say1 dizilerinden farkh sonuglara yer verdik. Bu farklhliklan
ilging drneklerle agiklamaya caligtik. Ilk olarak Fridy (1993)’nin reel say1 dizileri
icin verdigi seyrek olmayan altdizi kavramini bulank say1 dizilerine genisletelim.

Tanim 3.1: X = {X;} bulanik say1 dizisi verilsin. Eger,
6({kj:jEN}) =0

ise {X&,} altdizisine seyrek (thin) altdizi, aksi takdirde seyrek olmayan (non-
thin) altdizi adi verilir. Kisahk bakimmdan, {Xj,} altdizisini K = {k; : j € N}
olmak tizere {X} g ile gbsterelim.

Temeli seyrek olmayan altdizi kavramina dayanan istatistiksel limit noktasi
kavram agagidaki gekilde tanimlanmsgtir.

Tamm 3.2: X = {X,} dizisinin v bulanik sayisina yakinsak seyrek olmayan
bir altdizisi varsa, v ye X dizisinin bir istatistiksel limit noktas: denir.

X bulanik say: dizisinin istatistiksel limit noktalarinin kiimesini Ax ile gbstere-

lim.
Tanim 3.3: X = {X;} bulamk say1 dizisi verilsin. Her £ > 0 igin
0({keN:d(Xs,p) <e})>0

kosulu saglaniyorsa p bulanik sayisina X dizisinin istatistiksel yigilma noktas:

denir.
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X bulanik say1 dizisinin istatistiksel y1g1lma noktalarinin kiimesini I'x ile gostere-

lim.

Teorem 3.4: X = {X;} ve Y = {Y)} bulamk sayilarin iki dizisi olsun. Eger
d{ke N: X #Y:}) =0, ise Ax = Ay ve I'x =Ty dir.

Ispat. 1lk olarak Ax = Ay egitlifini gosterelim. Hipotez geregi 6({k € N :
X # Yr}) = 0 yazlabilir. Keyfi bir v € Ay segelim. Bu halde Y bulanik
say1 dizisinin v bulanik sayisina yakinsak seyrek olmayan bir {Y}x altdizisi
vardir. Hipotez geregi 6({k € N : k € K ve X; # Yi}) = 0 oldugundan
5({keN: k€ K ve X =Y;}) > 0 yagabiliriz. Bu ise {X}x nm v ye yakinsak
bir {X}, seyrek olmayan altdizisinin varligim ifade eder. Bsylece v € Ax dir,
yani sonug olarak Ay C Ax dir. Kapsamanin difer y6nii de benzer sekilde gos-
terilebilir. O halde Ax = Ay elde edilir.

Simdi de I'x = I'y esitliginin dogru oldugunu gosterelim. u € I'x keyfi olsun.
u € I'x oldugundan her ¢ > 0 icin 6({k € N : d(X,n) < €}) > 0 yazabi-
liriz. Hipotez geregi hemen her k i¢in X; = Y} oldugundan her € > 0 igin
0({k € N : d(Ys,u) < €}) > 0, yani u € Ty elde edilir. Buise I'x C Ty
kapsamasmin varhgim gosterir. Benzer sekilde kapsamanin diger yonii de gos-
terilebilir. Sonug olarak I'y = I'y bulunur.

Teorem 3.5: Bir X = {X}} bulanik say1 dizisi igin Ax C I'x dir.
Ispat. v € Ax keyfi olsun. Tamim 3.2 ye gore X in v ye yakmsak seyrek
olmayan bir {Xk(;)} altdizisi vardir, yani

o({k():jeN})=d>0
diir. Ayrica her € > 0 igin
{k € N:d(X,v) <e} 2 {k(j): j € N\{j € N: d(Xy(;,v) > ¢}

yazabiliriz. {X(;)} altdizisi v ye yakmnsak oldugundan her € > 0 igin {j € N :
d(Xi(),v) 2 €} € Pr (N) elde edilir. Boylece

F{keN:dX,v)<e}) > 3({k():jeN}) ~3({j € N: d(Xug,v) > e})
= d>0
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yazabiliriz. Son egitsizlikten 6({k € N : d(Xi,v) < €}) > 0 elde edilir, yani
v € I'y dir.

Teorem 3.6: Bir X = {X;} bulanik say1 dizisi i¢cin 'y C Lx dir.
Ispat. u € 'y keyfi olsun. Bu durumda her € > 0 igin

3({k € N: d(Xs, p) < €}) >0

yazilabilir. K (€) := {k(j) € N : d(Xp(),p) < €} olmak tizere {X}x, X in
seyrek olmayan bir altdizisidir, yani her ¢ > 0 igin §({K}) > 0 elde edilir. Bu
halde K € P;(N) olacagindan p € Lx yazilabilir.

Teorem 3.6 daki kapsamanin kesin oldugu asagidaki drnekten goriilebilir.

Ornek 3.7: X = {X;} dizisini

0 ,Z € (—00,0) U (2, c0)
m@=4 s  zep
—z+2 ,d.h.
ve
0 , T € (—00,3) U (5, 00)
pa(z) =4 z—-3 ,z€[3,4]
—z+5 ,d.h.
olmak lizere

Xk =

Y1, efer k=n2ise (n=1,2,3,..)
Lo, d.h.

seklinde tamimlayalim. Burada Lx = {4,, 4y} olmasma kargin 'y = {u,} dir.

Teorem 3.8: Efer st — lim X = Xp ise Ax = I'y = {X,} dur.

Ispat. [k olarak Ay = {X,} oldugunu gosterelim. Tersine, en az bir £ > 0 igin
d(Xo, Yy) > 2¢ olmak tizere Ax = {Xo,Yp} oldugunu kabul edelim. Bu durumda
X = { Xy} bulanik say1 dizisinin Xy ve Y; a yakinsayan iki tane { Xj(;} ve {Xy;;)}
seyrek olmayan altdizileri vardir. {Xj;)} altdizisi Y; a yakinsak oldugundan her
e > 0 icin {I(i) € N: d(X;), Yo) > €} € Pr (N) yazlabilir. Ayrica

{i(?) e N: 4 € N} = {I(i) € N: d(Xy5), Yo) < e} U {I(5) € N: d(Xi5), Y5) > €}
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oldugundan
5({1(3) € N4 € N}) = 3({i(3) € N : d(Xigy, Yo) < eD+5({1(3) € N : d(Xig9, Yo) > €})
yazabiliriz. Boylece
3({(0) € N : d(Xy, Yo) < €}) > 0 (3.1)
elde edilir. Hipotezden st — lilxch;!c = Xp oldugundan her £ > 0 igin
0({k e N: d(X,Xo) > €})=0 (3.2)

ve buradan da

0({k € N: d(Xy, Xo) <€}) >0

yazabiliriz. € < gxg_,yo) olacak gekildeki her € > 0 igin
{l(?) e N: d(Xy3), Yo) < e} N{k € N: d(Xy, Xo) <€} =0
oldugundan
{I(s) € N: d(Xi5), Vo) < €} C {k € N : d(X, Xo) > €}
yazalabilir. Ust yogunlugun tanimindan da
5({1(5) € N : d(Xy5), Yo) < €}) < 0({k € N: d(Xy, Xo) > €}) =0

elde edilir. Bu ise (3.1) ile celisir. O halde Ay = {Xo} olmaldr.
Benzer gekilde en az bir € > 0 icin d(Xo, Zp) > 2¢ olmak tizere I'y = {Xo, Zo}
oldugunu kabul edelim. Bu halde

0({k € N:d(Xy, Z) < €}) >0 (3.3)
yazalabilir. Ayrica, € < ﬂ_-’foz,il oldugundan
{k € N:d(Xi, Xo) < e} N{k € N:d(Xy, Zp) < e} =9,
dolayisiyla
{k € N:d(X}, Xo) 2 e} 2 {k € N:d(Xk, Zo) < €}
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yazabiliriz. Her iki taraftan limit supremuma gegilirse
S({k eN: d(Xk,Xo) > 6}) > E({k €N: d(Xk, Zo) < 8}) (34)

elde edilir. Burada (3.3) numaral egitsizlikten, (3.4) {in sag tarafinin sifirdan
biiylik oldugu ve (3.2) numaral egitsizlikten (3.4) iin sol tarafinin sifira esitligi
elde edilir. Bu ise geligkidir. O halde I'x = {X,} olmahdur.

Simdi de bir bulanik say1 dizisinin istatistiksel y1gilma noktalar: kiimesinin Haus-
dorff metriginin trettigi topolojiye gore kapali oldugunu gosteren agagidaki teo-
remi verelim. Ashnda bu teoremin genel bir metrik uzayda ispat1 Kostyrko vd.
(2000) tarafindan verilmigtir. Cahgmamzin akig: igerisinde bu teoremin farkl
bir ispat1 agagidaki gekilde verilecektir.

Teorem 3.9: Bir X = {X}} bulanik say: dizisi igin I'x kiimesi kapahdur.
Ispat. 'y = & ise ispat agikardir. T'x # @ olsun. 4 — oo igin Y (i) — Xo
olacak gekilde keyfi bir {Y' ()} C I'y C L(R) dizisi segelim. Bu keyfi {Y'(3)}
dizisi icin Xg € 'y oldugunu gosterirsek ispatimiz tamamlanir.
e > 0 keyfi olsun. Y (i) — X, oldugundan £ i¢in en az bir ng (§) € N vardur dyle
ki her ¢ > ng (§) i¢in

d(Y (i), Xo) < 5
kalir. Simdi de € a bagh bir ¢ = i (%) € N segelim, 6yle ki 79 > nyg (%) olsun
(bu halde € sabit oldugundan 4 da sabitlenebilir). Bu durumda

d (Y (i0), Xo) < g

yazabiliriz.
Ayrica
{k eN:d (XY (i) < %} C {keN:d(Xx, Xo) < £} (3.5)
kapsamasi gerceklenir. Bunu gosterebilmek icin keyfi bir
ko € {k € N:d (X Y (i) < £} alalm. Bu halde d (X, Y (4)) < § yazabiliriz,
boylece
d(Xip, Xo) < d(Xny, Y (i0)) + d (Y (io), Xo)

E.‘.E-—e
2 2
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bulunur ki bu da kg € {k € N: d(X, Xo) < £} demektir, yani (3.5) kapsamasi
gerceklenir.

Y (4) € I'x oldugundan 6 {k € N : d (X, Y (4)) < £} # 0 ve (3.5) kapsamasimn-
dan 6 {k € N:d (X, Xo) < e} # 0 yazabiliriz. € > 0 keyfi oldugundan son

egitsizlik bize Xy € I'x sonucunu verir.

Istatistiksel sinmirh bir reel say1 dizisinin istatistiksel y1gilma noktalarinin kiimesi-
nin bos kiime olmadigimi biliyoruz (Fridy, 1993). Fakat agagidaki &rnek bize
olabilecegini gostermektedir.

Ornek 3.10: Grafigi Sekil 3.1 de verilen X = {X}} bulamk say1 dizisi ve p
bulanik sayisi

rx+1 ,—1<z<0
-z +1 0<z <1 (8=2)
X@)=1 ~&@-D+} JED <o<i(EED)
o 3 () <o <2
| 0 Ah.
z+1 ,—-1<z<L0
—z+1 0<z<1
pz)=1q 3 l<z<?
—z+2 3<z<2
0 d.h
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seklinde tanimlansin.

Qekil 3.1

Burada her k € Nigin I_)_{-é — 72

= |1 - &| = 1 oldugundan Hausdorff metriginin
tamimina gore her k € N igin d (X, p) > 3 elde edilir. Béylece £ = 1 icin

s({bemavim<t)) o

oldugundan u € I'x olamaz. Bagka bir bulanik sayinin da bir istatistiksel y1giima

noktasi olmasi s6z konusu olamayacagindan I'y = @ sonucuna ulasiriz.

Burada su soru akla gelebilir: Acaba hangi kogullar altinda istatistiksel sinirh
bir bulanik say1 dizisi i¢in I'y # @ olabilir? Dordiincii bsliimde bu sorumuza bir
cevap niteliginde, dizinin istatistiksel limit supremumu veya infimumu ile iligkili
bir kogul verecegiz.
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4. BULANIK SAYI DIiZILERININ ISTATISTIKSEL LiMiT
INFIMUM VE SUPREMUMU

Simdiye kadar bulanik sayilar icin oo kavramlar tammlanamadig icin heniiz
sinirsiz bir dizi igin infimum ve supremum kavramlar tanimlanamamigtir. Bu ne-
denle, bu boliimde verecegimiz istatistiksel limit infimum ve supremum kavram-
larmi istatistiksel sirh bulanik say: dizileri (yani SB (L(R))) tizerine kisitlamak
zorunda kaldik. Simdi bir X = {X,} € SB(L(R)) dizisinin istatistiksel limit
infimumunu ve supremumunu tanimlamada anahtar niteliginde olan agagidaki
kiimeleri tamimlayalim:

Ax ={p€ L(R): §({k € N: Xy < p}) # 0} ;

Ax ={peL(R):6({keN: X, = p}) =1};
By :={upe L(R):6({k e N: Xy = u}) #0};
Bx:={ueLR):0({keN:X;<u})=1}

olsun. Burada Ax ve Bx kiimeleri, X dizisinin sirasiyla istatistiksel alt ve
tist sirlarinin ktimeleridir. X = {X;} € SB(L(R)) oldugundan yukaridaki
dort kiime bog degildir. Ayrica Ax ve Bx kiimeleri birer alt siira, Ax ve By
kiimeleri de birer tist sinira sahiptir. Boylece Fang ve Huang (2004) m supre-
mum ve infimumun varhg teoremi olan Teorem 2.2 yardimiyla inf Ay, sup Ay,

sup Bx ve inf Bx bulanik sayilarinin varlig s6ylenebilir.

Simdi hem bir dizinin istatistiksel limit infimumu ve supremumunu hesaplarken
farkli iki alternatif sunmak, hem de bu béliimdeki ispatlarn kolaylagtirmak amaciy-
la oldukga kullanigh olan asagdaki teoremi verelim.

inf EX dir.
Ispat. Burada sadece ilk esitlik ispatlanacaktir, diger egitlik de benzer sekil-
de ispatlanabilir. v := inf Ax ve p := sup Ax olsun. Ax ve Ax kiimelerinin
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tammindan her 7 € Ay icin v < 7 ve her i € Ay icin x> [ yazabiliriz.
Ayrica T € Ax ve i € Ax ise

S{keN:Xp <7} £0 ve 6({keN: Xe =) =1

yazilabilir. Buise §({k € N: X; < U}N{k € N: X; > [i}) # 0 demektir. Bagka
bir ifadeyle en az bir k¥ € N vardir 6yle ki iz < X < v bigimindedir. Boylece
her 7 € Ax, Ji € Ay igin

n=<v (4.1)

yazabiliriz. (4.1) numarali egitsizlikten zz nin Ax klimesinin bir alt simiri oldugunu
soyleyebiliriz. Infimum tanimindan ise her 7 € Ax icin

ZZ j v=infA 5'¢
yazilabilir. Supremum tanimindan da
BV

yazabiliriz. Ispat1 tamamlamak icin u < v olamayacagini gostermemiz yeterlidir.
Tersine, i < v olsun. Bu halde en az bir a € [0, 1] sayis1 vardir &yle ki

pe<y* veya T <T®
dir. Biz en az bir a € [0, 1] icin

u* <y (4.2)

oldugunu kabul edelim (Benzer gekilde i* < 7* kabul edilerek de aymni celigkiye
ulagilabilir). b := v(u®) seklinde tammlayalim. Bu halde b < o yazabiliriz (b
sifir da olabilir). Ayrica, her A € (b, o] igin p* < v yazabiliriz.

w(z) ve v(z) fonksiyonlar: tistten yar stirekli olduklarindan bir (z,3) noktast
vardir 8yle ki z € (u*,v*), B € (b,a) ve her A € [B, o] igin

p<zve v'>z (4.3)
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dir. z0 := st — liminf X% — 1 ve 2° := st — limsup Xy + 1 (burada z° ve 7Z° 1
sonlu oldugu agiktir) olmak tizere

0, z<zd
B, ze€lz’2)
71:=< 9
1, T=2z
0, >z
\
(0, z<z
) B, z € [z,7°)
Y2 =
1, z=7°
L O, z > 710

seklinde iki tane bulanik say1 tanimlayalim. Bu tanimlamaya gére
% Yy Ve Vot g (4.4)
yazabiliriz. Gergekten (4.3) nolu egitsizlikten

uﬁzst—limianZZst—liminfzg>g°= %, B <z=71%

elde edilir. Simdi de
Cr:={keN: X} <z bam e (8,q]ign},

Cy:={keN: X} >z bamc(b,a]ign}

kiimelerini tanimlayalm. Burada C; U C; = N oldugundan
6(C1) +6(C2) 21 (4.5)

elde edilir. 1lk olarak 6(C;) > 0 oldugunu kabul edelim. 7, bulanik sayismm ve
Z° reel sayisiin tammindan K := {k eN:X,>7° bamAe[0]] igin}
olmak tizere, her k € C1\ K icin

Xk <73
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olur. Burada § (K7) = 0 oldugundan 6 (C;\ K1) = 6 (C1) yazilabilir. Bu halde
5({k eN: X, < ’}’2}) > 5(01) >0,

yani v, € Ax dir. inf Ax bulamk sayisinin tammindan da v, > v = inf Ax
bulunur ki bu da (4.4) ile, yani, v » -, ile geligir. O halde 6(C;) = 0 olmaldur.
(4.5) numaral egitsizlikte §(C1) = 0 ise §(C2) = 1 dir. Diger taraftan -y, bulamk

sayisiin ve z° reel sayisinin tanimindan
Ky:={keN:X; <z’ bamAel0,4 icin}
olmak iizere her k € Cs\ (C1 U K3) igin
Xk =™
olur. § (K3) = 0 oldugundan §(Cs\ (C1 U K3)) = 1 yazlabilir. Bu ise
6({k € N: Xy = 71}) 2 6(Co\ (C1U K3)) =1

ifadesini, yani vy, € Ax olmasim garantiler. Sonug olarak v, < y = sup Ax elde
edilir. Bu da (4.4) ile celigir. Bu geligkilere p ve v niin farkli olmasindan dolay
tammlanabilen ~y,; ve v, sayilar1 ile u ve v niin kargilagtinlamamas: kabuliiyle
geldik. O halde p < v olamaz, yani x4 = v olmahdir.

Tanmm 4.2: X = {X;} € SB(L(R)) bulamk say1 dizisinin istatistiksel limit

infimumu ve supremumu

st—liminf X : =inf Ay,
st —limsupX : =supBx

seklinde tanimlanir.

Ek olarak, Teorem 4.1 den st — liminf X = sup Ax ve st — limsup X = inf Bx
yazabiliriz. Simdi de bir bulanik say: dizisi icin istatistiksel limit infimum ve
supremumun nasil hesaplanabilecegini gosteren agagidaki 6rnegi inceleyelim.
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Ornek 4.3: X = {X;} dizisi Ornek 2.9 daki gibi olmak tizere Y = {Y;} dizisini

( uy (z) , k cift fakat tam kare defil ise
Ue(z) ,k tek ve tam kare ise

01 (z) ,k tek fakat tam kare degil ise
| Xi(z) ,dh.

Yk(.’E) = {

geklinde tanimlayalm. Burada Y = {Yi} dizisi istten siirh degildir fakat
stten istatistiksel smirhdir. Ayrica bu dizi alttan simurhdir (dolayisiyla alt-
tan istatistiksel smirhdir). Sonug olarak st — limsupY = supBy = py,; ve
st — liminf Y = inf Ay = 0; elde edilir.

eger v := st — liminf X ise her € > 0 icin
5({k€N:Xk-<V—€1})=O ve (46)
b{keN: X <v+eatU{keN: Xy wv+e})#0 (4.7)
dir.
Ispat. Ik olarak (4.6) ifadesini ispatlayalim. Tersine, en az bir € > 0 igin
0({k € N: X < v —¢&1}) # 0 oldugunu kabul edelim. Bu halde v — ¢; € Ax

dir. v X v — £, oldugundan v — g; € Ax ifadesi infimum tanimiyla geligir.
Simdi de (4.7) esitsizligini ispatlayalim. Tersine, en az bir € > 0 igin

{keN: X <v+e})=0 ve ({keN: Xymwv+e})=0 (4.8)

oldugunu kabul edelim. Her ¥ € N icin sadece X, < v+ ¢, Xi = v + &1,
Xy = v + €, durumlarindan bir tanesi gerceklenebilecefinden

{keN: Xy <v+elU{keN: Xjpwrv+e}U{keN: Xy =v+e}=N
yazilabilir. Boylece (4.8) den
({keN: X >v+e})=1

elde edilir, bu ise v + ¢; € Ax demektir. Sonug olarak supremum tanimindan
v+ e, < sup Ax = v elde edilir. Bu ise celigkidir.
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Yukaridaki teoremin tersi reel say1 dizileri icin gegerli oldugu halde asagidaki
ornekten goriilecegi tizere bulanik say1 dizileri igin gegerli olmayabilir.

Ornek 4.5:
(o , T € (—o0,1) U (6, 00)

mz) =4 = zell,b]
66—z ,dh.

ve
0 , T € (—00,2) U (4, 00)

po(z) =4 -2 ,z€2,3
| 4—z ,d.h.
olmak tizere X = {X,} dizisini

Xi(z) = { pi(z) Kk tek ise ,

Ha (x) s d.h.

seklinde tamimlayalim. Agagdaki Sekil 4.1 de p,ve u, sayilarimin grafikleri ve-

rilmistir.
- #q
0rE T /\

D5 T

Ha

02T

gekil 4.1
Burada , icin (4.6) ve (4.7) kogullar1 saglanmasina ragmen

7

0 , T € (—00,1) U (4, 0)
T ze(Li]

zT—2 ,:1:6(%,3]

44—z ,dh.

jy # st — liminf X = ¢

\
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dir. Asagidaki Sekil 4.2 de st — liminf X in grafigi verilmigtir.

8t — liminf X

07T

aT

</

0 2 4 8

Dekil 4.2
Teorem 4.4 {in istatistiksel limit supremum igin benzeri agagidaki gekilde ve-
rilebilir.

Teorem 4.6: Ustten istatistiksel sirh bir X = {X;} bulanik say1 dizisi icin
efer u = st — limsup X ise her € > 0 igin

5({kEN:Xk>-,U,+81})=O ve

4.9
S{keN: Xp-p—e}U{keN: Xyoop—e1})#0 (“9)

dir.

Teoremin ispat:1 Teorem 4.4 e benzer sekilde yapilabilir. Ayrica Ornek 4.5 e
benzer gekilde Teorem 4.6 nmin tersinin bulanik say1 dizileri icin saglanmadig
gosterilebilir.

Teorem 4.7: X = {X;} € SB(L(R)) olmak iizere
st — liminf X < st — limsup X

dir.
Ispat. st —liminf X = sup Ax ve st — limsup X = sup Bx oldugunu biliyoruz.
Bu durumda Ay ve By kiimelerinin tanimindan Ay C Bx dir. Boylece supre-

mum tanimindan sup Ax = sup Bx yazilabilir.
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Teorem 4.8: st — lim X = X ise
st — liminf X = st — limsup X = Xj
dir.

Ispat. € > 0 keyfi olsun. X = {X;} dizisi X, bulanik sayisina istatistiksel
yakinsak oldugundan

§({k € N: d(Xs, Xo) > €}) = 0;

5({]{; eN: d(Xk,Xo) < 6}) =1
6({k € N: sup max(|Xx* — Xo®|,|Xs —Xo ) <e}) =1
a€[0,1]

yazilabilir, yani hemen her k icin

sup max(|Xi* — X%, [Xx —Xo |) <e
a€[0,1]

veya
sup |X&— X§|<e, ve sup [X;—Xg|<e
a€gl0,1] a€[0,1]
yazilabilir. Bdylece hemen her k icin
Xo—e1 <X < Xp+&1

elde edilir. Bu son egitsizlik agagidaki iki durumun varhim garantiler:
1) 6({k € N: X < Xo +¢&1}) = 1 dir, bu halde X; + &; € Bx oldugundan

st — limsup X = inf By =: u=Xo+e; (4.10)

yazilabilir.
2) 6({k € N: X}, = Xo — &1}) = 1 dir, bu halde X, — ¢; € Ax oldugundan

st — liminf X = supAx =: v = Xo — &1 (4.11)

yaziabilir.
Sonug olarak (4.10), (4.11) ve Teorem 4.7 den

Xo—a3vipuxXo+e
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yazilabilir. £ > 0 keyfi oldugundan v = y = X, elde edilir.

Yukaridaki teoremin tersi reel say1 dizileri icin gecerlidir (Fridy ve Orhan, 1997).
Fakat her bulanik say1 dizisi icin agagidaki érnekten goriilecegi gibi gegerli degildir.

Ornek 4.9: X = {X} dizisi ve u bulanik say1s1 Ornek 3.10 daki gibi tanimlan-

sm. Tanmim 4.2 den st — lim sup Xj = st — lim inf X = u elde edilir. Fakat her
—_1

k€ Nigin |Xf — 5#| = |1 - §| = § oldugundan, d (X, ) > } olur. Boylece

5({keN:d(Xk,u) > %}) =1

bulunur, yani y = st — lim X olamaz.

Bu noktada su soru akla gelebilir: Acaba hangi kogullar altinda Teorem 4.9 un
tersi saglanir? Bu kogullardan birini agagidaki Teorem 4.11 de verdik. Simdi,
sozii edilen teoremi ispatlamadan once ispatta kullanacagimiz bir yardimc: teo-

rem verelim.

Yardimci Teorem 4.10: Herhangi iki X ve p bulanik sayisi ve her € > 0 igin
agaghdaki onermeler denktir:
() d(X,p) <,
i) p—e1 2 X I p+er.
ispat.
d(X,p) = sup max{|X*—p%,| X" -5},
a€f0,1)

oldugundan (i) esitsizligi her a € [0, 1] icin
X - | S e ve X 7% <
ifadesine denktir. Buradan her a € [0,1] i¢in
X* < p®+e, X <@ +e ve X® > p* —¢, X >n"—¢
esitsizlikleri saglanir, yani X < u+&; ve X > p — &; olur.

Teorem 4.11: st —limsup X}, = st — lim inf X}, = p olsun. Eger her ¢ € (0,¢°)
icin {k € N: Xj o p+e1} ve {k € N: Xp o p— ¢} kiimelerinin dogal
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yogunlugu sifir olacak sekilde bir €2 > 0 sayst varsa st — lim Xj = p dir.
ispat. ¢ € (0,£°) olsun. st — liminf X} = u oldugundan Teorem 4.4 e gore her
e > 0 igin

{keN: X <pu—6})=0 (4.12)

yazabiliriz. Benzer gekilde st — lim sup X = p oldugundan Teorem 4.6 ya gore
her € > 0 igin
{keN: X >pu+e})=0 (4.18)

yazabiliriz.
Teoremin hipotezinden 6({k € N : X » p—e1}) = 0, §({k € N : X} ~
p+e1}) =0 ve (4.12) ile (4.13) esitliklerinden Ki(e) :={k € N: X} > p— &}
ve Ko(e) := {k € N: Xj X p+ &1} olmak tizere 6(K;(g)) = 1 ve 6(K>(e)) = 1
yazabiliriz.

K, ve K kitmelerinin tanimindan
Ki(e)NKy(e)={keN:p—e1 2 Xix Jp+ei}
elde edilir. Bu halde Yardime Teorem 4.10 dan
Ki(e) N Ky(e) = {k € N:d(Xi,u) <e}

yazabiliriz. Boylece 6({k € N: d(Xg, u) < e}) =1, yani 6({k € N: d(Xy, p) >
g£}) = 0 olur. Sonug olarak € > 0 keyfi oldugundan son ifade bize st —lim Xj = p
egitligini verir.

Teorem 4.12: X = {X;}, Y = {Y&} € SB(L(R)) olmak iizere 6({k € N :
Xk # Yi}) = 0 kosulu saglaniyorsa

(i) st —limsup X = st — limsupY,

(ii) st — liminf X = st — iminf ¥’

dir.

Ispat. Burada sadece (i) ifadesi ispatlanacaktir, benzer sekilde (ii) ifadesi de
ispatlanabilir. §({k € N : X}, # Yi}) = 0 oldugundan

{peLR):0({keN: X >p})#0}={pe LR):6({k €N Y, = u}) #0},
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yani Bx = By yazlabilir. Supremum tamimindan sup Bx = sup By oldugundan
st —limsup X = st — limsupY elde edilir.

Fridy ve Orhan (1997) bir reel say: dizisinin en biiylik istatistiksel yigilma nok-
tasinin dizinin istatistiksel limit supremumu oldugunu, benzer gekilde en kiigiik
istatistiksel yigilma noktasinin da dizinin istatistiksel limit infimumu oldugunu
gostermiglerdir. Fakat bulamk say1 dizilerinde bu durum gegerli degildir, hatta
dizinin istatistiksel limit supremumu (veya limit infimumu) agagidaki érnekten
de goriilecegi gibi bir yigilma noktas: bile olmayabilir.

Ornek 4.13: X = {X;} dizisi Ornek 4.5 deki gibi tammlansm.

’

o

,Z € (—00,1) U (4, 00)

8

=2t zelg]
z—2 ,z¢€ (%3]
4—z ,d.h

st —liminf X = <

\

ve I'x = {p;, o} oldugu halde yeterince kiiciik € > 0 icin
0{k e N:d(Xg,st—liminf X) <e} =0
oldugundan st — liminf X ¢ I'x olmahdir.

Yukaridaki 6rnekten bir bulamk say1 dizisinin istatistiksel limit supremumunun
(veya infimumunun) en biiyiik (veya en kiigiik) istatistiksel yigalma noktas: ol-
mayabildigini gérdiik. Bu noktada gu soru akla gelebilir: Acaba hangi kogul
altinda bir bulamk say1 dizisinin istatistiksel limit supremumu (veya infimumu)
en biiyiik (veya en kiiclik) istatistiksel yigilma noktas: olur? Bu soruya cevap
bulabilmek i¢in ilk tnce acaba hangi kogul altinda bir bulanik say1 dizisinin
istatistiksel limit supremumunun (veya infimumunun) dizinin bir istatistiksel
y1gilma noktasi oldugunu bulmamiz gerekir. Teorem 4.14 ve 4.15 de bir bulamk
say1 dizisinin istatistiksel limit supremumunun (veya infimumunun) istatistiksel
y1gilma noktasi olmasi icin bir kogul verilmigtir. Teorem 4.17 de bir bulanik say:
dizisinin istatistiksel yigilma noktalarimin, dizinin istatistiksel alt ve iist limiti
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arasinda kaldig: ispatlanmgtir. Teorem 4.14, 4.15 ve 4.17 nin birlestirilmesiyle
elde edilen Sonug 4.18 yukaridaki sorunun yamitim olugturacaktir.

Teorem 4.14: X = {X;} dizisi iistten istatistiksel smirh ve st —lim sup X = p
olsun. Efer her e € (0,€°) i¢in {k e N: Xy w p+e1} ve {(k € N: Xp o i — 1}
ktimelerinin dogal yogunlugu sifir olacak gekilde bir £® > 0 sayis1 varsa pu € 'y
dir.

Ispat. ¢ € (0,¢% keyfi olsun. Hipotezden 6{k € N : Xy = p— e} =0
oldugundan Teorem 4.6 ya gore

MekeN: X >pu—e}#0 (4.14)

ve 6{k € N: X > pu+e1} = 0 yazilabilir. Hipotezden 8{k € N : Xz » y+¢,} =
0 oldugundan
SkeN: Xy <p+e}=1 (4.15)

elde edilir. (4.14) ve (4.15) den
MkeN:p—e <Xy pu+e}#0
yazilabilir. Yardimci Teorem 4.10 a gore
6{k e N:d(Xi,p) <e} #0
yazabiliriz. Son egitsizlik her ¢ € (0,€°) igin saglandigindan
MkeN:d(Xp,u)<e}#0
bulunur. Bu ise p € I'x sonucunu verir.

Yukaridaki teoremin istatistiksel limit infimum igin benzeri agagidaki gekilde
verilebilir.

Teorem 4.15: X = {X,;} dizisi alttan istatistiksel sinirh ve st —liminf X = v
olsun. Eger her € € (0,e%) icin (ke N: Xy wv+e1} ve{k € N: Xy v v~}
kiimelerinin dogal yogunlugu sifir olacak gekilde bir € > 0 sayis1 varsa v € I'y
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dir.

Simdi, Teorem 4.17 de kullanacagimiz, bulanik sayilar i¢in oldukga kullanigh bir
ozelligi verelim.

Yardimeci Teorem 4.16: Her e > 0 igin X <Y +¢; ise X <Y dir.

Ispat. Tersine X A Y oldugunu kabul edelim. Bu halde en az bir ag € [0,1]
vardir 8yle ki X > Y veya X © > Y ° olur. Genelligi bozmadan X > Y
oldugunu kabul edelim. Bu durumda X% > Y* + ¢ olacak sekilde bir ¢ > 0
bulabiliriz. Buradan X > Y* + ;% elde edilir. Buise X A Y +¢; demektir,
yani hipotezle celigir. Bu da ispat: tamamlar.

Teorem 4.17: Her v € I'x icin st — liminf X < < st — limsup X dir.

Ispat. Burada sadece v < st — limsup X oldugu gosterilecektir. Benzer gekilde
st — liminf X < < oldugu da ispatlanabilir.

~v € I'x keyfi olsun. Bu halde her € > 0 i¢in

0{keN:d(Xs,v) <e}#0
yazilabilir. Yardimc1 Teorem 4.10 dan her € > 0 igin

b{keN:y—e1 <Xz <7+e&}#0

{kGN:’Y—-El-<Xk<’)’+€1}g{k€N:’)’—61-<Xk}

oldugundan yogunluk zelliklerinden her e > Oigin §{k € N: vy —¢; < X3} # 0
yazilabilir. Bx klimesinin tamimindan v — &; € Bx ve supremum tanimindan
da her € > 0 i¢in v — &; =< sup Bx elde edilir. Ayrica Yardimc1 Teorem 4.16 ya
gore v < sup Bx = st — limsup X yazilabilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Simdi, Teorem 4.14, 4.15 ve 4.17 yi birlegtirerek agagidaki sonucu verelim.

Sonug 4.18: X = {Xi} € SB(L(R)) ve st—liminf X = v, st—limsup X; = p
olsun. Eger her e € (0,e?) icin {k e N: Xy o v+ £:},{k € N: X w v —g,},
{keN: X pu+e}ve{keN: X;wp— e} kiimelerinin dogal yogunlugu
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sifir olacak sekilde bir €0 > 0 sayis1 varsa st—lim sup X en biiylik ve st—lim inf X
en kiiciik istatistiksel y1ghlma noktasidar.

Ornek 4.9 dan istatistiksel simurh bir dizinin, istatistiksel limit infimumuna (ve
supremumuna) istatistiksel yakinsak bir altdizisinin bulunamayabilecegini s6yle-
yebiliriz. O halde boyle bir altdizinin olabilmesi igin dizi tizerine hangi kogullar
konulmahdir? Aslinda bu kogullar1 Teorem 4.14 ve 4.15 ile verdik. Yani, istatis-
tiksel siirh bir X = {X} bulanik say: dizisinin istatistiksel limit supremumu-
nun (veya infimumunun) mevcut oldugunu biliyoruz. O halde bulanik say: dizisi
tizerine Teorem 4.14 (veya Teorem 4.15) de verdigimiz kogullardan biri konu-
infimumuna) istatistiksel yakinsak bir altdizisinin var oldugu, hatta 'y # &
oldugu sdylenebilir. Bu durumu agagidaki teoremle ifade edelim.

Teorem 4.19: X = {X,} dizisi listten istatistiksel sinirh ve st —lim sup Xz =
olsun. Eger here € (0,&%) igin {k e N: X w p+e1} ve {k € N: Xy 2 p— &1}
kiimelerinin dogal yofunlugu sifir olacak sgekilde bir € > 0 sayis1 varsa X
dizisinin p ye istatistiksel yakinsak bir altdizisi vardir.

Ispat. Teorem 4.14 den agiktir.
Benzer gekilde st — liminf icin de agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.20: X = {X;} dizisi alttan istatistiksel sinirh ve st — liminf X = v
olsun. Efer her e € (0,€%) icin {k e N: X w v+ &1} ve{k eN: Xy v v — g1}
kiimelerinin dogal yofunlugu sifir olacak gekilde bir € > 0 sayis1 varsa X
dizisinin v ye istatistiksel yakinsak bir altdizisi vardir.

Ispat. Teorem 4.15 den agiktir.

Not 4.21: Teorem 4.19 ve 4.20 deki kogullar degigtilerek de teoremlerin gegerli-
ligi saglanabilir. Yani, istatistiksel simrh bir X = {X} bulanik say1 dizisi
izerine farkll kogullar konularak Teorem 4.19 ve 4.20 nin degisik formlarimin
elde edilebilecegini diigtintiyoruz.
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5. BULANIK SAYI DiZILERININ CEKIRDEGI VE
ISTATISTIKSEL CEKIiRDEGI

Bu béliimde asil amacimiz bir bulanik say1 dizisinin istatistiksel gekirdegini
tanimlayip istatistiksel gekirdek ile klasik ¢ekirdek arasindaki bagintiyr bulmak-
tir. Fakat bulamk sayilar teorisi ile ilgili literatiiri taradifimizda bir bulanik say1
dizisinin gekirdegi kavramina, hatta caligmada kullandigimiz bulanik say: dizileri
icin Hausdorff metrigine gore limit infimum ve supremum kavramlarina rastlaya-
madik. Bu baglamda li¢ kisma ayirdigimiz bu béltimiin ilk kisminda bulanik say:
dizileri icin limit infimum ve supremum kavramlarini tanimlayarak bunlara da-
yali bazi sonuglar verecegiz. Reel say1 dizileri icin denk olan tamimlarin burada
birbirlerinden farkh olduklarim gosterecegiz. Ikinci kistmda ise Knopp (1930)*un
gekirdek kavramin bulanik say1 dizileri igin tammlayarak bu tanimla limit infi-
mum (supremum) kavrannin iligkisini inceleyecegiz. Son kisimda ise bir dizinin

klasik gekirdegi ve istatistiksel gekirdegi arasindaki iligki ortaya konulacaktir.

5.1. Limit infimum ve Supremum

Bu kisimda, reel say1 dizileri icin birbirine denk fakat bulamk say1 dizileri icin bu
denklikten stz edemedigimiz iki tanim verilecek ve bunlarla ilgili baz1 sonuclar

ispatlanacaktir.
Tanim 5.1.1: X = {X;} € B(L(R)) dizisinin limit infimumu ve supremumu
limiank = lim inf Xk,
k—oo n—oo k>n

ve

seklinde tanmimlanir.

Asapgdaki Yardimcr Teorem bu kisimdaki hemen her teoremin ispatinda yer
alacak 6nemli bir sonuctur.
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Yardimc1 Teorem 5.1.2: X = {X;}, Y = {Yx} € C(L(R)) olsun. Eger her
k > np icin X} < Y} olacak sekilde bir ny € N sayis1 varsa lim X < lim Y; dir.

Ispat. v :=1lim X} ve u:=limY} olsun. Tersine v £ x oldufunu kabul edelim,
yani en az bir ap € [0,1] igin ¥* > u™ veya 7 > [ olsun. y*® > p*
durumunun gergeklendigini kabul edelim (benzer gekilde 7* > f* kabulii icin
de aymi sonug elde edilir). 7 = £ ;an olsun. lim X} = v oldugundan her
k > n; icin d(Xy, v) < € olacak gekilde bir n; = n; (€) sayis1 vardir. d metriginin

tanimidan her k > n; igin | X3° — v™| < €, yani
X >py™—¢

yazabiliriz. Benzer gekilde, lim Y, = y oldugundan her k > n; igin
Yo <pu®+¥

olacak gekilde bir ny = ng (€) sayist vardir. N := max {ns,ny} olsun. Bu halde

her k£ > N icin
XP°>v™®—-% ve Y <pu®+%
oldugundan
Qo + p VOto + (241]
X2 > .—_ZH—_ ve Y < —_2_-/'f_

yazabiliriz. Buradan her k > N i¢in X}, £ Y}, bulunur ki bu da hipotezle celigir.

Teorem 5.1.3: X = {X;} € B(L(R)) olmak iizere lim inf X, ve limsup X
mevcut ise lim inf X;, < lim sup X dir.

ispat. Her n € N igin infr>n Xx =X supgs, Xk oldufundan Yardimci Teorem
5.1.2 yardimiyla, lim inf X}, < lim sup X}, elde edilir.

Teorem 5.1.4: liminf X}, lim inf Y}, lim sup X, lim sup Y; mevcut ve yeterince
biiytik & lar icin X <X Y} ise

liminf X3 < liminf ¥ ve limsup Xj < limsup Y,

dir.
ispat. Her & > ng igin X; < Y; olsun. Infimum ve supremum tammlarindan
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her n > ng igin

inf X;, < inf Y} ve sup X 2 supY;
k>n k2n k>n kzn

yazilabilir. Yardimec: Teorem 5.1.2 den lim (inf X}) < lim (inf Y) ve lim (sup Xj)
= lim (sup Yy) elde edilir.

Teorem 5.1.5: X = {X;} € B(L(R)) olsun. Eger v := liminfX ve
4 = lim sup X} mevcut ise her € > 0 icin

My(e)={keN: Xx<v—&} ve My(e):={keN:Xg>p+e}

olmak tizere M (€) , Mz (¢) € Pr (N) dir.
Ispat. Tersine en az bir € > 0 icin M; (€) € P; (N) olsun. Infimum tanimindan
her n € N i¢in infx>, Xi X X, yazilabilir. Bu halde her n € M; (€) igin

ianijn-<V—’E1,

k>n

yani

d (mf X5, U) >€
k>n
yazabiliriz. M (€) € Pr(N) oldugundan son egitsizlik lim Ig_f Xy = v olmasiyla

n-—00

celigir. Bu da ispat: tamamlar.

Simdi bulanik say1 dizileri i¢in Tanim 5.1.1 den farkh bir limit infimum (ve

supremum) kavram verelim.
Tanim 5.1.6: X = {X;} € B (L(R)) icin
x={peLR):{keN: X, <p}eP(N)};
Ax:={peLR): {keN: Xi >~ u} € Pa(N)};
Bx ={p€ L(R):{keN: Xi > pu} € Pr(N)};
By :={pe L(R):{keN: X, <pu}ePaN)}

olmak {izere
Lllfn iD.ka, = lanS( = SUPWX
Lim supX; : =supBy =inf B’y
k—o00
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geklinde tanimlanir.

Not 5.1.7: Tanim 5.1.6 i¢in 4. boliimde verilen hemen her sonug kiigtik degisik-
liklerle gegerli olacaktir. Yani 4. boltimde kullandigimiz; bir K C N kiimesi igin
§(K) = 0 yerine K € Pr(N), 0(K) # 0 yerine K € P;(N) ve §(K) =1
yerine de K € Pa (N) notasyonlarini kullanirsak sonuglar Tamm 5.1.6 igin yine

saglanacaktir.

Simdi Tanim 5.1.1 ve 5.1.6 nin birbirinden farkh oldugunu gésteren agagidaki

Ornegi inceleyelim.

Ornek 5.1.8: X = {X;} bulanik say1 dizisi Ornek 3.10 da oldugu gibi tamm-
lansin. Tanim 5.1.6 dan Lim sup X = Lim inf X = u diir. Fakat bu dizi igin
lim sup X}, ve lim inf X}, mevcut degildir. Gergekten, grafigi Sekil 5.1.1 de verilen
Y., := infi>, X; dizisi;

4
z+1 ,—1<z<0
—-z+1 0<z<1i
4 i<k
Yale) =4 ° 1 v ‘1 15n—2
~mE-1+3 15253 (55)
otz (ER)<eso
Lo ,d.h

seklindedir.

-1.25 0 1.25 25

Sekil 5.1.1
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Burada her n € Nigin 7,%1 —p3| = |1 = 2| = 1 oldugundan d(Y,, ) > 1 olur. O
halde limp,,o0 Yy = limp o infz>, X = p olamaz. Bagka bir bulamk sayimin da

Y., dizisinin limiti olmas: s6z konusu olamayacagindan lim inf X} mevcut degildir.

Bu ornegin bir sonucu olarak, Lim inf X = Lim sup X}, oldugu halde dizinin
limitinin mevcut olmadifim styleyebiliriz.

Teorem 5.1.9: liminf X ve lim sup X mevcut ise lim inf X; = Lim inf X}, ve
lim sup X = Lim sup X dir.
Teoremin ispat1 5.2 kisminda verecegimiz Onerme 5.2.2 ve 5.2.3 den direkt olarak

elde edilir. Bu nedenle teoremin ispatini bu kisimda vermiyoruz.

5.2. Cekirdek

Bu kisimda Knopp (1930)’un gekirdek tanimmmn (bknz. Cooke (1955)) bulamk
say1 dizileri icin de gegerli oldugu gosterilip, yukarida tanimlanan limit infimum
(supremum) kavramlariyla ¢ekirdek kavram arasmdaki bagintilar incelenecektir.

Tamim 5.2.1: X = {X;} € B(L(R)) vehern € Nigin R,,;; X, Xpq1, Xnt2, -
terimlerini 6rten, L(R) nin en kiiciik konveks ve kapali arahg1 olmak iizere X
dizisinin ¢ekirdegi,
coreX = ﬂ R,
n=1
geklinde tanimlanir,

R, lerin tammmindan

oldugu agiktir.
Onerme 5.2.2: X = {X;} € B(L(R)) icin
coreX = [Lim inf X,Lim sup X]

dir.
Ispat. coreX :=[Y,W] ve Z := Lim inf X olsun. Burada sadece Y = Z oldugu

36



gosterilecektir, benzer gekilde Lim sup X = W oldugu da gosterilebilir.

Tersine Y # Z olsun. Bu halde dort durum stz konusudur: En az bir A € [0, 1]
icin () Z* < ¥, (i) Y* < 2%, (iii) Z2* < Y*, (iv) ¥ < Z" olabilir. Simdi
bu durumlarin her biri icin bir celigki elde etmeye cahigacagiz. Burada A # 0
icin ispat yapilacaktir. Benzer iglemler Teorem 2.2 yardimiyla A = 0 icin verilen
tamimlama kullamlarak yapilabilir.

(i) nolu durum var olsun. Bu halde Teorem 2.2 ye gére 7 = “iéljlzﬁ'\ yazabiliriz.
Klasik infimum tammina gore en az bir v € Ay vardir 6yle ki her £ > 0 igin
P < 2 + ¢ yazabiliriz. v € Ay oldugundan {k € N: X, <v} € Pr(N),
dolaysiyla {k eEN: X < 7*} € P; (N) elde edilir. Buradan

{keN:E'\<7'\+e}€PI(N) (5.1)

SA TA
yazabiliriz. Kabul geregi Z" < Y oldugundan, J—Z—Ez-l sayisindan kiiciik pozitif
bir € segebiliriz. Y, X dizisinin ¢ekirdeginin sol ucu oldugundan £ > 0 i¢in 7V —¢

den kiiglik olacak sekilde ancak sonlu sayida X kalir. Ozel olarak ¥ igin de
—A == ~
{keN:Xk <Y —a}ePF(N) (5.2)

olur. Sonug olarak (5.1) ve (5.2) aym anda gerceklenmez. Bu ise celigkidir.

(i1) nolu durum var olsun. Bu halde Teorem 2.2 ye gire Z* = sup pu* yazabiliriz.
pedx

Klasik supremum tanimina gore en az bir v € A’x vardir yle ki her € > 0 igin

v* > Z* — ¢ yazabiliriz. v € A’x oldugundan {k € N: X} = v} € Pa(N),

dolaysiyla {k € N: X;* > 1*} € Pa (N) elde edilir. Buradan
{keN:Xi*>2*—-e} € Pa(N) (5.3)

A_7A
yazabiliriz. Kabul geregi Y* < Z* oldugundan Ez_ﬁl sayisindan kiigiik pozitif
bir € segebiliriz. Y, X dizisinin ¢ekirdeginin sol ucu oldugundan her € > 0 icin
Y + ¢ den kiiciik olacak sekilde sonsuz sayida &’\ kalir. Ozel olarak % icin de

{keN: X* <Y*+%} € PI(N) (5.4)

olur. Sonug olarak (5.3) ve (5.4) aym anda gergeklenmez.

A
(iii) nolu durum var olsun. Y* > Z* oldugundan jr 22' sayisindan kiigiik
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pozitif bir Z segebiliriz. Z* = sup p* oldufundan Y —%; ¢ A’x yazlabilir. Eger
peAx
Y —%; € A'x olsaydi, sup p* degeri Z* dan daha biiyiik olurdu. Y —3; ¢ A'x
#GWX_

oldugundan
{keN: X »Y -2} €Pa(N)

olamaz, yani sonsuz terim i¢in X > Y —2; egitsizligi saglanmaz. Bu ise Y nin
X dizisinin g¢ekirdeginin sol ucu olmasiyla celigir.

. D V-7 .
(iv) nolu durum var olsun. Y~ < Z~ oldugundan -—;— sayisimndan kiigiik pozi-
tif bir £ segebiliriz. Y bulanik sayis1 X dizisinin ¢ekirdeginin sol ucu oldugundan

{k eN: X <7 +E} € Pr(N) (5.5)
ve Z := Lim inf X oldugundan

{keN:T,f‘<"Z"A—’§} € Pr(N) (5.6)
yazilabilir. Fakat € nin segiligine gore (5.5) ve (5.6) aym anda gerceklenmez.

Onerme 5.2.3: X = {X;} € B(L(R)) olsun. Eger liminf X ve limsup X
mevcut ise

coreX = [liminf X, lim sup X]
dir.
Ispat. flk olarak

[lim inf X, lim sup X] C coreX (5.7
kapsamasimn gerceklendigini gésterelim. v € [liminf X, limsup X] olsun. Bu
halde liminf X <X 4 < limsup X yazabiliriz. Simdi her n € N i¢cin v € R,
oldugunu gostermeliyiz. Tersine, v ¢ R, olacak gekilde bir ng € N var olsun.
R, lerin tammindan her n > ng icin v ¢ R,, yazabiliriz. R, := [A,, By} olsun.
Y ¢ Ry, = [Ang, Bn) 0ldugundan

Y < Any™ veya 7 < A" veya 7% > By, ™ veya ¥ > B,
olacak gekilde bir ap € [0, 1] vardir. Burada sadece
2 <A™
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durumu incelenecektir. Difer durumlar da benzer gekilde ispatlanabilir. R, 2
R'n.o+1 ) R,,,°_|_2 2 ... oldug‘unda.n

’_)’ao < A-‘n.oao S ‘A'n|:|+1acl S Ano-{—ZQO <

yazabiliriz. Bu ise liminf X < « ile celigir. O halde her n € N igin v € R,,, yani
v € coreX elde edilir. Boylelikle (5.7) kapsamas: saglanir.
Simdi de

coreX C [liminf X, lim sup X] (5.8)
oldugunu gosterelim. Y := liminf X ve Y, := infg>, X} olsun. Bu halde {Y,.}
dizisi monoton artandir, dolayisiyla her n € N igin

Y.2Y (5.9)

yazabiliriz.
oS

v € () Rn olsun, bu halde her n € N i¢in vy € R,, yani
n=1

An 2 (5.10)

yazilabilir. Ayrica {Y,,} dizisinin tanimina gore her k > n icin Y;, < X} oldugun-
dan, [Y,, B,] araliginin X, X, 11, Xnio, ... terimlerini rtttigiing sdyleyebiliriz.
Diger taraftan R, ler X,,, Xn11, Xn+2, ... terimlerini 6rten en kiigiik kapal kon-
veks araliklar olduklarindan her n € N icin R, C [Yn, B,], yani

Y, 2 A (5.11)
olmahdir. (5.10) ve (5.11) den her n € N igin
Y, 2y (5.12)

yazabiliriz.
Eger v = Y oldugunu gosterirsek ispat tamamlanacaktir. Tersine, v ¥ Y; olsun.
Bu halde

A% < Yoo (5.13)

veya

—0g

¥ <Y
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olacak gekilde bir ap € [0, 1] vardir. Burada (5.13) durumunun gergeklendigini
kabul edelim. Benzer gekilde diger esitsizlik icin de ispat yapilabilir. € := Y;* —
7 olsun. limY;, = Y5 oldugundan her n > N icin d (Y5, Yp) < € olacak sekilde
bir N := N (€) sayist vardir. d metriginin tanimidan n > N igin

%o - Y| <3

yazabiliriz. O halde (5.9) bagintisindan ve € nin tammmindan ¥3* — Y,* < €=
¥4* —7*°, yani her n > N i¢in

Y, > %

yazabiliriz. Bu ise (5.12) egitsizligi ile geligir.
Benzer gekilde 7 =< limsupX oldugu da gosterilebilir. O halde
7 € [lim inf X, lim sup X] elde edilir.

Sonug 5.2.4: X = {X;} € B(L(R)) i¢in liminf X ve limsup X mevcut ise
liminf X = Lim inf X ve limsup X = Lim sup X dir.
ispat. Onerme 5.2.2 ve 5.2.3 den ispat agiktir.

Teorem 5.2.5: X = {X;} € B(L(R)) igin Lx C coreX dir.

ispat. v € Lx olsun. Burada sadece ¥ < Lim sup X oldugu gosterilecektir.
Benzer gekilde Lim inf X < « oldugu da ispatlanabilir.

~ € Lx oldugundan her € > 0 icin

{keN:d(Xs,v) <e} €Pr(N)
elde edilir. Yardimci Teorem 4.10 dan her € > 0 icin
{keN:y—g <X <v+e1} € Pr(N)
yazabiliriz.
{keN:y—eg1 <X <v+e} C{keN:vy—e < X}

oldugundan her € > 0 i¢in {k € N:vy—e; < X3} € P;(N) yazabiliriz. B
kiimesinin tanimindan v — €; € BY ve supremum tanimindan da her € > 0 igin

v — &1 X sup By dir. O halde v < sup B = Lim sup X elde edilir.
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Sonug olarak, Onerme 5.2.2 ye gore v € coreX yazlabilir.

Reel sayilar kiimesi, bulanik sayilar kiimesi igine gémiilebildiginden (bir anlamda
altkiimesi oldugundan), reel say1 dizileri i¢in saglanmayan 6nermeler bulanik say1
dizileri igin de saglanmayacaktir.

Ornek 5.2.6:

(a) Z = {Zx} € B(L(R)) igin Lz 2 coreZ dir.

X = {X,} dizisi ve p sayis1 Ornek 5.1.8 de oldugu gibi verilsin. Z = {Z;}
z—-6 ,z€l6,7

v(z)={ —z+8 ,x€ (7,8
0 ,d.h.
olmak tizere,
Xk tek ise
Zk =
v ,d.h

bigiminde tamimlayalim. Burada Lz = {v} ve coreZ = [u, V] bicimindedir.

(b) X,Y € B(L(R)) olmak iizere coreX = coreY olmasma ragmen Lx # Ly
olabilir.
L < v <« olacak gekilde y,v,v € L(R) segelim.

'X = {Xk} = {y”’Ynua')/,l‘l')’Ya "'},
Y = Y} ={wv,v, 0,7 p,0,7,...}

olsun. Burada coreX = coreY = [u,7] oldugu halde Lx = {u,v} ve
Ly = {u,v,~} seklindedir.

Reel say1 dizileri icin gegerli olan bazi 6nermeler agagidaki érnekten goriile-
ceffi gibi bulamk say1 dizileri i¢in gecerli olmayabilir.

Ornek 5.2.7:

(a) X € B(L(R)) olmak iizere coreX tek nokta kiimesi oldugu halde dizi yakin-
sak olmayabilir.

Ornek 5.1.8 deki X dizisi igin coreX = {u} oldugu halde dizi yakinsak degildir.
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(b) X € B(L(R)) olmak tizere Lx tek nokta kiimesi oldugu halde dizi yakinsak
olmayabilir.
Ornek 5.2.6 (a) daki Z dizisi i¢in Lz = {v} oldugu halde dizi yakinsak degildir.

(¢) X € B(L(R)) olmak tizere Lx = coreX ve tek nokta kiimesi oldugu halde
dizi yakinsak olmayabilir.
X = {X,} dizisi Ornek 5.1.8 deki gibi olmak tizere Z = {Z;} dizisini

Xr L,k tek ise
Zk =
p ,dh

geklinde tanimlayalim. Burada Lz = coreZ = {u} oldugu halde dizi yakinsak
degildir.
Bir dizinin yakmsakhinda énemli bir kriter olan Ornek 5.2.7 (a) 6nermesinin

bulanik say1 dizileri igin de gegerli olabilmesi i¢in dizi iizerine konulan kogulu
iceren agagidaki teoremi verelim.

Teorem 5.2.8: coreX = {u} olsun. Eger her £ € (0,¢°) i¢in K; (¢) := {k € N:
X o p—er} ve Ko(e) :={k € N: X}, = s+ &} olmak iizere K; (¢), K> () €
Pr (N) olacak gekilde bir £° > 0 sayis1 varsa lim X, =  dur.

Ispat. € € (0,€%) olsun. Lim inf X = u oldugundan Not 5.1.7 dikkate almarak
Teorem 4.4 den her € > 0 icin

{keN: X < p— 1} € Pr(N) (5.14)

yazilabilir. Benzer gekilde Lim sup X; = p oldugundan Not 5.1.7 dikkate ali-

narak Teorem 4.6 dan her € > 0 i¢in
{keN: X > pu+e}ePr(N) (5.15)

yazilabilir.

Teoremin hipotezinden ve (5.14), (5.15) den My(e) :={k e N: X; = p—e1} ve
My(e) == {k € N: X, X p+e1} olmak tizere M;(e), Ma(e) € Pa (N) yazabiliriz.
M; ve M, kiimelerinin tanimindan

Mie)NMy(e) ={keN:p—e I X I p+e1}
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dir. Bu halde Yardimci Teorem 4.10 dan
Mi(e) N My(e) = {k e N: d( Xk, u) < €}

yazabiliriz. Boylece {k € N : d(Xj, i) < €} € Pa (N), yani {k € N: d(X, u) >
e} € Pr(N) elde edilir. Sonug olarak ¢ > 0 keyfi oldugundan son ifade bize
lim X = p esitligini verir.

5.3. Istatistiksel Cekirdek

Bu kisimda, bulamk say1 dizileri icin istatistiksel cekirdek kavram tamitilacak
ve istatistiksel ¢ekirdegin klasik gekirdegin altkiimesi oldugu gosterilecektir.

Tanmm 5.3.1: X = {X;} € SB(L(R)) dizisinin istatistiksel gekirdegi
st — coreX := [st — liminf X, st — lim sup X
seklinde tanimlanir.

Not 5.3.2: Bir X = {X;} € SB (L(R)) dizisinin istatistiksel cekirdegi Fridy ve
Orhan (1997)1n tammina benzer gekilde de verilebilir: H(X), hemen her & icin
X}, terimlerini igeren L(R) nin kapah konveks arahiklarimn ailesi olmak tizere X
dizisinin istatistiksel cekirdegi

st — coreX = ﬂ H
HEH(X)

geklinde tamimlanabilir. Bu tamim ile Tanim 5.3.1 in denk olduklar1 Not 5.1.7
dikkate almarak Onerme 5.2.2 ye benzer sekilde ispatlanabilir.

Teorem 5.3.3: X = {X;} € B(L(R)) ise
st — coreX C coreX
dir.
Ispat. st —liminf X > Lim inf X oldugunu, yani
inf Ax > inf A%
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dolayisiyla
{peLR):6({keN: Xy <pu})#0} C{pecLR): {keN: X, <pu} P (N)}

oldugunu gosterelim. p € Ax olsun, bu halde 6 ({k € N: X, < pu}) # 0 yazila-
bilir. Yogunluk tammindan {k € N: X, < u} € Pr(N) elde edilir. Bu halde
p € A dir. Bu da ispat: tamamlar.

st — limsup X < Lim sup X oldugu da benzer gekilde gosterilebilir.

Ornek 5.3.4: Bu 6rnekte Teorem 5.3.3 deki kapsamanin kesin oldugu goste-

rilecektir.

(242 , T € [—2,-1]
wz) : =4 -z ,zel-1,0] ,

(0 ,dh

(22 ,z € [0,1]
vizg) : =9 (z-2)% ,ze[,2] ,

{ 0 ,d.h.

(2-4 @ € [4,5]
() : =ﬁ —(z—-5)2%+1 ,z€[56] ,

lO ,d.h.
p(z) : =8

olmak tizere X = {X,} dizisi

(u , k tek ve tam kare ise

v , k tek fakat tam kare degil ise
v , k cift fakat tam kare degil ise
B4 ,d.h.

geklinde tamimlansim. Buradap < v < v < ¢ veLiminf X = y, Lim sup X = ¢,
st — liminf X = v ve st — limsup X = -y seklindedir.

Sonug 5.8.5: X = {Xi} € SB(L(R)) ise 'y C st — coreX dir.
Ispat. Teorem 4.17 ve Tamm 5.3.1 den agiktir.
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'y = @ olabilir, yani Sonug 5.3.5 deki kapsama kesindir.
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