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OZET
( SEMI-OKLIDYEN UZAYLARDA DEJENERE EGRILER )

Bu tez calismasinin amaci indeksi ii¢ olan semi-Oklidyen uzaylarda dejenere
egrilerin Frenet catilarin1 ve Frenet catilarmin yardimiyla Cartan catilarini elde
etmektir. Daha sonra da keyfi indeksler i¢cin baz1 sonuglara varilmasi
hedeflenmektedir. Bunun i¢in, indeksin iki oldugu durumdaki ¢atilar incelenmis ve

yeni duruma uygun degisiklikler yapilmistir.

Bu calisma bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde; konunun tarihsel gelisimine yer verildi.

Ikinci béliimde; simetrik bilineer formlar, semi-Oklidyen uzaylar, dejenere egriler ve

dejenere egriler i¢in Cartan catisi ile ilgili temel tanim ve teoremler verildi.

Ugiincii béliimde; indeksi iki olan bir semi-Oklidyen uzayda dejenere egrilerin tip-
aileleri ve bu ailelerin Frenet formiilleri elde edildi. Daha sonra, Frenet formiilleri

yardimiyla Cartan catis1 ve egrilikleri verilerek varlik ve teklik teoremi ifade edildi.

Dérdiincii béliimde; indeksi ii¢ olan bir semi-Oklidyen uzayda dejenere egrilerin tip-
aileleri incelenerek bu aileler i¢in Frenet formiilleri elde edildi. Daha sonra, Frenet
formiilleri yardimiyla Cartan catis1 ve egrilikleri verilerek varlik ve teklik teoremi
ifade edildi. Indeksi ii¢ olan semi-Oklidyen uzayda Cartan catis1 kullanilarak Cartan

egriliklerini hesaplamaya ornekler verildi.

Besinci ve son boliimde; keyfi indeksli bir semi-Oklidyen uzayda dejenere egrilerin
dejenerelik derecesi, aile sayis1 verilerek Cartan egriliklerinin sayisina bagli olarak

bir siniflama verildi.

Anahtar Kelimeler: Semi-Oklidyen uzay, Dejenere egri, Frenet formiilleri, Cartan

catisi.
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ABSTRACT

(DEGENERATE CURVES IN SEMI-EUCLIDEAN SPACES)

It is aimed to obtain Frenet frames and the Cartan frame of a degenerate curve in a
semi-Euclidean space of index three.Then, some results for arbitrary indexes will be
given. For this purpose, the frames in the case index is two are studied, and after

suitable changes the new frames are obtained.

This thesis consist of five chapters.

In the first chapter; the historical background of the subject was considered.

In the second chapter; some fundamental definitions and theorems about symmetric
bilinear forms, semi-Euclidean spaces, degenerate curves and Cartan frame for

degenerate curves were given.

In the third chapter; Frenet equations of all possible family-types of degenerate
curves in a semi-Euclidean space of index 2 were obtained.After giving the Cartan

frame and curvatures, the existence and uniqueness theorems were stated.

In the fourth chapter; Frenet equations of all possible family-types of degenerate
curves in a semi-Euclidean space of index 3 were obtained. After giving the Cartan
frame and curvatures, the existence and uniqueness theorems were stated. Some
examples about calculation of the Cartan curvatures by using the Cartan frame in a

semi-Euclidean space of index 3 were given.

In the final chapter; a classification for degenerate curves related to degeneration

degree, number of families and the number of the Cartan curvatures were given.

Keywords: Semi-Euclidean space, Degenerate curve, Frenet equations, Cartan

frame.



TESEKKUR

Caligmalarim boyunca degerli yardim ve katkilariyla beni yonlendiren, kiymetli
tecriibelerinden ve bilgilerinden faydalandigim, calismamin her asamasinda beni

destekleyen danisman hocam Dog. Dr. A. Ceylan COKEN’e tesekkiir ederim.
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SIMGELER DIiZiNi
IR : Reel sayilar cismi
\Y : Reel vektor uzayi
M : Semi-Riemann manifoldu
<,> : Skalar ¢arpma
q : Semi-Oklidyen uzayin indeksi
.M . P e M noktasindaki tanjant uzay

Rad (W) : W uzayimnin radikali

. _ {— I, 1<i<gqg }
: |41, g+1<i<n
IR] : n-boyutlu g-indeksli semi-Oklidyen uzayi
@ : Direkt toplam
1 : Ortogonal direkt toplam
{r} : Nulluk derecesi dizisi
{g,} . Indeks dizisi
r : Dejenerelik derecesi
L,N, W : Frenet vektorleri

k, : 1-yinci egrilik



1. GIRIS

Riemann geometrisi teorik fizigin gelisiminde 6nemli bir rol oynamistir. Bununla
birlikte 6zel ve genel relativiteyi aciklamakta yetersiz kalmistir. Bu yiizden indefinit
metrikli manifoldlar kullanilmistir. Indefinit metrikli manifoldlarda vektdrlerin
dolayistyla egrilerin farkli tipleri ortaya ¢ikmaktadir. Bu egrilerden null egrilerin ve

dejenere egrilerin geometrileri klasik egri teorisindekinden biraz farkhidir.

Null egrilerle ilgili sistemli ilk ¢calisma 1969 da fizik¢i olan W. B. Bonnor tarafindan
yapilmistir. Bu ¢alisma Bejancu tarafindan Lorentz manifoldlara ve semi-Riemann
manifoldlara genellestirilmistir. Daha sonra null egrilerden bagka dejenere egrilerin

de bulundugunu 1984 de Bonnor gostermistir.

Lorentz durumunda sadece dejenere space-like egriler bulunmasina ragmen indeks
artttkca time-like dejenere egriler de goriilmektedir. Lorentz manifoldlarinda
dejenere space-like egrilerin geometrisi Ferrandez, Gimenez, Lucas tarafindan 2003
te verilmistir. Yine ayni grup tarafindan indeks 2 de dejenere egrilerin geometrisi

elde edilmistir.

Dejenere egrilerin fizikteki Onemi Nersessian, Ferrandez, Gimenez, Lucas,
Hughston, Shaw, Synge tarafindan belirtilmistir. Bu ¢aligmanin da yiiksek boyutlarda

ve indekslerde yapilan incelemeler icin faydali olacagini diistinmekteyiz.

Bu ¢alismada dejenere egrilerin 3-indeksli semi-Oklidyen uzayda Frenet formiilleri
incelendi. Daha sonra g-indeksli bir semi-Oklidyen uzayda dejenere egrilerin bir

siniflamasi verildi.



2. KAYNAK BILGISI

Bu boliimde ¢aligmaya esas olan tanim ve teoremler verilecektir.
2.1. Simetrik Bilineer Formlar

Tanim 2.1.1. V bir reel vektor uzayi olsun.

<,>:VxV —>IR

- > —

doniisimii Va,b € IR ve Yu,v,w eV i¢in,
i) <u,v>=<v,u>

<au+bv,o>=a<u,0>+b<v,w >
ii)

<u,av+ba)>:a<u,v>+b<\9,£>

Ozeliklerine sahip ise <, > doniisiimiine V reel vektor uzayi {lizerinde bir simetrik

bilineer form denir ( O’ Neill, 1983).

Tanim 2.1.2. V, bir reel vektor uzayi ve <, >: VxV — IR, bir simetrik bilineer form

olsun. Eger

<&,v>=0, VveV
olacak sekilde V nin en az bir &0 vektoril varsa; <, > simetrik bilineer formuna V
de dejeneredir, aksi halde non — dejeneredir denir (Ferrandez vd., 2001).

Tamm 2.1.3. V, bir reel vektor uzayi ve <, >: VxV — IR, bir simetrik bilineer form

olmak tlizere
Rad V={& eV| <&, v>=0, veV}

climlesine V nin <, > simetrik bilineer formuna goére radikali denir. Burada Rad V
nin boyutuna < , > nin nulluk derecesi denir ve nullV ile gosterilir (Ferrandez vd.,

2001).

Tamm 2.1.4. Bir V vektor uzay: lizerinde bir <, > simetrik bilineer formuna

i) VO0=veV igin <v, v>>0 (<v, v><0) ise pozitif (negatif) definit (tanimly),



ii) VveV icin <v, v>>0 (<v, v><0) ise ve <v, v>=0 olacak sekilde en az bir veV
varsa, < , > simetrik bilineer formuna pozitif (negatif) semi-definit (yari-tanimli)

denir (O’Neill, 1983).

Tanmm 2.1.5. Bir V reel vektor uzay1 lizerinde non-dejenere simetrik bilineer forma
V reel vektor uzayi lizerinde bir skalar ¢arpma denir. V iizerindeki bir skalar carpma

<,>ise (V, <, >) ikilisine skalar ¢arpimli vektér uzayr denir (O’Neill, 1983).
Tamm 2.1.6. V, bir reel vektor uzay1 ve <, >V de tanimli bir skalar carpma olsun.

<, >|wxw nin negatif definit oldugu en genis WV altuzayinin boyutuna < , >

skalar carpmasinin V de indeksi denir ve q ile gosterilir (O’Neill, 1983).
Tamm 2.1.7. (V, <, >) bir skalar ¢arpim uzay1 olsun

Il.II: V> IR

Ivl=l<v,v>"? YveV

seklinde tanimli fonksiyona V vektor uzayinda bir norm denir. Burada ||v|| skalar1 v
vektoriiniin uzunlugu olarak adlandirilir. Uzunlugu 1 olan yani <v, v>= %1 olan

vektore birim vektor denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.8. Bir (V, <, >) skalar carpim uzay1 verilsin. Bir veV vektdriine,
i) <v, v>>0 veya v=0 ise spacelike (uzay benzeri),
ii) <v, v> <0 ise timelike (zaman benzeri),

iii) <v, v>=0 ise null veya lightlike (1s1k benzeri)

vektor denir. v nin i¢inde bulundugu kategoriye v vektoriiniin kozsul karakteri denir

(O’Neill, 1983).

Tanmm 2.1.9. (V, <, >) bir skalar carpim uzay1 olsun. Eger u, veV gibi iki vektor

icin <u, v>=0 ise bu vektorlere ortogonaldirler denir ve ulv bi¢ciminde gosterilir

(O’Neill, 1983).

Tamm 2.1.10. (V, <,>) skalar ¢arpim uzay1 olsun. V nin iki alt uzay1 U ve W olmak
tizere, VueU, weW icin <u, ®>=0 oluyorsa, U ve W ya ortogonal altuzaylar denir

ve ULW biciminde gosterilir.



Burada V vektor uzaymin bir W altuzaymin ortogonal tlimleyeni
W+ ={veV|<v, ®>=0}, YoeW
ctimlesidir (O’Neill, 1983).

Onerme 2.1.11. Bir V skalar carpim uzayinin bir altuzay1 W olsun. O zaman;

i) boy W+boy W =boyV

i) (W) =W

iii) RadW=Rad W =Rad(WnW")
dir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Sonug 2.1.12. Bir V skalar ¢carpim uzayinin bir altuzayr W olsun. O zaman asagidaki

ifadeler birbirine denktir.

i) W bir non-dejenere altuzaydir.
ii) " bir non-dejenere altuzaydir.
iii) W ve W birbirini tiimleyen ortogonal altuzaylardir.

iv) V vektor uzay1 W ve W altvektdr uzaylarmin ortogonal direkt toplamidir, yani

WLWw* =V dir.

Ayrica (iv) den goriiliir ki, bir non-dejenere W altuzayi igin
indV=indW+ind W *

dir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tamm 2.1.13. V skalar carpim uzaymnin birbirine ortogonal birim vektorlerinin
olusturdugu bir E={ey,...., e,} climlesine bir ortonormal climle denir ve bu vektorler
lineer bagimsizdir. Bdylece V nin n tane ortonormal vektoriiniin olusturdugu

climleye V nin ortonormal bazi denir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tanim 2.1.14. B={V, ...., V,,} sistemi bir V skalar ¢arpim uzayinin bir bazi olsun. r;
ve qi, 0<i<n sayilarn da S,{Vi,...., Vi} ciimlesinin sirastyla nulluk derecesi ve

indeksi olsun. 7, = g, =0 olmak iizere {r;, 0<i<n} ve {qi0 <i<n} dizilerine B

bazinin sirastyla nulluk derecesi dizisi ve indeks dizisi denir (Ferrandez vd., 2002).



Burada acgik¢a goriiliir ki, |ri-1i.1| ve gi-q;.; sayilar1 ya 1 ya da 0 dir ve r,=0, q,=q dir.

Tamm 2.1.15. Bir V skalar ¢arpim uzayimin sirali bir bazi B={Vy,..., V,} ve nulluk

derecesi dizisi {r;, 0 <i < n} olsun.

1 n
=22 -
25

sayisina B bazinin dejenerelik derecesi denir (Ferrandez vd., 2002).

Onerme 2.1.16. (E, <, >) bir bilineer uzay ve F bu uzaym bir hiperdiizlemi olsun.
Fi=Sy{Li,...., L;} tam lightlike yani nulluk derecesi r olan bir altuzay ve F, non-

dejenere kabul edilerek, F=F, LF, olmak {izere,
i) Eger boy Rad (E)=r+1  (F;c Rad (E)) ise,
E=F,LF, LSp{L}
olacak sekilde tek olmayan en az bir L null vektorii vardir.
ii) Eger boy Rad (E) =r (Fi=Rad (E)) ise,
E=F,1F, 1Sp{V}

olacak sekilde en az bir L nulldan farkli V vektorii vardir. Hatta, eger Rad (E)= {O}

ise isarete bagl olarak V tektir.

iii) Eger boy Rad (E) =r-1 (Rad (E) c Fy) ise, <L;N;>=n, n==l ve

A

E=(Sp{Li}®Sp{N;})LSp{Li,..., L;...., L} LF;

olacak sekilde en az bir N; null vektorii vardir. Hatta, eger Rad (E)={0} ise N; tektir
(Ferrandez vd., 2001).

Tamm 2.1.17. n-boyutlu ve q indeksli bir V skalar ¢carpim uzayinin, 2r<2q<n ve
m=n-2r olmak lizere
<L;L>=<N;N> =0, <LiN> = n;5;,,

<Li;Wa>:<Ni; WOL> = 05 < WOUWB> =g 5

a“aff >

1je{l,...,r}, n=<LiNp>=tl1, a,fe{l,..., m} ve eger 1<oa<q-rise &,=-1, eger



g-rtl<a<m ise ¢,=1, sartlarim tastyan B={L,Ny,...., L;,N;,Wy,..., Wy} bazina bir
semi-ortonormal baz denir (Ferrandez vd., 2001).

Onerme 2.1.18. B={V,..., V! bir V skalar ¢carpim uzayinin bir baz1 ve r de bu bazin
dejenerelik derecesi olsun.O zaman,

i) r iyl tanimlidir, yani bir tamsay1dir.

ii) V nin indeksi q olmak {izere r<q dir (Ferrandez vd., 2002).
2.2. Semi — Oklidyen Uzay

Tamim 2.2.1. M bir C* manifold olsun. PeM noktasindaki tanjant uzay1 T,M olmak
uzere
<>|p: TMxT,M — IR
(Xp.Yp) = <X, Y>[=<X,,Yp>
biciminde tanimli sabit indeksli, simetrik, bilineer, non-dejenere (0,2) tensor alanina

M {izerinde bir metrik tensér denir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.2.2. IR", n- boyutlu Oklid uzay1 olsun. IR" iizerinde 0<q<n olmak iizere q

tamsayisi i¢in,

Xp, Yp~ = _i Xy + Zn: X Vi

i1 i=g+1
ile verilen metrik tensér goz Oniine alinarak elde edilen uzaya n-boyutlu semi —
Oklidyen uzay1 (yar1-Oklidyen uzay1) denir ve IR ile gosterilir (O Neill, 1983).
Tanim 2.2.3. Bir V vektor uzayimin bir bazi {ey,..., e,} olsun. Eger

det (ey,...,en)>0
ise bu baza pozitif yonlendirilmistir, eger

det (ey,...,en)<0
ise negatif yonlendirilmistir denir (O’Neill, 1983).
Tamim 2.2.4. Bir V vektdr uzaymin {e,..., €.} ve {e,,...,e, } gibi baz1 verilsin. Eger

e, =2 Aje;, (1<i<n) iken A=[A;] olmak iizere,



det A>0

ise, bu iki baza ayni yonlendirmeye sahiptir denir. Burada ayni1 yonlendirmeye sahip
olma bagmtist V nin tiim bazlarinin climlesinde bir denklik bagmtisidir ve V nin
yonlendirmeleri olarak adlandirilan iki denklik sinifi belirtir. Ayrica {ey,..., €.} bazini

iceren yonlendirme [{ey,....., €,}] ile gosterilir (O’Neill, 1983).
2.3. Dejenere Egriler

Tamm 2.3.1. IR}, indeksi q ve boyutu n olan semi — Oklidyen uzay1 olsun,

. 01 . e e e .. _ ' My .- .
y:I—> IR diferensiyellenebilir bir egri olmak tizere, A= {y ,...,y " sistemi her tel

icin lineer bagimsiz ve {ri(t), 0<i<n} ve {qi(t), 0<i<n} dizileri A bazinin
strastyla nulluk derecesi dizisi ve indeks dizisini gosterdigi kabul edilerek her i i¢in
ri(t) ve qi(t) sabit olsun. Boylece {ri(t), 0<i<n} ve {qit), 0<i<n} dizilerine y

nin sirastyla nulluk derecesi dizisi ve indeks dizisi denir (Ferrandez vd., 2001).

Tamm 2.3.2. IR}, indeksi q ve boyutu n olan semi — Oklidyen uzayi olsun.

y:I— IR} diferensiyellenebilir bir egri olmak lizere, A= {7 ,.y™} sistemi her tel
icin lineer bagimsiz ve {ri(t), 0<i<n} ve {qi(t), 0<i<n} dizileri A bazimnin
strastyla nulluk derecesi dizisi ve indeks dizisini gosterdigi kabul edilerek her i i¢in

ri(t) ve qi(t) sabit olsun. Eger A bazinin dejenerelik derecesi r>0 ise y:I—> IR/

egrisine bir dejenere egri denir. C ve C ik dejenere egri olmak {izere, her 1 i¢in
r=ri ve q= 55 ise bu iki egriye ayni tiptendir denir.Burada ayni tipten olma bagintist
bir denklik bagintisidir ve her denklik smifi bir dejenere egri tipi belirtir. Ayrica,
indeksi q olan bir semi — Oklidyen uzaymin bir dejenere egrisinin dejenerelik

derecesi i¢in 0<r<q dir (Ferrandez vd., 2001).

Onerme 2.3.3. Bir egrinin nulluk derecesi dizisi, indeks derecesi dizisi ve
dejenerelik derecesi parametreden bagimsizdir ve izometriler altinda degismez
kalirlar. Ayrica bir null egrinin her zaman bir dejenere egri olmasina karsin, dejenere

egriler sadece null egrilerden olusmaz. Spacelike ve timelike egriler de dejenere

egriler olabilirler (Ferrandez vd., 2001).



2.4. Bir Dejenere Egri Icin Cartan Catisi

Bir dejenere egrinin Ferenet formiilleri oldukca karmasiktir ve ¢ok sayida egrilik
fonksiyonu icermektedir. Non-dejenere halde keyfi bir parametre i¢in Frenet
formiillerini saglayan bir tek Frenet catis1 oldugu bilinir. Ozel olarak yay-uzunlugu
parametresi secilirse, genel egrilik fonksiyonlar1 elde edilebilir. Fakat dejenere
egriler i¢in bunlar gegerli degildir. Hatta, null egriler i¢in yay-uzunlugu parametresi
kavramindan da s6z edilemez. Bunun i¢in yay-uzunlugu parametresine benzer bir

kavram verilmistir.
Tamm 2.4.1: /R n-boyutlu ve g-indeksli semi — Oklidyen uzay1 olsun. y:I—> IR/
diferensiyellenebilir egrisi; 1 <m < n, <yV(t),y? ()>=0, i=1,.., m-1 ve

<y™(t), '™ (t)> =+1 sartlarini sagliyorsa, t parametreine yari-yay parametresi denir

(Ferrandez vd., 2001).

Onerme 2.4.2. IR; n-boyutlu ve g-indeksli semi — Oklidyen uzay1 olmak {izere,
y:I—> IR] diferensiyellenebilir bir egri olsun. y egrisi i¢in segilen parametre yari-yay
parametresi olarak alinirsa elde edilen Frenet c¢atisinin tekligi her zaman iddia

edilemez. Buna gore asagidaki sartlar gerceklenirse kanonik bir ¢ati elde edilir.

i) Cat1 tek olmalidir, yani Frenet formiillerini saglayan B ve B gibi iki ¢at1 varsa

B=B olmalidr.
ii) Cat1, minimum sayida egrilige sahip olmalidir.

iii) Cattya karsilik gelen egrilikler izometriler altinda degismez kalmalidir

(Ferrandez vd., 2002).

Tamm 2.4.3. IR} n-boyutlu ve g-indeksli semi — Oklidyen uzay1 olmak iizere,

y:I—> IR; diferensiyellenebilir bir egri olsun. y egrisinin kanonik Frenet catisina

Cartan c¢atisi, Cartan catisina karsilik gelen egriliklere Cartan egrilikleri denir.
Cartan ¢atis1 i¢in verilen Frenet formiillerini saglayan dejenere egriye de bir dejenere

Cartan egrisi denir (Ferrandez vd., 2002).



3. MATERYAL VE METOT

3.1. Indeksi 2 Olan Bir Semi-Oklidyen Uzayda Dejenere Egriler

IR} indeksi 2 olan semi — Oklidyen uzay ve y : I — IR}, IR} de diferensiyellenebilir bir
egri olsun. A:{y',...,y(”)} ailesi lineer bagimsiz ve E, =Sp{;/',...,;/(i)} ,i=1,.n

olmak iizere A bazinin dejenerelik derecesi, r = 1 veya r = 2 dir. Asagida bu iki duruma

gore olusan tip-ailelerinin Frenet formiilleri verilecektir.

3.1.1. IR} de Dejenerelik Derecesi 1 Olan Dejenere Egriler

IR} indeksi 2 olan semi — Oklidyen uzay ve y: 1 — IR}, IR} de diferensiyellenebilir
bir egri olsun. A= {7',...,7(”)} ailesi lineer bagimsiz ve E, =Sp{7',...,7(i) }, i=1,.,n
olmak tizere A bazinin dejenerelik derecesi r=1 ise bir tek tip—ailesi vardir. Burada y
egrisinin nulluk derecesi dizisi {0....,0,1,1,0,...,0}dir. Buna karsilik gelen Frenet
formiilleri asagidaki gibidir.
7, =1, = 0 oldugundan; r, -ro =0-0=0>= Wl

n-n =0-0=0=W,

r—r, =0-0=0=W,,
ro—r., =1-0=1=1L,

rs+1_rs :171:OZ>WS+1

Voo =T =0-1=-1 jﬁs

S

Pz =Ty =0-0=0 :>W”2

N

=Tt =0-0=0=W,,
00,...,0,1,1,0,..,0y — { W1, Wa,osW ot ,La,W et , N, W ss2 sy Wt}

semi — ortonormal bazini elde edecegiz.

r =sp{y'}=0, r=sp{y .y} =sp{W, W, }=0,..
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_— _ 7/' _ 7/' '____
Wi = H]/H = <> =y =kiW

W = ay +by" =aW,+bW, yazilabilir. Buradan a ve b Kkatsayilarmi bulmak

yeterlidir.

<WI,WI >=1

2<WI',WI>=O
<W1,Wl>za<%,ﬁl>+b<%,ﬁl>
O=agi+0 = a=0
<W%,W2>za<ﬁ,ﬁz>+b<%,ﬁz>
=0+ be,
b=k, alinirsa; W1 =Ez%2W2

Wz = c% +d W3 yazilabilir. $imdi ¢ ve d katsayilarini bulalim.

<W;,W,>:c<WI,W,>+d<ﬁ,WI>
<W2,W, >=cg, +0

Biliyoruz ki; <W, ,W, >=0

<W'1,W2 >:—<W'2,Wl>
WA, 5= gak2 < W, W, >=cé,

=—&k, =ce, > c=—¢c1k2

<W'2,W3>=C<W,W3>+d<%,ﬁ3>
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=0+de,

d=k; alnirsa; Wi =—¢ %le + &3 %3%

2<i<s-2i¢in; W= _Ei—l%iWi—l + EH—I%HIWH—I
W;—z = —Es—a %s—z Ws—s + Es—l %s—l Ws—l
W's—l —eW s+ f L_S yazilabilir. Simdi e ve f katsayilarin1 bulalim.

< Ws—l,Ws—Z >=—-< WS—Z,WS—I >

€<Ws_z,Ws_2 >+f<LS,Ws_2 >= Ss_3ks_2 <Ws_3,WS_1 >—8s_1ks_1 <Ws_1,Ws_1 >

p— _2 p—
el -2 +O:0_€s—lks—1

=D e=—E&s2 ks—l

<W}1,FS >:e<stz,VS>+f<L_S,FS>
:O+f77_S

=k, almirsa; W;—l = —&ya kW +5S%SL_S

Z; = gWs-l + hL_S +iW o yazilabilir. Simdi katsayilar1 bulalim.

<Z;,WS_1 >:—<W;_1,L_S>
g <Ws_1,Ws_1 >=0= g =0

h <L_S’FS >= hnv
<Lo,Wea >=— <W;+1,L_S >

i < Ws+l,Ws+1 >= i8s+l

h=ksu vei=kso alimrsa; Ls =n koL, + sk Wsn
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Wim = kL_S + IFS yazilabilir. Simdi katsayilar1 bulalim.

<W;+1,FS >=—<N;,VVH1 >
k<Zs,VS >= k;s

<Wgu,L, >=—<Z;,W >

s+l

l < Ns ,LS >= _Es+l%s+2 < WS+1,WS+] >
— _2 p— [E—
1775 =—&ksnr == —ﬂsks+2

k=k .3 alinirsa; W;H =5j5+325 —Esl;mﬁs

N; =mW o + pﬁs + qu + W g2 yazilabilir. Katsayilar1 bulalim.

—2—

pU_Y: _nsks+l = p = _ZS%S+1
<N;,Ws+l >=_<W;+1’Fs>

q <WS+13WS+1 >= _nsks+3 <Z57N3‘ >

p— _2_ p— p—
qé&s+1 =_77sks+3 = q =_€s+lks+3

<N W2 >==<Wgya,N, >

r< Ws+2,Ws+2 >=1Es542

r:ks+4 ahnlrsa; Ns = _gs—lks Ws—l - nskﬁl Ns - gs+1ks+3 Ws+1 + Es42 ks+4 Ws+2
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ij = xL_S + me yazilabilir. Katsayilar1 bulalim.

<Ws+2,Ns >:_<NS,WS+2 >

X<L,,N. >= _€s+2ks+4 <Ws+2,Ws+2 >

N N

P —2 —

X1, =—&srksa = x=-1 ks

< Ws+2,Ws+3 >=—-< WS+3,WS+2 >

y< Ws+3,Ws+3 >= YEs+3
y=kss alnirsa; Wo =—n ksaLs + &s3ksis Wi

Wim = 2W g2 + W s yazilabilir. Katsayilar1 bulalim.
< W;+3 ,Wﬁz >=—-< W;+2 ,WS+3 >

z< WS+2,WS+2 >=—E&5+3 ks+5 < Ws+3,Ws+3 >

p— _2 p— p— p—
ZEs+2 = Es+3 ks+5 = Z=—Es+2 ks+5

< Ws+3 ,Ws+4 >=—=< WS+4: WS‘*'?’ >

t=kse alimirsa; W =—&snnkosWeir + Esraksic Wsia

st3<i<n-2igin; Wz = —eirkia Wi+ eimkisWin
W;'I—Z = _En—3 %n Wn—S + En—lzn-#an—l
W'n—l =u W;z_z yazilabilir. Katsay1y1 bulalim.

< Wn—] ,Wn—Z >=—< Wn—Z,Wn—l >

u< Wn—Z,Wn—Z >= _gn—lkn+l < Wn—l ,Wn—l >
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_2 —
ué‘n 2= —Enknn = U ——6‘,, 2kn+1 den Wn 1 ——Sn 2kn+1Wn 2

Burada ﬁj =< Zj,ﬁj >= *1ve bir jj igin EJO = —1 olmak lizere
Ej =< Wj ,Wj >=+1, 1<j<n’dir. Butip —ailesine /. Tip — Ailesi denir.
3.1.2. IR} de Dejenerelik Derecesi 2 Olan Dejenere Egriler

IR} indeksi 2 olan semi — Oklidyen uzay ve y:1 — IR}, IR} de diferensiyellenebilir
bir egri olsun. Eger A4 = {7/',...,7“’)} ailesi lineer bagimsiz ve E, = Sp{y',...,y(i)} ,

1= 1,...,n olmak ilizere, A bazinin dejenerelik derecesi r = 2 ise, nulluk derecesi dizileri
{0....,0,1,1,0,...,0,1,1,0,...,0} ve {0,...,0,1,2,2,1,0,...,0} olan iki tip — ailesi bulunur.
Burada once, genel olarak bir dejenere egri i¢in nulluk derecesi dizisinin terimlerinin
siralaniglarinin nasil olacag: verilecektir. Eger, r;; I<1<n’ler 4= {7/',..., 7(”)} bazinin
nulluk derecesi dizisinin terimlerini gostermek tizere r; = ... = rg; = 0 ise, 0 zaman y
boyunca ry = 1 olmak iizere ortonormal {Wl,...,W‘H} spacelike vektor alanlari elde

edilir. Buna gore nulluk derecesi dizisinin terimlerinin dizilisleri asagidaki tabloda

gosterilmistir.
=1
=0 ly= 1 f5.1= 2
Ibanstz a b C a/\b
m-n 5+1-1 5+2-2 I'“_‘I 5+?'2

1. ile pkans  inbansiz Wy\

r5+3-1 $+3'2
a /\b imkansiz
rﬁi:n E+4:1
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Bu tablodaki imkansiz olan durumlar asagida verilecektir.

Tablodaki a Yolu: {Wl yeees W st ,Zs ,Ns } catisina karsilik,
I =0 y =k,

=0 Wi=k:W>

_

Ti+1 =0 W= —%iWi—l + %HIWHI

Iy = 1 W's—l = _%5—1W572 +5S%s ZS

(*) Ts+1 = O Z; = 55 %s#—l LS

L e Sp{y' - 7/(S)} oldugundan A # 0 olmak iizere,

s

L, =Ay +...+A,y" yazilabilir. Burada tiirev alinirsa,

S

Li=...+4, 7/(“1) = ijzs (™) kullanarak yazabiliriz. Buna gore

y¢ e Sp{}/' yees ;/(S)} olur. Buda 4 = {)/',..., 7/(”)} bazinin lineer bagimsizlig1 varsayimi

ile gelisir. Yani, a yolu imkansizdir.

Tablodaki bb Yolu: Bu durumda {Wl,...,WH ,Zs ,Wm ,Wﬁz} catisina karsilik,

s = 1 W;—l = _%S—IW572 +7_7s%s Zs
(**) Is+1— 1 le = ES%S-FIZS +%s+2Ws+l
Ts+2 = 1 Wﬁwl = 7_7S%s+3 Zs +%S+4W§+2

s = 1 oldugundan Rad(Es:2) = Sp{Ls} dir. Buradan

<L,y M >=<L,y""? >=0

<Lo,y V>4 <y Lo >=0
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< Ls,]/(SH) >=0
(**)’dan’ < Ls,ﬂ/(HI) >= ks+2 < WSH,]/(SH) >= O
< Ws+1,]/(s+l) >=0

bulunur.Bu da W .\ € Rad (E,,,)gibi, varsayim ile gelisen bir sonug verir. Dolayisiyla

bu yol imkansizdir.

Tablodaki be Yolu: Bu durumda {Wl ,...,Ws_l ,Zs ,Wﬁl ,ZM } catisina karsilik,

rs = 1 W;—l == _%5—1 Ws—2 +5S%S ZS
(***) Is+1— 1 Z'\ = ES%HIZS +%s+2Ws+l
T's+2= 2 W;+l = 55%s+3 Zs + 5S+1%s+4Z5+1

esitlikleri elde edilir. A:{;/' ,...,7/(")} bazinin lineer bagimsizli§i varsayimi geregi

kw2 #0 ‘dir. (***)’dan,
%Hz =< Z; ,Wﬁl >=—-< Wtwl ,Zs >=0
bulunur ki, bu bir ¢eliskidir.

Tablodaki ca Yolu: Bu durumda {Wl ,...,Ws-l ,Zs ,Zm ,N} catisina karsilik,

rS = 1 WVS—I = _%S—IWS—Z +5S%szs
I's+1= 2 Z'\ = Es %les +7_73+1 %S+223+1
5= 1 Z's+1 = 7_75];s+3zs +ZS+1%5+4ZH1 +7_7];N

esitlikleri elde edilir.

N = N, olsun. k =< me ,L_S >=—< Z; ,Zm >=0

ﬁ = Ns-{-l OlSLll’l.% =< Z;H,ZHI >=0

bulunur ki bu A bazinin lineer bagimsizlig ile ¢elisir.
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Tablodaki cbb Yolu: Bu durumda {Wl ,...,WH ,Zs ,an ,Wﬁz,Wﬁs} catisina karsilik,

r, =1 W = koW o2 +77,k Ly

(*)  re=2 Lo =7, ke Ls +7,, ke Lo
Ts2=2 ZQ = 7_7js+3zs +5s+l%”42s+l + ks W s
T =2 Wi =1 Kowo L 477, o1 Lon +Koss W i3

rs+3=2 oldugundan Rad(E ,,) = Sp{zs ,Zm} ’dir. Buradan
< Lo,y >=< Ly, y" >=0
<L,y >4 <y T >=0
< Lo,y >=0
olur.(*)dan, < L1,y >=k_. <W o,y >=0
<W o, y©* >=0
Buda W .., € Rad (E,,,) gibi bir ¢eliski verir. Dolayisiyla bu yol imkansizdir.

Tablodaki cbab Yolu: Bu durumda {W.,...W.1,Ls,Lea,W 2, N ,W 3}

karsilik,
r, =1 Wt = —koiW o2 +175ks L
Ty =2 Lo =1k Ly +7ssikss2 Lon
Ty =2 Lot = kses Ly +7skoss Loa + KosW g1

I3 = 1 WVS-PZ :Es%s-%zs +7_73+1%s+7zs+1 +lleN

catisina
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Teeg=1 N =nkosL+IW ,+1yN + kool o13
Burada iki ihtimal vardir.
i) N = N_S olsun. Boylece L = Ly, 7_7=55+1 ve y=—kqu olur.
O zaman 0 # ks =< Z;H,Wﬁd >=—-< W'M,ZM >=0 ¢eliskisi elde edilir.
ii.)ﬁ =N, olsun. L = L_S, E:ES ve ;: —k s olur.

O zaman 0 # kup =< Zq ,Nm >=—< N;+1 ,Zs >= (0 celiskisi elde edilir

Dolayisiyla bu yol imkansizdir.

Sonu¢ olarak nulluk derecesi dizisinin terimleri {0....,0,1,1,0,...,0,1,1,0,...,0} veya
{0,...,0,1,2,2,1,0,...,0} bicimindedir. Bu dizilere karsilik gelen tip — aileleri sirasiyla /1.
Aile ve IIl. Aile olarak isimlendirilir. Bunlara karsilik gelen Frenet formiilleri asagidaki
gibidir.

{0,...,0,1,1,0....,0,1,1,0,...0} dizisi i¢in Frenet catisi,

{Wl""’ Wsl—l ,Zsl JWSI'H ,Nsl 7W51+2 gecey Wsz—l ,Zsz ,Ws2+l ,st 7W32+2 geeey Wn—Z } dlI’.

Burada, s; =s, sadece bir s; >s;+ 3 i¢in n, =1 ve =0, i=s;+2,...,5-1dir.

Heri>s,+2 i¢in, ;=0ve r__, =1 dir.

S,+1
{0,...,0,1,2,2,1,0,...,0} dizisi i¢in Frenet ¢atisi,

{Wl ,---,Ws—l ,Zs ,Zs+l ,Ws+2 ,NS-H ,Ns ,WS+3 ,...,Wn—Z },dir.

V4 =%1W1
Wi =kW,
Wz = _l_fiWi—l +%i+lWi+l R 2<1<5;-2

Wsl—l = _%SI—IWSI—Z + 77Sl ksl le

Ly = ﬂsl ksl+1Ls| + k51+2 Wsl+l
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W;'IH = Esl %s1+3 Zsl - 551 %s1+2 Nsl

N:vl = _%sl Wslfl _5 %sﬁl Nsl _%s1+3Ws1+1 +l_€sl+4Ws1+2, (2)

51

Ws1+2 = _nsl ks|+4 le + ksl+5 WS1+3

Wi=—kioWia+kisWia, s1t+3 <1<s-2

|

s,-1 = _ksz+1 W52—2 + 77S2 ks2+2Lsz

1

5, — 773'2 ks2+3Lsz +k52+4Ws2+1

Ws2+1 = 77S2 ks2+5 LS2 - 773'2 kser4 st
N, =—=kgooWs 1 — 1, ko Nsg, —kssWaa +ke6 W,

W52+2 = _7732 k52+6 Lsz + ksz+7 Ws2+3

Wi=—kiaWi, +ki+5Wi+l, s2+3 <i<n-3

W'n—2 = _%n+2 Wn—S

v =kW,
Wy =k W
Wi =—%;WH +%;+1W;+1, 2<i<s-2

Wivfl = _%sfl Ws72 + 7_75‘ %s Zs
Z; :7_73' %s-%—l Zs +5s+1 %s+2 Zs+l
Z:Hl :55' %s+3 Zs +55+l ];s+4 ZS+1 + %s+5 Ws+2 ( 3 )

w,., =5s ksvs Ly +5s+1 ko7 Ly _7_7s+1 ko5 N g
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N‘Hl =5s E.H—S Z.&' _%s+7 WS+2 _7_7s+1 %S+4 NS+1 _53‘ %‘HZ NS

Ns = _%s Ws—l _53'-%—1 %S+st+l _53+1%s+3ﬁs+1 —53 %S-HNS _%s+6 WHZ +%s+9 WHS
W;'+3 :55' %s+9Zs +%S+10WS+4

Wz = —kirsW ia +%i+7Wi+l, s+4 <i<n-3

Wn—Z = _kl1+4 Wn—3

Burada 5]. =< Zj,ﬁj >, 1 <j<n’dir.

3.1.3. Cartan Catisi

Teorem 3.1.3.1. y: I — IR} bir dejenere egri olsun ve eder her t igin T,

IR; tanjant
uzayl1 {}/' ),y 7™ (t)} climlesi tarafindan geriliyorsa, o zaman bu egrinin
yonlendirmeye gore tek bir kanonik Frenet ¢atis1 vardir. Bu catiya karsilik gelen Frenet
formiilleri de asagidaki gibidir.

I. Tip — Ailesi

Null Egriler I¢in Null Olmayan Egriler I¢in
y =1 y =W
L =u,e,W, W, =&.,k,W,
W, =nk,.L, —u,n,N, (4) W, =—¢._k W_ +&, kW, 2<i<s=2 (5
N, =—&,k,\W, +&.k, W, W, =—&, .k W, ,+unlL,
W, =-nk,L, +& kW, L =¢ k. W,
W, ==&k W +e kW — Woo=nkL -nk_ N,
4 <i<n-2 Ny =—pe W _ ~e kW, +& ok W,
W, =&,k W, W, ==k L +e, kW



I1. Tip — Ailesi

Null Egriler I¢in
7/' =L,
L=w,

Ls = ks—lWH—l
Wv'+l nsksLs 77sks—1Ns

Wv'+2 =773ks+1Ls +k W

s+277 s+3

W; = _ki—IVVi—l + kiWi+1 >

s+3<i<n-3

Wn'—z = _kn—3 W,
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W =—¢, k. W._ +e, kW, ., s+3 <i<n-2
W, ==&,k W,
Spacelike Egriler i¢in
y =W
W, =kW,
Wi ==k Wy + kW, (7)

WS‘I_I = _ksl_stl—Z +ﬂ51 77S1 LSI

L'Sl =k, W,

sp+1

W51+1 :77s1 k L

SIS

_7751 k 5y —1N51

]\'/vsl = _ll'ls1 Wsl—l _klesl+1 +ksl+1Wsl+2
Ws1+2 = _7751 ksl+1le + ks1+2VVs1+3

VV; =—k, W_ +kW,

i i+l

W' -1 = _ksz—ZWsz—Z +/us2 77s2L

Sy $2

Lsz = ksz—l Ws2+l
Wsz+l :77s2 ksz L32 _7752 ksz —1N32
st = _/’lsz Wsz—l _ksz Ws2+1 + ksz+l Sy +2

VVs'+2 = _’7s2 ksz+1Ls2 +k 4

S, +2"77 5,43

VVI" = _ki—lWi—l + kiW

i+l

VI/);—Z = _kn—3 Wn—3

s1+3 <i<sy,-2

$+3<i1<n-3
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III. Tip — Ailesi

Null Egriler I¢in Spacelike Egriler i¢in

y =L, y =W

Ly =u,n,L, W, =kW,

L, =W, W, =~k W, +kW,,

W, =n,k.L,-n,N,  (8) W, =—k W _,+u.nlL, )
Ny =k, Ly =y, N, =k, L= 0Ly,

N, =-n,k,L, +k,W, L.,=k_W._

W,y =—1,k L, + kW Wi =k Ly, 1,k (N,

W, =~k W_ +kW,

i+

N;+l =77 k Ls - ksVVS+2 _:Lls+1 USNS

s s+l

Wn'—Z = _kn—3 Wn—3 N; = _77S+1k Ls+l - ﬂs Ws—l + ks+2 W

s+1 s+3

Ws+3 = _nsks+2Ls +ks+3 s+4

VViV =—k_ W_ +kW

i+l
Wn72 = _kn73 Wn73

Burada &, =<W, ,W,> n,=<L,,N,>ve u, =%1’dir. Hatta; 7, ve u,, her I<i<n-1

icin {7',...,7(i)} ile {Cy, ..., C;} aym yonlendirmeye sahip olacak ve {Cy, ..., C,} sistemi
pozitif yonlendirmeye sahip olacak sekilde secilebilir. Burada{C,, ..., C,} yukaridaki

Frenet catisini saglar.
Ispat: I. Tip — Ailesi
Null Egriler I¢in: IR indeksi 2 olan y&nlendirilebilir bir semi — Oklidyen uzay ve
y: I — IR), IR)de bir null egrisi olsun. Eger 4= {7/' o } ailesi lineer bagimsiz ve
E = Sp{y',...,y(i)} 1= 1,..., n olmak tizere A bazinin dejenerelik derecesi r = 1 ise bir

tek tip—ailesi vardir. Burada y egrisinin nulluk derecesi dizisi {1,1,0,...,0} dr.
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Buna karsilik gelen Frenet catist da {L; W, N; Ws,...,W,,.1}’dir. Buna gore Frenet

formiilleri su sekildedir.
y =kl
L, =n,k,L, +&,kW,
W, =n,k,L, —n,k,N,
N, =-n,k,N, —&,k W, +& kW,
W, =—nkL, +& kW,

k, W,

W, ==& kW, +& .k W, 4<i<n-2

i 42700

/4

n-1 = _8n—2k VI/H—Z

n+l
Burada 7, =< L,,N, >=%1 ve bir jo i¢in &, =-1olmak tizere
&, =<W, W, >=%1,1 <j<n’dir.

Yukaridaki denklem sisteminde <y ,7 >==+1 olacak sekilde yar1 — yay parametresi
secilirse;
y =kL, = L, null oldugundan y =L, almabilir.

=k =1
y =klL, = y =kL, +kL, =kL, +k (kL +&kW,)

=y =k, +kk,n)L, +k ke,W,
<yLy >=tl=<y .y >=0+kke, <W,, W, >

1=kkye; =ks=1

olur. k, = 0 secilebilir. Boylece k; = 1, k, = 0, k3 = 1 alinarak, yukaridaki denklem

sistemindeki egrilikleri tekrar numaralandirma ile (4) sistemi elde edilir.
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Null Olmayan Egriler icin
(1) sisteminde yay parametresi segilirse, W ve k_1=1 olur. Simdi k_s= U, Ve
M, =%1 olsun, o zaman bir tek {Wl,...,Ws—l,Zs} climlesi belirtilmis olur. Dolayisiyla

sadece W ,.1, bulmak yeterlidir.

W ve W, iki farkli Frenet gatisi iireten iki farkli vektdr alani olsun. Yani;

{W1 . WVBZX,WSH,NS ,WHz . Wn—l }—> {%1 = 1,%2,...,%s = ILlS,ksH,...,%nH}

(W, ooy Wt Ly W NSW oy W= (k= Lkoynks = g1 ke k )

olsun. (1) den;

Z; :Zsks-%—lLs +ES+I%S+ZWS+I :Esk;rlzs +Es+lk* W*

s+277 s+l

_ (77q ks — 77sk:+1 ) ZS n %34—2 e

= W:%—l % * WS+1 (10)
ks+2 s+2
< Wv+1 b WS‘+1 > = 1 = k5+2 = ikerZ

ksi2 =k ,olsun. f: I — IR diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak tizere,

:>W* :st +Ws+1

s+1

bulunur. Her iki tarafin tiirevinden,

Esk;_:;z‘s _,_7sk:+2N: = fyzs +f(ﬁs%s+lzs +Es+l%s+2Ws+l)+7_7s%s+SZs _ESE.H—ZNS

= N: = //LZS +N.s _ESfWS-H
her iki tarafi kendisiyle i¢ ¢arparsak

1
> A=—=f?
2f

bulunur.

R D
:>N‘9:_Ef2LS+NS_77SfWSH
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_ 55‘ %SH B Zsk:-#l
k*

s+2

/

(10) denkleminden yazilabilir.

ki, =ks1—n fk', elde edilir. Burada her zaman f =7, Koo almabileceginden,

s+1
s+2
k., =0 olur. (1) sistemindeki egrilikler yeniden numaralandirilirsa (5) sistemi tek

olarak elde edilir.

I1. Tip- Ailesi

Null Egriler I¢in: /R; indeksi 2 olan yodnlendirilebilir bir semi-Oklidyen uzay ve
y: I — IR}, IR} de bir null egrisi olsun. Eger 4= {7' e y/(”)} ailesi lineer bagimsiz ve

E = Sp{y' yeers 7/(i) }, 1= 1,...,n olmak iizere A bazinin dejenerelik derecesi

r = 2 ise, nulluk derecesi dizileri {1,1,0,...,0,1,1,0,...,0} ve {1,2,2,1,0,...,0} olan iki tip -
ailesi vardir. Burada y egrisinin nulluk derecesi dizisi {1,1,0,...,0,1,1,0,...,0} ise buna

karsilik gelen Frenet catisi

{Zl,Wz ,ﬁl ,W:&,...,Ws—l ,Zs ,Wm ,NS,WM,...,WH }+’dir. Buna gore Frenet

formiilleri su sekildedir.

v =k L

Z1 2771k2L1 +%3W2

Wz =miksLi —miks N,

Nl =—kaWa —mik2 N +hksW s

Wa =-mksL + koW 4

Wz =_ki+2Wi—l+%i+3Wi+l, 4<i<s-2

W;'—l = —];mWs—z + 7_75%”2 Ly
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L'S =5s %s+3 Zs +%s+4 Wﬁl
Wﬁwl = 7_7S %AHS ZS - 7_73 %s+4 NS
N; = _%s+2 Ws—l _Es %s+3 Ns _%S#—S WS-H +%s+6 W.HZ

W;'+2 = _Zs %S+6 Zs + %s+7 Ws+3

Wi =—kiaWir +hkisWin , s+3 <i<n-3

Wn72 = _k n+2 Wn73

Yukaridaki denklem sisteminde yari-yay parametresi secilsin. Boylece k=1 , E =0,

ks =1 olur. Simdi k> =pu, ve p ==l olsun.

O zaman bir tek {Zl,WZ,NI,W},...,Ws—I,Zs} cimlesi belirtilmis olur. Dolayisiyla
Wa’i bulmak yeterlidir. W, ve W, ile iki farkli Frenet gatis iireten iki farkl

vektor alani olsun. Yani;

{Zl ,WZ,NI,W3 ,---,stl,zs ,Wﬁl ,Ns ,Ws+2 ,---,Wn—Z }

- {%1 Il,%z IO,%3 21,%4,...,];“2 Zﬂ‘v,];sg,...,k,”z}

£

{ZI,WZ,NI,W3,---,WS*1,ZS,WY+1,N:,W;:_z, ..... N/

—>{%1 21,];2 20,%3 21,];4,...,%”2 =4, ks+2 =ys,k:+3,...,k;+2}

olsun. Yukaridaki denklem sisteminden

Z; :ZszS”LS +%s+4Ws+l :Esk:+32s +k:+4W;1
o ks =0k )~ ke — arn
:> WS+1 = (ng d * 775 S+3) LS + k;( 4 WS+1
k‘Y+4 ks+4
<W W, >=1 den, k_,=%k ,, bulunur

k,.,=k.., olsun, (11) denkleminden, f:7 —> IR dif. bilir bir fonksiyon olmak {izere;
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W;—l :fzs +Ws+l
yazilabilir. Her iki tarafin tlirevinden,

Ek:JrSZs _Es%s+4N: :fyzs +f(7_73%s+3zs +%s+4Ws+l)+ﬁs%s+SZs _7_7S%S+4NS

= N: :/123 +Ns‘ _ZstS'H

her iki tarafi kendisi ile i¢ ¢arparsak

S A=——f"
>
1 = = = =
:N :_Ef Ls+Ns_77Sst+l
(11)denkleminden;
1 ks =1k, == -
f — 77s i 77s s+3 = ks+3 :ks+3 _nsfks+4
ks+4
Burada f =7, — olarak almabileceginden k., =0 olur.
s+4

Yukaridaki denklem sisteminde egrilikler yeniden numaralandirilirsa (6)sistemi tek

olarak elde edilir.
Spacelike Egriler Icin:

L. tip — Ailedeki ispat ile aynidir. Yani; (2) sisteminde yay parametresi secilirse,

2 =lee k_1 =lolur. Simdi ks =, ko2 =p, p, = p, =71 olsun, o zaman bir

tek {Wi,..... ,Wsl—l,Zsl} climlesi belirtilmis olur. Dolayis1 ile sadece Wsln ve WSZH

*

1+l ve Wsz+1 , W

*

bulmak yeterlidir. W, .., W, L+ 1ki farkli vektor alanlari olsunlar. Yani;

S S

{Wla"")WSl*l 3LS| s W51+1 ,Nsl H W51+2 ERARE) W52*1 5LS2 H W52+15 st > W32+2 90y W”*Z }

— {%1 :1,%2,..., ksl :,usl , %51” geeeeen ,k32+2 Z,Lls2 . Eg2+3,....,kn+2}
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*

(W e Wt Lo W, N e d W L W N W) )

*

— (ki =Lkay o bk =gt Kk

s,+2 T luqz > k\2+3 200 n+2 }

Bundan oOnceki ispatlarda oldugu gibi k.1 =k, 3 =0bulunur. (2) sistemindeki

egrilikler yeniden numaralandirilirsa (7) sistemi elde edilir.

III. Tip — Ailesi

Null egrileri icin:

y 1 — IR;, IR; de bir null egri olmak iizere, y egrisinin nulluk derecesi dizisi

{1,2,2,1,0,...,0} ise buna karslhk gelen frenet catist

{L1 Lo ,Ws,NoyNi,Wa,..,Wn 2 }’dir. Buna gore Frenet formiilleri su sekildedir.

]/'=k1L1

L =mkaLi +n2ks L

Zz = 1k4L1 +772k5L2 +k6W3

Wa =mikrLi+n2ksL> —n2ke N

Nz =mikoLi— —ksW s —12ks N2 —m1ks N

Nl =-12koL>—12ks N2 —k W5 —mik2 Ny + koW 4

W =—11ko L +hkuWs
Wz = —kieWir + ki Wi ) 5<i<n-3
W;l—Z = _%11+4Wn—3

Yukaridaki denklem sisteminde <y ,y >==1 olacak sekilde yar1 - yay parametresi

secilirse ki=ks=ks =1, k»=ks=ks=0 bulunur.

{Li,L2,Ws,No,N\,Wa,. W2} ve{Li,L,Ws, N,N;,W,,...W",} bu sekilde elde

edilmis iki Frenet catis1 olsun. O zaman yukaridaki denklem sisteminden,
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W3 771k L1+772k L> 772k6N —771k7L1+52%822 _7_72]_€6N2 (12)
= N> = (7,1, ks =1, 72k, L1 + (kg —ks)L2 + N>

elde edilir. Elde edilen denklemin her iki tarafi kendisiyle i¢ ¢arpilarak k; = ks bulunur.

Bu ifade (12) de yerine yazilirsa f : 1 — IR diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak

uzere
N, =fZ1 +N,

her iki tarafin tirevinden

Elk;Ll k8W3 ﬂzksN 771k N fL1+f(771k2L1 +772k3L2)+771k9L1 %3W3

—772k5 N> —771k3N 1

N =ALi - fn,n,L» + N,

R
(12) den, =R TKT e it
=k, =n,n,f+k:

Burada her zaman f =-7,1,k7 olarak se¢ilebilir, dolayisiyla k; =0 olur. Yukaridaki
denklem sistemi tekrar numaralandirilirsa (8) sistemi elde edilir.

Spacelike Egriler I¢in:

ks = u, ==x1 olsun. O zaman bir tek {Wl ,...,V_VH,ZS } ciimlesi belirtilmis olur.

Dolayisiyla L1’i bulmak yeterlidir. Lo ve L.,, iki farkli Frenet catisi iireten iki farkli

vektor alan1 olsunlar. Yani;

W] ,...,Ws_1 ,LS,LS+1,W‘3‘+2 ,Ns+l ,Ns ’ Ws+3 geees Wn—Z}

—>{7 =1..,ks = k9+l, Lk, }

{Wl,...,Ws I,L L W N N Ws+39 o )1*—2}

s+17" s+20 s+1°

Slki=loske=p, =1,k .k}

s+l 900>



30

{ZS,ZM,WM,NM,NS} ve {L_S, L. W ,,N.,,N.} semi-ortonormal ve aym
yonlendirmeye sahip olduklarindan

Lyl r1o o o ok

L | |pyp, 0 0 0 | Lo

Wea |= Py Py, Py 0 0 [ W

N:+1 P,P, P, P, O Nm

N: _P51 P, P, P, Pss_ Ns

*

L, =P, L +P,L

s+

* *

= PMZS + PSZZS"'I + P33 WS-Q =< W

s+2°

W Ws+2 >= 1

s+2

den P,; =1 bulunur.

N =P, L, +PyLei+PsW,2+P,Ngu

N =P Ly +PyLei+PsWer+PyNei + PN, <N L, >=1
den P, =1 bulunur.

* *
=< Ls+1 > Ns+1

>=P,P, =1

den P, = < bulunur.
22

*

=<L. N, >=P, +P,P, =0

s+1°

P
dan P, =—— bulunur.

2
=< W;-Z’N:H >=P, P, +P;=0
P
dan P, =2 bulunur.
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=<W. N>P+PP+P =0

s+2°

P,P.
dan P, =-P, +—>2. bulunur.
22
Benzer sekilde,
I 1P
Py =—=P, P, 2P317 Py :_Ep_zz
1 P, Py
52 :E — — Py Py, —PyF,
22
%5+2 ];
Burada P,, =——ve P,, =—— alinarak Frenet formiilleri kullanilirsa,
s+1 s+1

L =P,Ls+P,Lu

= st Ls + s+2 Ls+l
/us+l /us+l

s+1

*

k .
N?H = 2 :1 = ks+2 :/uS+1

s+1

<L

s+1°

*

<L N>—k O:>k =0

s+1°
/us+l

Boylece tek bir Frenet ¢atisini bulma problemi

{WWZZV_VNNWW}

—){7 =1,. = % 0,ks+2=1,%s+3,...,a}

s+2° s+1° s+32°0 7 p

%,...,WS_I,ZY,LHIW NN W W |

S =k =Lk =0,k n =Lk k] |

|

k s+3

haline doniisiir. Burada P, ==——ve P, = EM alinarak Frenet formiilleri
s+5 s+5
kullanilirsa,
Vsz _PleS + PszLS“ W s
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. ki,— k., — —
WS+2 =++3L€ + i+4 LS+1 + Ws+2
ks+5 s+5
ok .
< Ws+2 > Ns >= * = O = ks+3 0
s+5
<W_,,N,, >= =0 = k.,,=0

s+2° 77 s+ *
s+5

bulunur.Béylece W, =W > oldugu kabul edilebilir. Yine benzer sekilde P, :Es—w

s+5
olarak segilirse k., =0 elde edilir. (3) sisteminde egriliklerin indisleri yeniden

numaralandirilarak (9) sistemi elde edilir.

Teorem3.1.3.2. kL ,k,,...k, : [— &, 5] — IR fonksiyonlar1 diferensiyellenebilir
olsun. /R nin bir noktast P olmak iizere 7, (IR;) nin, m=n-2 veya m=n-3 olmasina
gore dejenerelik derecesi sirastyla 1 veya 2 olan bir C, = {V;(0),...,7,(0)} semi-
ortonormal bazi verilsin. O zaman IR’ de, 7(0) =P olacak sekilde nulluk derecesi
dizisi ve indeks dizisi C, inkilerle ayn1 olan, P noktasindaki Cartan ¢atis1 C,, olan bir

tek C dejenere egrisi vardir (Ferrandez vd., 2002).

Teorem3.1.3.3. /R de iki Cartan egrisi C ve C olsun. Eger ki, ky,....k, : [— &, 5] —IR

diferensiyellenebilir fonksiyonlar1 i¢in C veC ayni {kl,k k } egriliklerine sahip ise

S
IR} nin Cyi C ye tastyan en az bir semi-Oklid transformasyonu vardir (Ferrandez vd.,

2002).
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4. BULGULAR

4.1. indeksi 3 Olan Bir Semi-Oklidyen Uzayda Dejenere Egriler

IR! indeksi 3 olan semi-Oklidyen uzay ve y:I — IR; de diferensiyellenebilir bir
egri olsun. A= {y',...,}/(i)} ailesi lineer bagimsiz ve E, = Sp{y',...,y(i)}, i=1,.,n

olsun. O zaman A bazinin dejenerelik derecesi r =1, r =2 veya r = 3 diir. Asagida

bu li¢ durum i¢in olusan tip ailelerinin Frenet formiilleri verilecektir.

4.1.1.IR; de Dejenerelik Derecesi 1 Olan Dejenere Egriler

IR indeksi 3 olan semi-Oklidyen uzay ve y : I — IR}, IR; de diferensiyellenebilir
bir egri olsun. A= {7/',...,7(")} ailesi lineer bagimsiz ve E, = Sp{y',...,y(i)}, i=1,.,n
olmak {izere A bazinin dejenerelik derecesir = 1 ise, nulluk derecesi dizisi sadece

{0,..,0,1,1,0,...,0} olan bir tek tip-ailesi elde edilir. Bu tip ailesinin Frenet formiilleri

su sekildedir:
Yy = EI%IWI
Wi =ekaW,
Wz =—girki Wit +einkinWin , 2<i<s=-2 1)
W‘;—l = _Es—Z %S—IWS—Z + 7_75,%3' Zs

Z; = 7_7Sks+1LS +ES+1%S+2WS+1
W;H = 53, %S+3ZS _ES%S‘FZNS

Ns=—¢saks Wi — nskﬁ—l N — 77S+1ks+3 Wi + sk seaW g2

s+2 = _nsks+4Ls + E543 ks+5 WS+3

| =

Wi=—¢ciakiaWia+&inkisWia, s+3<i<n-2

Wn—l =—&n-2 kn+l Wn—2
Burada 7, =< Li, N1 >=+1 veiki j, ve j, i¢in ¢, = &;,=-1 olmak lizere

£ =<W W, >=+1, 1 < j < ndir. Bu tip ailesine /. Tip-Ailesi denir.
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4.1.2. /R; de Dejenerelik Derecesi 2 Olan Dejenere Egriler

IR! indeksi 3 olan semi-Oklidyen uzay1 ve y : I — IR, IR} de diferensiyellenebilir
bir egri olsun. A= {7',...,}/(")} ailesi lineer bagimsiz ve E, = Sp{y',...,y(i)}, i=1,.n
olmak tizere A bazinin dejenerelik derecesi r =2 ise, nulluk derecesi dizileri

{0,...,0,1,1,0....,0,1,1,0,...0} ve {0,...,0,1,2,2,1,0,..., 0} olan iki tek tip-ailesi elde

edilir. Bu tip ailelerine karsilik gelen dejenere egrilerin Frenet formiilleri asagidaki
sekildedir:

i =—CiakiWia+&inkinWin, 2<i<s-2
Wsl—l =—&s5-2 ksl—l Wsl—2 + 77S1 ksl le
le = 7751 ksl+1le +gsl+1ksl+2 Wsl+1 (2)

W'sﬁrl = Exl %51+3 le - Exl %S1+2 Nsl

N;l = _Eslfl%sl W‘vﬁl _ESI%SIHNSI —ESIH%SIHWSIH +2s1+2 ESIMWSIQ
W;l 2 = —551 %sl+4zsl +Esl+3%sl+5 Wsl+3

Wz = —girkiaWia + simkisW i, §;+3<i<s,-2

W'sz—l = —Esz-z %szuwsz—z + ESZ %sﬁz Zsz

Ls2 = ﬂszks2+3Ls2 +8s2+1ks2+4Wsz+l

Ws2+l = 77S2 ks2+5 L, — 77S2 ksz+4 st

2|

S, — _8sz—lksz+2 Wsz—l - 7752 ksz+3 st - 5sz+lks2+5 Wsz+1 + Es,+2 ksz+6 Ws2+2
W52+2 = —77S2 k52+6 Ls2 + Es,43 k52+7 Wsz+3
Wi=—girkiaWin+einkisWin, s, +3<i<n-3

Wn—2 =—&n-3 kn+2 Wn—3
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y'=e kW,

W =gk W

W'——g,lk W,1+8,+1%,+W+1, 2<i<s-2
Wt =—&ya2kyaW o2 +77.ky Ly

L, 5 ko Ls +77S+1ks+st+1

ijl = 5 ks+3 Zs + 5 ]_€s+4 Zs+1 + Es+2 %erS WHZ (3)

Wi =1 kswoLs + 77 ks Lot =17, K vss N

Vo 7 Ko Te = oo Pos =11, ForsNon — . o W,

S S = S
—ZSEH Ny —grkssW s + i3k oW oz

W;H 25 koL +&seak oW oia

Wi =—giakisaW i + ikt Wi, s+4<i<n-3

Wn—2 = _811—3 kn+4 Wn—3
Burada her iki tip-ailesinde de, bir j igin £ j, =-1 dir. Bu tip-ailelerine /1. Tip-Ailesi
ve III. Tip-Ailesi denir.

4.1.3. IR} de Dejenerelik Derecesi 3 Olan Dejenere Egriler

IR’ indeksi 3 olan semi-Oklidyen uzay1 ve y : I — IR de diferensiyellenebilir bir

egri olsun. Eger A= {7/',...,7/(")} ailesi lineer bagimsiz ve E, = Sp{y',...,y(i)},

i = 1,..., n olmak iizere A bazmin dejenerelik derecesi r = 3 ise, nulluk derecesi
dizileri

{0, ..., 0,1, 1, 0, ...., 0,1,1,0, ...0,1,1,0, ...,0}, {O, ..., 0,1,1,0....,0,1,2,2,1,0, ..., O}
{0....,0,1,2,2,1,0....,0,1,1,0,...0}, {0.....,0,1,2,3,3,2,1,0,...,0} olan tip-aileleri
bulunacaktir. Burada once, genel olarak bir dejenere egri i¢in nulluk derecesi
dizisinin terimlerinin siralaniglar ile ilgili durumlar incelenecektir. Eger rj, 1 <i<n

ler A= {7/' yeres 7(”)} bazinin nulluk derecesi dizisinin terimlerini géstermek iizere
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r=..=r1s; =0ise, o zaman y boyunca ortonormal {Wl yeees Ws—l} spacelike vektor

alanlar1 elde edilir. Buna gore rs=1 olmak tizere nulluk derecesi dizisinin terimlerinin

diziligleri asagidaki tabloda verilmistir.

re1
a c
b
Ie1=0 Ieri=1 Ter1=2
1mkansiz /M
a b C a b c
rer=0 ruo=1 Ir=2 reo=1 Ier=2 rao=3
1. Aile imkansiz  imkansiz W A
a b C a b
Ty ™ 1 r<+’§:2 r<+'§:3 rQJr?:z ra+?:3
N imkansiz ~ imkansiz
a b C a b
I'era=0 Iera=1 Tera=2 Tera=2 Iea=3
II1.Aile imkansiz  imkansiz imkansiz
a b
Ters™ 1 r<+§:2
/ imkansiz
a b
rq+6:1 rq+6:2
VIIL. Aile imkansiz

Simdi imkansiz olan durumlari tek tek ele alalim.

Tablodaki cbc Yolu: Bu durumda W 1,...,WS_1,ZS ,Z
karsilik,

st Ws2, Lisis } catisina

VS =1 W;—l = _%S—IWS—Z +5S%st

rs+l = 2 Z; :ES%S+1LS +53+1%s+2zs+1

Vi =2 Lo = Esks+3LS +7_7S+1%s+4zs+1 ks W i

rs; = 3 Wi = 77Sks+6Ls +7 0 ko1 Lo+ 7 ks Lsi3

esitlikleri elde edilir. Ayrica,
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0 # ks =< Z;+1 ,WM >=—< W;sz,z;ﬁ-l >=0
celiskisi bulunur. Dolayistyla bu yol imkansizdir.

Tablodaki cbac Yolu: Bu durumda Wl,...,WH,ZS,Zm,Wﬁz,ﬁm,zm} catisina
karsilik,

T’S =1 W's—l = _%S—IWS—Z +5SE52S

rs+1 = 2 ZS = ES%S-HLS +;s+1%s+225+1

s+l ZS %s+3 Ls + EHI %5+4 ZHI + %HS WHZ
Fepz = 1 Wi”z :7_7
n

Sks+6Ls + 77S+1ks+7 L — /. ksis N s

Ns+l = Sks+8Ls _ks+7Ws+2 _ns+1ks+3Ns+l +775+3ks+9L5+3

esitlikleri elde edilir. Buradan,

0 # koo =< Z ,Nm >=—< N;H,Zs >=(

celiskisine ulasilir. Dolayistyla bu yol da imkansizdir.

Tablodaki cca Yolu: Bu durumda W, ,...,WH ,Zs ,Zm ,Zs+z ,ﬁ} catisina karsilik,

l/ty =1 Wiv—l = _%S%WAFZ +5s%szs

rs+l = 2 Zs :53%.94—1[15‘ +5S+l%s+22s+l
Voo = 3 Z;H

Vo3 = 2 L;+2 ks+6 Zs + 7_73+1 %sﬂ ZS-H + 5.;4—2 %HS Zs+2 + Zk_]v
esitlikleri elde edilir. Burada y =y N =N

= 7_73%“3 Zs + ZHI %s+4 Zsﬂ + 55+2 %HS Zs+2
= 775

.., veya N =N, bicimindedir.
Buna gore,

N=N,=0#k=<Lus,Ls >=—< Ly, L2 >=0

N = Nﬁl =0 E =< Z;+2,Zs+1 >=—=< Z's+l ,Zs+2 >=0

N =Nz = 0%k =<Ly, Loz >=0 (Ls:> null oldugundan)

celigkileri bulunur. Boylece bu yolun da imkansiz oldugu goriiliir.

Tablodaki ccbb Yolu: Bu durumda 1 ...,Ws—l ,Zs ,Zm ,Zs+2 ,Wﬁs ,Wsm;;tlslna
karsilik,
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r, =1 W;_1 = —%s—l Wi+ 55%5 Zs

rog = LS :nskerlLs +773+1ks+2Ls+1
V2 = L = 77SkS+3Ls +77S+1ks+4LS+l +77H2ks+5Ls+2

rs+3 = 3 Ls+2 = nsks-#()Ls +77S+1ks+7Ls+l +77S+2ks+8Ls+2 +ks+9WS+3

I"H4 = 3 Ws+3 = nsks+10Ls + 77S+1ks+llLS+1 +77S+2k3+12Ls+2 +ks+l3 Ws+4

esitlikleri elde edilir. Rad(E A ) = SpiLs,Lsn ,ZM} oldugundan,

S+

<L,y s=< Loa,y¥ >=0
<L,y s=< Ly, y* >=0
<L,y >= 7 ks < Lo,y > 477 koir < Lya, ) >

+ ESJFZ ks+8 < Zs+2 5 }/(

> ko < W,y >=0

Buradan < Z;+2 ,7/(S+3) S= 0 =< Wﬁ_?’ ,7/(S+3) >= 0

sonucuna varilir. Bdylece W s € Rad (E,.;) gibi bir ¢eliskinin var oldugu goriiliir.

Tablodaki ccbab Yolu: Bu durumda {7, .“,Ws_l ,ZS ,ZM ,ZS+Z,WS+3,NS+2,WS+4}

catisina karsilik,

rs = 1 W;—l = _%S—IWS—Z + ES%S ZS

reg = 2 Z; = 7_7S%S+1LS +53+1 ks+22s+l
Ve, = 3 ZS+1 = ﬁs%sﬁzs +5S+l%s+4zs+l +53+2%s+szs+2
rs+3 = 3 Zx+2 = Es%s+6zs +5S+1%s+7ZS+1 +5S+2%s+8zs+2 +%5+9W5+3

Vo4 = 2 Wi = ﬂskmoLs +77S+1ks+11Ls+1 +ﬂs+2ks+12Ls+2 _773+2ks+9Ns+2

s = 2 N2 =n ks Ls +n  ksnaLon —ksooW s =0 o ksis Nso + ks W sia

esitlikleri bulunur. Buradan

0+ ks+5 =<Lgn ) N2 >=—< Nyp2 ) Ls1 >=0

celiskisinden dolay1 bu yol imkansizdir.

Tablodaki ccbaab Yolu: Bu durumda {Wl W, L, Ly ,ZM,WM,NM,NMWM}

ceey

catisina karsilik,
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.= 1 W;—l = _%S—IWS—Z + 55‘%5 ZS

reg = 2 Z; = 7_7S%S+1LS +5s+1 %S+ZZS+1
]"S+2 = 3 Zs+1 = 53%5*'325 +5S+l%s+425+1 +53+2%s+525+2
Vo3 = 3 ZHZ = Es%s+6zs +5S+1%s+7zs+l +5H2%s+8z‘v+2 +%5+9W§+3

r,4:2 Wi&'+3

S+ = nSkSHOLs +77S+1ks+11Ls+1 +77S+2ks+12Ls+2 _77S+2ks+9Ns+2
ros =1 N2 =n kssLs +n  ksnaLon —ksoWsis =0, ksis Nsvo =11, kses N s
rs+6 =1 Ns+l = nskSHSLs +77s+lks+16Ls+l _ks+1le+3 _77S+2ks+7Ns+2

- ESJrl %s+4 Ns-*—l + %s+17 Ws+4
denklemleri bulunur. buna gore,

0% kor =< Z; ,Nm >=—< N;H ,Zs >=0
celiskisinden dolay1 bu yol da imkansizdir.

Sonug olarak /R; de dejenerelik derecesi 3 olan bir dejenere egrinin nulluk
derecesi dizisi, {0,....,0,1,1,0,...,0,1,1,0.....,0,1,1,0......,0},
{0....,0,1,1,0,...,0,1,2,2,1,0,...,0}  {0,...,0,1,2,2,1,0.,...,0,1,1,0,...,0},
{0,...,0,1,2,3,3,2,1,0,...,0} dizilerinden birisi olacagindan dort farkli tip-ailesi elde

edilir. Bunlara karsilik gelen Frenet formiilleri asagidaki gibidir.

y =kiW
Wi =kW,
Wl =—kiWia +%i+lWi+l, 2<i<s -2

W;l—l = —%sl—1W;1—2 +1, ks Ly,

le = 7781 ks1+lLS1 +ksl+2 Wsl +1

'

=l

. = _ksl Wsl—l _773‘1 ksIJrlel _ksl+3WS|+1 +ksl+4WS|+2
W2 = —77Slks1+4le + ks s W13

Wi:—ki+2Wi—l+ki+3Wi+l, Sl+3SiS52_2

Wsz—l = —%sﬁlwsz_z + E‘Yz %52+2 Zs2 (4)
Z;z = Esz %s2+3 Zsz + %32+4Ws2 +1
T A

=1

5, — _ks2+2 W52—1 - 77S2 k52+3 st _k52+5 W52+1 + k52+6 W52+2
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S|

5242 =_77S2 kS2+6LSz +ksz+7 Ws2+3

Wi=—kicaWia+kissWin, S, +3SiSS3—2

S|

s3-1 = _ks3+3 Ws3—2 + 77&; ks3+4Ls3
Ls3 = 7753 ks3+5 Ls3 +ks3+6 Ws3+1

ijfrl = 53,3 %s3+7 ZS3 - 553 %‘v3+6 NS}

=1

53 = _ks3+4 Ws3—1 - 77‘% ks3+5 Ns3 - ks3+7 Ws3+l + ks3+8 Wshz

|

5342 = _77S3 ks3+8Ls3 + ks3+9 Ws3+3

Wi=—kissWia+kiaWia, s;+3<i<n-4

y =kiW

Wi =k Ws

W}- =—kiWir +kiaW i, 2<i<s-2

Wos =—koiWon +1 ks Ly

Lo =7 ksaLs+ksa W s

Wi =1 ks Ly =17, ksa N

Ny ==k Wi =0, ki Ny —kosWout +koraW i
Wi =1 Ko Lo + ks i 5)
Wi=—kiaWii+kisWi,  s+3<i<s -2
Wi =—ksaWg+ 1, ks+2Ls,

L = n, kosLo +17, koL o

Lo = 1, ks Lo +77, koo Lo + ka0

Ws1+2 = 77~V1 k51+8 L, + n k51+9 L1 — 77Sl+1k51+7 N51+1

s+1
Moot =70, oL ~ Koo o2 =71, 1 Kse Nt =17, Kous N
ﬁ;l = —%514—2Ws1—1 _ZSI_H%SIHOZSIH —5S1+1%s1+5 NSI+1

—551 %sﬁ—?}ﬁs _l_€s1+8WSI+2 +%s1+11Ws1+3
W;l+3 = _5“‘1 %Slmzs, +%sl+12 Wsl+4
Wi =—kisWis + koW i, s, +4<i<n-4

W'n—B = _%n+5 Wn—4
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——k W;1+k1+1W1+1, 2<i<s=-2

W,

Wt =—keiW oo +7 ks Ls
Ly =0 keaLs+7, ke Lo

Lot =7 FosLs +77. Fot Lo + FonsTF o

W2 =0 koo Ls +1,, ker Lt =17, ks N s

Noat =71 ksss Ly —ksss W =17, s Noat =17, ks N,
N, =k,

7]H1ks+8Ls+1 77H1ks+3Ns+l

s = =

W o
5 k +1Ns _ks+6Ws+2 +ks+9Ws+3
W =1,k

7. koo Ls + koW si4

Wi =—kneW s+ kWi, s+4<i<s, 2
Wt = ~ksssW 2 + 77, ks L

Ls‘l = 77S kx|+7zsl +Esl+8Wsl+1

WSIH = 7731 %s1+9 Zsl - 531 %sl+8 Nsl

2|

s = _ks1+6 Wsl—l _7751 ksl+7 Nsl _ks1+9Wsl+1 +ks1+10 WS1+2
W2 =—ng kssoLs + kg W3

Wi:—ki+8Wi—l+ki+9Wi+l, S1+3Siﬁl’l—4
n-3 = _kn+5 Wn—4

S|

y =kiW,

Wi =kW,

Wi =—kiW s + kW o, 2<i<s-2
W' = kW +1, koL

= 7_7S %‘Hl Ls + 77S+1 ks+2 Ls+1

L&

Zs+l = 53%54—325' +7_7s+1 %s+4zs+l +7_7S+2%s+5zs+2

)

(6)
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ko Ls + 77 Fesir Lo + Euz koss Lysr +kosoW o

L s+l

=1,
W+ 7_7 ko Ls +77H1kx+11zs+1 +5H2ks+12zs+2 —EHZEH‘)NM
Ns+2 = 5

Nowt =5 ksasLy —kenWos =17, ks Lo =17 ks Nosa
—77H1ks+4Ns+1 77 ko2 N
No =, keas Lot =17 o koo Loso —ksotoW g3 =17, Ksvs Nooo
ks Nowt =1, kst N + koW os
Wows = =17 Ko Ls +ksnr W oos

i =—kioWia+kisWia, s+5<i<n—-4

I 5|

n-3 — _kn+9 Wn—4

Bu tip-ailelerine sirasiyla IV. Tip-Ailesi, V. Tip-Ailesi, VI. Tip-Ailesi ve VII.

Ailesi denir.

ks+l3L +77S+lks+l4Ls+l _ks+l2W9+3 77S+st+8Ns+2 _773+1ks+5Ns+1

Tip-



4.1.4. Cartan Catisi

Teorem 4.1.4.1:y:1 — IR] bir dejenere egri olsun. Eger her t i¢in
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Tv(t)( ]R; )

tanjant uzay1 {y’(t),....y"(t)} ciimlesi tarafindan geriliyorsa, o zaman bu egrinin

yonlendirmeye gore bir tek kanonik Frenet ¢atis1 vardir. Bu c¢atiya karsilik gelen

Frenet formiilleri agagidaki gibidir.

I. Tip - Ailesi

Null Egriler icin Null Olmayan Egriler icin
y =1L, y =W
L =¢&W, W, =e,kW,
W, =nkL, —nN, ==k W +e kW, 2<i<s-2
N, =—&,k\W, + &k, W, W =-¢_k W _,+n,L,
W, =-nk,L, +&,kW, L=¢ k_ W,
W, =~ ki W, + e,k W, W =nkL, 1k N,
4<i<n-2 N =—e W_ —e kW, +e k. W,
W, ==&,k W, Wer ==k + &,k W,
in' ==&k W +e kW,
W, ==&, .k, W,

Il. Tip-Ailesi

Wzr =mk L, —nN,
le ==&,k W, + &k W,
W? =-nk,L +é&,kW,
in, ==&k W _ +¢

VVSV—I = _gs—st—ZVVs—Z + 773L
kW

s+1

i+1ki VVHI
S

L =¢

s+l

Null Egriler icin Spacelike Egriler I¢in
y =L, y =m
L =&W, W, = kW,

W, =—k_W_ +kW,

i "7 i+l

W' = _ksl—ZWvl—Z + 7751 le

s1—1

L'Sl =k, W,

541
WS;” =1, ks1 L, -n, ksl—lel

N;I = stﬂ _ksl Wv1+1 + ksl+1VV}1+z
Wv;+2 =1 ks,+1Ls, + ks, Y/
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Ny=—e W _ - kW +&k W, W, =~k W, +kW,,
Wsr+2 =-nk L+ &5k W, VV;;—I = _ksz—stz-z +1, L,
W, =—¢_k,_W._ +e., kW, L =k W,
W2 = ~€0sku s W,a=n kL, =n kN,
N;Z = _qu—l - kxz W¢2+l + kx2+lW€2+2
W, =k Ly 4 oW, s
in, =~k W +kW.,
W, o=k, W,
Null Egriler Icin Spacelike Egriler i¢in
y =L y =W
L =n,L, W, = kW,
L, =&W, W, =~k W, +kW,,
Wy ==,k L, =1, N, Wy ==k W _,+n,L,
Ny =mk,L, =m,N, - &5k 7, L =n.L.,
N, =-n,k,L, + &,k;W, L. =k_W,,
W, =—mksL, + &5k s Weio =1k Lo =Mk Ny
W, =—e_ ik W +&.,kW,, Ny =nk L —kW, , —n.N,
W, ., =~¢, 5k, W, N, ==k Ly =W+ kW
Wes=—nkg Lo+ kW,
VVi' ==k W_ +kW,,
an,fz =k, W,




IV. Tip-Ailesi
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Null Egriler I¢in Spacelike Egriler i¢in
v =1 y ':W1
L =W, W, =k,
W, =nk L -nN, W =—k_W_ +kW,_,
N, =~k W, + kW, Wy ==k, W, 5 +n,L,
W, =-nk,L, + kW, L=k, W, .,
W, ==k W_+kW,, Wsl+1=f7slk. L, —nk, N,
W, =—k, W, +n,L N, —k Wtk W
L=k W, ., W= mlkwL +k oW, .
W, =nk,L, —nk N, W, =~k W_ +kW,,
N, =W, —k W, . +k W, ., W, = —k‘vz,strz +n, L,
Wb}z =1,k oLy +k oW, L, =k, W,
W o=—k_W._ +kW,, W a=n.k, L, =1k N,
W ==k W, ,+n.L, N, =W, kW _,+k W_,
L, =k, _W,. W, ==k L, +k W,
W a=n.k,L, -1k N, W, =~k W, +kW,,
Ny =W, =k W, +k W, ., W ==k, W, o +n, L,
W ==k L, +k W, ., L, =k W,
W o=—k W_ +kW, W;M =n, kL, —n,k N,
W, =-k, W, N, =W, kW ., +k W, .,
a2 = —msks YRR A

—k, W._, +kW,

i+l

W, =
W,73 = _k 4Wn—4

n n—




V. Tip-Ailesi
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Null Egriler I¢in Spacelike Egriler i¢in
y =1L y =W
L =W, W, =kW,
W, =mkL, —mN, W, =~k W_ +kW,,
N, =~k W, + kW, W=~k W _,+nlL,
Wy = —nk,L, + kW, L=k W,
W, =~k W, +kW,, W, =nkL, ~nk N,
W, =~k W, ,+nlL, Ny =W —kW,, +k W,
L, =n,,L,, Woo = =Nk L+ kW
Lis‘-*—l =k W, W =~k _W._ +kW,,
Wy = Mok Loy =10k Ny W, =k W, +n,L,
N,y =nk L =kW. ,=nN, L's1 =1Ly
Ns’ =W =Nk Loy + koW L’S1+1 _ ksl—IW;|+2
A Wi =k L=y N,
W=k W, Now =,k Ly kW, -n,N,
N, =W, =,k Lo +k oW, s
W, s == koL +k, W
in' = _ki—IVVi—l + kin
Wn’—3 = _kn—4VVn—4
VL. Tip-Ailesi
Null Egriler icin Spacelike Egriler Icin
y =1 4 =M
L =n,L, =k
L=Ww VVi' =—k, W, +kW,,
W, =,k L, —1,N, W}—l ==k, W, +n,L,
N, = kL, — k¥, =N, L=tk
N, = —n,k,L, + kW, Liy=k W,
W, = —nk,L, + kW, W, =0k Loy =1,k Ny,

W, =~k _W,_ +kW,

i+l

Ns+1 = nskerlLs _ksW+2 _77st

N
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VVsr—l ==k, W, _,+nL, Ns =Nk Loy kW

L=k W, Wy ==k oL+ kW,

W, =nkL, ~nk N, W, =~k W, +kW,,

N;- =W kW, +k W, WS; -1 = _ksl—ZWsl—Z 1, le

Weo ==k oLy +k oW, L=k, W, .,

VVi' =—k_W_ +kW, W:M =1 klesl =1, ksl 71N¥1

Wy =~k W, N, =W, \~k W, +k W,
W2 == kg L+ W,
W, =~k W_, +kW,,
WZ% =—k, W, .,

VII. Tip-Ailesi

Null Egriler Icin Spacelike Egriler i¢in

y =1 y =W,

L =n,L, W, = kW,

L, =1L, W, =~k W_ +kW,,

L =W, W=~k W, ,+n,L,

W, =nsk,Ly =, N, L, =n.,L,

Ny =k, L, = kW, =1,N, Ly =1L,

N, =nk,L, —n,k,L, —1,N, L,.,=k_W,_,

N, =—1,k; L, + kY Wi =1k Ly =1,,N,.,

WS’ =1k, Ly + kW N;+2 =Nnke Loy —kW 5 =1, Ny,

W, =k W+ N =0k L =1,k Loy — 0N,

Wos =~k s N, ==kl + W
W,ow = =Nkl + WV
W, =~k W, +kW,,
VVn'—3 = _kn—4Wn—4

Ispat: Sadece V. ve VII. Tip-Aileleri icin ispat verilecektir, ¢iinkii digerleri bir

onceki bolumle benzerdir.




V. Tip-Ailesi Icin: (5) sisteminde ki .

Frenet catis1 verilsin. O zaman

B Wl, Ws 1,L€,Ws+l NS,WS+2, Wsl—l,zsl,ZS1+1,W51+2,N51+1,N51,Ws1+3----Wn—3}
—> {7 —1 k2, ,ksl+2 —1 ks1+3, ,kn+2}
B Wi,.. W Z _”1 NS’WHZ" ’WSI I’L‘laLs+1’Wv+2 ’Nv+1’N W€1+3’ ’Wn*—3}
N f PSS S W A a0
catilari ve egrileri elde edilir. burada sadece W, ., yi bulmak yeterlidir.
{le 5 le +1, I/Vsl +2 Ns1 +1, ]\[sl } ve {le 5 Ls‘ 12 Wv 12 N? ) N?Sérnl Ortonormal
olduklarindan ve ayni1 yonlendirmeye sahip olduklarindan,
L, | ] 1 ~
1 0 0 0 0 L,
L. Py Py 0 0 0 _
LSM
W:+2 _ p—
B P3 P3, 1 0 0 Ws..
N N
2 S141
P4 - i — P32 L 0
2F, P, P, N
N* L )
L St L 1 P21P322_ _ P, P, _P21 i
— P, b, _5P321 2p, nfe el ;1)2232 - By P, 1
bi¢iminde en az bir P = (p;j) matrisi vardir.
P,=k,,, Ve Py=k,,, segilirse,
yukaridaki matristen,
Ls +1 leLén + P22L31+1 ks +3L + ks +4Ls +1
<Ls+l’Ns +1> ks+3<le’Ns+l ks+4<Ls+1’Ns+l>
1 = k: +4
<L, N; >=kg < Ly,N, >+k, , <L N >

0 ks+3

48

=k, ., =1 olacak sekilde B ve B’ gibi iki

S
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Boylece tek bir Frenet ¢atisini bulma problemi

B=Wse. Wer, Lo Wty N, Wossoo Wt Lo Lt Wa2, Nyt Ny W Wi

{ 1= =1 k2, ;kS1+2 =1 ks1+3 O ksl+4 1 ks1+5, kn+2}
B” = Wl, ,Ws I,LS,W5+1 NA’W_S+2, Wsl—l le,leJrl,W N N W

§51+227 Vs i+l s, 4307

,—/\—\

9@ —lkz, ,ks +2—1k5 +3 Ok51+4 1k§+5, kn+2}

haline doniistir.
k

s1+5 51+6

Burada B = k ve 27 alinirsa
s +7 s +7

*

ksl+5 - k:1+6 ra *
= P31le +P32L51+1 + W51+2 = le +— le+1 + WYlJrz

W? +2
s +7 s1+7
<WH2,LSl >=0= ky.s=0
*
< Wq +2,le+1 >=0= ky.=0

Boylece sz Wslﬂ oldugu kabul edilebilir.
(5) sisteminde egrilikler yeniden numaralandirilarak V. Tip-Ailesi bulunur.
VII. Tip-Ailesi i¢in: (7) sisteminde k9=1 olacak sekilde

Bve B gibi iki Frenet catis1 verilsin.

B={W 1, et Li Lot Losa, W o3, Nt Nt , Nos W s oo W s |
{k1 =1 kz, ,ks+9 =1 kerlO, ,kn+9}

B =W W, L, Loty Loy W 3, Ny NO N W )

s+227 s+l s+40°

—> {%1 ZI,%z,...,ng 1 ké+1oa kn+9}

(7) sisteminden f}, f;: I — IR diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere
W 5 %moz + 77

=1, ks+10L + 77€+1k

ks Lsa +n ksiz2Lsio _77s+2ks+9Ns+2

s+l s+2

- * - - *
s+11 LHI + 77s+2ks+12 L2 — Nsn Ns+2
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N N ko) oakin-nnkon )~
SN, =- 175 X410 L.+ (IBUTETE 775+1 HUT 4 15128512 =542 %5012 Lois + Nos
77S+2 77s+2 77s+2
Nyokin =Nk =  —
< Né+2,Ns+2 >= 77 b+l2 773+2 < Ls+2 ,+Ns+2 >

77Y+2
0=rkor — kst

*

kiwy =ksr  ve Ni,=fLi+f,Lei+Neo  clde edilir.

k kb+ * +_ %s+
7 5+10 77 10 — =k, = f1 L7 _77 10
775+2 77
77;+1ks+11 77?+1k”11 — f2 — k;_” — f2 775+2j 77s+1k”11
7754»2 I7S+1

Son esitliklerde f; = - Ns Nsi2 kst10 Ve 2 = -Ngi1 N2 k11 0larak segilirse

*

ks+10 kv+11
B= {Wl,...,Ws—l,Ls Ls+1Ls+2,Ws+3,Ns+2 Ns+l,Ns ,Ws+4 geresy Wn—S}

=L = L =01 = 0 Koo s nss |

=0 olur.Boylece tek bir Frenet catisin1 bulma problemi

Wl, Ws 1 LS,LS+1 Ls+2,W5+3 N N N W

54227 Vs+l0 s+4°° n—

L

—){/; =1 kz, s+9 —1 ks+10 —0 ks+ll =0 ks+12,ks+l3, kn+9}

Haline doniisiir. (7) sisteminden ve f3, f4: I — IR diferensiyellenebilir fonksiyonlar

olmak tizere,

N, =; kons Ls +;S+1%S+I4Z$H — kg2 W a3 —;szﬁsﬁuz -,k sN.,

s+5

= nsk€+13 L+ Neakena Lot =k, Wiz =10 ks No2 =1 ks+5Ns+1

N = (77”1ki*+13 _ 7,Ksu13 )Zs‘ + (77s+1k:+_14 __77”1]{”14 )Lm + Nt

= s+l
775+1k5+5 77S+1ks+5
k n ];S-I- -
< Ns+1 , N 775+1 v+14 775+1 14 Ls+1 NYH
77S+1 kﬁ's
0=k, e Ko (ks+s=1 secilerek)

*

k. =kea ve Niy=fili+Ne  elde edilir.

nsk€+l3 77vké+13 — k;n _ f3775+1i'77xks+13

773+1 773

fi=
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Son esitliklerde f5 = - Ny Ms+1 kst13 secilirse olur.

(7) sisteminde egrilikler tekrar numaralandirilarak VII. Tip-Ailesi elde edilir.

Teorem 4.14.2. £k k,,.. .k, :[— &, 5] — IR fonksiyonlar1 diferensiyellenebilir
olsun. /R; in bir noktast P olmak {izere 7, P(IR;’) iin, m=n-2, m=n-3 veya m=n-4
olmasina gére dejenerelik derecesi sirasiyla 1, 2 veya 3 olan bir C, = {¥;(0)....,7,(0)}
pseudo-ortonormal bazi verilsin. O zaman [R! de, y(0)=P olacak sekilde nulluk
derecesi dizisi ve indeks dizisi C, ile ayni olan, P noktasindaki Cartan catis1 C,

olan bir tek C dejenere egrisi vardir (Ferrandez vd., 2002).

Teorem 4.1.4.3. [R] de iki Cartan egrisi C ve C  olsun. Eger

ki ky,....k, [— 5,5] — IR diferensiyellenebilir fonksiyonlari i¢in C ve C aynt

{kl,kz,...,km}egriliklerine sahip ise, IR; iin C yi C ye tastyan en az bir pseudo-

Oklid transformasyonu vardir (Ferrandez vd., 2002).
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4.1.5. ORNEKLER

Ornek 4.1.5.1. : IR35 de dejenerelik derecesi 1, nulluk derecesi dizisi {0, 1, 1, 0, 0} ve

k, =o,k, =0, k; =1 olan spacelike dejenere egrinin,

Y0) :[013 ot* (1 _1),t(02t4 HJ ot ot?(r? +1)]

6 4J6 120 S 120" 46

v (t) egrisinin Cartan ¢atisi;

Y'=W,
Wy =n,L,
le = g3k, W;

W; =n,k,L; Mok N,

N'z = _SIWI _83k2W3 +84k3W4
olur.

Y =W =y =W =L, =7 =L, =gk W,

den;
<y'y >=ekl=-0"=k =c

bulunur.

YV =Wy =n5k,L, —mok N,
den,

<y " =k, 0=k, =0
bulunur.

y' = Né =—eW, — &k, W, + e,k W,
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<y y'>=¢g +84k32 :0:>k32 =1

bulunur.
Ornek 4.1.5. 2. : IR35 de dejenerelik derecesi 2, nulluk derecesi dizisi {1, 2, 2, 1, 0} ve

k; =k, = 0 olan bir null egrinin:

()= t1-th) 2a+t?) £ 2=t} td+th)
! 415 7 46 67 a6 T 415

;/(t) egrisinin Cartan catist;

7' =1L,
Lvl =mn,L,
le =&3W;

W3' =n,k L, —n,N,
Né =mk,L, =N, —&;k, W,
vy =L =y =Li=mL, =y =L, =&W;

vV =W; =,k L, —1n,N,

den,

<y",y" >=-2nk =0=k =0
bulunur.

v’ =Ny =nk,L; =N, —e5k, W,
den;

<y y'>=-2nk,=0=>k, =0

bulunur.
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5. TARTISMA VE SONUC
5.1. Bir Semi-Oklidyen Uzayda Dejenere Egriler
Bir /R], 0 < 2q <n semi — Oklidyen uzayda bir dejenere egrinin dejenerelik

derecesi i¢in r < q olur. Burada her bir dejenerelik derecesine karsilik farkli tip —

aileleri vardir. Buna gore asagida bu ailelerin nulluk derecesi dizileri, Frenet ¢atilar

ve egrilikleri verilecektir.
r =1 icin;
{0, ...,0,1,1,0,...,0}
{Wi, ..., Wqi, Lg, Wei, N, Weio, oy Wit}
{ki, ..., knt1}
r =2 icin;
{0,...,0,1,1,0,..0,1,1,0, ..., 0}

WrssW, LW, N, W,

s+ PSR

sz—l 2 Ls2 > w.

S+l

st ’W5'2+2 ""’Wn—Z}'

{kla seey kn+2}
{0,..,0,1,2,2,1,0, ..., 0}

{W 0oy Wsl —1» Ls,Ls+19 Ls+1= Ws+2= Ns+19 N59 Ws+3 0oy Wn—Z}'

{0, ...,0,1,1,0,...,0,1,1,0,..,0,1, 1, 0,..., 0}

Wv3—1 ’Ls3 b Wv3+l ’Ns3 ’Ws3+2,“" VVn—3 }

{ki, ..., kni3}

{0,..,0,1,1,0,...0,1, 2,2, 1,0, ..., O}

{ VVI"""Wv—l’Ls,’WY+I’N.Y7W€+2’ """ ’W?l—l’le’Lsﬁl’“"

w

s1+2°2

N, N, W,

Si+3500

Wn—3 }

sp+12
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(K1, ooy Kuss)
{,..,0,1,2,2,1,0,...0,1, 1,0, ..., 0}

/4

s+2°

N...N.W

s+39°°°>

/4

s+l Sl—l’le 7Wv1+1""’

{ VI/l""’ WS*I’LS,’LS‘FI’
Nsl ’VVsl+2 EARSS VVn—3 }

£K1, ooy Knis)
{0, ..,0,1,2,3.3,2,1,0,...0}

W W oL Loy Lo W,

s+3°

s+l s+20 Ns+2’Ns+13N39VVS+4a~-~aWn_3}-

{ki, ...., knto}
r =4 icin;
{0,...,0,1,1,0,...0,1,1,0,...0,1, 1,0,...0, 1, 1, 0,..., 0}

AW W, LW,

sp+12
T Ws3—l ’Ls3 ’W93+1 ’Ns3 ’W

534297000

N, W,

s R TERTER

W ..L, W

sS4+

’Wsz—l ’Lsz ’W

S,+1

Ns4 4 Wv4+2 EAA Wn—4 }

N, W

) 0 Sy+22
(K, vorey Knia}

{0, ...,0,1,1,0,...0,1,2,2,1,0,..0,1, 1,0, ..., 0}

{ W s W LW,

s+l
Ny s Ny W, s W LW,

sy +12

N, W

s+29°°

W, WL, L
N, W

Sp 429700

/4

s+ 7T s 420

I/Vn—4 }

s+
{ki, ..., Knte}
{o,...,0,1,1,0,...0,1,1,0,....0, 1,2, 2, 1, 0, ...., O}

A W W, L, W,

sp+1?
Wv3—1’Ls3 ’L Ws3+2’N

N, W,

8 L ETEREN

N, W

83 FREETEIED

> Wsz—l ’Lsz 7Ws2+l >
W

i)

N, W,

542970

s3+12 s3+12

{ki, ..., Koo}
{0,..,0,1,2,2,1,0,...0,1,2,2, 1,0, ..., 0}

{ W'“ """ 4 WS‘—l’LS,’LS+1’WS‘+2’NS+1,NS’WS+3 2000 W;I—I’le ’le+1’W;l+2,Nsl+l""’
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{0, ...,0,1,1,0,...0,1,2,3,3,2, 1,0, ...., 0}

A Wecs W L W (N Wyl W, L L L G W, s,

Ny s Ny o N W, W,

(K1, ..., Knt10}

{,...,0,1,2,3,3,2,1,0,...0, 1,1, 0, ...., 0}

Wi Ly Woais Ny W s W,y

A , Kat10}

{0,..,0,1,2,3,4,4,3, 2,1,0,....,0}

W W Lo L Lo Ly Wy N o N N NG W,

ki, ..., Knt16}

elde edilir. Boylece bu sonuglar bir araya toplanirsa, 1 < r < q durumunda dejenere

egrilerin bir siniflamasi olarak asagidaki tablo olusur.

Dejenerelik Derecesi Aile Sayisi Cartan Egriliklerinin Sayisi
1 1 n-2
2 2 n -3
3 4 n—4
r 2"t n-r-1
q 24! n-q-1

Buna gore, /R semi — Oklidyen uzayinda (29") adet farkli dejenere egri tip —ailesi vardr.
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