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OZET

Bu caligmada miihendislik malzemelerinin plastik davranmisi hakkindaki temel bilgiler
bir araya getirilmistir. Hem metal malzemelerin hem de jeoteknik malzemelerin
plastik davranisi izah edilmeye c¢alisilmistir. Tek eksenli ¢cekme gerilmesi altinda
celik bir malzemenin gerilme-gerinme egrisi iizerinde plastik davranisin dogasi
detayli olarak verilmistir. Hidrostatik basing, Bauschinger etkisi ve yiikkleme hizinin
plastik davranis iizerindeki etkisi belirtilmistir. Ideal reholojik modeller kisaca
tanimlanmistir. Kiigiik ve biiyliik deformasyon durumlarinda kullanilacak yaklagim

aciklanmistir.

Gerilme durumu ve gerilme uzayi, akma yiizeyi, akma kriterleri ile birlikte plastisite
teorisinin temel sartlar1 acik¢a izah edilmistir. Elastik deformasyon i¢in gerilme ve
gerinme bagintilar1 verildikten sonra plastik deformasyon igin gerekli ifadeler
aciklanmistir. Ozellikle Levy-Mises ve Prandtl-Reus yaklasimlar1 gz oniine
alinmistir. Jeomalzemelerin plastik davranisi detayli bir sekilde incelenmistir. Ciinkii
jeomalzemelerin plastisitesi metal plastisitesini de kapsayacak bir formdadir. Elasto-
plastik malzemelere iliskin termodinamik potansiyeller belirlenmis, disipasyon ve

akma fonksiyonlart agiklanmis ve kritik hal modelleri belirlenmistir.

Son olarak ANSY'S sonlu eleman programi yardimiyla plastik davranisi agiklayan iki

farkli problemin ¢oziimleri verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Elastisite, Plastisite, Elasto-Plastisite, Akma, Sertlesme,

Termodinamik Potansiyel
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ABSTRACT

In this study, basic knowledges and fundamental concepts for plastic behaviour of
engineering materials have been systematically collected together. Plastic behavior
of both metalic materials and geotechnical materials are explained. Nature of plastic
behaviour of a steel material on the stress-strain curve under uniaxial loading has
been given by details. Rate effect on plastic behaviour, hydrostatic pressure,
Bauschinger effect are defined. Ideal rheological models are briefly explained. The
approximation which will be used in the infinitesimal and large deformations are

determined.

Basic considerations of plasticity theory with stress state and stress space, yield
surface and yield criteria are obviously illustrated. After the stress-strain relations of
elastic deformation have been given, necessary expressions for plastic deformation
have been explained. Especially, approximations of Levy-Mises and Prandtl-Reus
are considered. Plastic behaviour of geomaterials are fully studied. Because, the
plasticity of geomaterials have a form that confines the metal plasticity.
Thermodynamic potentials of elastoplastic materials, dissipation and yield functions,

and models of critical state are determined and explained.

Finally, the solution of two problems about plastic behaviour have been given by

ANSYS finite element software.

Keywords:  FElasticity, Plasticity, Elasto-plasticity,  Yield, @ Hardening,

Thermodynamic potential.
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1. GIRIS

Malzemelerin mekanik &zellikleri, genelde 10™"° — 10' m mertebesinde degisen
Olgiilerde cesitli disiplinlerde incelenir. Bu olgek bandi dort parcaya ayrilir. Her
parcada gecgen olaylar1 anlamak i¢in bir alt parcada inceleme yapilir. Miihendislerin
tasarladiklar1 makine ve yapi sistemlerinde kullandiklari elemanlar 10" — 10' m
mertebesindedirler. Bu elemanlarin davraniglarini belirlemek icin yapilan testler
107 — 10" m mertebesindedir. Mekanik testlerdeki olaylar1 agiklamak igin metaliirji
biliminin kullandig1 mikro yap1 (kristal yap1 ve bu yapidaki bozukluklar, polimer
zincirleri gibi) 10° — 10 m mertebesindedir. Mikro yapidaki olaylar1 agiklamak
isteyen fizik¢i ise atomik seviyede calisarak 10" - 10° m mertebesini kullanir.
Kisaca cisimlerin mekanik 6zellikleri; miithendislik, mekanik, metaliirjik ve fiziksel

olmak tizere dort ayr1 disiplin ve dort 6l¢ekte incelenmektedir.

Miihendislikte kullanilan malzemeler;

a

metaller ve alagimlar
b- polimerler

c- seramik ve camlar

d- kompozitler olmak iizere dort grupta toplanabilir.

Bu gruplamada kriter olarak malzemelerin mikro yapilar1 ve kimyasal baglar1 goz
Oniine alinmustir. Metallerin mikro yapilar1 kristal pargaciklardan olusmasina karsin
polimerlerin mikro yapilar1 zincir molekiillerden olusur. Seramik ve camlarin mikro
yapilar1 kristal parcaciklarla birlikte amorf bir yap1 gosterir. Kompozitler ise genelde

matris i¢inde parcacik veya lif bulundururlar.

Malzemelerin kirilma anina kadar yaptigi sekil degistirme davraniglar1 géz Oniine
alinarak siinek (diiktil), gevrek ve plastik olarak ii¢ grupta toplanirlar. Cisimlerin
mekanik ozellikleri 10? — 10" m mertebesinde incelenirken ozelliklerin ¢ogunu
teorik yoldan bulmak miimkiin olmaz. Bu nedenle pek c¢ok o&zellik deneylerle
belirlenir. Yapilan deneyler statik ve dinamik olmak {izere iki grupta toplanir. Ayrica

deneyler tek veya cok eksenli olarak da gruplandirilabilir. Tek eksenli yiikleme



altinda deney teknigi basit olup elde edilen sonuglar genellestirilebilir. Cok eksenli
ylukleme altinda ise sonuglarin genellestirilmesinde zorluk vardir. Bu nedenle ¢ok

eksenli gerilme halinde birkag tipik deneme ile yetinilir.

Kuvvet sekil degistirme bagintis1 incelenirken sekil degistirmeler elastik ve elastik
olmayan sekil degistirmeler olmak iizere once ikiye ayrilir. Elastik sekil
degistirmelerde; cismin atomlarini ve molekiillerini bir arada tutan kimyasal baglar
kopmaz uzar. Kuvvet kalktigi zaman hemen ilk haline doner ve zamandan
bagimsizdir. Elastik olmayan sekil degistirmelerde ise; kristal diizlemlerin veya
zincir molekiillerin birbiri {izerinde kaymasi sonunda cismin atomlar1 birbirlerine
gbre bagil yer degistirirler. Elastik olmayan sekil degistirmeler i¢cinde zaman bagh
olmayan sekil degistirmelere ki bunlar kalici sekil degistirmelerdir, plastik sekil

degistirmeler ad1 verilir.

Gerilme sekil degistirme bagmtilarina binye denklemleri adi da verilmektedir. Bu
bagitilar cisimden cisme farkliliklar gostermektedir. Deneyden elde edilen bu
bagmtilar uygulamada ideallestirilerek kullanilir. ideallestirme sonunda ortaya cesitli
adlar altinda ideal cisimler g¢ikar. Sayisal yontemler ve bilgisayar kullanildiginda
gerilme sekil degistirme diyagrami deneyden elde edildigi sekilde de kullanilabilir.
Sekil degistirmeleri daha iyi anlayip yorumlayabilmek i¢in yay, amortisér ve buna
benzer modelleme aletleri veya bunlarin kombinezonlart kullanilir. Bu aletler veya

bunlarin kombinezonlari ile yapilan modellere reolojik model ad1 verilir.

1.1. Metallerin Fenomenolojik Makroskopik Dogasi

Bir baglangic noktasi olarak bu boliim, plastik olarak deforme olmus metaller
lizerinde bazi1 temel deneysel gozlemlere deginmektedir. Bu gdzlemlerden yola
cikarak, plastik olarak deforme olmus malzemelerin temel davranisina yonelik

kavramlar agiklanmaktadir.



1.2. Tek Eksenli Cekme Deneyi

Bu testi agiklamak i¢in,

6= Ai (nominal gerilme veya Miihendislik gerilmesi) (1.1)
0

L=l . . . - . .

E= T (nominal gerinme veya miithendislik gerinmesi) (1.2)
0

L .

E=—-1 = —=¢+l

IO IO

seklinde tanimlanan ifadelerden baslayabiliriz. Burada, P uygulanan eksenel yiik, Ag
ve lo ise sirasiyla deformasyondan Onceki kesit alani ve numiinenin baslangig
uzunlugunu gostermektedir. yumusak celik i¢in tipik bir 6—& egrisi sekil 1 de
verilmistir. Gerilme seviyesi A” ne ulasincaya kadar, yani baglangigtaki ilk asamada
gerilme ve gerinme arasindaki bagintinin lineer oldugu goriilmektedir. A” noktasi

oranti stmirt olarak adlandirilmaktadir. Diyagram iizerindeki O A" kismi Hooke

yasasi ile temsil edilebilir ve elastisite teorisinin temelini olugturur. Bu noktadan
sonra gerinmedeki artig gerilmedeki artisla lineer bir iligki igerisinde degildir, ancak
deformasyon hala elastik bolgededir yani gerilme kaldirilinca malzeme ilk orijinal
sekline geri donecektir. Bu yaklasim, malzeme iist akma noktast denilen A’
noktasina ulagincaya kadar gegerlidir. Daha sonraki deformasyon artan gerinme
hizlarinda ve gerilme seviyesinin birka¢ osilasyonu tarafindan takip edilen kiigiik
lokal azalmalarla gergeklesir. Bu durum b noktasina kadar bir plato olusturur. 4B
bolgesi miitkemmel plastik davranig olarak bilinir. Gerilme osilasyonlarmin alt sinir1
veya A noktasi ile gosterilen veya en kii¢iik akma noktasi olarak adlandirilan nokta

genellikle elastik sinir veya akma gerilmesi o, olarak secilmistir. Gerilme B

noktasinda artmaya devam ederse malzeme sertlesir, ve maksimum gerilme U
noktasina ulasincaya kadar gerilme artmaya devam eder. Daha sonra kararsiz
davranisi temsil eden gerinmedeki artmayla birlikte gerilme azalir. BU bdlgesi
“work hardening”, “material hardening”, “sekil degistirme sertlesmesi” veya

“peklesme” gibi isimlerle tanimlanmaktadir ve biitiin ABU bdlgesinde malzeme



plastik olarak deforme olmus durumdadir. Eger bu bolgede, 6rnegin D noktasinda
malzeme {izerindeki yilik kaldirilirsa malzeme baslangigtaki elastik yiikleme
yoriingesi OA’ ne paralel bir yol izleyerek DE yoriingesi boyunca geri donecektir.
Sonug olarak, gerinmenin sadece elastik gerinme £° denilen kismi geri donmiis
olacak, gerinmenin geri kalan kismi ise kalict gerinme veya plastik gerinme &°
olarak varligin1 siirdiirecektir. Sekilden, plastik bolgeye gectikten sonraki toplam

gerinmenin iki kisimdan olustugu gézlemlenmektedir:

e=¢%+&P (1.3)

E noktasindan itibaren yeniden yiikleme yapildigi zaman malzemenin davranisi
Hooke yasasi ile tanimlanabilen elastik bosalma c¢izgisi EG boyunca olacaktir. G
noktasinda malzeme tekrar bir akma noktasi gosterecek ve plastik deformasyon
yeniden baglayacaktir. H noktasindan sonra herhangi bir yiikleme yada bosaltma
gerceklestirilmedik¢e deformasyon HU yoériingesi boyunca devam edecektir. A
noktas1 akmanin bagladigi noktayr gosterirken g noktasi ise ardisik akma noktasi
olarak adlandirilmaktadir. Gergek malzemelerde bu ikinci akma noktasinin daima D
noktasinin altinda yer aldigt ve G den H noktasina dogru bir gecis bolgesinin
bulundugu gozlenmektedir. H noktasi bosaltma yapilmaksizin gergeklestirilen tek

eksenli gerilme-gerinme egrisinin lizerinde yer almaktadir.

Aliiminyum, bakir ve paslanmaz ¢elik gibi bazi metaller sekilde gosterildigi gibi
keskin bir akma noktast gostermez. Bu malzemelerin akmasi lineer elastik
davranistan non lineer plastik davranisa yumusak ve kademeli bir gecis seklinde olur.
Bu gec¢is bolgesinde akmanin gergeklestigi yeri belirlemek bazen gergekten ¢ok zor
olur. Boyle durumlarda genellikle bosaltmadan sonra belirli bir plastik gerilmenin
kaldig1 (6rnegin %2 kadar) itibari bir akma smir1 kullanilir. Bu tip malzemelerin
akma gerilmesinin disinda kalan plastik bolgedeki diger yilikleme ve bosaltma
davraniglart sekil 1 de gosterilen yumusak celik malzemelerin davranislarina

benzemektedir.
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Sekil 1.1. Tek eksenli yiikleme altinda gerilme-gerinme egrisi

1.3. Gercek Gerilme-Gerinme Egrisi

Test cubugunun orijinal boyutlar1 goz 6niine alinarak nominal gerilme & ve nominal

gerinme & daha once (1) ve (2) ifadeleri ile tanimlanmusti. Bir alternatif olarak
gercek gerilme o ve gercek gerinme (veya logaritmik gerinme) & degerleri de

asagidaki gibi tanimlanarak kullanilmaktadir.

(1.4)

(1.5)

Burada A numunenin deforme olmus kesit alanini, 1 ise deformasyondan sonraki
uzunlugunu gostermektedir. (2) ve (5) denklemlerinden kolayca & ve & arasindaki

iliski asagidaki gibi yazilabilir:



e=In(1+¢) (1.6)

Deneysel gozlemlere dayanarak, plastisite teorisinde malzeme genellikle

sikistirilamaz kabul edilir. Bu ylizden,
|
Alp=Al = A=A, 2 (1.7)

yazilabilir.

Boylece, gergek gerilme o ve nominal gerilme & arasindaki iligki

L
Ao 1o

o=

% =6(1+&) (1.8)

seklinde tiiretilebilir.

(6) ve (8) denklemlerini kullanarak sekil.1.1 de gosterilen nominal gerilme-nominal
gerinme egrisi gercek gerilme ve gergek gerinme cinsinden ifade edilebilir. Gergek
gerilme-gerinme egrisi sekil.1 de kesikli ¢izgiyle gosterilmistir. Nominal gerilmenin
aksine gercek gerilme malzeme tamamen kopuncaya kadar artmaya devam eder. Bu
artisgin  dogrulugu analitik olarak asagidaki gibi ifade edilebilir: (6) ve (8)

denklemlerinden faydalanarak,

s=e’-1 (1.9)
G=ce? (1.10)
ve

dé _dé de | .do . | 1 _fdo |2 (1.11)
dé deg dé de 1+ & de



yazilabilir. Buradan da asagidaki sonug elde edilir:

Burada o pozitif oldugundan do/de da daima pozitif olacaktir. Bunun anlami

sudur; 6 nin kendi maksimumuna ulastigr noktanin 6tesinde bile gergek gerilme-

A

gercek gerinme egrisi monoton bir sekilde artmaya devam edecektir. 3—? =0 olmasi
£

stabilitenin baslangicina karsilik gelir ve (1.12) denklemi bu noktadaki gercek

gerilmeyi verir.

Gergek gerinmenin nominal gerinmeye gore avantajlarindan birisi de, gergek
gerinme toplanabilen bir biiyiiklik iken nominal gerilmenin toplanabilen bir
biiyiiklik olmamasidir. Baslangi¢ uzunlugu 1y olan bir deney parcasini géz Oniine
alalim. Bu numunenin tek eksenli ¢ekme gerilmesi altinda 1; uzunluguna kadar
gerildigini diisiinelim. Bu durumda & =In(l;/ly) ve & =In(l, —1)/I, olacaktir. Eger
bu numune simdi de 1, uzunluguna kadar gerilirse, ilave gercek ve nominal

gerinmeler swrasiyla g,=In(l,/l;) ve &,=In(l,-1,)/l,seklinde ifade edilir. &

cinsinden toplam gerinme asagidaki gibi yazilabilir:

E=&+& :ln(l—lj+ln[l—2]:1n(l—2] (1.13)
IO Il IO

Diger taraftan nominal gerinme yukaridakine benzer bir toplama ozelligine sahip

degildir ve,

-1
e=2"00

28 + &, (1.14)
0

seklinde ifade edilir.



1.4 Hidrostatik Basincin Sikistirilmazhk Etkisi

Bridgman (1947,1952) gergeklestirdigi pek ¢ok deneyde malzemelerin ¢ok yiiksek
hidrostatik basing altindaki davranislarini incelemistir. Bridgman 24000 atm lik
hidrostatik basing altinda ¢ekme deneyleri gerceklestirmistir. Elde ettigi sonuglar

asagidaki gibi 6zetlenebilir.

1- Malzemenin hacmi ¢ok yiiksek basing altinda bile kalict olarak
degismemektedir; bdylece malzeme plastik olarak sikistirllamaz kabul
edilebilir.

2- Kiigiik gerinme araliklarinda gerilme—gerinme egrisi hidrostatik basingtan
etkilenmemektedir.

3- Hidrostatik basing altinda malzemenin siinekligi artmaktadir.

4- Herhangi bir malzemenin akmasi iizerinde hidrostatik basincin etkisi ihmal

edilebilir diizeydedir.

Yukarida bahsedilen birinci ve dordiincii sonug — sikistirilamazlik ve akma olayinin
hidrostatik basingtan bagimsiz olmast — plastisite teorisinin temellerini
olusturmaktadir.

Matematiksel olarak sikistirilamazlik, gergek gerinmenin asal degerleri cinsinden,

g +& +63=0 (1.15)
veya nominal gerinmeler cinsinden,

(& +1)(&, +1) (85 +1) =1 (1.16)
seklinde elde edilir. Sikistirilamazlik sartini ifade etmek i¢in nominal gerinme yerine
gercek gerilmeyi kullanmak daha kullanigh goziikmektedir. Sonsuz kii¢iik gerinmeler

i¢cin, yiiksek mertebeden terimleri ihmal edersek, sikistirilamazlik sartt asagidaki

sekilde yazilabilir:



§1+é2 +é320 (117)

1.5 Bauschinger EtKkisi

Plastik bolgede ¢cekme veya sikistirma seklinde yiiklenmis bir deney numunesini géz
Ontline alalim. Yiik kaldirildiktan sonra numune ters yonde akma gercgeklesinceye
kadar tekrar yiiklenirse; yeniden yiliklemede (ters yonde uygulanan yiikleme) ortaya
citkan akma gerilmesi orijinal yonde yapilan yiiklemede ortaya ¢ikan akma
gerilmesinden daha diisiik olacaktir. Bu olay asagidaki sekilde aciklandigi gibi

Bauschinger etkisi olarak adlandirilmistir.

20

(a) (b)
Sekil 1.2. Bauschinger etkisi: (a) deneysel gozlem; (b) kinematik sertlesme modeli

Bauschinger etkisi ¢ok kristalli malzemelerde gozlemlenebildigi gibi tek kristalli
malzemeler de de gozlenebilen bir etkidir. Bu etki, bir dnceki yiiklemenin sebep
oldugu dislokasyon alanlarinin anizotropisi ile agiklanabilmektedir. Bu c¢aligsma,
malzemenin mikro yapisini ve modellerini agiklamaya yonelik olmadigindan bu
konuda fazla detaya girilmeyecektir. Ancak, bu etkinin varlig1 plastik deformasyon
modelini oldukc¢a karmasik hale getirdiginden genellikle daha basitlestirilmis bir
model olan kinematik sertlesme modeli kullanilmaktadir. Bu modele gore; ters

yonde yapilan yiikleme esnasinda akma gerilmesindeki azalma miktari, orijinal

<o
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yonde akma gerilmesinden itibaren yapilan yiikleme esnasindaki gerilme artimina

esittir. Bu modelin detaylan klasik plastisite kitaplarinda mevcuttur.

1.6. Yiikleme Hizinin Etkisi

Simdiye kadar oldukg¢a yavas bir sekilde uygulanan bir-boyutlu yiliklemeye karsi
malzemenin gosterdigi davranisi incelemeye calistik, bu yiikleme sekli literatiirde
yari-statik yiikleme olarak bilinmektedir. Belli bir deger lizerinde genellikle kabul
edilen bir deger mevcut olmamakla birlikte, yari-statik yiikleme kavrami; saniyede
107 - 10 mertebesinde gerinme hizina sahip bir yiikleme olarak diisiiniilmektedir.
Gerinme hizinin veya yilikleme hizinin plastik bdlgede malzemenin davranisi
izerinde belirgin bir etkisinin oldugu deneylerle tespit edilmistir. Artan yilikleme

hizinin etkileri genellikle asagidaki gibi 6zetlenebilir:

1. Baglangictaki ve daha sonra ardisik olarak ortaya c¢ikan akma gerilmeleri
yiikleme hiziyla birlikte artar.

2. Malzemenin siinekligi yiikleme hizindaki artma ile birlikte azalir.

Sekil 1.3. Gerinme hizinin etkisi
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Sicakliginda gerinme hizi gibi malzeme Ozellikleri lizerinde c¢ok biiyiik bir etkiye
sahip oldugu bilinmektedir. Sicaklik arttikca metallerin siinekligi gevreklikten
stineklige dogru degisir. Oda sicakliginda slinek davranig gosteren bir malzeme ¢ok
daha disiik sicakliklarda gevrek davranig gosterebilirken, oda sicakliginda gevrek
davranig gosteren malzemeler ¢ok daha yliksek sicakliklarda siinek davranis
sergileyebilirler. Ayrica, deneylere gore sicaklik azaldik¢a malzemenin dayanimi

artmaktadir.

1.7. Makroskopik Plastik Davranisin Ideallestirilmesi

Plastik bolgede gercek malzemelerin davranisi aslinda oldukca karmasiktir. Bazen
bir siir deger probleminin ¢oziimiinii basitlestirmek i¢in plastik davranis ya idealize
edilir veya daha once de ifade edildigi gibi yaklasik bir formda ele alinir. Yaygin
olarak kullanilan ideallestirmeler asagidaki sekillerde verilmistir. Ozel bir
ideallestirmenin dogrulugu gercek uygulamaya baglidir. Toplam gerinmenin biiyiik
oldugu durumlarda, rijit-plastik bir ideallestirmede elastik gerinmenin ihmal edilmesi
sinir deger probleminin ¢dziimiinde O6nemsiz hatalara yol acabilir. Eger yumusak
celik malzemenin kullanildig1 bir yap1 inceleniyorsa ve maksimum gerinmeler B
noktasindan daha alt degerlerde bekleniyorsa miikemmel plastik model kullanmak
(gerinme sertlesmesinin olmadigi durum) kabul edilebilen ¢oziimler saglayabilir.
Sekil 1.1 de gosterilen gerilme-gerinme egrisini, 6zellikle de AU’ ile gdsterilen
sertlesme kismini tanimlamak i¢in bir ¢ok deneysel denklem teklif edilmistir. Bu
denklemler asagidaki sekilde gosterilen non-lineer gerinme sertlesmesi davranigini

temsil etmek i¢in kullanilabilir.



12

c c
A A
oy Oy
A,
» € » &
&P g’
(a) Rigid — miikemmel plastic (b) Lineer Elastic — Perfectly plastic
c c
A D A
sertlesme A
A’ G
Oy | Gy | Offset metodu ile
akma bulunur
» € > c

( ¢ ) Lineer Elastic — Lineer gerinme sertlesmesi (d) Nonlineer Elastic, gerinme

sertlesmesi

Sekil 1.4. Farkli maddesel davraniglarin reolojik modelleri

Asagida verilen biitiin ifadelerde o ve & sirasiyla gercek gerilme ve gercek

gerinmeyi temsil etmektedir:

o=ocy +H ¢&" (Ludwick 1909) (1.18)
o=Hé¢&" (Holloman 1944) (1.19)
o=oy +(os — oy ){l1-exp(-ne)} (Voce 1948) (1.20)
o=H(e +¢)" (Swift 1947) (1.21)

c=0y tanh (E] ( Prager 1938) (1.22)

Oy
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n
e=2 +H (E] (Ramberg ve Osgood 1943) (1.23)

Burada E,oy ,05,&,H ve n malzeme sabitleri olup deneysel olarak

belirlenmesi gereken degerlerdir.
1.8. Kiiciik ve Biiyiik Deformasyonlar

Daha 6nce de ifade edildigi gibi yalnizca kii¢iik deformasyonlar i¢in sikistirilamazlik
sart1 yazilmistir ve bu durumda gercek gerinme ile nominal gerinme arasinda fark
kalmamaktadir. Genellikle, nominal gerinme bir Taylor serisi yardimiyla gergek

gerinme cinsinden ifade edilebilir:

2 3 4 n
=6 —l=¢+ "+ —+"—F..+ —+.. (1.24)
21 31 4! n!

Yukaridaki ifadeden agikga goriildiigii gibi, £ = ¢ olma durumu ancak ve ancak &
kiigiik olmasi ve bu ifadede yiiksek dereceden biitlin terimlerin ihmal edilmesi ile
miumkiin olur. £ ve ¢ arasindaki fark onlarin tanimlarinda referans segilen
noktalardan kaynaklanmaktadir. & igin baslangic durumu veya deformasyondan
onceki durum referans se¢ilmistir. £ i¢in ise mevcut durum veya deformasyondan
sonraki konfigiirasyon referans alinmaktadir. Eger gerinme kiiciik ise baslangictaki
ve mevcut durumlar arasindaki fark ihmal edilebilir ve genellikle lineer elastisite
teorisinde bu alisilmis durum kullanilir. Gerinme biiylik oldugu zaman, ilk ve son
durumlar arasindaki fark hissedilir sekilde bliylir ve ihmal etme olanaksiz hale gelir.
Bu basit geometrik sart baslangic ve mevcut konfiglirasyonlar kavramlarini
kullanmamizin sebebini olusturur, farkli gerinme ve gerilme Olgiileri bu iki farkl
konfigilirasyon referans alinarak tanimlanmistir. Ayrica, biiyiik deformasyonlarin
ortya c¢iktigi durumlarda 6nemli 6lciide rijit cisim rotasyonlar1 olusabileceginden,
objektivite ilkesini garanti altina almak i¢in kullanilan ve ayni zamanda plastik
deformasyonu tanimlayan biinye denklemleri {izerinde rijit cisim rotasyonunun

etkisini elimine eden korotasyonel hiz kavrami takdim edilmistir. Boylece sonlu
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gerinme durumlari i¢in plastisite teorisi hakli gerekceler yiiziinden oldukca kompleks

bir davranis sekli olarak ortaya ¢ikmaktadir.

Yukarida tartigilan matematiksel kompleksliklere ilave olarak sonlu plastik gerinme
durumunda ger¢cek maddesel davranisin belirlenmesi de bir problemdir. Sonlu
deformasyonlar1 i¢eren deneyleri gerceklestirmek kii¢iik deformasyonlar i¢in yapilan
deneylerden ¢ok daha fazla zordur. Ornegin, basit burulma testlerinde bir deney
tiibiiniin torsiyonel burkulmasindan ka¢inmak icin, dnemli kenar etkilerine neden
olan kisa boylu numuneler kullanilir, ve bdylece deneysel sonuglarin yorumunu
yapmak oldukga zor hale gelir. Bu tip deneysel gii¢liiklerden kaginmak i¢in deneysel
arastirmalarin ¢cogu kiiciik gerinme araliklarinda yogunlastirilmistir ve sonlu gerinme
durumlarinda yapilan deneylerin sayist olduk¢a sinirhidir. Bu yiizden, birkag
matematiksel sonlu plastisite teorisi Onerilmis olmasina ragmen, sonlu plastisite igin
yapilan arastirmalar kiiciik gerinme durumu i¢in yapilan arastirmalardan daha
belirsizdir. Aslinda son zamanlarda plastisite konusunda yapilan arastirmalarin
biiyilk bir kismi fenomenolojik ve makroskopik deneysel gozlemlerle veya
mikroskopik Olgiimlerle ve sartlarla sonlu deformasyon esnasinda malzemenin

davranisini agiklamaya yoneliktir.

Makro oOlgekte plastik deformasyonun dogasini agiklamak igin siirekli ortamlar
mekanigindeki temel kavramlarin ve yaklasimlarin kullanildigi pek ¢ok arastirma
mevcuttur. Bu konuda yapilan deneysel gézlemler dogal olarak birka¢ hipotez ve
kabulii de ortaya cikarmaktadir. Bu kabuller ve plastisite teorisi ile ilgili dnemli
kavramlar ilerideki bdliimlerde ifade edilecektir. Plastik deformasyonun
mekanizmas1 ve makroskobik seviyede deneysel olarak gozlenen felsefik yaklagimlar
bu calismada tartisilmayacaktir. Bu tiir olaylar malzemelerin mikro yapisini
inceleyen ve mikroskopik seviyede plastik deformasyon veya akis mekanizmalarini

ele alan eserlerde kapsamli bir sekilde incelenmistir (Taylor, 1934).
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1.9. Gerilme Durumu Ve Gerilme Uzayi

Herhangi bir maddesel noktadaki gerilme durumu Cauchy gerilme tansorii o ile
karakterize edilebilir. Deformasyon ¢ok kiiciik degerlerde oldugu icin, Cauchy ve
Piola-Kirchoff gerilme tansorleri arasindaki fark ihmal edilebilir hale gelmektedir.
Biz bu ifadeyi basit¢e gerilme tansérii o olarak adlandiracagiz. Gerilme tansori,
kartezyen koordinat sistemindeki bilesenleri ojj olan ikinci dereceden bir matris

halinde soyle gosterilebilir.

O yx ny Oy,

[aij ] =|oy O, O (1.25)

vy yz

o o o

X 7y had

Gerilme tansorii simetrik oldugu i¢in sadece alt1 tane gerilme bilesenleri oy, oyy,

On, Oy, Oy, Oy bagimsiz olacaklardir. Bu sebepten, bu alti bagimsiz gerilme
bilesenleri bir tek gerilme durumunu tanimlayacaktir, veya esitlik (1.25) ile verilen

laijJ matrisinden asagidaki denklemleri kullanarak {i¢ asal gerilmeyi

hesaplayabiliriz.
‘Jij - 05” ‘ =0
veya,

XX Xy xz
O c,-o0 o, |=0 (1.26)
O O-zy 0, —0

seklinde yazilir. Esitlik 4.2 asagidaki denkleme genisletilebilir.

o=’ +1,0-3,=0 (1.27)
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Burada,
J,=tr(o)=0; =0, +0,, +0, (1.28)
1 _ 2 2 2
J 2 = E(Giigkk - Gij Gij ) - O-xxgyy + nyazz +0,0, — ny — 0y — Gyz (129)
Ox Oy Ox
— (1 — —
J 3 (E)eijkemnl o-imo-jn On = det[Gij ]_ o-yx O-yy o-yz (130)
Ox Oy Oy

Bu ii¢ ifade gerilme tansoriiniin invaryantlaridir. Asal gerilmeler olan o1, o3, o3

cinsinden ise sOyle ifade edilebilirler

J,=0,+0,+0, (1.31)
J,=0,0,+0,0,+0,0, (1.32)
J,=0,0,0, (1.33)

Her bir asal gerilme o igin, ilgili asal dogrultulari n®(i=1,2,3) seklinde elde

edebiliriz.
o-n® =g.n® (1.34)
veya,
) (i)
XX Xy Xz nl r-ll
| () =
w Oy Oy |ny [=olny | (1=123) (1.35)
(i) (i)
O-zx O-zy O-zz n3 n3

Burada n® ’inci asal yone ait birim vektordiir ve asagidaki bagint1 bir n® (i=1,2,3)
y g g

cifti i¢in asagidaki ifade yazilabilir:



17

NOBING) :{1 _i= J ?g?n (1.36)
0 1#] Igin

Esitlik (1.35) su sekilde de ifade edilebilir.

QY] (2) 3) 1) (2) 3)
Oyx Oy Ox ||l n, n, n, n, n, o, 0 O
QY] (2) 3 | _ 1) (2) 3)
Oy Oy O,|lNy N7 n7=in’ ny” n, 0 o, O (1.37)
@) (2) 3) @) (2) 3)
x Oy Oy, ||N3 Ny n; ny” Ny n, 0 0 o,

veya buradan,
n® n® n®

1
N PN ON N N0 (2) (3)
[Rij]_[nj ]— n,” nyoom (1.38)
M (2) (3)
n3 n3 n3

Esitlik (1.36)’1n yardimiyla ise su denklemi kolayca ispatlayabiliriz.
[Rij ]_1 = [Rij ]T (1.39)

Bu sebepten asal gerilmelerin bilesenlerini ve esitlik (1.37) ve (1.39) u kullanarak

[aii]’yi asagidaki gibi ifade ederiz.

Ow Oy Oy o, 0 0
on o, o,|=RJI0 o of[RT (1.40)
Ox On Oy 0 0 o,

Bu denkleme gore, eger asal gerilmeler ve yonleri belirli ise, gerilme artik
tanimlanabilir. Plastisite teorisinde gerilme tansoriinii asagidaki gibi iki parcaya

ayirmak artik alisilagelmis bir durumdur.

o, = pS, +S, (1.41)
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Burada p hidrostatik gerilme veya basingtir ve asagidaki sekilde tanimlanur.

1 _ 1
p=30j _g(o-xx +O-yy +O—zz)

3
1.42
=l(o, +o0,+0,) ( )
3 1 2 3

Ayrica ps; kiiresel veya hidrostatik gerilme tansortidiir. (1.41) denkleminin 2. kismi

ise soyle hesaplanir
S =0y — PY; (1.43)

Bu degere sapma gerilme tansorii denir. Asagidaki durumu esitlik (1.43)’den kolayca

gorebiliriz.

3/ =tr(S)=S; =S, +S, +S, =0 (1.44)

2

‘]é :%Sijsij :%I_(O-xx _O-yy)z +(ny _O-zz)2 +(Gzz _O-XX)ZJ—’_O-fy +O_52 +O_xz (1 45)

:%[(O-l ~0,)" +(0, = 03)" + (o, _0-1)2]:%(812 +$; +57)

J; :det(sij):(%)eijk €l Sim Sjn Su=35,5,3, (1.46)

Burada S; (i=1,2,3) sapma gerilme tansorii S’nin asal degerleridir. Esitlik (1.34) ve
(1.43)’1i beraber kullanarak asagidaki baginti elde edilir.

SN =(-pH)n? =(c,—-pn”  ([(=123) (1.47)
Son esitlige gore, sapma gerilme tansorii S’nin asal yonleri gerilme tansorii o ‘ya ait

olanlarla aymidir ve asal sapma gerilmeleri S (i=1,2,3) o ile soyle

iligkilendirilebilir.
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s, :+ (1.48)

g, =292701703 (1.49)
3

S, :M (1.50)
3

veya

S =c,—p (i=123) (1.51)

Bununla birlikte J/ =0 kismini hari¢ tutarsak, sapma gerilme tansoriiniin ikinci ve
liglincli invaryantlart gerilme tansorii o’nin J; (i =1,2,3) invaryantlarina asagidaki

esitlikler yardimiyla iliskilendirilebilir.

35 =132 -33,) (1.52)

I =1(237-93,3,+27J,) (1.53)

Ilerideki konular1 hesaba katarak burada oktahedral gerilmeleri de hesaplamamiz
faydali olacaktir. Fakat ilk once oktahedral diizlemi tanimlamamiz gereklidir. Bir
oktahedral diizlem, normali gerilme tansorii o 'nin herbir asal yonleri ile esit agilar
yapan bir diizlemdir. Bu sebepten burada bulunan herbir diizlem i¢in birim normal

olan n=(ny,ny,n3) tanimlanmalidir.

n2=n2=n’ (1.54)
vE
n’+n;+n; =1 (1.55)

ve bu denklemlerin sonucu olarak,
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n=t—, n=t—, n=t— (1.56)

7

yazilir. Bu sebepten oktahedral diizlemlerin asagidaki esitliklere sahip toplam sekiz

ailesi bulunmaktadir,
to,t0,to, =./3C (1.57)
burada C bir sabittir. Oktahedral diizlemlerle beraber oktahedral gerilmeleri de

gorebiliriz. Oktahedral normal gerilme oo, bir oktahedral diizlemin normalinin

tizerindeki gerilme olarak tarif edilebilir ve asagidaki sekilde hesaplanir
Ow =N-0-N=0N +0,N; +0,n; =+(c, +0,+0,)=1], (1.58)

Bu denklem o’'nin koordinat sisteminin asal ekseninde diagonal form da

bulunmasindan dolayi elde edilmistir.

Oktahedral kayma gerilmesi bir oktahedral diizlem {izerinde kayma gerilmesi olarak

tanimlanmis ve sO0yle hesaplanmistir.

2 2 2
Toct _|O-'n| ~ O

[(0-1 -0, )2 +(O_2 — 0, )2 +(0_3 — 0, )2] (1.59)
J;

W o=

Buradan da,

/ A
Too =+/3 95 :§[(0'1 —0'2)2 +(O'2 —0'3)2 +(0'3 —0'1)2] (1.60)

2 A
- O'XX) + 60X2y + 605Z + 60'22X] ’
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ifadeleri yazilir.

Daha once de tartisildigi iizere, tanimlanmis bir gerilme durumu i¢in alt1 tane
bagimsiz gerilme bileseni bulunmaktadir. Bu yiizden, bir gerilme durumunu
geometrik olarak gosterebilmek icin koordinat eksenlerinde, alti tane bagimsiz
gerilme bilesenine sahip alti boyutlu bir uzaya ihtiyagc duymaktayiz. Az sayida
thmallerle, anizotropik malzemeler icin bir akma yiizeyini veya asinma yiizeyini
tanimlamak i¢in alti boyutlu gerilme uzayinda caligmaktan bagka bir alternatifimiz
yoktur. Anizotropik bir malzeme i¢in asal gerilmelerin yonelimi asal gerilmelerin
siddeti kadar 6nemlidir. Malzeme izotropik oldugu zaman, durum olduk¢a basitlesir.
Malzeme Ozellikleri herhangi bir yonde ayni oldugundan sadece asal gerilmelerin
yonleri akma ve asinma davraniglarini tanimlamada Onemli bir rol oynar. Bu
sebepten biz yalnizca, koordinat eksenleri olarak {i¢ asal gerilmeyi kullanan {ig
boyutlu bir gerilme uzayma ihtiya¢c duyariz. Bu asal gerilme uzayr Haigh-
Westergaard gerilme uzay1 olarak bilinir. Bu uzayda, koordinatlar1 o1, oz ve o3 olan
herhangi bir nokta bu asal gerilmelerle gerilme durumunu temsil eder. Aym asal
gerilmeler olan o1, o» ve o3 ’e sahip fakat, farkli asal yonlere sahip iki gerilme

durumu bu yiizeyde ayirt edilemez hale gelir.

- 1
=+ ’ Pl 6. BN
N\ A -V NE -, -
h ¥ M £ 3
= Y -'f Y
L 9 N g
L -"i"' l:.":- )
Ll ""_ - M k!
. ."_
i k
Iy N
;- NN M
__..!“"r \ \ & \
-"'L ——g - -3
N, -

f ".-. . Lo --. ; )
&) . Al -+ Deviatorik ditzlem

o tm=

Sekil 1.5. Ana gerinme uzay1 ve o’nin ayrigimi
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Daha once de bahsettigimiz iizere plastisite teorisinde gerilme tanséri o ’y1
hidrostatik gerilme tansér pl ve bir sapma gerilme tansorii S olmak {izere ikiye
ayirabiliriz. Bu yiizden, asal gerilme uzayinda bu ayristirmanin geometrik temsilini

burada tartismak faydali olacaktir.

Sekil 1.5. de gosterildigi gibi orijinden gegen ve koordinat eksenleri ile esit agilar

yapan bir ON kosegenini géz Oniine alalim. Bu durumda bu ¢izgi iizerinde yer alan

her noktada asagidaki ifadeleri yazabiliriz:

0,=0,=0,=1J, (1.61)
ve
S, =5,=5,=0 (1.62)

Bu uzaysal kosegen tlizerindeki noktalar hidrostatik basing durumunu ifade ederken
bu c¢izgi de hidrostatik eksen olarak adlandirilir. Bu kosegene dik dogrultudaki
herhangi bir diizlem oktahedral diizlemdir ve (1.57) denkleminden faydalanarak

asagidaki gibi ifade edilir.
o,=0,=0,=C=43d (1.63)

burada d diizlemin orijine olan uzakligidir. Eger d=0 olursa, diizlem =n-diizlemi

olarak adlandirilir.

Herhangi bir gerilme durumu (o1, o2, 03), asal gerilme uzayinda bir pozisyon vektorii

OP ile tanimlanabilir ve sekil 1.5.”e gore,

OP=ON + NP (1.64)
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yazilabilir. Burada NP vektorii ON ’ye diktir ve oktahedral diizlemin iizerindedir.
ﬁ:‘ﬁ\f‘n oldugundan ve n, ON vektorii dogrultusunda (1/ \/g,l/ \/g,l/ NE) )

degerlerine sahip birim vektor olduguna gore, ve

‘m‘=@-n = (01,62,03)'L(1,1,1)
: 13 (1.65)
=—(0,+0,+0,)=—"71J :\/gp
\/g 1 2 3 3 1
oldugundan dolayz,
ON =(p, p, p) (1.66)
olacaktir ve bununla beraber,
NP:OP_ON:(Gl_paaz_pa(j}_p) (167)

:(31582583)

yazilabilecektir. Bu sebepten, rastgele secilmis bir gerilme durumu igin, hidrostatik
basing kismi uzay kdsegeninde bulunan bir vektdrle ve deviatorik kisim oktahedral
diizlem {iizerinde uzay kosegenine dik bir vektdrle tanimlanir. Bu durumdan dolay1

bu uzay bazen deviatorik uzay olarak adlandirilir.

Esitlikler (1.67), (1.45) ve (1.60) beraber kullanilarak NP vektoriiniin boyu su
sekilde hesaplanabilir:

rz‘ﬁ‘z(sf +82+82)* =237 =3z, (1.68)

Deviatorik diizlem iizerinde NP vektoriiniin yonlendirilmesini tanimlamak igin,

Sekil 1.6. daki uzay iizerinde NP vektériiniin 1zdiisiimiinii ele alalim. Sekil 1.6a.’da,
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o,,0,,Veo; deviatorik uzay tizerindeki eksenler olan o,,0, Ve o, 'iin izdiisimleri
olarak gosterilmistir. n’y deviatorik uzayda o/ yontindeki birim vektor oldugunda

bunlara bagli olarak o1, o, ve o3 ’e ait olanlar [c0S (90° —a), m,n] sekil 1.6b.’de

gosterilmistir. cos a = 1/ V3 , M=n ve negatif olacagindan,

Looi- (1.69)

|
6,
p ! )
\ uzay késegem
eh ["IJI \‘\. H_,/
<
) 120 \?/ _s,
/ o | k\\
; 120° b dewiatorike ditzlem
2 L \
(a) iy

Sekil 1.6. Deviatorik diizlem iizerinde gerinme uzayinin yansimast

Bu yiizden NP vektoriiniin o] tizerindeki izdiisimiinii tanimlarsak,

— 1
NP-n/ =rcos0=(S,,S,,S;) —(2,-1,-1) (1.70)
J6
veya,
cos 9=£ 31, (1.71)
2 VY2
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burada esitlik (1.44) ve (1.68) r, S; ve S3’ii sadelestirmek icin kullanilmistir. €’y1
deviatorik gerilme tansorli S’in invaryantlari cinsinden ifade edebilmek igin esitlik

(1.71yde,
cos 39 =4 cos® - 3 cos @ (1.72)

trigonometrik bagitisini kullaniriz ve agsagidaki esitligi elde ederiz.

cos36 = 4[£iJ — 3[£ i]

IR
(1.73)

:21_,{3/2(313—31J;)
2

Burada J}=-(S,S, +S,S,+S,S,), S,+S,=-S, ve J;=S,S,S, oldugunu

hatirlayarak son olarak asagidaki denklemi elde ederiz.

2 9,

(0<0<60°) (1.74)

Esitlik (1.71) ve Sekil 1.6a. ortak kullanilirsa asagidaki esitlikler kolayca

gosterilebilir.
s =2 J35 cosd (1.75)
1 —T 2 :
3
s, :%\/f cos(120° —6) (1.76)

S, =%@ cos(120° + 6) (1.77)
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Asal gerilme uzayinda esitlik (1.41)’e gore,

o, ] 1 5 cos @
o, |[=—|1|+—=4/J}| cos(120° - 0) (1.78)

3
o, 1 V3 cos(120° +6)

Asagidaki hususlarda € degerinin ti¢ farkli durum i¢in degisik degerler alabilecegini

gorebiliriz:

1. Hidrostatik basincin o3 > 0y = 03 durumunda tek eksenli gerilme (eger o = 03 =0
ise tek eksenli gerilme) bu gerilme durumu bilhassa geomalzemelerle ugrasirken {i¢

eksenli gerilim olarak da isimlendirilir. Esitlik (1.71)’1 kullanarak,
0=10° (1.79)

2. Bir hidrostatik basing etkisi altinda, piir kayma gerilmesini ifade eder. Bu

durumda, 61> 02> o3 olup o©1- 02 = 0»- o3 durumunda (1.71) denklemi
6=30° (1.80a)
sonucunu verir.

3. Bir hidrostatik basing etkisi altinda tek eksenli sikistirma durumu o1 = oy > o3
olup, ( o1 = 02 = 0 ig¢in tek eksenli ¢cekme s6z konusudur). Bu gerilme durumu jeo
malzemelerin uygulamalarinda ii¢ eksenli sikistirma olarak adlandirilir. (1.71) in

yardimiyla asagidaki ifade yazilabilir.

0= 60° (1.80b)
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Esitlik (1.78) kullanilarak asal gerilme uzayinda koordinat eksenleri olarak o3, oy ve
o3 yerine J, ,4/J; ve O secilebilir. Aslinda bu segim plastisite teorisinde akma

yiizeyini agiklayabilmek i¢in daha uygun bir se¢im olacaktir.

1.10. Akma Yuzeyi

Daha onceki kisimlarda da bahsettigimiz {izere, bir akma kriteri, bir malzeme ig¢in
plastik deformasyonun baglangicinin tanimlanmasin1 amaclayan temel bir kabuldiir.
Bir noktadaki gerilme durumu, akma sartint sagliyorsa, bu nokta plastik
deformasyona ugrar. Aksi takdirde, elastik deformasyon sdzkonusudur. Bag tarafta
bahsedildigi gibi, akmaya karsilik gelen olas1 biitiin gerilme durumlar1 alt1 boyutlu
gerilme uzayinda kapali bir hiper yiizey olusturur. Anlasilirhig1 saglamak i¢in biitiin
akma noktalarindan olusan baslangic akma ylizeyinin ilk akmaya karsilik geldigini
kabul ediyoruz. Ayrica malzemenin homojen oldugunu ve herhangi bir termal etkinin
olmadigin1 varsayityoruz. Bu durumda akma fonksiyonu matematiksel olarak

asagidaki genel formda ifade edilir.
F(o;)=0 (1.81)
bununla beraber,

F(o;;)<0 Elastik deformasyon bolgesi i¢in (1.82)

F(o;)=0 Plastik deformasyon bolgesi igin

Eger malzeme izotropik ise akma, yalnizca asal gerilmelerin siddetine bagh olur. Bu

tip malzemeler i¢in akma sart1 asagidaki esitliklerle verilmistir.

F(o,,0,,0,)=0 (1.83)
F(3,,3,,3,)=0 (1.84)
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Yukaridaki denklemler asal gerilme uzayinda bir yiizeyi temsil eder. Metalik
malzemeler icin deneysel veriler hidrostatik basincin plastik akma {izerinde higbir
etkiye sahip olmadigini1 kabul etmemize imkan tanir. Plastik akma yalnizca sapma
gerilme tansorii S ile ilgili bir olaydir. Akma kriteri izotropik ve gdzenekli olmayan

(yogun) malzemeler i¢in kendine ait J; ve J, invaryantlar cinsinden yazilabilir:

F(3.,3))=0 (1.85)
5-
!
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Sekil 1.7. Izotropik malzemeler i¢in akma yiizeyi

Sekil 1.7. de gosterildigi gibi yukaridaki ifade hidrostatik basing eksenine paralel
degiskenlerle asal gerilme uzayinda bir silindiri temsil eder. Ciinkii hidrostatik basing
(p=J1/3) akma fonksiyonunda bir argiiman olarak yer almamaktadir. Sapma
diizlemlerinden herhangi birisi tlizerinde ve ozellikle de n-diizemi {lizerinde akma

ylizeyinin seklini gbz oniine almak icin bu ifade yeterlidir.
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Sekil 1.8. m-uzayinda akma sinir1

Sekil 1.8.’de gosterildigi gibi m-diizlemi iizerinde akma yiizeyinin bir pargasini
gdzOniine alalim. 11k olarak, simetri kabullerine gére eger nokta (o,,0,,0,) akma
yiizeyi lizerinde bulunuyorsa nokta (o,,0;,0,) da aym yiizeyde bulunacaktir. Bu
demektir ki akma parcast o, eksenine gore simetrik durumda olmalidir.
o,,0, Ve o, eksenlerinin simetrisi 7 uzayinda bulunan akma yiizeyini alti esit

parcaya bolmektedir. Bu sebepten 6zel bir malzeme igin deneysel olarak bu alti
parcadan herhangi birinin tanmimlanmasi gereklidir. Iste bu durumdan sonra simetri
ozelligi tiim akmay1 tanimlamak icin kullanilir. Bu poroslu katilarin ve kaya gibi

malzemelerin bir sonucudur.

Ikinci olarak ¢cekme gerilmesi icin malzemenin akma dayammu sikistirmaya esit ise

(o,,0,,0;) noktasi gibi (- o,,0,,0;) noktas1 da akma yiizeyinde bulunacaktir. Bu
sebepten akma ylizey parcast o, eksenine bik olan B-B dogrusu etrafinda simetrik
olacaktir. benzer olarak, sirasiyla o, ve o) eksenlerine dik olan C-C ve A-A

dogrular1 da simetri ekseninde bulunacaklardir. Yukarida belirtildigi gibi simetri

eksenleri bolgeyi es iki pargaya boleceklerdir. Bu yogunlukta veya metaller gibi
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porozlu olmayan malzemeler icin elimizde bulunan yiizeyin es on iki parcasindan

herhangi birini tanimlamamiz yeterli olacaktir. (Sekil 1.8.)
1.11. Metaller icin Akma Kriteri

Bu boliimde meal plastisitesi i¢in kullanilan iki 6nemli kriter olan von Mises ve
Tresca kriterlerinden bahsedilecektir. Bridgeman (1952) kanitlamistir ki, metallerde
25.000 bar basinca kadar akma olmamaktadir. Bu yiizden son boliimde tartigildigi
gibi metallerin akma kriteri gerilme tansoriiniin birinci invaryanti olan J;’e bagimli

degildir.
1.11.1 Maxwell-Huber-von Mises Kriterleri

Genel bir kaniya gore bu akma kriteri von Mises tarafindan tavsiye edilmistir (1913).
Fakat aslinda ilk olarak Huber tarafindan yayinlanmig(1904) ve baska bir rivayete
gore 1856°da bu kriteri Maxwell Kelvin’e bir mektupla gondermistir. En son olarak

Hencky (1924) bu kriteri deviatorik gerinme enerjisi olarak yorumlamistir.

Kriter der ki, plastik akma esitli (1.86) ile verilen malzeme 6zelligi olan k? degeri ile
deviatorik gerinme tansorii olan S’nin ikinci invaryanti olan J, birbirine esit oldugu

zaman ortaya ¢ikar.

J—x*=0 akma veya plastik deformasyon i¢in

2

J, <k elastik deformasyon i¢in (1.86)

Gerilme bilesenlerinin terimleri cinsinden akma kriteri asagidaki sekli alir.
1 2 2 2
g[(o-xx _O-yy) +(O-yy _O-zz) +(O-zz _O-xx) :|+O->%y +O—§z +O—zzx =’ (187)

veya
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S R A R e (1.88)

Su gayet aciktir ki, von Mises akma yiizeyi, hidrostatik gerinme eksenine paralel bir
silindir yiizeyidir. w uzay1 tizerindeki pargasi (1.86) esitligine gore bir ¢emberdir ve
J; veya 6 degerine bagimliligi yoktur. Esitlik (1.68)’den ¢emberin yarigapinin
r=+2x oldugunu bulabiliriz (sekil 1.9.).

Uzay gerinmesinden dolay1 (o, = 0) esitlik (1.88) su hale indirgenebilir:

o] —0,0,+0; =3k’ (1.89)

Bu denklem o1-02 uzayinda sekil 10.’da gosterildigi iizere bir elipsi tarif etmektedir.

Sabit x degerini tanimlamak i¢in basit bir gekme testi yapilmalidir:

o, =0 ve c,=0,=0 (1.90)

* von Rfises alcma s

Treicn akmma senan

Sekil 1.9. m-uzayinda von — Mises ve Tresca akma sinirlari

Burada oy basit cekmedeki akma gerinmesidir. Esitlik (1.90)’1 (1.88)’de yazarsak,
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o) =x* (1.91)

(1.92)

Eger x’y1 saf kayma testi r,’dekiakma gerinmesini kullanarak tanimlarsak

o, =—0, =1, ve 0, =0 bagntilarina ulasiriz. Daha sonra esitlik (1.88) ile:

2 =k 1.93
Y

ve bundan dolayi,

K=1, (1.94)

Esitlik (1.94) ve (1.92)’yi karsilagtirarak asagidaki ifade elde edilir.

o=z, =7 (1.95)

Bir Maxwell-Huber-von Mises malzemesi i¢in tekeksenli cekmedeki akma dayanimu,

saf kaymadaki akma dayaniminin /3 kat1 kadar olacaktir.

1.11.2. Tresca Kriteri

Tresca(1864) metal ekstriizyon {izerindeki kendi deneyleri ve Coulomb’un kati
mekanigindeki bulgularim1 kullanarak Tresca akma kriteri olarak bilinen, metalik

katilarin akma kriterini tanimlamastir.
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Bu kriterin kanitladigi, plastik akmanin, maksimum kayma geriliminin malzemenin

kritik degeri olan x’ya yetismesi ile ortaya c¢ikmasi gerektigidir. Matematiksel

olarak bu su sekilde yazilabilir:

akma veya plastik deformasyon i¢in (1.96)

elastik deformasyon i¢in (1.97)

Ana gerinmeler cinsinden esitlik (1.96) soyle yazilabilir.

o, —61|]=K (1.98)

L
’2

|
»7|02 — 03

I
max[ﬂo-l — 0,

veya
%(O-max ~ O iin ) =K (1 99)

Esitlik (1.78) kullanilarak yukaridaki esitligi /J, Vve @ cinsinden de yazabiliriz.

JI7sin(6+60")=x (0°<6<60°) (1.100)

Tresca seldygend T v Mises alipsi

&

Sekil 1.10. Uzay gerinme durumu i¢in von Mises ve Tresca kriterleri
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Esitlik (1.100)’den de goriildigii gibi Tresca akma ylizeyi 6 ’ya bagimli olup J;’e
bagimli degildir. kolayca goriiliiyor ki, ana gerinme uzayinda Tresca akma yiizeyi J;
eksenine paralel hexagonal bir silindirdir. m uzayma izdiisimii ise diizgiin bir

hexagondur. (sekil 1.9.)

Uzay gerinmesi durumunda (o, =0) esitlik (1.98) su hale gelir:

o, -0, =12x
o, =12x (1.101)
o, =12k

Bu, sekil 1.10°da gosterilen o1-0, uzayindaki Tresca hexagonunu temsil eder.

Malzeme sabitleri tek eksenli test ele alinarak tanimlanabilir. Bu duruma esitlik

(1.99) uygulanirsa:

=20 (1.102)

Alternatif olarak saf kayma testini kullanarak malzeme sabitesi «’y1

tanimlayabiliriz.

o, =—0,=17,,0,=0 (1.103)
buradan,

K=1, (1.104)

elde edilir. Esitlik (1.102) ve (1.103)’den ise su sonuca ulasiriz:
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k=1, =—\ (1.105)

Bu sebepten Tresca malzemeleri i¢in kayma dayanimi tek eksenli ¢ekme kuvvetinin

yarist kadar olacaktir diyebiliriz.
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1.12. Plastisite Teorisinin Temel Sartlar

Daha onceki boliimlerde bazi basit ve temel deneysel gozlemler yardimiyla plastik
deformasyonun temel karakteristikleri verildi. Bu deneylerden elde edilen sonuglara

gore plastik deformasyon asagidaki 6zelliklere sahiptir:

ocdo>0 U
N o do<0 \ —
do
C
________________ E/7
.: Hf "d P de®
0 A E i
Oypr--- B b
G |
L &
0 D E -

Sekil 1.11. Tek eksenli gerilme-gerinme egrisi

1. Plastik deformasyon enerji kayb ile ilgilidir bu ylizden de tersinmezdir. Bu durum
yukarida verilen tek eksenli ¢ekme deneyine ait gerilme-gerinme diyagramindan
goriilmektedir. Yiik C noktasinda kaldirilirsa, gerinmenin yalnizca bir kismi (DE)
geri donebilir oysa ki diger kisim (OD) yiik kaldirildiktan sonra da oldugu gibi kalir,
yani geri donmez. DCE {i¢geni ile temsil edilen enerji elastik enerji olarak geri
kazanilmigtir, OABCD alan1 ise OD plastik gerinmesini olusturan proses esnasinda
kaybolan enerjiyi temsil eder. Bu yiizden de plastik gerinme, bosaltmadan sonraki
kalic1 gerinmeyi ifade eder. Plastik bolgede bulunan herhangi bir C noktasindaki
toplam gerinme OE yi; plastik gerinme OD ve elastik gerinme DE’ nin toplami

olarak ifade edebilecegimizi sekilden kolayca gormek miimkiindiir.
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= +¢P (1.106)
Bu toplanabilme durumu ii¢ boyutlu uzaya kolayca genellestirilebilir,
€ij=€?j+8ipj (1107)

Burada ¢&;; sonsuz kii¢ik gerinme tansoriidiir, bu ayristirma islemi yalmzca sonsuz

kiiciik gerinme durumlari i¢in dogrudur. Sonlu gerinme durumlarinda elastik ve
plastik gerinme Olgiileri arasinda geometrik olarak elasto-plastik bir kapling

olusmakta ve (1.107) denklemi bilinen klasik fiziksel anlamini1 yitirmektedir.

2. Plastik deformasyon sahip oldugu disipasyon 6zelliginden dolay1 yiikleme tarihine
veya yoriingeye bagimli bir prosestir. Bir baska deyisle, plastik deformasyon
esnasinda gerilme ile gerinme arasinda bire-bir lik bir karsilik veya eslesme
olmayacaktir. Ornegin sekil 1.11. de, F ve H noktalar1 aym gerilme seviyelerinde
olmalarina ragmen farkli gerinme degerlerine sahiptirler. Diger taraftan F ve G
noktalarindaki gerinmeler ayn1 degerlere sahip olmalarina ragmen bu noktalardaki
gerilme degerleri oldukga farklidir. Bu farkliliklarin farkli deformasyon tarihlerinden
veya F ve H ile F ve G noktalar1 arasindaki gerilme yoriingelerinden kaynaklandigi

bilinmektedir.
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Baglangic akma yiizeyi

Ardisik akma ylizeyi

/

Sekil 1.12. Plastik deformasyonun ge¢mis yilikleme tarihine olan bagimliligi

Plastik deformasyonun ge¢mise veya yoriingeye olan bagimliligii daha iyi bir
sekilde agiklamak i¢in asagida verilen Ornegi goz Oniine aliyoruz: bir deney
numunesinin X- yoOniinde tek eksenli olarak yiiklendigini diisliniiyoruz. Sekilde
gosterilen baslangic akma ylizeyi ilizerindeki B noktasina kadar malzeme elastik
olarak deforme olacaktir. Eger gerilme A noktasina kadar arttirilirsa malzeme
elastoplastik olarak deforme olacak ve malzemelerin sertlesme davranisindan dolay1
akma yiizeyi bir sonraki akma yiizeyine kadar genisleyecektir. Burada, basitligi
saglamak amaciyla, yalnizca izotropik sertlesmenin oldugu kabul edilmistir. Gerilme

tek eksenli oldugundan, A noktasinda asagidaki ifade yazilabilir:

Eyy =" (1.108)

Burada ¢P, A noktasinda x ekseni boyunca gerceklesen plastik gerinmeyi ifade

etmektedir. Plastik deformasyonun sikistirilmazlik kabuliinden dolay1
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eyy=¢ef, =3¢ (1.109)

ry=r5.=ri=0 (1.110)

Ifadeleri yazilabilir, burada y; jsonsuz kiiclik gerinme tansorii & nun kayma

bileseninin iki katin1 temsil etmektedir.

Simdi, A noktasindan C noktasina kadar bosaltma yaptiktan sonra, eksenel kuvveti

sabit tutarak, E noktasina kadar kayma gerilmesi 7, uygulanirsa bir sonraki akma

ylizeyine ulagmis oluruz. Boylece, daha fazla bir plastik deformasyon olusmadan A-
C-E yoriingesini takip ederek numunenin gerilme durumunu A dan E ye degistirmis
oluruz. E noktasindaki plastik gerinmeler bu durumda, (1.108), (1.109) ve (1.110)

denklemleri ile temsil edilebilir.

Simdi de bagka bir yikleme tarihini g6z 6niine alalim. Numunenin 7,, kayma

gerilmesinin  etkisi altinda piir kayma ile yiiklendigini diisiinelim. Elastik
deformasyon F noktasindaki ilk kayma durumuna kadar devam eder. Bu durumda

plastik deformasyon artan 7, ile sonuglanacaktir. Ayni zamanda akma ytizeyi de
genisleyecektir. Kayma gerilmesi 7,, nin ardigik akma yiizeyi lzerindeki G

noktasina kadar arttigin1 kabul edelim, bu ylizey ayn1 zamanda bir 6nceki yilikleme

tarthinden dolay1 A ve E noktalarin1 da icermektedir. G noktasindaki plastik kayma

gerinmesini P ile gosterelim, bu durumda G noktasindaki plastik kayma

gerinmeleri asagidaki ifadelerle verilir:

Py =7° (1L111)
7?/2:72px=0 (1.112)

exx =¢&fy =€, =0 (1.113)
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Numune tizerindeki yiikk G noktasindan H noktasina kadar bosaltilmis olsun, ve bu

noktadan itibaren eksenel yiik uygulanirken 7,,kayma gerilmesinin sabit

tutuldugunu diisiinliyoruz. Numunenin gerilme durumunu ardistk akma yiizeyi
tizerindeki E noktasina getirinceye kadar eksenel yiikiin uygulandigini diistiniiyoruz.
G-H-E yoriingesi mevcut akma yiizeyi AEG nin i¢inde oldugundan, malzeme elastik
olarak deforme olacak ve G-H-E gerilme yoriingesi boyunca ilave plastik
deformasyon olusmayacaktir. E noktasindaki plastik gerinmeler ayni zamanda
(1.111), (1.112) ve (1.113) denklemleri ile ifade edilmis olur.Agik¢a, O-G-H-E
gerilme yoriingesinin sonuglart olan ve (1.111)-(1.113) denklemleri ile temsil edilen
plastik gerinmeler (1.108)-(1.110) denklemleri ile verilenlerden tamamen farklidirlar.
(1.108)-(1.110) denklemleri ile verilen plastik gerinmeler daha 6ncede belirtildigi
gibi O-A-C-E gerilme yoriingesi boyunca elde edilmis degerlerdir. Bu 6rnek agikca
gostermektedir ki plastik deformasyon gegmise veya yoriingeye bagimli bir prosestir.
Deformasyonun en son ger¢ek durumunu elde etmek i¢in deformasyon ydriingesi
veya deformasyon tarihi izlenmelidir. Genellikle uzayda bir egriyi matematiksel
olarak belirlemek i¢in; bu egrinin diferansiyel denklemi ile birlikte baglama ve bitis
noktalarinin verilmesi gerekir. Boylece, plastik deformasyonun ydriingeye bagiml
dogas1 plastik deformasyon i¢in biinye denklemlerinin bir diferansiyel denklem
formunda veya artimsal formda verilmesini gerektirir. Deformasyon ge¢misi
boyunca artimsal plastik gerinmeler hesaplanmak zorundadir ve toplam plastik
gerinmeleri hesaplamak i¢in bunlar1 toplamak gerekir. Bu yiizden pek ¢ok plastisite
teorisi normal olarak elastik deformasyonlarin tersine hiza bagimli veya artimsal
tipte ifade edilir. Bu durumda biinye denklemleri en son gerinme ve gerilme

durumlar arasinda bire-bir bir eslesme saglayabilir.

3. Bu calismada, plastik deformasyonun hizdan bagimsiz oldugu kabul edilmistir.
Bunun anlamai; plastik deformasyona ait biinye denklemlerinin zamana gére homojen
oldugu (zaman 6lgegine gore invaryant oldugu) kabul edilmis, hiza bagimli formlarla
artimsal formlarin bir birine esit oldugu varsayilmistir. Boylece, plastik deformasyon
esnasindaki viskoz etkiler ve viskoz diren¢ ihmal edilmistir. Bu durumda gerilme

elastik gerinmeyle lineer olarak iligkili olup asagidaki gibi ifade edilebilir:
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J:EgezE(g—gp) (1.114)

Sonsuz kii¢iik gerinme ve lineer elastik davranis goz oniine alinarak, bu denklem ii¢

boyutlu uzayda asagidaki gibi ifade edilebilir,
c=C:e=C: (8 —ap) veya ojj =Gy (5k| —gkpl) (1.115)

Burada C dordiinct dereceden elastik katilik tansoriini ifade etmektedir.

Bu tartigmanin en dnemli noktasi plastik deformasyonlarin non-lineer, zamana gore
homojen diferansiyel veya hiza bagimli formda biinye denklemleri ile temsil
edilebildiklerini ifade etmektir. Plastik deformasyon i¢in bir biinye teorisi asagida

verilen 6zellikleri kapsamalidir:

1. Baglangi¢ akma noktasi 0'\(() bilinmek zorundadir, ¢ilinkii bu degerden daha kii¢iik
gerilme degerleri i¢in deformasyon lineer olup o ve ¢ arasinda bire-bir karsilik s6z
konusudur. 0$ den daha biiyiik gerilme degerleri i¢in deformasyon nonlineerdir ve

deformasyonun tarihine bagimhdir. Ug¢ boyutlu duruma genellestirildigi zaman;

baslangi¢ akma yiizeyi bilinmelidir ve bu yiizey asagidaki formda yazilabilir:
F(e.00)=0 (1.116)

burada a\? ilk gerilmesini temsil eder.

2. Ardisik akma ylizeylerinin biiylimesi bilinmelidir. Genellikle, miikemmel plastik
malzemeler hari¢ tutuldugunda (miikemmel plastik malzemelerde bu deger sabittir)
veya yumusak celigin plastik akisina ait kiiciik bir bolgenin ( bu bolge sekil 1.11 de
AB bolgesidir) disinda akma mukavemeti sabit bir deger degildir. Boylece ardigik

akma dayanimi (yani BU egrisinin tamami) bilinme zorundadir. Genellikle,
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oy =oy(e;)  (i=1,2,..,n) (1.117)

Olup, burada @; (j_1 2,3, n) esdeger plastik gerinme ve i¢ degiskenler gibi ihtimal

dahilindeki biitiin sertlesme parametrelerini gostermektedir. siiphesiz ki bir boyutlu
durumda BU egrisini belirlemek icin birden fazla sertlesme parametresinin
belirlenmesine gerek yoktur. Daha once ifade edilen (1.18)-(1.23) denklemleri
(1.117) denkleminin &zel formlaridir. Ornegin, (1.18) denkleminde yalnizca bir

p

sertlesme parametresi =& monotonik olarak gergeklestirilen tek eksenli yilikleme

durumu igin kullamlmaktadir. Toplam &P nin gecmise bagli tabiatina gore,

asagidaki gibi hesaplanmasi gerekir:
eP=[deP = [&dt (1.118)

Sekil 5.1 den faydalanarak asagidaki ifade yazilabilir:

do=dePode-det =30 90 (1 1)y, (1.119)
E' E

Bu ifadenin esdegerini tiirev veya degisim formunda,

(1 1),
a:(?—?ja (1.120)

seklinde de ifade edebiliriz. Burada, E bildigimiz Young modiilii, E' ise verilen
gerilme seviyesindeki tanjant modiilii veya tegetsel katilik olarak adlandirilmaktadir.

Sekil 1.11 den faydalanarak, bosaltma ve tekrar yiikleme durumlarinda OA ve DC

dogrularinin ayni egime sahip olduklarini gz oniine alarak (E=d o / d £° oldugunu

diisiinerek) ;

do=Ede® =E'de =E'(de®+deP)=Hd &P
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yazabiliriz. Burada H sertlesme parametresi olarak bilinir. Yukaridaki esitlikleri

dikkate alarak d e*=do/E ve deP=do/H yazlabilecegi goriiliir, bu durumda;

t t
do =E'(def+de’) = 1=0-4+E o 1o

1,11 1
E H E' E H

SN
H E' E

L .1
T E T H

ve buradan da sertlesme modiiliinii elastisite modiilii ve tanjant modiilii cinsinden

asagidaki gibi ifade edebiliriz:

y_ EE' _ E
E-E' | E'
E

Asagidaki tabloda ANSYS programinin malzeme kiitiiphanesinde bulunan bazi
miihendislik malzemeleri i¢in deneylerden elde edilen sabit degerler ve yukaridaki

formiile gére hesaplanmis sertlesme parametresinin degeri goriilmektedir.

Tablo 1.1. Bazi miihendislik malzemeleri icin mukavemet degerleri

Elastisite Akma Tanjant Sertlesme
modiili gerilmesi (Pa) | modiili (Pa) parametresi
(Pa) (Pa)
Nikel alagimlar 180 E9 900 E6 445 E6 4.4610 E8
Titanyum alagim 100 E9 70 E6 112 E6 1.1213 E8
1018 gelik 200 E9 310 E6 763 E6 7.6592 E8
Aluminyum 5182 76 E9 145 E6 25 E6 2.5008 E7
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Lineer sertlesme durumunda E' sabittir ancak, sekil 1.11 de gosterilen genel bir

nonlineer durum igin E' gerilmenin ve plastik gerinme &P nin bir fonksiyonu olarak

g0z Online alinmalidir:

e =E'(r, ") (1.121)
Bu durumda, (1.120) in genel formu,

ad=a(c,d,a) (1.122)

p

seklini alir. Yalnizca tek eksenli yiikleme durumunda a=&" yazilabilecegini

hatirlamak gerekir. Yukarida da belirtildigi gibi ¢ ¢ 'nin hizdan bagimsiz davranisi
tanimlamak icin lineer, homojen fonksiyonu olmasi gerekir. Bu ylizden (1.122)
numarali denklem,

a=a,(o,a)c

seklinde tekrar yazilabilir veya esdegeri,

da =¢,(0,a)do (1.123)

seklinde yazilabilir. Burada «,, o ve «’nin lineer olmayan fonksiyonudur ve

deneysel gozlemleri temsil ederler.
(5.18) denklemi ti¢ boyutlu durum i¢in asagidaki sekilde genellestirilebilir.

a, =¢(o,a):0"
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Ayni esitlik esdeger sekilde,

do, =¢(o,a”):do (1.124)

Seklinde de ifade edilebilir ki burada ¢ =1,2,3,.....,n, o’nin ve ¢, nin ikinci-,
liclincii- veya dordiincii-derece tansor degerli fonksiyonlaridir. Bu degerler ayni

zamanda ¢, ’nin skaler, vektor veya ikinci derece tansor degerli sertlesme

parametrelerine bagimhidir. Esitlik (1.124) «; sertlesme parametreleri igin biinye

denklemidir. Bu sertlesme parametrelerinin mevcut degerleri (1.124) denkleminden
gerilme yoriingelerei veya deformasyon tarihi yardimiyla bir kere belirlenirse,
mevcut veya ardisik akma ylizeyini elde etmek i¢in akma yiizeyinin ifadesi igerisine

yerlestirilebilirler.

F(o,a,)=0 (i=12.,....n) (1.125)

Burada akma yiizeyinin genel formu kullanilmistir.

Burada dikkat edilmesi gereken nokta ¢, ’lerin (i=1,2,.....,n) gerilme uzayinda
bulunan akma yiizeyinin genislemesini, Gtelemesini ve c¢arpilmasini temsil eden ,
sklaer, vektorel veya tansorel herhangi bir parametre olabilir. Hatirlanmalidir ki
akma ylizeyi sadece plastik deformasyon ortaya ciktiguinda degisiklik gosterir. Bu da
(1.123) ve (1.124) denklemlerinin yalnizca elasto-plastik yilikleme prosesi esasinda
gecerli oldugunu gosterir. Elastik deformasyon veya bosaltma esnasinda (plastik
deformasyon olugmayacaktir) ve akma ylizeyi degismeden kalacaktir. Bu prosesleri
temsil eden ifade i¢in

& =0 (1.126)

yazilir.
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3. Plastik deformasyon i¢in bilinye denklemlerinin formule edilmesi gerekir. Bu
proses plastisite teorisinde merkezi bir rol oynar. Daha 6nce de bahsedildigi gibi bu
denklemler yoriingeye bagimli ve hizdan bagimsiz olduklarindan oran veya artimsal
formda olmak zorundadir. (1.119) denklemi ile verilen bir boyutlu durum i¢in plastik

gerinme hiz1 kolayca asagidaki gibi yazilir.

grP =(%—é)a’ veya de&P =[L—ijda (1.127)

Esitlik (1.123) ve (1.120) kullanilarak £° degerinin tek boyutlu durum igin genel

formunu elde edebiliriz.
&P =a’(o,a)c veya deg° =a’(o,a)do (1.128)

Bu esitlikte «”, o ve & ’nin lineer olmayan fonksiyonudur. U¢ boyutlu durum igin

esitlik su genel forma doniisiir:
éP=a’(o,a):0 veya déP=aP(o0,a,):do (i=1,2,...,n) (1.129)

Burada a”, o ve «; degerlerinin dordiincii derece tansor degerli fonksiyonudur ve

o ve do ise sirastyla gerinme tansoriiniin hizi ve artimi olacaktir.

Elastik gerinme hiz1 veya artisi lineer kurala gore asagidaki gibi olacaktir.
&=C"':6 veya de*=C7':do (1.130)
Bu denklem C degerini deformasyon siiresinde sabit bir tansor kabul ederek esitlik
(1.124)’un diferansiyeli alinarak elde edilmistir. C', C degerinin tersidir ve elastik

uygunluk tansoriine karsilik gelir. Toplam gerinme hizi (1.129) ve (1.130)
denklemleri birlestirilerek asagidaki gibi elde edilir.



47

g':(a”—i-C*l):o" veya dg:(ap+C*1):d0' (1.131)
Bu bagintinin tersi alinarak su esitlik elde edilir.
o":[a"+C_1r:é veya dO':[a"+C’1T1:dg (1.132)

(1.128) ve (1.129) denklemlerinin ilave plastik deformasyonlarin olustugu elasto-
plastik deformasyon prosesleri i¢in gegerli oldugunu vurgulamakta fayda vardir.
Aksi takdirde yalnizca elastik deformasyon ortaya cikacak ve gerilme-gerinme

bagintis1 agagida verilen elastik deformasyon yasasi ile yonetilmis olacaktir.
6=C:é°=C:¢ veya do=C:de¢ (1.133)
EP=0 (1.134)

Bir boyutlu durumda, bu olay, OA veya DC dogrulari boyunca gerceklesen

deformasyona karsilik gelir.

4. Yikleme-bosaltma kriteri belirlenmelidir. daha 6nce bahsedildigi gibi «; ve

£’ i¢in bilinye denklemleri plastik yiikleme ve elastik yiikleme veya bosaltma igin
farklidir. Aslinda bu durum nonlineer elastisite teorisi ve plastisite teorisi arasindaki
asil farktir. BOylece plastisite teorisi ile elasto platik davranigi tanimlamak icin
plastik yiikleme veya elastik bosaltmaya ait olan prosesi tanimlamak gerekir.
Yiikleme veya bosaltma i¢in kriter teorinin bir pargasit olmak zorundadir. Yiikleme
ve bosaltma plastik bir durumdan baslayan bir deformasyon prosesini temsil eder ve
plastik olarak gergeklesen deforasyona kadar devam eder sonra da, elastik bdlgeye
geri doner. Bir onceki plastik durum daima dikkate alinmig olur. Sekil 1.11°de
gosterildigi gibi tek eksenli yiikleme altinda malzeme sertlesir, soyle ki, BU egrisi

tizerindeki bir gerilme noktasi, 6rnegin C noktasi, asagida verilen akma sartini saglar.

o, —oy(e")=0 (1.135)



48

Burada o, C noktasindaki gerilmeyi ifade eder. Asagida verilen esitsizlikler

yiikleme ve bosaltma kriterlerini temsil eder.

odo>0 yiikleme igin (1.136)
odo<0 bosaltma i¢in (1.137)

Sekil 1.11°de tek eksenli ¢ekme durumu i¢in yiikleme veya bosaltmay1 temsil etmek
tizere ya do >0 veya do <0 alinmasi yeterlidir. Eger sikistirma islemindeki geri
yiikleme durumunda o <0 segiliyorsa yiikleme ve bosaltma i¢in odo bir indis gibi
kullanilacaktir.  (1.137) denklemindeki esittir isareti —miikemmel plastik
deformasyonlar icin gegerlidir. Bu bolge sekil 1.11°de AB olarak gdsterilmistir. iic
boyutlu durumda yiikleme ve bosaltma kriteri miikemmel plastik malzemeler igin ve
sertlesen malzemeler i¢in daha Once ifade edilmistir. Yiikleme veya bosaltmay1

yoneten indis asagidaki gibi gosterilebilir.

1= :do (1.138)

Sertlesen malzemeler i¢in | > 0 yiikleme anlamina gelir, | <0 bosaltmay1 temsil eder
ve | = 0 ise notr bir yiiklemeyi gosterir. Bir plastisite teorisi olusturmak igin plastik

deformasyonun dort temel elemant yukarida ifade edilmistir.

Plastik deformasyon prosesini ¢ ve &P parametrelerinin farkli durumlarini

gozoniine alarak asagidaki gibi 6zetleyebiliriz.

0  F<0 (1.139)a
Clo F=o0, 1<0 (1.139)b
“o F=0,1=0 (1.139)c

4:6 F=0,1>0 (1.139)d



49

0 F<0 (1.140)a
o0 F=0, 1<0 (1.140)b
0 F=0,1=0 (1.140)c
a’:6 F=0, 1>0 (1.140)d

Bu denklemler sirasiyla elastik deformasyon, elastik bosaltma, notr yiikleme ve

plastik yiiklemenin dort durumunu temsil eder. Notr yilikleme esnasinda ¢; =0,

£? =0 olmasinin nedeni gerilme durumunun bosaltmadan yiiklemeye degistigi
zaman plastik deformasyonun siireklilik sartin1 saglamak zorunda olmasidir. Eger

do akma yiizeyinden digariya dogru yonelmigse plastik gerinme hizi £° sifirdan

p

farkli, eger do akma yiizeyinin igine dogru yonlenmigse &£ sifir olur. gerilme-

gerinme bagintilarinda siireksizliklerden kaginmak i¢in akma yiizeyi iizerinde

p

herhangi bir noktada do tegetsel bir yonde oldugu zaman &£° sifir olmak

zorundadir. Bu sart plastik sertlesme icin stireklilik sart1 olarak bilinir. I’nin taniminm

kullanarak (1.139d) ve (1.140d) denklemleri asagidaki gibi yazilabilir.

a. =l F=0, 1>0 (1.141)
&P =4"l F=0,1>0 (1.142)

Burada ¢3i = ¢3i (o,a;) fonksiyonu o ’nin ve ¢, ’nin skaler, vektorel veya tansorel

degerli bir fonksiyonudur. ¢?i :¢3i (o,a;) fonksiyonunun skaler, vektorel veya

tansorel karakteri ¢, ’nin durumuna baglidir. & ise o ve ¢; ’nin ikinci dereceden
tansOr degerli bir fonksiyonudur. Yiikleme durumunda bile miikemmel plastik

malzemeler i¢in | = 0 oldugundan &£°’nin bilinye denklemi (1.142) ifadesi ile

verilemeyebilir.
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1.13. Elastik Deformasyon I¢in Gerilme-Gerinme Bagintilar

Elastik deformasyon icin  gerilme-gerinme bagmntilar1 burada kisaca ghozden
gecirilmistir. Elastik deformasyonun en basit blinye modeli Hooke tarafindan
verilmistir. Hooke tek eksenli yiikleme i¢in gerilme ve gerinme arasinda lineer bir
baginti Onermistir. Bu baginti izotropik malzemeler icin kartezyen koordinat
sisteminde genellestirilmis Hooke yasalarini ifade etmek i¢in ii¢ boyutlu duruma

asagidaki gibi genisletilmistir.

Exx = é[axx V(ny +0, )] j/xy érxy
gW - é[o-yy V(O-xxy + Oy )] 7yz = éryz (1 . 143)
€n = é[azz - V(axx + Jyy )] Ve = érxzy

Bu esitliklerde E, v ve G sirastyla Young modulii, Poisson orani ve kayma

moduliidiir. G’nin E ve v ile oran bagintisi ise su sekilde olacaktir.

E

G= (1.144)
2(1+v)
(1.143) esitlikleri tansorel formda yazilmak istenirse
o; Vv
gij :ﬁ—g\]lé‘ij (1145)

Esitligi ortaya ¢ikar ki, burada o Kronecker delta, J; de gerilme tansorii o 'nin

birinci invaryantidir.

J=0,+t0,t0,=0,+0,+0, (1.146)
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Esitlik (1.145)’dan hacim degisiklikleri icin elastik deformasyon iligkisi asagidaki
sekilde hesaplanacaktir.

J, 3v I+v 3v) J, 3(1-2v)
e (1447
Ustteki esitlikler kullanilarak,

‘]1
p:?, I, =&, +e,+e, =6 +&, +& =6y (1.148)

bulunacaktir ki burada p ortalama gerilme veya hidrostatik basinca, |, ise hacimsel
gerinme veya gerilme tansdrii o 'nin birinci invaryantini temsil etmektedir. Bulk

moduli K ise

K=_E
3(1-2v)

(1.149)

Denklemi ile verilmektedir. Esitlikler (1.148) ve (1.149) kullanilarak esitlik (1.147)

yeniden diizenlenirse,
p=Keg, =3Keg, (1.150)

Olacaktir. Burada ¢, =1,/3 ortalama gerinme olacaktir. Bu esitlik hacimsel

genigleme veya hacim degisikligi icin elastik deformasyon yasasina karsilik

gelecektir.

g,,0; 1fadesini esitlik (1.145)’1in her iki tarafindan cikararak ve esitlik (1.150)’1n

m&ij

sonucunu dikkate alirsak asagidaki esitlige ulasiriz.

1 1

1
& — EnOj :E(O-ij _5” p) (1.151)
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Esitlik (1.123)’de verilen sapma gerinme tansorii S;;’nin tanimindan ve
gi'j = &jj _(5m)5ij (1.152)

Seklinde ifade edilen sapma gerilme tansoriiniin benzer tanimlamasini birlikte

kullanarak (1.151) esitligini

£, :%sij (1.153)

Seklinde yazabiliriz. Bu esitlik distorsiyon veya sekil degisikliginin elastik
deformasyon yasasi olarak bilinir. Esitlikler (1.150) ve (1.153)’den goriiliiyor ki,
elastik bolgede, ortalama gerinme ve ortalama gerilme elastik sabit K ile
iligkilendirilmistir ve Bulk modiilii adin1 almistir, benzer sekilde sapma gerinme ve
gerilme birbirleriyle baska bir elastik sabit olan G ile iliskilendirilmis ve G de kayma

modiili olarak isimlendirilmistir.

Bazen esitlik (1.145)’da verilen genel Hooke yasasimi ters formda (gerinme ¢&;
yerine gerilme o kullanarak) yazmak daha kullanigh olacaktir. Esitlik (1.145)’1n ters

formunu kolayca asagidaki gibi gosterebiliriz:
o; =2Gg; + L&y 9 (1.154)

Yukaridaki esitlikte 4 Lame elastik sabitidir, ve bu sabiti E ve v cinsinden ifade

etmemiz gerekirse,

Ev

esitligini yazabiliriz. Ayni sabitin v ve K cinsinden ifadesi yazilirsa
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_3vK

A=
1+v

(1.156)

olacaktir. Esdeger veya efektif gerilme o, ve gerinme &, asagidaki esitliklerle ifade

edilebilirler.

-1 ) I3
0, =+/3J; :ﬁ (0,-0,) +(o, —0,) +(o, _01)2]/2 = Esijsij (1.157)

(1.158)

X ekseni boyunca yapilan tek eksenli bir yiikleme igin, eger v=1/2 alinirsa

yukaridaki tanimdan o, =0, ve &, =¢, yazilabilir. (1.153) denkleminden asagidaki

ifadeyi kolayca tiiretebiliriz.
o, =3Gg, (1.159)

Boylece (1.153) denklemi asagidaki gibi yazilabiliriz.

g =% (1.160)

Bu denklem plastisitenin deformasyon teorisine genellestirilebilir ve kullanilabilir.
Simdi elastik deformasyon esnasinda birim hacim basina dis kuvvetler tarafindan

yapilan ise esit olan 6zgiil elastik enerjiyi asagidaki gibi hesaplariz.

W* =3oy¢; =%(Sij + Py )(‘9;1 +&00;)

1 1 r e e
=7 Pén +ESij5ij =W, +W,

(1.161)



54

Burada birinci terim W, hacimsel gerinmenin 6zgiil enerjisini, ikinci terim WS
carpilma veya sekil degisikliginin 6zgiil enerjisini ifade eder. (1.157) - (1.159)

denklemlerini kullanarak asagidaki ifadeyi yazabiliriz.

2 (1.162)
=708,
Sonug olarak eger mazleme anizotropik ise genellestirilmis Hooke yasasi
0 =Ciuéu (1.163)
Seklinde yazilir. Burada
Cijkl =Cklij =Cjikl =Cijlk (1.164)

simetri 6zellikleri mevcuttur. Cjjq dordiincii dereceden elastisite tansorii olup yirmibir
adet bagimsiz bilesene sahiptir. Ayrica deformasyon esnasinda Cijq’nin sabit kalmasi
gerekmez. Onlar plastik deformasyonun fonksiyonlari olabilir. Ornegin, plastik
deformasyon esnasinda elastoplastik kuplaj (birlesik etki) gosteren malzemeler icin

elastisite modiilleri plastik gerinmelerin fonksiyonlaridir.

1.14. Plastik Deformasyon I¢cin Hacim Degisimi Ve Poisson Oram

Plastisite teorisinde malzemelerin sekil degisikligini ifade eden sapma plastik
gerinmesi i¢in biinye denklemi genellikle ortalama plastik gerinmeden ayr1 bir
sekilde onerilmektedir. Ortalama plastik gerinme hacim degisiminin bir 6lgiistidiir.
Bunun nedeni yiiklemeye karsi olusan hacim ve sekil degisikligi davranislarinin
birbirlerinden tamamen farkli olmasindandir. Bu yiizden onlar tamamen farkl1 biinye
denklemleriyle tanimlanmak zorundadirlar. Daha 6nce de bahsedildigi gibi plastisite

teorisini olusturmak ic¢in yaptigimiz temel kabul plastik deformasyonun sabit
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hacimde ger¢eklesmis olmasidir. Bu kabiil Bridgman’in ¢ok yiiksek hidrostatik
basing altinda gergeklestirdigi deneysel gozlemlerine dayanmaktadir. Hacim
degisikligi tersinir olup yalmizca (1.150) denklemiyle verilen -elastik hacim
degisikliginde dikkate alabilir. Sonsuz kii¢iik gerinme durumunda bu degisikligi
asagidaki gibi ifade edebiliriz.

g =€nte)teh =gl +el +&f =0 (1.165)
Boylece plastik gerinme tansorii yalnizca bir sapma gerinme tansoriidiir.

e’ =P +ell=¢" (1.166)
Bu kabiile dayanarak, bir plastisite teorisi tesis etmek i¢in yalnizca plastik sapma
gerinme tansOrii (yani plastik distorsiyon i¢in bir kural) i¢in biinye denklemine
ihtiyag vardir.

Bu hacim degisimi kuralinin en 6nemli 6zelligi tek eksenli yiikleme sarlart altinda
transvers deformasyon hakkinda bize bilgi saglamasidir. Diger bir deyisle Poisson
orant hicbir plastik hacim degisikliginin olmadigini kabul ederek tiiretilebilir. Elastik

olarak izotropik malzemeler i¢in plastik deformasyon araliginda Poisson oraninin

belirlenmesi asagidaki gibi tanimlanmustir.
vP=_w o _fm (1.167)

Burada tek eksenli yiiklemenin x yoniinde yapildigi kabul edilmistir. Ust indis p

deformasyonun plastik bolgede gerceklestigini gosterir. Boylece

Y * (1.168)
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2. Lineer sertlesen malzemeler i¢in o, =oy +E'(g,, —&y)olup burada o

baslangig akma gerilmesi ve & da buna karsilik gelen gerinmeyi ifade eder. E’ ise

lineer sertlesme bolgesinin egimini gosterir. Bu durumda (1.171) denklemi

0_ r .0 '
ol (L y)fox-Fe B (1.172)
Ee E

XX

Seklinde ifade edilir. Bu durumda v” ’nin ¢, ’e olan bagimliligi hala hiperboliktir.

£, buyik oldugu zaman vP’nin asimptotik degerinin asagidaki gibi ifade

edilecegini hatirlamak gerekir.

vl (1 ,|E (1.173)
2 (2 JE

Bu ifade 1/2’den kiigiiktiir. Mamafi pek ¢ok malzeme i¢in E’ << E dir ve v" ifadesi
de 1/2’ye ¢ok yakin degerdedir.

3. Eger plastik gerinme ile kiyasladigimizda elastik gerinme ¢ok kiigiik degerlerde
ise elastik deformasyon tarafindan olusturulan hacim degisimi ihmal edilebilir ve

(1.165) denklemi ¢&,= 0 olacak sekilde azaltilmalidir. Bu durumda (1.169)

denkleminde sikistirilamaz malzemeler i¢in Poisson orani asagidaki gibi yazilir.
VP =Y (1.174)

Bu ti¢ durumda belirtildigi gibi v° daima '2’den kiigiiktiir ve bu degere alt sinirdan

artarak yaklasir. Yalnizca sikistirilamaz malzemeler i¢in v° =1 olur. ancak pek ¢ok
malzeme i¢in gerinme sonlu bir deger alir ve sertlesme etkisi Young modiilii ile
kiyaslandiginda ihmal edilebilir diizeydedir. Elastik gerinme daima toplam

[

gerinmenin ihmal edilebilir bir kismidir ve boyle durumlar i¢cin v’= Y iyi bir

yaklasim saglar. Ustelik v°= ' ifadesi elastoplastik deformasyon probleminin
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¢Ozlimiinii basitlestirir. Bu ylizden plastisite teorisinde yaygin bir kabul goriir.
Mamafi, gerilmede bir artma olmaksizin plastik deformasyonun arttig1 bolgede veya
biiyiik deformasyon durumunda (AB bolgesi) yukaridaki yaklasimin makul bir
dogrulukta oldugu unutulmamalidir. Eger elastik gerinmenin siddeti plastik
gerinmeninkiyle karsilastirilabilir ise v° ’nin v<v® <} araliginda olmas1 gerekir ve
v?, (1.150) denklemi ile ifade edildigi gibi hacim degisikligi sadece elastik oldugu
zaman, (1.170) denkleminden hesaplanabilir. Bundan sonraki incelemerimizde
plastik sikistirilmazlik ve (1.150) denklemiyle verilen lineer elastik hacim degisikligi
varsayilacaktir. Genellikle elastik hacim degisimi nonlineer bir bagintiyla ifade

ediliyorsa,

£n =n(P) (1.175)

fonksiyonu yazilabilir. Burada ¢ (p) hidrostatik veya hacimsel gerilmenin nonlineer

bir fonksiyonudur. Bu durumda (1.171) denklemi asagidaki gibi yazilir.

Vp _l_g‘gm(axx/?’)

- 1.176
2 3 & ( )

XX

Burada x yoniinde tek eksenli yiiklemenin yapildigimi ve p=o,,/3 oldugunu

goruyoruz.
1.15. Levy-Mises Denklemleri

Plastik deformasyon icin gerilme-gerinme bagintisin1 formiilize etmek i¢in ilk
tesebbiis Saint-Venant (1870) tarafindan yapilmistir. O, gerilme sertlesmesini sifir
alarak ve Tresca kriterini kullanarak diizlem plastik gerinme problemi {izerinde
calismistir. Baslangicta gerinme artiminin asal eksenlerinin, asal gerilme eksenleri ile

cakistigint Onermistir. Elastik gerinme €°ihmal edilmis bdylece plastik gerinme

(&)’ nin toplam gerinmeye (&) esit oldugu varsayilmustir. Saint-Venant’mn
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diisiincesinin i¢ boyutlu duruma genellestirilmesi birbirinden bagimsiz olarak Levy
(1870) ve Mises (1913) tarafindan yapilmistir. Bu yiizden teori Levy-Mises plastisite

teorisi olarak adlandirilmis ve asagidaki gibi ifade edilmistir.

1. Elastik gerinme £° o kadar kiigiiktiir ki ihmal edilebilir.
2. Gerinme artim1 de veya buna esdeger olarak & degisimi gerilme ile ayni

eksene sahiptir.

(1.47) denkleminin gosterdigi gibi o gerilmesinin asal eksenleri sapma gerilme
S’nin asal eksenleri ile ayni1 olmaktadir. Bu yiizden ¢ veya deg biiyiikliikleri S ile es
eksenli duruma gelmektedir. Bu durum asagida verilen Levy-Mises denkleminde de

ifade edilmektedir.

£=4S veya & =AS. (1.177)

] Ul

Burada A bir oranti parametresidir ve daha sonra belirlenecektir. Bu denklem

kartezyen koordinet sisteminde bilesenleri cinsinden asagidaki gibi ifade edilir.

o _Sw _fu S _ v _fw_j (1.178)

A parametresi akma kriterinden belirlenmistir. Baslangigta Saint-Venant Tresca
kriterini kullanmasina ragmen, Mises bu teori i¢in von Mises kriterinin daha
kullanish oldugunu ifade etmistir. (1.45), (1.88) ve (1.91) denklemlerini hatirlayarak

von Mises kriterini asagidaki gibi ifade edebiliriz.

S,S; =202 (1.179)

Burada o, akma gerilmesi olup gerinme sertlesmesi etkisini ithmal ettigimizde sabit

bir deger olarak kabul edilebilir. Gerinme sertlesmesi etkisini de igerecek sekilde

yapilan bir genellestirme gelecek boliimde kisaca 6zetlenecektir.
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yazariz. &° =0 oldugundan hacimsel gerinme ¢} yalnizca (1.150) denklemiyle ifade

edilen bir elastik bilesene sahiptir. (1.150) ve (1.168) denklemlerini kullanarak

(1—2vp)sxx=jlx<x =1_E2V0xx (1.169)

ifadesini elde ederiz. Yukaridaki denklemde v terimi v" ile karistirilmamalidir. v
terimi elastik bolgede Poisson oranini ifade eder ve asagidaki gibi tanimlanmistir.

(pekcok durumlarda sabit bir degerdir)

g e
v=—Y -tz (1.170)
& &

Ancak (1.167) denklemiyle gosterildigi gibi v® plastik deformasyon bolgesinde

toplam gerinme cinsinden tanimlanmistir ve genellikle gerinme (&) ile degisir.

v P degeri (1.169) denkleminden belirlenirse, bu durum oldukga agik bir hale gelir.

VP =l—(1—vj T (1.171)

Goriiliiyor ki Hooke yasasma gore deformasyon elastik ise vP =v olacaktir.
Genellikle plastik Poisson oramt v =vP(g) gerinmenin bir fonksiyonudur ve

deformasyon prosesi esnasinda degisir. Asagida verilen ii¢ 6zel durumu goz Oniine

alalim.

1. Mikemmel plastik malzemeler i¢in o, =0c, =sabit olup v"’nin &, ’e

bagimlilig1 hiperboliktir. (1.171) denklemine gore, ¢,, arttikga v" asimptotik olarak

¥4’ye yaklasir.
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(1.179) denkleminin karesini alarak asagidaki ifadeyi tiiretebiliriz.
&, = 1S,S, = A2 207 1.180
Eij€ij = i = EO-Y (1.180)

boylece,

. [3g.£./2 :
A= &:éi (1.181)
Oy 20y

yazariz. Burada &, esdeger veya efektif gerinme artimi olup asagidaki gibi

tanimlanmustir.

/2

e 2 avi(s avi(s 2yl 2(1..)1

E.=—=\& —¢&,) +&,—¢&) +&—¢ =—| =& & (1.182)
Glemaf v -afvle-ar] = Jas

x yoniinde yapilan tek eksenli ylikleme icin &, = ¢, olur. Ciinkii elastik deformasyon

ithmal edilmis ve malzeme sikistirilamaz kabul edilmistir. Bu ylizden v= '’ dir .

(1.181) denklemi ile elde edilen A ifadesi (1.177) denkleminde yerine yazilirsa

asagidaki sonuca ulasilir.

f=2%es veya g =2tes, (1.183)
2 oy 2 oy

A parametresi i¢in alternatif bir form asagida tiiretilmistir.

(1.179) denkleminin her iki tarafini S; ile ¢arpar ve (1.179) denklemi ile verilen von

Mises akma kriterini kullanirsak,

Sy =4S;S; =2 4oy (1.184)
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elde edilecektir. Bundan sonra A belirlenebilir. O, (1.181) denkleminden farkli bir
formda asagidaki gibi aciga cikar.

; :Esij‘é‘ij _ 3tr(S-¢)

A 1.185
2 o, 20, ( )
Bu ifadeyi (1.179) denkleminde yerine koyarsak asagidaki ifadelere ulasiriz.
¥ 3S,.,&
£=0Eg  yeyn g =ming (1.186)
20y 20y

Esitlikler (1.181) ve (1.185)’den gériiyoruz ki A gerinme hizinmn birinci deceden
homojen bir fonksiyonudur, (1.183) ve (1.186) bilinye denklemleri zaman gore
homojen olup artimsal formlara esittirler. Bu yaklasimlar altinda asagida verilen

ifadelere ulasiriz.

de = 3ds, S veya dg;= 3d, S; (1.187)
20, 20y
dg:ms veya de zwsij (1.188)
20y 20y

burada ¢&; terimi dg;ile yerdegistirirse (1.182) denklemi yardimiyla de,ifade

edilebilir.

Sonug olarak (1.178) denkleminden faydalanarak asagidaki denklemin dogrulugu

ispatlanabilir.

£ =S, =0 (1.189)



62

Bu ifade sonsuz kii¢iik deformasyonlar icin daha once verilen sikistirilamazlik sarti
yerine kullanilabilir. Sonugta (1.179) Levy-Mises denkleminin kullaniminin

miikemmel plastik malzemelerle sinirlandirilmadigini sdyleyebiliriz.
1.16. Prandtl-Reuss Denklemleri

Onceki boliimde verilen Levy — Mises denklemleri metalik malzemeler igin plastik
deformasyonun ifade edilmesinde olduk¢a faydalidir, burada plastik gerinme &’
elastik gerinme &° oldukga buyiiktiir. Elastik gerinme &° nin siddeti plastik gerinme
ile kiyaslandig1 zaman £° nin ihmal edilebilecegini ve bu ihmalin 6nemli bir hayata
yol agmayacagin ifade edebiliriz. Prandtl (1927) ve Reuss (1930) plastik gerinme
hizt i¢in Levy — Mises denklemlerine benzer bagintilar 6nermislerdir. Elastik
deformasyon sekil degisikligi ile birlikte hacim degisiminede neden olurken plastik

deformasyon izokorik yani sabit hacimde gergeklesen bir prosesdir. Sekil degisimini

temsil eden sapma elastik gerinmesinin hizi &, (1.153) denkleminin zamana gore

diferansiyeli ile elde edilmistir.
§°=—8S veya &°f=—S. (1.190)
Artimsal form asagidaki ifadeler ile verilmektedir.

ds'e=LS veya dgi'je:LS

e S (1.191)

Plastik gerinme hizi, sapma gerilmesi S ile es eksenli olarak kabul edilmektedir.

Boylece onu asagidaki gibi orantili bir formda ifade edebiliriz.

£" =8 veya & =AS; (1.192)

A bir parametredir ve akma kriteri kullanilarak belirlenebilir. Ayrica, biinye

denkleminin zamandan veya hizdan bagimsiz oldugunu garanti altina almak igin, A



63

nin gerinme hizinin birinci dereceden homojen bir fonksiyonu olmasi gerekir. Plastik

deformasyon izokorik oldugunda (1.192) denklemi ile verilen &P dogal olarak
sapma durumunu ifade eder, toplam sekil degistirme hizi (1.190) ve (1.192)

denklemlerini toplayarak elde edilebilir. Bu durumda,

1 . . 1 . .
&€ =—S+18S veya & =—S. +AS. 1.193
G Y G ij ij ( )

1

ifadelerini yazabiliriz. Diger taraftan & =0 oldugundan toplam hacim degisimi hiz1

yalnizca elastik deformasyondan kaynaklanmaktadir. Bu durumda yonetici denklem

(1.150) ifadesinin tiirevi alinarak asagidaki gibi yazilabilir.
&= =— (1.194)

Burada P =1(o, + 0, +0,) ortalama ya da hidrostatik gerilmeyi ifade eder.

Elasto — plastik blinye denklemleri iki kisimdan olusur: (1.193) denklemiyle verilen
sekil degisikligi ve (1.194) denklemiyle verilen hacim degisikligi simdi, (1.193)
denkleminden goriildiigli gibi toplam gerinme hizi £, bu denklemin sag tarafindaki

birinci terimden dolay1 artik toplam sapma gerinmesinin asal eksenleriyle es eksenli

degildir. A parametresini tespit etmek igin akma kriterini asagidaki gibi kullaniriz:

ilk 6nce (1.193) denklemini S;; ile ¢arparak asagidaki ifadeyi elde ederiz,

Lo
TS

1 . .2 )
ZES”S” +/1§UY

S;S; +4S;S;
(1.195)

Bu ifade elde edilirken (1.179) Von — Mises kriteri kullanilmigtir. Daha sonra (1.179)

Von — Mises kriterinin tiirevini alarak ve oy yi sabit kabul ederek,
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5.S5. =0 (1.196)

ij~ij

oldugunu gosterebiliriz. Daha sonra (1.196) denklemini (1.195) denkleminde yerine
yazarak asagidaki ifadeyi elde ederiz.

_ 35;&; _3tr(S-€)
20, 20,

(1.197)

Bu ifade (1.185) denklemi ile ayni anlama gelir. Yalniz (1.197) denkleminin gerinme
sertlesmesi durumunu i¢ermedigini belirtmeliyiz. A gercektende & nm birinci

dereceden homojen bir fonksiyonudur. A y1 (1.197) denklemiyle ifade edildigi gibi
alarak ve (1.193) denklemini,

po L 3USDg e ol 3Sufng (1.198)
G 207 2G 267

seklinde tekrar diizenleyebiliriz. (1.181) denklemini tiiretmek icin kullanilan

prosediirii benimseyerek A min asagidaki gibi ifade edilebilecegini gosterebilir.

. .p
A= g‘ge (1.199)
Oy

Burada & esdeger veya efektif plastik gerinme hizidir ve asagidaki gibi

tanimlanmustir.

éep :%(; Gij & j __[ _ésp )2 +(‘¢3p _‘g.lp)2 T/z (1.200)

(1.200) denkleminin (1.181) denkleminden farkli oldugunu belirtmemiz gerekir,
burada ¢&,ile & yer degistirmistir. Eger (1.199) ifadesi kullanilirsa (1.193)

denklemi,
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p-L gy
2G 20,

3&r P B
S veya & =£Sij +

~ P
3¢,

20y

S, (1.201)

seklinde elde edilir. Bu denklem zamandan bagimsiz oldugu i¢in artimsal formda

asagidaki gibi ifade edilebilir.

p
de' = L ds + 20 veya  del=——dS, +
26 20, 26

p
3e,

20,

S, (1.202)

Burada de! yukarida yapilan yer degistirme benzer sekilde (1.200) denkleminde

dgijp yerine yazilarak tanimlanmistir. Benzer sekilde (1.198) denklemi artimsal
formda yazilabilir. Bu denklem basit¢e (1.190) ve (1.191) denklemlerinin toplamidir.
€ nun toplam degisimini veya artimini elde etmek i¢in hacim degisimi veya sekil

degisimi hizlarini ifade etmek gerekir. Bu durumda asagidaki ifadeyi yazariz.

. O
g, = 2k

=8 8,78, (1.203)

2G

Burada A ya (1.197) ya da (1.199) denklemiyle verildigi gibidir.

Pek cok miihendislik uygulamalarinda kullanilan Prandtl — Reuss denklemleri

kartezyen koordinat sisteminde asagidaki gibi ifade edilir.

de; 1 | 3de?
d¢f =—*|o, ——(c,+0,)]| dy, =—%0o
XX oy | XX 2( yy z )— Y Xy o, Xy
del [ 1 | 3def
dey, = o _ny—g(axxwzz)_, d,, =5 O (1.204)
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3de’
dgzg = : |:Gzz _%(O-zz +O—yy)j|’ dyzx = O-ge Oy

Oy Y

Yukaridaki denklemlerde kayma gerinmesinin mithendislik bilesenleri y,,,7,,,7,
tansorel bilesenler ¢,,&,,,&, lerin yerine kullanilmigtir. Burada y,, =2¢,, oldugunu

hatirlamak gerekir. Bu denklemlerin tiiretilmesinde ayni zamanda plastisite

teorisindeki standart bir uygulama olarak v = %4 alinmustir.
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2. KAYNAK BILGISi

Bir bilim olarak Plastisitenin tarihi Tresca’ nin delme ve ekstriizyon deneyleri
hakkindaki sonuglar1 yayinladigi ve meshur akma kriterini formiillestirdigi 1864
yilina kadar uzanir. Bundan birka¢ yil sonra, Tresca’ nin sonuglarii kullanarak
Saint Venant ve Levy modern Plastisite teorisinin temellerini olusturmaya
baslamiglardir. Daha sonraki 75 yil igerisinde von Mises, Hencky, Prandtl ve
digerleri tarafindan kaydedilen ilerlemeler 6nemli katkilar saglamakla birlikte yavas
ve diizensiz bir sekilde gergeklestirilmistir. Ancak 1945 li yillarda Plastisitenin
birlestirilmis teorisi sekillenmeye baglamistir. Bu yillardan sonra pek ¢ok arastirmaci
tarafindan yogunlastirilmis ¢alismalar hizla biiyiiyerek genis bir literatiir olarak bilim
diinyasinin hizmetine sunulmaya baslamistir. Bu ¢alismalar hakkinda yazilan kisa
fakat miikemmel bir senaryo Hill ve Westergaard tarafindan kaleme alinmustir.
Plastisite teorileri, genellikle fiziksel teoriler ve matematiksel teoriler olmak iizere iki
kategoride degerlendirilmistir. Fiziksel teoriler metallerin plastik akisin1 incelemeye
calisir. Plastik akis olusurken bir malzemenin atomlarina, kristallerine ve tane
siirlarina ne tiir olaylarin etki ettigini belirlemek igin mikroskopik bir bakis agisiyla
metalleri incelemeye calisir. Diger taraftan matematiksel teoriler makroskopik
deneylerin sonuglarindan faydalanarak ve olaylarin fiziksel temellerine pek fazla
derinlemesine inmeyerek dogadaki fenomenolojik yaklasimlarla formiilasyona
gitmeye ¢aligir. Sonugcta siiphesiz bu her iki yaklasimda birlesik bir Plastisite teorisi
olusturarak malzemelerin davranmisini agiklamak i¢in, miihendislere ve bilim
adamlarina pratik uygulamalar i¢in gerekli verileri saglamaya calisir. Fiziksel teoriler
genellikle metal fizik¢ilerinin ve kati hal fizik¢ilerinin ilgi alanmna girmekte
matematiksel Plastisite teorisi ise miihendis ve mekanik¢ilerin ugras alanini
olusturmaktadir. Bu konuda kitap haline getirilmis Onemli eserlerden biri
Kachanov(1974) digeri de Mendelson(1968) tarafindan yazilmistir. Bir c¢ok
mukavemet ve malzeme kitabinda kisa bir sekilde plastisite teorisine deginilmis,
ancak bu konuda ¢ok fazla matematiksel formiilasyona girmemekle birlikte Tiirk¢e
olarak yazilmis en Onemli kaynak “Metallere Plastik Sekil Verme” adi altinda
Capan(1999) tarafindan ortaya konmustur. Mekanik metalurji baslig1 altinda

konunun mekanik temellerini, metaliirjik esaslar1, dislokasyonlar1 ve giiclendirme
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mekanizmalarini, c¢atlak mekanigini, metallerin yorulmasin1 ve siiriinmesini,
metallere plastik sekil vermeyi detayli bir sekilde agiklayan 6nemli ¢alismalar da
literatiirdeki yerlerini almislardir (Dieter ve Bacon, 1988; Backofen, 1972; Hosford
ve Caddel, 1993; Meguid, 1989; Wagoner ve Chenot, 1997). Siirekli ortamlar
mekanigine ait notasyonu kullanarak jeomalzemelerin plastik davranigina ait
kapsamli bir calisma da Chen ve Mizuno (1990) tarafindan yapilmistir. Plastisite
teorisine matematiksel esaslarla yaklasarak biinye bagintilarin1 ve teorilerini 6n
planda tutan ¢alismalarda mevcuttur (Lubliner, 1990; Maugin, 1992). Metallere sekil
verme ve diger plastisite konularinda sonlu elemanlar yontemi yaygin olarak
kullanilmaktadir. Metallerin sekillendirilmesi ile ilgili endiistride gittikge artan
sayida degisik sektorler metal-deformasyon proseslerinin sonlu eleman teknikleri ile
incelenmesinin sagladig1 avantajlar1 kavramis ve kullanmaya baglamigtir (Rowe, v.d.,

1991).

Son zamanlarda kayma bantlarinin genisligi, metal matrisli kompozitlerde dayanim
ve nano Olgekteki centikler gibi kiigiik Olgekli olaylarin modellenmesine olan ilgi
gittikge artmaktadir. Asil konu, uzunluk 6l¢eklerini igermeyen klasik siirekli ortamlar
mekanigi modellerinin bu tip olaylar1 belirlemede yetersiz kalmasidir. Metallerde,
hiicre boyutu gibi dislokasyon yapilariyla ilgili uzunluk o6lgekleri elastoplastik
deformasyonlar icin biinye denklemlerine kesin bir sekilde girmez. Normal olarak, i¢
degiskenli fenomenolojik bir cergeve igerisinde, teorinin gelismesi esnasinda asil
makroskopik degiskenler i¢ gerilmeler, dislokasyon yapisi ile ilgili uzunluk 6lgekleri
ve dislokasyon hareketinden kaynaklanan plastik spinle ilgili korotasyonel gerilme
hizlaridir. Bu degiskenler dislokasyon hareketinde ortak bir orijine sahip olmasina
ragmen bir birlerinden bagimsiz olarak ele alinip degerlendirilebilirler. Ornegin,
elastoplastik biiylik deformasyonlarla ilgilenildigi zaman korotasyonel biinye
denklemleri 6nemli olmaktadir. Bu durumda, genellikle biinye denklemi birka¢ spin
tensorll cinsinden verilen korotasyonel gerilme hizlar cinsinden ifade edilmektedir.
Bu tiir ¢alismalarin 6rnekleri i¢in; Nagtegaal ve Jong, 1982; Dienes, 1979; Sowerby
ve Chu, 1984; Dafalias, 1985; Zbib ve Aifantis, 1988a; Szabo ve Balla, 1989; Yang
ve Hwang, 1992; Kuroda, 1995 gibi kaynaklar incelenebilir. Spin tensoriiniin se¢imi

icin birkag farkli olasilik olmasina ragmen, plastic spin yukarida bahsedilen pek ¢cok
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problemin ¢6ziimii i¢in en uygun spin olarak oldukca dikkat ¢ekici goziikmektedir.
Ayrica, uzunluk 6lgegi konusu asagida belirtildigi gibi plastik spin ve i¢ gerilmeden

bagimsiz olarak gz dniine alinmalidir.

Dafalias (1985, 1998) tarafindan 6nerilen plastik spine ait biinye denklemi mekanik
sartlar altinda gelistirilmistir ¢linkii, plastik spin i¢in eslenik bir termodinamik kuvvet
yoktur ve plastik spin bu durumda herhangi bir is yapmaz. Ustelik, plastik spinle
yakindan ilgili olan arka (back) gerilme ayni zamanda kinematik sertlesme modeli
icin de oldukca 6nemlidir. Arka (back) gerilme igin blinye denklemi Ziegler (1959)
tarafindan verilmistir ve genellikle arka gerilme hiz1 efektif gerilmeyle orantili
oldugu zaman kullanilmaktadir. Arka gerilme efektif gerilmenin igine
gomiildiigiinden ve onun termodinamiksel hiz eslenigi olmadigindan arka gerilme
icin biinye denklemi tamamen mekanik sartlardan elde edilebilir (Termodinamik
sartlardan degil). Plastik spin ve arka gerilmenin esas itibariyle dislokasyon hareketi
ile ilgili oldugunu hatirlayarak bir termodinamiksel teoriden onlar icin biinye
denklemlerini gelistirmek de miimkiindiir. Plastik spinin, kafes yapinin rotasyonu
veya torsiyonundan kaynaklanan dislokasyonlarla ilgili olma ihtimali varken, arka
gerilme i¢ gerilmelere karsi dislokasyon hareketinden kaynaklanan bir i¢ siirtiinme

ile ilgili olabilir.

Siirekli dislokasyonlarla ilgili bazi siirekli ortam teorileri (Kondo, 1952; Kroner,
1958; Bilby,1960; Sedov ve Berdichevsky, 1967; Le ve Stumpf, 1996) 1950 li
yillardan beri 6nerilmektedir. Bu teorilerde pek ¢ok kabul yer almaktadir. Ornegin Le
ve Stumpf (1996) tarafindan verilen teoride korotasyonel biinye denklemleri mevcut
konfigiirasyonda elde edilemeyebilir ¢iinkii bu amag¢ icin uygun bir ara
konfigurasyon referans konfigurasyonu olarak kullanilmamistir. Ayrica, kayma
tensoriine eslenik olan i¢ gerilme simetrik degildir. Bu durumda alisiimadik bir sonug
ortaya cikar ve plastik spin kendisine ait eslenik gerilme (yani i¢ gerilmenin
antisimetrik kismi) ile is lretir. Plastik deformasyondan kaynaklanan disipasyon
prosesi maksimum entropi liretim hizi ilkesiyle iliskili degildir (Ziegler, 1983). Hem
elastik hem de plastik biinye denklemleri disipasyon fonksiyonunu tartismaksizin

yalnizca serbest enerjiyi kullanarak verilmistir. Ayrica, termodinamik oranlar degil
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de termodinamik kuvvet konservatif ve disipatif kisimlara ayrilmadan bazi

elastoplastik biinye denklemlerini gelistirmek olduk¢a zordur.

Termodinamigin iki temel ilkesi olan; entropinin artmasi ilkesi ve maksimum entropi
tiretim hiz1 ilkesi ne dayanarak dislokasyon yogunluk tensorii kavramini takdim
ederek sonlu gerinme durumu i¢in termodinamiksel bir elastoplastisite teorisi
Shizawa ve Zbib (1999) tarafindan gelistirilmistir. Bu caligmada iki tane ara
konfigurasyon takdim edilerek elastoplastik deformasyonun kinematigi tartisilmistir.
Termodinamik degiskenlere karsilik gelen eslenik termodinamik kuvvetlerin tanimi
verilmistir. Serbest enerji ifadesinin igine i¢ degiskenler olarak plastik gerinme
tansOrii ve dislokasyon yogunluk tansorii yerlestirilmis ve bu i¢ degiskenlerin
eslenigi olarak efektif gerilme ve mikro gerilmenin tanimi verilmistir. Arka (back)
gerilme ise efektif gerilme ve uygulanan gerilme arasindaki fark olarak
tanimlanmistir.konvensiyonel denge denklemleri sistemine ilave olarak mikro
gerilme ve arka gerilme arasindaki dengeyi ifade eden denge denklemi
gelistirilmigtir. Bu denklem klasik biinye denkleminin yerine arka gerilmenin
belirlenmesine katkida bulunmaktadir. Son olarak da, belirli yaklagimlar
dogrultusunda elastoplastik biinye denklemleri tliretilmistir. Elastik gerinme igin
blinye denklemi bir elastik potansiyel olarak Gibbs fonksiyonu takdim edilerek
tiiretilmistir. Plastik deformasyon hizi ve dislokasyon siiriiklenem hizina ait biinye
denklemleri akis kurallar1 olarak elde edilmistir. Burada, disipasyon fonksiyonu
maksimum entropi iretim hiz1 ilkesini kullanarak plastik potansiyelin roliinii
istlenmistir. Plastik biinye denklemlerindeki katsayilar bazi uygun sertlesme oranlari
ve es deger biiyiikliikler ile verilmistir. Konvensiyonel bilinye denklemi olmaksizin
plastik spinin degerinin dislokasyon siiriiklenmesine ait biinye denkleminden
hesaplanabilecegi gosterilmistir. Burada gelistirilen teori iyi bilinen klasik teoriler ve

son zamanlarda ki plastisitenin gradient teorileri ile karsilastirilmistir.

Plastik deformasyonlarin atomik olgekte ve ¢ok sayida dislokasyonun birikmesi
sonucunda ortaya ¢iktigr bilinmektedir. Dislokasyon hareketlerinin incelenmesi
sonucunda, cismin bir noktadaki durumunun diger komsu noktalarda meydana gelen

distorsiyonlardan Onemli bir sekilde etkilendigi agik¢a goriilmektedir. Siirekli
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ortamlar mekanigi kapsaminda bunun anlami; bir maddesel noktadaki gerilme cismin
biitliin noktalarindaki gerinmelerin ve / veya gerinme hizlariin bir fonksiyonelidir.
Boylece, klasik alan teorilerinin temel kabulii olan lokalitenin (¢evredeki maddesel

noktalara gelen kuvvetlerin ihmal edilmesi) bozulmasi s6z konusudur

Nonlokal etkiler 6zellikle ¢atlak baslangici, keskin geometrik siireksizliklerde ortaya
cikan catlak etkisi, yogunlagsmig kuvvetler gibi mikroskopik eseldeki olaylarla
ilgilenildigi zaman O6nem arz etmektedir. Nonlokal teori degisik matematiksel
modellerin uygulanabildigi bolgede 6lgek etkisinin 6nemini ac¢iga ¢ikarir. Bu durum
daha ziyade malzemenin fizigi ile ilgili bir durumdur. Klasik lokal teoriler boyle bir
Olcekten mahrumdur. Sonug¢ olarak, bir ¢ok kritik olay klasik alan teorileri ile
aciklanamaz ve onceden tahmin edilemez. Bir ¢atlak ucundaki gerilme tekillikleri,
dislokasyon ¢ekirdegi problemi ve elastik katilarda sagilma etkisi gostermeyen
diizlem dalgalar klasik elastisite teorisinin yetersizligini gdsteren birka¢ Onemli
ornektir. Bu problemlerin nonlokal elastik c¢oziimleri fiziksel olarak kabul
edilemeyen bu gibi tahminleri elimine etmekle kalmaz ayni1 zamanda atomik teoriler
ve deneylerle tahmin edilen sonuglarla milkemmel bir uyum igerisinde olan sonuglar
tiretir. Daha onceki bir makalede gerinme uzayini esas alan nonlokal bir plastisite
teorisi gelistirlmistir. Bu teori degisik problemlerin incelenmesi agisindan miitkemmel
bir mantiga sahip olmasina ragmen klasik plastisiteciler genellikle von Mises akma
kriterini kullanan gerilme-uzay1 yaklagimini tercih ederler. Ustelik neredeyse biitiin
deneysel c¢alisanlar da gerilme-uzayr yaklasimini kullanirlar. Burada pratik
uygulamalara uygun bir bakis acist ile levy-von Mises, Prandl-Reuss ve deformasyon

paralelinde nonlokal bir plastisite teorisi gelistirlmistir (Eringen, 1983).
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3. MATERYAL ve METOT

3.1. Materyal

Iki farkli disiplin olan Plastisite teorisi ve Termodinamik belli bir gelisim siireci
igerisinde olgunlasmis ve kendini ispatlamis 6nemli bilim dallaridir. Termodinamik
kavramlarin plastisite teorisi lizerindeki etkilerine dair bir ¢ok ¢aligma yiirtitiilmistiir.
Plastisite teorisi ilk olarak metal malzemeler {iizerinde uygulanmisti ancak, su anda
ayn1 degere sahip bir diger uygulama alani ise zaman zaman “jeomalzemeler” olarak
bilinen toprak, kaya ve betondur. Metallerle karsilastirildiginda bu malzemeler i¢
sirtinme Ozellikleri gostermeleri nedeniyle digerlerinden farkhidirlar, bunlar
hacimsel olarak plastik davranis gosterirler. Bu malzemelerde, plastik potansiyel,
akma ylizeyinden daha farkli bir isleve sahiptir bu yilizden plastisite teorisiyle

modellenmelidirler.

Termodinamigin plastisite teorisi lizerindeki etkisine dair yapilan ¢alismada biiyiik
oranda metallerle uyumlu olan modeller {izerinde durulmaktadir ve bu nedenle
yukarida adi gegen komplikasyonlar1 ihtiva etmemektedir. Bu calismada,
termodinamik  baglamda jeomalzemelerle uyumlu plastisite kuramlarinin

gelistirilmesi hedeflenmektedir.

Jeomalzemelerin termomekanigine iligkin bir yaklasim da akma ylizeyinin, plastik
potansiyelin ve sertlesme fonksiyonunun geleneksel kavramlarini uygulayarak
plastisite kuramlar1 gelistirmeyi hedeflemektedir ve ayni zamanda Oncekileri de
kapsayan bir sekilde termodinamigin kanunlarim1 uygulamaya gecirmeyi
amaclamaktadir. Bu yaklasim, fonksiyonlarin formlari iizerine bir takim kisitlamalar
getiriyor olmakla birlikte birgok arastirmaci bu yaklagimi sikict ve degersiz

bulmaktadir.

Bu ¢alismada yer alan alternatif yaklasim termodinamik varsayimlardan yola ¢ikarak
plastisite kuramlar1 gelistirmeyi hedeflemektedir. Bu islem siiresince karsilasilan

fonksiyon sekilleri lizerindeki kisitlamalar olabildigince azaltilmistir. Bu alternatif
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sadece daha genis kapsamli genellemelere ulagsmak degil aym1 zamanda degerli
kuramsal ongoriiler sunmak iizere gelistirilmistir. Houlsby (1981, 1982) bu yaklasimi
toprak icin plastisite modelleri gelistirmek amaciyla kullanmistir fakat kendisi 6zel
modelleri geleneksel plastisite fonksiyonlar1 cinsinden agiklayabilmis olmasina
ragmen, ortaya cikan formiilasyon, agirlikli olarak kinematik degiskenleri esas
almakta ve bu nedenle de kullanilan fonksiyonlarin bir ¢ogu jeoteknik miihendisleri

tarafindan bilinememekteydi.

Bu c¢alismada, daha genel bir baglamda plastisite teorisinin bu yaklasimdan yola
cikarak nasil gelistirilebilecegini ve jeomekanik uzmanlari i¢in daha ulasilabilir bir
sekilde orijinal formiilasyonun yeniden sekillendirilmesi gosterilmektedir. Onem arz
eden bir sonug da siirtlinme kavraminin ayrilmaz bir suretle plastik akisin olusumuna
bagl oldugu gergegidir. Sadece birlestirilmis akis durumlarinda uygulanan bir ¢ok
plastisite teorisinin ortadan kaybolmasi nedeniyle s6z konusu gercek, onemli bir
takim sonuclar dogurmaktadir. Burada genel amag jeomekanik alaninda ugrasanlarin

kullanabilecegi kuramsal bir ¢ergceve saglamaktir.

Formiilasyon gelistirme isleminin biiylik bir boliimiiniin potansiyellere bagli olmasi
nedeniyle plastik akis durumlarinda uygulanan yeni plastisite teoremlerinin
gelistirilmesi muhtemeldir. Bu alanda iyimser diisiinmeye iten bir neden de
potansiyellerinin kullaniminin plastisite teoreminin 6nemli parcalari konumunda olan
konveksite ve maksimum ilkeler konular ile yakindan iligkili olmasidir. Bu alanda

uygulanmay1 bekleyen bir ¢ok ¢aligma bulunmaktadir.

3.1.1 Termodinamik Hazirhk Calismalari

Elasto-plastik malzemelerin termomekanigine iliskin genel agiklamalar Ziegler
(1983), Lubliner (1990) ve Maugin (1992) tarafindan yazilan kitaplarda ve Germain
ve arkadaslar1 (1983), Ziegler & Wehrli (1987) ve Reddy & Martin (1994)
tarafindan hazirlanan inceleme makalelerinde konu edilmektedir. Ziegler’in

benimsedigi yaklasim burada kabul edilene en yakin olanidir.
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Kiiclik deformasyonlar kuraminin gegerli oldugunu farz ediyoruz ve boylelikle

gerinmeler kiigik gerinme tensorleri ile &,, ve deformasyon hizlari tansorii de
gerinme tansortiniin de@isim hizina esité;, olarak tanimlanmaktadir. Gerilmeler

tanimlandiginda birim hacim bagina birim zamanda yapilan deformasyon isi

o, &;0larak bulunur. Bir maddesel elemanin durumu &, bir i¢ degisken «,,

sicaklik 6 veya entropi s ile tanimlanir. i¢ degisken kinematik tiirden bir degiskendir.
Mevcut amacimiz i¢in bir simetrik ikinci dereceden tansorel kinematik i¢ degisken
(gerinme benzeri bir biiyiikliik) belirlemek yeterlidir; bu genellikle “plastik™ gerinme
ile temsil edilebilir. I¢ kinematik degiskene ait diger formlara iliskin genellemeler

yapmak miimkiindiir ancak burada bunlara deginilmeyecektir.

Termodinamigin ilk kurali yerel oran halinde su sekilde yazilir:

U=0,é, -4, (3.1)
Burada U, birim hacim basina i¢ enerjiyi, ¢; 1s1 akis1 vektoriinii ve (2.1)’deki en son
terim de maddeye g¢evresinden gelen 1s1 akis1 oranini temsil etmektedir. Yerel 1s1
kaynagi sifir olarak kabul edilmistir. Uzayda belli bir /" hacmi igerisinde enerjinin
korunumu oOngoren standart islemlerle (3.1) denklemi kurulmustur. Son terim
diverjans teoreminin J simir1t boyunca net 1s1 dagilimina uygulanmasiyla ortaya
cikar. Ayni sekilde termodinamigin ikinci kuralinin yerel sekli asagidaki gibi

yazilabilir:

(3.2)

Burada; s birim hacim basina entropi, §" entropi degisim oraninin tersinir kismini
temsil etmektedir ve bu da maddeye ¢evresinden saglanan entropi oranina esittir.
Benzer sekilde bu oran diverjans teoreminin temsili bir / sinir1 boyunca net entropi
dagilimma uygulanmasi ile elde edilir. Madde igerisinde entropi iiretim hizi S

tersinmez kisimdir, ve (3.2) ifadesi yardimyla,
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D=05=0 (5-5)>0 (3.3)

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlikte D kayip fonksiyonudur ve (3.3) denklemi ile
tanimlanir. Yukarida verilen bu temel termodinamik esitsizlik Planck esitsizligi
olarak adlandirilmigtir (Truesdell 1969). Bir tiir durum fonksiyonu olan i¢ enerji

gerinme, i¢ kinematik degisken ve entropiye baghdir, boylece, U = U (¢;,a;,s)

ij?
yazilabilir. Sadece 1s1] olaylar gbz 6niine alindifinda ¢, ve ¢ sabittir, boylece
U :(GU /8S)S olur, (3.1) ve (3.2)’den ve ayni zamanda U =60S oldugundan

sonug olarak asagidaki ifade yazilabilir.

v
0s

0 3.4)

@' nin sabit ve iiniform oldugu izotermal deformasyonlar iizerinde durdugumuz icin
enerji fonksiyonu ifadesinde s’nin yerine 6 kullanilmasi daha yararli olacaktir.
(2.4)’e bakildiginda @, s’ e gore U’nun gradiyenti olarak goriilmektedir ve bu, 6 ve

s’nin rollerini degistirmek i¢in Legendre doniistimii kullanilarak elde edilebilir.

Legendre doniisiim kurami bu yazininin esasii teskil etmekte ve bu kurama iligskin
ilgili  bolimler ekte sunulmustur. Legendre doniisiimiiniin temel amaci
Z=X(x;)(i=1;2,..., n) fonksiyonunu orijinal fonksiyonun gradyenleri y; = (0X/ox, )

olan “dual” bir Z = Y (y;) fonksiyonunun yerine kullanilmasin1 saglamaktir. Her iki
fonksiyon da ayni ylizeyi tanimlar; ) yilizeyi (n +1) boyutlu alanda kullanilir.
Orijinal tanimda ), bir dizi noktayla (X; x;) belirlenirken, dual tanimda teget asiri
diizlemleri (tanjant hiper-diizlemleri ile), (Y; y;) ile tamimlanmaktadir.  Dual
fonksiyon, ¥ = H(X - xp;) ile verilir, isaret secimi Ozel fiziksel uyulamaya gore
yapilir. Belirli 6zel tekil durumlarin diginda, doniisiim kendiliginden dual 6zellik
tasimakta yani, X de Y’nin diiali olmakta ve orijinal bagimsiz degiskenler

x=+(8Y/dy,) Y’nin gradyenleri durumuna gelmektedir. Transformasyonla
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degistirilemeyen bagimsiz degiskenler pasif degiskenler olarak nitelendirilmislerdir.

I¢ enerjinin dual fonksiyonu Helmholtz serbest enerjisidir F (3,- 20,0, ), burada,

F=U-0s (3.5)
ve
oF
__oF 3.6
S="2g (3.6)

(3.4) ile dual bir baglantis1 vardir. (3.1), (3.2)’yi kullanarak ve bir izotermal islemde

0 ve 0, ’nim her ikisinin de sifir oldugu gergeginden hareketle, (2.5)’in zamana gore

tiirevini aldigimiz zaman sunu elde ederiz.

F=0,¢,-05 (3.7)
yani,
o6, =F+D. (3.7)

Bu temel sonug, izotermal bir islemde, birim zamanda yapilan deformasyon isinin
serbest enerji degisim hiz1 ile kayip miktarinin toplamina esit oldugunu
gostermektedir. Bir dnceki denklem, geri kazanilabilen degisim hizini temsil eder, bu
enerjinin elastik enerji olmasi gerekmez, so6z konusu denklemde D, enerjinin
kaybolma orandir. Plastik bir malzemede enerji dagilimi i¢ degiskenlerde meydana
gelen degismelerden kaynaklanmaktadir, bu nedenle D, durum degiskenlerinin ve

@, ; nin bir fonksiyonu olarak ele alinr, DzD(gi Qs j).

Kurami, D’ nin ayni zamanda gerinme hizi ¢ nin bir fonksiyonu olarak

kullanilabildigi daha genel durumlara genisletmek miimkiindiir. Bu ihtimalin goz

ard1 edilmesinin sonuglar1 heniiz ortaya ¢ikarilmamistir fakat kapsama dahil edilen
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baslica konular iki temel konuyla iliskilendirilmistir. Oncelikle, (i¢ degiskenleri

olmayan) rijit-plastik malzemeler, D yi deformasyon hizlari tansorii & nin bir

fonksiyonu olarak ifade etmedigimiz durumlarda tanimlanamaz. Fakat, bunlar,
elasto-plastik malzemelere iligskin bir sinirlayici durum olarak mevcut formiialyon

ierisinde yer alabilirler. Ikinci olarak, &, ;7 in igleme dahil edilmesi belirli viskoz

etkilerin tanimlanmasi i¢in gerekli olabilir. Asagidaki gelisim hizdan bagimsiz
elasto-plastik davranigin tartisma altina alinmasi igin yeterli goriilmekte 6te yandan
Ziegler’in genel kurami da ayn1 zamanda viskoz etkilerin dahil edilmesini miimkiin
kilmakta, ve neticede dogrusal ve dogrusal olmayan viskoz ve viskoplastik
modellerin yansira viskoelastik modellerin de konuya dahil edilmesi sonucunu ortaya
cikarmistir. Bu viskoz etkileri tanimlamak i¢in, gerilmeyi serbest enerji potansiyelleri
ile belirlenen “yari-korunumlu” bir kisim ile dissipasyon fonksiyonu ile belirlenen
bir dissipatif gerilmenin toplami olarak g6z oniine almak gerekmektedir. Bu durumda
gerilme toplam gerinmenin degisim hizina bagl olmakla birlikte i¢ degiskenin de

degisim hizina bagl olacaktir. Ayrica bkz. Maugin (1992, bol. 2).

izotermal bir islemde F igin diger bir alternatif ifade, dogrudan dogruya tiirev

alarak da elde edilebilir:

an—Fé‘ij+a—Fdi/. (3.8)
og; oa;

ve bu (3.7) ile karsilastirildiginda,

o, = o (3.9)
og;

sonucunu verir, ¢iinkii gerinme ve i¢c degisken tensorlerinin degisim hizlari
biribirinden bagimsizdir. Buna karsilik gelen gerilme benzeri degiskeni i¢ degiskene

gore F’nin tiirevini alarak (bir isaret degisimi ile) asagidaki gibi elde edebiliriz,
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Xy == (3.10)

x;'in gerilme benzeri bir degisken olmasi ¢ 'inin kinematik bir (gerinme benzeri)
degisken olmasindan kaynaklanmaktadir. Bu nedenle dissipasyon fonksiyonu su

sekilde ifade edilebilir.

D=65s=y4,a, (3.11)

Dissipasyon ifadesindeki ¢ ile i¢ carpim seklinde ortaya ¢ikan y,, genellestirilmis

gerilmedir, yani gergek gerilme o, ; degildir. Bu iki gerilme tansorii arasindaki fark

p,; =0, — x; ile gosterilecektir.

Konumuzu izotermal islemlerle sinirli tuttugumuz i¢in, enerji fonksiyonlarinin 8’ ya
olan belirgin bagimlilig1 simdi bu denklemden diisiilebilir. Gibbs’in serbest enerji
fonksiyonunun G(a;;a;) kullanilmasi da daha ileri gelismelerin kaydedilmesi
acisindan kolaylik saglar. (3.9) dikkate alindiginda bu, ayrica gerinme ve gerilme
degiskenleri arasinda degisimi saglayan kismi bir Legendre doniisiimii yardimiyla

Helmholtz serbest enerji fonksiyonundan F (€, a;; ) da elde edilebilir.

F(gij,a”)+G(aij,a”):aijgy. (3.12)
Burada,
oG oG
& =— ve L= 3.13
" b, X1 3, (3.13)

Son olarak verilen esitlik, (3.10) ve Legendre doniisiimiindeki pasif degiskenlerin

doniigiim 6zelligi neticesinde olugsmaktadir.
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Malzemelerin biinye denklemlerine Ziegler yaklasiminda etkili olan en biiylik unsur;
esitliklerin tamamen iki fonksiyon bilgisiyle sekillenmesidir — birincisi termodinamik
potansiyel; or. Helmholtz serbest enerji fonksiyonu veya Legendre doniisiimlerinin
kullanilmast ile olusan ilgili her hangi bir potansiyel; ikincisi ise dissipasyon
fonksiyonudur. (3.11) den D; a; ve ¢ nin oldugu kadar ¢; nin de bir fonksiyonu
olarak goriilmektedir. Hizdan bagimsiz elasto-plastik bir deformasyon i¢in D, &; ye
gore birinci dereceden homojen bir fonksiyon olmalidir ¢iinkii malzeme karakteristik
bir zamana sahip degildir. Sonu¢ olarak, homojen fonksiyonlar i¢in Euler

teoreminden hareketle

oD |

D = _-aij
oa;

(3.14)

yazilabilir. (3.11) ve (3.14) goz oOniinde bulunduruldugunda Xj; ve (6D/8dy_)

arasindaki fark ¢;;’ye ortogonal olmalidir. Ziegler’e gore bu fark aslinda sifirdir, bu

nedenle
oD

2= (3.15)
605”.

yazilir ve Xj;, D nin seviye ylizeylerine dik dogrultudadir. Bu varsayim bir postiilat
halini alma durumundadir ve genellikle “ortogonalite prensibi” olarak
adlandirilmaktadir; (bu prensibin daha genel dissipasyon fonksiyonlarna iliskin
formunu da iceren tam tartisma metni i¢in bkz. Ziegler (1983, bol. 15)). Bu varsayim
bir ¢ok agidan elestirildi ve bu elestirilerin goguna Ziegler 1981 yilinda kaleme aldig1
makalesinde cevap verdi. Mevcut goriisiimiize gore bu ¢ok zayif bir varsayimdir ve
bir ¢ok plastisite teorisinin temel aldig1 Drucker’in varsayimindan ¢ok daha genis bir
biinye denklemleri simifin1 tanimlamaktadir. Ilerleyen zamanlarda da gériilecegi
lizere varsayim, siirtiinmeli malzemelere yonelik malzemenin tamamu ile ilgili
olmayan akis kurallarin1 da kabul etmekte ancak biitiin malzemenin akis durumuna
iliskin bir takim Onyargilar sunmaktadir. Ziegler’in de vurguladig: tizere (1983), D

fonksiyonuna ait bilginin buna karsilik gelen X; genellestirilmis gerilmelerinin
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belirlenmesi i¢in yeterli oldugu diisiintiliirse, bu durumda (3.15) bagintis1 miimkiin
olan tek formdur cilinkii, seviye ylizeylerine dik dogrultuda ki tek vektorel alan,

skaler degerli D fonksiyonu tarafindan belirlenen vektorel alandir.

3.2. Metot

3.2.1. Elasto-Plastik Malzemelere iliskin Termodinamik Potansiyeller

(a) Birlesik (kapil) Etki Tasimayan Malzemeler

Elasto-plastik malzemeler teorisi gelistirilirken (kiiclik) gerinme tensorii, baslangicta
“elastik” ve “plastik” parcalarin toplami olarak g6z Oniine alinabilir. Fakat,
Lubliner’in da gosterdigi lizere (1972) (ayrica bkz. Lubliner 1990; Reddy ve Martin
1994) anlik elastisite modiilii i¢ degiskenlerden bagimsiz olan “birlesik etki
tagimayan (dekapil) malzeme” olarak bilinen malzeme icin de formal olarak benzer

analizin yapilmas1 miimkiindiir.

I1k esitligin (3.13) zamana gore diferansiyelinin alinmas1 durumunda gerinme hizinin

iki terimin toplami1 olarak alindig1 goriiliir:

0°G . 0°G

Oy

a, (3.16)

0o, 00y oo, 0ay,

o, teriminin katsayis1 anlik elastik uygunluk tansoriinii gostermektedir. S6z konusu

anlik elastik uyum birlesik etki tasimayan bir malzeme i¢in a; i¢ degiskeninden

bagimsizdir bu nedenle (63G/ 0o ,00,0a,,) = 0 olur. &, teriminin katsayisinin o;

mn

den bagimsiz olmasi gerekir. Sonug¢ olarak, her iki terim de asagidaki elastik

gerinmeyi vermek {lizere zamana gore ayr1 ayr1 integre edilebilir.

7 do, (3.17)
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Bu denklemde 0';. baslangig(referans) durumundaki gerilmedir ve plastik gerinme de

su sekilde ifade edilir:
o 2
o = [-29 da, (3.18)
" Sdo,00y

(3.16)’da yer alan ikinci tiirevlerin entegrasyonu {iizerine, birlesik etkilerin
bulunmadig1 varsayimindan hareketle, Gibbs serbest enerji fonksiyonu

G(o;,a;)=G\(0,)+4;(a,)o,; +G,(a;) (3.19)

ij?

seklinde olmalidir. Bdylece ¢arpim seklinde yer alan ortadaki terim gerilmeye gore
lineerdir. Bu durumda, i¢ degiskenin herhangi bir spesifik fiziksel 6nemi yoktur.

Formal sonuglari degistirmeksizin, ¢, tansorii uygun bir fonksiyonla «,; den

tj
tiiretilen herhangi bir simetrik ve ikinci dereceden bir tansoérle yer degistirebilir.
Boylece  genellikten  kaybetmeksizin,  (3.19)  ifadesinde  yer  alan

4;; (a; ;) fonksiyonunu ¢, ; ile yer degistirebiliriz, boylece,

G(o,,a,)=G(0;)+0,a,+G,(a;) (3.20)

ij°

yazilabilir ve (3.13)’ten hareketle gerinme,

& = sgl (o) +a, (3.21)

y

olacaktir ve diger bir ifadeyle,

g;=¢g,(0;)+e] (3.22)
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seklinde ifade edilebilir. Burada elastik gerinme ¢°; , tam olarak gerilmenin
fonksiyonudur ve a;;, bu durumda plastik veya daimi gerinme olarak tanimlanabilir.
Bunun anlami, malzemenin bir béliimiinde mevcut olan gerilme baslangi¢ degeri aoij
‘ye geri dondiigiinde gerinme ayni kalir. o; nin bu sekilde secilmesi ile, karma ikinci

tiirev (62G/80U80k1)= 5 8, olur, bu nedenle, (3.21)’nin zamana gore

diferansiyelinin alinmasi ile (3.1) olusturulabilir.

Helmholtz serbest enerji fonksiyonuna geri donerek yapilan transformasyondan

sonra yukaridaki model asagida verilen ayristirilmis formda ifade edilebilir:
F=F (gij _aij)+F2 (aij):E(giej)"'Fz (aij)

Su da ayrica 6nem tasimaktadir ki (3.20) ‘te yer alan G, (o) elastik davranisi hicbir
suretle etkilemez. (3.13) esitliginden hareketle birlesik etki tasimayan malzeme icin

genellestirilmis gerilme su sekilde olmalidir:

oG, ()
X =0y +7 =0, —p;(a;) (3.23)
)

Netice olarak G, fonksiyonu, gercek ve genellestirilmis gerilme degiskenleri
arasindaki fark olarak tanimlanan gerilmeye dair agiklamalar getirmektedir ve s6z
konusu degiskenler plastik gerinmenin bir fonksiyonudur. Ilerleyen zamanlarda
goriilecegi lizere s6z konusu gerilme kinematik sertlesme modellerinde ye alan‘geri
veya ikincil (back), kayma (shift) degistir ve siiriikleme (drag) gerilmelerinin yaptigi
gbrevi yapmaktadir. Bu gerilme ayrica bir takim belirli izotropik modeller igerisinde
de olusabilmektedir; bu, kritik durum teorilerinin tartisma altina alindigi boliimde de

islenecektir.

Legendre doniisiimii uygulandiginda, birlesik etki tasimayan bir malzeme icin

Helmbholtz serbest enerjisine karsilik gelen form su sekilde bulunur:
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F(e;,a,)=F(g; —a;)—G,(a;) (3.24)

ij°

Bu denklemde F; G;(oj;)’ in Legendre dialini teskil etmektedir. Bir baglamda, G
fonksiyonu yalnizca kismi gerilme potansiyeli konumundadir, ¢ilinkii, ¢j;'ye bagimh

oldugu kadar plastik gerinme «;; 'ye de bagimlidir. Komple bir Gibbs fonksiyonu
G tzerindeki daha ileri Legendre doniigtimlerini etkilerini dikkate alarak, «,; ve x;

‘nin roleri degistirilerek bulunabilir. Ekte de verildigi lizere su sekildedir:
G (0, 2y) ==G\ (o)) + F,(x; — o) (3.25)

Bu denklemde F>, G aj)’ inin Legendre dualini teskil etmektedir. Malzeme,

gerilmesiz referans konumunda lineer elastik durumda ise,

G\(0;)=5C;,0,04 (3.26)
ve
Fi(e;)=3Dye;6 (3.27)

yazilir. Burada Cy,; ve Dy, sirastyla sabit uygunluk ve modiil matrisleridir. Buna ek

olarak malzeme izotropik ise bu durumda

G (o) = 181K (tr(0))* + é(tr(sz)) (3.28)
A%~
F(&)=3K(tr(°))" + Gtr (™)) (3.29)

olur. Burada K hacimsel modiil ve G ise kayma modiiliidiir. s ile y sirastyla sapma-

gerilme tansorli ve bicim bozulma (distorsiyonal) gerinme tensdrleridir. (Referans
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konum sifirdan farkl fakat o°; ise yukarida verilen o, toplam gerilme yerine o; — o’

yazilmalidir).
(b) Birlesik (Kapil) Malzemeler

Jeomalzemeler agisindan tersinmez (geri doniisiimsiiz) plastik deformasyon elasto-
plastik kuplajdan (elastisite modiiliiniin plastik deformasyona bagli olusu) daha
onemli oldugu halde, burada oncelikli olarak kuplaj konusunu ele alacagiz cilinkii
bunlar Gibbs serbest enerji fonksiyonunu temel almaktadir ve dissipasyon

fonksiyonunu olusturmaksizin burada bahsedilebilecek 6zelliktedirler.

Kuplajli malzemeye verilebilecek en genel Ornek elastisite modiiliiniin i
parametreye gore degismesidir. Bu durumda, deformasyonun elastik ve plastik
parcalara ayrigmasi atrik gecerliligini yitirmektedir. Bu gibi modeller genel olarak
kaya ve betonun elasto-plastik davranislarini tanimlamak {izere kullanilmaktadir. Ote
yandan, bir ¢ok onemli kritik durumda toprak modelleri 6zgiil hacme bagl olarak
plastik hacim deformasyonuna dayanan katilik olgusu iizerinde yogunlagmaktadir
(Wood 1990). Maier & Hueckel (1977), yumusatma ve plastik akis kurallar1 da dahil
olmak iizere bu tarz malzemelerin elasto-plastik davraniglarina yonelik kapsamli bir
goriisii tartismaya sunmustur. Ancak bu goriis elasto-plastik blinye denklemlerinin
klasik formiilasyonu c¢ergevesinde ele alinmistir.  Houlsby (1982), izotropik
modellere iliskin 6zel durumlar1 da goz 6nilinde bulundurarak kuplajin termomekanik
formiilasyonu degistirebilecek bir yontemi aciklamistir. S6z konusu edilen ve
yukarida dikkate alman 6zel durumlarda kayma modiilii plastik deformasyona

baglidir.

Toplam gerinme orant (3,16)’da sunulmustur fakat her iki terimi de “elastik” ve
“plastik” deformasyon oranlar1 olarak ayni kapsamda tanimlayamamaktayiz. Bunun
yerine, Maier & Hueckel (1977) bu terimleri “tersinir” ve “tersinmez” bilesenler

olarak adlandirmaktadir,
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g 0°G . . 0°G

&y a, ve &y oy (3.30)

oo, 0ay, 00,00y,

Teoriyi gelistirmenin miimkiin olan bir diger yolu da plastik gerinmeyi, gerilme
gercek degerini tekrar kazandiginda geriye kalan gerinmenin bir pargasi olarak

tanimlamaktir. Bunun anlama;

L _0G,a,)

q a O_ij

|a§ =Gy (a;) (3.31)
Bu tanim, birlesik etki (kuplaj) tasimayan malzeme tanimmiyla tutarlilik
gostermektedir ve plastik gerinmenin mevcut gerilmeden bagimsiz oldugunu
gostermektedir; bu nedenle, yukarida da belirtildigi iizere i¢ degisken a;; plastik

gerinme olarak se¢ilebilir. Elastik gerinme hizi, bu durumda,

2 2
E; =&, &) = oG o, + oG ay —a,; (3.32)
0o ;00 0o, 0a,

veya,

gp =&, &5, (3.33)
ve burada,

£ = 82—G—55 a (3.34)

ij aaijaald ik™ jl ki

Maier ve Hueckel (1977) tarafindan tanimlanan “kuplajli” gerinme hizini
gostermektedir. Netice olarak elastik gerinme hizi tersinir ve kuplajli gerinme
hizlariin toplamidir, 6te yandan tersinmez (geri doniistliriilemez) gerinme hizi

plastik ve kuplajl bilesenlerin toplamidir.
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Gibbs fonksiyonunu, hala (3.20)’te verildigi gibi kabul eder ve o¢; nin yan sira a;;’ya
da bagl olan ‘elastik kisim’ da dikkate alinirsa, (3.26)-(3.29) elastisite modiiliiniin

de a;;’ye bagli oldugu gibi, bu durumda asagidaki ifade yazilabilir:

_SGona) 639

y a ij y

G=G/( giy ) + gijou + G (0j; ) denkleminden hareketle kuplajli gerinme hiz1 (3.34)
esitliginde verildigi gibidir,

oG,

=—qa 3.36
P (3.36)

- C
&y

Birlesik (kapil) gerinme hiz1 yukaridaki formiilden tiiretilmistir ve ek bir var sayim
olarak sunulmamaktadir. Esitlik (3.36), gerilmeler agisindan lineer elastik olan bir

malzeme i¢in asagidaki ifadeye indirgenir.

. C aCvijkl .
gij = ﬁ (oystes

pq

(3.37)

rq

Toplam gerinmenin elastik veya plastik yahut geri tersinir ve tersinmez bilesenlerine

pargalanabilmesine iliskin farkli yollar tablo 1’de gosterilmistir.

3.2.2 Kayip (Dissipasyon) ve Akma fonksiyonlari

Dissipasyon fonksiyonunun belirlenmesi ile biinye denkleminin formiilasyonu artik
tamamiyle olusturulabilir. Baslangigta, biz sadece a; ve @; ‘ye bagh olan
dissipasyon fonksiyonlari {izerinde duracagiz. Muhtemel diger fonksiyonel

bagimliliklar daha sonra ele alinacaktir:
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Tablo 3.1. Kuplajli malzemeler i¢in gerinmelere iligkin alternatif sentezler

Toplam gerinme &

Elastik + Plastik & gl
Tersinir + kuplaj + plastik &} & &l
Tersinir + tersinmez &} £ ;

X == (e,0;) (3.38)

Boylelikle, genel olarak, D(al.j , O )’nin Legendre doniisiimii yeni bir fonksiyon

Q(a a,; ) olusturmaktadir ve bu fonksiyon su 6zelliklere sahiptir.

ij?

le)
a; =%(0¢,~j,zu) (3.39)
ve,

D(a;,a,)+ ey, x;) = X0 (3.40)

(3.39) denklemi i¢ degiskenler agisindan evrimsel bir esitliktir ve viskoplastisiteye
iliskin bir ¢ok termomekanik teorinin ¢ikis noktasini teskil etmektedir (6r, Rice 1971;

Lubliner 1972).

Ancak, hizdan bagimsi1z malzemeler olmas1 durumunda da D fonksiyonu d; ‘ye gore
birinci dereceden homojen bir yapida olmalidir ¢iinkii belirli bir karakteristik zaman

s0z konusu degildir. Ek’ te de ele alindig1 lizere bu gibi fonksiyonlar i¢in, Legendre
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transformasyonu tekildir, bu tarz bir fonksiyonun Legendre diialinin degeri 6zdes

olarak sifirdir:

Sey, x,)=0 (3.41)

Bununla birlikte doniisiim de bire-bir olmadigi ig¢in, (3.38)’deki diial baginti

benzersiz degildir, bu nedenle, (3.39)’da oldugu iizere i¢ parametrelerin zamana gore

tiirevlerine ydnelik tek bir ifade yerine, bazi A carpanlar i¢in asagidaki ifadeler

verilmigtir.
a, A9 e BT (3.42)
T oy, da da

(3.41) esitligi ve (3.42)’nin ilk terimi elbette ki akma sartin1 ve ilgili yahut normal
akis kuralim1 vermektedir fakat, her ikisi de ger¢ek gerilme araliginda degil de
genellestirilmis gerilme aralifinda ifade edilmektedir. Akma fonksiyonunun
mevcudiyeti, hizdan bagimsiz dissipasyon fonksiyonunun olusumunun dogal bir
sonucu olarak goriilmektedir. Bu gercek uzunca bir siiredir Fransiz literatiiriinde
biliniyor olmasina ragmen (6r. bkz., Moreau (1970), Halphen & Nguyen (1975) ve
Maugin’in yazdig kitapta adi1 gegen diger referanslar), son zamanlarda goriildiigii
lizere Martin, Reddy ve diger es yazarlarin ¢alismalar1 sayesinde ingiliz literatiiriinde
de biiyiik oranda biliniyor hale gelmistir, halbuki bu, bagimsiz olarak Houlsby (1981,
1982) tarafindan gelistirilmistir. Daha 6nceki zamanlarda, bir kisim ispatlar, sinirh

olarak Thomas (1954) ve Sawczuk & Stutz (1968) tarafindan sunulmustur.

Hemen bunun akabinde ortaya ¢ikan soru sudur: “normalite ayrica gercek gerilme
uzayinda da gegerlimidir?” Bu soruyu yanitlayabilmek igin (3.41)’de y,, degiskenin
yerine o;; 'yi kullanmamiz gerekmektedir. Bu birlesik etki tasimayan malzemeler i¢in

(3.23) kullanilarak gerceklestirilebilir ve gercek gerilme uzayindaki her hangi bir
akma fonksiyonu



89

f(aij’o-ij) = f(agjaag/ - py (ag/)) =0 (343)

denklemi ile tanimlanabilir. Sonug olarak, birinci esitlik (3.42) normal bir akis kurali

standart formunda yazilabilir:

o i (3:44)

(3.43) dan, Termodinamik potansiyellerin plastik deformasyona bagli olmasindan

dolayr ortaya cikan gerilme degigkeni p,; nin , Melan-Prager tirtinde kinematik

sertlesme modellerinde “geri - (back)”, “ kaydirma — (shift) ” veya “siiriikleme —

(drag)” gerilmelerinin rollerini iistlendigi goriilmektedir.

Elasto-plastik baglant1 6zelligi sergileyen daha genel malzemelere yonelik olarak
Gibbs fonksiyonunu ve ikinci esitlik (3.13)’ 1 kullanarak (3.41)’teki genellestirilmis
gerilmeyi degistirebilir ve gercek gerilme uzayindaki akma yiizeyini su sekilde

tanimlayabiliriz;

fle,,0,)= f(a!/,%(oy,ay)] (3.45)

)
ve normal tiirevi de,

of o 0°G
oo, Oy, 0a,00,

)

(3.46)

formunda yazar ve bu nedenle, (3.42) ve (3.30)’ten hareketle akis kurali asagidaki
gibi ifade ederiz,

7 2
pd oG Gy =&l (3.47)

oo, Oa,do,

)
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Sonug olarak, genel birlesik (kapil) malzemeler i¢in bu, gercek gerilme uzayinda
belirlenen normal akis kuralinin ortay koydugu plastik gerinme hizindan ¢ok gerinme
hizinin tersinmez kismini ifade etmektedir. Maier ve Hueckel (1977) tarafindan
gelistirilenler gibi geleneksel formiilasyondaki bu tarz malzemelerin modellenmesi
i¢cin akig kuralinin uygulanmasinin sebebini agiklamaktadir. Akis kurali dogal olarak
mevcut formiilasyon igerisinde bulunmaktadir, ancak, iki temel biinye denklemi ile
tamamen tanimlanmis olan- Gibbs fonksiyonu ve dissipasyon (kayip) fonksiyonu -
tam anlamiyla agiklanabilmektedir; plastik potansiyel gibi yeni bir fonksiyon

gelistirmeye gerek yoktur.

(a) Ornek

Burada belirtilen genel termomekanik formiilasyona bagh olarak, metallere yonelik
bilinye yasalarinin tiiretilmesine ait 6rnekler Ziegler (1981, 1983), Houlsby (1982),
Ziegler ve Wehrli (1987), Martin ve Reddy (1993) ve Reddy ve Martin (1994)
tarafindan verilmistir. Bir ¢ok 6nemli noktaya isaret eden- Ozellikle izotropik ve
kinematik sertlesmenin model igerisine girdigi ve i¢ kinematik sinirlamalarin genel

formiilasyona nasil dahil edilecegine dair- basit bir 6rnek tizerinde duracagiz.
Klasik izotropik sertlesme gosteren Mises malzemesi, lineer elastik davranig
sergileyerek (3.28)’te verilen formda oldugu gibi Gibbs fonksiyonu kullanilarak

olusturulabilir. S6z konusu Gibbs fonksiyonunda her hangi bir plastik terim mevcut

degildir bu nedenle arka (back) gerilme sifirdir ve y,; =0, yazilir. Dissipasyon

fonksiyonu su sekilde hesaplanir

D=k(y")\2r; 7y (3.48)

burada,

L=, —16,0, (3.49)
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olup, Plastik gerinme hizlar1 tansoriiniin sekil bozuklugunu (distorsiyon) ifade eden
. . P . . . . . v 13 e er e .
kismini gosterir ve y' ise distorsiyonel plastik gerinme tansérii (/) niin ikinci

invaryantini gosterir, ve k basit kayma esnasindaki mukavemeti temsil eder. Plastik

sikigtiritlamama sarti bir yan sinirlandirma olarak asagidaki gibi ele alinabilir.
V=g, =0 (3.50)

Bu denklemde v” hacimsel plastik gerinme hizidir. Lagrange ¢arpan1 /4’nin isleme
sokulmas1 ve genisletilmis dissipasyon fonksiyonunun g6z oOniine alinmasi ile
olusturulan standart bir islem kullanarak (6r. Lippman 1972) bu kisitlama

formiilasyona dahil edilebilir.
D =k(y" W27l yl +Av? (3.51)

Plastik gerinme hizina gore D™ nin diferansiyeli ger¢ek gerilme bilesenlerini verir

(clinkii Xij = oij):

* <P
p=L A ve 5= oL (3.52)
ov 07, Vi

Tahmin edildigi lizere ortalama basing biinye denklemi ile belirlenemeyen pasif bir
degisken konumundadir. (3.52) deki ikinci esitligin  karesi alinarak gerinme hizi
elimine edilirse, izotropik olarak sertlesen bir malzeme i¢in Mises akma sart1 ortaya

cikar.
8585 =2k (7" (3.53)

Ayni sekilde genisletilen dissipasyon fonksiyonuna standart islem uygulayarak

Tresca kriterinin de olusturulmasi miimkiindiir.
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D" =k(y" )il |+ |7 |+ |74+ Av? (3.54)

Burada y/” plastik distorsiyon hizlari tansoriiniin asal bilesenleridir. Sapma gerilme

tansOriiniin asal bilesenleri sunlardir:

oD

s, =—— =k(y")sgn(y!) (3.55)
oy/

boylelikle,

0, —0, =5, =5, =k(sgn(y) —sgn(y;)) (3.56)

eger y! pozitif ve y” negatif ise denklemin sonucu 2k’ya esittir; ve y negatif ve
yy pozitif ise sonug —2k’dir. Bu iki temel distorsiyon hizlarindan her hangi biri sifir
ise 07 — o, belirsizdir. Sonug olarak, 7/ vey, nin isaretleri ayni ise o; — 0, = 0’dur.
Bu, ancak y; sifirdan farkli ve y/” vey; ile ayni isarete sahip degil ise miimkiindiir.

Bu degerler Tresca akma sartiyla uyumlu olan ¢esitli ylizeylere karsilik gelmektedir.
Akma fonksiyonunun kurulmasi bu iki klasik konumda da 6zellikle gerekmektedir
fakat bu islem, cebirsel olarak diisiiniildiigiinde daha kompleks dissipasyon

fonksiyonlar1 i¢in ¢ok daha karmasik hale gelebilmektedir.

Kinematik sertlesmenin belirli tipleri, (3.20)’te oldugu gibi Gibbs fonksiyonu
igerisindeki G»(a;;) terimi dahil edilerek model igerisine eklenebilir. Netice olarak da

sifirdan farkli ters (back) gerilme p;, =0, — ,,ifadesi ortaya ¢ikar. Simdi, Mises

modelinde akma sart1 asagidaki gibi yazilir:

(s; = Py)s; = Py)=2k* (") =0 (3.57)



93

i C 0 E

Sekil 3.1. izotropik sertlesmenin goz 6niine alindig1 tek boyutlu elasto-plastik model

o

il D E

Sekil 3.2. Kinematik sertlesmenin goz oniine alindig1 tek boyutlu elasto-plastik

model

Burada p;; ters(back) gerilme tensoriiniin sapma kismini teskil etmektedir. Bu,

Melan ve Prager (Lubliner 1990) tarafindan ortaya atilan kinematik sertlesme
tiirtidiir. Bu nedenle, dissipasyon fonksiyonunda izotropik sertlesme davranisi
olusturulmustur; diger taraftan, termodinamik potansiyel fonksiyonu igerisnde
kinematik sertlesme ortaya c¢ikmaktadir. Bu fark, ii¢ terim halinde ayristirilabilen

birim zamandaki deformasyonun isi sentezlenirken yansitilmistir. Bu terimler:
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e

Oy =0yl + Pylly + Xy (3.58)

flk iki terim serbest enerjinin degisim oram1 F yi olusturmak icin birlesir (serbest
enerjinin degisim hizi), son iki terim de ‘plastik isin degisim hizini’ verir ancak son
terime iligkin enerji kayip enerjiyi gosterir. Sonug olarak, arka‘back’ gerilme p]; ile
iligkili olan is geri kazanilabilir (tersinir) Ozelliktedir ve kapali bir ¢evrimde sifir
degerini alacaktir. Bunun tam tersi olarak da izotropik sertlesme bileseni ile ilgili is
tamamiyla kaybolmus ve geri kazanilmasi miimkiin olmayan bir degerdir. Lubliner
(1990) ve Maugin (1992) bu konuyu daha detayli olarak inceleyip ve bu incelemeye

kinematik sertlesme modellerinin daha kompleks sekillerini de dahil etmislerdir.

Bu iki sertlesme tipi arasindaki fark lineer izotropik olarak sertlesen malzemenin tek
eksenli davranisi ile ¢ = Y + ha ‘lik bir akma gerilmesinin karsilastirilmasi yapilarak
basit bir sekilde gozler oniine serilebilir. S6z konusu denklemde Y baslangic akma
gerilmesi ve 4 sertlesme modiiliidiir ve aynen sabit akma gerilmesine sahip (X = Y
olan) lineer sertlesen malzemelerde oldugu gibidir, ancak ters(back) gerilme p=ha
ile birlikte dikkate alindiginda, ve bu nedenle bir kez daha ¢ =Y + ha olacaktir. Her
iki durumda da teget modiilii 2E / (h + E)’dir; burada E sabit Young modiiliidiir. Bu
davranislar sekil 1 ve 2’de verilmistir ve kayda deger degiskenler tablo 2°de 6zet

sekilde sunulmustur. Izotropik sertlesme orneginde de goriildiigii iizere kaybolan

toplam enerji J. x da dir ve OABCO alanina esittir, fakat kinematik sertlesmeye

iliskin aymt diyagramda sonu¢ sadece OABMO alanina karsilhik gelir.

OMC = j p da :%h a’ farki, serbest enerjinin bir parcasidir.
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Tablo 3.2. Tek boyutlu plastisite modellerine iliskin fonksiyon sekilleri

Izotropik sertlesme  Kinematik sertlesme

Helmbholtz serbest enerji lE(g_a)z %E(g_a)z +%ha2
Gibbs serbest enerji G l(az/E)+0a l(az/E)+aa—lha2
2 2 2
Dissipasyon fonksiyonu D (Y +ha )|0'(| Y|0'(|
Genellestirilmis gerilme x (Y +ha )sgn(o'z) Ysgn(a)
Gergek gerilme o E(e-a) E(e—a)
Ters(back) gerilme p 0 (bu yiizden 6 =x) ha (bu yilizden ¢ = x + ha)
Teget modiil hE/(h+E) hE/(h+E)
Sekil 1 ve 2’deki alanlar: BDC OMBDO
Sekil 1 ve 2’deki alanlar: G~ OEBCO OEBMO

Sekil 1 ve 2’deki alanlar: D OABCO OABMO
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4. BULGULAR
4.1. D( o}, aij, ¢;;) Seklinin Gerilme-Bagimh Dissipasyon Fonksiyonlar:

Topragin ve kumun davraniglarinin modellenmesine iligkin boliimlerde gozenek
basinglar1 g6z oniline alinmaz ve biinye denklemlerindeki gerilmeler efektif (etkin )
gerilmeler olarak goriiliir. Dissipasyon fonksiyonu normal olarak kinematik
degiskenlerin bir fonksiyonu olarak diisiiniilmekte ve bu nedenle elasto-plastik

malzemeler i¢in en genel form D(g a; ,a; j) olarak degerlendirilmektedir. ¢;;

ij>%ijo

genel anlamda Gibbs serbest enerji fonksiyonu yardimiyla o, ve ¢, cinsinden ifade

edildigi i¢in dissipasyon fonksiyonunu D(ai Q5 a j) formu olarak
diistinmekteyiz. Bu form, toprak mekaniginde 6zel bir 6neme haizdir. Kohezyonsuz
malzemelerin plastik davraniglarini temsil eden modellerin gerilme boyutlarina
iliskin tanimlayic1 parametreleri bulunmamaktadir ve bu nedenle dissipasyon
fonksiyonunun boyutu (gerilme)(zaman)' olmalidir. Bu nedenle, dissipasyon
fonksiyonu belirgin bir sekilde bir veya daha fazla gerilme bileseni - ki bu durum
genelde siirtiinmeli malzemeler i¢in gecerlidir- yahut sadece isleme dahil edilen 6zel
model olarak fiziksel yorumu yapilabilen gerilme boyutlarina sahip bir fonksiyon
ithtiva eder. S6z konusu ikinci durum, normal 6n-konsolidasyon basincina bagl olan
ilgili fonksiyondaki kritik hal modellerinde ortaya ¢ikar. Teorilere iligkin ikinci sinif

ornekler bir sonraki bolimde ele alinmaktadir. Burada, gerilmeye bagl dissipasyon

fonksiyonlar1 olan modellerin bazi genel 6zelliklerini inceleyecegiz.

Ortogonalite prensibi uygulandiginda genellestirilmis gerilmeye iliskin standart

ifadeler ortaya ¢ikar:
oD .
Z;‘j :E(O—gaagaag) (41)

y

fakat dissipasyon fonksiyonundaki oj terimleri, diferansiyeller alinirken, bagimsiz

sabit parametreler olarak ele alinirlar.
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Dejenere Legendre transformasyonu diial akma fonksiyonunu vermektedir.

f(oy.0;2;)=0 (4.2)

Genellestirilmis normal akis kurali ile birlikte,

¢, = I (4.3)
y aZU

ve buna ilave olarak,

ob _ s of (4.4a)

oo, 0o,

oD __; I (4.4b)

oa; oa;

Esitlikleri goz oniine alinir, ¢linkii o;; ve a; doniisiimdeki pasif degiskenlerdir (ekte

yer alan tekil transformasyon tartigsmast; 6zel esitlikler (A18).

Bir onceki boliimde de belirtildigi lizere, akma fonksiyonu (4.2)’yi genellestirilmis
gerilme uzayindan gergek gerilme uzayina doniistiirebiliriz ve asagidaki denklemi

kullanarak bu uzayda bir akma fonksiyonu tanimlayabiliriz:

A, —
ij > Yijo
80{ij

f(o,.a,)= f(oz G (aij,ay)J (4.5)

Bu denklemin de normal tiirevi su sekildedir:

of  of Lo °G
do; Jdo, Oy, oa,;00,

y

(4.6)
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Bu ifadenin A ile ¢arpilmasi ve (3.30)’in kullanilmas: durumunda gercek gerilme

uzayindaki akis kurali su sekli alir:

& o

80‘17 8017

& =4 4.7)

Bu denklem de (3.46)’u gerilmeye bagli dissipasyon fonksiyonlarinin durumuna
genellemektedir. Geri doniistiiriilemez (tersinmez) gerinme hiz1 plastik gerinme
hizina indirgenmektedir. Bu durum, malzeme birlesik etki tasimadigi zaman
gecerlidir. Bu sonug, genel anlamda, D 'nin acik bir sekilde gerilmeye bagli oldugu
gercegini ortaya koymaktadir, normalite (veya ortogonalite) kuralinin gergek gerilme
araliginda gecerli olmasi beklenemez. Kuplajli malzemeler i¢in ise bu davranis genel
termomekanik ¢ergevenin dogal bir sonucu olarak ortaya ¢ikar ve biinye

denklemlerini tanimlamak i¢in yeni bir fonksiyonunu olusturulmasina gerek yoktur.

Koheziyonsuz topraklar i¢in Drucker-Prager siirtiinmeli model bir 6rnek olarak
gosterilebilir (Drucker & Prager 1952). Asagidaki denklem, basit dissipasyon

fonksiyonundan tiiretilebilir:

D=%p,/2y;’y§ (4.8)

Burada g, sabittir ve siirtiinme acistyla iligkilidir ve V3 faktorii toprak mekaniginde
genel olarak kullanilan notasyon ile uyumu saglamak icin denkleme sokulmustur.
Ekstra bir kosul olarak volumetrik ve kayma gerinmesi hizlar1 arasinda lineer bir

bagint1 uygulayacagiz.

Z +%J2y‘57; -0 (4.9)
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Burada £ sabittir ve genlesme agisiyla baglantilidir (bu, genlesme agisinin siirtiinme

acis1 ile ayn1 olmasi gerektigi Drucker-Prager modelini genisletmektedir).

F 3
Xyod g=p*p
Flastil gerinme
iz vekiori X, =+ P,
KTt
=T I
<l - 1
— »
T XpoP

Sekil 4.1. Siirtlinmeli malzemeye iligkin plastisite yiizeyi ve plastik potansiyel.

Modelde dilatasyonu takdim etmek i¢in en uygun arag bir kisitlamanin olusturulmasi
ve bunun kullanilmasidir. (Chandler 1985; Houlsby 1981, 1993). Standart islem

degistirilmis dissipasyon fonksiyonuna artik uygulanabilmektedir

D’ =%1/2m; + AV (4.10)

Burada A Lagrange ¢arpani olarak degerlendirilmektedir. Plastik gerinme hizlarina
gore diferansiyelleri alindiginda, genellestirilmis gerilme tansoriiniin bilesenlerini

vermektedir.

, 7y
2,=N ve gy =\Fup+ AR (4.11)
i Vi
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Burada y, =% Xi; V€ X!, » X, in sapmaya iliskin kismim teskil etmektedir. (4.11)

esitlikleri asinda plastik gerinme oranlar elimine edilirse (x,, x,) araliginda yer alan

akma uzay1 olugmaktadir:
\Zq\=ﬂp+ﬂz,, (4.12)

Burada,

Yo =X X5 (4.13)

Genellestirilmis gerilme uzayinda bulunan s6z konusu akma fonksiyonu belirgin bir
sekilde ¢ p uyumuna sahip olmakla birlikte Kolomb tipidir; sekil 3’te gosterilen
egimin iki diiz ¢izgisi bu fonksiyonu yansitmaktadir. Gerinme hizlar1 vektord, (4.9)
ve (4.12)’den gorildiigii gibi bu akma yiizeyine ortogonal bir vaziyettedir bu nedenle

normalite kurali (4.3)’te 6nceden belirtildigi iizere bu uzayda gecerlidir.

Simdi, bu akma sartin1 gercek gerilme uzayina transform edersek ve x, = p, x, = ¢q
esitligini koyarak ve bu esitlik de Gibbs potansiyelinin her hangi bir ters (back)
gerilmenin bulunmadigi varsayilan bir esitliktir- bu durumda (4.12) ifadesi asagidaki

gibi yazilir:
g=pu pkiburada y" = pu+p (4.14)

Bu esitlik de koheziyonsuz topraga iliskin klasik Coulomb akma sartinin (plastisite
kosulunun) Drucker-Parger genellemesini teskil etmektedir. Eger 1 = 0 ve 1 = 8
almirsa dissipasyon fonksiyonu sifir olur ve ancak o zaman normalite kurali gegerli

olur.
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£ = 0 oldugunda, malzeme sikistirilamazdir. Ters gerilmelerin eklenmesi, g - p

uzayindaki akma ¢izgilerini 6teler ve normalite {izerinde etkisi yoktur.

Dissipasyon fonksiyonunun gerilmeye bagli olmasini saglayarak elde edilen ilave
kompleksiteleri daha iyi anlayabilmek i¢in Legendre doniisiimiiniin geometrik
yorumlarindan birini géz 6niinde bulundurmak yararli olur. Bunlar ekte daha ayrintili

bir sekilde anlatilmistir. ¢ fonksiyonu su sekilde tanimlanmaktadir:

¢,y a;) = 0,0, —D(oy,ay,

a,;)=0 (4.15)
Sadelik i¢in, malzemenin sifir ters(back) gerilme ile akuple olmadig1 (ayristirildigy)
ve boylelikle ¢ 'nin ayni sekilde sifir oldugu kabul edilir. Plastik sekil degistirmeyi

sabit tutarak, buna § diyelim, bu durumda (5.15) ifadesi plastik gerinme hiz1 ¢, ; ‘nin

her bir yoni i¢in gercek gerilme uzayinda bir yiizeyi tamimlar. ¢, 2 ile
gosterdigimiz bir ylizeyi cevreleyen § ylizeyler ailesinin tiim olast degerleri igin
degisiklik gosterdiginden, akma ytlizeyi gibi herhangi bir plastik deformasyonla elde
edilemeyecek olan gerilme uzayindaki bolgeyi kapsar. Dissipasyon fonksiyonu ve
akma ylizeyi ile ilgili bu geometrik bakis agis1 Chandler tarafindan (1985), gerilmeye
bagli dissipasyon fonksiyonlar1 konusundaki tartismasinda kullanilmistir. Tam bir
termodinamik modeli goéz Oniine almamis olmasina ve Legendre doniisiimlerini
kullanmamasina ragmen, Chandler’in iddialar1 burada bahsedilenlere benzemektedir.

Akma yiizeyi zarfi denklemi (4.15) ve,

9 _, D _

? 5 -2 9 (4.16)
da / day

arasindaki «,; degerlerinin ortadan kaldirilmasiyla ve (5.15)’in plastik sekil

degistirme hizina gore tiirevinin alinmasi ile elde edilir. Ters (back) gerilme sifir
oldugunda, denklem (4.16), ortogonalite prensibi (3.15)’in yeniden ifade edilmesidir.
Ayrica, akma yiizeyi 2 ve bir § ylizeyine ait normal dogrultular ortak degme

noktalarinda ayni dogrultuda olmalidirlar, boylece
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[0 (4.17)

Ayristirilmis (dekapil) bir malzeme icin akis kuralini temsil eder. Dissipasyon
fonksiyonu D kesin bir sekilde gerilmeye bagli olmadigi zaman, (4.15) ile
tanimlanan S yiizeyleri hiper (asir1) diizlemler haline gelir, bu diizlemlerin normalleri

a,; ile ayn yondedir ve bunlar orijinden D /a, kadar bir mesafede bulunurlar.

Burada o, uygun bir sekilde tanimlanmis tansér normunda bir parametredir.

Cevrelenmis akma ytizeyi ® nin ayni zamanda ¢, ; s’nin dogrultusunda olmasi gerekir

ancak bu durumda akis kurali ile iligskilendirilebilmesi saglanir.

Izotropik bir malzeme igin ¢ fonksiyonu,gerilmeye ve gerinme hizlarina onlarin

invaryantlar1 ve birlesik invaryantlar1 vasitastyla baghdir. Bu invaryantlar kullanish
bir sekilde sOyle yazilabilir: tr(c™), tr(@m),(m=1,2,3) ve
tr(c?a’), (p,q=1,2) (Baker & Desai 1984; Prevost 1987). Bunun yani sira bu
fonksiyon, gerilme boyutlar1 ile birlikte tanimlayict maddesel parametresi
bulunmayan ‘tamamen siirtiinmeli’ malzemeler durumunda ¢, ve oj’ye gore birinci

dereceden bir fonksiyon olmalidir. Drucker-Prager modeli bdyle bir 6rnek olusturur.

Diger bir alternatif 6rnek ise dissipasyon fonksiyonu ile verilmistir,

D= u\/g(tr(a)tr(adz)—(tr(ad))z) (4.18)
ve bu da Matsuoka-Nakai (1974) akma (plastisite) kosulunu olusturmaktadir:

e

=tr(o)tr(c™) = i’ (4.19)

3

burada I; = 1,2,3 ¢ standart gerilme invaryantidir. Boyle bir model i¢in, ¢ = 0

denklemleri, gerilme uzayinda diizlemsel olmayan yiizeylerin bir ailesini olusturur.
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Bu, yukarida da bahsedildigi iizere, siirekli olarak asir1 (hiper) diizlem aileleri
olusturan klasik teorinin gerilmeden bagimsiz dissipasyon fonksiyonlar1 ile belirgin
bir zitlik icerisindedir. Siirtlinmeli bir malzeme, gerilme boyutunda her hangi bir
parametreye sahip olmadig: i¢in akma fonksiyonu her zaman gerilme bilesenlerine
gore sifirinct dereceden bir homojen fonksiyon olarak yazilabilir ve buna karsilik

gelen akma yiizeyi kosesi orijinde olan genellestirilmis bir koni olmalidir.

Verilen bir akma yiizeyi X, sonsuz tane zarf yiizeyi (S) ailelerinden {iiretilebilir ve bu
(4.17)’den elde edilebilen ¢ok fazla sayida akis yollarinin bulunmasina karsilik gelir.
Fakat, onceden tanimlanan bir akma yiizeyi yalnizca teget hiper-diizlemlerin bir
ailesinden iretilebilmektedir. Bir izotropoik malzeme i¢in hiper-diizlemlerin bu

ailesine iligkin esitlikler su sekilde olmalidir

H(0.6) = tr(0) — tr(0 )W, (&) ~ o, (&) (4.20)

Burada ¥; ve ¥,, dj; nin li¢ invaryantinin birinci dereceden fonksiyonlaridir ve oy
stirtiinmeli malzeme i¢in sifirdir ve diger yonden bir takim malzemeleri belirleyen
gerilme parametresidir. (4.20) ‘nin diferansiyelini alir ve (4.17)” de yerine koyacak
olursak, plastik gerinme hiz1 ile plastisite yiizeyi normalligi arasindaki fark ¥
(¢)o; formunda bir izotrop tansor olarak ortaya cikar. Bilesenleri gerilmeden
bagimsiz olan bu tansor dilatasyonel gerinme hizini temsil etmektedir. Bu nedenle,
izotropik malzemeler i¢in dissipasyon fonksiyonu her zaman IT diizlemi (bunun
anlami; plastik gerinme hizinin deviatorik kismi bir I1- diizleminde bulunan akma
ylzeyinin kesit alanina diktir.) ile iligskili akis kuralim ortaya g¢ikarmaktadir ve
normallik ancak gerinme hizinin dilatasyonel kisminda bulunmamaktadir. Bu sonug,
daha onceleri daha simirli bir baglamda Sawczuk & Stutz (1968) tarafindan ortaya
atilmistir fakat toprak mekanigi literatiiriinde pek fazla bilinmemektedir. Deney
yapan bilim adamlarinin ¢ogu, pek c¢ok davranisin biiyiilk ¢ogunlukla bu tiirden
oldugunu (6r. Lade & Kim 1988) ve II-diizlemindeki normalitenin bir ¢ok
matematiksel kalipta (6r. Prevost 1987) yaygin olan bir varsayim oldugunu goriisiinii
savunmaktadirlar. ikinci dereceden fonksiyonlar digindaki diger biitiin durumlarda

Legendre doniisiimiiniin uygulanmasi cebir acisindan karmagik olmasi nedeniyle,
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(4.20)’deki  fonksiyonlarin gergek sekilleri normal olarak ¢ok karisik bir yapida
olacaktir; akma fonksiyonu gerilme invaryantlarina gore cebirsel agidan basit bir

formda ifade edilse bile bu karmasik yap1 devam edecektir.

Neticede, su ¢ikarimda bulunabiliriz: bir izotropik malzemenin lineer bir dissipasyon
fonksiyonu ile iligkilendirilmesi her zaman miimkiindiir; bu da, verilen her hangi bir
akma ylizeyi ile gerektigi sekilde sapma diizleminde normalitesi olan bir akis kurali
tiretmektedir; ancak bu teori, baz1 genel davraniglara iliskin genel formlar1 olan lineer

olmayan dissipasyon fonksiyonlarinin olusturulmasi ihtimalini de ihtiva etmektedir.

4.2. Kritik Hal Modelleri

Kritik hal formiilasyonlar1 kullanan elasto-plastik modeller katilarin 6zellikle de
normal olarak konsolide olan killerin mekanik davramisini degisik ve Onemli
acilardan basarili bir sekilde tanimlamaktadir. Teoriler, normal olarak isle ilgili olan
degiskenler acisindan gelistirilebilir ve teorinin degeri iic eksenli testlerle
belirlenebilir;  bunlar isimle belirtilmesi gerekirse hacimsel ve efektif kayma

gerinmeleri v ve y, ortalama efektif basing p, ve asal gerilme farki g.

Bu tarz bir malzemeye dair dissipasyon fonksiyonu su sekilde yazilabilir.

D=TI(W"YTW",7") (4.21)

Burada v”plastik hacimsel gerinme, v” hacimsel gerinme hizinin plastik bileseni,
7 kayma gerinmesi hizinin plastik bileseni anlaminda kullanilmistir. IT fonksiyonu

gerilme boyutunda olup hacimsel sertlesme davranisini tanimlar. (zaman)' boyutuna
sahip olan 7, enerji dissipasyon hizin1 yonlendirir ve bu yiizden akma yiizeylerinin
seklini belirler. Orijinal ve Modifiye Cam-kili i¢in bu iki fonksiyonun sekli
Modaressi ve ¢alisma arkadaslar1 (1994) ile Houlsby (1981) tarafindan bulunmus ve
sirastyla asagida Tablo 2’de verilmektedir. Ayristirilmis bir model varsayilarak

Gibsbs fonksiyonu (3.5)’den su sekilde ifade edilebilir:
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G(p,q.v")=G(p,q)+pv’ +qy’ +G,(v",y") (4.22)

Elastik davranisi yoneten G, fonksiyonu i¢in (3.28) formu sabit elastisite modiiliinii
verir. Ancak toprak i¢in anlik yigin (bulk) modiilii sabit degildir ve kayma
modiiliiniin hala sabit olmas1 i¢in, G; de gerek duyan ortalama efektif basingla

orantilidir;

2

G,(p.q) =« p(in p—1) +§—G (4.23)

Gerilme gerinme iliskileri ise sdyledir:

e * e q
vi=K In ve = 4.24
p 7 =36 (4.24)

.e *p - e q
vi=Kk = ve =— 4.25
p 4 3G ( )

Kritik durum teorileri ile ilgili ¢ogu formiilasyonda anlik yigin (bulk) modiilii ayni
zamanda mevcut spesifik hacim J/”ye veya e oranina baghdir (Wood 1990), ve ilk

denklem su sekilde degistirilir:

pe= P (4.26)
l+ep

e plastik deformasyona bagli oldugu icin, boyle bir model kapil (birlesik) etkiler
bulundurur ve 4.23°de tartisilan tiim kompleksiteleri biinyesinde bulundurur. Ancak
bu kapil etkilesim ¢ok zayiftir ve kiiclik gerinme teorisinde ancak ikinci dereceden
bir etki olarak goziikiir. Ayrica Butterfield (1979), ¢ogu durumda deneysel verilerin
InV ve In p arasindaki dogrusal bagintilar1 tahmin eden (4.24) ve (4.25) iliskileri
tarafindan ¢ok iyi temsil edildigini belirtmektedir. (4.26) ile ifade edildigi gibi, bu

durumda V ile Inp arasinda da lineer bir iligki vardir.
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T (v?, y”)gerinme hizlarina gore birinci dereceden homojen oldugundan dolay1
onun dejenere Legendre dualinin f{x,y)= 0 oldugunu sdyleyebiliriz, burada
x=0T/ov? ve y=3T/dy” dir. (3.15) ve (4.21)’den x: X,/II ve y:X,/II iken X, ve
Xq genellestirilmis gerilme tansoriiniin ilk iki invaryantidir. Bu yilizden akma sartinin

asagidaki gibi ifade edilmesi gerekir:

Zp Xy | _
f(l—l(v”)’l’l(v”)] 0 4.27)

Sabit bir plastik hacim deformasyonundaki akma yiizeyleri genellestirilmis gerilme
uzayinda bu ylizden geometrik olarak kendilerine benzer egrilerdir. Gergek gerilme

uzayinda akma fonksiyonu asagidaki gibi ifade edilir:

P=P, 9= Py | _
f( e’ H(V”)j =0 (4.28)

Tablo 4.1. p, normal 6n konsolidasyon basinci

Orijinal Cam-kili Modifiye edilmis cam-kili
(') (") ip,0)
T(v".5") | My exp((v/Mp”)-1) | o> + M7
P, ’ 1p,007)
p p, T/ My 1p,(1+v7/T)
q pT(L=v" /My*)y?  |LpM*p7IT
Akma sart1 q =Mp1n(p0/p) qz :sz(po /p)
Akas kurali \)p/j}p:M—(q/p) \'/p/}ﬂ:Mz(pz—qz)/qu
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i 1 >
|

Sekil 4.2. Genellestirilmis basing uzayinda akma yiizeyleri

= F

Sekil 4.3. Gerilme uzayindaki akma yiizeyleri

Burada, p, ve p, (6.2)’deki G’nin diferansiye edilmesi ile verilen, geri (back)

gerilme tansoriiniin ilk iki invariyantidir.

Tablo 3’de de gosterildigi gibi orijinal Cam-Kili modeli geri (back) stresin
kullanimina gerek olmadan iiretilebilir ve boylece tiim plastik is kaybedilmis olur.
Ancak modifiye bir Cam-kiline ait blinye denklemini iiretmek i¢in Houlsby (1981)

genellestirilmis gerilme uzayinda benzer akma noktalarini kaydirma etkisine sahip
olan p, =7 p, (v")=TI(v") formunda geri (back) gerilmesini bulmustur, bdylece

bunlarin hepsi de gercek gerilme alaninda (sekil 4.2 ve 4.3) orijinden ge¢cmek
durumundadirlar. Ancak, dissipasyon fonksiyonuna % p, (v")v? terimini ekleyerek

aynt akma ylizeyi ve akis kuralinin formal olarak {iretilebilecegini de belirtmek

gerekir, boylece
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D=5p,(v")V"+ My +v? (4.29)

ve G uygun sekilde elde edilirken ve p, ise sifir olur. Bu modifiye edilmis

dissipasyon fonksiyonu kesinlikle G > 0 temel gereksinimini karsilar, ancak (4.29)’a
eklenen terim entegre edilebilirdir ve bu yilizden kapali bir dongiide is terimine hig

bir katkis1 olmaz.

Dissipasyon giiclinii; serbest enerjinin degisim hizi (F ) ve (3.7)’de verilen D’nin
dissipasyonu seklinde ayristirmak bir ¢ok farkli sekilde gergeklestirilebilir, ancak D’
nin integre edilebilir bilesenleri olmadigi seklinde bir yargida israr edilmemelidir.
Formalizmin kullanildig1 herhangi bir olayda Modifiye Cam-Kili modelinde sadece
yapilan isin yarist izotropik plastik sikistirmada kaybedilmis olur. Orijinal Cam-Kili
olusumu tiim plastik isin kaybedildigini varsayarken modelin bu yonii tatmin edici
degildir, ¢linkii ilgili akim kurali aslinda izotropik sikigtirma sirasinda (g=0) plastik
kayma gerinmelerini tahmin eder ve sinir ylizeyinin bu uglarinda bir siireksizlik
empoze etmek gerekir. Elbette bu oOzellik modifiye modellerin gelistirilmesine

rehberlik edecektir.
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4.3. Nonlineer Analiz icin Ornek Problem

Bu problemde hem bir 6lii yiikiin hem de ¢evrimsel(tekrarlanan) bir noktasal yiikiin
etkisi altinda kalan elasto-plastik dairesel bir plak i¢in non-lineer analiz yapilmistir.
Disaridan uygulanan yiikleri tanimlamak i¢in degisik yiik adimlari, bir yiik adimi i¢in
alt adimlarin maksimum ve minimum sayisi, yliik adimina ait opsiyonlar ve ayni
zamanda kinematik sertlesmeyi dikkate alarak plastisite egrisi tanimlanmaktadir. Bu
ornekte, ayn1 zamanda non-lineer bir analiz i¢in ANSYS programimin olusturdugu

monitdr dosyasinin da nasil yorumlanacagini agikga ifade etmis olacagiz.

ANSYS sonlu elemanlar paket programi non-lineer bir analizde bir ¢ézlim tliretmek
icin artimsal ¢6ziim prosediiriinii kullanir. Bu 6rnekte, bir yiik adimi igerisindeki
toplam dis yiik belli sayidaki alt adimlar {izerinde artimlar seklinde uygulanmistir.
Non-lineer problemlerin ¢oziimlenmesinde kullanilan pek c¢ok sayisal analiz
teknikleri her bir alt adimi ¢6zmek icin Newton-Raphson iteratif prosediiriinii
kullanir. ANSYS programinin ¢6ziim modiiliinde de tercihe bagli olarak bu prosediir
ve benzeri iteratif teknikler yer almakta ve uygulanabilmektedir. Oncelikle her bir
ylk adimi i¢in alt adimlarin sayis1 belirlenmelidir ¢ilinkii bu say1 her bir yiik adiminin
birinci alt adiminda uygulanan baslangi¢ yiikk artiminin OSl¢iislinii kontrol eder.
ANSYS programi bir yiik adimindaki her bir ardisik alt alt adim i¢in yiik artiminin
Olciisiinii otomatik olarak belirler. Bu ardigik alt adimlar i¢in yilik artiminin 6l¢iisii,
alt adimlarin maksimum ve minimum sayisini belirleyerek kontrol edilebilir. Eger alt
adimlarin sayis1 tanimlanirsa; maksimum ve minimum alt adim sayis1 ayni olmak
zorundadir ve ANSYS yiik adimi igerisinde biitiin alt adimlar i¢in sabit bir yiik

arttmini kullanir.

4.3.1. Problemin Tanimi

Bu 6rnek problemde, modeli mesh etmek i¢in eksenel simetri opsiyonuna sahip dort
diiglim noktalt PLANE42 elemani secilmis ve incelenen plak i¢in eksenel simetrik
bir model kullanilmistir. Geometrik olarak non-lineer bir analiz gergeklestirilmistir.

Kinematik kisitlamalar asagidaki gibi belirlenmistir: plagin merkezine yerlestirilen
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diigim noktalar1 radyal yer degistirme gostermeyecek sekilde kisitlanmistir. Dis
kenarlara yerlestirilen diigiim noktalar1 ise hem radyal hem de eksenel yer degistirme
yapamayacak sekilde smirlandirilmigtir. Olii yiik birinci yiik adimi esnasinda
uygulanacak, tekrarli noktasal yiik ise arka arkaya gelen ardigik alti yiikk adimi

icerisinde uygulanacaktir.

0.125 N/m*lik toplam yiikiin 1/10 unu teskil eden birinci alt adim iizerinden
uygulanan olii yiikk arttimini garanti altina almak ig¢in, ilk yiikiin uygulanmasi
esnasinda 10 tane alt adim belirlenmistir. Malzemenin non-lineer biinyesel davranisi
hakkinda heniliz kesin bir bilgiye sahip olmadigimizdan, alt adimlarin sayisi
maksimum 50, minimum 5 olacak sekilde belirlenmistir. C6ziim esnasinda, plak
yiiksek mertebeden non-lineer bir davranig gosterirse yiik artimlar1 toplam ytikiin
1/50 si kadar olan artimlarda kesilebilir. Eger plak yumusak bir non-lineer davranis

gosterirse yiik artimlar1 toplam yiik 6l¢iisiiniin 1/5 ine kadar arttirilabilir.

Tekrarlt noktasal yiikiin uygulanmasi icin ardigik alt1 ylik adimi belirlenmistir, bu
prosediir esnasinda, maksimum 25 ve minimum 2 alt adimlara sahip olan 4 adet alt
adim uygulamasi da belirlenecektir. Bu 6rnekte, noktasal tekrarli yiikiin uygulandigi
yerdeki diiglim noktalarimin diisey yer degistirmelerinin biitiin ¢6ziim {izerindeki
gecmisini takip edebilecegimizi gosterecegiz, bu islemi ayn1 zamanda sabitlenmis
kenarlarin altina yerlestirilmis diiglim noktalarindaki reaksiyon kuvvetleri i¢in de

yapabiliriz.

4.3.2. Problemin Ozel Sartlar

Dairesel plak 1.0 m ¢apinda ve 0.1 m kalinhi§indadir. Bu problem i¢in asagidaki

malzeme Ozellikleri kullanilmistir:

E =16911.23 Pa ( malzemenin elastisite modiilii).

v=0.3 (Poisson orani)
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Malzeme i¢in kinematik sertlesmeyi ifade eden plastisite egrisine ait deneysel veriler

asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 4.2. kinematik sertlesmeyi ifade eden plastisite egrisine ait deneysel veriler

Logaritmik gerinme Gergek gerilme (Pa)
0.001123514 19.00
0.001865643 22.80
0.002562402 25.08
0.004471788 29.07
0.006422389 31.73

Plak iizerine etkiyen olii yiik, 0.125 N/m”lik iiniform basing etkisi seklinde
degerlendirilmektedir. Tekrarli noktasal yiikiin ge¢misi problemin akis1 ve ¢oziimii

esnasinda ifade edilecektir.

Biitiin sayisal analizlerde oldugu gibi bu problemin c¢oziimii de ii¢ asamada

gerceklestirilecektir.

Birinci asama da yani 6n islem asamasinda; kullanilacak eleman tipi ve opsiyonlari
belirlenecek, malzeme Ozellikleri girilecek ve problemin geometrisi tanitilacak ve

mesh (elemanlara bolme) islemi gergeklestirilecektir.

Ikinci asama ¢oziim asamas1 olup yiik adimlar1 ve opsiyonlar1 belirlenecek, gerekli
kisitlamalar konduktan sonra uygun bir ¢oziim prosediirii kullanilarak problem

¢Ozdiirtilecektir.

Ugiincii asamada ise elde edilen sonuglar incelenecek ve gerekli yorumlar

yapilacaktir.

Asagida oOzellikle kinematik sertlesme Ozelliklerinin programa tamitildigi ve

grafiginin ¢izildigi ifade edilmektedir.
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Sekil 4.4 Kinematik sertlesme i¢in gerilme- gerinme degerlerinin programa
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Sekil 4.5. kinematik sertlesme i¢in gerilme — gerinme egrisi
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Sekil 4.6. Geometrinin Sonlu Elamanlar Modelinin olusturulmasi

Burada 320 tane eleman diizgiin mesh jenerasyonu ile olusturulmustur. Problem
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eksenel simetrik
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Sekil 4.8. Diigiim noktalarina uygulanan kuvvetlerin gosterilimi
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Sekil 4.9. Elemanlar tizerine uygulanan kuvvetlerin gosterilimi
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Sekil 4.10. Sadece basing yiikii altinda diiglim noktalarin toplam yer degistirme
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Sekil 4.11. Basing yiikii altinda diigiim noktalarindaki toplam yer degistirmenin %

oraninda genisletilmis eksenel simetrik gériiniimii
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Sekil 4.13. XY diizlemindeki kayma gerilmeleri
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Sekil 4.14. Hidrostatik basing

Buraya  kadar  herhangi  bir  plastik  gerilme ve  deformasyon
gozlenmemektedir.Problemin bu asamasindan sonra tekrarli yiikler uygulanacak ve
elde edilen sonuglarda plastik gerilme ve deformasyonlarin da etkisi de goriilmeye

baslayacaktir.

sabil dairwsl bic plak 1cin

Sekil 4.15. Tekrarlt yiikiin uygulanmast
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Tablo 4.3. Secilen diiglim noktasindaki diisey yer degistirme ve FY kuvvetinin her
bir yiik adiminda aldig1 degerler

LOAD SUB- NO. NO. TOTL INCREMENT TOTAL VARIAB1  VARIAB2 VARIAB 3
STEP STEP ATTMP ITER ITER TIME/LFACT TIME/LFACT ~ MONITOR  MONITOR MONITOR
Uy FY MxPI

1 1 1 2 2 025000 0.25000 -.36920E-03 0.53596E-01 0.78886E-30

1 2 1 1 3 0.25000 0.50000 -.73837E-03 0.10712 0.78886E-30

1 3 1 1 4 037500 0.87500 -.12920E-02 0.18726 0.78886E-30

1 4 1 1 5 0.12500 1.0000 -.14770E-02 0.21394 0.82031E-04
1 1 2 7 0.12500 1.1250 -.14341E-02 0.21144 0.78886E-30
2 1 1 8 0.12500 1.2500 -.13912E-02  0.20895 0.78886E-30
3 1 1 9 0.18750 1.4375 -.13269E-02  0.20520 0.78886E-30
4 1 1 10 0.28125 1.7188 -.12304E-02  0.19958 0.78886E-30
5 1 1 11 0.28125  2.0000 -.11275E-02 0.19396 0.68245E-03

1 1 2 13 0.28125 22812 -.12240E-02 0.19959 0.78886E-30

1 1 14 0.28125 25625 -.13205E-02 0.20520 0.78886E-30
0.21875  2.7812 -.13956E-02  0.20957 0.78886E-30
1 1 16 0.21875 3.0000 -.14761E-02 0.21394 0.59662E-03
0.21875 3.2188 -.14010E-02  0.20957 0.78886E-30
1 1 19 0.21875 3.4375 -.13259E-02  0.20520 0.78886E-30
0.32812  3.7656 -.12133E-02 0.19864 0.78886E-30
1 1 21 0.23438 4.0000 -.11274E-02 0.19396 0.59370E-03
0.23438  4.2344 -.12079E-02  0.19865 0.78886E-30
1 1 24 023438 44688 -.12883E-02 0.20333 0.78886E-30
0.35156  4.8203 -.14090E-02 0.21035 0.17017E-05
1 1 26 0.17969  5.0000 -.14760E-02 0.21394 0.58225E-03

— kWD = B WD
— — — —
[\ —_ [\S) [
[\®) [\ ) — —
W (@] o] W

A NN N R R R W W LW WD N NN
WD
—_
—
&

1 1 2 28 0.17969  5.1797 -.14143E-02 0.21035 0.78886E-30
2 1 I 29 0.17969 53594 -13527E-02 0.20676 0.78886E-30
3 1 I 30 026953  5.6289 -.12602E-02 0.20138 0.78886E-30
4 1 1 31 037109  6.0000 -.11275E-02 0.19396 0.58325E-03
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Sekil 4.16. Esdeger plastik gerinmeler

Sekil 4.17. Esdeger plastik gerinmeler
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ANCAL 0L T ION AN

bhdi J0 Z0DE
ITEP=& S0z54: 10
AUE =4

F1LOT WU
TiRa=

L] e B E-0 THLE-1 ) F
130e-0F HLlE-0% E5 1807 MZE-03 1173
rabit dairew] bir plak icam monlinear sealiz

Sekil 4.18 Toplam yer degistirmeler

EORAL SOLTTEON

ETIF=a

SN =g

TIEL =4

! TEF RHDE
MLEEPL AN
FETa=0

DL =, 00117
FWE =i@

#NL =0, 618

[ [ E— : I
18 25,798 13,718 is.0m8 38 . 43F

110, 1E 1. 3% 14,893 17, 23E 9. 619
ambit deicmml bz plek 2cin nonlinssc scaliz

Sekil 4.19 Yiikiin uygulandigi diigim noktasindaki elemanda

gerilmeler

olusan plastik
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EROBAL BOLUTICN

HTIF=4

0 =4

TIEE =

# CIF AMDED
s 100G
DRI =.D0117
=M =9.11

SHE =23.127

7.3 10, GES £4.34% 17.785 81,35
a.008 11443 t5.018 19.571 23.127

mahit cairesl bir plak toin nonlinesr saalic

Sekil 4.20. Ayn1 elemanda ortaya ¢ikan Elastik Von-Mises gerilmeleri

ELEREMT SC0UTTOM
STEP=g
a0 =4
TIHE=§

FERPRMIER
WLPLME IHCAN
EaTa=]

ONE = 00387

ANT = CEREE

b Ekr AT ERE] +OFARE] LRl
«O0EE1 «DIEE] «IFE0E1 {DHERTE ik b

mubit deicssl bir plak iciz popliness momliz

o

Sekil 4.21. Birim hacim bagina yapilan plastik igin elemandaki dagilim1
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~IEIE-AT M-l - SF1TE-33 TR

ambibt deirssl bir pdsk icin mozlineer ssmlix

 LESE -0 AL -] « TREE-0d O8I0 » 1 AEN

Sekil 4.24. Elastik Von — Misses (ortalama) gerinmeleri

| gr-hed ]
.:-"d'-.-'
=l
g Al A
] |
:'-i o et s
= | £ A
L T
o y 4
=] e R
Dmi | I
P
L |mEgT-
=1 = F J L} L 1.F
=.TH -. 08 [4] ) ] L.Z§
toplem ¥ gerimmesi
mubit duicesl bz plak icis monlinsss analiz

Sekil 4.25. Toplam gerinmeye karsilik gerilme egrilerinin ifadesi



124

T gerilpegl

o E.& p I 1.1 L § L |
-0 2.4 i k& T

toplan ¥ gerimeesi

sabit dairesl bas plak 26in nonlinesr aealls

Sekil 4.26. Y diizleminde gerilme — gerinme egrisi

1
[ | M
JAH 31 I
Fl:-43:08
PLOT MWO. 1
F=1
i
It _,_.'-'-"_'--:-"'P-:'r.
_4-'—"'__'_,..:-""-'-'- .a‘f..
10 - |~
L]
WALD o
-
=1k
..-r"'_'-"'
1 -
]
b %) =1
-3 [CE s
[ i .4 & 1.8 7.2
1] E 1.2 L ] .4
TIHE
dabdt daireal bie plak icin nanlitear analiz

Sekil 4.27. Kinematik sertlesme olayinda akma diizleminin yer degistirmesi
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4.4 Bakir Bir Levhanin Rijid Bir Duvara Carpma Probleminin Elasto-Plastik Analizi

Bu problem de bakir bir levhanin rijit bir duvara ¢carpma olay1 nonlineer analiz kapsaminda
simiile edilmektedir. Bakir levhanin 227 m/s lik bir hizla rijit bir duvara carptigi

diisiiniilmekte ve ¢arpma olayindan 80 s sonraki plastik davranis modellenmeye

calisilmaktadir. Problem deki tiim veriler SI birim sistemindedir. Bakir levha eksenel simetrik
elemanlarla modellenmistir. Tek ylikleme adimi kullanilarak ¢6ziim elde edilmektedir.
Yiikleme adimindaki ilk hiz ve gerekli biitiin kisitlamalar baslangicta yapilacaktir. Bakir
levhanin sol tarafinda yer alan diigiim noktalarina yiiklenen kisitlamalar, levhanin sol

tarafinda da rijit bir duvarin bulundugunu dikkate alarak yapilmustir.

Bu problem i¢in gerekli 6zellikler;

E=117.0 E9 N/m’ ( elastisite modiilii)
p =8930 kg/m® (yogunluk)

v =0.35 (poisson orani)
oy=400.0E6 N/m” (akma gerilmesi)

E.= 100.0E6 N/m’ (Tanjant modiilii)
V =227.0m/s (ilk hiz)

Uzunluk = 32.4 E-3 m
Cap=64E-3m

Visco 106 tipinde bir eleman mesh jenerasyonu i¢in kullanilmistir.

Sekil 4.28. izotropik sertlesme durumunda gerilme gerinme egrisi
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ELENENT BOLUTION

STEF=4

BOE =4

TIAD=a

S EXFANDED
MLEFE]  (MOLWG
REYTan

PHE =, 00117

=AY =, 003122

SE-03 .H13EE .maz LTI
«ALTE-03 »O0104EL L1754 JINdqnE JHF1EE
=ahic dairesl bir plak ioin ronlisesr srslis

Sekil 4.22 Plastik gerinmeler

ELEMENT S00TIOH
HTEP=6
a0 =4
TIAE=g

FERPMITER

EFPLEY  (WOuVD)
BATE=D

il s.o01x7

SAN = EANE-O3

- -LE-H1 ~. AFre-41 = 23Er-u1 = DEAE T =.naEs-d
1IRE=R3 L &L ] SERE=ED A

mebit deicesl biz plak iciz ponliress momliz

Sekil 4.23 XY diizleminde plastik kayma gerilmeleri
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ELEMENTS m

m & ik
ELEM EIM 11:34: 10
FLOT B 1

eIt bie divara cacpan bafle bir ellindie

Sekil.4.29 Eksenel simetriye sahip geometrinin mesh edilmis hali

NCTAL EUTIOH e I

o f T
¥ L] LE "'...1_'..!'_
#TE =BT FoT . i
TOEE=_ SIIE-04
1TH T
rETErd

[- N EER
s T ublllLig

dugum roktalsrisdee toplem yer degis

134% d aEIThg E TOEL T [T ]
riyit hir duvacs carpan bafr Bir rilindis

Sekil 4. 30 Diigiim noktalarindaki toplam yer degistirmeler
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Sekil. 4.31 % Oraninda eksenel simetrik goriiniim

oAl (S e
& TINe
1w

' [ 15
TEF=1 d LL: 4
Y =1 PLFT T
TEEE iw-ii
re &
= Tl
e o T
funm noktaleg =ds sadecs
¥ - yoaurdeil per degletiomelsr
/
g

Sekil 4. 32 Diiglim noktalarinda sadece y- yoniindeki yer degistirmeler
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HODAL ESLUTEDN M
FER T FIES

FTEr=1 Lkt A0 BN

i =182 PLOT WG 1

TLEE=, BIEE-04

EFFLT TATHI

EETE=1

omn = _OL11L] XT plEstil Ka J=ELhislar]

TR - . WITTIT ’ o

X = L1k

R T3 1 T sanE

- - - I
- Sdindiad - A0eaE2 1200 WD
plasiik gaiiles afedlidl

Sekil 4.33 XY plastik kayma gerinmeleri

WODAL BILLPFLOW AN
TETEl

ey wiad
Frmie. el 6=

rex 7 piiE
Lhi: 41 3%
FLIIT ] 1
SRR TR
EFFLNT [ ]
wize=l
ONE = OL1113
= Wi THiE
miz = LI1GH

badyTia gerLigmlacl

- N1 e -
plartikc gerilms aralizi

Sekil 4. 34 Plastik kayma gerinmelerinin % simetrik kesitteki goriiniimii
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Sekil 4.35 kayma gerilmelerinin 2 oraninda eksenel simetrik goriiniimii

Sekil 4.36 Plastik birinci asal gerinmeler



A-E-1-E-N ANEYS 5.0
FEB 6 Z005
12:16:34

BLOT HO. 1

WODAL SOLUTION

§TEP=1

§UB =182
TINME=. B00E-04
/EYPANDED
NLSEEL
RSY5=0
oy =, 011113

(AVG)

plastik gerilmeler

A-E-1-E-N
WODAL SOLUTION

§TEP=1
SUB =182
TIME=. BO0E-04
/EXPANDED
8XY (AVG)
REYS=0

spid 2l de
MM =-. BAOE+08
SMY =, 9528408

ANEYE 5.0
FER 6 2005
12:16:34
BLOT HO. 1
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A-E-L-K-N ANSYS 9.0
NODAL SOLUTION EEBlzélé?gi
3TE2=1 PLOT HO. 1
5B =182

TIKE=. 800E- 04

/ EXDANDED

NLHPRE  (AVE)

ReYs=(

DY =. 011113

SN ==, 240E+ D3yon- i@ elastik gerilreles
MY =. 2518409

—.240!’+09 - 1916409 -.2156408 .G76EYOE . 1978409

-, 1B5E+09 -.761E4+08 .330E+08 . 14ZE+09251E+09
A-E-1-E-N ANEYS 5.0
FER 6 2005
NODAL SOLUTION e
3TER=1 PLOT NO. 1
sUB =182
TIME=. 800E-04
{ EXDANDED
SEQV (AVG) :
X = 011113 hidrostatik
3N =.206E+08 :
inc
MY =. 338400 bag

-!!HLH! - 430D -.!!!L’+D? L J4gE+Hla .’!!LDB !H!L!! 11ZE+09 .!!!LDQ LL96E+0S .!!!LDQ

- 6R9E+05 -.256E408 . 146E+08 |, 549E+03952ZE403 JG65E408 L 158E409  LZDOE409 L G42E+09433E+05
rijit bir duvara carpan bakir bir silindir

Sekil 4.37 Degisik gerilme durumlarinin bir arada goriintimii



A-E-1-E-N ANSYS 9.0
FEB 6 2005

NODAL SOLUTION P

§TEP=1 PLOT NO. 1

SUB =132

TINE=. B00E-04

J/EXPANDED i

ERELEQV  (AVE) i .

DI =, D11113 fial plastik

SMN =. 204808 it e

S von-Mises

L,204E-08 L2522 1.25 1,876 2.501

16l 37889 1,563 Z.188 Z.613

A-E-1-E-N
WODAL SOLUTION

STEP=1
5UB =182

BO0E-D4
Pl g L00e
ERTOEQV  [AVE)

DMy =.011113

EMN =, 405E-03
EM =2, 814

ANEYS 5.0
FEB 6 2005
12:26:18
BLOT HO. 1

!!!!—!! Lbi362d !!!! 1,876 !!!!

313017 .538E4 1,563 2.189 Z.814
rijit bir duvara carpan bakir bir silindir
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A-E-L-E-N ANSYS 9.0
FEE & 2005
NODAL $OLUTION et
3TER=1 PLOT NO. 1
3UB =182
TIME=. B00E-D4
/EXPANDED .
RDELEQV  (AVC) elastik
MY =, 011113
My =, 307E-03 von-Mises
8MY =. 003732
JI07E-03 001063 00183 002591 003352
LGO6E-03 001449 L0221 002971 ,003732
A-E-L-E-N ANSYS 9.0
FER & 2005
NODAL SOLUTION e
3TER=1 PLOT No. 1
3UB =182
TIME=. B00E-04 b
{ B PANDED :
EDPLEY  (AVC) plastik kayma
Rays=] . ‘
DHX =. 011113 gerinmelerl
SMN =-.937212
X . '
S =. 130908 ¥-d zleminde

—!!!!!! -, b9555d —.!!!LQZ -.idaldd MB

-.818532 -.081172  -.343812 -.106452.130908

'Sekil 4. 38 Farkli gerinme durumlarinin bir arada gosterilmesi
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5. TARTISMA ve SONUCLAR

Bu calismada, plastisite teorisi ile ilgili temel kavramlardan baslayarak malzemelerin
plastik davranis1 siirekli ortamlar mekanigi kapsaminda incelenmistir. Hizdan
bagimsiz plastisite teorisi iizerinde yogunlasan bir calisma gergeklestirilmistir.
Gerilme tansorii, sapma tansorii ve hidrostatik basing kavramlar agik¢a izah
edildikten sonra gerilme tansorii ile sapma tansdriine ait invaryant parametreler
belirlenmis ve bu invaryantlar arasindaki iligkiler ifade edilmistir. Levy-Mises ve
Prandtl-Reus teorileri agiklanmis ve bu teorilerin plastisite teorisi igerisindeki yeri
ifade edilmistir. ANSYS sonlu elemanlar programi kullanilarak iki farkli plastisite
problemine sayisal coziimler elde edilmistir. Ekler kisminda, siirekli ortamlar
mekanigi ile ilgili konularda oldukca etkili ve faydali bir bigimde kullanilan

Legendre transformasyonu izah edilmistir.

Ayrica, taneli malzemeler i¢in blinye modellerinin gelisimine uygun bir plastisite
formiilasyonu gelistirilmistir. Bu yaklasimin belirli 6zellikleri termodinamik ilkelere
dayanmaktadir, bdylece bu gercevede gelistirilen tiim modeller otomatik olarak
termodinamik kurallara uymaktadir. ikinci olarak jeomalzemeler, makul dogrulukta
model alinacagi zaman gerekli olan siirtinme ve dilatasyon (genisleme) gibi

ozellikleri saglamak i¢in bu modeller yeterli esnekligi saglar.

Burada bahsedilen yaklasim kinematik degiskenlerin fonksiyonlariyla baslar, fakat
bunlar topragin plastisitesi ile ilgili geleneksel yaklasimlara alisik kisiler i¢in oldukca
yabanct oldugundan bu formiilasyon gerilme degiskenleri seklinde yeniden
anlatilmaktadir. Formiilasyonun bu sekilde yeniden anlatilmasi dissipasyon
fonksiyonu, akma yiizeyi ve akis kurali ile ilgili 6nemli baglantilar1 gosterdigi i¢in
onemlidir. Ozellikle de siirtiinme kavrami ve birbirinden bagimsiz olan akimim
aslinda birbirlerine ¢ok yakin oldugunu gosterir. Bu ¢alismada ayni zamanda elasto-
plastik modeller ile bagimsiz akim kurallar1 da herhangi bir termodinamik kanun

ihlal edilmeden teorik olarak islenmektedir.
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Dissipasyon fonksiyonlarinin kullanimi ve bunlarin akma ylizeyinin sekli ile olan
baglantis1 bazi modern yaklasimlarin malzemenin davranisina uygulanmasidir ve bu
yaklagimdaki fenomonolojik modeller, dissipasyonun hesaplanabilecegi mikro

yapisal modellerin géz 6niine alinmasindan da ¢ikarilabilir.

Hem birlesik etkiler tasiyan kapil malzemeler hem de birlesik etkiler tasimayan
malzemeler i¢in yeni formiillerin kullanimi ile gerinme sertlesmesi, siirtiinme ve
genigleme icin plastisite modelleri ile ilgili Ornekler verilmistir. Cam-Kili

malzemeler ailesi ayn1 zamanda bu yeni yaklagimla da anlatilabilir.

Bu calismada termodinamik fonksiyonlardan baglayarak bilinye modellerinin
gelistirilmesinde giiclii bir teknik olarak goziikken Legendre transformasyonu

kullanilmastir.

Ek: Legendre Transformasyonlari

Legendre transformasyonu, rolii her zaman tam olarak kabul edilmese de
matematikte uygulanan en faydali yontemlerden birisidir. Bunlarla ilgili taninmis
ornekler arasinda analitik mekanikteki Lagrange ve Hamilton fonksiyonlari, akim ve

plastik katilarla ilgili

Tedet
Hiperdizlem

Sekil 5.1. Boyutsal aralikta I’in sunumu (n+1)
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teorilerdeki fiziksel ve hodograf diizlemler arasindaki termodinamik potansiyel
teorileri, ve elastik teorideki dissipasyon enerjisi ile tamamlayici enerji ornekleri
verilebilir. Sewell (1987) belirli konulara o6zellikle vurgularda bulunarak
tamamlayict degisken ve ekstremum ilkelerinin genel teorilerindeki Legendre
transformasyonu ile ilgili 6nemli bilgiler sunmaktadir. Bu transformasyon ayni
zamanda gerilme oranlarn ile deformasyon oranlar1 potansiyelleri arasindaki
transferler icin elasto-plastik malzemelerin gerinme hiz1 formiilleri igin de
kullanilmistir. Bu uygulamalar burada kullanilanlardan oldukga farklidir. Bu yilizden
bu metinde gerekli olan temel transformasyon Ozelliklerini tekrar gozden

gecirecegiz:
(a)Legendre transformasyonunun geometrik sunumu

Z =X(x), i=12,..,n fonksiyonu (n+1) boyutlu (Z, ) uzayinda bir " yiizeyini
tanimlar. Aym yiizey teget hiper diizlemlerinin zarfi olarak da kabul edilebilir.
Legendre transformasyonu ile ilgili bir yaklasima gore bu hiper diizlemler cinsinden
Z’yi tanimlayan fonksiyonel bir temsil olusturur. Bu baginti geometride iyi bilinen

bir diialite yi ifade eder. X(xi) fonksiyonunun gradiyentleri y;,

s
"o,

(Al)
ile verilir, boylece (n+1) boyutlu uzayda I' yiizeyine dik dogrultu (-1, y;) dir. Eger I
tizerinde P (X,x;) noktasindaki teget hiper diizlemi Z- eksenini Q(-Y, 0)’da kesiyorsa,
(X+Y,x;) vektorii teget hiper diizlem iizerinde yer alir ve bu yiizden P noktasinda

I" yiizeyine diktir. Bu iki vektoriin skaler ¢arpimi,
X(X)+Y (i) =X%Y; (A2)

seklinde olur. Z= -Y(y;) fonksiyonu teget hiper diizlemlerini kusatan bir aileyi

tanimlar ve ' yiizeyinin diial tanimini olusturur. Bu fonksiyon (A1) ve (A2)’deki
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n+1 denklemden n adet X; degiskenini elimine ederek olusturulabilir. Bu durum yerel

olarak miimkiindiir, X; ler i¢in (A1) ters ¢evrilebilir ve ¢dziilebilir, yani tekil olmayan

2
Hessian matris formda oY, = o X seklinde ifade edilebilir. Hessian
o0X; 0X 0X;

j
matrisinin ,determinantinin sifir oldugu noktalar transformasyonun tekillikleridir. y;

ye gore tekil olmayan bir noktada (A2) nin tiirevi alinirsa

OX. OX.
%_J_Fﬂ:yj_J_pxi (A3)
ox; oy; oy, oy,

bulunur. (A1) ifadesinin yardimiyla asagidaki sonuca indirgenir:

oY
X =

i~ a_yl (A4)

(Al), (A2) ve (A4) iliskileri Legendre transformasyonunu olarak tanimlanir. Bu
transformasyon X ve Y’nin rollerinin degisebileceginden dolay1r kendi kendisinin

dualidir.

Transformasyon genellikle analitik bir sekilde gerceklestirilmez. X(xi)=(1/2) AjjXiX;
seklinde ifade edilen quadratik form istisnai bir durum olusturur, burada A;; tekil

olmayan simetrik bir matrisdir. Dual degiskenler X, = Aij"ly j oldugundan dolay1
Yy, = (6X /6Xi): A;X; seklinde olur ve Legendre duali quadratik formu asagidaki

sekilde olur.
Y(yi) =Xy - X(Xi) = A}lyiyj _%Ai}lyiyj :%Aijilyiyj (A5)
Bazi yazarlarin Y fonksiyonunun isaretini degistirdigini dikkate almaliyiz, yukaridaki

notasyon transformasyon simetrisini agikca ortaya ¢ikardigi i¢in kullanilir. Sewell

(1987) bu transformasyonla ilgili alternatif geometrik agiklamalar sunmaktadir.
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(B) Homojen Fonksiyonlar

Z = X(X;) fonksiyonunun x;s’de n dereceden homojen oldugu durumlara 6zellikle
dikkat etmek gerekir. Bu yiizden herhangi bir A4  skaleri igin
X (Ax;) = A"X(x,) olmaktadir. Euler teoremi kullanarak asagidaki bagintiya
gecilebilir.

nX(X,) =X X _ X Yi (A6)
OX;

Bu sebepten A2 denklemi kullanilarak,

oY
mY(y)=xy =y 2 A7
(V) =X, Yoy (A7)

elde edilir, burada (1/n)+(1/m)=1 olur. Bu yiizden Y(y;) Legendre duali m=n/(n-1)

derecesinden homojendir.

Yukaridaki 6rnekte n=2 dir, boylece X ve Y’nin her ikisi de ikinci dereceden
homojendir. Bu durumun benzer bir 6rnegi lineer elastisitedir ve burada elastik

gerinme enerjisi W (¢g;) ve tamamlayici enerji W, (o;;) 'nin ikisi de argiimanlarinin

kuadratik formudur ve asagidaki temel baglantiy1 saglar:

W(g;)+W, (o) =08, (A8)

(¢) Kismi Legendre Transformasyonlar:1 Ve Kapah Transformasyon Zincirleri

Simdi X (X;,;)iki degisken ailesine bagh fonksiyonlarin dikkate alalim, burada X;
ve q; sirastyla n- ve m- boyutlu vektorlerdir. Yukaridaki gibi X; degiskenine gore

Legendre transformasyonu gergeklestirebilir ve Y(y;,¢;) dual fonksiyonu elde
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edilir. ¢; degiskeni bu transformasyonda pasif bir rol oynar ve sabit parametre gibi

davranis gosterir.

Bu ylizden ii¢ temel bagint1 artik asagidaki sekli alir:

X(X,0)+Y (Y,05) =X Y; (A9)
iz, @)
dx dx
Yim ot By= —
X+V=xy, _ 1 v M+ X =
Fiy.mx) Fix g
':.er P = ﬂi
h o — o _
&, &,
o YeFalW4+ta=l El_a:r
! r, oF,
""—;'i'r__ﬂ.ﬂ.‘hh"-. - ’ B+ = —A ¥
v 8.0
i AR
(= - L, = -
w, ' ag,

Sekil 5.2. Dort Legendre transformasyonunun zinciri

y=X e x =X (A10)
OX;

Eger pasif degiskenlere bagli olarak X’in tiirevi alinir B, seklinde gosterilirse,

tarafindan verilirse, (A9)denklemi agagidaki sekli alir.

X ey

= = All
oo, oo, (A1)

B
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a; degiskenlerine gore X(X,,a;) 1lzerinde bir Legendre transformasyonu

gerceklestirmek miimkiindiir ve bu ikinci dual fonksiyon V(X;, ;) ozellikler ile

asagidaki gibi olusur

X(X,0)+V (X, B)=a,p (A12)
burada,

y; :2_2 o :% (A13)
seklinde tanimlanir ve ayrica X;’ler pasif degiskenler oldugundan,

y, = Z_i(i _ _‘2_:: (Al14)

yazilir. Bu siire¢ devam ettirilebilir. ¢; degiskenlerine gore Y (y;, ;) lizerinde

gerceklestiren  bir  Legendre transformasyonu  dordiincii  dereceden  bir
W (y;, B,) fonksiyonu iretir. Ayni fonksiyon X; degiskenlerine goére V(X,/S)
transformasyonuyla da elde edilebilir. Boylece kapali bir transformasyon zinciri
Sekil 5.2.°de gosterildigi gibi ortaya cikar. Burada temel diferansiyel bagintilar
Ozetlenmistir. Bu kapali zincirin en iyi bilinern o6rnegi klasik termodinamikte
karsimiza ¢ikar. Burada dort temel fonksiyon; i¢ enerji U(S,v), Helmholtz sebest
enerjisi F(6,v), Gibbs serbest enerjisi G(6,p) ve serbest entalpi H(s,p)’dir. Burada 6,

S, V ve p sirasiyla sicaklik, entropi, 6zgiil hacim ve basinci temsil eder.

(d) Tekil Transformasyon

X homojen ve X ’ye gore birinci dereceden oldugu zaman (yani,

AX (X)) = X(AX;, ;) 1se) hizdan bagimsiz plastisite teorisinde 6nemli bir durum
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ortaya ¢ikar. Soyleki; X (X;@;) =Xy, oldugunda (A2)’den goriilecegi gibi dual
fonksiyon Y(y;) 6zdes olarak sifirdir. Ulasilmasi zor olan bu sonucun basit bir
geometrik yorumu vardir: (n+1) boyutlu Z=X(x;,a;) yiizeyi koseleri orijinde olan bir
hiperkonidir. Boylece biitiin teget hiper diizlemler Z=0 noktasinda Z eksenini keser.
Boylece bitin yi’'ler igin Y(yi,a)=0 dir. Ayrica Yy, =(6X/0x;)nin degeri
X; = AX; transformasyonundan etkilenmez ve bdylece X; — Y, eslestirmelerinden
sonra siirda o — 1 sonucuna ulasilir. Ayrica dual fonksiyon Y (Yy,,;) 0zdes olarak

stfira esit oldugundan asagidaki ifadeyi elde ederiz.

av = dy + " de =0 (A15)
oy, oq,
x;dy; + y,dx; =dX +dY :%dxi +%da’i (Al6)
OX; oq,

bu da (A1) ifadesinin yardimiyla asagidaki forma indirgenir:

Xidyi—a—xdai =0 (A17)
oaq,

Bu yiizden (A15) ile (A17) karsilastirildiginda su sonug elde edilir:

X =12  ve -0 (A18)

Burada A4 bu tekil transformasyonun birden fazla farkli tabiata sahip olmasim
yansitan belirlenmemis bir skaler degerdir. Biitiin fonksiyonlar yeterince diizgiin ve
stirekli, biitiin tirevler mevcut iken yukaridaki gelisim bir anlamda klasik bir
yaklagimdir. Pratikte plastisite teorisinde karsilasilan yiizeyler, farkli diizlemler,
kenarlar ve koseleri icerir. Boyle ylizeyler ve onlari tanimlayan fonksiyonlar konveks

analizin kavramlarini kullanarak genel teoriye dahil edilebilir.
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