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ÖZET 
 

Bu çalõşmada mühendislik malzemelerinin plastik davranõşõ hakkõndaki temel bilgiler 

bir araya getirilmiştir. Hem metal malzemelerin hem de jeoteknik malzemelerin 

plastik davranõşõ izah edilmeye çalõşõlmõştõr. Tek eksenli çekme gerilmesi altõnda 

çelik bir malzemenin gerilme-gerinme eğrisi üzerinde plastik davranõşõn doğasõ 

detaylõ olarak verilmiştir. Hidrostatik basõnç, Bauschinger etkisi ve yükleme hõzõnõn 

plastik davranõş üzerindeki etkisi belirtilmiştir. İdeal reholojik modeller kõsaca 

tanõmlanmõştõr. Küçük ve büyük deformasyon durumlarõnda kullanõlacak yaklaşõm 

açõklanmõştõr.  

 

Gerilme durumu ve gerilme uzayõ, akma yüzeyi, akma kriterleri ile birlikte plastisite 

teorisinin temel şartlarõ açõkça izah edilmiştir. Elastik deformasyon için gerilme ve 

gerinme bağõntõlarõ verildikten sonra plastik deformasyon için gerekli ifadeler 

açõklanmõştõr. Özellikle Levy-Mises ve Prandtl-Reus yaklaşõmlarõ göz önüne 

alõnmõştõr. Jeomalzemelerin plastik davranõşõ detaylõ bir şekilde incelenmiştir. Çünkü 

jeomalzemelerin plastisitesi metal plastisitesini de kapsayacak bir formdadõr. Elasto-

plastik malzemelere ilişkin termodinamik potansiyeller belirlenmiş, disipasyon ve 

akma fonksiyonlarõ açõklanmõş ve kritik hal modelleri belirlenmiştir. 

 

Son olarak ANSYS sonlu eleman programõ yardõmõyla plastik davranõşõ açõklayan iki 

farklõ problemin çözümleri verilmiştir.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Anahtar Kelimeler: Elastisite, Plastisite, Elasto-Plastisite, Akma, Sertleşme, 

Termodinamik Potansiyel 
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ABSTRACT 
 

 
In this study, basic knowledges and fundamental concepts for plastic behaviour of 

engineering materials have been systematically collected together. Plastic behavior 

of both metalic materials and geotechnical materials are explained. Nature of plastic 

behaviour of a steel material on the stress-strain curve under uniaxial loading has 

been given by details. Rate effect on plastic behaviour, hydrostatic pressure, 

Bauschinger effect are defined. Ideal rheological models are briefly explained. The  

approximation which will be used in the infinitesimal and large deformations are 

determined.  

 

Basic considerations of plasticity theory with stress state and stress space, yield 

surface and yield criteria  are obviously illustrated. After the stress-strain relations of 

elastic deformation have been given, necessary expressions for plastic deformation 

have been explained. Especially, approximations of Levy-Mises and Prandtl-Reus 

are considered. Plastic behaviour of geomaterials are fully studied. Because, the 

plasticity of geomaterials have a form that confines the metal plasticity. 

Thermodynamic potentials of elastoplastic materials, dissipation and yield functions, 

and models of critical state are determined and explained.  

 

Finally, the solution of two problems about plastic behaviour have been given by 

ANSYS finite element software. 

 

 

 

 

 

 

 

Keywords: Elasticity, Plasticity, Elasto-plasticity, Yield, Hardening, 

Thermodynamic potential. 
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1. GİRİŞ 

 

Malzemelerin mekanik özellikleri, genelde 10-10 � 101 m mertebesinde değişen 

ölçülerde çeşitli disiplinlerde incelenir. Bu ölçek bandõ dört parçaya ayrõlõr. Her 

parçada geçen olaylarõ anlamak için bir alt parçada inceleme yapõlõr. Mühendislerin 

tasarladõklarõ makine ve yapõ sistemlerinde kullandõklarõ elemanlar  10-1 � 101 m 

mertebesindedirler. Bu elemanlarõn davranõşlarõnõ belirlemek için yapõlan testler    

10-2 � 10-1 m mertebesindedir. Mekanik testlerdeki olaylarõ açõklamak için metalürji 

biliminin kullandõğõ mikro yapõ (kristal yapõ ve bu yapõdaki bozukluklar, polimer 

zincirleri gibi) 10-9 � 10-3 m mertebesindedir. Mikro yapõdaki olaylarõ açõklamak 

isteyen fizikçi ise atomik seviyede çalõşarak 10-10 � 10-9 m mertebesini kullanõr. 

Kõsaca cisimlerin mekanik özellikleri; mühendislik, mekanik, metalürjik ve fiziksel 

olmak üzere dört ayrõ disiplin ve dört ölçekte incelenmektedir. 

 

Mühendislikte kullanõlan malzemeler; 

a- metaller ve alaşõmlar 

b- polimerler 

c- seramik ve camlar 

d- kompozitler olmak üzere dört grupta toplanabilir. 

 

Bu gruplamada kriter olarak malzemelerin mikro yapõlarõ ve kimyasal bağlarõ göz 

önüne alõnmõştõr. Metallerin mikro yapõlarõ kristal parçacõklardan oluşmasõna karşõn 

polimerlerin mikro yapõlarõ zincir moleküllerden oluşur. Seramik ve camlarõn mikro 

yapõlarõ kristal parçacõklarla birlikte amorf bir yapõ gösterir. Kompozitler ise genelde 

matris içinde parçacõk veya lif bulundururlar.  

 

Malzemelerin kõrõlma anõna kadar yaptõğõ şekil değiştirme davranõşlarõ göz önüne 

alõnarak sünek (düktil), gevrek ve plastik olarak üç grupta toplanõrlar. Cisimlerin 

mekanik özellikleri 10-2 � 10-1 m mertebesinde incelenirken özelliklerin çoğunu 

teorik yoldan bulmak mümkün olmaz. Bu nedenle pek çok özellik deneylerle 

belirlenir. Yapõlan deneyler statik ve dinamik olmak üzere iki grupta toplanõr. Ayrõca 

deneyler tek veya çok eksenli olarak da gruplandõrõlabilir. Tek eksenli yükleme 
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altõnda deney tekniği basit olup elde edilen sonuçlar genelleştirilebilir. Çok eksenli 

yükleme altõnda ise sonuçlarõn genelleştirilmesinde zorluk vardõr. Bu nedenle çok 

eksenli gerilme halinde birkaç tipik deneme ile yetinilir.  

 

Kuvvet şekil değiştirme bağõntõsõ incelenirken şekil değiştirmeler elastik ve elastik 

olmayan şekil değiştirmeler olmak üzere önce ikiye ayrõlõr. Elastik şekil 

değiştirmelerde; cismin atomlarõnõ ve moleküllerini bir arada tutan kimyasal bağlarõ 

kopmaz uzar. Kuvvet kalktõğõ zaman hemen ilk haline döner ve zamandan 

bağõmsõzdõr. Elastik olmayan şekil değiştirmelerde ise; kristal düzlemlerin veya 

zincir moleküllerin birbiri üzerinde kaymasõ sonunda cismin atomlarõ birbirlerine 

göre bağõl yer değiştirirler. Elastik olmayan şekil değiştirmeler içinde zaman bağlõ 

olmayan şekil değiştirmelere ki bunlar kalõcõ şekil değiştirmelerdir, plastik şekil 

değiştirmeler adõ verilir.  

 

Gerilme şekil değiştirme bağõntõlarõna bünye denklemleri adõ da verilmektedir. Bu 

bağõntõlar cisimden cisme farklõlõklar göstermektedir. Deneyden elde edilen bu 

bağõntõlar uygulamada idealleştirilerek kullanõlõr. İdealleştirme sonunda ortaya çeşitli 

adlar altõnda ideal cisimler çõkar. Sayõsal yöntemler ve bilgisayar kullanõldõğõnda 

gerilme şekil değiştirme diyagramõ deneyden elde edildiği şekilde de kullanõlabilir. 

Şekil değiştirmeleri daha iyi anlayõp yorumlayabilmek için yay, amortisör ve buna 

benzer modelleme aletleri veya bunlarõn kombinezonlarõ kullanõlõr. Bu aletler veya 

bunlarõn kombinezonlarõ ile yapõlan modellere reolojik model adõ verilir.  

 

1.1. Metallerin Fenomenolojik Makroskopik Doğasõ 

 

Bir başlangõç noktasõ olarak bu bölüm, plastik olarak deforme olmuş metaller 

üzerinde bazõ temel deneysel gözlemlere değinmektedir. Bu gözlemlerden yola 

çõkarak, plastik olarak deforme olmuş malzemelerin temel davranõşõna yönelik 

kavramlar açõklanmaktadõr. 

 

 

 



 3

1.2. Tek Eksenli Çekme Deneyi 

 

Bu testi açõklamak için,  

 

0
�

A
P

=σ    (nominal gerilme veya Mühendislik gerilmesi)                 (1.1) 

0

0�
l

ll −
=ε   (nominal gerinme veya mühendislik gerinmesi)                (1.2) 

1�1�
00

+=⇒−= εε
l
l

l
l  

 

şeklinde tanõmlanan ifadelerden başlayabiliriz. Burada, P uygulanan eksenel yük, A0 

ve l0 ise sõrasõyla deformasyondan önceki kesit alanõ ve numünenin başlangõç 

uzunluğunu göstermektedir. yumuşak çelik için tipik bir εσ �� −  eğrisi şekil 1 de 

verilmiştir. Gerilme seviyesi A ′′  ne ulaşõncaya kadar, yani başlangõçtaki ilk aşamada 

gerilme ve gerinme arasõndaki bağõntõnõn lineer olduğu görülmektedir. A ′′  noktasõ 

orantõ sõnõrõ olarak adlandõrõlmaktadõr. Diyagram üzerindeki AO ′′  kõsmõ Hooke 

yasasõ ile temsil edilebilir ve elastisite teorisinin temelini oluşturur. Bu noktadan 

sonra gerinmedeki artõş gerilmedeki artõşla lineer bir ilişki içerisinde değildir, ancak 

deformasyon hala elastik bölgededir yani gerilme kaldõrõlõnca malzeme ilk orijinal 

şekline geri dönecektir. Bu yaklaşõm, malzeme üst akma noktasõ denilen  A′  

noktasõna ulaşõncaya kadar geçerlidir. Daha sonraki deformasyon artan gerinme 

hõzlarõnda ve gerilme seviyesinin birkaç osilasyonu tarafõndan takip edilen küçük 

lokal azalmalarla gerçekleşir. Bu durum b noktasõna kadar bir plato oluşturur. AB  

bölgesi mükemmel plastik davranõş olarak bilinir. Gerilme osilasyonlarõnõn alt sõnõrõ 

veya A noktasõ ile gösterilen veya en küçük akma noktasõ olarak adlandõrõlan nokta 

genellikle elastik sõnõr veya akma gerilmesi Yσ  olarak seçilmiştir. Gerilme B 

noktasõnda artmaya devam ederse malzeme sertleşir, ve maksimum gerilme U 

noktasõna ulaşõncaya kadar gerilme artmaya devam eder. Daha sonra kararsõz 

davranõşõ temsil eden gerinmedeki artmayla birlikte gerilme azalõr. BU  bölgesi 

�work hardening�, �material hardening�, �şekil değiştirme sertleşmesi� veya 

�pekleşme� gibi isimlerle tanõmlanmaktadõr ve bütün ABU bölgesinde malzeme 
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plastik olarak deforme olmuş durumdadõr. Eğer bu bölgede, örneğin D noktasõnda 

malzeme üzerindeki yük kaldõrõlõrsa malzeme başlangõçtaki elastik yükleme 

yörüngesi OA� ne paralel bir yol izleyerek DE yörüngesi boyunca geri dönecektir. 

Sonuç olarak, gerinmenin sadece elastik gerinme eε  denilen kõsmõ geri dönmüş 

olacak, gerinmenin geri kalan kõsmõ ise kalõcõ gerinme veya plastik gerinme pε  

olarak varlõğõnõ sürdürecektir. Şekilden, plastik bölgeye geçtikten sonraki toplam 

gerinmenin iki kõsõmdan oluştuğu gözlemlenmektedir: 

 
pe εεε +=                        (1.3) 

 

E noktasõndan itibaren yeniden yükleme yapõldõğõ zaman malzemenin davranõşõ 

Hooke yasasõ ile tanõmlanabilen elastik boşalma çizgisi EG boyunca olacaktõr. G 

noktasõnda malzeme tekrar bir akma noktasõ gösterecek ve plastik deformasyon 

yeniden başlayacaktõr. H noktasõndan sonra herhangi bir yükleme yada boşaltma 

gerçekleştirilmedikçe deformasyon HU yörüngesi boyunca devam edecektir. A 

noktasõ akmanõn başladõğõ noktayõ gösterirken g noktasõ ise ardõşõk akma noktasõ 

olarak adlandõrõlmaktadõr. Gerçek malzemelerde bu ikinci akma noktasõnõn daima D 

noktasõnõn altõnda yer aldõğõ ve G den H noktasõna doğru bir geçiş bölgesinin 

bulunduğu gözlenmektedir. H noktasõ boşaltma yapõlmaksõzõn gerçekleştirilen tek 

eksenli gerilme-gerinme eğrisinin üzerinde yer almaktadõr.  

 

Alüminyum, bakõr ve paslanmaz çelik gibi bazõ metaller şekilde gösterildiği gibi 

keskin bir akma noktasõ göstermez. Bu malzemelerin akmasõ lineer elastik 

davranõştan non lineer plastik davranõşa yumuşak ve kademeli bir geçiş şeklinde olur. 

Bu geçiş bölgesinde akmanõn gerçekleştiği yeri belirlemek bazen gerçekten çok zor 

olur. Böyle durumlarda genellikle boşaltmadan sonra belirli bir plastik gerilmenin 

kaldõğõ (örneğin %2 kadar) itibari bir akma sõnõrõ kullanõlõr. Bu tip malzemelerin 

akma gerilmesinin dõşõnda kalan plastik bölgedeki diğer yükleme ve boşaltma 

davranõşlarõ şekil 1 de gösterilen yumuşak çelik malzemelerin davranõşlarõna 

benzemektedir.  
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Şekil 1.1.  Tek eksenli yükleme altõnda gerilme-gerinme eğrisi 

 

1.3. Gerçek Gerilme-Gerinme Eğrisi 

 

Test çubuğunun orijinal boyutlarõ göz önüne alõnarak nominal gerilme σ�  ve nominal 

gerinme ε�  daha önce (1) ve (2) ifadeleri ile tanõmlanmõştõ. Bir alternatif olarak 

gerçek gerilme σ  ve gerçek gerinme (veya logaritmik gerinme) ε  değerleri de 

aşağõdaki gibi tanõmlanarak kullanõlmaktadõr. 

 

A
P

=σ                          (1.4) 

εεε e
l
l

l
l

l
ld

l
ldd

l

l

=⇒=== ∫
00

ln  veya
0

                   (1.5) 

 

Burada A numunenin deforme olmuş kesit alanõnõ, l ise deformasyondan sonraki 

uzunluğunu göstermektedir. (2) ve (5) denklemlerinden kolayca ε  ve ε�  arasõndaki 

ilişki aşağõdaki gibi yazõlabilir: 

A��
B

A�
A

yσ  

D 

G 

E 
pε  eε  

nε  

nσ  

H

U
U� 

O 
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)�1(ln εε +=                          (1.6) 

 

Deneysel gözlemlere dayanarak, plastisite teorisinde malzeme genellikle 

sõkõştõrõlamaz kabul edilir. Bu yüzden, 

 

l
l

AAlAlA 0
000 =⇒=                     (1.7) 

 

yazõlabilir.  

 

Böylece, gerçek gerilme σ ve nominal gerilme σ� arasõndaki ilişki  

 

( )εσσ �1�
00

+===
l
l

A
P

A
P                          (1.8) 

 

şeklinde türetilebilir.  

 

(6) ve (8) denklemlerini kullanarak şekil.1.1 de gösterilen nominal gerilme-nominal 

gerinme eğrisi gerçek gerilme ve gerçek gerinme cinsinden ifade edilebilir. Gerçek 

gerilme-gerinme eğrisi şekil.1 de kesikli çizgiyle gösterilmiştir. Nominal gerilmenin 

aksine gerçek gerilme malzeme tamamen kopuncaya kadar artmaya devam eder. Bu 

artõşõn doğruluğu analitik olarak aşağõdaki gibi ifade edilebilir: (6) ve (8) 

denklemlerinden faydalanarak, 

 

1� −= εε e                         (1.9) 

εσσ −= e�                        (1.10) 

 

ve 

 

εεε σ
ε
σ

ε
σ

ε
σ

ε
ε

ε
σ

ε
σ 2

�1
1

�
�

�
� −−−









−=

+







−== e

d
de

d
de

d
d

d
d

d
d                (1.11) 
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yazõlabilir. Buradan da aşağõdaki sonuç elde edilir: 

 

σ
ε
σ

ε
σ

=⇔=
d
d

d
d 0

�
�

                    (1.12) 

 

Burada σ  pozitif olduğundan  εσ dd  da daima pozitif olacaktõr. Bunun anlamõ 

şudur; σ� nõn kendi maksimumuna ulaştõğõ noktanõn ötesinde bile gerçek gerilme-

gerçek gerinme eğrisi monoton bir şekilde artmaya devam edecektir. 0
�
�
=

ε
σ

d
d olmasõ 

stabilitenin başlangõcõna karşõlõk gelir ve (1.12) denklemi bu noktadaki gerçek 

gerilmeyi verir.  

 

Gerçek gerinmenin nominal gerinmeye göre avantajlarõndan birisi de, gerçek 

gerinme toplanabilen bir büyüklük iken nominal gerilmenin toplanabilen bir 

büyüklük olmamasõdõr. Başlangõç uzunluğu l0 olan bir deney parçasõnõ göz önüne 

alalõm. Bu numunenin tek eksenli çekme gerilmesi altõnda l1 uzunluğuna kadar 

gerildiğini düşünelim. Bu durumda ( )011 ln ll=ε  ve ( ) 0011 ln� lll −=ε olacaktõr. Eğer 

bu numune şimdi de l2 uzunluğuna kadar gerilirse, ilave gerçek ve nominal 

gerinmeler sõrasõyla ( )122 ln ll=ε  ve ( ) 0022 ln� lll −=ε şeklinde ifade edilir. ε  

cinsinden toplam gerinme aşağõdaki gibi yazõlabilir: 

 









=








+








=+=

0

2

1

2

0

1
21 lnlnln

l
l

l
l

l
lεεε                                                               (1.13) 

 

Diğer taraftan nominal gerinme yukarõdakine benzer bir toplama özelliğine sahip 

değildir ve, 

 

21
0

02 �� εεε +≠
−

=
l

ll                                                                                               (1.14) 

 

şeklinde ifade edilir. 
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1.4 Hidrostatik Basõncõn Sõkõştõrõlmazlõk Etkisi 

 

Bridgman (1947,1952) gerçekleştirdiği pek çok deneyde malzemelerin çok yüksek 

hidrostatik basõnç altõndaki davranõşlarõnõ incelemiştir. Bridgman 24000 atm lik 

hidrostatik basõnç altõnda çekme deneyleri gerçekleştirmiştir. Elde ettiği sonuçlar 

aşağõdaki gibi özetlenebilir. 

 

1- Malzemenin hacmi çok yüksek basõnç altõnda bile kalõcõ olarak 

değişmemektedir; böylece malzeme plastik olarak sõkõştõrõlamaz kabul 

edilebilir.  

2- Küçük gerinme aralõklarõnda gerilme�gerinme eğrisi hidrostatik basõnçtan 

etkilenmemektedir. 

3- Hidrostatik basõnç altõnda malzemenin sünekliği artmaktadõr. 

4- Herhangi bir malzemenin akmasõ  üzerinde hidrostatik basõncõn etkisi ihmal 

edilebilir düzeydedir. 

 

Yukarõda bahsedilen birinci ve dördüncü sonuç � sõkõştõrõlamazlõk ve akma olayõnõn 

hidrostatik basõnçtan bağõmsõz olmasõ � plastisite teorisinin temellerini 

oluşturmaktadõr. 

Matematiksel olarak sõkõştõrõlamazlõk, gerçek gerinmenin asal değerleri cinsinden, 

 

0321 =++ εεε                   (1.15) 

 

veya nominal gerinmeler cinsinden, 

 

( )( ) ( ) 11�1�1� 321 =+++ εεε                 (1.16) 

 

şeklinde elde edilir. Sõkõştõrõlamazlõk şartõnõ ifade etmek için nominal gerinme yerine 

gerçek gerilmeyi kullanmak daha kullanõşlõ gözükmektedir. Sonsuz küçük gerinmeler 

için, yüksek mertebeden terimleri ihmal edersek, sõkõştõrõlamazlõk şartõ aşağõdaki 

şekilde yazõlabilir: 
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0��� 321 =++ εεε                    (1.17) 

 

1.5 Bauschinger Etkisi 

 

Plastik bölgede çekme veya sõkõştõrma şeklinde yüklenmiş bir deney numunesini göz 

önüne alalõm. Yük kaldõrõldõktan sonra numune ters yönde akma gerçekleşinceye 

kadar tekrar yüklenirse; yeniden yüklemede (ters yönde uygulanan yükleme) ortaya 

çõkan akma gerilmesi orijinal yönde yapõlan yüklemede ortaya çõkan akma 

gerilmesinden daha düşük olacaktõr. Bu olay aşağõdaki şekilde açõklandõğõ gibi 

Bauschinger etkisi olarak adlandõrõlmõştõr.  

 

 
(a) (b) 

Şekil 1.2. Bauschinger etkisi: (a) deneysel gözlem;  (b) kinematik sertleşme modeli 

 

Bauschinger etkisi çok kristalli malzemelerde gözlemlenebildiği gibi tek kristalli 

malzemeler de de gözlenebilen bir etkidir. Bu etki, bir önceki yüklemenin sebep 

olduğu dislokasyon alanlarõnõn anizotropisi ile açõklanabilmektedir. Bu çalõşma, 

malzemenin mikro yapõsõnõ ve modellerini açõklamaya yönelik olmadõğõndan bu 

konuda fazla detaya girilmeyecektir. Ancak, bu etkinin varlõğõ plastik deformasyon 

modelini oldukça karmaşõk hale getirdiğinden genellikle daha basitleştirilmiş bir 

model olan kinematik sertleşme modeli kullanõlmaktadõr. Bu modele göre; ters 

yönde yapõlan yükleme esnasõnda akma gerilmesindeki azalma miktarõ, orijinal 

02 yσ  

σ  

ε

0
1yσ  

0
2yσ  

yσ∆  

yσ∆  

σ

ε

0
yσ  

0 

yσ−  
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yönde akma gerilmesinden itibaren yapõlan yükleme esnasõndaki gerilme artõmõna 

eşittir. Bu modelin detaylarõ klasik plastisite kitaplarõnda mevcuttur. 

 

1.6. Yükleme  Hõzõnõn  Etkisi 

 

Şimdiye kadar oldukça yavaş bir şekilde uygulanan bir-boyutlu yüklemeye karşõ 

malzemenin gösterdiği davranõşõ incelemeye çalõştõk, bu yükleme şekli literatürde 

yarõ-statik yükleme olarak bilinmektedir. Belli bir değer üzerinde genellikle kabul 

edilen bir değer mevcut olmamakla birlikte, yarõ-statik yükleme kavramõ; saniyede 

10-2 - 10-3 mertebesinde gerinme hõzõna sahip bir yükleme olarak düşünülmektedir. 

Gerinme hõzõnõn veya yükleme hõzõnõn plastik bölgede malzemenin davranõşõ 

üzerinde belirgin bir etkisinin olduğu deneylerle tespit edilmiştir. Artan yükleme 

hõzõnõn etkileri genellikle aşağõdaki gibi özetlenebilir: 

 

1. Başlangõçtaki ve daha sonra ardõşõk olarak ortaya çõkan akma gerilmeleri 

yükleme hõzõyla birlikte artar. 

2. Malzemenin sünekliği yükleme hõzõndaki artma ile birlikte azalõr. 

 

 
Şekil 1.3.  Gerinme hõzõnõn etkisi 

 

 

ε

3ε&  

2ε&  

1ε&  

σ  

123 εεε &&& >>  
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Sõcaklõğõnda gerinme hõzõ gibi malzeme özellikleri üzerinde çok büyük bir etkiye 

sahip olduğu bilinmektedir. Sõcaklõk arttõkça metallerin sünekliği gevreklikten 

sünekliğe doğru değişir. Oda sõcaklõğõnda sünek davranõş gösteren bir malzeme çok 

daha düşük sõcaklõklarda gevrek davranõş gösterebilirken, oda sõcaklõğõnda gevrek 

davranõş gösteren malzemeler çok daha yüksek sõcaklõklarda sünek davranõş 

sergileyebilirler. Ayrõca, deneylere göre sõcaklõk azaldõkça malzemenin dayanõmõ 

artmaktadõr.  

 

 

1.7. Makroskopik Plastik Davranõşõn İdealleştirilmesi  

 

Plastik bölgede gerçek malzemelerin davranõşõ aslõnda oldukça karmaşõktõr. Bazen 

bir sõnõr değer probleminin çözümünü basitleştirmek için plastik davranõş ya idealize 

edilir veya daha önce de ifade edildiği gibi yaklaşõk bir formda ele alõnõr. Yaygõn 

olarak kullanõlan idealleştirmeler aşağõdaki şekillerde verilmiştir. Özel bir 

idealleştirmenin doğruluğu gerçek uygulamaya bağlõdõr. Toplam gerinmenin büyük 

olduğu durumlarda, rijit-plastik bir idealleştirmede elastik gerinmenin ihmal edilmesi 

sõnõr değer probleminin çözümünde önemsiz hatalara yol açabilir. Eğer yumuşak 

çelik malzemenin kullanõldõğõ bir yapõ inceleniyorsa ve maksimum gerinmeler B 

noktasõndan daha alt değerlerde bekleniyorsa mükemmel plastik model kullanmak 

(gerinme sertleşmesinin olmadõğõ durum) kabul edilebilen çözümler sağlayabilir. 

Şekil 1.1 de gösterilen gerilme-gerinme eğrisini, özellikle de AU’ ile gösterilen 

sertleşme kõsmõnõ tanõmlamak için bir çok deneysel denklem teklif edilmiştir. Bu 

denklemler aşağõdaki şekilde gösterilen non-lineer gerinme sertleşmesi davranõşõnõ 

temsil etmek için kullanõlabilir.  
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(a)  Rigid � mükemmel plastic                     (b) Lineer Elastic � Perfectly plastic 

 

 

 

 

 

 

 

                

  ( c ) Lineer Elastic � Lineer gerinme sertleşmesi   (d) Nonlineer Elastic,  gerinme 

sertleşmesi 

Şekil 1.4. Farklõ maddesel davranõşlarõn reolojik modelleri 

 

Aşağõda verilen bütün ifadelerde σ  ve ε  sõrasõyla gerçek gerilme ve gerçek 

gerinmeyi temsil etmektedir: 

 
n

Y H εσσ +=     (Ludwick 1909)               (1.18) 

nH εσ =      (Holloman 1944)                       (1.19) 

( ) ( ){ }εσσσσ nYsY −−−+= exp1     (Voce 1948)                        (1.20) 

( ) n
sH εεσ +=        (Swift 1947)                       (1.21) 









=

Y
Y

Eh
σ
εσσ tan     ( Prager 1938)                       (1.22) 

ε 

σ 

σy 
A� G 

D 
sertleşme 

ε 

σ 

A� 

σy Offset metodu ile 
akma bulunur 

ε 

σ 

σy 

ε 

σ 

σy 

εp εe

A� 
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n

E
H

E






+=
σσε                        (Ramberg ve Osgood  1943)           (1.23) 

 

Burada HE ssY ,,,, εσσ ve n malzeme sabitleri olup deneysel olarak 

belirlenmesi gereken değerlerdir.  

 

1.8. Küçük ve Büyük Deformasyonlar 

 

Daha önce de ifade edildiği gibi yalnõzca küçük deformasyonlar için sõkõştõrõlamazlõk 

şartõ yazõlmõştõr ve bu durumda gerçek gerinme ile nominal gerinme arasõnda fark 

kalmamaktadõr. Genellikle, nominal gerinme bir Taylor serisi yardõmõyla gerçek 

gerinme cinsinden ifade edilebilir: 

 

...
!

...
!4!3!2

1�
432

++++++=−=
n

e
nεεεεεε ε                            (1.24) 

 

Yukarõdaki ifadeden açõkça görüldüğü gibi, εε ≈�  olma durumu ancak ve ancak ε  

küçük olmasõ ve bu ifadede yüksek dereceden bütün terimlerin ihmal edilmesi ile 

mümkün olur. ε�  ve ε  arasõndaki fark onlarõn tanõmlarõnda referans seçilen 

noktalardan kaynaklanmaktadõr. ε�  için başlangõç durumu veya deformasyondan 

önceki durum referans seçilmiştir. ε  için ise mevcut durum veya deformasyondan 

sonraki konfigürasyon referans alõnmaktadõr. Eğer gerinme küçük ise başlangõçtaki 

ve mevcut durumlar arasõndaki fark ihmal edilebilir ve genellikle lineer elastisite 

teorisinde bu alõşõlmõş durum kullanõlõr. Gerinme büyük olduğu zaman, ilk ve son 

durumlar arasõndaki fark hissedilir şekilde büyür ve ihmal etme olanaksõz hale gelir. 

Bu basit geometrik şart başlangõç ve mevcut konfigürasyonlar kavramlarõnõ 

kullanmamõzõn sebebini oluşturur, farklõ gerinme ve gerilme ölçüleri bu iki farklõ 

konfigürasyon referans alõnarak tanõmlanmõştõr. Ayrõca, büyük deformasyonlarõn 

ortya çõktõğõ durumlarda önemli ölçüde rijit cisim rotasyonlarõ oluşabileceğinden, 

objektivite ilkesini garanti altõna almak için kullanõlan ve aynõ zamanda plastik 

deformasyonu tanõmlayan bünye denklemleri üzerinde rijit cisim rotasyonunun 

etkisini elimine eden korotasyonel hõz kavramõ takdim edilmiştir.  Böylece sonlu 



 14

gerinme durumlarõ için plastisite teorisi haklõ gerekçeler yüzünden oldukça kompleks 

bir davranõş şekli olarak ortaya çõkmaktadõr.  

 

Yukarõda tartõşõlan matematiksel kompleksliklere ilave olarak sonlu plastik gerinme 

durumunda gerçek maddesel davranõşõn belirlenmesi de bir problemdir. Sonlu 

deformasyonlarõ içeren deneyleri gerçekleştirmek küçük deformasyonlar için yapõlan 

deneylerden çok daha fazla zordur. Örneğin, basit burulma testlerinde bir deney 

tübünün torsiyonel burkulmasõndan kaçõnmak için, önemli kenar etkilerine neden 

olan kõsa boylu numuneler kullanõlõr, ve böylece deneysel sonuçlarõn yorumunu 

yapmak oldukça zor hale gelir. Bu tip deneysel güçlüklerden kaçõnmak için deneysel 

araştõrmalarõn çoğu küçük gerinme aralõklarõnda yoğunlaştõrõlmõştõr ve sonlu gerinme 

durumlarõnda yapõlan deneylerin sayõsõ oldukça sõnõrlõdõr. Bu yüzden, birkaç 

matematiksel sonlu plastisite teorisi önerilmiş olmasõna rağmen, sonlu plastisite için 

yapõlan araştõrmalar küçük gerinme durumu için yapõlan araştõrmalardan daha 

belirsizdir. Aslõnda son zamanlarda plastisite konusunda yapõlan araştõrmalarõn 

büyük bir kõsmõ fenomenolojik ve makroskopik deneysel gözlemlerle veya 

mikroskopik ölçümlerle ve şartlarla sonlu deformasyon esnasõnda malzemenin 

davranõşõnõ açõklamaya yöneliktir.   

 

Makro ölçekte plastik deformasyonun doğasõnõ açõklamak için sürekli ortamlar 

mekaniğindeki temel kavramlarõn ve yaklaşõmlarõn kullanõldõğõ pek çok araştõrma 

mevcuttur. Bu konuda yapõlan deneysel gözlemler doğal olarak birkaç hipotez ve 

kabulü de ortaya çõkarmaktadõr. Bu kabuller ve plastisite teorisi ile ilgili önemli 

kavramlar ilerideki bölümlerde ifade edilecektir. Plastik deformasyonun 

mekanizmasõ ve makroskobik seviyede deneysel olarak gözlenen felsefik yaklaşõmlar 

bu çalõşmada tartõşõlmayacaktõr. Bu tür olaylar malzemelerin mikro yapõsõnõ 

inceleyen ve mikroskopik seviyede plastik deformasyon veya akõş mekanizmalarõnõ 

ele alan eserlerde kapsamlõ bir şekilde incelenmiştir (Taylor, 1934).  
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1.9. Gerilme Durumu Ve Gerilme Uzayı 

 

Herhangi bir maddesel noktadaki gerilme durumu Cauchy gerilme tansörü σ ile 

karakterize edilebilir. Deformasyon çok küçük değerlerde olduğu için, Cauchy ve 

Piola-Kirchoff gerilme tansörleri arasõndaki fark ihmal edilebilir hale gelmektedir. 

Biz bu ifadeyi basitçe gerilme tansörü σ olarak adlandõracağõz. Gerilme tansörü, 

kartezyen koordinat sistemindeki bileşenleri σij  olan ikinci dereceden bir matris 

halinde şöyle gösterilebilir. 

 

[ ]
















=

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

ij

σσσ
σσσ
σσσ

σ                 (1.25) 

 

Gerilme tansörü simetrik olduğu için sadece altõ tane gerilme bileşenleri σxx, σyy, 

σzz, σxy, σyz, σxz bağõmsõz olacaklardõr. Bu sebepten, bu altõ bağõmsõz gerilme 

bileşenleri  bir tek gerilme durumunu tanõmlayacaktõr, veya eşitlik (1.25) ile verilen 

[ ]ijσ  matrisinden aşağõdaki denklemleri kullanarak üç asal gerilmeyi 

hesaplayabiliriz. 

 

0=− ijij σδσ                      

 

veya, 

 

0=
−

−
−

σσσσ
σσσσ
σσσσ

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

               (1.26) 

 

şeklinde yazõlõr. Eşitlik 4.2 aşağõdaki denkleme genişletilebilir. 

 

032
2

1
3 =−+− JJJ σσσ                 (1.27) 
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Burada, 

 

zzyyxxiitrJ σσσσσ ++=== )(1                (1.28) 

222
2
1

2 )( yzxzxyzzxxzzyyyyxxijijkkiiJ σσσσσσσσσσσσσ −−−++=−=           (1.29) 

( ) [ ]
zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

ijkljnimmnlijk eeJ
σσσ
σσσ
σσσ

σσσσ === det6
1

3             (1.30) 

  

Bu üç ifade gerilme tansörünün invaryantlarõdõr. Asal gerilmeler olan σ1, σ2, σ3 

cinsinden ise şöyle ifade edilebilirler 

 

3211 σσσ ++=J                  (1.31) 

1332212 σσσσσσ ++=J                 (1.32)  

3213 σσσ=J                   (1.33) 

 

Her bir asal gerilme σi için, ilgili asal doğrultularõ  n(i)(i=1,2,3) şeklinde elde 

edebiliriz. 

 
)()( i

i
i nn σσ =⋅                  (1.34) 

 

veya, 

 

)3,2,1(
)(

3

)(
2

)(
1

)(
3

)(
2

)(
1

=
















=
































i
n
n
n

n
n
n

i

i

i

i
i

i

i

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

σ
σσσ
σσσ
σσσ

             (1.35) 

 

Burada n(i) i�inci asal yöne ait birim vektördür ve aşağõdaki bağõntõ bir n(i) (i=1,2,3) 

çifti için aşağõdaki ifade yazõlabilir: 
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≠
=

=⋅
içinji
içinji

nn ji

0
1)()(                 (1.36) 

 

Eşitlik (1.35) şu şekilde de ifade edilebilir. 

 

































=
































3

2

1

)3(
3

)2(
3

)1(
3

)3(
2

)2(
2

)1(
2

)3(
1

)2(
1

)1(
1

)3(
3

)2(
3

)1(
3

)3(
2

)2(
2

)1(
2

)3(
1

)2(
1

)1(
1

00
00
00

σ
σ

σ

σσσ
σσσ
σσσ

nnn
nnn
nnn

nnn
nnn
nnn

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

          (1.37) 

 

veya buradan, 

 

[ ] [ ]
















==
)3(

3
)2(

3
)1(

3

)3(
2

)2(
2

)1(
2

)3(
1

)2(
1

)1(
1

)(

nnn
nnn
nnn

nR i
jij                (1.38) 

 

Eşitlik (1.36)�õn yardõmõyla ise şu denklemi kolayca ispatlayabiliriz. 

 

[ ] [ ] T
ijij RR =−1                      (1.39) 

 

Bu sebepten asal gerilmelerin bileşenlerini ve eşitlik (1.37) ve (1.39) u kullanarak 

[σij]�yi aşağõdaki gibi ifade ederiz. 

 

[ ] [ ]Tijij

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

RR















=

















3

2

1

00
00
00

σ
σ

σ

σσσ
σσσ
σσσ

             (1.40) 

 

Bu denkleme göre, eğer asal gerilmeler ve yönleri belirli ise, gerilme artõk 

tanõmlanabilir. Plastisite teorisinde gerilme tansörünü aşağõdaki gibi iki parçaya 

ayõrmak artõk alõşõlagelmiş bir durumdur. 

 

ijijij Sp += δσ                  (1.41) 
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Burada p hidrostatik gerilme veya basõnçtõr ve aşağõdaki şekilde tanõmlanõr. 

 

)(

(

3213
1

)3
1

3
1

σσσ

σσσσ

++=

++== zzyyxxiip
                          (1.42) 

 

Ayrõca ijpδ   küresel veya hidrostatik gerilme tansörüdür. (1.41) denkleminin 2. kõsmõ 

ise şöyle hesaplanõr 

 

ijijij pS δσ −=                  (1.43) 

 

Bu değere sapma gerilme tansörü denir. Aşağõdaki durumu eşitlik (1.43)�den kolayca 

görebiliriz. 

 

0)( 3211 =++===′ SSSSStrJ ii                (1.44) 

[ ]
[ ] )()()()(

)()()(
2
3

2
2

2
12

12
13

2
32

2
216

1

222222
6
1

2
1

2

SSS

SSJ xzyzxyxxzzzzyyyyxxijij

++=−+−+−=

+++−+−+−==′

σσσσσσ

σσσσσσσσσ
  (1.45)       

( ) 3216
1

3 )(det SSSSSSeeSJ kljnimmnlijkij ===′              (1.46) 

 

Burada Si (i=1,2,3) sapma gerilme tansörü S�nin asal değerleridir. Eşitlik (1.34) ve 

(1.43)�ü beraber kullanarak aşağõdaki bağõntõ elde edilir. 

 

)3,2,1()()( )()()( =−=⋅−=⋅ inpnpInS i
i

ii σσ              (1.47) 

 

Son eşitliğe göre, sapma gerilme tansörü S�nin asal yönleri gerilme tansörü σ �ya ait 

olanlarla aynõdõr ve asal sapma gerilmeleri Si  (i=1,2,3)  σi ile şöyle 

ilişkilendirilebilir. 
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3
2 321

1
σσσ −−

=S                  (1.48) 

3
2 312

2
σσσ −−

=S                  (1.49) 

3
2 213

3
σσσ −−

=S                  (1.50) 

 

veya  

 

)3,2,1( =−= ipS ii σ                 (1.51) 

 

Bununla birlikte 01 =′J  kõsmõnõ hariç tutarsak, sapma gerilme tansörünün ikinci ve 

üçüncü invaryantlarõ gerilme tansörü σ�nõn )3,2,1( =iJ i invaryantlarõna aşağõdaki 

eşitlikler yardõmõyla ilişkilendirilebilir. 

 

)3( 2
2

13
1

2 JJJ −=′                                                                   (1.52) 

)2792( 321
3
127

1
3 JJJJJ +−=′                 (1.53) 

 

İlerideki konularõ hesaba katarak burada oktahedral gerilmeleri de hesaplamamõz 

faydalõ olacaktõr. Fakat ilk önce oktahedral düzlemi tanõmlamamõz gereklidir. Bir 

oktahedral düzlem, normali gerilme tansörü σ �nõn herbir asal yönleri ile  eşit açõlar 

yapan bir düzlemdir. Bu sebepten burada bulunan  herbir düzlem için birim normal 

olan n=(n1,n2,n3) tanõmlanmalõdõr. 

 
2
3

2
2

2
1 nnn ==                              (1.54) 

 

ve  

 

12
3

2
2

2
1 =++ nnn                      (1.55) 

 

ve bu denklemlerin sonucu olarak, 
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3
1,

3
1,

3
1

321 ±=±=±= nnn               (1.56) 

 

yazõlõr. Bu sebepten oktahedral düzlemlerin aşağõdaki eşitliklere sahip toplam sekiz  

ailesi bulunmaktadõr, 

 

C3321 =±±± σσσ                 (1.57) 

 

burada C bir sabittir. Oktahedral düzlemlerle beraber oktahedral gerilmeleri de 

görebiliriz. Oktahedral normal gerilme σoct, bir oktahedral düzlemin normalinin 

üzerindeki gerilme olarak tarif edilebilir ve aşağõdaki şekilde hesaplanõr 

 

13
1

3213
12

33
2
22

2
11 )( Jnnnnnoct =++=++=⋅⋅= σσσσσσσσ            (1.58) 

 

Bu denklem σ�nõn koordinat sisteminin asal ekseninde diagonal form da 

bulunmasõndan dolayõ elde edilmiştir.  

 

Oktahedral kayma  gerilmesi bir oktahedral düzlem üzerinde kayma gerilmesi olarak 

tanõmlanmõş ve şöyle hesaplanmõştõr. 

 

( ) ( ) ( )[ ]
23

2

2
13

2
32

2
219

1

222

J

n octoct

′=

−+−+−=

−⋅=

σσσσσσ

σστ

             (1.59) 

 

Buradan da,  

 

( ) ( ) ( )[ ] 2
12

13
2

32
2

213
1

23
2 σσσσσστ −+−+−=′= Joct             (1.60) 

  ( ) ( ) ( )[ ] 2
1

222222
3
1 666 zxyzxyxxzzzzyyyyxx σσσσσσσσσ +++−+−+−=   
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ifadeleri yazõlõr. 

 

Daha önce de tartõşõldõğõ üzere, tanõmlanmõş bir gerilme durumu için altõ tane 

bağõmsõz gerilme bileşeni bulunmaktadõr. Bu yüzden, bir gerilme durumunu 

geometrik olarak gösterebilmek için koordinat eksenlerinde, altõ tane bağõmsõz 

gerilme bileşenine sahip altõ boyutlu bir uzaya  ihtiyaç duymaktayõz. Az sayõda 

ihmallerle, anizotropik malzemeler için bir akma yüzeyini veya aşõnma  yüzeyini 

tanõmlamak için altõ boyutlu gerilme uzayõnda  çalõşmaktan başka bir alternatifimiz 

yoktur. Anizotropik bir malzeme için asal gerilmelerin yönelimi asal gerilmelerin 

şiddeti kadar önemlidir. Malzeme izotropik olduğu zaman, durum oldukça basitleşir. 

Malzeme özellikleri herhangi bir yönde aynõ olduğundan sadece asal gerilmelerin 

yönleri akma ve aşõnma davranõşlarõnõ tanõmlamada önemli bir rol oynar. Bu 

sebepten biz yalnõzca, koordinat eksenleri olarak üç asal gerilmeyi kullanan üç 

boyutlu bir gerilme uzayõna ihtiyaç duyarõz. Bu asal gerilme uzayõ Haigh-

Westergaard gerilme uzayõ olarak bilinir. Bu uzayda, koordinatlarõ σ1, σ2 ve σ3 olan 

herhangi bir nokta bu asal gerilmelerle gerilme durumunu temsil eder. Aynõ asal 

gerilmeler olan σ1, σ2 ve σ3 �e sahip fakat, farklõ asal yönlere sahip iki gerilme 

durumu bu yüzeyde ayõrt edilemez hale gelir.  

 

 
 

Şekil 1.5. Ana gerinme uzayõ ve σ�nõn ayrõşõmõ 
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Daha önce de bahsettiğimiz üzere plastisite teorisinde gerilme tansörü σ �yõ 

hidrostatik gerilme tansör pI ve bir sapma gerilme tansörü S olmak üzere ikiye 

ayõrabiliriz. Bu yüzden, asal gerilme uzayõnda bu ayrõştõrmanõn geometrik temsilini 

burada tartõşmak faydalõ olacaktõr.  

 

Şekil 1.5. de gösterildiği gibi orijinden geçen ve koordinat eksenleri ile eşit açõlar 

yapan bir ON  köşegenini göz önüne alalõm. Bu durumda bu çizgi üzerinde yer alan 

her noktada aşağõdaki ifadeleri yazabiliriz: 

 

13
1

321 J=== σσσ                  (1.61) 

 

ve 

 

0321 === SSS                     (1.62) 

 

Bu uzaysal köşegen üzerindeki noktalar hidrostatik basõnç durumunu ifade ederken 

bu çizgi de hidrostatik eksen olarak adlandõrõlõr. Bu köşegene dik doğrultudaki 

herhangi bir düzlem oktahedral düzlemdir ve (1.57) denkleminden faydalanarak 

aşağõdaki gibi ifade edilir. 

 

dC 3321 ==== σσσ                 (1.63) 

 

burada d düzlemin orijine olan uzaklõğõdõr. Eğer d=0 olursa, düzlem π-düzlemi 

olarak adlandõrõlõr.  

 

Herhangi bir gerilme durumu (σ1, σ2, σ3), asal gerilme uzayõnda bir pozisyon vektörü 

OP  ile tanõmlanabilir ve şekil 1.5.�e göre, 

 

NPONOP +=                  (1.64) 
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yazõlabilir. Burada NP  vektörü ON �ye diktir ve oktahedral düzlemin üzerindedir. 

nONON =  olduğundan ve n, ON vektörü doğrultusunda ( 3/1,3/1,3/1 ) 

değerlerine sahip birim vektör olduğuna göre, ve 

 

( )

pJ

nOPON

3
3

1)(
3

1

)1,1,1(
3

1,,

1321

321

==++=

⋅=⋅=

σσσ

σσσ
              (1.65) 

 

olduğundan dolayõ, 

 

),,( pppON =                  (1.66) 

 

olacaktõr ve bununla beraber, 

 

),,(
),,(

321

321

SSS
pppONOPNP

=
−−−=−= σσσ               (1.67) 

 

yazõlabilecektir. Bu sebepten, rastgele seçilmiş bir gerilme durumu için, hidrostatik 

basõnç kõsmõ uzay köşegeninde bulunan bir vektörle  ve deviatorik kõsõm oktahedral 

düzlem üzerinde uzay köşegenine dik bir vektörle tanõmlanõr. Bu durumdan dolayõ 

bu uzay bazen deviatorik uzay olarak adlandõrõlõr. 

 

Eşitlikler (1.67), (1.45) ve (1.60)  beraber kullanõlarak NP  vektörünün boyu şu 

şekilde hesaplanabilir: 

 

( ) octJSSSNPr τ32 2
212

3
2
2

2
1 =′=++==              (1.68) 

 

Deviatorik düzlem üzerinde NP  vektörünün yönlendirilmesini tanõmlamak için, 

Şekil 1.6. daki uzay üzerinde NP  vektörünün izdüşümünü ele alalõm. Şekil 1.6a.�da, 
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321 ,, σσσ ′′′ ve  deviatorik uzay üzerindeki eksenler olan 321 , σσσ ve �ün izdüşümleri 

olarak gösterilmiştir. n�1 deviatorik uzayda 1σ ′  yönündeki birim vektör olduğunda 

bunlara bağlõ olarak σ1, σ2 ve σ3 �e ait olanlar [cos ( ) nm,,90 α−o ] şekil 1.6b.�de 

gösterilmiştir. cos 31=α ,  m=n ve negatif olacağõndan, 

 

)1,1,2(
6

1
1 −−=′n                  (1.69) 

 

 
Şekil 1.6. Deviatorik düzlem üzerinde gerinme uzayõnõn yansõmasõ 

 

Bu yüzden NP  vektörünün 1σ ′  üzerindeki izdüşümünü tanõmlarsak, 

 

)1,1,2(
6

1),,(cos 3211 −−⋅==′⋅ SSSrnNP θ              (1.70) 

 

veya, 

 

cos 
2

1

2
3

J
S
′

=θ                  (1.71) 
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burada eşitlik (1.44) ve (1.68)  r, S2 ve S3�ü sadeleştirmek için kullanõlmõştõr. θ �yõ 

deviatorik gerilme tansörü S�in invaryantlarõ cinsinden ifade edebilmek için eşitlik 

(1.71)�de, 

 

cos 3θ = 4 cos3 θ - 3 cos θ                 (1.72) 

 

 trigonometrik bağõntõsõnõ kullanõrõz ve aşağõdaki eşitliği elde ederiz. 

 

( )21
3
123

2

2

1

3

2

1

2
33

2
33

2
343cos

JSS
J

J
S

J
S

′−
′

=












′
−











′
=θ

              (1.73) 

 

Burada ( )1332212 SSSSSSJ ++−=′ , SSS −=+ 32 , ve 3213 SSSJ =′  olduğunu 

hatõrlayarak son olarak aşağõdaki denklemi elde ederiz. 

 

)600(
2

333cos 23
2

3 o≤≤
′
′

= θθ
J
J

              (1.74) 

 

Eşitlik (1.71) ve Şekil 1.6a. ortak kullanõlõrsa aşağõdaki eşitlikler kolayca 

gösterilebilir. 

 

θcos
3

2
21 JS ′=                  (1.75) 

)120(cos
3

2
21 θ−′= oJS                 (1.76) 

)120(cos
3

2
21 θ+′= oJS                 (1.77)
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Asal gerilme uzayõnda eşitlik (1.41)�e göre, 

 

















+
−′+
















=

















)120(cos
)120(cos

cos

3
2

1
1
1

3 2
1

3

2

1

θ
θ

θ

σ
σ
σ

o

oJ
J

              (1.78) 

 

Aşağõdaki hususlarda θ değerinin üç farklõ durum için değişik değerler alabileceğini 

görebiliriz: 

 

1. Hidrostatik basõncõn σ1 > σ2 = σ3 durumunda tek eksenli gerilme (eğer σ2 = σ3 = 0 

ise tek eksenli gerilme) bu gerilme durumu bilhassa geomalzemelerle uğraşõrken üç 

eksenli gerilim olarak da isimlendirilir. Eşitlik (1.71)�i kullanarak,  

 

θ = 0o                   (1.79) 

 

2. Bir hidrostatik basõnç etkisi altõnda, pür kayma gerilmesini ifade eder. Bu 

durumda, σ1 > σ2 > σ3  olup    σ1 - σ2 = σ2 - σ3 durumunda  (1.71) denklemi  

 

θ = 30o                (1.80a) 

 

sonucunu verir. 

 

3. Bir hidrostatik basõnç etkisi altõnda tek eksenli sõkõştõrma durumu  σ1 = σ2 > σ3 

olup,  ( σ1 = σ2 = 0  için tek eksenli çekme söz konusudur). Bu gerilme durumu jeo 

malzemelerin uygulamalarõnda üç eksenli sõkõştõrma olarak adlandõrõlõr. (1.71) in 

yardõmõyla aşağõdaki ifade yazõlabilir.  

 

θ = 60o                (1.80b) 
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Eşitlik (1.78) kullanõlarak asal gerilme uzayõnda koordinat eksenleri olarak σ1, σ2 ve 

σ3  yerine 21 , JJ ′  ve θ seçilebilir. Aslõnda bu seçim plastisite teorisinde akma 

yüzeyini açõklayabilmek için daha uygun bir seçim olacaktõr.  

 

 

1.10. Akma Yüzeyi 

 

Daha önceki kõsõmlarda da bahsettiğimiz üzere, bir akma kriteri, bir malzeme için 

plastik deformasyonun başlangõcõnõn tanõmlanmasõnõ amaçlayan temel bir kabuldür. 

Bir noktadaki gerilme durumu, akma şartõnõ sağlõyorsa, bu nokta plastik 

deformasyona uğrar. Aksi takdirde, elastik deformasyon sözkonusudur. Baş tarafta 

bahsedildiği gibi, akmaya karşõlõk gelen olasõ bütün gerilme durumlarõ altõ boyutlu 

gerilme uzayõnda kapalõ bir hiper yüzey oluşturur. Anlaşõlõrlõğõ sağlamak için bütün 

akma noktalarõndan oluşan başlangõç akma yüzeyinin ilk akmaya karşõlõk geldiğini 

kabul ediyoruz. Ayrõca malzemenin homojen olduğunu ve herhangi bir termal etkinin 

olmadõğõnõ varsayõyoruz. Bu durumda akma fonksiyonu matematiksel olarak 

aşağõdaki genel formda ifade edilir.  

 

0)( =ijF σ                              (1.81) 

 

bununla beraber, 

 

0)( <ijF σ   Elastik deformasyon bölgesi için             (1.82) 

0)( =ijF σ   Plastik deformasyon bölgesi için      

 

Eğer malzeme izotropik ise akma, yalnõzca asal gerilmelerin şiddetine bağlõ olur. Bu 

tip malzemeler için akma şartõ aşağõdaki eşitliklerle verilmiştir.  

 

( ) 0,, 321 =σσσF                  (1.83) 

( ) 0,, 321 =JJJF                  (1.84)

  



 28

Yukarõdaki denklemler asal gerilme uzayõnda bir yüzeyi temsil eder. Metalik 

malzemeler için deneysel veriler hidrostatik basõncõn plastik akma üzerinde hiçbir 

etkiye sahip olmadõğõnõ kabul etmemize imkan tanõr. Plastik akma yalnõzca sapma 

gerilme tansörü S ile ilgili bir olaydõr. Akma kriteri izotropik ve gözenekli olmayan 

(yoğun) malzemeler için kendine ait 21 JveJ ′′  invaryantlarõ cinsinden yazõlabilir: 

 

( ) 0, 32 =′′ JJF                   (1.85) 

 

 

 
Şekil 1.7. İzotropik malzemeler için akma yüzeyi 

 

Şekil 1.7. de gösterildiği gibi yukarõdaki ifade hidrostatik basõnç eksenine paralel 

değişkenlerle asal gerilme uzayõnda bir silindiri temsil eder. Çünkü hidrostatik basõnç 

(p=J1/3)  akma fonksiyonunda bir argüman olarak yer almamaktadõr. Sapma 

düzlemlerinden herhangi birisi üzerinde ve özellikle de π-düzemi üzerinde akma 

yüzeyinin şeklini göz önüne almak için bu ifade yeterlidir.  

 



 29

 
Şekil 1.8. π-uzayõnda akma sõnõrõ 

 

Şekil 1.8.�de gösterildiği gibi π-düzlemi üzerinde akma yüzeyinin bir parçasõnõ 

gözönüne alalõm. İlk olarak, simetri kabullerine göre eğer nokta ( 321 ,, σσσ ) akma 

yüzeyi üzerinde bulunuyorsa nokta ( 231 ,, σσσ ) da aynõ yüzeyde bulunacaktõr. Bu 

demektir ki akma parçasõ 1σ ′  eksenine göre simetrik durumda olmalõdõr. 

321 , σσσ ′′′ ve  eksenlerinin simetrisi π uzayõnda bulunan akma yüzeyini altõ eşit 

parçaya bölmektedir. Bu sebepten özel bir malzeme için deneysel olarak bu altõ 

parçadan herhangi birinin tanõmlanmasõ gereklidir. İşte bu durumdan sonra simetri 

özelliği tüm akmayõ tanõmlamak için kullanõlõr. Bu poroslu katõlarõn ve kaya gibi 

malzemelerin bir sonucudur.  

 

İkinci olarak çekme gerilmesi için malzemenin akma dayanõmõ sõkõştõrmaya eşit ise 

( 321 ,, σσσ ) noktasõ gibi ( 321 ,, σσσ− ) noktasõ da akma yüzeyinde bulunacaktõr. Bu 

sebepten akma yüzey parçasõ 1σ ′  eksenine bik olan B-B doğrusu etrafõnda simetrik 

olacaktõr. benzer olarak, sõrasõyla 32 σσ ′′ ve   eksenlerine dik olan C-C ve A-A 

doğrularõ da simetri ekseninde bulunacaklardõr. Yukarõda belirtildiği gibi simetri 

eksenleri bölgeyi eş iki parçaya böleceklerdir. Bu yoğunlukta veya metaller gibi 
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porozlu olmayan malzemeler için elimizde bulunan yüzeyin eş on iki parçasõndan 

herhangi birini tanõmlamamõz yeterli olacaktõr. (Şekil 1.8.) 

 

1.11. Metaller için Akma Kriteri 

 

Bu bölümde meal plastisitesi için kullanõlan iki önemli kriter olan von Mises ve 

Tresca kriterlerinden bahsedilecektir. Bridgeman (1952) kanõtlamõştõr ki, metallerde 

25.000 bar basõnca kadar akma olmamaktadõr. Bu yüzden son bölümde tartõşõldõğõ 

gibi metallerin akma kriteri gerilme tansörünün birinci invaryantõ olan J1�e bağõmlõ 

değildir.  

 

1.11.1 Maxwell-Huber-von Mises Kriterleri 

 

Genel bir kanõya göre bu akma kriteri von Mises tarafõndan tavsiye edilmiştir (1913). 

Fakat aslõnda ilk olarak Huber tarafõndan yayõnlanmõş(1904) ve başka bir rivayete 

göre 1856�da bu kriteri Maxwell Kelvin�e bir mektupla göndermiştir. En son olarak 

Hencky (1924) bu kriteri deviatorik gerinme enerjisi olarak yorumlamõştõr. 

 

Kriter der ki, plastik akma eşitli (1.86) ile verilen malzeme özelliği olan k2 değeri ile 

deviatorik gerinme tansörü olan S�nin ikinci invaryantõ olan 2J ′  birbirine eşit olduğu 

zaman ortaya çõkar.  

 

02
2 =−′ κJ   akma veya plastik deformasyon için 

2
2 κ<′J    elastik deformasyon için            (1.86) 

 

Gerilme bileşenlerinin terimleri cinsinden akma kriteri aşağõdaki şekli alõr. 

 

( ) ( ) ( )[ ] 2222222

6
1 κσσσσσσσσσ =+++−+−+− zxyzxyxxzzzzyyyyxx           (1.87) 

 

veya  
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( ) ( ) ( )[ ] 22
13

2
32

2
216

1 κσσσσσσ =−+−+−              (1.88) 

 

Şu gayet açõktõr ki, von Mises akma yüzeyi, hidrostatik gerinme eksenine paralel bir 

silindir yüzeyidir. π uzayõ üzerindeki parçasõ (1.86) eşitliğine göre bir çemberdir ve 

J1 veya θ değerine bağõmlõlõğõ yoktur. Eşitlik (1.68)�den çemberin yarõçapõnõn 

κ2=r  olduğunu bulabiliriz (şekil 1.9.). 

 

Uzay gerinmesinden dolayõ ( 03 =σ ) eşitlik (1.88) şu hale indirgenebilir: 

 
22

221
2
1 3κσσσσ =+−                 (1.89) 

 

Bu denklem σ1-σ2 uzayõnda şekil 10.�da gösterildiği üzere bir elipsi tarif etmektedir. 

Sabit κ  değerini tanõmlamak için basit bir çekme testi yapõlmalõdõr: 

 

yσσ =1  ve  032 ==σσ                (1.90) 

 

 
    

Şekil 1.9. π-uzayõnda von � Mises ve Tresca akma sõnõrlarõ 

 

Burada σy basit çekmedeki akma gerinmesidir. Eşitlik (1.90)�õ (1.88)�de yazarsak, 
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22

3
1 κσ =Y                   (1.91) 

 

bu sebepten, 

 

3
Yσκ =                   (1.92) 

 

Eğer κ �yõ saf kayma testi Yτ �dekiakma gerinmesini kullanarak tanõmlarsak 

Yτσσ =−= 31  ve 02 =σ  bağõntõlarõna ulaşõrõz. Daha sonra eşitlik (1.88) ile: 

 
22 κτ =Y                   (1.93) 

 

ve bundan dolayõ, 

 

Yτκ =                    (1.94) 

 

Eşitlik (1.94) ve (1.92)�yi karşõlaştõrarak aşağõdaki ifade elde edilir. 

 

3
Y

Y
σ

τκ ==                   (1.95) 

 

Bir Maxwell-Huber-von Mises malzemesi için tekeksenli çekmedeki akma dayanõmõ, 

saf kaymadaki akma dayanõmõnõn 3  katõ kadar olacaktõr.  

 

1.11.2. Tresca Kriteri 

 

Tresca(1864) metal ekstrüzyon üzerindeki kendi deneyleri ve Coulomb�un katõ 

mekaniğindeki bulgularõnõ kullanarak Tresca akma kriteri olarak bilinen, metalik 

katõlarõn akma kriterini tanõmlamõştõr.  
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Bu kriterin kanõtladõğõ, plastik akmanõn, maksimum kayma geriliminin malzemenin 

kritik değeri olan κ �ya yetişmesi ile ortaya çõkmasõ gerektiğidir. Matematiksel 

olarak bu şu şekilde yazõlabilir: 

 

κτ =max   akma veya plastik deformasyon için            (1.96) 

κτ <max   elastik deformasyon için             (1.97) 

 

Ana gerinmeler cinsinden eşitlik (1.96) şöyle yazõlabilir.  

 

[ ] κσσσσσσ =−−− 132
1

322
1

212
1 ,,max               (1.98) 

 

veya  

 

( ) κσσ =− minmax2
1                  (1.99) 

 

Eşitlik (1.78) kullanõlarak yukarõdaki eşitliği θveJ 2′  cinsinden de yazabiliriz. 

 

( ) ( )°≤≤°=+′ ° 60060sin2 θκθJ            (1.100) 

 

 
Şekil 1.10. Uzay gerinme durumu için von Mises ve Tresca kriterleri 
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Eşitlik (1.100)�den de görüldüğü gibi Tresca akma yüzeyi θ �ya bağõmlõ olup J1�e 

bağõmlõ değildir. kolayca görülüyor ki, ana gerinme uzayõnda Tresca akma yüzeyi J1 

eksenine paralel hexagonal bir silindirdir. π uzayõna izdüşümü ise düzgün bir 

hexagondur. (şekil 1.9.) 

 

Uzay gerinmesi durumunda ( 03 =σ ) eşitlik (1.98) şu hale gelir: 

 

κσ
κσ

κσσ

2
2

2

2

1

21

±=
±=

±=−
               (1.101) 

 

Bu, şekil 1.10�da gösterilen σ1-σ2 uzayõndaki Tresca hexagonunu temsil eder.  

 

Malzeme sabitleri tek eksenli test ele alõnarak tanõmlanabilir. Bu duruma eşitlik 

(1.99) uygulanõrsa: 

 

2
Yσκ =                 (1.102) 

 

Alternatif olarak saf kayma testini kullanarak malzeme sabitesi κ �yõ 

tanõmlayabiliriz. 

 

Yτσσ =−= 31 , 02 =σ               (1.103) 

 

buradan, 

 

Yτκ =                  (1.104) 

 

elde edilir. Eşitlik (1.102) ve (1.103)�den ise şu sonuca ulaşõrõz: 
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2
Y

Y
σ

τκ ==                 (1.105) 

 

Bu sebepten Tresca malzemeleri için kayma dayanõmõ tek eksenli çekme kuvvetinin 

yarõsõ kadar olacaktõr diyebiliriz. 
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1.12. Plastisite Teorisinin Temel Şartlarõ 

 

Daha önceki bölümlerde bazõ basit ve temel deneysel gözlemler yardõmõyla plastik 

deformasyonun temel karakteristikleri verildi. Bu deneylerden elde edilen sonuçlara 

göre plastik deformasyon aşağõdaki özelliklere sahiptir: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 1.11.  Tek eksenli gerilme-gerinme eğrisi 

 

1. Plastik deformasyon enerji kaybõ ile ilgilidir bu yüzden de tersinmezdir. Bu durum 

yukarõda verilen tek eksenli çekme deneyine ait gerilme-gerinme diyagramõndan 

görülmektedir. Yük C noktasõnda kaldõrõlõrsa, gerinmenin yalnõzca bir kõsmõ (DE) 

geri dönebilir oysa ki diğer kõsõm (OD) yük kaldõrõldõktan sonra da olduğu gibi kalõr, 

yani geri dönmez. DCE üçgeni ile temsil edilen enerji elastik enerji olarak geri 

kazanõlmõştõr, OABCD alanõ ise OD plastik gerinmesini oluşturan proses esnasõnda 

kaybolan enerjiyi temsil eder. Bu yüzden de plastik gerinme, boşaltmadan sonraki 

kalõcõ gerinmeyi ifade eder. Plastik bölgede bulunan herhangi bir C noktasõndaki 

toplam gerinme OE yi; plastik gerinme OD ve elastik gerinme DE� nin toplamõ 

olarak ifade edebileceğimizi şekilden kolayca görmek mümkündür.    

O D E

G

A B 

F
H

U σ  

ε  

o
yσ  

0<σσ d  
0>σσ d  

σd  

pd ε  edε  

C
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pe εεε +=                 (1.106) 

 

Bu toplanabilme durumu üç boyutlu uzaya kolayca genelleştirilebilir, 

 
p

ji
e

jiji εεε +=                (1.107) 

 

Burada jiε   sonsuz küçük gerinme tansörüdür, bu ayrõştõrma işlemi yalnõzca sonsuz 

küçük gerinme durumlarõ için doğrudur. Sonlu gerinme durumlarõnda elastik ve 

plastik gerinme ölçüleri arasõnda geometrik olarak elasto-plastik bir kapling 

oluşmakta ve (1.107) denklemi bilinen klasik fiziksel anlamõnõ yitirmektedir.  

 

2. Plastik deformasyon sahip olduğu disipasyon özelliğinden dolayõ yükleme tarihine 

veya yörüngeye bağõmlõ bir prosestir. Bir başka deyişle, plastik deformasyon 

esnasõnda gerilme ile gerinme arasõnda bire-bir lik bir karşõlõk veya eşleşme 

olmayacaktõr. Örneğin şekil 1.11. de, F ve H noktalarõ aynõ gerilme seviyelerinde 

olmalarõna rağmen farklõ gerinme değerlerine sahiptirler. Diğer taraftan F ve G 

noktalarõndaki gerinmeler aynõ değerlere sahip olmalarõna rağmen bu noktalardaki 

gerilme değerleri oldukça farklõdõr. Bu farklõlõklarõn farklõ deformasyon tarihlerinden 

veya F ve H ile F ve G noktalarõ arasõndaki gerilme yörüngelerinden kaynaklandõğõ 

bilinmektedir.  
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Şekil 1.12. Plastik deformasyonun geçmiş yükleme tarihine olan bağõmlõlõğõ 

 

Plastik deformasyonun geçmişe veya yörüngeye olan bağõmlõlõğõnõ daha iyi bir 

şekilde açõklamak için aşağõda verilen örneği göz önüne alõyoruz: bir deney 

numunesinin x- yönünde tek eksenli olarak yüklendiğini düşünüyoruz. Şekilde 

gösterilen başlangõç akma yüzeyi üzerindeki B noktasõna kadar malzeme elastik 

olarak deforme olacaktõr. Eğer gerilme A noktasõna kadar arttõrõlõrsa malzeme 

elastoplastik olarak deforme olacak ve malzemelerin sertleşme davranõşõndan dolayõ 

akma yüzeyi bir sonraki akma yüzeyine kadar genişleyecektir. Burada, basitliği 

sağlamak amacõyla, yalnõzca izotropik sertleşmenin olduğu kabul edilmiştir. Gerilme 

tek eksenli olduğundan, A noktasõnda aşağõdaki ifade yazõlabilir: 

 
P

xx εε =                 (1.108) 

 

Burada pε , A noktasõnda x ekseni boyunca gerçekleşen plastik gerinmeyi ifade 

etmektedir. Plastik deformasyonun sõkõştõrõlmazlõk kabulünden dolayõ  

 

Başlangõç akma yüzeyi 

Ardõşõk akma yüzeyi 

xσ  

yxτ  

O C B A

E
H 

G 

F 
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pp
zz

p
yy εεε 2

1−==                (1.109) 

0=== p
xz

p
zy

p
yx γγγ                (1.110) 

 

İfadeleri yazõlabilir, burada jiγ sonsuz küçük gerinme tansörü ε  nun kayma 

bileşeninin iki katõnõ temsil etmektedir. 

 

Şimdi, A noktasõndan C noktasõna kadar boşaltma yaptõktan sonra, eksenel kuvveti 

sabit tutarak, E noktasõna kadar kayma gerilmesi yxτ uygulanõrsa bir sonraki akma 

yüzeyine ulaşmõş oluruz. Böylece, daha fazla bir plastik deformasyon oluşmadan A-

C-E yörüngesini takip ederek numunenin gerilme durumunu A dan E ye değiştirmiş 

oluruz. E noktasõndaki plastik gerinmeler bu durumda, (1.108), (1.109) ve (1.110) 

denklemleri ile temsil edilebilir.  

 

Şimdi de başka bir yükleme tarihini göz önüne alalõm. Numunenin yxτ  kayma 

gerilmesinin etkisi altõnda pür kayma ile yüklendiğini düşünelim. Elastik 

deformasyon F noktasõndaki ilk kayma durumuna kadar devam eder. Bu durumda 

plastik deformasyon artan yxτ  ile sonuçlanacaktõr. Aynõ zamanda akma yüzeyi de 

genişleyecektir. Kayma gerilmesi yxτ  nin ardõşõk akma yüzeyi üzerindeki G 

noktasõna kadar arttõğõnõ kabul edelim, bu yüzey aynõ zamanda bir önceki yükleme 

tarihinden dolayõ A ve E noktalarõnõ da içermektedir. G noktasõndaki plastik kayma 

gerinmesini pγ  ile gösterelim, bu durumda G noktasõndaki plastik kayma 

gerinmeleri aşağõdaki ifadelerle verilir: 

 
pp

yx γγ =                 (1.111) 

0== p
xz

p
zy γγ                (1.112) 

0=== p
zz

p
yy

p
xx εεε                  (1.113) 
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Numune üzerindeki yük G noktasõndan H noktasõna kadar boşaltõlmõş olsun, ve bu 

noktadan itibaren eksenel yük uygulanõrken yxτ kayma gerilmesinin sabit 

tutulduğunu düşünüyoruz. Numunenin gerilme durumunu ardõşõk akma yüzeyi 

üzerindeki E noktasõna getirinceye kadar eksenel yükün uygulandõğõnõ düşünüyoruz. 

G-H-E yörüngesi mevcut akma yüzeyi AEG nin içinde olduğundan, malzeme elastik 

olarak deforme olacak ve G-H-E gerilme yörüngesi boyunca ilave plastik 

deformasyon oluşmayacaktõr. E noktasõndaki plastik gerinmeler aynõ zamanda 

(1.111), (1.112) ve (1.113) denklemleri ile ifade edilmiş olur.Açõkça, O-G-H-E 

gerilme yörüngesinin sonuçlarõ olan ve (1.111)-(1.113) denklemleri ile temsil edilen 

plastik gerinmeler (1.108)-(1.110) denklemleri ile verilenlerden tamamen farklõdõrlar. 

(1.108)-(1.110) denklemleri ile verilen plastik gerinmeler daha öncede belirtildiği 

gibi O-A-C-E gerilme yörüngesi boyunca elde edilmiş değerlerdir. Bu örnek açõkça 

göstermektedir ki plastik deformasyon geçmişe veya yörüngeye bağõmlõ bir prosestir. 

Deformasyonun en son gerçek durumunu elde etmek için deformasyon yörüngesi 

veya deformasyon tarihi izlenmelidir. Genellikle uzayda bir eğriyi matematiksel 

olarak belirlemek için; bu eğrinin diferansiyel denklemi ile birlikte başlama ve bitiş 

noktalarõnõn verilmesi gerekir. Böylece, plastik deformasyonun yörüngeye bağõmlõ 

doğasõ plastik deformasyon için bünye denklemlerinin bir diferansiyel denklem 

formunda veya artõmsal formda verilmesini gerektirir. Deformasyon geçmişi 

boyunca artõmsal plastik gerinmeler hesaplanmak zorundadõr ve toplam plastik 

gerinmeleri hesaplamak için bunlarõ toplamak gerekir. Bu yüzden pek çok plastisite 

teorisi normal olarak elastik deformasyonlarõn tersine hõza bağõmlõ veya artõmsal 

tipte ifade edilir. Bu durumda bünye denklemleri en son gerinme ve gerilme 

durumlarõ arasõnda bire-bir bir eşleşme sağlayabilir.  

 

3. Bu çalõşmada, plastik deformasyonun hõzdan bağõmsõz olduğu kabul edilmiştir. 

Bunun anlamõ; plastik deformasyona ait bünye denklemlerinin zamana göre homojen 

olduğu (zaman ölçeğine göre invaryant olduğu) kabul edilmiş, hõza bağõmlõ formlarla 

artõmsal formlarõn bir birine eşit olduğu varsayõlmõştõr. Böylece, plastik deformasyon 

esnasõndaki viskoz etkiler ve viskoz direnç ihmal edilmiştir. Bu durumda gerilme 

elastik gerinmeyle lineer olarak ilişkili olup aşağõdaki gibi ifade edilebilir: 
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( )pe EE εεεσ −==                (1.114) 

 

Sonsuz küçük gerinme ve lineer elastik davranõş göz önüne alõnarak, bu denklem üç 

boyutlu uzayda aşağõdaki gibi ifade edilebilir, 

 

( )pεεCεCσ −== ::    veya  ( )p
lklklkjiji C εεσ −=           (1.115) 

 

Burada C dördüncü dereceden elastik katõlõk tansörünü ifade etmektedir.  

 

Bu tartõşmanõn en önemli noktasõ plastik deformasyonlarõn non-lineer, zamana göre 

homojen diferansiyel veya hõza bağõmlõ formda bünye denklemleri ile temsil 

edilebildiklerini ifade etmektir. Plastik deformasyon için bir bünye teorisi aşağõda 

verilen özellikleri kapsamalõdõr: 

 

1. Başlangõç akma noktasõ 0
Yσ  bilinmek zorundadõr, çünkü bu değerden daha küçük 

gerilme değerleri için deformasyon lineer olup σ  ve ε arasõnda bire-bir karşõlõk söz 

konusudur. 0
Yσ  den daha büyük gerilme değerleri için deformasyon nonlineerdir ve 

deformasyonun tarihine bağõmlõdõr. Üç boyutlu duruma genelleştirildiği zaman; 

başlangõç akma yüzeyi bilinmelidir ve bu yüzey aşağõdaki formda yazõlabilir:  

 

( ) 0, 0 =YF σσ                (1.116) 

 

burada 0
Yσ  ilk gerilmesini temsil eder.  

 

2. Ardõşõk akma yüzeylerinin büyümesi bilinmelidir. Genellikle, mükemmel plastik 

malzemeler hariç tutulduğunda (mükemmel plastik malzemelerde bu değer sabittir) 

veya yumuşak çeliğin plastik akõşõna ait küçük bir bölgenin ( bu bölge şekil 1.11 de 

AB bölgesidir) dõşõnda akma mukavemeti sabit bir değer değildir. Böylece ardõşõk 

akma dayanõmõ (yani BU eğrisinin tamamõ) bilinme zorundadõr. Genellikle, 
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),...,2,1()( niiYY == ασσ              (1.117) 

 

Olup, burada )...,,3,2,1( nii =α  eşdeğer plastik gerinme ve iç değişkenler gibi ihtimal 

dahilindeki bütün sertleşme parametrelerini göstermektedir. şüphesiz ki bir boyutlu 

durumda BU eğrisini belirlemek için birden fazla sertleşme parametresinin 

belirlenmesine gerek yoktur. Daha önce ifade edilen (1.18)-(1.23) denklemleri 

(1.117) denkleminin özel formlarõdõr. Örneğin, (1.18) denkleminde yalnõzca bir 

sertleşme parametresi pεα =  monotonik olarak gerçekleştirilen tek eksenli yükleme 

durumu için kullanõlmaktadõr. Toplam pε  nin geçmişe bağlõ tabiatõna göre, 

aşağõdaki gibi hesaplanmasõ gerekir: 

 

dtd pp ∫∫ == εεε &                (1.118) 

 

Şekil 5.1 den  faydalanarak aşağõdaki ifade yazõlabilir: 

 

σσσεεεα d
EEE

d
E
ddddd tt

ep 





 −=−=−==

11           (1.119) 

 

Bu ifadenin eşdeğerini türev veya değişim formunda, 

 

σα && 





 −= tt EE

11                (1.120)  

 

şeklinde de ifade edebiliriz. Burada, E bildiğimiz Young modülü, Et ise verilen 

gerilme seviyesindeki tanjant modülü veya teğetsel katõlõk olarak adlandõrõlmaktadõr. 

Şekil 1.11 den faydalanarak, boşaltma ve tekrar yükleme durumlarõnda OA ve DC 

doğrularõnõn aynõ eğime sahip olduklarõnõ göz önüne alarak ( eddE εσ= olduğunu 

düşünerek) ; 

   
ppette dHddEdEdEd εεεεεσ =+=== )(          
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yazabiliriz. Burada H sertleşme parametresi olarak bilinir. Yukarõdaki eşitlikleri 

dikkate alarak HddEdd pe σεσε ==   ve  yazõlabileceği görülür, bu durumda; 

 

{ { EEHHEEH
E

E
EddEd tt

tt
pet

H
d

E
d

1111111)( −=⇒+=⇒+=⇒+=
≡≡ σσ

εεσ        

 

ve buradan da sertleşme modülünü elastisite modülü ve tanjant modülü cinsinden 

aşağõdaki gibi ifade edebiliriz: 

 

E
E

E
EE

EEH t

t

t

t

−

=
−

=

1
              

 

Aşağõdaki tabloda ANSYS programõnõn malzeme kütüphanesinde bulunan bazõ 

mühendislik malzemeleri için deneylerden elde edilen sabit değerler ve yukarõdaki 

formüle göre hesaplanmõş sertleşme parametresinin değeri görülmektedir. 

 

 

Tablo 1.1.  Bazõ mühendislik malzemeleri için mukavemet değerleri 

 

 Elastisite 

modülü 

(Pa) 

Akma 

gerilmesi (Pa) 

Tanjant 

modülü (Pa) 

Sertleşme 

parametresi 

(Pa) 

Nikel alaşõmlar 180 E9 900 E6 445 E6 4.4610 E8 

Titanyum alaşõm 100 E9 70 E6 112 E6 1.1213 E8 

1018 çelik 200 E9 310 E6 763 E6 7.6592 E8 

Aluminyum 5182 76 E9 145 E6 25 E6 2.5008 E7 
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Lineer sertleşme durumunda Et sabittir ancak, şekil 1.11 de gösterilen genel bir 

nonlineer durum için Et gerilmenin ve plastik gerinme pε nin bir fonksiyonu olarak 

göz önüne alõnmalõdõr: 

 

( )ptt EE εσ ,=                (1.121) 

 

Bu durumda, (1.120) in genel formu,  

 

( )ασσαα ,, &&& =                (1.122) 

 

şeklini alõr. Yalnõzca tek eksenli yükleme durumunda pεα =  yazõlabileceğini 

hatõrlamak gerekir. Yukarõda da belirtildiği gibi α& σ& �nõn hõzdan bağõmsõz davranõşõ 

tanõmlamak için lineer, homojen fonksiyonu olmasõ gerekir. Bu yüzden (1.122) 

numaralõ denklem, 

 

σασαα && ),(1=  

          

şeklinde tekrar yazõlabilir veya eşdeğeri, 

 

σασαα dd ),(1=                           (1.123)

        

şeklinde yazõlabilir. Burada 1α , ασ ve �nõn lineer olmayan fonksiyonudur ve 

deneysel gözlemleri temsil ederler.  

 

(5.18) denklemi üç boyutlu durum için aşağõdaki şekilde genelleştirilebilir. 

 

⋅= σασφα && :),( iii       
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Aynõ eşitlik eşdeğer şekilde, 

 

σασφα dd p
ii :),(=                (1.124) 

 

Şeklinde de ifade edilebilir ki burada iφ =1,2,3,�.,n, σ �nõn ve iα �nin ikinci-, 

üçüncü- veya dördüncü-derece tansör değerli fonksiyonlarõdõr. Bu değerler aynõ 

zamanda iα �nin skaler, vektör veya ikinci derece tansör değerli sertleşme 

parametrelerine bağõmlõdõr.  Eşitlik (1.124) iα  sertleşme parametreleri için bünye 

denklemidir. Bu sertleşme parametrelerinin mevcut değerleri (1.124) denkleminden 

gerilme yörüngelerei veya deformasyon tarihi yardõmõyla  bir kere belirlenirse, 

mevcut veya ardõşõk akma yüzeyini elde etmek için akma yüzeyinin ifadesi içerisine 

yerleştirilebilirler.  

 

).,.....,2.1(0),( niF i ==ασ             (1.125) 

 

Burada akma yüzeyinin genel formu kullanõlmõştõr.  

 

Burada dikkat edilmesi gereken nokta iα �lerin (i=1,2,…..,n) gerilme uzayõnda 

bulunan akma yüzeyinin genişlemesini, ötelemesini ve çarpõlmasõnõ temsil eden , 

sklaer, vektörel veya tansörel herhangi bir parametre olabilir. Hatõrlanmalõdõr ki 

akma yüzeyi sadece plastik deformasyon ortaya çõktõğuõnda değişiklik gösterir. Bu da 

(1.123) ve (1.124) denklemlerinin yalnõzca elasto-plastik yükleme prosesi esasõnda 

geçerli olduğunu gösterir. Elastik deformasyon veya boşaltma esnasõnda (plastik 

deformasyon oluşmayacaktõr) ve akma yüzeyi değişmeden kalacaktõr. Bu prosesleri 

temsil eden ifade için  

 

0=iα&                             (1.126) 

 

yazõlõr.  
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3. Plastik deformasyon için bünye denklemlerinin formule edilmesi gerekir. Bu 

proses plastisite teorisinde merkezi bir rol oynar. Daha önce de bahsedildiği gibi bu 

denklemler yörüngeye bağõmlõ ve hõzdan bağõmsõz olduklarõndan oran veya artõmsal 

formda olmak zorundadõr. (1.119) denklemi ile verilen bir boyutlu durum için plastik 

gerinme hõzõ kolayca aşağõdaki gibi yazõlõr. 

 

σε && 





 −=

EEt
p 11    veya  σε d

EE
d t

p 





 −=

11            (1.127) 

 

Eşitlik (1.123) ve (1.120) kullanõlarak pε&  değerinin tek boyutlu durum için genel 

formunu elde edebiliriz. 

 

σασαε && ),(pp =  veya  σασαε dd pp ),(=            (1.128) 

 

Bu eşitlikte pα , pve εσ �nõn lineer olmayan fonksiyonudur. Üç boyutlu durum için 

eşitlik şu genel forma dönüşür: 

 

σασαε && :),( i
pp =  veya  σασαε dd i

pp :),(=&   (i=1,2,…,n)           (1.129) 

 

Burada pα , σ  ve iα  değerlerinin dördüncü derece tansör değerli fonksiyonudur ve 

σ&  ve σd  ise sõrasõyla gerinme tansörünün hõzõ ve artõmõ olacaktõr.  

 

Elastik gerinme hõzõ veya artõşõ lineer kurala göre aşağõdaki gibi olacaktõr. 

 

σε && :1−=Ce  veya σε dCd e :1−=              (1.130) 

 

Bu denklem C değerini deformasyon süresinde sabit bir tansör kabul ederek eşitlik 

(1.124)�un diferansiyeli alõnarak elde edilmiştir. C-1, C değerinin tersidir ve elastik 

uygunluk tansörüne karşõlõk gelir. Toplam gerinme hõzõ (1.129) ve (1.130) 

denklemleri birleştirilerek aşağõdaki gibi elde edilir.  
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( ) σαε && :1−+= Cp  veya ( ) σαε dCd p :1−+=            (1.131) 

 

Bu bağõntõnõn tersi alõnarak şu eşitlik elde edilir. 

 

[ ] εασ && :11 −−+= Cp  veya [ ] εασ dCd p :11 −−+=           (1.132) 

 

(1.128) ve (1.129) denklemlerinin ilave plastik deformasyonlarõn oluştuğu elasto-

plastik deformasyon prosesleri  için geçerli olduğunu vurgulamakta fayda vardõr. 

Aksi takdirde yalnõzca elastik deformasyon ortaya çõkacak ve gerilme-gerinme 

bağõntõsõ aşağõda verilen elastik deformasyon yasasõ ile yönetilmiş olacaktõr. 

 

εεσ &&& :: CC e ==  veya εσ dCd :=             (1.133) 

 

0=pε&                  (1.134) 

 

Bir boyutlu durumda, bu olay, OA veya DC doğrularõ boyunca gerçekleşen 

deformasyona karşõlõk gelir.  

 

4. Yükleme-boşaltma kriteri belirlenmelidir. daha önce bahsedildiği gibi iα ve 

pε için bünye denklemleri plastik yükleme ve elastik yükleme veya boşaltma için 

farklõdõr. Aslõnda bu durum nonlineer elastisite teorisi ve plastisite teorisi arasõndaki 

asõl farktõr. Böylece plastisite teorisi ile elasto platik davranõşõ tanõmlamak için 

plastik yükleme veya elastik boşaltmaya ait olan prosesi tanõmlamak gerekir. 

Yükleme veya boşaltma için kriter teorinin bir parçasõ olmak zorundadõr. Yükleme 

ve boşaltma plastik bir durumdan başlayan bir deformasyon prosesini temsil eder ve 

plastik olarak gerçekleşen deforasyona kadar devam eder sonra da, elastik bölgeye 

geri döner. Bir önceki plastik durum daima dikkate alõnmõş olur. Şekil 1.11�de 

gösterildiği gibi tek eksenli yükleme altõnda malzeme sertleşir, şöyle ki, BU eğrisi 

üzerindeki bir gerilme noktasõ, örneğin C noktasõ, aşağõda verilen akma şartõnõ sağlar. 

 

0)( =− p
Yc εσσ                           (1.135) 
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Burada cσ  C noktasõndaki gerilmeyi ifade eder. Aşağõda verilen eşitsizlikler 

yükleme ve boşaltma kriterlerini temsil eder.  

 

0≥σσd  yükleme için              (1.136) 

0<σσd  boşaltma için              (1.137) 

 

Şekil 1.11�de tek eksenli çekme durumu için yükleme veya boşaltmayõ temsil etmek 

üzere ya 0>σd  veya 0<σd  alõnmasõ yeterlidir. Eğer sõkõştõrma işlemindeki geri 

yükleme durumunda 0<σ  seçiliyorsa yükleme ve boşaltma için σσd  bir indis gibi 

kullanõlacaktõr. (1.137) denklemindeki eşittir işareti mükemmel plastik 

deformasyonlar için geçerlidir. Bu bölge şekil 1.11�de AB olarak gösterilmiştir. üç 

boyutlu durumda yükleme ve boşaltma kriteri mükemmel plastik malzemeler için ve 

sertleşen malzemeler için daha önce ifade edilmiştir. Yükleme veya boşaltmayõ 

yöneten indis aşağõdaki gibi gösterilebilir. 

 

σ
σ

dfl :
∂
∂

=                 (1.138) 

 

Sertleşen malzemeler için l > 0 yükleme anlamõna gelir, l < 0  boşaltmayõ temsil eder 

ve l = 0 ise nötr bir yüklemeyi gösterir. Bir plastisite teorisi oluşturmak için plastik 

deformasyonun dört temel elemanõ yukarõda ifade edilmiştir.   

 

Plastik deformasyon prosesini  iα&  ve pε&  parametrelerinin farklõ durumlarõnõ 

gözönüne alarak aşağõdaki gibi özetleyebiliriz.  
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Bu denklemler sõrasõyla elastik deformasyon, elastik boşaltma, nötr yükleme ve 

plastik yüklemenin dört durumunu temsil eder. Nötr yükleme esnasõnda 0=iα& , 

0=pε&  olmasõnõn nedeni gerilme durumunun  boşaltmadan yüklemeye  değiştiği 

zaman plastik deformasyonun süreklilik şartõnõ sağlamak zorunda olmasõdõr. Eğer 

σd  akma yüzeyinden dõşarõya doğru yönelmişse plastik gerinme hõzõ pε&  sõfõrdan 

farklõ, eğer σd akma yüzeyinin içine doğru yönlenmişse  pε&  sõfõr olur. gerilme-

gerinme bağõntõlarõnda süreksizliklerden kaçõnmak için akma yüzeyi üzerinde 

herhangi bir noktada σd  teğetsel bir yönde olduğu zaman  pε&  sõfõr olmak 

zorundadõr. Bu şart plastik sertleşme için süreklilik şartõ olarak bilinir. l�nin tanõmõnõ 

kullanarak (1.139d) ve (1.140d) denklemleri aşağõdaki gibi yazõlabilir.     

 

0,0�
0,0�

>==

>==

lFl
lFl

pp
ii
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φα
&

&
               

)142.1(
)141.1(

       

Burada ),(��
iii ασφφ =  fonksiyonu  σ �nõn ve iα �nin  skaler, vektörel veya tansörel 

değerli bir fonksiyonudur. ),(��
iii ασφφ =  fonksiyonunun skaler, vektörel veya 

tansörel karakteri iα �nõn durumuna bağlõdõr.  pα�  ise σ  ve iα �nin ikinci dereceden 

tansör değerli bir fonksiyonudur. Yükleme durumunda bile mükemmel plastik 

malzemeler için l = 0 olduğundan pε& �nin bünye denklemi (1.142) ifadesi ile 

verilemeyebilir.  
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1.13. Elastik Deformasyon İçin Gerilme-Gerinme Bağõntõlarõ 

 

Elastik deformasyon için  gerilme-gerinme bağõntõlarõ burada kõsaca ghözden 

geçirilmiştir. Elastik deformasyonun en basit bünye modeli Hooke tarafõndan 

verilmiştir. Hooke tek eksenli yükleme için gerilme ve gerinme arasõnda lineer bir 

bağõntõ önermiştir. Bu bağõntõ izotropik malzemeler için kartezyen koordinat 

sisteminde genelleştirilmiş Hooke yasalarõnõ ifade etmek için üç boyutlu duruma 

aşağõdaki gibi genişletilmiştir.  

 

( )[ ] xyxyzzyyxxxx G
v

E
τγσσσε 11

=+−=  

( )[ ] yzyzzzxxyyyyy G
v

E
τγσσσε 11

=+−=             (1.143) 

( )[ ] xzyxzyyxxzzzz G
v

E
τγσσσε 11

=+−=  

 

Bu eşitliklerde E, v ve G sõrasõyla Young modulü, Poisson oranõ ve kayma 

modulüdür. G�nin E ve v ile oran bağõntõsõ ise şu şekilde olacaktõr. 

 

)1(2 v
EG
+

=                 (1.144) 

 

(1.143) eşitlikleri tansörel formda yazõlmak istenirse 

 

ij
ij

ij J
E
v

G
δ

σ
ε 12

−=                (1.145) 

 

Eşitliği ortaya çõkar ki, burada ijσ  Kronecker delta, J1 de gerilme tansörü σ �nõn 

birinci invaryantõdõr.  

 

zzyyxxJ σσσσσσ ++=++= 3211              (1.146) 
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Eşitlik (1.145)�dan hacim değişiklikleri için elastik deformasyon ilişkisi aşağõdaki 

şekilde hesaplanacaktõr.  

 

E
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E
v

E
vJJ

E
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J

ii
)21(3
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313
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1

11
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=





 −
+

=−=ε            (1.147) 

 

Üstteki eşitlikler kullanõlarak,  

 

kkzzyyxxIJp εεεεεεε =++=++== 3211
1 ,

3
          (1.148) 

 

bulunacaktõr ki burada p ortalama gerilme veya hidrostatik basõnca, Iı ise hacimsel  

gerinme veya gerilme tansörü σ �nõn birinci invaryantõnõ temsil etmektedir. Bulk 

modulü K ise 

 

)21(3 v
EK
−

=                 (1.149) 

 

Denklemi ile verilmektedir. Eşitlikler (1.148) ve (1.149) kullanõlarak eşitlik (1.147) 

yeniden düzenlenirse, 

 

mkk KKp εε 3==                (1.150) 

 

Olacaktõr. Burada 3/1Im =ε  ortalama gerinme olacaktõr. Bu eşitlik hacimsel 

genişleme veya hacim değişikliği için elastik deformasyon yasasõna karşõlõk 

gelecektir. 

 

ijmδε  ifadesini eşitlik (1.145)�õn her iki tarafõndan çõkararak ve eşitlik (1.150)�õn 

sonucunu dikkate alõrsak aşağõdaki eşitliğe ulaşõrõz. 

 

)(
2
1 p
G ijijijmij δσδεε −=−               (1.151) 
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Eşitlik (1.123)�de verilen sapma gerinme tansörü Sij�nin tanõmõndan ve  

 

ijmijij δεεε )(−=′                (1.152) 

 

Şeklinde ifade edilen sapma gerilme tansörünün benzer tanõmlamasõnõ birlikte 

kullanarak (1.151) eşitliğini 

 

ijij S
G2
1

=ε&                 (1.153) 

 

Şeklinde yazabiliriz. Bu eşitlik distorsiyon veya şekil değişikliğinin elastik 

deformasyon yasasõ olarak bilinir. Eşitlikler (1.150) ve (1.153)�den görülüyor ki, 

elastik bölgede, ortalama gerinme ve ortalama gerilme elastik sabit K ile 

ilişkilendirilmiştir ve Bulk modülü adõnõ almõştõr, benzer şekilde sapma gerinme ve 

gerilme birbirleriyle başka bir elastik sabit olan G ile ilişkilendirilmiş ve G de kayma 

modülü olarak isimlendirilmiştir. 

 

Bazen eşitlik (1.145)�da verilen genel Hooke yasasõnõ ters formda (gerinme ijε  

yerine gerilme ijσ kullanarak) yazmak daha kullanõşlõ olacaktõr. Eşitlik (1.145)�õn ters 

formunu kolayca aşağõdaki gibi gösterebiliriz: 

 

ijkkijij G δλεεσ += 2                (1.154) 

 

Yukarõdaki eşitlikte λ  Lame elastik sabitidir, ve bu sabiti E ve ν  cinsinden ifade 

etmemiz gerekirse, 

 

)21)(1( vv
Ev
−+

=λ                (1.155) 

 

eşitliğini yazabiliriz. Aynõ sabitin ν  ve K cinsinden ifadesi yazõlõrsa  
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v
vK
+

=
1
3λ                 (1.156) 

 

olacaktõr. Eşdeğer veya efektif gerilme eσ  ve gerinme eε  aşağõdaki eşitliklerle ifade 

edilebilirler. 

 

( ) ( ) ( )[ ] ijijc SSJ
2
3

2
13 2

12
13

2
32

2
212 =−+−+−=′= σσσσσσσ         (1.157) 

( ) ( ) ( )[ ] ijije εεεεεεεεε ′′=−+−+−=
3
2

3
2 2

12
31

2
32

2
21           (1.158) 

 

x ekseni boyunca yapõlan tek eksenli bir yükleme için, eğer ν =1/2 alõnõrsa  

yukarõdaki tanõmdan xe σσ =  ve  xe εε =  yazõlabilir. (1.153) denkleminden aşağõdaki 

ifadeyi kolayca türetebiliriz.  

 

ee Gεσ 3=                 (1.159) 

 

Böylece (1.153) denklemi aşağõdaki gibi yazõlabiliriz. 

 

ij
c

e
ijS ε

ε
σ ′=

3
2                 (1.160) 

 

Bu denklem plastisitenin deformasyon teorisine genelleştirilebilir ve kullanõlabilir. 

Şimdi elastik deformasyon esnasõnda birim hacim başõna dõş kuvvetler tarafõndan 

yapõlan işe eşit olan özgül elastik enerjiyi aşağõdaki gibi hesaplarõz. 
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            (1.161) 
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Burada birinci terim e
vW hacimsel gerinmenin özgül enerjisini, ikinci terim e

sW  

çarpõlma veya şekil değişikliğinin özgül enerjisini ifade eder. (1.157) - (1.159) 

denklemlerini kullanarak aşağõdaki ifadeyi yazabiliriz.   

 

ee

ijijijij
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             (1.162) 

 

Sonuç olarak eğer mazleme anizotropik ise genelleştirilmiş  Hooke yasasõ  

 

klijklij C εσ =                 (1.163) 

 

Şeklinde yazõlõr. Burada  

 

ijlkjiklklijijkl CCCC ===               (1.164) 

 

simetri özellikleri mevcuttur. Cijkl dördüncü dereceden elastisite tansörü olup yirmibir 

adet bağõmsõz bileşene sahiptir. Ayrõca deformasyon esnasõnda Cijkl�nin sabit kalmasõ 

gerekmez. Onlar plastik deformasyonun fonksiyonlarõ olabilir. Örneğin, plastik 

deformasyon esnasõnda elastoplastik kuplaj (birleşik etki) gösteren malzemeler için 

elastisite modülleri plastik gerinmelerin fonksiyonlarõdõr.  

 

1.14. Plastik Deformasyon İçin Hacim Değişimi Ve Poisson Oranõ 

 

Plastisite teorisinde malzemelerin şekil değişikliğini ifade eden sapma plastik 

gerinmesi için bünye denklemi genellikle ortalama plastik gerinmeden ayrõ bir 

şekilde önerilmektedir. Ortalama plastik gerinme hacim değişiminin bir ölçüsüdür. 

Bunun nedeni yüklemeye karşõ oluşan hacim ve şekil değişikliği davranõşlarõnõn  

birbirlerinden tamamen farklõ olmasõndandõr.  Bu yüzden onlar tamamen farklõ bünye 

denklemleriyle tanõmlanmak zorundadõrlar. Daha önce de bahsedildiği gibi plastisite 

teorisini oluşturmak için yaptõğõmõz temel kabul plastik deformasyonun sabit 
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hacimde gerçekleşmiş olmasõdõr. Bu kabül Bridgman�õn çok yüksek hidrostatik 

basõnç altõnda gerçekleştirdiği deneysel gözlemlerine dayanmaktadõr. Hacim 

değişikliği tersinir olup yalnõzca (1.150) denklemiyle verilen elastik hacim 

değişikliğinde dikkate alõnabilir. Sonsuz küçük gerinme durumunda bu değişikliği 

aşağõdaki gibi ifade edebiliriz. 

 

0321 =++=++= pppp
zz

p
yy

p
xx

p
kk εεεεεεε             (1.165) 

 

Böylece plastik gerinme tansörü yalnõzca bir sapma gerinme tansörüdür.  

 
pp

m
pp εIεεε ′=+′=                (1.166) 

 

Bu kabüle dayanarak, bir plastisite teorisi tesis etmek için yalnõzca plastik sapma 

gerinme tansörü (yani plastik distorsiyon için bir kural) için bünye denklemine 

ihtiyaç vardõr.  

 

Bu hacim değişimi kuralõnõn en önemli özelliği tek eksenli yükleme şarlarõ altõnda 

transvers deformasyon hakkõnda bize bilgi sağlamasõdõr. Diğer bir deyişle Poisson 

oranõ hiçbir plastik hacim değişikliğinin olmadõğõnõ kabul ederek türetilebilir. Elastik 

olarak izotropik malzemeler için plastik deformasyon aralõğõnda Poisson oranõnõn 

belirlenmesi aşağõdaki gibi tanõmlanmõştõr. 
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Burada tek eksenli yüklemenin x yönünde yapõldõğõ kabul edilmiştir. Üst indis p 

deformasyonun plastik bölgede gerçekleştiğini gösterir. Böylece  
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2. Lineer sertleşen malzemeler için )( 00
YxxYxx E εεσσ −′+= olup burada 0

Yσ  

başlangõç akma gerilmesi ve 0
Yε  da buna karşõlõk gelen gerinmeyi ifade eder. E� ise 

lineer sertleşme bölgesinin eğimini gösterir. Bu durumda (1.171) denklemi  
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Şeklinde ifade edilir. Bu durumda pν �nin xxε �e olan bağõmlõlõğõ hala hiperboliktir. 

xxε  büyük olduğu zaman pν �nin asimptotik değerinin aşağõdaki gibi ifade 

edileceğini hatõrlamak gerekir.  

 

E
Evv p ′







 −−=
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2
1                (1.173) 

 

Bu ifade 1/2�den küçüktür. Mamafi pek çok malzeme için  E’ << E dir ve pν ifadesi 

de 1/2�ye çok yakõn değerdedir.  

 

3. Eğer plastik gerinme ile kõyasladõğõmõzda elastik gerinme çok küçük değerlerde 

ise elastik deformasyon tarafõndan oluşturulan hacim değişimi ihmal edilebilir ve 

(1.165) denklemi iiε = 0 olacak şekilde azaltõlmalõdõr. Bu durumda (1.169) 

denkleminde sõkõştõrõlamaz malzemeler için Poisson oranõ aşağõdaki gibi yazõlõr.  

 

2
1=pv                 (1.174) 

 

Bu üç durumda belirtildiği gibi pν  daima ½�den küçüktür ve bu değere alt sõnõrdan 

artarak yaklaşõr. Yalnõzca sõkõştõrõlamaz malzemeler için pν = ½  olur. ancak pek çok 

malzeme için gerinme sonlu bir değer alõr ve sertleşme etkisi Young modülü ile 

kõyaslandõğõnda ihmal edilebilir düzeydedir. Elastik gerinme daima toplam 

gerinmenin ihmal edilebilir bir kõsmõdõr ve böyle durumlar için pν = ½ iyi bir 

yaklaşõm sağlar. Üstelik pν = ½ ifadesi elastoplastik deformasyon probleminin 
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çözümünü basitleştirir. Bu yüzden plastisite teorisinde yaygõn bir kabul görür. 

Mamafi, gerilmede bir artma olmaksõzõn plastik deformasyonun arttõğõ bölgede veya 

büyük deformasyon durumunda (AB bölgesi) yukarõdaki yaklaşõmõn makul bir 

doğrulukta olduğu unutulmamalõdõr. Eğer elastik gerinmenin şiddeti plastik 

gerinmeninkiyle karşõlaştõrõlabilir ise pν �nin  2
1≤≤ pvv  aralõğõnda olmasõ gerekir ve 

pν , (1.150) denklemi ile ifade edildiği gibi hacim değişikliği sadece elastik olduğu 

zaman, (1.170) denkleminden hesaplanabilir. Bundan sonraki incelemerimizde 

plastik sõkõştõrõlmazlõk ve (1.150) denklemiyle verilen lineer elastik hacim değişikliği 

varsayõlacaktõr. Genellikle elastik hacim değişimi nonlineer bir bağõntõyla ifade 

ediliyorsa,  

 

)( pmm εε =                  (1.175)

  

 

fonksiyonu yazõlabilir. Burada )( pmε hidrostatik veya hacimsel gerilmenin nonlineer 

bir fonksiyonudur. Bu durumda (1.171) denklemi aşağõdaki gibi yazõlõr. 
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Burada x yönünde tek eksenli yüklemenin yapõldõğõnõ ve 3/xxp σ=  olduğunu 

görüyoruz. 

 

1.15. Levy-Mises Denklemleri 

 

Plastik deformasyon için gerilme-gerinme bağõntõsõnõ formülize etmek için ilk 

teşebbüs Saint-Venant (1870) tarafõndan yapõlmõştõr. O, gerilme sertleşmesini sõfõr 

alarak ve Tresca kriterini kullanarak düzlem plastik gerinme problemi üzerinde 

çalõşmõştõr. Başlangõçta gerinme artõmõnõn asal eksenlerinin, asal gerilme eksenleri ile 

çakõştõğõnõ önermiştir. Elastik gerinme eε ihmal edilmiş böylece plastik gerinme 

( pε )�nin toplam gerinmeye (ε ) eşit olduğu varsayõlmõştõr. Saint-Venant�õn 
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düşüncesinin üç boyutlu duruma genelleştirilmesi birbirinden bağõmsõz olarak Levy 

(1870) ve Mises (1913) tarafõndan yapõlmõştõr. Bu yüzden teori Levy-Mises plastisite 

teorisi olarak adlandõrõlmõş ve aşağõdaki gibi ifade edilmiştir.  

 

1. Elastik gerinme eε o kadar küçüktür ki ihmal edilebilir. 

2. Gerinme artõmõ dε  veya buna eşdeğer olarak ε&  değişimi gerilme ile aynõ 

eksene sahiptir.  

 

(1.47) denkleminin gösterdiği gibi  σ  gerilmesinin asal eksenleri sapma gerilme 

S�nin asal eksenleri ile aynõ olmaktadõr. Bu yüzden ε&  veya  dε  büyüklükleri S ile  eş 

eksenli duruma gelmektedir. Bu durum aşağõda verilen Levy-Mises denkleminde de 

ifade edilmektedir. 

 

Sε λ&& =   veya ijij Sλε && =              (1.177) 

 

Burada λ&  bir orantõ parametresidir ve daha sonra belirlenecektir. Bu denklem 

kartezyen koordinet sisteminde bileşenleri cinsinden aşağõdaki gibi ifade edilir.  

 

λεεεεεε &&&&&&&
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λ&  parametresi akma kriterinden belirlenmiştir. Başlangõçta Saint-Venant Tresca 

kriterini kullanmasõna rağmen, Mises bu teori için von Mises kriterinin daha 

kullanõşlõ olduğunu ifade etmiştir. (1.45), (1.88) ve (1.91) denklemlerini hatõrlayarak 

von Mises kriterini aşağõdaki gibi ifade edebiliriz. 

 
2

3
2

Yijij SS σ=                 (1.179) 

 

Burada Yσ  akma gerilmesi olup gerinme sertleşmesi etkisini ihmal ettiğimizde sabit 

bir değer olarak kabul edilebilir. Gerinme sertleşmesi etkisini de içerecek şekilde 

yapõlan  bir genelleştirme gelecek bölümde kõsaca özetlenecektir.  
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yazarõz. p
iiε = 0 olduğundan hacimsel gerinme p

iiε  yalnõzca (1.150) denklemiyle ifade 

edilen bir elastik bileşene sahiptir. (1.150) ve (1.168) denklemlerini kullanarak  
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K
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==−              (1.169) 

 

ifadesini elde ederiz. Yukarõdaki denklemde ν  terimi pν  ile karõştõrõlmamalõdõr. ν  

terimi elastik bölgede Poisson oranõnõ ifade eder ve aşağõdaki gibi tanõmlanmõştõr. 

(pekçok durumlarda sabit bir değerdir)  
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Ancak (1.167) denklemiyle gösterildiği gibi pν  plastik deformasyon bölgesinde 

toplam gerinme cinsinden tanõmlanmõştõr ve genellikle gerinme (ε ) ile değişir.  
pν değeri (1.169) denkleminden belirlenirse, bu durum oldukça açõk bir hale gelir.  
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Görülüyor ki Hooke yasasõna göre deformasyon elastik ise  vv p =  olacaktõr. 

Genellikle plastik Poisson oranõ )(εν pp v=  gerinmenin bir fonksiyonudur ve 

deformasyon prosesi esnasõnda değişir. Aşağõda verilen üç özel durumu göz önüne 

alalõm. 

 

1. Mükemmel plastik malzemeler için == yxx σσ sabit olup pν �nin xxε �e 

bağõmlõlõğõ hiperboliktir. (1.171) denklemine göre, xxε  arttõkça pν  asimptotik olarak 

½�ye yaklaşõr.  
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(1.179) denkleminin karesini alarak aşağõdaki ifadeyi türetebiliriz. 
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böylece,  
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yazarõz. Burada eε&  eşdeğer veya efektif gerinme artõmõ olup aşağõdaki gibi 

tanõmlanmõştõr. 
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=−+−+−= ijije εεεεεεεεε &&&&&&&&&          (1.182) 

 

x  yönünde yapõlan tek eksenli yükleme için xe εε && =  olur. Çünkü elastik deformasyon 

ihmal edilmiş ve malzeme sõkõştõrõlamaz kabul edilmiştir. Bu yüzden ν = ½� dir . 

(1.181) denklemi ile elde edilen λ&  ifadesi (1.177) denkleminde yerine yazõlõrsa 

aşağõdaki sonuca ulaşõlõr.  
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λ&  parametresi için alternatif bir form aşağõda türetilmiştir.  

(1.179) denkleminin her iki tarafõnõ ijS ile çarpar ve (1.179) denklemi ile verilen von 

Mises akma kriterini kullanõrsak, 
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Yijijijij SSS σλλε &&& ==               (1.184) 
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elde edilecektir. Bundan sonra λ&  belirlenebilir. O, (1.181) denkleminden farklõ bir 

formda aşağõdaki gibi açõğa çõkar. 
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Bu ifadeyi (1.179) denkleminde yerine koyarsak aşağõdaki ifadelere ulaşõrõz. 
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Eşitlikler (1.181) ve (1.185)�den görüyoruz ki λ&  gerinme hõzõnõn birinci deceden 

homojen bir fonksiyonudur, (1.183) ve (1.186) bünye denklemleri zaman göre 

homojen olup artõmsal formlara eşittirler. Bu yaklaşõmlar altõnda aşağõda verilen 

ifadelere ulaşõrõz.  
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burada ijε&  terimi ijdε ile yerdeğiştirirse (1.182) denklemi yardõmõyla edε ifade 

edilebilir.  

 

Sonuç olarak (1.178) denkleminden faydalanarak aşağõdaki denklemin doğruluğu 

ispatlanabilir. 

 

0== kkkk Sλε &&                 (1.189) 
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Bu ifade sonsuz küçük deformasyonlar için daha önce verilen sõkõştõrõlamazlõk şartõ 

yerine kullanõlabilir. Sonuçta (1.179) Levy-Mises denkleminin kullanõmõnõn 

mükemmel plastik malzemelerle sõnõrlandõrõlmadõğõnõ söyleyebiliriz.  

 

1.16. Prandtl-Reuss Denklemleri 

 

Önceki bölümde verilen Levy � Mises denklemleri metalik malzemeler için plastik 

deformasyonun ifade edilmesinde oldukça faydalõdõr, burada plastik gerinme εp 

elastik gerinme εe oldukça büyüktür. Elastik gerinme εe nin şiddeti plastik gerinme 

ile kõyaslandõğõ zaman eε&  nin ihmal edilebileceğini  ve bu ihmalin önemli bir hayata 

yol açmayacağõnõ ifade edebiliriz. Prandtl (1927) ve Reuss (1930) plastik gerinme 

hõzõ için Levy � Mises denklemlerine benzer bağõntõlar önermişlerdir. Elastik 

deformasyon şekil değişikliği ile birlikte hacim değişiminede neden olurken plastik 

deformasyon izokorik yani sabit hacimde gerçekleşen bir prosesdir. Şekil değişimini 

temsil eden sapma elastik gerinmesinin hõzõ 
e

ε ′& , (1.153) denkleminin zamana göre 

diferansiyeli ile elde edilmiştir.  
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Artõmsal form aşağõdaki ifadeler ile verilmektedir. 
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Plastik gerinme hõzõ, sapma gerilmesi S ile eş eksenli olarak kabul edilmektedir. 

Böylece onu aşağõdaki gibi orantõlõ bir formda ifade edebiliriz.  

 

Sε λ=&& p  veya ij
p

ij Sλε && =              (1.192) 

 

λ&  bir parametredir ve akma kriteri kullanõlarak belirlenebilir. Ayrõca, bünye 

denkleminin zamandan veya hõzdan bağõmsõz olduğunu garanti altõna almak için, λ&  
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nõn gerinme hõzõnõn birinci dereceden homojen bir fonksiyonu olmasõ gerekir. Plastik 

deformasyon izokorik olduğunda (1.192) denklemi ile verilen  pε&  doğal olarak 

sapma durumunu ifade eder, toplam şekil değiştirme hõzõ (1.190) ve (1.192) 

denklemlerini toplayarak elde edilebilir. Bu durumda, 
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ifadelerini yazabiliriz. Diğer taraftan 0=p
iiε&  olduğundan toplam hacim değişimi hõzõ 

yalnõzca elastik deformasyondan kaynaklanmaktadõr. Bu durumda yönetici denklem 

(1.150) ifadesinin türevi alõnarak aşağõdaki gibi yazõlabilir.   
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Burada )( 3213
1 σσσ ++=P  ortalama ya da hidrostatik gerilmeyi ifade eder. 

 

Elasto � plastik bünye denklemleri iki kõsõmdan oluşur: (1.193) denklemiyle verilen 

şekil değişikliği ve (1.194) denklemiyle verilen hacim değişikliği şimdi, (1.193) 

denkleminden görüldüğü gibi toplam gerinme hõzõ ε& , bu denklemin sağ tarafõndaki 

birinci terimden dolayõ artõk toplam sapma gerinmesinin asal eksenleriyle eş eksenli 

değildir. λ&  parametresini tespit etmek için akma kriterini aşağõdaki gibi kullanõrõz: 

ilk önce (1.193) denklemini Sij ile çarparak aşağõdaki ifadeyi elde ederiz, 
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Bu ifade elde edilirken (1.179) Von � Mises kriteri kullanõlmõştõr. Daha sonra (1.179) 

Von � Mises kriterinin türevini alarak ve σy yi sabit kabul ederek,  
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0=ijij SS &                 (1.196) 

 

olduğunu gösterebiliriz. Daha sonra (1.196) denklemini (1.195) denkleminde yerine 

yazarak aşağõdaki ifadeyi elde ederiz.   
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Bu ifade (1.185) denklemi ile aynõ anlama gelir. Yalnõz (1.197) denkleminin gerinme 

sertleşmesi durumunu içermediğini belirtmeliyiz. λ&  gerçektende ε&  nõn birinci 

dereceden homojen bir fonksiyonudur. λ&  yõ (1.197) denklemiyle ifade edildiği gibi 

alarak ve (1.193) denklemini, 
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şeklinde tekrar düzenleyebiliriz. (1.181) denklemini türetmek için kullanõlan 

prosedürü benimseyerek λ&  nõn aşağõdaki gibi ifade edilebileceğini gösterebilir.  
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Burada p
eε&  eşdeğer veya efektif plastik gerinme hõzõdõr ve aşağõdaki gibi 

tanõmlanmõştõr.   
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(1.200) denkleminin (1.181) denkleminden farklõ olduğunu belirtmemiz gerekir, 

burada eε& ile p
eε&  yer değiştirmiştir. Eğer (1.199) ifadesi kullanõlõrsa (1.193) 

denklemi, 
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şeklinde elde edilir. Bu denklem zamandan bağõmsõz olduğu için artõmsal formda 

aşağõdaki gibi ifade edilebilir.  
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Burada p
edε  yukarõda yapõlan yer değiştirme benzer şekilde (1.200) denkleminde 

p
ijdε  yerine yazõlarak tanõmlanmõştõr. Benzer şekilde (1.198) denklemi artõmsal 

formda yazõlabilir. Bu denklem basitçe (1.190) ve (1.191) denklemlerinin toplamõdõr. 

ε nun toplam değişimini veya artõmõnõ elde etmek için hacim değişimi veya şekil 

değişimi hõzlarõnõ ifade etmek gerekir. Bu durumda aşağõdaki ifadeyi yazarõz.  

 

ijijij
kk

ij SS
GK

λδσε &&&
& ++=

2
1

9
              (1.203) 

 

Burada λ&  ya (1.197) ya da (1.199) denklemiyle verildiği gibidir.  

 

Pek çok mühendislik uygulamalarõnda kullanõlan Prandtl � Reuss denklemleri 

kartezyen koordinat sisteminde aşağõdaki gibi ifade edilir.  
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Yukarõdaki denklemlerde kayma gerinmesinin mühendislik bileşenleri zxyzxy γγγ ,,  

tansörel bileşenler zxyzxy εεε ,, lerin yerine kullanõlmõştõr. Burada xyxy εγ 2=  olduğunu 

hatõrlamak gerekir. Bu denklemlerin türetilmesinde aynõ zamanda plastisite 

teorisindeki standart bir uygulama olarak 2
1=ν  alõnmõştõr.  

 

 

 

 

 



 67

2. KAYNAK BİLGİSİ 

 

Bir bilim olarak Plastisitenin tarihi Tresca� nõn delme ve ekstrüzyon deneyleri 

hakkõndaki sonuçlarõ yayõnladõğõ ve meşhur akma kriterini formülleştirdiği 1864 

yõlõna kadar uzanõr. Bundan birkaç yõl sonra, Tresca� nõn sonuçlarõnõ kullanarak 

Saint_Venant ve Levy modern Plastisite teorisinin temellerini oluşturmaya 

başlamõşlardõr. Daha sonraki 75 yõl içerisinde von Mises, Hencky, Prandtl ve 

diğerleri tarafõndan kaydedilen ilerlemeler önemli katkõlar sağlamakla birlikte yavaş 

ve düzensiz bir şekilde gerçekleştirilmiştir. Ancak 1945 li yõllarda Plastisitenin 

birleştirilmiş teorisi şekillenmeye başlamõştõr. Bu yõllardan sonra pek çok araştõrmacõ 

tarafõndan yoğunlaştõrõlmõş çalõşmalar hõzla büyüyerek geniş bir literatür olarak bilim 

dünyasõnõn hizmetine sunulmaya başlamõştõr. Bu çalõşmalar hakkõnda yazõlan kõsa 

fakat mükemmel bir senaryo Hill ve Westergaard tarafõndan kaleme alõnmõştõr. 

Plastisite teorileri, genellikle fiziksel teoriler ve matematiksel teoriler olmak üzere iki 

kategoride değerlendirilmiştir. Fiziksel teoriler metallerin plastik akõşõnõ incelemeye 

çalõşõr. Plastik akõş oluşurken bir malzemenin atomlarõna, kristallerine ve tane 

sõnõrlarõna ne tür olaylarõn etki ettiğini belirlemek için mikroskopik bir bakõş açõsõyla 

metalleri incelemeye çalõşõr. Diğer taraftan matematiksel teoriler makroskopik 

deneylerin sonuçlarõndan faydalanarak ve olaylarõn fiziksel temellerine pek fazla 

derinlemesine inmeyerek doğadaki fenomenolojik yaklaşõmlarla formülasyona 

gitmeye çalõşõr. Sonuçta şüphesiz bu her iki yaklaşõmda birleşik bir Plastisite teorisi 

oluşturarak malzemelerin davranõşõnõ açõklamak için, mühendislere ve bilim 

adamlarõna pratik uygulamalar için gerekli verileri sağlamaya çalõşõr. Fiziksel teoriler 

genellikle metal fizikçilerinin ve katõ hal fizikçilerinin ilgi alanõna girmekte 

matematiksel Plastisite teorisi ise mühendis ve mekanikçilerin uğraş alanõnõ 

oluşturmaktadõr. Bu konuda kitap haline getirilmiş önemli eserlerden biri 

Kachanov(1974) diğeri de Mendelson(1968) tarafõndan yazõlmõştõr. Bir çok 

mukavemet ve malzeme kitabõnda kõsa bir şekilde plastisite teorisine değinilmiş, 

ancak bu konuda çok fazla matematiksel formülasyona girmemekle birlikte Türkçe 

olarak yazõlmõş en önemli kaynak �Metallere Plastik Şekil Verme� adõ altõnda 

Çapan(1999) tarafõndan ortaya konmuştur. Mekanik metalurji başlõğõ altõnda 

konunun mekanik temellerini, metalürjik esaslarõ, dislokasyonlarõ ve güçlendirme 
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mekanizmalarõnõ, çatlak mekaniğini, metallerin yorulmasõnõ ve sürünmesini, 

metallere plastik şekil vermeyi detaylõ bir şekilde açõklayan önemli çalõşmalar da 

literatürdeki yerlerini almõşlardõr (Dieter ve Bacon, 1988; Backofen, 1972; Hosford 

ve Caddel, 1993; Meguid, 1989; Wagoner ve Chenot, 1997). Sürekli ortamlar 

mekaniğine ait notasyonu kullanarak jeomalzemelerin plastik davranõşõna ait 

kapsamlõ bir çalõşma da Chen ve Mizuno (1990) tarafõndan yapõlmõştõr. Plastisite 

teorisine matematiksel esaslarla yaklaşarak bünye bağõntõlarõnõ ve teorilerini ön 

planda tutan çalõşmalarda mevcuttur (Lubliner, 1990; Maugin, 1992). Metallere şekil 

verme ve diğer plastisite konularõnda sonlu elemanlar yöntemi yaygõn olarak 

kullanõlmaktadõr. Metallerin şekillendirilmesi ile ilgili endüstride gittikçe artan 

sayõda değişik sektörler metal-deformasyon proseslerinin sonlu eleman teknikleri ile 

incelenmesinin sağladõğõ avantajlarõ kavramõş ve kullanmaya başlamõştõr (Rowe, v.d., 

1991).   

 

Son zamanlarda kayma bantlarõnõn genişliği, metal matrisli kompozitlerde dayanõm 

ve nano ölçekteki çentikler gibi küçük ölçekli olaylarõn modellenmesine olan ilgi 

gittikçe artmaktadõr. Asõl konu, uzunluk ölçeklerini içermeyen klasik sürekli ortamlar 

mekaniği modellerinin bu tip olaylarõ belirlemede yetersiz kalmasõdõr. Metallerde, 

hücre boyutu gibi dislokasyon yapõlarõyla ilgili uzunluk ölçekleri elastoplastik 

deformasyonlar için bünye denklemlerine kesin bir şekilde girmez. Normal olarak, iç 

değişkenli fenomenolojik bir çerçeve içerisinde, teorinin gelişmesi esnasõnda asõl 

makroskopik değişkenler iç gerilmeler, dislokasyon yapõsõ ile ilgili uzunluk ölçekleri 

ve dislokasyon hareketinden kaynaklanan plastik spinle ilgili korotasyonel gerilme 

hõzlarõdõr. Bu değişkenler dislokasyon hareketinde ortak bir orijine sahip olmasõna 

rağmen bir birlerinden bağõmsõz olarak ele alõnõp değerlendirilebilirler. Örneğin, 

elastoplastik büyük deformasyonlarla ilgilenildiği zaman korotasyonel bünye 

denklemleri önemli olmaktadõr. Bu durumda, genellikle bünye denklemi birkaç spin 

tensörü cinsinden verilen korotasyonel gerilme hõzlarõ cinsinden ifade edilmektedir. 

Bu tür çalõşmalarõn örnekleri için; Nagtegaal ve Jong, 1982; Dienes, 1979; Sowerby 

ve Chu, 1984; Dafalias, 1985; Zbib ve Aifantis, 1988a; Szabo ve Balla, 1989; Yang 

ve Hwang, 1992; Kuroda, 1995 gibi kaynaklar incelenebilir. Spin tensörünün seçimi 

için birkaç farklõ olasõlõk olmasõna rağmen, plastic spin yukarõda bahsedilen pek çok 
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problemin çözümü için en uygun spin olarak oldukça dikkat çekici gözükmektedir. 

Ayrõca, uzunluk ölçeği konusu aşağõda belirtildiği gibi plastik spin ve iç gerilmeden 

bağõmsõz olarak göz önüne alõnmalõdõr.  

 

Dafalias (1985, 1998) tarafõndan önerilen plastik spine ait bünye denklemi mekanik 

şartlar altõnda geliştirilmiştir çünkü, plastik spin için eşlenik bir termodinamik kuvvet 

yoktur ve plastik spin bu durumda herhangi bir iş yapmaz. Üstelik, plastik spinle 

yakõndan ilgili olan arka (back) gerilme aynõ zamanda kinematik sertleşme modeli 

için de oldukça önemlidir. Arka (back) gerilme için bünye denklemi Ziegler (1959) 

tarafõndan verilmiştir ve genellikle arka gerilme hõzõ efektif gerilmeyle orantõlõ 

olduğu zaman kullanõlmaktadõr. Arka gerilme efektif gerilmenin içine 

gömüldüğünden ve onun termodinamiksel hõz eşleniği olmadõğõndan arka gerilme 

için bünye denklemi tamamen mekanik şartlardan elde edilebilir (Termodinamik 

şartlardan değil). Plastik spin ve arka gerilmenin esas itibariyle dislokasyon hareketi 

ile ilgili olduğunu hatõrlayarak bir termodinamiksel teoriden onlar için bünye 

denklemlerini geliştirmek de mümkündür. Plastik spinin, kafes yapõnõn rotasyonu 

veya torsiyonundan kaynaklanan dislokasyonlarla ilgili olma ihtimali varken, arka 

gerilme iç gerilmelere karşõ dislokasyon hareketinden kaynaklanan bir iç sürtünme 

ile ilgili olabilir.  

 

Sürekli dislokasyonlarla ilgili bazõ sürekli ortam teorileri (Kondo, 1952; Kröner, 

1958; Bilby,1960; Sedov ve Berdichevsky, 1967; Le ve Stumpf, 1996) 1950 li 

yõllardan beri önerilmektedir. Bu teorilerde pek çok kabul yer almaktadõr. Örneğin Le 

ve Stumpf (1996) tarafõndan verilen teoride korotasyonel bünye denklemleri mevcut 

konfigürasyonda elde edilemeyebilir çünkü bu amaç için uygun bir ara 

konfigurasyon referans konfigurasyonu olarak kullanõlmamõştõr. Ayrõca, kayma 

tensörüne eşlenik olan iç gerilme simetrik değildir. Bu durumda alõşõlmadõk bir sonuç 

ortaya çõkar ve plastik spin kendisine ait eşlenik gerilme (yani iç gerilmenin 

antisimetrik kõsmõ) ile iş üretir. Plastik deformasyondan kaynaklanan disipasyon 

prosesi maksimum entropi üretim hõzõ ilkesiyle ilişkili değildir (Ziegler, 1983). Hem 

elastik hem de plastik bünye denklemleri disipasyon fonksiyonunu tartõşmaksõzõn 

yalnõzca serbest enerjiyi kullanarak verilmiştir. Ayrõca, termodinamik oranlar değil 
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de termodinamik kuvvet konservatif ve disipatif kõsõmlara ayrõlmadan  bazõ 

elastoplastik bünye denklemlerini geliştirmek oldukça zordur.  

 

Termodinamiğin iki temel ilkesi olan; entropinin artmasõ ilkesi ve maksimum entropi 

üretim hõzõ ilkesi ne dayanarak dislokasyon yoğunluk tensörü kavramõnõ takdim 

ederek sonlu gerinme durumu için termodinamiksel bir elastoplastisite teorisi 

Shizawa ve Zbib (1999) tarafõndan geliştirilmiştir. Bu çalõşmada iki tane ara 

konfigurasyon takdim edilerek elastoplastik deformasyonun kinematiği tartõşõlmõştõr. 

Termodinamik değişkenlere karşõlõk gelen eşlenik termodinamik kuvvetlerin tanõmõ 

verilmiştir. Serbest enerji ifadesinin içine iç değişkenler olarak plastik gerinme 

tansörü ve dislokasyon yoğunluk tansörü yerleştirilmiş ve bu iç değişkenlerin 

eşleniği olarak efektif gerilme ve mikro gerilmenin tanõmõ verilmiştir. Arka (back) 

gerilme ise efektif gerilme ve uygulanan gerilme arasõndaki fark olarak 

tanõmlanmõştõr.konvensiyonel denge denklemleri sistemine ilave olarak mikro 

gerilme ve arka gerilme arasõndaki dengeyi ifade eden denge denklemi 

geliştirilmiştir. Bu denklem klasik bünye denkleminin yerine arka gerilmenin 

belirlenmesine katkõda bulunmaktadõr. Son olarak da, belirli yaklaşõmlar 

doğrultusunda elastoplastik bünye denklemleri türetilmiştir. Elastik gerinme için 

bünye denklemi bir elastik potansiyel olarak Gibbs fonksiyonu takdim edilerek 

türetilmiştir. Plastik deformasyon hõzõ ve dislokasyon sürüklenem hõzõna ait bünye 

denklemleri akõş kurallarõ olarak elde edilmiştir. Burada, disipasyon fonksiyonu 

maksimum entropi üretim hõzõ ilkesini kullanarak plastik potansiyelin rolünü 

üstlenmiştir. Plastik bünye denklemlerindeki katsayõlar bazõ uygun sertleşme oranlarõ 

ve eş değer büyüklükler ile verilmiştir. Konvensiyonel bünye denklemi olmaksõzõn 

plastik spinin değerinin dislokasyon sürüklenmesine ait bünye denkleminden 

hesaplanabileceği gösterilmiştir. Burada geliştirilen teori iyi bilinen klasik teoriler ve 

son zamanlarda ki plastisitenin gradient teorileri ile karşõlaştõrõlmõştõr.  

 

Plastik deformasyonlarõn atomik ölçekte ve çok sayõda dislokasyonun birikmesi 

sonucunda ortaya çõktõğõ bilinmektedir. Dislokasyon hareketlerinin incelenmesi 

sonucunda, cismin bir noktadaki durumunun diğer komşu noktalarda meydana gelen 

distorsiyonlardan önemli bir şekilde etkilendiği açõkça görülmektedir. Sürekli 
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ortamlar mekaniği kapsamõnda bunun anlamõ; bir maddesel noktadaki gerilme cismin 

bütün noktalarõndaki gerinmelerin ve / veya gerinme hõzlarõnõn bir fonksiyonelidir. 

Böylece, klasik alan teorilerinin temel kabulü olan lokalitenin (çevredeki maddesel 

noktalara gelen kuvvetlerin ihmal edilmesi) bozulmasõ söz konusudur 

 

Nonlokal etkiler özellikle çatlak başlangõcõ, keskin geometrik süreksizliklerde ortaya 

çõkan çatlak etkisi, yoğunlaşmõş kuvvetler gibi mikroskopik eşeldeki olaylarla 

ilgilenildiği zaman önem arz etmektedir. Nonlokal teori değişik matematiksel 

modellerin uygulanabildiği bölgede ölçek etkisinin önemini açõğa çõkarõr. Bu durum 

daha ziyade malzemenin fiziği ile ilgili bir durumdur. Klasik lokal teoriler böyle bir 

ölçekten mahrumdur. Sonuç olarak, bir çok kritik olay klasik alan teorileri ile 

açõklanamaz ve önceden tahmin edilemez. Bir çatlak ucundaki gerilme tekillikleri, 

dislokasyon çekirdeği problemi ve elastik katõlarda saçõlma etkisi göstermeyen 

düzlem dalgalar klasik elastisite teorisinin yetersizliğini gösteren birkaç önemli 

örnektir. Bu problemlerin nonlokal elastik çözümleri fiziksel olarak kabul 

edilemeyen bu gibi tahminleri elimine etmekle kalmaz aynõ zamanda atomik teoriler 

ve deneylerle tahmin edilen sonuçlarla mükemmel bir uyum içerisinde olan sonuçlar 

üretir. Daha önceki bir makalede gerinme uzayõnõ esas alan nonlokal bir plastisite 

teorisi geliştirlmiştir. Bu teori değişik problemlerin incelenmesi açõsõndan mükemmel 

bir mantõğa sahip olmasõna rağmen klasik plastisiteciler genellikle von Mises akma 

kriterini kullanan gerilme-uzayõ yaklaşõmõnõ tercih ederler. Üstelik neredeyse bütün 

deneysel çalõşanlar da gerilme-uzayõ yaklaşõmõnõ kullanõrlar. Burada pratik 

uygulamalara uygun bir bakõş açõsõ ile levy-von Mises, Prandl-Reuss ve deformasyon 

paralelinde nonlokal bir plastisite teorisi geliştirlmiştir (Eringen, 1983).  
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3. MATERYAL ve METOT 

 

3.1. Materyal 

 

İki farklõ disiplin olan Plastisite teorisi  ve Termodinamik belli bir gelişim süreci 

içerisinde olgunlaşmõş ve kendini ispatlamõş önemli bilim dallarõdõr. Termodinamik 

kavramlarõn plastisite teorisi üzerindeki etkilerine dair bir çok çalõşma yürütülmüştür.   

Plastisite teorisi ilk olarak metal malzemeler  üzerinde uygulanmõştõ ancak, şu anda 

aynõ değere sahip bir diğer uygulama alanõ ise zaman zaman �jeomalzemeler� olarak 

bilinen toprak, kaya ve betondur. Metallerle karşõlaştõrõldõğõnda bu malzemeler iç 

sürtünme özellikleri göstermeleri nedeniyle diğerlerinden farklõdõrlar, bunlar 

hacimsel olarak plastik davranõş gösterirler. Bu malzemelerde, plastik potansiyel, 

akma yüzeyinden daha farklõ bir işleve sahiptir bu yüzden plastisite teorisiyle 

modellenmelidirler. 

 

Termodinamiğin plastisite teorisi üzerindeki etkisine dair yapõlan çalõşmada büyük 

oranda metallerle uyumlu olan modeller üzerinde durulmaktadõr ve bu nedenle 

yukarõda adõ geçen komplikasyonlarõ ihtiva etmemektedir. Bu çalõşmada, 

termodinamik bağlamda jeomalzemelerle uyumlu plastisite kuramlarõnõn 

geliştirilmesi hedeflenmektedir.  

 

Jeomalzemelerin termomekaniğine ilişkin bir yaklaşõm da akma yüzeyinin, plastik 

potansiyelin ve sertleşme fonksiyonunun geleneksel kavramlarõnõ uygulayarak 

plastisite kuramlarõ geliştirmeyi hedeflemektedir ve aynõ zamanda öncekileri de 

kapsayan bir şekilde termodinamiğin kanunlarõnõ uygulamaya geçirmeyi 

amaçlamaktadõr. Bu yaklaşõm, fonksiyonlarõn formlarõ üzerine bir takõm kõsõtlamalar 

getiriyor olmakla birlikte birçok araştõrmacõ bu yaklaşõmõ sõkõcõ ve değersiz 

bulmaktadõr. 

 

Bu çalõşmada yer alan alternatif yaklaşõm termodinamik varsayõmlardan yola çõkarak 

plastisite kuramlarõ geliştirmeyi hedeflemektedir. Bu işlem süresince karşõlaşõlan 

fonksiyon şekilleri üzerindeki kõsõtlamalar olabildiğince azaltõlmõştõr. Bu alternatif  
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sadece daha geniş kapsamlõ genellemelere ulaşmak değil aynõ zamanda değerli 

kuramsal öngörüler sunmak üzere geliştirilmiştir. Houlsby (1981, 1982) bu yaklaşõmõ 

toprak için plastisite modelleri geliştirmek amacõyla kullanmõştõr fakat kendisi özel 

modelleri geleneksel plastisite fonksiyonlarõ cinsinden açõklayabilmiş olmasõna 

rağmen, ortaya çõkan formülasyon, ağõrlõklõ olarak kinematik değişkenleri esas 

almakta ve bu nedenle de kullanõlan fonksiyonlarõn bir çoğu jeoteknik mühendisleri 

tarafõndan bilinememekteydi.  

 

Bu çalõşmada, daha genel bir bağlamda plastisite teorisinõn bu yaklaşõmdan yola 

çõkarak nasõl geliştirilebileceğini ve jeomekanik uzmanlarõ için daha ulaşõlabilir bir 

şekilde orijinal formülasyonun yeniden şekillendirilmesi gösterilmektedir. Önem arz 

eden bir sonuç da sürtünme kavramõnõn ayrõlmaz bir suretle plastik akõşõn oluşumuna 

bağlõ olduğu gerçeğidir.  Sadece birleştirilmiş akõş durumlarõnda uygulanan bir çok 

plastisite teorisinin ortadan kaybolmasõ nedeniyle söz konusu gerçek, önemli bir 

takõm sonuçlar doğurmaktadõr. Burada genel amaç jeomekanik alanõnda uğraşanlarõn 

kullanabileceği kuramsal bir çerçeve sağlamaktõr. 

 

Formülasyon geliştirme işleminin büyük bir bölümünün potansiyellere bağlõ olmasõ 

nedeniyle plastik akõş durumlarõnda uygulanan yeni plastisite teoremlerinin 

geliştirilmesi muhtemeldir.  Bu alanda iyimser düşünmeye iten bir neden de 

potansiyellerinin kullanõmõnõn plastisite teoreminin önemli parçalarõ konumunda olan 

konveksite ve maksimum ilkeler konularõ ile yakõndan ilişkili olmasõdõr. Bu alanda 

uygulanmayõ bekleyen bir çok çalõşma bulunmaktadõr. 

 

3.1.1 Termodinamik Hazõrlõk Çalõşmalarõ  

  

Elasto-plastik malzemelerin termomekaniğine ilişkin genel açõklamalar Ziegler 

(1983), Lubliner (1990) ve Maugin (1992) tarafõndan yazõlan kitaplarda ve Germain 

ve arkadaşlarõ (1983), Ziegler & Wehrli (1987) ve Reddy & Martin (1994)  

tarafõndan hazõrlanan inceleme makalelerinde konu edilmektedir. Ziegler�in 

benimsediği yaklaşõm burada kabul edilene en yakõn olanõdõr.  
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Küçük deformasyonlar kuramõnõn geçerli olduğunu farz ediyoruz ve böylelikle 

gerinmeler küçük gerinme tensörleri ile ijε , ve deformasyon hõzlarõ tansörü de 

gerinme tansörünün değişim hõzõna eşit ijε&  olarak tanõmlanmaktadõr. Gerilmeler 

tanõmlandõğõnda birim hacim başõna birim zamanda yapõlan deformasyon işi 

ijσ ijε& olarak bulunur. Bir maddesel elemanõn durumu ijε , bir iç değişken ijα , 

sõcaklõk θ veya entropi s ile tanõmlanõr. İç değişken kinematik türden bir değişkendir. 

Mevcut amacõmõz için bir simetrik ikinci dereceden tansörel kinematik iç değişken 

(gerinme benzeri bir büyüklük) belirlemek yeterlidir; bu genellikle �plastik� gerinme 

ile temsil edilebilir. İç kinematik değişkene ait diğer formlara ilişkin genellemeler 

yapmak mümkündür ancak burada bunlara değinilmeyecektir.  

 

Termodinamiğin ilk kuralõ yerel oran halinde şu şekilde yazõlõr: 

 

kkjiji qU ,−= εσ &&                        (3.1) 

 

Burada U,  birim hacim başõna iç enerjiyi, qi õsõ akõsõ vektörünü ve (2.1)�deki en son 

terim de maddeye çevresinden gelen õsõ akõsõ oranõnõ temsil etmektedir. Yerel õsõ 

kaynağõ sõfõr olarak kabul edilmiştir. Uzayda belli bir V hacmi içerisinde enerjinin 

korunumu öngören standart işlemlerle (3.1) denklemi kurulmuştur. Son terim 

diverjans teoreminin V  sõnõrõ boyunca net õsõ dağõlõmõna uygulanmasõyla ortaya 

çõkar. Aynõ şekilde termodinamiğin ikinci kuralõnõn yerel şekli aşağõdaki gibi 

yazõlabilir: 
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qqss ,
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−≡≥ &&                 (3.2) 

 

Burada; s  birim hacim başõna entropi, rs&  entropi değişim oranõnõn tersinir kõsmõnõ 

temsil etmektedir ve bu da maddeye çevresinden sağlanan entropi oranõna eşittir. 

Benzer şekilde bu oran diverjans teoreminin temsili bir V sõnõrõ boyunca net entropi 

dağõlõmõna uygulanmasõ ile elde edilir. Madde içerisinde entropi üretim hõzõ iS&  

tersinmez kõsõmdõr, ve (3.2) ifadesi yardõmõyla,   
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0)( ≥−=≡ ri sssD &&& θθ                   (3.3) 

 

eşitsizliği sağlanõr. Bu eşitsizlikte D kayõp fonksiyonudur ve (3.3) denklemi ile 

tanõmlanõr. Yukarõda verilen bu temel termodinamik eşitsizlik Planck eşitsizliği 

olarak adlandõrõlmõştõr (Truesdell 1969). Bir tür durum fonksiyonu olan iç enerji 

gerinme, iç kinematik değişken ve entropiye bağlõdõr, böylece,  U = U ( sijij ,,αε ) 

yazõlabilir. Sadece õsõl olaylar göz önüne alõndõğõnda  ijε  ve ijα  sabittir, böylece 

( )SSUU && ∂∂=  olur,  (3.1) ve (3.2)�den ve aynõ zamanda SU && θ=  olduğundan 

sonuç olarak aşağõdaki ifade yazõlabilir. 

 

s
U
∂
∂

=θ                     (3.4) 

 

θ' nõn sabit ve üniform olduğu izotermal deformasyonlar üzerinde durduğumuz için 

enerji fonksiyonu ifadesinde  s�nin yerine θ kullanõlmasõ daha yararlõ olacaktõr. 

(2.4)�e bakõldõğõnda θ , s� e göre U�nun gradiyenti olarak görülmektedir ve bu,  θ ve 

s�nin rollerini değiştirmek için Legendre dönüşümü kullanõlarak elde edilebilir. 

 

Legendre dönüşüm kuramõ bu yazõnõnõn esasõnõ teşkil etmekte ve bu kurama ilişkin 

ilgili bölümler ekte sunulmuştur. Legendre dönüşümünün temel amacõ 

Z=X(xi)(i=1;2,..., n) fonksiyonunu orijinal fonksiyonun gradyenleri yi = ( ixX ∂∂ ) 

olan �dual� bir Z = Y (yi) fonksiyonunun yerine kullanõlmasõnõ sağlamaktõr. Her iki 

fonksiyon da aynõ yüzeyi tanõmlar; ∑ yüzeyi  (n +1) boyutlu alanda kullanõlõr. 

Orijinal tanõmda ∑,  bir dizi noktayla (X; xi) belirlenirken, dual tanõmda teğet aşõrõ 

düzlemleri (tanjant hiper-düzlemleri ile), (Y; yi) ile tanõmlanmaktadõr.  Dual 

fonksiyon, Y = +(X - xiyi) ile verilir, işaret seçimi özel fiziksel uyulamaya göre 

yapõlõr. Belirli özel tekil durumlarõn dõşõnda, dönüşüm kendiliğinden dual özellik 

taşõmakta yani, X de Y�nin düali olmakta ve orijinal bağõmsõz değişkenler 

xi=+( iyY ∂∂ ) Y�nin gradyenleri durumuna gelmektedir. Transformasyonla 
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değiştirilemeyen bağõmsõz değişkenler pasif değişkenler olarak nitelendirilmişlerdir. 

İç enerjinin dual fonksiyonu Helmholtz serbest enerjisidir ( )jijijiF θαε ,, , burada, 

  

sUF θ−=                     (3.5) 

 

ve  

 

θ∂
∂

−=
Fs                     (3.6) 

 

(3.4) ile dual bir bağlantõsõ vardõr. (3.1), (3.2)�yi kullanarak ve bir izotermal işlemde 

θ&  ve k,θ �nõn her ikisinin de sõfõr olduğu gerçeğinden hareketle, (2.5)�in zamana göre 

türevini aldõğõmõz zaman şunu elde ederiz. 

 
i

jiji sF &&& θεσ −=                    (3.7) 

 

yani, 

 

.DFijij += &&εσ                     (3.7�) 

 

Bu temel sonuç, izotermal bir işlemde, birim zamanda yapõlan deformasyon işinin 

serbest enerji değişim hõzõ ile kayõp miktarõnõn toplamõna eşit olduğunu 

göstermektedir. Bir önceki denklem, geri kazanõlabilen değişim hõzõnõ temsil eder, bu 

enerjinin elastik enerji olmasõ gerekmez, söz konusu denklemde D, enerjinin 

kaybolma orandõr. Plastik bir malzemede enerji dağõlõmõ iç değişkenlerde meydana 

gelen değişmelerden kaynaklanmaktadõr, bu nedenle D, durum değişkenlerinin ve 

jiα  nin bir fonksiyonu olarak ele alõnõr, ( )jijijiDD ααε &,,= . 

 

Kuramõ, D� nin aynõ zamanda gerinme hõzõ jiε& nin bir fonksiyonu olarak 

kullanõlabildiği daha genel durumlara genişletmek mümkündür. Bu ihtimalin göz 

ardõ edilmesinin sonuçlarõ henüz ortaya çõkarõlmamõştõr fakat kapsama dahil edilen 
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başlõca konular iki temel konuyla ilişkilendirilmiştir. Öncelikle, (iç değişkenleri 

olmayan) rijit-plastik malzemeler, D yi deformasyon hõzlarõ tansörü jiε& nin bir 

fonksiyonu olarak ifade etmediğimiz durumlarda tanõmlanamaz. Fakat, bunlar,  

elasto-plastik malzemelere ilişkin bir sõnõrlayõcõ durum olarak mevcut formüalyon 

içerisinde yer alabilirler. İkinci olarak, jiε& � in  işleme dahil edilmesi belirli viskoz 

etkilerin tanõmlanmasõ için gerekli olabilir. Aşağõdaki gelişim hõzdan bağõmsõz 

elasto-plastik davranõşõn tartõşma altõna alõnmasõ için yeterli görülmekte öte yandan 

Ziegler�in genel kuramõ da aynõ zamanda viskoz etkilerin dahil edilmesini mümkün 

kõlmakta, ve neticede doğrusal ve doğrusal olmayan viskoz ve viskoplastik 

modellerin yansõra viskoelastik modellerin de konuya dahil edilmesi sonucunu ortaya 

çõkarmõştõr. Bu viskoz etkileri tanõmlamak için, gerilmeyi serbest enerji potansiyelleri 

ile belirlenen �yarõ-korunumlu� bir kõsõm ile dissipasyon fonksiyonu ile belirlenen 

bir dissipatif gerilmenin toplamõ olarak göz önüne almak gerekmektedir. Bu durumda 

gerilme toplam gerinmenin değişim hõzõna bağlõ olmakla birlikte iç değişkenin de 

değişim hõzõna bağlõ olacaktõr. Ayrõca bkz. Maugin (1992, böl. 2). 

    

İzotermal bir işlemde F&  için diğer bir alternatif ifade,  doğrudan doğruya türev 

alarak da elde edilebilir: 
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ij
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=                    (3.8) 

 

ve bu (3.7) ile karşõlaştõrõldõğõnda,  

 

ij
ij

F
ε

σ
∂
∂

=                          (3.9)       

                                                                                                                                                    

sonucunu verir, çünkü gerinme ve iç değişken tensörlerinin değişim hõzlarõ 

biribirinden bağõmsõzdõr. Buna karşõlõk gelen gerilme benzeri değişkeni  iç değişkene 

göre F�nin türevini alarak (bir işaret değişimi ile) aşağõdaki gibi elde edebiliriz, 
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ij
ij

F
α

χ
∂
∂

−=                   (3.10) 

 

xij�in gerilme benzeri bir değişken olmasõ αij�inin kinematik bir  (gerinme benzeri) 

değişken olmasõndan kaynaklanmaktadõr. Bu nedenle dissipasyon fonksiyonu şu 

şekilde ifade edilebilir. 

 

jiji
isD αχθ && =≡                  (3.11) 

 

Dissipasyon ifadesindeki jiα& ile iç çarpõm şeklinde ortaya çõkan jiχ  genelleştirilmiş 

gerilmedir, yani gerçek gerilme jiσ  değildir. Bu iki gerilme tansörü arasõndaki fark  

 

ijijij χσρ −≡   ile gösterilecektir.  

 

Konumuzu izotermal işlemlerle sõnõrlõ tuttuğumuz için, enerji fonksiyonlarõnõn θ� ya 

olan belirgin bağõmlõlõğõ şimdi bu denklemden düşülebilir. Gibbs�in serbest enerji 

fonksiyonunun G(αij;αij) kullanõlmasõ da daha ileri gelişmelerin kaydedilmesi 

açõsõndan kolaylõk sağlar. (3.9) dikkate alõndõğõnda bu, ayrõca gerinme ve gerilme 

değişkenleri arasõnda değişimi sağlayan kõsmi bir Legendre dönüşümü yardõmõyla 

Helmholtz serbest enerji fonksiyonundan F (єj; αij ) da elde edilebilir. 

 

ijijijijijij GF εσασαε =+ ),(),(                (3.12) 

 

Burada, 

 

ij
ij

G
σ

ε
∂
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=      ve  
ij

ij
G
α

χ
∂
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=                (3.13) 

  

Son olarak verilen eşitlik, (3.10) ve Legendre dönüşümündeki pasif değişkenlerin 

dönüşüm özelliği  neticesinde oluşmaktadõr.  
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Malzemelerin bünye denklemlerine Ziegler yaklaşõmõnda etkili olan en büyük unsur; 

eşitliklerin tamamen iki fonksiyon bilgisiyle şekillenmesidir � birincisi termodinamik 

potansiyel; ör. Helmholtz serbest enerji fonksiyonu veya Legendre dönüşümlerinin 

kullanõlmasõ ile oluşan ilgili her hangi bir potansiyel; ikincisi ise dissipasyon 

fonksiyonudur. (3.11) den D;   αij  ve  єij nin olduğu kadar άij nin de bir fonksiyonu 

olarak görülmektedir. Hõzdan bağõmsõz elasto-plastik bir deformasyon için D, άij ye 

göre birinci dereceden homojen bir fonksiyon olmalõdõr çünkü malzeme karakteristik 

bir zamana sahip değildir. Sonuç olarak, homojen fonksiyonlar için Euler 

teoreminden hareketle   

 

ij
ij

DD α
α
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=                   (3.14) 

 

yazõlabilir. (3.11) ve (3.14) göz önünde bulundurulduğunda Xij ve ( ijD α&∂∂ ) 

arasõndaki fark άij�ye ortogonal olmalõdõr. Ziegler�e göre bu fark aslõnda sõfõrdõr, bu 

nedenle 

 

ij
ij

D
α

χ
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=                   (3.15) 

 

yazõlõr ve Xij, D�nin seviye yüzeylerine dik doğrultudadõr. Bu varsayõm bir postülat 

halini alma durumundadõr ve genellikle �ortogonalite prensibi� olarak 

adlandõrõlmaktadõr; (bu prensibin daha genel dissipasyon fonksiyonlarõna ilişkin 

formunu da içeren tam tartõşma metni için bkz. Ziegler (1983, böl. 15)). Bu varsayõm 

bir çok açõdan eleştirildi ve bu eleştirilerin çoğuna Ziegler 1981 yõlõnda kaleme aldõğõ 

makalesinde cevap verdi. Mevcut görüşümüze göre bu çok zayõf bir varsayõmdõr ve 

bir çok plastisite teorisinin temel aldõğõ Drucker�in varsayõmõndan çok daha geniş bir 

bünye denklemleri sõnõfõnõ tanõmlamaktadõr. İlerleyen zamanlarda da görüleceği 

üzere varsayõm, sürtünmeli malzemelere yönelik malzemenin tamamõ ile ilgili 

olmayan akõş kurallarõnõ da kabul etmekte ancak bütün malzemenin akõş durumuna 

ilişkin bir takõm önyargõlar sunmaktadõr. Ziegler�in de vurguladõğõ üzere (1983), D 

fonksiyonuna ait bilginin buna karşõlõk gelen Xij genelleştirilmiş gerilmelerinin 
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belirlenmesi için yeterli olduğu düşünülürse, bu durumda (3.15) bağõntõsõ mümkün 

olan tek formdur çünkü, seviye yüzeylerine dik doğrultuda ki tek vektörel alan,  

skaler değerli D fonksiyonu tarafõndan belirlenen vektörel alandõr. 

 

3.2. Metot 

 

3.2.1. Elasto-Plastik Malzemelere İlişkin Termodinamik Potansiyeller 

     

(a) Birleşik (kapõl)  Etki Taşõmayan  Malzemeler     

 

Elasto-plastik malzemeler teorisi geliştirilirken (küçük) gerinme tensörü, başlangõçta 

�elastik� ve �plastik� parçalarõn toplamõ olarak göz önüne alõnabilir. Fakat, 

Lubliner�in da gösterdiği üzere (1972) (ayrõca bkz. Lubliner 1990; Reddy ve Martin 

1994)  anlõk elastisite modülü iç değişkenlerden bağõmsõz olan  �birleşik etki 

taşõmayan (dekapõl) malzeme� olarak bilinen malzeme için de formal olarak benzer 

analizin yapõlmasõ mümkündür.  

 

İlk eşitliğin (3.13) zamana göre diferansiyelinin alõnmasõ durumunda gerinme hõzõnõn 

iki terimin toplamõ olarak alõndõğõ görülür:  
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               (3.16) 

 

lkσ& teriminin katsayõsõ anlõk elastik uygunluk tansörünü göstermektedir. Söz konusu 

anlõk elastik uyum birleşik etki taşõmayan bir malzeme için αij  iç değişkeninden 

bağõmsõzdõr bu nedenle ( mnklijG ασσ ∂∂∂∂ 3 ) = 0 olur. klα&  teriminin katsayõsõnõn σij 

den bağõmsõz olmasõ gerekir. Sonuç olarak, her iki terim de aşağõdaki elastik 

gerinmeyi vermek üzere zamana göre ayrõ ayrõ integre edilebilir.   
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Bu denklemde 0
ijσ  başlangõç(referans) durumundaki gerilmedir ve plastik gerinme de 

şu şekilde ifade edilir: 
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                            (3.18) 

 

(3.16)�da yer alan ikinci türevlerin entegrasyonu üzerine, birleşik etkilerin 

bulunmadõğõ varsayõmõndan hareketle, Gibbs serbest enerji fonksiyonu  

 

)()()(),( 21 ijijijijijijij GAGG ασασασ ++=                          (3.19) 

 

şeklinde olmalõdõr. Böylece çarpõm şeklinde yer alan ortadaki terim gerilmeye göre 

lineerdir. Bu durumda, iç değişkenin herhangi bir spesifik fiziksel önemi yoktur. 

Formal sonuçlarõ değiştirmeksizin,  jiα  tansörü uygun bir fonksiyonla jiα  den 

türetilen herhangi bir simetrik ve ikinci dereceden bir tansörle yer değiştirebilir. 

Böylece genellikten kaybetmeksizin, (3.19) ifadesinde yer alan 

)( jijiA α fonksiyonunu jiα  ile yer değiştirebiliriz, böylece, 

 

)()(),( 21 ijijijijijij GGG αασσασ ++=                          (3.20) 

 

yazõlabilir ve (3.13)�ten hareketle gerinme,   
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olacaktõr ve diğer bir ifadeyle, 

 
p
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şeklinde ifade edilebilir. Burada elastik gerinme єe
ij , tam olarak gerilmenin 

fonksiyonudur ve αij , bu durumda plastik veya daimi gerinme olarak tanõmlanabilir. 

Bunun anlamõ, malzemenin bir bölümünde mevcut olan gerilme başlangõç değeri σ0
ij 

�ye geri döndüğünde gerinme aynõ kalõr. αij  nin bu şekilde seçilmesi ile, karma ikinci 

türev (∂2G/∂σİJ∂σkl)= lkji δδ olur,  bu nedenle, (3.21)�nõn zamana göre 

diferansiyelinin alõnmasõ ile (3.1) oluşturulabilir.  

 

Helmholtz serbest enerji fonksiyonuna geri dönerek yapõlan transformasyondan 

sonra yukarõdaki model aşağõda verilen ayrõştõrõlmõş formda ifade edilebilir: 

 

 )()()()( 2121 ji
e
jijijiji FFFFF αεααε +=+−=  

 

Şu da ayrõca önem taşõmaktadõr ki  (3.20) �te yer alan G2 (σij ) elastik davranõşõ hiçbir 

suretle etkilemez. (3.13) eşitliğinden hareketle birleşik etki taşõmayan malzeme için 

genelleştirilmiş gerilme şu şekilde olmalõdõr: 
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Netice olarak G2  fonksiyonu, gerçek ve genelleştirilmiş gerilme değişkenleri 

arasõndaki fark olarak tanõmlanan gerilmeye dair açõklamalar getirmektedir  ve söz 

konusu değişkenler plastik gerinmenin bir fonksiyonudur. İlerleyen zamanlarda 

görüleceği üzere söz konusu gerilme kinematik sertleşme modellerinde ye alan�geri 

veya ikincil (back), kayma (shift) değiştir ve sürükleme (drag) gerilmelerinin yaptõğõ 

görevi yapmaktadõr. Bu gerilme ayrõca bir takõm belirli izotropik modeller içerisinde 

de oluşabilmektedir; bu, kritik durum teorilerinin tartõşma altõna alõndõğõ bölümde de 

işlenecektir.  

 

Legendre dönüşümü uygulandõğõnda, birleşik etki taşõmayan bir malzeme için 

Helmholtz serbest enerjisine karşõlõk gelen form şu şekilde bulunur: 
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)()(),( 21 ijijijijij GFF ααεαε −−=                (3.24) 

  
Bu denklemde F1, G1(σİJ)� in Legendre düalini teşkil etmektedir. Bir bağlamda, G 

fonksiyonu yalnõzca kõsmi gerilme potansiyeli konumundadõr, çünkü, σİJ�ye bağõmlõ 

olduğu kadar plastik gerinme jiα �ye de bağõmlõdõr.  Komple bir Gibbs fonksiyonu  

G üzerindeki daha ileri Legendre dönüşümlerini etkilerini dikkate alarak, jiα   ve  xij 

�nin roleri değiştirilerek bulunabilir. Ekte de verildiği üzere şu şekildedir: 

 

)()(),( 21
*

ijijijijij FGG σχσχσ −+−=               (3.25) 

 

Bu denklemde F2,  G2( αİJ)� inin Legendre dualini teşkil etmektedir. Malzeme, 

gerilmesiz referans konumunda lineer elastik durumda ise,  
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ve 
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yazõlõr. Burada Cijkl  ve Dijkl,, sõrasõyla sabit uygunluk ve modül matrisleridir. Buna ek 

olarak malzeme izotropik ise bu durumda  
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ve  
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olur. Burada K hacimsel modül ve G ise kayma modülüdür. s ile γ sõrasõyla sapma-

gerilme tansörü ve biçim bozulma (distorsiyonal) gerinme tensörleridir. (Referans 
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konum sõfõrdan farklõ fakat σo
ij ise yukarõda verilen σij toplam gerilme yerine  σij � σ0

ij  

yazõlmalõdõr). 

 

(b) Birleşik (Kapõl) Malzemeler 

 

Jeomalzemeler açõsõndan tersinmez (geri dönüşümsüz) plastik deformasyon elasto-

plastik kuplajdan (elastisite modülünün plastik deformasyona bağlõ oluşu) daha 

önemli olduğu halde, burada öncelikli olarak kuplaj konusunu ele alacağõz çünkü 

bunlar Gibbs serbest enerji fonksiyonunu temel almaktadõr ve dissipasyon 

fonksiyonunu oluşturmaksõzõn burada bahsedilebilecek özelliktedirler.  

 

Kuplajlõ malzemeye verilebilecek en genel örnek elastisite modülünün iç 

parametreye göre değişmesidir. Bu durumda, deformasyonun elastik ve plastik 

parçalara ayrõşmasõ atrõk geçerliliğini yitirmektedir. Bu gibi modeller genel olarak 

kaya ve betonun elasto-plastik davranõşlarõnõ tanõmlamak üzere kullanõlmaktadõr. Öte 

yandan, bir çok önemli kritik durumda toprak modelleri özgül hacme bağlõ olarak 

plastik hacim deformasyonuna dayanan katõlõk olgusu üzerinde yoğunlaşmaktadõr 

(Wood 1990). Maier & Hueckel (1977), yumuşatma ve plastik akõş kurallarõ da dahil 

olmak üzere bu tarz malzemelerin elasto-plastik davranõşlarõna yönelik kapsamlõ bir 

görüşü tartõşmaya sunmuştur. Ancak bu görüş elasto-plastik bünye denklemlerinin 

klasik formülasyonu çerçevesinde ele alõnmõştõr.  Houlsby (1982), izotropik 

modellere ilişkin özel durumlarõ da göz önünde bulundurarak kuplajõn termomekanik 

formülasyonu değiştirebilecek bir yöntemi açõklamõştõr. Söz konusu edilen ve 

yukarõda dikkate alõnan özel durumlarda kayma modülü plastik deformasyona 

bağlõdõr.  

 

Toplam gerinme oranõ (3,16)�da sunulmuştur fakat her iki terimi de �elastik� ve 

�plastik� deformasyon oranlarõ olarak aynõ kapsamda tanõmlayamamaktayõz. Bunun 

yerine, Maier & Hueckel (1977)  bu terimleri �tersinir� ve �tersinmez� bileşenler 

olarak adlandõrmaktadõr,   
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              (3.30) 

 

Teoriyi geliştirmenin mümkün olan bir diğer yolu da plastik gerinmeyi, gerilme 

gerçek değerini tekrar kazandõğõnda geriye kalan gerinmenin bir parçasõ olarak 

tanõmlamaktõr. Bunun anlamõ;  
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Bu tanõm, birleşik etki (kuplaj) taşõmayan malzeme tanõmõyla tutarlõlõk 

göstermektedir ve plastik gerinmenin mevcut gerilmeden bağõmsõz olduğunu 

göstermektedir; bu nedenle, yukarõda da belirtildiği üzere iç değişken αij plastik 

gerinme olarak seçilebilir. Elastik gerinme hõzõ, bu durumda,  
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             (3.32) 

 

veya,  

 

,c
ij

r
ij

e
ij εεε += &&                         (3.33) 

 

ve burada,  
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                (3.34) 

 

Maier ve Hueckel (1977) tarafõndan tanõmlanan �kuplajlõ� gerinme hõzõnõ 

göstermektedir. Netice olarak elastik gerinme hõzõ tersinir ve kuplajlõ gerinme 

hõzlarõnõn toplamõdõr, öte yandan tersinmez (geri dönüştürülemez) gerinme hõzõ 

plastik ve kuplajlõ bileşenlerin toplamõdõr.   
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Gibbs fonksiyonunu, hala (3.20)�te verildiği gibi kabul eder ve  σij nõn yanõ sõra αij�ya 

da bağlõ olan �elastik kõsõm� da dikkate alõnõrsa, (3.26)-(3.29)  elastisite modülünün 

de αij�ye bağlõ olduğu gibi, bu durumda aşağõdaki ifade yazõlabilir: 

  

ij
ij

ijij
ij

G
α

σ
ασ

ε +
∂

∂
=

),(1                 (3.35) 

 

G=G1( σİJ ) + σİJαkl + G2 (αİJ ) denkleminden hareketle kuplajlõ gerinme hõzõ (3.34) 

eşitliğinde verildiği gibidir, 

 

kl
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ε &&
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∂
= 1                  (3.36) 

 

Birleşik (kapõl) gerinme hõzõ yukarõdaki formülden türetilmiştir ve ek bir var sayõm 

olarak sunulmamaktadõr. Eşitlik (3.36), gerilmeler açõsõndan lineer elastik olan bir 

malzeme için aşağõdaki ifadeye indirgenir. 

 

pqkl
pq

ijklc
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=                  (3.37) 

 

Toplam gerinmenin elastik veya plastik yahut geri tersinir ve tersinmez bileşenlerine 

parçalanabilmesine ilişkin farklõ yollar tablo 1�de gösterilmiştir. 

 

3.2.2 Kayõp (Dissipasyon) ve Akma fonksiyonlarõ 

 

Dissipasyon fonksiyonunun belirlenmesi ile bünye denkleminin formülasyonu artõk 

tamamõyle oluşturulabilir. Başlangõçta, biz sadece  αij ve άij �ye bağlõ olan 

dissipasyon fonksiyonlarõ üzerinde duracağõz. Muhtemel diğer fonksiyonel 

bağõmlõlõklar daha sonra ele alõnacaktõr: 
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Tablo 3.1. Kuplajlõ malzemeler için gerinmelere ilişkin alternatif sentezler 

 

Toplam gerinme εij 

Elastik + Plastik e
ijε  p

ijε  

Tersinir + kuplaj + plastik r
ijε  c

ijε  p
ijε  

Tersinir + tersinmez r
ijε  i

ijε  

 

Ortogonalite (3.15)  formülünden hareketle genelleştirilmiş gerilmeler şu şekildedir. 
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Böylelikle, genel olarak, ( )jijiD αα &, �nin Legendre dönüşümü yeni bir fonksiyon 

( )jiji αα &,Ω  oluşturmaktadõr ve bu fonksiyon şu özelliklere sahiptir. 

 

),( jiji
ji

ji χα
χ

α
∂
Ω∂

=&                    (3.39) 

 

ve,  

 

ijijijijijijD αχχααα && =Ω+ ),(),(                (3.40) 

 

(3.39) denklemi iç değişkenler açõsõndan evrimsel bir eşitliktir ve  viskoplastisiteye 

ilişkin bir çok termomekanik teorinin çõkõş noktasõnõ teşkil etmektedir (ör, Rice 1971; 

Lubliner 1972). 

 

Ancak, hõzdan bağõmsõz malzemeler olmasõ durumunda da D fonksiyonu άij �ye göre 

birinci dereceden homojen bir yapõda olmalõdõr çünkü belirli bir karakteristik zaman 

söz konusu değildir.  Ek� te de ele alõndõğõ üzere bu gibi fonksiyonlar için, Legendre 



 88

transformasyonu tekildir, bu tarz bir fonksiyonun Legendre düalinin değeri özdeş 

olarak sõfõrdõr: 

 

0),( =ijijf χα                           (3.41)                        

 

Bununla birlikte dönüşüm de bire-bir olmadõğõ için, (3.38)�deki  düal bağõntõ 

benzersiz değildir, bu nedenle, (3.39)�da olduğu üzere iç parametrelerin zamana göre 

türevlerine yönelik tek bir ifade yerine,  bazõ λ&  çarpanlarõ için aşağõdaki ifadeler 

verilmiştir. 
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(3.41) eşitliği ve (3.42)�nin ilk terimi elbette ki akma şartõnõ ve ilgili yahut normal 

akõş kuralõnõ vermektedir fakat, her ikisi de gerçek gerilme aralõğõnda değil de 

genelleştirilmiş gerilme aralõğõnda ifade edilmektedir. Akma fonksiyonunun 

mevcudiyeti, hõzdan bağõmsõz dissipasyon fonksiyonunun oluşumunun doğal bir 

sonucu olarak görülmektedir. Bu gerçek uzunca bir süredir Fransõz literatüründe 

biliniyor olmasõna rağmen (ör. bkz., Moreau (1970), Halphen & Nguyen (1975) ve 

Maugin�in yazdõğõ kitapta adõ geçen diğer referanslar), son zamanlarda görüldüğü 

üzere Martin, Reddy ve diğer eş yazarlarõn çalõşmalarõ sayesinde İngiliz literatüründe 

de büyük oranda biliniyor hale gelmiştir, halbuki bu, bağõmsõz olarak Houlsby (1981, 

1982) tarafõndan geliştirilmiştir. Daha önceki zamanlarda, bir kõsõm ispatlar, sõnõrlõ 

olarak Thomas (1954) ve Sawczuk & Stutz (1968) tarafõndan sunulmuştur. 

          

Hemen bunun akabinde ortaya çõkan soru şudur: �normalite ayrõca gerçek gerilme 

uzayõnda da geçerlimidir?� Bu soruyu yanõtlayabilmek için (3.41)�de jiχ  değişkenin 

yerine σij �yi kullanmamõz gerekmektedir. Bu birleşik etki taşõmayan malzemeler için 

(3.23) kullanõlarak gerçekleştirilebilir ve gerçek gerilme uzayõndaki her hangi bir 

akma fonksiyonu  
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0))(,(),( =−= ijijijijijij ff αρσασα                (3.43) 

 

denklemi ile tanõmlanabilir. Sonuç olarak, birinci eşitlik (3.42) normal bir akõş kuralõ 

standart formunda yazõlabilir: 

 

ij
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σ
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= &&                   (3.44) 

    

(3.43) dan, Termodinamik potansiyellerin plastik deformasyona bağlõ olmasõndan 

dolayõ ortaya çõkan gerilme değişkeni jiρ  nin , Melan-Prager türünde kinematik 

sertleşme modellerinde �geri - (back)�, � kaydõrma � (shift) � veya �sürükleme � 

(drag)� gerilmelerinin rollerini üstlendiği görülmektedir.  

 

Elasto-plastik bağlantõ özelliği sergileyen daha genel malzemelere yönelik olarak 

Gibbs fonksiyonunu ve ikinci eşitlik (3.13)� ü kullanarak (3.41)�teki genelleştirilmiş 

gerilmeyi değiştirebilir ve gerçek gerilme uzayõndaki akma yüzeyini şu şekilde 

tanõmlayabiliriz; 
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ve normal türevi de, 
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                (3.46) 

 

formunda yazar ve bu nedenle, (3.42) ve (3.30)�ten hareketle akõş kuralõ aşağõdaki 

gibi ifade ederiz, 
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                (3.47) 
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Sonuç olarak, genel birleşik (kapõl) malzemeler için bu, gerçek gerilme uzayõnda 

belirlenen normal akõş kuralõnõn ortay koyduğu plastik gerinme hõzõndan çok gerinme 

hõzõnõn tersinmez kõsmõnõ ifade etmektedir. Maier ve Hueckel (1977) tarafõndan 

geliştirilenler gibi geleneksel formülasyondaki bu tarz malzemelerin modellenmesi 

için akõş kuralõnõn uygulanmasõnõn sebebini açõklamaktadõr. Akõş kuralõ doğal olarak 

mevcut formülasyon içerisinde bulunmaktadõr, ancak, iki temel bünye denklemi ile 

tamamen tanõmlanmõş olan- Gibbs fonksiyonu ve dissipasyon (kayõp) fonksiyonu - 

tam anlamõyla açõklanabilmektedir; plastik potansiyel gibi yeni bir fonksiyon 

geliştirmeye gerek yoktur. 

 

(a) Örnek 

 

Burada belirtilen genel termomekanik formülasyona bağlõ olarak, metallere yönelik 

bünye yasalarõnõn türetilmesine ait örnekler Ziegler (1981, 1983), Houlsby (1982), 

Ziegler ve Wehrli (1987), Martin ve Reddy (1993) ve Reddy ve Martin (1994) 

tarafõndan verilmiştir. Bir çok önemli noktaya işaret eden- özellikle izotropik ve 

kinematik sertleşmenin model içerisine girdiği ve iç kinematik sõnõrlamalarõn genel 

formülasyona nasõl dahil edileceğine dair- basit bir örnek üzerinde duracağõz.  

 

Klasik izotropik sertleşme gösteren Mises malzemesi, lineer elastik davranõş 

sergileyerek  (3.28)�te verilen formda olduğu gibi Gibbs fonksiyonu kullanõlarak 

oluşturulabilir. Söz konusu Gibbs  fonksiyonunda her hangi bir plastik terim mevcut 

değildir bu nedenle arka (back) gerilme sõfõrdõr ve  jiji σχ = yazõlõr. Dissipasyon 

fonksiyonu şu şekilde hesaplanõr 
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burada, 

 

ijkkij
p

ij δααγ &&& 3
1−=                  (3.49) 
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olup, Plastik gerinme hõzlarõ tansörünün şekil bozukluğunu (distorsiyon) ifade eden 

kõsmõnõ gösterir ve γP ise distorsiyonel plastik gerinme  tansörü ( p
jiγ ) nün ikinci 

invaryantõnõ gösterir, ve k basit kayma esnasõndaki mukavemeti temsil eder. Plastik 

sõkõştõrõlamama şartõ bir yan sõnõrlandõrma olarak aşağõdaki gibi ele alõnabilir. 

 

 0== kk
p αν &&                   (3.50) 

 

Bu denklemde pν&  hacimsel plastik gerinme hõzõdõr. Lagrange çarpanõ Λ�nõn işleme 

sokulmasõ ve genişletilmiş dissipasyon fonksiyonunun göz önüne alõnmasõ ile 

oluşturulan standart bir işlem kullanarak (ör. Lippman 1972) bu kõsõtlama 

formülasyona dahil edilebilir.  
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Plastik gerinme hõzõna göre D*�nin diferansiyeli gerçek gerilme bileşenlerini verir 

(çünkü  Xij = σij):  
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Tahmin edildiği üzere ortalama basõnç bünye denklemi ile belirlenemeyen pasif bir 

değişken konumundadõr. (3.52) deki ikinci eşitliğin  karesi alõnarak gerinme hõzõ 

elimine edilirse, izotropik olarak sertleşen bir malzeme için Mises akma şartõ ortaya 

çõkar.  

 

)(2 2 p
ijij kss γ=                  (3.53) 

 

Aynõ şekilde genişletilen dissipasyon fonksiyonuna standart işlem uygulayarak 

Tresca kriterinin de oluşturulmasõ mümkündür. 
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pppppkD νγγγγ &&&& Λ+++= ))(( 3121

*                (3.54) 

 

Burada p
iγ& plastik distorsiyon hõzlarõ tansörünün asal bileşenleridir. Sapma gerilme 

tansörünün asal bileşenleri şunlardõr: 
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böylelikle,  

 

))sgn()(sgn( 212121
ppkss γγσσ && −=−=−               (3.56) 

 

eğer p
1γ& pozitif ve p

2γ&  negatif ise denklemin sonucu 2k�ya eşittir; ve p
1γ&  negatif ve 

p
2γ&  pozitif  ise sonuç �2k�dõr. Bu iki temel distorsiyon hõzlarõndan her hangi biri sõfõr 

ise σ1 � σ2 belirsizdir. Sonuç olarak, p
1γ& ve p

2γ&  nin işaretleri aynõ ise σ1 � σ2  = 0�dõr. 

Bu, ancak p
3γ&  sõfõrdan farklõ ve p

1γ& ve p
2γ&  ile aynõ işarete sahip değil ise mümkündür. 

Bu değerler Tresca akma şartõyla uyumlu olan çeşitli yüzeylere karşõlõk gelmektedir. 

Akma fonksiyonunun kurulmasõ bu iki klasik konumda da özellikle gerekmektedir 

fakat bu işlem, cebirsel olarak düşünüldüğünde daha kompleks dissipasyon 

fonksiyonlarõ için çok daha karmaşõk hale gelebilmektedir. 

 

Kinematik sertleşmenin belirli tipleri, (3.20)�te olduğu gibi Gibbs fonksiyonu 

içerisindeki  G2(αij) terimi dahil edilerek model içerisine eklenebilir. Netice olarak da  

sõfõrdan farklõ ters (back) gerilme jijiji χσρ −= ifadesi ortaya çõkar. Şimdi, Mises 

modelinde akma şartõ aşağõdaki gibi yazõlõr: 

 

0)(2))(( 2 =−′−′− p
ijijijij kss γρρ                (3.57) 
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Şekil 3.1. İzotropik sertleşmenin göz önüne alõndõğõ tek boyutlu elasto-plastik model 

 

 
Şekil 3.2. Kinematik sertleşmenin göz önüne alõndõğõ tek boyutlu elasto-plastik 

model 

 

Burada jiρ′  ters(back) gerilme tensörünün sapma kõsmõnõ teşkil etmektedir. Bu, 

Melan ve Prager (Lubliner 1990) tarafõndan ortaya atõlan kinematik sertleşme 

türüdür. Bu nedenle, dissipasyon fonksiyonunda izotropik sertleşme davranõşõ 

oluşturulmuştur; diğer taraftan, termodinamik potansiyel fonksiyonu içerisnde  

kinematik sertleşme ortaya çõkmaktadõr. Bu fark, üç terim halinde ayrõştõrõlabilen 

birim zamandaki deformasyonun işi sentezlenirken yansõtõlmõştõr. Bu terimler:  



 94

 

ijijijij
e
ijijijij αχαρεσεσ &&&& ++=                 (3.58) 

 

İlk iki terim serbest enerjinin değişim oranõ F&  yi oluşturmak için birleşir (serbest 

enerjinin değişim hõzõ), son iki terim de �plastik işin değişim hõzõnõ� verir ancak son 

terime ilişkin enerji kayõp enerjiyi gösterir. Sonuç olarak,  arka�back� gerilme jiρ′  ile 

ilişkili olan iş geri kazanõlabilir (tersinir) özelliktedir ve kapalõ bir çevrimde sõfõr 

değerini alacaktõr. Bunun tam tersi olarak da izotropik sertleşme bileşeni ile ilgili iş 

tamamõyla kaybolmuş ve geri kazanõlmasõ mümkün olmayan bir değerdir. Lubliner 

(1990) ve Maugin (1992) bu konuyu daha detaylõ olarak inceleyip ve bu incelemeye 

kinematik sertleşme modellerinin daha kompleks şekillerini de dahil etmişlerdir. 

 

Bu iki sertleşme tipi arasõndaki fark lineer izotropik olarak sertleşen malzemenin tek 

eksenli davranõşõ ile σ = Y + hα �lik bir akma gerilmesinin karşõlaştõrõlmasõ yapõlarak 

basit bir şekilde gözler önüne serilebilir.  Söz konusu denklemde Y başlangõç akma 

gerilmesi ve h sertleşme modülüdür ve aynen sabit akma gerilmesine sahip ( X = Y 

olan) lineer sertleşen malzemelerde olduğu gibidir, ancak ters(back) gerilme αρ h=  

ile birlikte dikkate alõndõğõnda, ve bu nedenle bir kez daha σ =Y + hα olacaktõr. Her 

iki durumda da teğet modülü hE / (h + E)�dir; burada E sabit Young modülüdür. Bu 

davranõşlar şekil 1 ve 2�de verilmiştir ve kayda değer değişkenler tablo 2�de özet 

şekilde sunulmuştur. İzotropik sertleşme örneğinde de görüldüğü üzere kaybolan 

toplam enerji ∫ daχ  dõr ve OABCO alanõna eşittir, fakat kinematik sertleşmeye 

ilişkin aynõ diyagramda sonuç sadece OABMO alanõna karşõlõk gelir.                   

OMC = 2

2
1 αρ hda =∫  farkõ, serbest enerjinin bir parçasõdõr.   
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Tablo 3.2. Tek boyutlu plastisite modellerine ilişkin fonksiyon şekilleri 

 İzotropik sertleşme Kinematik sertleşme 

Helmholtz serbest enerji F ( )2
2
1 αε −E  ( ) 22

2
1

2
1 ααε hE +−  

Gibbs serbest enerji G ( ) ασσ +E2

2
1  ( ) 22

2
1

2
1 αασσ hE −+  

Dissipasyon fonksiyonu D ( )αα &hY +  α&Y  

Genelleştirilmiş gerilme x ( ) )sgn(αα &hY +  )sgn(α&Y  

Gerçek gerilme σ )( αε −E  )( αε −E  

Ters(back) gerilme p  0 (bu yüzden σ = x) hα (bu yüzden σ = x + hα)  

Teğet modül )/( EhhE +  )/( EhhE +  

Şekil 1 ve 2�deki alanlar: F    BDC OMBDO 

Şekil 1 ve 2�deki alanlar: G OEBCO OEBMO 

Şekil 1 ve 2�deki alanlar: D OABCO OABMO 
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4. BULGULAR 

 

4.1.  D( σij, αij, άij ) Şeklinin Gerilme-Bağõmlõ Dissipasyon Fonksiyonlarõ 

  

Toprağõn ve kumun davranõşlarõnõn modellenmesine ilişkin bölümlerde gözenek 

basõnçlarõ göz önüne alõnmaz ve bünye denklemlerindeki gerilmeler efektif (etkin ) 

gerilmeler olarak görülür. Dissipasyon fonksiyonu normal olarak kinematik 

değişkenlerin bir fonksiyonu olarak düşünülmekte ve bu nedenle elasto-plastik 

malzemeler için en genel form ( )jijijiD ααε &,,  olarak değerlendirilmektedir. єij, 

genel anlamda Gibbs serbest enerji fonksiyonu yardõmõyla jiji ασ  ve  cinsinden ifade 

edildiği için dissipasyon fonksiyonunu ( )jijijiD αασ &,,  formu olarak 

düşünmekteyiz. Bu form, toprak mekaniğinde özel bir öneme haizdir. Kohezyonsuz 

malzemelerin plastik davranõşlarõnõ temsil eden modellerin gerilme boyutlarõna 

ilişkin tanõmlayõcõ parametreleri bulunmamaktadõr ve bu nedenle dissipasyon 

fonksiyonunun boyutu (gerilme)(zaman)-1 olmalõdõr. Bu nedenle, dissipasyon 

fonksiyonu belirgin bir şekilde bir veya daha fazla gerilme bileşeni - ki bu durum 

genelde sürtünmeli malzemeler için geçerlidir- yahut sadece işleme dahil edilen özel 

model olarak fiziksel yorumu yapõlabilen gerilme boyutlarõna sahip bir fonksiyon 

ihtiva eder. Söz konusu ikinci durum, normal ön-konsolidasyon basõncõna bağlõ olan 

ilgili fonksiyondaki  kritik hal modellerinde ortaya çõkar. Teorilere ilişkin ikinci sõnõf 

örnekler bir sonraki bölümde ele alõnmaktadõr. Burada, gerilmeye bağlõ dissipasyon 

fonksiyonlarõ olan modellerin bazõ genel özelliklerini inceleyeceğiz. 

 

Ortogonalite prensibi uygulandõğõnda genelleştirilmiş gerilmeye ilişkin standart 

ifadeler ortaya çõkar: 

 

),,( ijijij
ij

ij
D αασ
α

χ &
&∂
∂

=                   (4.1) 

 

fakat dissipasyon fonksiyonundaki σij terimleri, diferansiyeller alõnõrken, bağõmsõz 

sabit parametreler olarak ele alõnõrlar.  
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Dejenere Legendre transformasyonu düal akma fonksiyonunu vermektedir. 

 

0),,( =ijijijf χασ                    (4.2) 

 

Genelleştirilmiş normal akõş kuralõ ile birlikte, 

 

ij
ij

f
χ

λα
∂
∂

= &&                     (4.3) 

 

ve buna ilave olarak, 

 

ijij

fD
σ

λ
σ ∂

∂
−=

∂
∂ &                  (4.4a) 

 

ijij

fD
α

λ
α ∂

∂
−=

∂
∂ &                  (4.4b) 

 

Eşitlikleri göz önüne alõnõr, çünkü σij  ve αij  dönüşümdeki pasif değişkenlerdir (ekte 

yer alan tekil transformasyon tartõşmasõ; özel eşitlikler (A18). 

 

Bir önceki bölümde de belirtildiği üzere, akma fonksiyonu (4.2)�yi genelleştirilmiş 

gerilme uzayõndan gerçek gerilme uzayõna dönüştürebiliriz ve aşağõdaki denklemi 

kullanarak bu uzayda bir akma fonksiyonu tanõmlayabiliriz: 

 












∂
∂

= ),(,,),( ijij
ij

ijijijij
Gff ασ
α

ασασ                 (4.5) 

 

Bu denklemin de normal türevi şu şekildedir: 

 

klijklijlij

Gfff
σαχσσ ∂∂

∂
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂ 2

                  (4.6) 
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Bu ifadenin λ&  ile çarpõlmasõ ve (3.30)�in kullanõlmasõ durumunda gerçek gerilme 

uzayõndaki akõş kuralõ şu şekli alõr: 

 

ijij

i
ij

Df
σσ

λε
∂
∂

+
∂
∂

= &&                    (4.7) 

 

Bu denklem de (3.46)�u gerilmeye bağlõ dissipasyon fonksiyonlarõnõn durumuna 

genellemektedir. Geri dönüştürülemez (tersinmez) gerinme hõzõ plastik gerinme 

hõzõna indirgenmektedir. Bu durum, malzeme birleşik etki taşõmadõğõ zaman 

geçerlidir. Bu sonuç, genel anlamda, D�nin açõk bir şekilde gerilmeye bağlõ olduğu 

gerçeğini ortaya koymaktadõr, normalite (veya ortogonalite) kuralõnõn gerçek gerilme 

aralõğõnda geçerli olmasõ beklenemez. Kuplajlõ malzemeler için ise bu davranõş genel 

termomekanik çerçevenin doğal bir sonucu olarak ortaya çõkar ve bünye 

denklemlerini tanõmlamak için yeni bir fonksiyonunu oluşturulmasõna gerek yoktur.  

 

Koheziyonsuz topraklar için Drucker-Prager sürtünmeli model bir örnek olarak 

gösterilebilir (Drucker & Prager 1952). Aşağõdaki denklem, basit dissipasyon 

fonksiyonundan türetilebilir: 

 

p
ij

p
ijpD γγµ
&&2

3
=                    (4.8) 

 

Burada µ, sabittir ve sürtünme açõsõyla ilişkilidir ve 3  faktörü toprak mekaniğinde 

genel olarak kullanõlan notasyon ile uyumu sağlamak için denkleme sokulmuştur. 

Ekstra bir koşul olarak volumetrik ve kayma gerinmesi hõzlarõ arasõnda lineer bir 

bağõntõ uygulayacağõz. 

  

02
3

=+ p
ij

p
ij

p γγβν &&&                                     (4.9) 



 99

 

Burada β  sabittir ve genleşme açõsõyla bağlantõlõdõr (bu, genleşme açõsõnõn sürtünme 

açõsõ ile aynõ olmasõ gerektiği Drucker-Prager modelini genişletmektedir). 

 

 
Şekil  4.1. Sürtünmeli malzemeye ilişkin plastisite yüzeyi ve plastik potansiyel. 

 

Modelde dilatasyonu takdim etmek için en uygun araç bir kõsõtlamanõn oluşturulmasõ 

ve bunun kullanõlmasõdõr. (Chandler 1985; Houlsby 1981, 1993). Standart işlem 

değiştirilmiş dissipasyon fonksiyonuna artõk uygulanabilmektedir   

 

pp
ij

p
ij

pD νγγβµ
&&& Λ+

Λ+
= 2

3
*                (4.10) 

 

Burada Λ  Lagrange çarpanõ olarak değerlendirilmektedir.  Plastik gerinme hõzlarõna 

göre diferansiyelleri alõndõğõnda, genelleştirilmiş gerilme tansörünün bileşenlerini 

vermektedir. 

 

Λ=pχ     ve        
p

ij
p

ij

p
ij

ij p
γγ

γ
βµχ

&&

&
)(3

2 Λ+=′              (4.11) 
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Burada jip χχ
3
1

=  ve jiχ′   , jiχ  in sapmaya ilişkin kõsmõnõ teşkil etmektedir. (4.11) 

eşitlikleri asõnda plastik gerinme oranlarõ elimine edilirse (xp, xq) aralõğõnda yer alan 

akma uzayõ oluşmaktadõr: 

 

pq p βχµχ +=                  (4.12) 

 

Burada, 

  

ijijq χχχ ′′= 2
3                  (4.13) 

 

Genelleştirilmiş gerilme uzayõnda bulunan söz konusu akma fonksiyonu belirgin bir 

şekilde µ p  uyumuna sahip olmakla birlikte Kolomb tipidir; şekil 3�te gösterilen 

eğimin iki düz çizgisi bu fonksiyonu yansõtmaktadõr. Gerinme hõzlarõ vektörü, (4.9) 

ve (4.12)�den görüldüğü gibi bu akma yüzeyine ortogonal bir vaziyettedir bu nedenle 

normalite kuralõ (4.3)�te önceden belirtildiği üzere bu uzayda geçerlidir. 

 

Şimdi, bu akma şartõnõ gerçek gerilme uzayõna transform edersek ve xp = p, xq = q 

eşitliğini koyarak ve  bu eşitlik de Gibbs potansiyelinin her hangi bir ters (back) 

gerilmenin bulunmadõğõ varsayõlan bir eşitliktir- bu durumda (4.12) ifadesi aşağõdaki 

gibi yazõlõr:  

 

βµµµ +== ** buradakipq                (4.14) 

          

Bu eşitlik de koheziyonsuz toprağa ilişkin klasik Coulomb akma şartõnõn (plastisite 

koşulunun) Drucker-Parger genellemesini teşkil etmektedir. Eğer µ = 0 ve µ* = β 

alõnõrsa dissipasyon fonksiyonu sõfõr olur ve ancak o zaman normalite kuralõ geçerli 

olur. 
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β = 0 olduğunda, malzeme sõkõştõrõlamazdõr. Ters gerilmelerin eklenmesi, q - p 

uzayõndaki akma çizgilerini öteler ve normalite üzerinde etkisi yoktur. 

 

Dissipasyon fonksiyonunun gerilmeye bağlõ olmasõnõ sağlayarak elde edilen ilave 

kompleksiteleri daha iyi anlayabilmek için Legendre dönüşümünün geometrik 

yorumlarõndan birini göz önünde bulundurmak yararlõ olur. Bunlar ekte daha ayrõntõlõ 

bir şekilde anlatõlmõştõr. φ fonksiyonu şu şekilde tanõmlanmaktadõr: 

 

0),,(),,( =−≡ ijijijijijijijij D αασασαασφ &&&               (4.15) 

 

Sadelik için, malzemenin sõfõr ters(back) gerilme ile akuple olmadõğõ (ayrõştõrõldõğõ) 

ve böylelikle φ �nin aynõ şekilde sõfõr olduğu kabul edilir. Plastik şekil değiştirmeyi 

sabit  tutarak, buna S diyelim, bu durumda (5.15) ifadesi plastik gerinme hõzõ jiα& �nin 

her bir yönü için gerçek gerilme uzayõnda bir yüzeyi tanõmlar. jiα& , Σ  ile 

gösterdiğimiz bir yüzeyi çevreleyen S yüzeyler ailesinin tüm olasõ değerleri için 

değişiklik gösterdiğinden, akma yüzeyi gibi herhangi bir plastik deformasyonla elde 

edilemeyecek olan gerilme uzayõndaki bölgeyi kapsar. Dissipasyon fonksiyonu ve 

akma yüzeyi ile ilgili bu geometrik bakõş açõsõ Chandler tarafõndan (1985), gerilmeye 

bağlõ dissipasyon fonksiyonlarõ konusundaki tartõşmasõnda kullanõlmõştõr. Tam bir 

termodinamik modeli göz önüne almamõş olmasõna ve Legendre dönüşümlerini 

kullanmamasõna rağmen, Chandler�in iddialarõ burada bahsedilenlere benzemektedir. 

Akma yüzeyi zarfõ denklemi (4.15) ve,  

 

0=
∂
∂

−=
∂
∂

ij
ij

ij

D
α

σ
α
φ

&&
                 (4.16) 

      

arasõndaki jiα&   değerlerinin ortadan kaldõrõlmasõyla ve (5.15)�in plastik şekil 

değiştirme hõzõna göre türevinin alõnmasõ ile  elde edilir. Ters (back) gerilme sõfõr 

olduğunda, denklem (4.16), ortogonalite prensibi (3.15)�in yeniden ifade edilmesidir. 

 Ayrõca, akma yüzeyi Σ  ve bir S yüzeyine ait normal doğrultular ortak değme 

noktalarõnda aynõ doğrultuda olmalõdõrlar, böylece 
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ij
ij

ijij

Df
σ

α
σ
φ

σ
λ

∂
∂

−=
∂
∂

=
∂
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&&               (4.17) 

       

Ayrõştõrõlmõş (dekapõl) bir malzeme için akõş kuralõnõ temsil eder. Dissipasyon 

fonksiyonu D kesin bir şekilde gerilmeye bağlõ olmadõğõ zaman, (4.15) ile 

tanõmlanan S yüzeyleri hiper (aşõrõ) düzlemler haline gelir, bu düzlemlerin normalleri 

jiα&  ile aynõ yöndedir ve bunlar orijinden D /αm kadar bir mesafede bulunurlar. 

Burada αm uygun bir şekilde tanõmlanmõş tansör normunda bir parametredir. 

Çevrelenmiş akma yüzeyi Σ nõn aynõ zamanda jiα& s�nin doğrultusunda olmasõ gerekir 

ancak bu durumda akõş kuralõ ile ilişkilendirilebilmesi sağlanõr. 

 

İzotropik bir malzeme için φ fonksiyonu,gerilmeye ve gerinme hõzlarõna onlarõn 

invaryantlarõ ve birleşik invaryantlarõ vasõtasõyla bağlõdõr. Bu invaryantlar kullanõşlõ 

bir şekilde şöyle yazõlabilir: )3,2,1(,)(,)( ) =mtrtr mm ασ &  ve 

)2,1,(,)( =qptr qp ασ &  (Baker & Desai 1984; Prevost 1987). Bunun yanõ sõra bu 

fonksiyon, gerilme boyutlarõ ile birlikte tanõmlayõcõ maddesel parametresi 

bulunmayan �tamamen sürtünmeli� malzemeler durumunda jiα& ve  σij�ye göre birinci 

dereceden bir fonksiyon olmalõdõr. Drucker-Prager modeli böyle bir örnek oluşturur. 

Diğer bir alternatif örnek ise dissipasyon fonksiyonu ile verilmiştir, 

 

)))(()()(( 22
9
8 ασασσµ && trtrtrD −=                (4.18) 

 

ve bu da Matsuoka-Nakai (1974) akma (plastisite) koşulunu oluşturmaktadõr: 

 

21

3

21 )()( µσσ =≡ −trtr
I
II                    (4.19)         

 

burada Ii  = 1,2,3 üç standart gerilme invaryantõdõr. Böyle bir model için, φ = 0 

denklemleri, gerilme uzayõnda düzlemsel olmayan yüzeylerin bir ailesini oluşturur. 
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Bu, yukarõda da bahsedildiği üzere, sürekli olarak aşõrõ (hiper) düzlem aileleri 

oluşturan klasik teorinin gerilmeden bağõmsõz dissipasyon fonksiyonlarõ ile belirgin 

bir zõtlõk içerisindedir. Sürtünmeli bir malzeme,  gerilme boyutunda her hangi bir 

parametreye sahip olmadõğõ için akma fonksiyonu her zaman gerilme bileşenlerine 

göre  sõfõrõncõ dereceden bir homojen fonksiyon olarak yazõlabilir ve buna karşõlõk 

gelen akma yüzeyi köşesi orijinde olan genelleştirilmiş  bir koni olmalõdõr. 

 

Verilen bir akma yüzeyi Σ, sonsuz tane zarf yüzeyi (S) ailelerinden üretilebilir ve bu 

(4.17)�den elde edilebilen çok fazla sayõda akõş yollarõnõn bulunmasõna karşõlõk gelir. 

Fakat, önceden tanõmlanan bir akma yüzeyi yalnõzca teğet hiper-düzlemlerin bir 

ailesinden üretilebilmektedir. Bir izotropoik malzeme için hiper-düzlemlerin bu 

ailesine ilişkin eşitlikler şu şekilde olmalõdõr 

 

)()()()(),( 201 αψσαψσασασφ &&&& −−= trtr               (4.20) 

 

Burada Ψ1 ve Ψ2 , άij nin üç invaryantõnõn birinci dereceden fonksiyonlarõdõr ve σ0 

sürtünmeli malzeme için sõfõrdõr ve diğer yönden bir takõm malzemeleri belirleyen 

gerilme parametresidir. (4.20) �nin diferansiyelini alõr ve (4.17)� de  yerine koyacak 

olursak,  plastik gerinme hõzõ ile plastisite yüzeyi normalliği arasõndaki fark   Ψ1 

(ά)δij formunda bir izotrop tansör olarak ortaya çõkar. Bileşenleri gerilmeden 

bağõmsõz olan bu tansör dilatasyonel gerinme hõzõnõ temsil etmektedir. Bu nedenle, 

izotropik malzemeler için dissipasyon fonksiyonu her zaman Π  düzlemi (bunun 

anlamõ; plastik gerinme hõzõnõn deviatorik kõsmõ bir Π - düzleminde bulunan akma 

yüzeyinin kesit alanõna diktir.) ile ilişkili akõş kuralõnõ ortaya çõkarmaktadõr ve 

normallik ancak gerinme hõzõnõn dilatasyonel kõsmõnda bulunmamaktadõr. Bu sonuç, 

daha önceleri daha sõnõrlõ bir bağlamda Sawczuk & Stutz (1968) tarafõndan ortaya 

atõlmõştõr fakat toprak mekaniği literatüründe pek fazla bilinmemektedir. Deney 

yapan bilim adamlarõnõn çoğu, pek çok davranõşõn büyük çoğunlukla bu türden 

olduğunu (ör. Lade & Kim 1988) ve Π -düzlemindeki normalitenin bir çok 

matematiksel kalõpta (ör. Prevost 1987) yaygõn olan bir varsayõm olduğunu görüşünü 

savunmaktadõrlar. İkinci dereceden fonksiyonlar dõşõndaki diğer bütün durumlarda 

Legendre dönüşümünün uygulanmasõ cebir açõsõndan karmaşõk olmasõ nedeniyle, 
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(4.20)�deki  fonksiyonlarõn gerçek şekilleri normal olarak çok karõşõk bir yapõda 

olacaktõr; akma fonksiyonu gerilme invaryantlarõna göre cebirsel açõdan basit bir 

formda ifade edilse bile bu karmaşõk yapõ devam edecektir. 

 

Neticede, şu çõkarõmda bulunabiliriz: bir izotropik malzemenin lineer bir dissipasyon 

fonksiyonu ile ilişkilendirilmesi her zaman mümkündür; bu da,  verilen her hangi bir 

akma yüzeyi ile gerektiği şekilde sapma düzleminde normalitesi olan bir akõş kuralõ 

üretmektedir; ancak bu teori, bazõ genel davranõşlara ilişkin genel formlarõ olan lineer 

olmayan dissipasyon fonksiyonlarõnõn oluşturulmasõ ihtimalini de ihtiva etmektedir. 

 

4.2. Kritik Hal Modelleri 

 

Kritik hal formülasyonlarõ kullanan elasto-plastik modeller katõlarõn özellikle de 

normal olarak konsolide olan killerin mekanik davranõşõnõ değişik ve önemli 

açõlardan başarõlõ bir şekilde tanõmlamaktadõr. Teoriler, normal olarak işle ilgili olan 

değişkenler açõsõndan geliştirilebilir ve teorinin değeri üç eksenli testlerle 

belirlenebilir;  bunlar isimle belirtilmesi gerekirse hacimsel ve efektif kayma 

gerinmeleri v ve γ ,  ortalama efektif basõnç p, ve asal gerilme farkõ q.  

 

Bu tarz bir malzemeye dair dissipasyon fonksiyonu şu şekilde yazõlabilir. 

 

),()( pppD γνν &&ΤΠ=                  (4.21) 

 

Burada pν plastik hacimsel gerinme, pν&  hacimsel gerinme hõzõnõn plastik bileşeni, 
pγ& kayma gerinmesi hõzõnõn plastik bileşeni anlamõnda kullanõlmõştõr. Π  fonksiyonu 

gerilme boyutunda olup hacimsel sertleşme davranõşõnõ tanõmlar.  (zaman)-1 boyutuna 

sahip olan T, enerji dissipasyon hõzõnõ yönlendirir  ve bu yüzden akma yüzeylerinin 

şeklini belirler. Orijinal ve Modifiye Cam-kili  için bu iki fonksiyonun şekli 

Modaressi ve çalõşma arkadaşlarõ (1994) ile Houlsby (1981)  tarafõndan bulunmuş ve 

sõrasõyla aşağõda  Tablo 2�de verilmektedir. Ayrõştõrõlmõş bir model varsayõlarak 

Gibsbs fonksiyonu (3.5)�den şu şekilde ifade edilebilir: 
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),(),(),,( 21
ppppp GqpqpGqpG γνγνν +++=              (4.22) 

 

Elastik  davranõşõ yöneten G1 fonksiyonu için (3.28) formu sabit elastisite modülünü 

verir. Ancak toprak için anlõk yõğõn (bulk) modülü sabit değildir ve kayma 

modülünün hala sabit olmasõ için, G1 de gerek duyan ortalama efektif  basõnçla 

orantõlõdõr: 

 

G
qppqpG
6

)1(ln),(
2

*
1 +−=κ                (4.23) 

 

Gerilme gerinme ilişkileri ise şöyledir: 

 

pe ln*κν =      ve     
G
qe

3
=γ                (4.24) 

p
pe &

& *κν =  ve 
G
qe

3
&

& =γ                      (4.25) 

 

Kritik durum teorileri ile ilgili çoğu formülasyonda anlõk yõğõn (bulk) modülü aynõ 

zamanda mevcut spesifik hacim V�ye veya e oranõna bağlõdõr (Wood 1990), ve ilk 

denklem şu şekilde değiştirilir: 

 

p
p

e
e &
&

+
=

1
κν                   (4.26) 

 

e plastik deformasyona bağlõ olduğu için, böyle bir model kapõl (birleşik) etkiler 

bulundurur ve 4.23�de tartõşõlan tüm kompleksiteleri bünyesinde bulundurur. Ancak 

bu kapõl etkileşim çok zayõftõr ve küçük gerinme teorisinde ancak ikinci dereceden 

bir etki olarak gözükür. Ayrõca Butterfield (1979), çoğu durumda deneysel verilerin 

lnV ve ln p arasõndaki doğrusal bağõntõlarõ tahmin eden (4.24) ve (4.25) ilişkileri 

tarafõndan çok iyi temsil edildiğini belirtmektedir. (4.26) ile ifade edildiği gibi, bu 

durumda V ile lnp arasõnda da lineer bir ilişki vardõr. 
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),( ppT γν && gerinme hõzlarõna göre birinci dereceden homojen olduğundan dolayõ 

onun dejenere Legendre dualinin f(x,y)= 0 olduğunu söyleyebiliriz, burada 
pTx ν&∂∂= ve pTy γ&∂∂=  dir. (3.15) ve (4.21)�den x: Xp/II ve y:Xp/II  iken Xp ve 

Xq genelleştirilmiş gerilme tansörünün ilk iki invaryantõdõr. Bu yüzden akma şartõnõn 

aşağõdaki gibi ifade edilmesi gerekir: 
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                           (4.27) 

 

Sabit bir  plastik hacim deformasyonundaki akma yüzeyleri genelleştirilmiş gerilme 

uzayõnda bu yüzden geometrik olarak kendilerine benzer eğrilerdir. Gerçek gerilme 

uzayõnda akma fonksiyonu aşağõdaki gibi ifade edilir: 
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                (4.28) 

 

 

Tablo 4.1. po normal ön konsolidasyon  basõncõ  
 Orijinal Cam-kili Modifiye edilmiş cam-kili 

( )pνΠ  ( )p
o vp  ( )p

o vp2
1  

( )ppT γν && ,  ( )( )1/exp −ppp MvM γγ &&&  222 pp Mv γ&& +  

pρ  0 ( )p
o vp2

1  

p  pMTp γ&/0  ( )Tvp p
o /12

1 &+  
q  ( ) ppp MvTp γγ &&& //10 −  TMp p /2

02
1 γ&  

Akma şartõ ( )ppMpq /ln 0=  ( )pppMq /0
22 =  

Akõş kuralõ ( )pqMv pp // −=γ&&  ( ) pqqpMv pp 2// 222 −=γ&&
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Şekil 4.2. Genelleştirilmiş basõnç uzayõnda akma yüzeyleri 

 

   
Şekil 4.3. Gerilme uzayõndaki akma yüzeyleri   

 

Burada, pρ  ve qρ  (6.2)�deki G2�nin diferansiye edilmesi ile verilen, geri (back) 

gerilme tansörünün ilk iki invarõyantõdõr.  

 

Tablo 3�de de gösterildiği gibi orijinal Cam-Kili modeli geri (back) stresin 

kullanõmõna gerek olmadan üretilebilir ve böylece tüm plastik iş kaybedilmiş olur. 

Ancak modifiye bir Cam-kiline ait bünye denklemini üretmek için Houlsby (1981) 

genelleştirilmiş gerilme uzayõnda benzer akma noktalarõnõ kaydõrma etkisine sahip 

olan )()(02
1 PP

p vvp Π==ρ  formunda geri (back) gerilmesini bulmuştur,  böylece 

bunlarõn hepsi de gerçek gerilme alanõnda (şekil 4.2 ve 4.3) orijinden geçmek 

durumundadõrlar. Ancak, dissipasyon fonksiyonuna ppp νν &)(
2
1

0  terimini ekleyerek 

aynõ akma yüzeyi ve akõş kuralõnõn formal olarak üretilebileceğini de belirtmek 

gerekir, böylece  
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pppp
o MpD νγνν &&& ++= 222

2
1 )((                (4.29) 

  

ve G2 uygun şekilde elde edilirken ve pρ   ise sõfõr olur. Bu modifiye edilmiş 

dissipasyon fonksiyonu kesinlikle G ≥ 0  temel gereksinimini karşõlar, ancak (4.29)�a 

eklenen terim entegre edilebilirdir ve bu yüzden kapalõ bir döngüde iş terimine hiç 

bir katkõsõ olmaz.  

 

Dissipasyon gücünü; serbest enerjinin değişim hõzõ ( )F&  ve (3.7)�de verilen D�nin  

dissipasyonu şeklinde ayrõştõrmak bir çok farklõ şekilde gerçekleştirilebilir, ancak D� 

nin  integre edilebilir bileşenleri olmadõğõ şeklinde bir yargõda õsrar edilmemelidir. 

Formalizmin kullanõldõğõ herhangi bir olayda Modifiye Cam-Kili modelinde sadece 

yapõlan işin yarõsõ izotropik plastik sõkõştõrmada kaybedilmiş olur. Orijinal Cam-Kili 

oluşumu tüm plastik işin kaybedildiğini varsayarken modelin bu yönü tatmin edici 

değildir, çünkü ilgili akõm kuralõ aslõnda izotropik sõkõştõrma sõrasõnda (q=0) plastik 

kayma gerinmelerini tahmin eder ve sõnõr yüzeyinin bu uçlarõnda bir süreksizlik 

empoze etmek gerekir. Elbette bu özellik modifiye modellerin geliştirilmesine 

rehberlik edecektir.  
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4.3. Nonlineer Analiz İçin Örnek Problem 

 

Bu problemde hem bir ölü yükün hem de çevrimsel(tekrarlanan) bir noktasal yükün 

etkisi altõnda kalan elasto-plastik dairesel bir plak için non-lineer analiz yapõlmõştõr. 

Dõşarõdan uygulanan yükleri tanõmlamak için değişik yük adõmlarõ, bir yük adõmõ için 

alt adõmlarõn maksimum ve minimum sayõsõ, yük adõmõna ait opsiyonlar ve aynõ 

zamanda kinematik sertleşmeyi dikkate alarak plastisite eğrisi tanõmlanmaktadõr. Bu 

örnekte, aynõ zamanda non-lineer bir analiz için ANSYS programõnõn oluşturduğu 

monitör dosyasõnõn da nasõl yorumlanacağõnõ açõkça ifade etmiş olacağõz. 

 

ANSYS  sonlu elemanlar paket programõ non-lineer bir analizde bir çözüm üretmek 

için artõmsal çözüm prosedürünü kullanõr. Bu örnekte, bir yük adõmõ içerisindeki 

toplam dõş yük belli sayõdaki alt adõmlar üzerinde artõmlar şeklinde uygulanmõştõr. 

Non-lineer problemlerin çözümlenmesinde kullanõlan pek çok sayõsal analiz 

teknikleri her bir alt adõmõ çözmek için Newton-Raphson iteratif prosedürünü 

kullanõr. ANSYS  programõnõn çözüm modülünde de tercihe bağlõ olarak bu prosedür 

ve benzeri iteratif teknikler yer almakta ve uygulanabilmektedir. Öncelikle her bir 

yük adõmõ için alt adõmlarõn sayõsõ belirlenmelidir çünkü bu sayõ her bir yük adõmõnõn 

birinci alt adõmõnda uygulanan başlangõç yük artõmõnõn ölçüsünü kontrol eder. 

ANSYS programõ bir yük adõmõndaki her bir ardõşõk alt alt adõm için yük artõmõnõn 

ölçüsünü otomatik olarak belirler. Bu ardõşõk alt adõmlar için yük artõmõnõn ölçüsü, 

alt adõmlarõn maksimum ve minimum sayõsõnõ belirleyerek kontrol edilebilir. Eğer alt 

adõmlarõn sayõsõ tanõmlanõrsa; maksimum ve minimum alt adõm sayõsõ aynõ olmak 

zorundadõr ve ANSYS  yük adõmõ içerisinde bütün alt adõmlar için sabit bir yük 

artõmõnõ kullanõr.  

 

4.3.1. Problemin Tanõmõ 

 

Bu örnek problemde, modeli mesh etmek için eksenel simetri opsiyonuna sahip dört 

düğüm noktalõ PLANE42 elemanõ seçilmiş ve incelenen plak için eksenel simetrik 

bir model kullanõlmõştõr. Geometrik olarak non-lineer bir analiz gerçekleştirilmiştir. 

Kinematik kõsõtlamalar aşağõdaki gibi belirlenmiştir: plağõn merkezine yerleştirilen 
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düğüm noktalarõ radyal yer değiştirme göstermeyecek şekilde kõsõtlanmõştõr. Dõş 

kenarlara yerleştirilen düğüm noktalarõ ise hem radyal hem de eksenel yer değiştirme 

yapamayacak şekilde sõnõrlandõrõlmõştõr. Ölü yük birinci yük adõmõ esnasõnda 

uygulanacak, tekrarlõ noktasal yük ise arka arkaya gelen ardõşõk altõ yük adõmõ 

içerisinde uygulanacaktõr.  

 

0.125 N/m2�lik toplam yükün 1/10 unu teşkil eden birinci alt adõm üzerinden 

uygulanan ölü yük artõmõnõ garanti altõna almak için,  ilk yükün uygulanmasõ 

esnasõnda 10 tane alt adõm belirlenmiştir. Malzemenin non-lineer bünyesel davranõşõ 

hakkõnda henüz kesin bir bilgiye sahip olmadõğõmõzdan, alt adõmlarõn sayõsõ 

maksimum 50, minimum 5 olacak şekilde belirlenmiştir. Çözüm esnasõnda, plak 

yüksek mertebeden non-lineer bir davranõş gösterirse  yük artõmlarõ toplam yükün 

1/50 si kadar olan artõmlarda kesilebilir. Eğer plak yumuşak bir non-lineer davranõş 

gösterirse yük artõmlarõ toplam yük ölçüsünün 1/5 ine kadar arttõrõlabilir.  

 

Tekrarlõ noktasal yükün uygulanmasõ için ardõşõk altõ yük adõmõ belirlenmiştir, bu 

prosedür esnasõnda, maksimum 25 ve minimum 2 alt adõmlara sahip olan 4 adet alt 

adõm uygulamasõ da belirlenecektir. Bu örnekte, noktasal tekrarlõ yükün uygulandõğõ 

yerdeki düğüm noktalarõnõn düşey yer değiştirmelerinin bütün çözüm üzerindeki 

geçmişini takip edebileceğimizi göstereceğiz, bu işlemi aynõ zamanda sabitlenmiş 

kenarlarõn altõna yerleştirilmiş düğüm noktalarõndaki reaksiyon kuvvetleri için de 

yapabiliriz.   

 

4.3.2. Problemin Özel Şartlarõ 

 

Dairesel plak 1.0 m çapõnda ve 0.1 m kalõnlõğõndadõr. Bu problem için aşağõdaki 

malzeme özellikleri kullanõlmõştõr: 

 

E = 16911.23 Pa ( malzemenin elastisite modülü). 

3.0=ν    (Poisson oranõ) 
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Malzeme için kinematik sertleşmeyi ifade eden plastisite eğrisine ait deneysel veriler 

aşağõdaki tabloda verilmiştir. 

 

Tablo 4.2. kinematik sertleşmeyi ifade eden plastisite eğrisine ait deneysel veriler 

Logaritmik gerinme Gerçek gerilme  (Pa) 

0.001123514 19.00 

0.001865643 22.80 

0.002562402 25.08 

0.004471788 29.07 

0.006422389 31.73 

 

Plak üzerine etkiyen ölü yük, 0.125 N/m2�lik üniform basõnç etkisi şeklinde 

değerlendirilmektedir. Tekrarlõ noktasal yükün geçmişi problemin akõşõ ve çözümü 

esnasõnda ifade edilecektir. 

 

Bütün sayõsal analizlerde olduğu gibi bu problemin çözümü de üç aşamada 

gerçekleştirilecektir.  

 

Birinci aşama da yani ön işlem aşamasõnda; kullanõlacak eleman tipi ve opsiyonlarõ 

belirlenecek, malzeme özellikleri girilecek ve problemin geometrisi tanõtõlacak ve 

mesh (elemanlara bölme) işlemi gerçekleştirilecektir.     

 

İkinci aşama çözüm aşamasõ olup yük adõmlarõ ve opsiyonlarõ belirlenecek, gerekli 

kõsõtlamalar konduktan sonra uygun bir çözüm prosedürü kullanõlarak problem 

çözdürülecektir. 

 

Üçüncü aşamada ise elde edilen sonuçlar incelenecek ve gerekli yorumlar 

yapõlacaktõr. 

 

Aşağõda özellikle kinematik sertleşme özelliklerinin programa tanõtõldõğõ ve 

grafiğinin çizildiği ifade edilmektedir. 
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Şekil 4.4 Kinematik sertleşme için gerilme- gerinme değerlerinin programa 

tanõtõlmasõ 

 

 
Şekil 4.5. kinematik sertleşme için gerilme � gerinme eğrisi  
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Şekil 4.6. Geometrinin Sonlu Elamanlar Modelinin oluşturulmasõ  

 

Burada 320 tane eleman düzgün mesh jenerasyonu ile oluşturulmuştur. Problem 

eksenel simetriye sahip olduğu için yukarõda verilen kesitin ¾ lük genişlemesi 

aşağõda gösterilmektedir. 

 

 
Şekil 4.7. Oluşturulan elamanlarõn ¾ oranõnda genişletilmiş eksenel simetrik 

görünümü 
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Şekil 4.8. Düğüm noktalarõna uygulanan kuvvetlerin gösterilimi 

 

 
Şekil 4.9. Elemanlar üzerine uygulanan kuvvetlerin gösterilimi 
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Şekil 4.10. Sadece basõnç yükü altõnda düğüm noktalarõn toplam yer değiştirme 

 

 
Şekil 4.11. Basõnç yükü altõnda düğüm noktalarõndaki toplam yer değiştirmenin ¾ 

oranõnda genişletilmiş eksenel simetrik görünümü 
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Şekil 4.12. Von � Misses (ortalama) gerilmeler 

 

 
Şekil 4.13. XY düzlemindeki kayma gerilmeleri 
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Şekil 4.14. Hidrostatik basõnç 

 

Buraya kadar herhangi bir plastik gerilme ve deformasyon 

gözlenmemektedir.Problemin bu aşamasõndan sonra tekrarlõ yükler uygulanacak ve 

elde edilen sonuçlarda plastik gerilme ve deformasyonlarõn da etkisi de görülmeye 

başlayacaktõr. 

 

 
Şekil 4.15. Tekrarlõ yükün uygulanmasõ 
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Tablo 4.3. Seçilen düğüm noktasõndaki düşey yer değiştirme ve FY kuvvetinin her 

bir yük adõmõnda aldõğõ değerler 

 
LOAD  SUB-     NO.        NO.    TOTL    INCREMENT       TOTAL                VARIAB 1          VARIAB 2                   VARIAB 3 

STEP   STEP   ATTMP  ITER    ITER     TIME/LFACT   TIME/LFACT          MONITOR         MONITOR                   MONITOR   

        UY                        FY                               MxPl 

1        1        1        2       2     0.25000      0.25000     -.36920E-03   0.53596E-01   0.78886E-30 

1        2        1        1       3     0.25000      0.50000     -.73837E-03    0.10712          0.78886E-30 

1        3        1        1       4     0.37500      0.87500     -.12920E-02    0.18726          0.78886E-30 

1        4        1        1       5     0.12500       1.0000     -.14770E-02     0.21394          0.82031E-04 

2        1        1        2       7     0.12500       1.1250     -.14341E-02     0.21144          0.78886E-30 

2        2        1        1       8     0.12500       1.2500     -.13912E-02     0.20895          0.78886E-30 

2        3        1        1       9     0.18750       1.4375     -.13269E-02     0.20520          0.78886E-30 

2        4        1        1      10    0.28125       1.7188     -.12304E-02     0.19958          0.78886E-30 

2        5        1        1      11    0.28125       2.0000     -.11275E-02     0.19396          0.68245E-03 

3        1        1        2      13    0.28125       2.2812     -.12240E-02     0.19959          0.78886E-30 

3        2        1        1      14    0.28125       2.5625     -.13205E-02     0.20520          0.78886E-30 

3        3        1        1      15    0.21875       2.7812     -.13956E-02     0.20957          0.78886E-30 

3        4        1        1      16    0.21875       3.0000     -.14761E-02     0.21394          0.59662E-03 

4        1        1        2      18    0.21875       3.2188     -.14010E-02     0.20957          0.78886E-30 

4        2        1        1      19    0.21875       3.4375     -.13259E-02     0.20520          0.78886E-30 

4        3        1        1      20    0.32812       3.7656     -.12133E-02     0.19864          0.78886E-30 

4        4        1        1      21    0.23438       4.0000     -.11274E-02     0.19396          0.59370E-03 

5        1        1        2      23    0.23438       4.2344     -.12079E-02     0.19865          0.78886E-30 

5        2        1        1      24    0.23438       4.4688     -.12883E-02     0.20333          0.78886E-30 

5        3        1        1      25    0.35156       4.8203     -.14090E-02     0.21035          0.17017E-05 

5        4        1        1      26    0.17969       5.0000     -.14760E-02     0.21394          0.58225E-03 

6        1        1         2     28    0.17969       5.1797     -.14143E-02    0.21035           0.78886E-30 

6        2        1         1     29    0.17969       5.3594     -.13527E-02    0.20676           0.78886E-30 

6        3        1         1     30    0.26953       5.6289     -.12602E-02    0.20138           0.78886E-30 

6        4        1         1     31    0.37109       6.0000     -.11275E-02    0.19396           0.58325E-03 
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Şekil 4.16. Eşdeğer plastik gerinmeler 

 

 
Şekil 4.17. Eşdeğer plastik gerinmeler 
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Şekil 4.18 Toplam yer değiştirmeler 

 

 
Şekil 4.19 Yükün uygulandõğõ düğüm noktasõndaki elemanda oluşan plastik 

gerilmeler 
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Şekil 4.20. Aynõ elemanda ortaya çõkan Elastik Von-Mises gerilmeleri 

 

 
Şekil 4.21. Birim hacim başõna yapõlan plastik işin elemandaki dağõlõmõ 
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Şekil 4.24. Elastik Von � Misses (ortalama) gerinmeleri 

 

 
Şekil 4.25. Toplam gerinmeye karşõlõk gerilme eğrilerinin ifadesi 
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Şekil 4.26. Y düzleminde gerilme � gerinme eğrisi 

 

 
Şekil 4.27. Kinematik sertleşme olayõnda akma düzleminin yer değiştirmesi 
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4.4 Bakır Bir Levhanın Rijid Bir Duvara Çarpma Probleminin Elasto-Plastik Analizi 

 

Bu problem de bakõr bir levhanõn rijit bir duvara çarpma olayõ nonlineer analiz kapsamõnda 

simüle edilmektedir. Bakõr levhanõn 227 m/s lik bir hõzla rijit bir duvara çarptõğõ 

düşünülmekte ve çarpma olayõndan 80µ s sonraki plastik davranõş modellenmeye 

çalõşõlmaktadõr. Problem deki tüm veriler SI birim sistemindedir. Bakõr levha eksenel simetrik 

elemanlarla modellenmiştir. Tek yükleme adõmõ kullanõlarak çözüm elde edilmektedir. 

Yükleme adõmõndaki ilk hõz ve gerekli bütün kõsõtlamalar başlangõçta yapõlacaktõr. Bakõr 

levhanõn sol tarafõnda yer alan düğüm noktalarõna yüklenen kõsõtlamalar, levhanõn sol 

tarafõnda da rijit bir duvarõn bulunduğunu dikkate alarak yapõlmõştõr.  

 

Bu problem için gerekli özellikler; 

 
E= 117.0 E9 N/m2 ( elastisite modülü) 
ρ  = 8930  kg/m3  (yoğunluk) 
ν  = 0.35  (poisson oranõ) 

yσ = 400.0E6 N/m2 (akma gerilmesi) 
Et = 100.0E6  N/m2  (Tanjant modülü) 
V = 227.0 m/s  (ilk hõz) 
Uzunluk = 32.4 E-3 m 
Çap = 6.4 E-3 m 
 

Visco 106 tipinde bir eleman mesh jenerasyonu için kullanõlmõştõr.  

 

 
Şekil 4.28. izotropik sertleşme durumunda gerilme gerinme eğrisi 
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Şekil 4.22 Plastik gerinmeler 

 

 
Şekil 4.23 XY düzleminde plastik kayma gerilmeleri 
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Şekil.4.29 Eksenel simetriye sahip geometrinin mesh edilmiş hali 
 

 
Şekil 4. 30 Düğüm noktalarõndaki toplam yer degiştirmeler 
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Şekil. 4.31   ¾ 0ranõnda eksenel simetrik görünüm 
 
 

 
 
Şekil 4. 32  Düğüm noktalarõnda sadece y- yönündeki yer degistirmeler 
                                                                                                                                                                               
 
 
 



 128

 
Şekil 4.33 XY plastik kayma gerinmeleri 
 
 

 
Şekil 4. 34  Plastik kayma gerinmelerinin ¼ simetrik kesitteki görünümü 
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Şekil 4.35 kayma gerilmelerinin ½ oranõnda eksenel simetrik görünümü 
 
 
 
 

 
Şekil 4.36  Plastik birinci asal gerinmeler 
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Şekil 4.37  Degişik gerilme durumlarõnõn bir arada görünümü 
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Şekil 4. 38 Farklõ gerinme durumlarõnõn bir arada gösterilmesi 
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5. TARTIŞMA ve SONUÇLAR  

 

Bu çalõşmada, plastisite teorisi ile ilgili temel kavramlardan başlayarak malzemelerin 

plastik davranõşõ sürekli ortamlar mekaniği kapsamõnda incelenmiştir. Hõzdan 

bağõmsõz plastisite teorisi üzerinde yoğunlaşan bir çalõşma gerçekleştirilmiştir. 

Gerilme tansörü, sapma tansörü ve hidrostatik basõnç kavramlarõ açõkça izah 

edildikten sonra gerilme tansörü ile sapma tansörüne ait invaryant parametreler 

belirlenmiş ve bu invaryantlar arasõndaki ilişkiler ifade edilmiştir. Levy-Mises ve 

Prandtl-Reus teorileri açõklanmõş ve bu teorilerin plastisite teorisi içerisindeki yeri 

ifade edilmiştir. ANSYS sonlu elemanlar programõ kullanõlarak iki farklõ plastisite 

problemine sayõsal çözümler elde edilmiştir. Ekler kõsmõnda, sürekli ortamlar 

mekaniği ile ilgili konularda oldukça etkili ve faydalõ bir biçimde kullanõlan 

Legendre transformasyonu izah edilmiştir.  

 

Ayrõca, taneli malzemeler için bünye modellerinin gelişimine uygun bir plastisite 

formülasyonu geliştirilmiştir. Bu yaklaşõmõn belirli özellikleri termodinamik ilkelere 

dayanmaktadõr, böylece bu çerçevede geliştirilen tüm modeller otomatik olarak 

termodinamik kurallara uymaktadõr. İkinci olarak jeomalzemeler, makul doğrulukta 

model alõnacağõ zaman gerekli olan sürtünme ve dilatasyon (genişleme) gibi 

özellikleri sağlamak için bu modeller yeterli esnekliği sağlar.  

 

Burada bahsedilen yaklaşõm kinematik değişkenlerin fonksiyonlarõyla başlar, fakat 

bunlar toprağõn plastisitesi ile ilgili geleneksel yaklaşõmlara alõşõk kişiler için oldukça 

yabancõ olduğundan bu formülasyon gerilme değişkenleri şeklinde yeniden 

anlatõlmaktadõr. Formülasyonun bu şekilde yeniden anlatõlmasõ dissipasyon 

fonksiyonu, akma yüzeyi ve akõş kuralõ ile ilgili önemli bağlantõlarõ gösterdiği için 

önemlidir. Özellikle de sürtünme kavramõ ve birbirinden bağõmsõz olan akõmõm 

aslõnda birbirlerine çok yakõn olduğunu gösterir. Bu çalõşmada aynõ zamanda elasto-

plastik modeller ile bağõmsõz akõm kurallarõ da herhangi bir termodinamik kanun 

ihlal edilmeden teorik olarak işlenmektedir. 

 



 133

Dissipasyon fonksiyonlarõnõn kullanõmõ ve bunlarõn akma yüzeyinin şekli ile olan 

bağlantõsõ bazõ modern yaklaşõmlarõn malzemenin davranõşõna uygulanmasõdõr ve bu 

yaklaşõmdaki fenomonolojik modeller, dissipasyonun hesaplanabileceği mikro 

yapõsal modellerin göz önüne alõnmasõndan da çõkarõlabilir. 

 

Hem birleşik etkiler taşõyan kapõl malzemeler hem de birleşik etkiler taşõmayan  

malzemeler için yeni formüllerin kullanõmõ ile gerinme sertleşmesi, sürtünme ve 

genişleme için plastisite modelleri ile ilgili örnekler verilmiştir. Cam-Kili 

malzemeler ailesi aynõ zamanda bu yeni yaklaşõmla da anlatõlabilir.  

 

Bu çalõşmada termodinamik fonksiyonlardan başlayarak bünye modellerinin 

geliştirilmesinde güçlü bir teknik olarak gözüken Legendre transformasyonu 

kullanõlmõştõr.  

 

Ek: Legendre Transformasyonlarõ 

 

Legendre transformasyonu, rolü her zaman tam olarak kabul edilmese de 

matematikte uygulanan en faydalõ yöntemlerden birisidir. Bunlarla ilgili tanõnmõş 

örnekler arasõnda analitik mekanikteki Lagrange ve Hamilton fonksiyonlarõ, akõm ve 

plastik katõlarla ilgili  

 

 
 

Şekil 5.1. Boyutsal aralõkta I�in sunumu (n+1) 
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teorilerdeki fiziksel ve hodograf düzlemler arasõndaki termodinamik potansiyel 

teorileri, ve elastik teorideki dissipasyon enerjisi ile tamamlayõcõ enerji örnekleri 

verilebilir.  Sewell (1987) belirli konulara özellikle vurgularda bulunarak 

tamamlayõcõ değişken ve ekstremum ilkelerinin genel teorilerindeki Legendre 

transformasyonu ile ilgili önemli bilgiler sunmaktadõr. Bu transformasyon aynõ 

zamanda gerilme oranlarõ ile deformasyon oranlarõ potansiyelleri arasõndaki 

transferler için elasto-plastik malzemelerin gerinme hõzõ formülleri için de 

kullanõlmõştõr. Bu uygulamalar burada kullanõlanlardan oldukça farklõdõr. Bu yüzden 

bu metinde gerekli olan temel transformasyon özelliklerini tekrar gözden 

geçireceğiz: 

 

(a)Legendre transformasyonunun geometrik sunumu  

 

( ) nixXZ i ,...,2,1, ==  fonksiyonu (n+1) boyutlu (Z, xi) uzayõnda bir Γ  yüzeyini 

tanõmlar. Aynõ yüzey teğet hiper düzlemlerinin zarfõ olarak da kabul edilebilir. 

Legendre transformasyonu ile ilgili bir yaklaşõma göre bu hiper düzlemler cinsinden  

Z�yi tanõmlayan fonksiyonel bir temsil oluşturur. Bu bağõntõ geometride iyi bilinen 

bir düalite yi ifade eder. X(xi) fonksiyonunun gradiyentleri yi, 

 

i
i x

Xy
∂
∂

=                     (A1) 

 

ile verilir, böylece (n+1) boyutlu uzayda Γ  yüzeyine dik doğrultu (-1, yi) dir. Eğer Γ  

üzerinde P (X,xi) noktasõndaki teğet hiper düzlemi Z- eksenini Q(-Y, 0)�da kesiyorsa, 

(X+Y,xi) vektörü teğet hiper düzlem üzerinde yer alõr ve bu yüzden P noktasõnda 

Γ yüzeyine diktir. Bu iki vektörün skaler çarpõmõ, 

 

iiii yxyYxX =+ )()(                    (A2) 

 

şeklinde olur. Z= -Y(yi) fonksiyonu teğet hiper düzlemlerini kuşatan bir aileyi 

tanõmlar ve Γ  yüzeyinin düal tanõmõnõ oluşturur. Bu fonksiyon (A1) ve (A2)�deki 
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n+1  denklemden n adet xi değişkenini elimine ederek oluşturulabilir. Bu durum yerel 

olarak mümkündür, xi ler için  (A1) ters çevrilebilir ve çözülebilir, yani tekil olmayan 

Hessian matris formda 










∂∂
∂

=










∂
∂

jij

i

xx
X

x
y 2

 şeklinde ifade edilebilir. Hessian 

matrisinin ,determinantõnõn sõfõr olduğu noktalar transformasyonun tekillikleridir. yi 

ye göre tekil olmayan bir noktada (A2) nin türevi alõnõrsa  

 

i
i

j
j

ii

j

j

x
y
x

y
y
Y

y
x

x
X

+
∂

∂
=

∂
∂

+
∂

∂

∂
∂                                         (A3) 

  

bulunur. (A1) ifadesinin yardõmõyla aşağõdaki sonuca indirgenir:  

 

i
i y

Yx
∂
∂

=                     (A4) 

   

(A1), (A2) ve (A4) ilişkileri Legendre transformasyonunu olarak tanõmlanõr. Bu 

transformasyon X ve Y�nin rollerinin değişebileceğinden dolayõ kendi kendisinin 

dualidir.  

 

Transformasyon genellikle analitik bir şekilde gerçekleştirilmez. X(xi)=(1/2) Aijxixj 

şeklinde ifade edilen quadratik form istisnai bir durum oluşturur, burada Aij tekil 

olmayan simetrik bir matrisdir. Dual değişkenler jiji yAx 1−= olduğundan dolayõ 

( ) jijii xAxXy =∂∂=  şeklinde olur ve Legendre duali quadratik formu aşağõdaki 

şekilde olur. 

   

jiijjiijjiijiiii yyAyyAyyAxXyxyY 1
2
11

2
11)()( −−− =−=−=               (A5) 

 

Bazõ yazarlarõn Y fonksiyonunun işaretini değiştirdiğini dikkate almalõyõz, yukarõdaki 

notasyon transformasyon simetrisini açõkca ortaya çõkardõğõ için kullanõlõr. Sewell 

(1987) bu transformasyonla ilgili alternatif geometrik açõklamalar sunmaktadõr.  
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(B) Homojen Fonksiyonlar  

 

)( ixXZ = fonksiyonunun xis�de n dereceden homojen olduğu durumlara özellikle 

dikkat etmek gerekir. Bu yüzden herhangi bir λ  skaleri için 

)()( i
n

i xXxX λλ = olmaktadõr. Euler teoremi kullanarak aşağõdaki bağõntõya 

geçilebilir. 

 

ii
i

ii yx
x
XxxnX =
∂
∂

=)(                    (A6) 

   

Bu sebepten A2 denklemi kullanõlarak, 

    

i
iiii y

YyyxymY
∂
∂

==)(                    (A7) 

 

elde edilir, burada (1/n)+(1/m)=1 olur. Bu yüzden Y(yi) Legendre duali m=n/(n-1) 

derecesinden homojendir.  

 

Yukarõdaki örnekte n=2 dir, böylece X ve Y�nin her ikisi de ikinci dereceden 

homojendir. Bu durumun benzer bir örneği lineer elastisitedir ve burada elastik 

gerinme  enerjisi )( ijW ε  ve tamamlayõcõ enerji )( ijcW σ �nõn ikisi de argümanlarõnõn 

kuadratik formudur  ve aşağõdaki temel bağlantõyõ sağlar:  

 

ijijijcij WW εσσε =+ )()(                   (A8) 

 

 

(c) Kõsmi Legendre Transformasyonlarõ Ve Kapalõ Transformasyon Zincirleri  

 

Şimdi ),( iixX α iki değişken ailesine bağlõ fonksiyonlarõn dikkate alalõm, burada xi 

ve iα  sõrasõyla n- ve m- boyutlu vektörlerdir. Yukarõdaki gibi xi değişkenine göre 

Legendre transformasyonu gerçekleştirebilir ve ),( iiyY α  dual  fonksiyonu elde 
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edilir. iα  değişkeni bu transformasyonda pasif bir rol oynar ve sabit parametre gibi 

davranõş gösterir. 

 

 Bu yüzden üç temel bağõntõ artõk aşağõdaki şekli alõr: 

 

iiiiii yxyYxX =+ ),(),( αα                         (A9) 

 

 

 

 
Şekil 5.2. Dört Legendre transformasyonunun zinciri  

 

i
i x

Xy
∂
∂

=       ve     
i

i y
Yx
∂
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=                 (A10) 

 

Eğer pasif değişkenlere bağlõ olarak X�in türevi alõnõr  iβ  şeklinde gösterilirse,  

tarafõndan verilirse, (A9)denklemi aşağõdaki şekli alõr.  
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YX
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=                  (A11) 
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iα değişkenlerine göre ),( iixX α  üzerinde bir Legendre transformasyonu 

gerçekleştirmek mümkündür  ve bu ikinci dual fonksiyon ),( iixV β  özellikler ile 

aşağõdaki gibi oluşur  

 

iiiiii xVxX βαβα =+ ),(),(                 (A12) 

 

burada, 

 

i
i

X
α

β
∂
∂

=  
i

i
V
β

α
∂
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=                 (A13) 

 

şeklinde tanõmlanõr ve ayrõca xi�ler pasif değişkenler olduğundan,  

 

ii
i x

V
x
Xy

∂
∂

−=
∂
∂

=                  (A14) 

 

yazõlõr. Bu süreç devam ettirilebilir. iα değişkenlerine göre ),( iiyY α üzerinde 

gerçekleştiren bir Legendre transformasyonu dördüncü dereceden bir 

),( iiyW β fonksiyonu üretir. Aynõ fonksiyon xi değişkenlerine göre ),( iixV β  

transformasyonuyla da elde edilebilir. Böylece kapalõ bir transformasyon zinciri 

Şekil 5.2.�de gösterildiği gibi ortaya çõkar. Burada temel diferansiyel bağõntõlar 

özetlenmiştir. Bu kapalõ zincirin en iyi bilinern örneği klasik termodinamikte 

karşõmõza çõkar. Burada dört temel fonksiyon; iç enerji U(s,v), Helmholtz sebest 

enerjisi F(θ,v), Gibbs serbest enerjisi G(θ,p) ve serbest entalpi H(s,p)�dir. Burada θ, 

s, v ve p sõrasõyla sõcaklõk, entropi, özgül hacim ve basõncõ temsil eder. 

 

(d) Tekil Transformasyon  

 

X homojen ve ix �ye göre birinci dereceden olduğu zaman (yani, 

),()( iiii xXxX αλαλ =  ise) hõzdan bağõmsõz plastisite teorisinde önemli bir durum 
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ortaya çõkar. Şöyleki;  iiii yxxX =)( α  olduğunda (A2)�den görüleceği gibi dual 

fonksiyon Y(yi) özdeş olarak sõfõrdõr. Ulaşõlmasõ zor olan bu sonucun basit bir 

geometrik yorumu vardõr: (n+1) boyutlu Z=X(xi,ai) yüzeyi köşeleri orijinde olan bir 

hiperkonidir. Böylece bütün teğet hiper düzlemler  Z=0 noktasõnda Z eksenini keser. 

Böylece bütün yi�ler için Y(yi,ai)=0 dõr. Ayrõca )( ii xXy ∂∂= nin değeri 

ii xx λ→ transformasyonundan etkilenmez ve böylece ii yx → eşleştirmelerinden 

sonra sõnõrda 1→∞ sonucuna ulaşõlõr. Ayrõca dual fonksiyon ),( iiyY α  özdeş olarak 

sõfõra eşit olduğundan aşağõdaki ifadeyi elde ederiz. 

  

0=
∂
∂

+
∂
∂

= i
i

i
i

dYdy
y
YdY α

α
                (A15) 
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bu da (A1) ifadesinin yardõmõyla aşağõdaki forma indirgenir:  
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∂
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− i
i

ii dXdyx α
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                 (A17) 

  

Bu yüzden (A15) ile (A17) karşõlaştõrõldõğõnda şu sonuç elde edilir:  
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i y

Yx
∂
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= λ    ve 
ii

YX
α

λ
α ∂

∂
=

∂
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−                   (A18) 

 

Burada λ  bu tekil transformasyonun birden fazla farklõ tabiata sahip olmasõnõ 

yansõtan belirlenmemiş bir skaler değerdir. Bütün fonksiyonlar yeterince düzgün ve 

sürekli, bütün türevler mevcut iken yukarõdaki gelişim bir anlamda klasik bir 

yaklaşõmdõr. Pratikte plastisite teorisinde karşõlaşõlan yüzeyler, farklõ düzlemler, 

kenarlar ve köşeleri içerir. Böyle yüzeyler ve onlarõ tanõmlayan fonksiyonlar konveks 

analizin kavramlarõnõ kullanarak genel teoriye dahil edilebilir.  
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