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OZET

Bu c¢alismada feedback kontrollu neutral delay diferansiyel denklemlerin
coziimlerinin kararliligi, asimptotik kararliligt ve davraniglart incelenmistir.
Feedback kontrol teorisinde adi diferansiyel denklemler igin verilen kriter ve
teoremler neutral ve delay yapi igin genellestirilmistir. Ayrica feedback kontrollu
neutral delay diferansiyel denklemlerin gercek yasam problemlerinde model olarak

kullanimlarinin gerekliligi ilging aciklamalarla gosterilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: feedback kontrol, neutral, delay, kararlilik, Gronwall

esitsizligi, Lyapunov fonksiyonu, adim yontemi, kapali ¢evrimli kontrol sistemi
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ABSTRACT

This work deals with the property of solutions of feedback control for neutral delay
differential equations. Such as stability of solutions, asymptotic stability of solutions
and behaviour of solutions of the neutral delay differential equation. General teorems
and basic definitions concerning ordinary differential equations in feedback control
theory are generalized for the neutral and delay case. Necessity of feedback control
for neutral delay differential equation for the mathematical modeling of real life

problem are explained with interesting explanations.

KEYWORDS: feedback control, neutral, delay, stability, Gronwall inequality,

Lyapunov function, method of step, closed loop control system.



ONSOZ ve TESEKKUR

Feedback kontrollu neutral delay diferansiyel denklemler {izerine hazirlanan bu

calismada, boliimlere gore asagidaki konu ve kavramlar incelenmistir.

Giris boliimiinde, giinliik yasamdan 6rnekler verilerek, kontrol sistemlerle ilgili bazi

tanimlar verilmis ve feedback kontrol metodu 6zetlenmistir.

Materyal ve metot boliimiinde, feedback kontrollu diferansiyel denklemler ile ilgili
bazi 6nemli kavramlar ve gecikme igeren diferansiyel denklemlerinin ¢oziimiinde

kullanilacak olan bazi 6nemli tanim ve yontemler verilmistir.

Arastirma bulgular1 boliimiinde ise 6 kisimdan olusmaktadir. Her kisimda aragtirma
makaleleri olup degisik tiirden verilen denklemlerin farkli yontemlerle ¢oziimlerinin
kararlilig1r ve davraniglar1 incelenmis, gerek kuramsal gerekse uygulamaya yonelik

olmasi agisindan ¢aligmadaki en 6nemli yeniligi olusturmaktadir.

Bu calismanin hazirlanmasindaki yardimlar1 ve katkilart i¢in tez danismanim
Prof.Dr. Agamali Agamaliyev’e, arastirmalarimda bana yardimci olan Istanbul
Universitesinden Prof.Dr. Musa Ilyasov’a ve tezimin yazimu ve diizeltilmesi
sirasinda  beni hi¢cbir zaman yalniz birakmayan Do¢.Dr. Anar Nabiyev’e

tesekkiirlerimi bir borg bilirim.

Ali Fuat YENICERIOGLU
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1. GIRIS

1.1. Feedback Kontrolun Tarihgesi ve Gelisimi

Otomatik kontrolun esasin1 olusturan “geri besleme” (feedback) prensibinin
uygulanmasi, milattan énce (MO) 300 yillarinda samandirali seviye kontrolu ile baslar.
Ortagagda da miinferit pek cok benzer uygulamalar yapilmissa da Avrupa da ilk
bilimsellige yonelik kontrol uygulamalari; Hollanda’li Cornelis Drebbel’in gelistirdigi
sicaklik kontrol aygiti ile Fransiz Dennis Pappen’in buhar kazanlari i¢in gelistirdigi
basing kontrol valfidir. Basing kontrol valfini takiben ilk endiistriyel anlamda proses
kontrol uygulamalar1 1760’da James Watt’in “Topacli Hiz Regiilatorii” olmustur.
1765°de Sovyet Polgunov James Watt’in buhar makinasina paralel olarak buhar
kazanlari i¢in bir seviye kontrol sistemini gelistirmistir. 1868’den sonra daha hassas ve
karmasik kontrol sistemlerine duyulan ihtiyag¢ ve ortaya ¢ikan kararlilik sorunlari, o giine
kadar genelde deneme-yanilma yontemleri ile uygulanan otomatik kontrolun matematik
yontemlere dayanan bilimsel bir teorisinin kurulmasima ve gelismesine yol act1. Ik defa
J.C. Maxwell diferansiyel denklemleri kullanarak dinamik olaylarin analizini
gerceklestirdi. Aym yillarda Rus matematik¢i I.A. Visnegradski siirekli regiilatorlerle

ilgili matematik formiilasyonlar1 kullanda.

Otomatik kontrolda teorinin bilimsel olarak uygulamalar ikinci diinya savasinin hemen
oncesi yillarda, Amerika ve Bati Avrupa’da geri beslemeli sistemlerin elektrik ve
elektronik devrelere tatbiki ile baglar. Otuzlu yillarin sonuna dogru ve kirkli yillarin
basinda gemilerin dengesi ve otomatik karistirmayla ilgili ¢alismalarinda (Minorsky,
1942) geri besleme (feedback) mekanizmalarinda gecikmelerin ne kadar Onemli
oldugunu vurgulamistir. Bu ve bundan sonraki yillarda kontrol teorisine olan biiyiik ilgi
geemise bagimliligi igeren diferansiyel denklemler teorisinin gelismesine Onemli
katkilar saglamistir. Bode, Nyquist, Bellman gibi bilim adamlarinin yani sira Bell

Telefon Sirketi miihendislerinden Black, frekans analizi yontemlerini esas alarak ilk



modern yiikselticileri ve filtreleri gelistirdiler. Ayn1 donemlerde Sovyetler Birliginde
Lyapunov, Minorsky, Pontryagin gibi mekanik¢i ve matematikgiler, 6zellikle zaman
bolgesini esas alan analiz ve optimizasyon teorileri gelistirerek bugiinkii modern
kontrolun temellerini attilar. Tkinci diinya savas: sirasinda ve sonrasinda dzellikle askeri
bazli hayati Onemli sistemlerde (silah atis sistemleri, havacilik ve denizcilikte
navigasyon sistemleri, haberlesme ve goriintilleme sistemleri gibi) talep edilen
performans ve hassasiyetlerinin uydularla baglayan uzay ¢agininda zorlamalar1 sonucu
yapilan biiylik bulus ve uygulamalar, otomatik kontrolun modern asrin vazgegilmez ve
giiclii bir bilim dali haline gelmesine yol a¢ti (Dorf, 1992), (Cochin, 1980), (Halsam,
1981) ve (Raven, 1982).

1970’ ve 1980°li yillardan itibaren dijital devrelerin ve bilgisayarlarin ¢igir agici
gelismelerine, artan islem hizlarina ve kapasitelerine paralel olarak, otomatik kontrolda
yepyeni bir donem baglamis, modern otomasyonun temellerini olusturan ¢ok hizh
iiretim, proses kontrol ve fabrikasyon sistemleri ortaya ¢ikmistir. Elektrik mekanik,
pnomatik ve hidrolik sistemlerin, muhtelif kontrol algoritmalar1 ile birlikte kullanimlari
neticesinde, degisik imalat prosediirleri i¢in degisik robot tasarimlarini ve dinamiklerini
konu alan “Robotik Bilimi” dogmustur. Ayrica “Adaptif Kontrol”, “Robust Kontrol”,
“Fuzzy Teorisi”, “Yapay Sinir Aglar1 Teknolojileri” gibi yeni kontrol ydntemleri
gelistirilerek, bunlarin  teknolojinin  degisik alanlarinda yaygin uygulamalari

gercgeklestirilmistir.

Son yillarda teknolojinin yani sira uygulamalar1 Tipta da ¢igir agan modern kontrol
sistemleri sayesinde diyaliz makinalari, tansiyon-kalp atis1 diizenleyici cihazlari, insiilin
ve kan sekeri diizenleyici cihazlar, tomografili goriintii ve magnetik rezonans sistemleri

ile birlikte yapay organlar gelistirilerek insan sagligi icin uygulamaya konulmustur.

Ayrica glinimiizde ekonomi, pazarlama, fabrika iiretim planlamasi ile yonetimi ve
sosyal igerikli bilim dallarinda da lineer ve lineer olmayan kontrol teorileri basari ile

uygulanmaktadir.



Son yillarda, cagdas uygarlifin ve teknolojinin gelismesi ve ilerlemesi ile birlikte,
ozellikle gecikme arglimanli diferansiyel denklemlerde kontrol sistemlerinin Onemi
gittikce artmaya baslamistir. Uygulamada giinliik etkinliklerimizin her yonii bu tiir
kontrol sistemlerinden etkilenmektedir. Teorisinin teknolojinin yani sira tip ve sosyal
icerikli bilim dallarina da kolayca uygulanabilmesi, kalite, siirat, konfor, emniyet ve
ekonomi saglamasi agisindan “Feedback Kontrol” insanligin kullanimma her zaman
muhta¢ oldugu, limitsiz, yeniliklere ve arastirmalara agik, yaratici, zevkli, enteresan,

potansiyel bir bilim dalidir.

1.2. Kontrol Sistemleri

Kontrol sistemleriyle yeni karsilasan birisinin 6gretim liyesine yonelttigi soru genellikle
bir kontrol sisteminin ne oldugu sorusudur. Bu soruyu cevaplandirmak iizere gilinliik
hayatimizda basarmamiz gereken cok sayidaki amaci gbéz Oniinde bulundurmamiz
gerekir. Ornegin yasadigimiz ortamlarda konforlu bir yasam siirdiirebilmemiz igin
binalarin sicaklik ve nemini ayarlamamiz gerekmektedir. Ulagimda bir noktadan diger
bir noktaya emniyetli bir sekilde gidebilmemiz i¢in otomobil ve ucaklar1 kontrol etmek
zorundayiz. Bir insan, karar verme dahil olmak iizere, ¢ok farkli gérevleri yerine getirme
yetisine sahiptir. Bu gdrevlerin bir kismi, bir nesneyi tutmak ve bir noktadan baska bir
noktaya yiiriimek gibi, ¢ok olagan ve siradan islemlerden olusur. Baz1 6zel kosullarda bu
gdrevlerin en iyi bicimde yerine getirilmesi istenebilir. Ornegin 100 metre kosan bir atlet
bu mesafeyi miimkiin olabilecek en kisa zamanda kosmay1 amaglar. Diger taraftan bir
maraton kosucusu mesafeyi en kisa zamanda kosmanin yani sira, enerji tiiketimini
kontrol etmek, kendisi i¢in en uygun yarig stratejisini izlemek zorunlulugundadir. Bu
hedeflere ulasabilmek i¢in genellikle kontrol stratejilerini gdzeterek kontrol sistemlerini
kullanmak gerekir. Kontrol sistem; kendisini ya da baska bir sistemi, diizenlemek,
kumanda etmek ya da yoneltmek iizere uygun bir bigimde baglanmis fiziksel elemanlar

kiimesidir.



1.3. Bir Kontrol Sisteminin Temel Ogeleri

Bir kontrol sisteminin temel 6geleri sdyle siralanmaktadir.

1- Kontroliin amaglari

2- Kontrol sistemi 6geleri

3- Sonug ya da ¢ikislar.
Daha teknik terimlerle ifade edilirse kontrol sistemi u girisleri ile belirlenir, sonugta ise
x cikislart ya da kontrol edilen degiskenleri etkiler. Genel olarak kontrol sisteminin
amaci, kontrol sisteminin elemanlar1 araciligi ile girisleri kullanarak, ¢ikislar1 6nceden

belirlenmis bir sekilde kontrol etmektir.

1.4. Kontrol Sistem Uygulamalarina iliskin Ornekler

Otomobillerde komut Kkontrolii: Bir basit kontrol sistemine Ornek olarak
otomobillerdeki komut kontrolii verilebilir. Tki 6n tekerlegin yonii x kontrol degiskeni
ya da ¢ikis, diimen milinin # yoni giristir. Bu durumda, kontrol sistemi yonlendirme
mekanizmasi ve tim otomobilin dinamiginden olusur. Eger amag¢ otomobilin hizin
kontrol etmek ise, ivmelendiriciye uygulanan basincin miktar1 girise, ara¢ hizi ise ¢ikisa
kars1 gelir. Genel anlamda basitlestirilmis otomobil kontrol sistemi iki girigli
(yonlendirme ve ivmelendirme) ve iki ¢ikish (konum ve hiz) bir sistemdir. Bu durumda
iki kontrol girisi ve ¢ikisi birbirinden bagimsizdir, ancak genelde kontrol sistemlerinin
birbirleriyle iligkili oldugu sistemler de vardir. Birden fazla giris ve ¢ikist bulunan

sistemlere ¢ok degiskenli sistemler denir.

Otomobillerde bosta hiz kontrolii: Kontrol sistemlerine bagka bir 6rnek olarak bir
otomobil motorunun bosta hiz kontrolii verilebilir. Bu tiir bir kontrol sisteminde,
uygulanan motor yiiklerinden (6rnegin aktarim, giic kontrolii, havalandirma vb.)
bagimsiz olarak, yakit giderlerini miimkiin oldugu kadar azaltmak i¢in (yakit tasarrufu),

bosta motor hizi goreli diisiik bir degerde tutulmak istenir. Bosta hiz kontroli



yapilmamasi halinde, motora uygulanan ani bir yiik, motor hizinda diisiise ve hatta
motorun durmasina neden olabilir. Buna gore hiz kontroliiniin amact
1) Motora yiik uygulandiginda hiz diisiisiinii en aza indirmek ve

2) Motorun bostaki hizin1 belirli bir degerde tutmaktir.

Bir bosta hiz kontrol sistemi, girisler-sistem-¢ikiglar belirtilmek istenirse bu durumda «
kisma valfi agis1 ve 7, yiikk momenti (havalandirmanin devreye sokulmasi, gii¢ kontrolu,
aktarma, giiclii fren v.s. nedeniyle olusabilen) giris isaretlerini, @ motor hiz1 ise ¢ikis

isaretini olugturur. Sistemde kontrol edilen siire¢ motordur.

1.5. A¢ik Cevrimli Kontrol Sistemleri (Feedback’siz Sistemler)

Bosta hiz kontrol sistemi bir dereceye kadar basit sistemdir ve agik ¢evrimli kontrol
sistemi olarak adlandirilir. Bu sistemin kritik davramis kosullarin1  yerine
getiremeyecegini gérmek zor degildir. Ornegin eger  kisma agis1 baslangigta belirli bir
degere ayarlanmis ve bu deger belirli bir motor hizina kars1 diistiiyor ise, belirli bir 7,
yliik momentinin uygulanmasi halinde motor hizinin diismesini hicbir sey engelleyemez.
Yiik momentine bagl olarak degisen @ ’yi istenen seviyede tutarak c¢alistirabilmenin tek
yolu, uygulanmasi gereken « hakkinda bilgi sahibi olmaktir. Geleneksel elektrikli
camasir makinasi da agik ¢evrimli kontrol sistemine bir 6rnektir, ¢iinkii makina yikama
zamani tamamen kullanicinin degerlendirme ve 6ngoriisiine bagli olarak belirlenir. Bu
tiir agik ¢evrimli kontrol sistemine, basit ve ekonomik olmalar1 nedeniyle, ¢ok sayida

karmasik olmayan uygulamada rastlamak miimkiindiir.



1.6. Kapah Cevrimli Kontrol Sistemleri (Feedback’h Sistemler)

Acik cevrimli kontrol sistemlerinin hatasiz kontrolii i¢in gerekli olan sey, sistem
cikisindan girisine bir baglantinin olusturulmasi ya da geri beslemedir. Daha hatasiz bir
kontrol elde etmek icin, u kontrol edilen isaret geri beslenilmeli ve giriste
karsilastirilmali, giris-cikis isaretleri farki ile orantili bir girig, hatayr gidermek {izere,
sisteme uygulanmalidir. Burada tanimlandig1 iizere bir veya daha ¢ok geri besleme
yoluna sahip bir sisteme “kapali ¢evrimli sistem” ya da “feedback kontrollu sistem”

denir.

Bir kapali ¢evrimli bosta hiz kontrol sistemindeki @, referans girisi istenilen bosta hiz
degerini belirlesin. Bosta motor hi1z1 @ referans degeri (¢ikis1) ile ayn1 olmalidir ve T,

momentinin neden oldugu, istenilen hiz ile ger¢cek hiz arasindaki her fark, hiz
doniistiiriicli ve hata algilayici tarafindan algilanmalidir. Kontrolor farka gore devreye

girer ve hatay1 gidermek lizere o kisma agisin1 ayarlayacak bir isaret {iretir.

Sonug olarak, acik ¢evrimli sistemler ekonomik ancak genelde hassas degildir ve kapali

cevrimli sistemlerin agik ¢evrimli sistemlere gore tUstiinliikleri vardir.

1.7. Feedback Kontrol Metodu

Bu metod, ¢ikan iirliniin istenilen degerde olup olmadigini kontrol edebilmek i¢in
uygulanan bir kontrol metodudur. Miihendislik uygulamalarinin ¢gogunda bu metodla
kontrol yer alir. Feedback kontrol metodunda her an i¢in degiskenin gercek degeri ile
istenilen degeri (ayar noktasi) kiyaslanmakta ve hata sifira esitlenmeye ¢alisilmaktadir.
Bu avantaja karsilik agik c¢evrimli kontrol metoduna karst dezevantaj olarak
gosterilebilecek husus, hatanin olusumu ile giderilmesi arasinda gecen zaman, yani
gecikme (delay) ve bu siire icinde islemin istenen degisken degerinin disinda

yiirimesidir. Metod, hatanin olugsmasindan belirli bir siire sonra harekete gegmektedir.



1.8. Feedback Nedir ve Etkileri Nelerdir?

Cikis ile girisi birbiri ile karsilastirmak ve ¢ikisi referans girisine bagl olarak istenilen
bicimde degistirmek amaci ile kullanilmasina feedback denir. Feedback (geri besleme)
kullanmanin amaci, onceki boliimde asir1 basitlestirme yapilarak, Ornekler iizerinde
aciklanmigtir. Bu o6rneklerde feedback, sistem ¢ikist ve referans girisi arasindaki hatalari
azaltmak amaciyla kullanilmistir. Ancak, kontrol sistemlerinde feedback kullanmanin
anlami bu 6rneklerde gosterildiginden ¢ok daha karmagiktir. Sistem hatasinin azaltilmasi
sonucu feedback’in bir sistem iizerindeki Onemli etkilerinden sadece bir tanesidir.
Asagidaki boliimde feedback’in kararlilik ile ilgili sistem davramis karakteristikleri

iizerinde de etkili oldugu gosterilecektir.

Feedback’m bir kontrol sistemi {izerindeki etkisini anlayabilmek i¢in bu kavrami daha
genis bir sekilde incelemek gerekir. Feedback 6zellikle kontrol amaciyla kullanildiginda
varlig1 kolaylikla hissedilir. Ancak, ayrica geri beslenmemis olmasina ragmen, pek ¢ok
fiziksel sistem incelendiginde tabiatinda feedback’in varoldugu goriiliir. Genelde sistem
degiskenleri arasinda bir neden ve etki iligkisinin, kapali bir sekilde silsile seklinde
mevcut olmasi halinde, feedback’in varligindan bahsedilir. Bu bakis agis1 normalde
feedback’s1z olarak tanimlanabilecek bir ¢ok sistemi kaginilmaz olarak feedback’1 kabul
etmemize neden olur. Ancak, yukarida agiklandigi anlamda, fiziksel feedback olsun
veya olmasin, genel tanimdan hareket ederek feedback’in varligi bir kez belirlendikten
sonra, sistemler feedback ve kontrol sistem kuramindan yararlanilarak, sistematik bir

sekilde incelenebilir.

1.9. Feedback’in Kararhhk Uzerine Etkisi

Geri beslemeli kontrol igeren her sistem mutlaka bir zaman gecikmesine sahiptir. Bunun
sebebi bilginin gonderilmesine ve buna tepkinin olusumuna sonlu bir zamanin
gerekmesidir. 1930 ve 1940’1 yillarda Callender, Hartree ve Forter, 1947, 1948 1962

yillarinda Minosky ve digerleri, zaman gecikmeleri igeren feedback kontrollu



diferansiyel denklemler igin kararlilik problemlerini incelemeye basladilar. Kontrol
teorisinde, Krasovskii

x(t) = P(t)x(t) + B(t)u(t)

y(1) = 0(0)x(1)

0

() = [[dn(,0)ly(t +0)+ [[d,pu(t,0) iz + 0)

feedback kontrol sisteminin kararliligi incelemistir (Krasovskii, 1963). Kubo ve
Shimemura sabit katsayili gecikme iceren
dx(t)
dt
u(t)=—R"'B" Px(¢)

= A,x(t) + Ax(t — h) + Bu(t)

feedback kontrollu diferansiyel denklemini ele alarak kararliligin1 uygulamistir (Kubo ve
Shimemura, 1998). Buna benzer bir ¢alisma Kapila ve Haddad tarafindan yapilarak

X(t) =(A+AA)x(t)+ (A, + A4,)x(t —7,)+ Bu(t)

u(t) = Kx(t)
sisteminin kararlilig1 incelenmistir (Kapila ve Haddad, 1999). Hatta bundan daha genis

calisma da Yeong tarafindan degisken gecikme igeren
p
H(0) = Ap(O)+ Y At =y (1) + AF (b, x(0), %t = Iy (1)), -+, (¢ = h, (8))+ Bu(®)
i=1

() = (C+AC(1))x(?)
u(t) = Kx(?)

lineer olmayan sistemine uygulanarak gelistirilmistir (Yeong, 2002). Weng

5.0 = 9,0 10~ a, (03,00~ Ya, O K, (), ~ 5)ds — o, (0| H, (), (t - )ds

J#I

L'ti(t)z—ni(t)u(t)+ai(t)TKi(s)yi(t—s)ds . i=12,..m

integro-diferansiyel denklem sistemini alarak periyodik ¢oziimiiniin varhigm ve

kararliligin1 aragtirmistir (Weng, 2000).



Kararhilik bir sistemin giris komutunu takip edip etmeyecegini ya da genellikle yararh
olup olamayacagin1 belirleyen bir kavramdir. Herhangi bir sonlu giris i¢in sistemin ¢ikis1
sonsuz olur ise sistem kararsizdir denir. Bu nedenle, 6zgiin halde kararli olan bir sistem
feedback ile kararsiz hale gelebilir. Feedback’in bagka bir 6zelligi de kararsiz bir sistemi
kararli hale getirebilmesidir. Ozet olarak feedback kararliliga katkida bulunabilir, ya da
dogru uygulanmadiginda, ters etkileyebilir. Feedback kontrol fonksiyonu bize verilen
problemin kararliligimin ne kadar yararli oldugunu gosterir. Bu ise kontrol teorisinde

diferansiyel denklem sistemlerinin kararliligi i¢cin ¢ok 6nemlidir.

1.10. Dogrusal Olmayan Kontrol Sistemleri

Bu simiflandirma analiz ve tasarim yoOntemlerine gore yapilmistir. Kesin konusmak
gerekirse, tiim fiziksel sistemler belirli bir Ol¢iiniin Otesinde dogrusal olmadigindan,
uygulamada dogrusal sistem yoktur. Dogrusal feedback kontrol sistemleri, sadece analiz

ve tasarim basitligi nedeniyle, analizciler tarafindan yaratilmis bir ideal modeldir.

Dogrusal sistemlerin analiz ve tasarimi icin ¢ok sayida analitik ve grafik yontem
gelistirilmistir. Bu tezdeki konularin biiyiik bir kismi dogrusal sistemlerin analiz ve
tasarimina ayrilmistir. Buna karsin dogrusal olmayan sistemleri matematiksel olarak ele
almak genellikle ¢ok zordur, ayrica dogrusal olmayan sistemleri ¢cozmek i¢in genel bir

yontem de mevcut degildir.
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2. MATERYAL VE METOD

2.1. Neutral-Delay Diferansiyel Denklemler

2.1.1. Sapma Argiimanh Diferansiyel Denklemlerin Simiflandirilmasi

Bilimin en ilging konularindan birisi ¢evremizde gerceklesen olaylar1 anlamak ve bazi
olaylar hakkinda tahminler elde edebilmektir. Belli gozlemlere dayanarak simdi
gordiiglimiiz olaylar1 degerlendirerek daha sonra gerceklesebilecek olaylar hakkinda
bilgi sahibi olabilmek icin s6z konusu sistemin bir matematiksel modelinin kurulmasi
amagclanir. Ancak bir¢cok uygulamada soyle bir ilkenin gecerli oldugu kabul edilir:
incelenen sistemin gelecekteki durumu gegmisteki durumundan bagimsiz olup sadece
simdiki zamana baglidir. Bunun sonucu olarak sisteme kars1 gelen denklemde, sistemin
durumu ve durumunun degisim oraninin bulundugu kabul edilirse, genelde diferansiyel
denklemler s6z konusudur. Diger taraftan ayrintili bir inceleme, yukaridaki ilkenin
cogunlukla sadece bir ilk yaklasim oldugunu ve daha gercek¢i bir modelde sistemin
gecmisteki durumunun da gdz Oniine alinmasi gerektigini gosterir. Ustelik bazi
problemlerde gecmise bagimliligi hesaba katmamak anlamsiz olur. Ozellikle kontrol
teorisinde gegmise olan bagimliligi dikkate almak ¢ok dnemlidir. Aslinda dis diinyadan
algilanan bilgilere gore tepki gosteren her sistemde az veya c¢ok bir gecikme vardir.
Cilinkii algilanan bilgilerin degerlendirilmesi ve buna gore bir tepki gosterilebilmesi i¢in

mutlaka zaman gececektir.

Gecikme giinliik hayatimizda siirekli karsilastirilmis bir durumdur. Biitiin fiziksel
sistemlerde uygulanan bir uyariciyla ilgili tepkinin meydana gelmesi arasinda
muhtemelen kisa olmakla birlikte bir zaman arasi olur. Biyolojik sistemlerde gecikme
birka¢ yiiz milisaniye siliresindedir ki bu insandaki tepki siirecidir. Bir antenden
elektromanyetik dalgalarin iletilmesiyle, uzak bir nesneden yansimasini almasi

arasindaki gecikmenin kisa siireli olmasi baslica 6zelligidir.
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Uygulamal1 bilim dallarinda baz1 problemler tek bir denklem ile ifade edilemezler,
ancak onun yerine birden ¢ok bilinmeyen fonksiyon igeren delay, neutral tipte
diferansiyel denklem, integral veya bunlarin kombinezonundan olusan neutral-delay
integrodiferansiyel denklemlerin bir biitiinli olarak ifade edilirler. Bu tip denklemler, bir

cok fizik ve miithendislik dalinda ortaya ¢ikmaktadir.

Dikkate deger bir islemde gecikmeler mikrosaniye ya da daha kisa zamanla 6lgiilse de
cok onemli olabilir. Teorik bir zaman gecikmesi bir makineye verilen enerji ile alinan

randimanla ayn1 formda bir 6zelliktir. Uyaric1 x(¢), y(¢) tepkisiyle sonu¢lanir. Burada
t zaman, h gecikme olmak lizere y(¢) tepkisi x(¢ —h) ye esit olur. Daha karmasik

sistemlerde birden fazla gecikme olabilir.

F(t,3(fo1 (0)ses X0 () X' (11 O)seees X' (S O)sees X ([0 (0)ses X (,,, (1)) = 0

denklemi ele alinsin. Bu formdaki bir denklemde i=0,1,...,n ve j=12,..,m olmak
Uzere f,(¢) arglimanlarindan en az ikisi farkli ise buna 7. mertebeden “sapma
arglimanli diferansiyel denklem (SADD) denir. Eger SADD’de j=12,...m igcin
fi@©=f@) ve i=01,..,(n-1) iken f,(¢)<f(t) oluyorsa buna “gecikmeli (delay)
diferansiyel denklem”, f,(¢)> f(¢) ise “ilerlemeli (advanced) diferansiyel denklem”
denir. Eger SADD’de j=1.2,.,m ve i=0l..,n i¢in f,(#)< f(t) oluyorsa buna

“tarafsiz (neutral) diferansiyel denklem” denir.

SADD’deki arglimanlarin hepsinin esit olmasi halinde » mertebeden
F(t,x(t),..., x"(¢))=0

adi diferansiyel denklemine doniisiir.
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Neutral diferansiyel denklemler, SADD’de bilinmeyen fonksiyonun en yiiksek
mertebeden tiirevinin sapma arglimanli ve sapma argiimansiz terimleri igerdigi

diferansiyel denklemlerdir. Ornegin,

X(t) = —tx'(t =1) +——x(¢ = 3) + 3 cost
t+2

X'(6) =2x(t —t) - x'(t —2) + 2t

xX"(O)+a)x"(t 1)+ f(t,x(2),x'(#),x't—-7))=0, 7>0
denklemleri neutral diferansiyel denklemlerdir. Baska bir ifadeyle, ¢’nin zaman
gosterdigi uygulamalarda, miktarindaki simdiki degisim orani miktarindaki ge¢mis ve
simdiki degerlerine bagli oldugu gibi ge¢mis degisim oranina bagli bir sistemi ifade

eder.

Delay diferansiyel denklem ise SADD’de bilinmeyen fonksiyonun en yiiksek
mertebeden tiirevinin, argiimaninin yalniz bir degeri icin ifade edildigi bir diferansiyel
denklemdir. Bu argiiman, bilinmeyen fonksiyonun ve onun denklemde ifade edilen
tiirevlerinin argiimanlarindan daha kiigiik degildir. Ornegin,

X")-x"(t-1D)+x(t)=t

() —x(t-1)—x(t—~2)=0

x"(t) = x'(t) = 2x(t —cos’ 1)
denklemleri delay diferansiyel denklemlerdir. Bagka bir ifadeyle, ¢ ’nin zaman gosterdigi

uygulamalarda, delay tiirden bir denklem, degisim orani, miktarindaki ge¢misteki ve

simdiki degerlerine bagl olan bir sistemin davranisini ifade eder.
2.1.2. Baslangi¢c Fonksiyon Problemi

Neutral ve delay diferansiyel denklemlerin, adi diferansiyel denklemlerden farkli olarak,
verilen bir ¢, € IR i¢in x(¢,) = x, baslangi¢ kosulu altinda bir ¢6ziimii olmayabilir ya da
sonsuz ¢oklukta olabilir. Genelde, bir neutral-delay diferansiyel denkleminin #,’1n her

iki yaninda nasil ¢oziilecegi heniiz bilinmemektedir.
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x'(1)=2x(t) + x'(t =)= 2x(t -1)=e*
denkleminin bir ¢ozimii

(t+1)e*"

1+e°

x(1) =

bicimindedir. Bu tiirden acik ¢oziimler elde etmenin her zaman miimkiin olmadig
aciktir. Hatta olsa bile, ¢6ziimiin yapisi ile ilgili baz1 sorular1 cevaplamak igin yetersiz
olabilir. Boyle bir durumda, yine de bazi analitik islemler sirasinda ilgili baz1 sorulara
cevap bulmak miimkiin olabilir, bdylece bir bakima denklemi ¢oziilmiis kabul edebiliriz.

Ancak ¢, 1n saginda ¢ozliim yontemleri gelistirilmistir. Bu durumda

x" = f(t,x(i)(t—rj(t))), i=0lL..n , j=12,..m
neutral-delay diferansiyel denklemini, 7, <¢ igin ¢ézmek gerektiginde, x’ (t-r;()
lerin argiimanlarini ¢,’dan kiigiik kilan ¢ degerleri i¢in verilmis olmalar1 gerekir. O
halde, ancak ¢ <t i¢in

x)=0() , x"()=0"(
olacak sekilde bir 6(r) baslangic fonksiyonu verilirse, bir baslangi¢ fonksiyon

problemini ¢ozmek igin gerekli veri elde edilmis olur. Coziilebilirlik problemi bu

asamada s6z konusudur.

X(@) =[x,(t),erx, ()]
olmak tizere

X(t):F(t,X(t—rj(t)) r(6)20, j=12,..m (2.1)
biciminde gecikmeli diferansiyel denklem sistemini ele alalim. € IR ve j=12,..m
olmak tizere 7, <t<f i¢in y <t—r;(t)<t, olacak sekilde bir y <z, gercel sayisi
mevcut olsun. Ayrica, 4 < IR" bir acik kiime ve 6 :[y,t,] > 4 verilmis bir baslangig

fonksiyonu olmak tizere
telrt,]= X(1)=00)

. 2.2)
telty, f1= X(0)= F(t, X(t—r,(1))
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olsun. F ve x; fonksiyonlarini siirekli farz edecegiz. X(¢) nin (2.2) denkleminin bir

¢Oziimii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(1), tely.t,]

X = 9(r0)+jF(s,X(s—rj(S>)dS’ relt. Al

Ty

olmasidir.

Eger, F fonksiyonu siirekli diferansiyellenebilir, j=1,2,...,m i¢in [¢,,/) lizerinde
y<ry(t)<t ve r; strekli, [y,¢,] tzerinde € ve ilk n—1 tiirevi siirekli ise [y, 5)

araliginda en ¢ok bir ¢dziimii vardir.

Neutral-delay denklem problemlerin ¢ogu asagida agiklanan tekniklerin kullanilmasi ile
¢Oziilebilirler. Bu teknikler;

a) Baslangi¢ deger probleminin dogru formiilasyonu,

b) Bir ¢ozlimiin 6zel noktalarda hesaplanmasi,

¢) Bir ¢6ziimiin 6zel ¢ozlimlerin toplami olarak ifade edilmesi,

d) Bir ¢oziimiin belirli integraller yardimiyla ifadesi,

e) Cozlimlerin salimimlari,

f) Cozlimlerin asimptotik davranisi,

g) Coziimlerin kararliligl kavramidir.
Dikkat edilirse bu tekniklerin her birinin diferansiyel denklemler konulart oldugu

hatirlanacaktir.
2.1.3. Adim Yontemi

Bir neutral delay diferansiyel denklem igin, farkli baslangic fonksiyonlarina farkli
cozlimler karsilik gelir. Adim yontemiyle, baz1 neutral delay diferansiyel denklemlere

verilmis bir baglangi¢c fonksiyonuna karsilik gelen ¢o6ziim belirli bir aralik i¢in
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bulunabilir. Yontem, yalnizca bir cins sabit gecikme igeren gecikme igeren diferansiyel

denklemlere asagidaki gibi uygulanir. Bir » sabit gecikmeli 6zel hali olan » mertebeden

@) = flx @O x @ -r)) , i=12.n 2.3)
gecikmeli diferansiyel denklemine, [¢, —r7,f,] araliginda verilmis bir x(¢)=6(¢)
baslangi¢ fonksiyonuna bagli olarak, sabit bir a>¢, i¢in [f,,a] aralifinda adim
yontemiyle bir ¢6ziim bulmak istiyoruz.

telty,ty+r] = t-relt,—rt,]
oldugundan, [t,,t, +r] i¢in

x(t—r)y=606(t-r)

xX'(t-r)=0'(t-r)

x"Vt-r)=0""(t-r)
olacaktir. Buna gore, (2.3) denklemi ¢ €[z,,¢, + r] igin

@) = flx@,00 1), i=12,n
adi diferansiyel denklemine doniisiir. Bu denklemin bir x(¢) = 6,(¢) ¢6ziimii [¢,,t, + ]
araliginda yeni bir baslangi¢ fonksiyonu olarak alinirsa,

X0 = flex @0 @ -r) . i=12.n
biciminde adi diferansiyel denkleminin x(¢)=6,(t) ¢Ozliimii, (2.3) denkleminin
[¢, +7,t, +2r] araligindaki ¢6ziimii olacaktir. Boyle devam edilerek, n. adimda (2.3)
denkleminin [¢, +(n—1)r,t, + nr] araligina kisitlanmis ¢oziimii bulunur. [¢,,7, + nr]
araligindaki ¢6ziim olarak da, [z, —r,#,] i¢in x(¢) = 6(¢) olmak lizere

0.(t) t efty,ty +7]

(1) = sz(t) , telt, + I;',to +2r]

b

0.() , telty+m—-Dr,t, +nr]
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elde ederiz. Vr >0 i¢in a < nr olacak sekilde 3n € IN bulunabileceginden, bdyle bir n

icin n adimdan sonra [#,,a] araliginda da ¢6ziim bulunmus olur. Ac¢ikca goriildiigii gibi,

adim yonteminin zorluklarindan biri islemlerin gittik¢e karisiklagmasidir.

Yine >0, T sabit, f ve ¢ ise t€[t,,T] i¢in siirekli olmak iizere (¢ozlimde ve

tiirevlerinde siireksizlik olabilir)
xX')=f(t,x@),x(t-r)), 0<t<T
x(t) = (1), -7<t<0
baslangi¢ fonksiyon problemi alindiginda El’sgol’ts adi diferansiyel denklemlerdeki
Euler metodunun gecikmeli diferansiyel denklemler i¢in uygulanabilecegini

gOstermistir.

Eger gecikme terimi, ¢’nin bir fonksiyonu (degisken gecikme durumu) ise, ¢ > ¢, i¢in
t—r(t)’ler t,’dan kiigiik olmak Tizere, baslangi¢ fonksiyonu ¢—r(#) nin biitiin

degerlerini igeren aralikta verilmelidir.

Gecikmeli diferansiyel denklemlerin ¢Oziimiiniin bulunmasi igin g¢esitli ¢6ziim
yontemleri gelistirilmistir. Belirli bir baslangic fonksiyonu kabul ederek ¢oziimi
araliklar igerisinde bulduran adim yoOntemi disinda sabit gecikmeli ve degisken
gecikmeli durumlar i¢in Euler metodu ve Tek adim yontemleri diger ¢6ziim

yontemleridir.

Lyapunov denklemlerinin kiimesi i¢inde ¢Oziim yontemi gelistirilmistir. Fakat bu

yontemin, pratikte /4 gecikmesi kiiclikse kullanish oldugu sdylenebilir.

Bu boliimle ilgili daha genis ayrintili bilgiler (Bellman, 1953), (Bellman ve Cooke,
1963), (Burton, 1985), (Driver, 1977), (EI’sgol’ts ve Norkin, 1963), (Myshhis, 1951)
gibi kaynaklarda bulunabilir.
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2.1.4. Kararhlik ve Asimtotik Kararhhik

Verilen bir neutral-delay diferansiyel sistemi i¢in bazen onun tam ¢Ozimiini
hesaplamadan ¢oziimiin dinamigi hakkinda bazi bilgiler elde etmek yeterlidir. Ornek
olarak, verilen baslangi¢c fonksiyon probleminin ¢dziimiine, bu probleme yeteri kadar
yakin olan problemlerin ¢ozliimlerinin de zamanla birbirinden fazla uzaklasip

uzaklagmamalari gibi. Bu tiir sorulara kararlilik teorisi cevap verir.

Tasarimda kullanilan pek ¢ok davranig kriteri arasinda, en 6nemli kosul sistemin kararl
olmasidir. Kararsiz bir sistem genelde kullanilamaz kabul edilir. Dogrusal, dogrusal
olmayan, sabit katsayili ve degisken katsayili tiim sistemler goz Onilinde
bulunduruldugunda kararlilik tanimi ¢ok farkli sekillerde wverilebilir (El’sgol’ts ve
Norkin, 1963), (Bellman ve Cooke, 1963), (Laksmikantham vd, 1994), (Burton, 1983),
(Myshkis, 1951), (Fiagbedzi, 1994), (Kwon ve Pearson, 1980), (Leitman, 1999),
(Nazaroff, 1973) ve (Wonham, 1979).

(2.3) denklemini ele alalm. Vz2>¢, ig¢in f(¢,0,0) =0 oldugunu varsayalim. [¢, —r,¢,]
tizerinde € ve ilk n—1 tiirevi stirekli olsun. Eger Ve >0 ve t>¢, —r i¢in 36 >0
vardir ki
10V @) <5, i=0,1,.,n—1
oldukc¢a
| x(0)[< &
elde edilirse (2.3) denkleminin x =0 ¢oziimii “kararlidir” denir. Ek olarak, eger
lim|x(1)|= 0
oluyorsa (2.3) denkleminin x = 0 ¢éziimii “asimtotik kararlidir” denir.
Sezgisel olarak, 8 baslangi¢ fonksiyonunda kii¢iik bir degisiklik ayni aralikta tanimli ve

x ¢Oziimiine yakin yeni bir ¢ozlim iiretir. Dogal olarak, bahsedilen yakinligin 6l¢iisii iki

¢Oziim fonksiyonunun farkinin mutlak degeridir.
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Karalilikla ilgili sorular dogrudan diferansiyel denklemin ¢6ziimii hesaplanarak
incelenebilir. Ancak diferansiyel denklemi ¢6zmeden kararlilii incelemek hem daha
ilging hem de daha kullanighdir. Aslhinda diferansiyel denklemin ¢6ziimiiniin

bulunamadig1 durumlarda uygulanabilecek yontemler amaglanir.

Gronwall Esitsizligi: x€/ da o0(x)>0 ve 4, B >0 olmak iizere

X

j o(t)dt

a

V(X)X A+ B , Vxel

ise bu taktirde
v(x) < 4e® Vxel

esitsizligi saglanir.
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2.2. Feedback Kontrollu Neutral-Delay Diferansiyel Denklemler

2.2.1. Durum Denklemleri

Genel olarak »’inci mertebeden bir diferansiyel denklem » adet birinci mertebeden
diferansiyel sistemine ayristirilabilir. Birinci mertebeden diferansiyel denklemler,
yiksek mertebeden diferansiyel denklemlere gére daha kolay ¢oziildiigiinden, kontrol
sistemlerinin analitik olarak incelenmesinde genellikle birinci mertebeden diferansiyel

denklemler kullanilir.

f>r; ve a; ler belirli fonksiyonlar olmak tizere ve n’inci mertebeden

n—

SMOEDY

1
i=0

> a; (OxV(t—r; () + £ (1) (2.4)

Jj=1
gecikmeli diferansiyel denklemini goz 6niine alalim.

x,@)=x""@®), i=12,.,n (2.5)
degiskenleri tanimlarsak #’inci mertebeden gecikmeli diferansiyel denklem asagidaki

gibi n adet birinci mertebeden gecikmeli diferansiyel denklem takimina ayrigir:

dx, (t) _
7 =X (t)
dx, (1) ()
(2.6)
% = izm:aij(t)xi(t — ”'j(l)) + f(l)

i=l j=I
Kontrol sistem kuraminda, yukaridaki birinci mertebeden diferansiyel denklem takimina

“durum denklemleri” ve  x,, x,,...,x degiskenlerine “durum degiskenleri” adi verilir.
19V 90009 Ny
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2.2.2. Durum Degiskenlerinin Tanim

Bir sistemin durumu sistemin ge¢misteki, simdiki ve gelecekteki konumunu belirtir.
Dinamik sistemler modellenirken, durum degiskenlerini ve durum denklemlerini
matematiksel olarak tanimlamak kolaylik saglar. (2.5) iligkileri ile tanimlanan
x,(2),x,(t),...,x,(¢t) degiskenleri, n’inci mertebeden (2.4) denkleminin durum
degiskenleri ve (2.6) iliskisi ile verilen n adet birinci mertebeden diferansiyel denklem
de durum denklemleridir. Genel olarak, durum denklemlerini olusturan durum
degiskenlerinin tanimlanmasina iligkin bazi temel kurallar vardir. Durum denklemleri
icin asagidaki kosullar saglanmalidir:

1. Herhangi bir ¢ =¢, baslangi¢ zaman icin x,(¢,), x, (¢,),..., X, (¢,) durum degiskenleri
sistemin “baglangic durumunu” ifade eder.

2. Bir kez ¢>¢, i¢in sisteme iliskin girisler ve baslangic durumu belirlendikten sonra

durum degiskenleri sistemin gelecekteki davranigini tamamen belirlemelidir.

Sistemin herhangi bir ¢, anindaki durumunu ve daha sonra sisteme uygulanacak giris
bilgileri ile sistemin herhangi bir ¢>¢, anindaki davrams1 belirlenebilir.
x,(2),x,(t),...,x, (t) durum degiskenleri kiimesi bir sistemin “minimal degisken kiimesi”

olarak tanimlanir.

Bir sistemin ¢ikislart durum degiskenleri ile karigtirlmamalidir. Bir sistemin ¢ikist
Olciilebilir bir degiskendir, buna karsin bir durum degiskeni bu kosulu her zaman
saglamayabilir. Genel olarak bir cikis degiskeni durum degiskenlerinin cebirsel bir

kombinasyonu olarak ifade edilebilir.
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2.2.3. Durum Denklemlerinin Vektor-Matris Bi¢cimi

k=12,...,n olmak lizere

xl'c = zzak[j(t)xi(t _rj(t)) +Zzbkij (t)ui(t_hj(t)) s t2 tO

i=l j=l i=l j=l

formundaki »n denklemden olusan ve n bilinmeyen fonksiyon iceren bir denklem
sistemi ele alalim. Burada (i=1L...,n) ve (j=L..,m) olmak iizere x,(f) durum
degiskenleri; u,(¢) girigleri; a,,, b, degisken katsayilari ve r,, h, gecikme
fonksiyonlardir. Durum ve giris vektorleri (nx1) boyutlu

X =[x), ., U®)=[u@)], (k=12,...,n)

matrisleriyle ve benzer sekilde a,, , b,; degisken katsayilar1 i¢in

kij

A4;(1) = |-akiiJ . B()= [b,a./.J

nxn nxn

matrisleriyle tanimlanmig olsunlar. Bu durumda durum denklemleri
X0 = 4,0X(t-r0)+Y.B,OUE-h,1), t=t, (2.7)
J=l jAl

vektor-matris bi¢iminde ifade edilebilir. Burada, (2.7) sistemine “dogrusal kontrol

sistem”, U(¢) giris vektoriine “kontrol fonksiyon™ ad1 verilir.

(2.7) sisteminde her j e {l,---,m} igin deZisken gecikmeli 4,(¢) ve r;(¢) ler herhangi

siirekli, sinirli ve negatif olmayan fonksiyon olsunlar. Yani, h ; ve r pozitif sabitler
olmak tizere
0<h,()<h; , 0<r()<r,
esitsizlikleri vardir. (2.7) sistemi i¢in baslangi¢ fonksiyonu
X(@)=0(), telt,—1,t,]
ile verilsin. Burada ®(¢), [¢, —7,¢,] araliginda siirekli bir fonksiyondur ve
r=max{h;,r;: j=1-,m}

dir.
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Tammm: Her 7 >¢, icin (2.7) sistemini ve [t, —7,t,] aralifinda X (¢) = ®(¢) baslangi¢
fonksiyonunu saglayan X (¢) € IR" siirekli fonksiyonuna (2.7) sisteminin U(¢) kontrol

fonksiyonu tarafindan tiretilen ¢dziimii denir.

Dogrusal olmayan durum denklemleri i¢in, f[-] (7 x1) boyutlu bir matris fonksiyonu

gostermek tizere

d):;’ [(t) = fIX @ =7, Ut~ h;(1),1]

vektor-matris bigiminde ifade edilebilir.
2.2.4. Genel Kontroledilebilirlik Kavrami

Kuramsal ve uygulamali modern kontrolda énemli bir rol iistlenen “kontroledilebilirlik”
kavrami ilk kez (Kalman, 1961) tarafindan ortaya atilmistir. Kontroledilebilirlik kosulu
ozellikle bir optimal kontrol problemine iliskin ¢oziimiiniin varligint belirler. Bu
geleneksel kontrol kurami ile optimal kontrol kurami arasindaki en temel farktir.
Geleneksel kontrol kuraminda tasarim deneme sinama yontemleriyle gerceklendiginden
tasarimci baslangigta verilen bir dizi tasarim kosulu i¢in ¢oziimiin var olup olmadigini
bilemez. Optimal kontrol kuraminda ise verilen sistem parametreleri ve tasarim amaglari

yoniinde bir ¢6ziimiin varolup olmadigini belirleyen kriterler mevcuttur.

Kontroledilebilirlik incelemesinin 6nemini géstermek i¢in

?:iA/X(t_”j)"'in:BjU(t_”j)
biciminde sabit katsayili bir sistemi ele alalim. Kapali ¢evrimli sistemin durum
degiskenleri sabit katsayili K kazan¢ matrisi lizerinden geri beslenerek elde edilir.
Buna gore, K feedback matrisi (7 x n) boyutlu olmak tizere,

U(t) = KX () + R(t)
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yazilabilir. Burada R(¢) (nx1) boyutlu belirli bir vektor fonksiyonudur. Kapali ¢evrimli

sistem

dX (1)
dt

:Zm:(Aj —B].K)X(t_l"j)'i'iBjR(t_rj)

denklemiyle ifade edilir. Bu problem durum feedback ile “kutup yerlestirme tasarimi”

olarak da bilinir. Tasarimin amaci, burada kapali cevrimli (4 — BK) matrisinin

0zdegerlerine kars1 gelen 6zvektor kiimesi elde edilecek sekilde K feedback matrisinin

belirlenmesi gerekmektedir.

Burada K sabit oldugu gibi K = k(¢) degisken katsayis1 ve hatta K = k(x(z),t) gibi
lineer olmayan bir fonksiyonu da karsimiza ¢ikabilir. (Davison, 1974), (Leitman, 1999).

Boyle bir durumda u(¢) girisi belirlenmesi i¢in sistemin kontroledilebilir olmasi gerekir.

X(t) durumunu X(#,) son durumuna sonlu (t s —tO)ZO zamaninda iletecek parcali
stirekli bir u(¢) girisi mevcut ise, X (¢) durumu ¢ =¢,’da kontroledilebilir denir. Eger
sistemin her X(#,) durumu sonlu zaman araliginda kontroledilebilir ise, sisteme

“kontroledilebilir” denir. Sezgisel olarak, durum degiskenlerinden herhangi birinin u(¢)

kontrol degiskenlerine bagimli olmamasi halinde bu 6zel durum degiskeninin belirli bir
kontrol giicii ile sonlu zamanda istenen bir duruma getirilemeyecegi aciktir. Bu nedenle
boyle bir 6zel durum kontrol edilemez ve bdyle bir kontroledilemez durum bulundugu

siirece, tim sistem de “kontroledilemez” denir.

Ornegin, iki durum degiskenli kontroledilemeyen basit dogrusal bir sistemi ele alalim.

u(t) kontrol degiskeni sadece x,(r) degiskenini etkilediginden x,(#) durumu kontrol
edilemez. Diger bir deyisle, x,(¢) degiskeni u(¢) kontrol degiskeni ile belirli bir x, (z,)
baslangic durumundan istenen bir x,(z,) hedefine smurli bir ¢, -7, zamaninda

getirilemez. Bu nedenle tiim sistem kontroledilemez olur.
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Burada verilen kontroledilebilirlik kavrami bir duruma iliskindir ve bu nedenle “durum
kontroledilebilirlik” olarak da adlandirilir. Kontroledilebilirlik sistemin ¢ikislar: i¢in de
tanimlanabilir, bu nedenle durum kontroledilebilirlik ile ¢ikis kontroledilebilirlik

arasinda bir farktir.

Kapali ¢evrimli sistem bir kez tasarlandiktan sonra durum degiskenlerini feedback
haline getirilirken icin iki sorunla kars1 karsiya kalinir. ilkin durum degiskenlerinin
sayist ¢ok fazla olabilir ve feedback olusturmak icin bu degiskenlerin 6l¢iilmesi yiiksek
masraf nedeniyle tasarimi engeller. Ikinci sorun tiim durum degiskenlerin fiziksel

erisilemez olmasindan kaynaklanir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. Feedback Kontrollu Birinci Mertebeden Delay Integro-Diferansiyel

Denklemlerin Kararhhg:

Teknolojik sistemlerin yani sira feedback kontrollii neutral delay diferansiyel denklemler
biyolojik, sosyal ve ekolojik sistemlerde de tamamen hakimdir. Integral ve integro
diferansiyel denklemler ve kontrol teorisi ile ilgili temel bilgiler (Bartle, 1966), (Burton,
1983), (Corduneanu, 1971), (Corduneanu, 1991), (Gyori ve Ladas, 1992), (Miller, 1971)
ve (Mitrinovic vd., 1991) gibi kaynaklarda verilmektedir. Bu calismada (Fiagbedzi,
1994), (Feliachi ve Thowsen, 1981), (Kwon ve Pearson, 1977) ve (Mori vd., 1983)
kaynaklarindan yararlanarak feedback kontrollii delay sistemlerin kararliligi i¢in bir

yeterli kosul verilmistir.

0

xX'(t)=ayx(t) + nzd ax(t—r;)+ Ia(@)x(t +6)do

+ byu(t) + ib‘/u(t —h)+ [b@u(+0)do, 120 (.1

delay integro-diferansiyel denklemini goz Oniine alalim. Burada x(¢) € IR, u(t)€IR;
O<r<r, <-e<r, Sr<o, 0<h <h, <-~-<hnd <h<ow ; a,€lR, j=0l,-,n,;
b,elR, j=0l,--,m,; ; a(.), [-r,0] araliginda reel degerli parcali siirekli bir
fonksiyon ve b(.), [-h,0] araliginda reel degerli pargali siirekli bir fonksiyondur.
[-r,0]aralig1 lizerinde IR degerli siirekli fonksiyonlarin sinifi C ([—r,O];IR) olarak
gosterilsin ve ¢eC([—r,0];IR) fonksiyonu (3.1) denkleminin verilen bir baslangi¢
fonksiyonu olsun. Buradaki u fonksiyonunu k € IR olmak iizere

u(t) =—kx(t) (3.2)
formunda feedback kontrol olarak diisiinelim. ¢ € [-7,0] i¢in x(¢) = ¢(¢) ile birlikte >0

icin (3.1) denklemini saglayan x(¢;¢,u) fonksiyonuna (3.1) denkleminin bir ¢ozimidiir
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denir. Burada x(¢) = ¢(¢) baslangi¢ fonksiyonu ve (3.1) diferansiyel denklemi baslangig

fonksiyon problemi olarak adlandirilir.

Yeteri kadar biiyiik ¢ icin

| x(7) |< ke™
olacak sekilde & ve v pozitif sayilar1 bulunuyorsa x(z) =0 ¢oziimii kararl olur. Eger
(3.1) denkleminin x(¢#)=0 ¢o6ziimii kararli degilse, (3.2) formu sayesinde ve belli bir

kosul altinda bu ¢6ziim kararli duruma gelebilir.

(ag—byk)t Vot

Teorem 3.1.1. 1<m<o ve v, >0 olmak lizere |e <me " olacak sekilde

k € IR mevcut olsun. Eger

n, 0 m 0

vor £ v £ v

ot [ij |+I|a(9)|d9]+|k|eoh(2|bj |+I|b(0)|d9]<;° (3.3)
j=1 - J=1 —h

”

esitsizligi gerceklesirse (3.1) denkleminin x(¢) =0 ¢dziimii kararh olur.

Ispat: (3.2) doniisiimii (3.1) denkleminde uygulanirsa kapali ¢evrimli delay integro-

diferansiyel denklemi

x'(t)=(a, —b,k)x(t) + iajx(t —-r;)- kibjx(t —h,)

+ j a(0)x(t + 0)dO — k j b(O)x(t +6)dO , >0 (3.4)

—h
xt)=¢@), -r<t=<0
bi¢iminde gergeklesir. Bu denklemi parametrelerin degisimi metodu uygulanarak

x(t) — e(ao—bok)t¢(0) + ZIe(a°_b°k)(’_’)a_jx(r _ f'j)dl' _ kZIe(ao—bok)(f—T)bjx(T _ hj)dl'

J=1o J=1o

t 0 t 0
+ j j e @D (9 x( + 0)dOd T — k j j e D b0V x(r + 0)d0d T
0 0-h

—-r

seklinde integral denklemine denk olur. Esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa
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[ X(@) [ @™ [ G0) [+ [e ™ a, | x(z—r)) | de

Jj=1o

mg L t 0
k| D fel ™ b ez —h) [ dr+ [ [T () || x(z +0) | dédr
0—-r

Jj=lo

t 0
k| [ [e | b@) || x(z +0) | dédr
0

—h

ny t=r;
<me™ [g(0) [+mY. [ fa, || x(z) | d7

Jj=1 =7

mg T 0
w1k mYy [ b, x(e) [dr+m[ [ |a(0) || x(r +6) | dbdz

t
J=1 —h; 0-r

t 0
+k| mj je‘%“—” |b(O) || x(z +0) | d&dr

0-h

ya da

ny ) =1y
e [ x(t)[<m| §(0) |+mY " |a,; | [e" | x(z)|dr
J=1 =7

g t=h; t0
1k [mY ™ |b,| [ |x(z)dz+m[ [e" |a(®) || x(z +0) | dodr
Jj=1 —h; 0-r

A

t 0
+|k|mHeW 16(0) || x(r +60) | dOd T

0-h

<m|$0)|+my e |a, | [e |x(z)|dr
J=1 =7

g t ‘0
ke |mY. e b, | [e | x(z)dr+m] [e" |a(0) | x(z +0) | dbdz
—h; 0-r

J=1

+ k| mHe |b(0) || x(r +6) | d6dr  (3.5)

0-h

esitsizligi elde edilir.
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Simdi de (3.5) esitsizliginin sag tarafindaki son iki terim igin

0
Je e |a) || +(r+0) | detiz

I _,

e |a(0) || x(r +6) | dbdr = j
0

0 t
= J.e"v‘ﬂ |a(d) | {J‘ev"(‘gm | x(7+6) ]| dr}d@

0

_ j e | a(8)| {je | x(7) | dr}d@

14

0 t
< j e | a(0)| d@jew | x(7) | dr

=r

ve benzer sekilde

[SY S

0 0 t

jew |6(0) || x(r +0) | dOd T < j e | b(0) | dO j e | x(7)| dr

—h —h —h

esitsizlikleri elde edilir. Bu taktirde elde edilen son esitsizlikler (3.5)’te yerine konulursa

ny L
e |X(0) < m|0) [+mY " |a; | [ | x(z) |7
J=1 =7

my t 0 t
k| mY e b | [ |x(r)dr+m|e™ |a(0)|do e | x()|dr
J
~h; -r -r

j=1
0 t

+m|k| j e | b(0) | dO j " | x(r)|dr  (3.6)
—h —h

yazilabilir. Buradaki bazi integraller i¢in baslangi¢ fonksiyonu goz Oniine alinirsa
ornegin;

t

[e | x(x) T = I | ¢(7) 7 + I | x(r) =

=r =r

bi¢imindeki durum elde edilir. Bu durumda

ko =m|§O) | +me™ Y |a, | [ |4(z) | ir
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g 0 0 0
w1k |me™ Y |b; | [e" |g(z)dr+m[e™ |a(0)|dO[e™ | §(z)| dr
J=1 et e

—h;

+m|k| je-%" |b(9)|d6IeV°’ | ¢(7) | dr

—h —h

Ve

k . ny 0 ) my 0
;lze o (Zm_, |+ j\a(@)\dﬁjﬂk\e oh(Zyb_, |+ I\b(9)|d0j
Jj=1 —r Jj=1 —h
olmak tiizere (3.6)’dan
e | x(t) [ ky + Ky [ € | x(z) | dr (3.7)
0
elde edilir. (3.7) esitsizligine Gronwall (Corduneanu, 1971) esitsizligi uygulanirsa
| x(0) [ kg™
sonucu bulunur. (3.3)’te verilen kosul &, <v, oldugundan, dolayisiyla x(¢) =0 ¢oziimii

kararhidir. Ayrica lim|x(¢)|=0 oldugundan x(¢#)=0 ¢6zimi asimptotik kararhidir.

Boylece ispat tamamlanmis olur.
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3.2. Birinci Mertebeden Feedback Kontrollu Neutral Delay Integro-Diferansiyel

Denklemlerin Coziimlerinin Varhg:

Simdi, birinci mertebeden neutral delay diferansiyel denklemini

xX'(t)=a,()x(t)+a,(O)x(t —w)+a,(O)x"(t —w) + j‘a(é’)x(t +6)do

+ b, (O)u(t) + b, ()u(t —w) + b, ()u'(t —w) + Ib(@)u(t +6)df, t>0 (3.8)

bi¢iminde g6z Oniine alalm. Burada Vi>0 i¢in x(¢), u(t)e IR, a, () ve b, ()
(j=0,1,2) fonksiyonlar1 stirekli ve a,(t) ve b,(¢) siirekli tiirevlenebilen
fonksiyonlardir. [-w,0] aralifinda a(.) ve b(.) fonksiyonlar1 pargali siirekli olsun ve bu
aralikta siirekli bir x(¢#) = ®(¢) baslangi¢ fonksiyonu verilsin. Ayrica u fonksiyonu i¢in
k(t) e IR (t € IR) siirekli tiirevlenebilen bir fonksiyon olmak iizere

u(t) =k(t)x(t) (3.9)

feedback kontrol olarak tanimlansin.

Uygulanmak istenen yontem, (3.9) doniisiimiinii kullanarak kapali g¢evrimli (3.8)

denkleminin [(n —1)w,nw], (n>1) araliklarinda adimlar metodu uygulanarak

¢Oziimlerin ve tiirevlerinin varligi i¢in yeterli kosullar elde etmektir. (3.8) denklemi,
(3.1) denkleminin delay ve sabit katsayili olmasi durumundan gelistirilmistir

(Yenigerioglu, vd., 2002).

Teorem 3.2.1. V¢ €[0,0) i¢in

|ay (1) + k()b (1) [S ¢y, |a;(0) + k(& —w)b, (1) + k'(t = w)b, (D) [ ¢y,

[y () + k(= Wb, (D[S 54 |(a (0)+ k(= Wb, (0) | <E,
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kosullar1 saglanacak sekilde ve c¢= en[laxo ] |a(@)+k(t+w)b(O)], g= I}m%] | D(2)]

olacak sekilde ¢, g,c,,c; (j=0,1,2) sayilar varsa bu durumda (3.8) denkleminin x(¢)
¢cOziimii i¢in ¢ €[(n —1)w, nw], n=1,2,... araliklarinda

| x(2) € g(1+2¢,)" exp{(c, + ¢, +C, + cw)t + nw)} (3.10)

esitsizligi saglanir.

Ispat: (3.9) doniisiimii (3.8) denkleminde yerine yazilirsa >0 igin kapali cevrimli
denklem
xX'(t) = (a, (£) + k(0)by (1) )x(£) + (a, (£) + k(t — w)b, (£) + k'(t — w)b, (£) )x(t — W)

+(a, (£) + k(t = Wb, (6) )x'(t — W) + T(a(e) +k(t +O)b(0))x(t + 6)dd  (3.11)

formuna doniisiir. 0 <7 <w araliginda (3.11) denkleminin her iki tarafi 0 dan ¢ ye kadar

integre edilirse

x(1) = x(0) + j(a0 (7) + k()b, () )x(7)d 7
+ j(a1 (7) +k(z = w)b, (7) + k'(z = w)b, (7) x(z — w)d T

+ j(% () + k(z = w)b, (7)) )x'(r — w)dt + j j(a(e) + k(7 +0)b(0))x(z +0)dbdt

0-w
denklemi elde edilirr 0<t<w araliginda x(z—w)=0(—-w), x(0)=d(0),
x(—w) =d(—w) oldugundan ve yukaridaki son denklemin sag tarafindaki 4. terimde

kismi integrasyon formiilii uygulanirsa
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x(t) = ®(0) + j(ao () + k(2)by () )x(2)d 7 + (a, (£) + k(t — w)b, (£))D(t — W)
— (@, (0) + k(=w)b, (0))D(-w) + j(al (2) + k(z = Wb, (2) + K'(z = w)b, (2) x(z = w)dT

- j(az (7) + k(7 — w)b, (r))' x(r —w)dt + j j (a(6) + k(z + 0)b(0) )x(z + 0)dbdt

0-w

bulunur. Bu denklemin her iki tarafin1 mutlak degeri alinarak

| x(2) [< D(0) + I! ay(7) + k()b (7) || x() | d+| a, (£) + k(t = w)b, (1) || D(z = w) |

+[a,(0) + k(=w)b, (0) || D(=w) | +j| a,(7) + k(z = w)b, (z) + k'(t = w)b, (7) || x(z — w) ld7

t

+ [y @)+ k(e = wib, (1))

0

| x(r —w) dr +j [1a(6)+ k(z + 0)b(0) || x(z + 0) | dod 7

esitsizligi elde edilir. Teoremin kosullari1 kullanilarak

| x(¢) |§g+coj|x(r)|dr+2czg+clj|x(z'—w) |dz'+52j.|x(z'—w) dr
+cj. i|x(r+9)|d9dr

t t—w —w t 0
=g(1+2c2)+c0j|x(r)|arr+c1 j|x(r)|dr+52 j|x(r)|df+cj j|x(1+9)|d9dr
0 -w -w 0 -w
esitsizligi bulunur. Bu esitsizligin sag tarafindaki integraller igin
j|x(r)|drsj|x(r)|dr, j|x(r)|drsj|x(r)|dr
0 -w -w —w

veE

j }| X(r +6)|dOdr = Hj\ Xz +0)] dr}a’@ = T{f\ X(7)| a’r}d&’

0-w -wl0

< j.dﬁj]x(rﬂdz':wj]x(rﬂdr

W
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yazilabildiginden

| x(®)|< g1+ 2¢,) +¢, j.|x(r)]a’z'+c1 j.|x(z') dr+c, j.]x(r) |d2'+cwj.|x(z')|dr

-w -w

t
=g(1+2¢,)+ (c0 +c +¢, + cw)j\ x(r)|dr
elde edilir. Buradan Gronwall esitsizligi uygulanirsa 0<z<w araligindaki (3.11)
denkleminin ¢6ziimii igin
| x()|< g(1+ 2¢,) exp{(co +c +¢, + cw)(t + W)}

sonucu bulunur.

Simdi de Tiimevarim yontemini kullanacak olursak, (n—1)w<¢<nw araligindaki
(3.10) esitsizliginin dogru oldugu kabul edilerek Bu durumda, nw<t<(n+1)w

araliginda (3.11) denkleminin her iki tarafin1 nw den ¢ ye kadar integre edersek

t

x(f) = x(nw) + j (a,(7) + k(z)by (7)) )x(7)d T

nw

+ j(a1 () + k(t = w)b, (z) + k'(t — w)b, () )x(z — w)d 7

+ j(az () + k(z = w)b, (7)) )x'(z — w)d + j j (a(0) + k(z + 0)b(0) )x(z + 0)dOd

nw—w

t

x() = x(nw) + [ (aq (7) + k(@)by (0) x(2)d 7 + (a (1) + k(t = w)b, (1) Ix(t — w)

nw

—(a, (nw) + k((n = Yw)b, (nw) )x((n — )w) — j(a2 () + k(t —w)b, (r))’ x(z —w)dr

nw

+ j(a1 (7) + k(t = w)b, (z) + k'(z — )b, () )x(z — w)d 7

+ f i (a(0) + k(r + 0)b(O) )x(z + O)dOd

nw—w
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| x(2) [<] x(nw) | +f| ay(7) + k(2)by (7) || X(0) [ dT+[ay (2) + k(t = w)b, () || x(2 — w) |

nw

Ly () + K= 1)y (o0) || 10— 1) | + [y (7) + (e = )by 0)) ]| 30 — w) e

+ j] a, () + k(r —w)b, (7)) + k'(r —w)b, (7) || x(z — w) ld7

nw

+ f [1a(0)+ k(z +6)b(6) || x(z + 6) | dbd ,

nw—w

| x(0) [<] x(nw) [ +¢, jl X(@) [ dr+cy | x(t=w) | +¢, | x((n=Dw) | +¢, jl x(z-w)dz

nw nw

+clj|x(z’—w)|dz'+cj])‘|x(z'+6?)|d0dz' (3.12)

esitsizligi elde edilir. (n—1)w<¢<nw arahigindaki (3.10) esitsizligi kabul edildigine
gore

| x(nw)|< g(1+ 2¢,)" exp{(c0 +c +¢C, + cw)(ZnW)}

| x((n—Dw) < g(1+2¢,)" exp{(c0 +c¢ +¢, + cw)((2n - l)w)}

<g(l+2¢,)" exp{(co +c¢ +¢, + cw)(ZnW)}
| x(t—w)|<g(1+2¢,)" exp{(c0 +c¢ +¢, + cw)(t +(n- l)w)}
<g(l+2c¢,)" exp{(c0 +c¢, +¢, + CW)(ZI’ZW)}

saglanir. (3.12)’den a =(1+ 2c¢,) exp{(c0 +c¢ +¢, + cw)(ZW)} olmak iizere

s t—w
|x(@)|<ga” +c¢, J.\x(r)]dr+2c2ga” +c, I]x(r) dr

nw (n=l)w

t—w t 0
+e, [Ix@ dr+c| [|x(z+0)|dode (3.13)
(n-)w nw—w
elde edilir. Buradaki integraller i¢in

t t -w t

j|x(r)|drs j|x(r)|dr, j|x(r)|drs j|x(r)|dr

nw (n-l)w (n-)w (n-l)w
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veE

t

j j)[|x(r+l9)|dt9dr= Hj|x(z‘+0)\dt}d0= j)'{ t]ﬂ\ x(r)]dr}dﬁ

nw—w —w  nw —w Lnw+6

< j.d@ j\x(r)]dtzw j]x(r)|dr

—w (n=l)w (n-Hw

olduklarindan bu taktirde (3.13) esitsizliginden

[x(1)|<ga” +c¢, j-|x(z')|a’r+202g05”+52 j-|x(z')|dz'+cl j.|x(z')|dz'

(n-w (n-w (n-l)w

+cw J.|x(z')|dr,

(n-)w

t
|x(®)|<ga"(1+2c,)+ (c0 +¢,+c + cw) J.| x(t)dr
(n-)w

elde edilir. Buradan Gronwall esitsizligi kullanilirsa

| x(t)[< ga”" (1+ 2¢,)explc, + T, + ¢, + cw)t — (n —1)w)
ya da

| x(6) < g(1+2¢,)"" explc, + T, + ¢, + cw)t + (n+1)w)

sonucu elde edilir ve Teorem 3.2.1°nin ispati1 tamamlanmis olur.

Teorem 3.2.2. Teorem 3.2.1'nin  hipotezleri altinda ek olarak, eger
(1) e C'([-w,0],IR) ve x(t) € C'([(n — )w,nw],IR), n>0 ise bu durumda
m= I%la)%]ﬂ D) | +|D'(1)|], & =1+2¢,)exp{(c, + ¢, + T, +cw)2w)},
te[-w,
¢, =max{c,,c, jsayilari ve
mo=m, m, =ga"" + [gaz""2 (cy +ew)+c,m, ]exp{(c0 + cw)ZW}, nx?2

dizisi tanimlanmak iizere ¢ € [(n — I)w,nw], (n =1,2,...) araliklarinda

1X(0)[< @' g(cy + ew) + ¢, ym, Jexplic, + W)t —(n—2w)}  (3.14)

esitsizligi saglanir.



36

Ispat: 0<¢<w araliginda (3.11) denkleminin sag tarafindaki 1. ve 4. terimler igin
integral hesabinin temel teoremi uygulanirsa, sirasiyla

t

(a4 (1) + k(O ())x(1) = (ay (1) + k(D) ()] X' (D)7 + (a, (1) + k(1)b, (1))x(0)

0

Ve

j (a(0) + k(t + O)b(O))x(t + 6)d 6 = j (a(6) + k(t + 9)1;(9)){} X7+ H)dr}dﬁ

0

0

+ [(a(0) + k(t + 0)b(6)x(6)d6

ozdeslikleri elde edilir. Bu 6zdeslikler (3.11) denkleminde yerine yazilirsa

t

x'(t) = (a, (1) + k(t)b, (z))j x'(0)dz + (a, (t) + k(t)b, (£) )x(0)

0

+(a, () + k(t = w)b, (£) + k'(t — w)b, (£) Jx(t — w) + (a, (£) + k(t — w)b, (£) )x'(t — w)

+ j (a(0) + k(t + e)b(e)){jx'(r + H)dr}dé’ + T(a(e) +k(t + 0)b(0))x(6)d0,

0

-w

t

¥'(£) = (a (6) + k(D) ()] X' (2)d 7 + (2, (2) + (1), (1) }D(0)
+(a, () + k(t — w)b, (t) + k'(t — w)b, (1) )O(t — W) + (a, (£) + k(t — w)b, (£))D'(t — W)
+ j (a(@) + k(t + H)b(é?)){j.x'(r + e)dr}dé? + j (a(8) + k(t + O)b(8) )D(6)d6

denklemi bulunur. Bu esitligin her iki tarafin mutlak degeri alinir ve Teorem 3.2.2.’nin

kosullar1 uygulanirsa
| xX'(@) I<] ay () + k()b (1) fl xX'(z)[dz+]ay (1) + k(£)b, (1) || ©(0)

+[a, (1) + k(t =w)b (1) + k'(t = w)b, (1) [| @t = w) [ +] a, (1) + k(1 = w)b, (1) [| D(1 = w) |

+ [1a(@) + k(t + 0)b(0)| {j| X'(r+0)] dr}d@ + T| a(0) + k(t + 0)b(0) | ®(0) |6,
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X' ¢y [1X'(2) [ dr + ¢y | D0) | +c,, [ D( = w) [ +] D't = w) ]

+c])‘{j‘\x’(r+6’)\dr}dl9+cff\d)(6’)\d0

-wl0

t t+0
Scoj| x'(r)|dr +c,g +c ,m +cwj| x'(r)|dt + cwg
0 [

t t
<cyg +ewg + ¢ ,m+c I] x'(7) | dr+cwj] x'(r)]dr

-w -w

=(c, +ew)g +c,,m+(c, +cw)j] x'(r)|dr

-w

esitsizligi elde edilir. Burada Gronwall esitsizligi kullanilirsa 0 <¢ < w aralifinda
| x'(¢) < [(cO +cw)g + cmmJexp{(c0 + cw)(t + w)}

bulunur.

(n—=Dw <t <nw araliginda Tiimevarim yontemi uygulanirsa, (3.14) esitsizliginin dogru
oldugu kabul edilip, bu durumda, nw<t¢<(n+1)w araliginda (3.11) esitliginin sag

tarafindaki 1.ve 4. terimlerine integral hesabinin temel teoremi uygulanirsa

t

x'() = (a, (1) + k()b () [ X' (2)d 7 + (aq (1) + k()b (1) Jx(nw)

nw

+(a, () + k(t — w)b, (£) + k'(t — w)b, () )x(t — w) + (a, (£) + k(t — w)b, () )x'(t — )

+ j (a(6) + k(z + H)b(ﬁ)){jx'(r + 0)dr}d0 + j(a(e) + k(1 + 0)b(6) )x(nw + 0)d6,

nw -w

X' (0) [ ¢y [IX(@)]dr+ o | x(nw) [+, [ x(t = w) [+ ] x'( = w) ]

nw

+c_[{j|x'(r+9)]d1}d0+cj]x(nw+6’)|d6’ (3.15)

—w  nw

esitsizligi elde edilir. (3.10) esitsizligi
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| x(nw)|< g(1+ 2¢,)" exp{(c0 +c +¢, + cw)(2nw)} =ga”
| x(nw+6)|< g(1+2¢,)" exp{(co +c¢ +¢, + cw)(an + 6’)}
<g(l+2¢,)" exp{(co +c +¢, + cw)(an)}= ga”
|x(t—w)[<g(+2c,)" exp{(c0 +c, +C, + cw)(t +(n— l)w)}
<g(1+2¢,)" exp{(c, + ¢, +T, +cw)2nw)}=ga”
sagladigindan ve (3.14) esitsizligi
| x'(t—w) < [a 'Hg(c0 +ow)+c,m, ]exp{(cO +ew)t—(n— l)w}
< [a "g(c, +cw)+ cm, ]exp{(cO + cw)ZW}
olarak yazilabildiginden
| x(t—w)|+|x't-w)<ga" + [Ot’Hg(c0 +ew)+cp,m, ]exp{(c0 + cw)2w}
veya
| x(t=w)|+[x'(t=w)|<m,,,

elde edilir. Boylece (3.15)’den

t 0 t
| X'(1) L ¢, I] x'(r)|dr +c,ga” +c ,m,, +c I{ﬂ x'(t+0)| dr}d@ +cwga”

nw —w  nw

t t+0
=c, I| xX'(r)|dr +cyga” +c ,m,,, +cw I| x'(r)|dr + cwga”

nw nw+6
esitsizligi bulunur. Bu esitsizligin sag tarafindaki 1. ve 4. terimde bulunan integraller
i¢cin

t+0

j]x'(r)]drﬁ j.\x’(z')]a’r , j]x'(r)]a’ré j]x'(r)]dr

(n-l)w nw+6 (n-)w

olduklarindan

+¢, j]x'(z')]a’r+cw J.\x’(r)\dr

(n-)w (n-lyw

| xX'() < ga" (¢, +cw) +c,,m

n+l

+(cy +cw) j.\ x'(r)|dr

(n-w

<ga'(c, +cw)+c ,m

n+l
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esitsizligi elde edilir ve buradan Gronwall esitsizligi kullanilirsa nw <¢<(n+1)w
araliginda
| x'(t) |< [a "glcy +ew)+c ,m,,, ]exp{(cO +cw)(t —(n— l)w)}

sonucu bulunur ve ispat tamamlanir.
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3.3. Durum Feedback Kontrollu Birinci Mertebeden Lineer ve Lineer Olmayan

Neutral Delay Diferansiyel Denklemlerin Sinirhihig:

Birinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemini
xX'(t) = —a,(t)x(t) + a,(t)x(t —w) + a, ()x'(t —w) + h(t,x(t —w),x"(t — w))
—b,(u(t)+b,Ou(t—w)+b,()u'(t—w) , t>0 (3.16)
xt)=g@®) , -w<t<0 (w>0)

bi¢iminde ele alalim. Burada x(¢), u(f)€IR; t>0 igin a,(¢) ve b,(t), (j=0,12)
w -periyotlu siirekli fonksiyon; g(¢), [-w,0] araliginda siirekli tiirevlenebilen verilen bir
baslangi¢ fonksiyonu olsun. # fonksiyonu ise A(¢,x,,x,) € C(IR x IR x [R,[R) ve

h(t+w,x,,x,)=h(t,x,,x,) (3.17)
ozelligini saglayan bir fonksiyon olarak tanimlansin. Ayrica u(¢) feedback kontrol
fonksiyonu

u(t) = k(t)x(1) (3.18)
formunda olsun. Burada k(¢) fonksiyonu her ¢ € IR i¢inw -periyotlu siirekli tiirevlene-

bilen bir fonksiyondur.

(Al-mutib, 1984), (Bellen, vd., 1988) ve (Torelli, 1989) makalelerinde, (3.16)
denkleminin 6zel bir hali olan delay diferansiyel denkleminin kararlilig1 i¢in bir niimerik
¢oziim metodu kullanilmistir. Bu g¢aligmada ise, (3.16) denkleminin kararliligi igin
alternatif bir yontem sunulmustur. Bu durum lineer delay diferansiyel denklemin daha

genel bir hali olmustur (Agamaliyev ve Yenicerioglu, 2003).

Teorem 3.3.1. V¢ >0 icin A(t,x,,x,) =0, a(t) >0 ve

b _ c(t)

a(t)

Eor <1

kosullar1 saglanirsa
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F = maxd max | g(0)] . max LEEWEO WL O]
—-w<t<0 —-w<r<0 a(t + W)
olmak tiizere (3.16) denkleminin ¢oziimleri i¢in

X)), | b()x(1) + c(D)x'(D) | <F (3.19)
a(t)

esitsizlikleri saglanir. Burada

at)=a,®)+k@)b,(t) , c(t)=a,(t)+k(t—w)b,(t)
ve

b(t)=a,(t)+k(t—w)b,(t)+k'(t —w)b,(t)
seklindedirler.

Ispat. (3.18) doniisiimii (3.16) denkleminde yerine yazilirsa kapali ¢evrimli neutral
delay diferansiyel denklemi
xX'(£) = ~(ay (1) + k()b (1) )x(t) + (@, (£) + k(t = w)b, (£) + k'(t — w)b, (£) )x(t — )
+(a, () +k(t = Wb, O)x'(t—w) , t>0
ya da
x'(t) =—a@®)x(t) +b(O)x(t —w)+c(t)x't-w) , t>0 (3.20)

denklemine doniisiir. (3.20) denkleminin 0 <¢ < w araligindaki ¢6ziimii
x(t) = x(1,002(0) + [ x(t, 5)(b(s)g(s = w) +c(5)g"(s = ) )ds (3.21)
0
olarak elde edilir. Burada

x(t,s) = exp{— ja(r)dr}

N

dir.

jx(t,s)a(s)ds =1-x(t,7) (3.22)

T

oldugu g6z oniinde tutularak (3.21) denkleminden
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| x(1) [< x(£,0) | g(0) | +j x(t,)a(s) | b(s)g(s —w)+c(s)g'(s —w) | s

a(s)
< x(2,0) max | g(¢) | + max [b)g(t = w) n;;’(t)g'(t — )| jx(t, s)a(s)ds
—w<t<0 0<t<w a 0
< max{ max | g()] . max [2EFWEO+c+wg®) |}(x(t,0) +1-x(1,0))
—w<t<0 —w<t<0 a(t + W)

=F,
yani, ¢ €[0,w] i¢in
| x() < F,
elde edilir. Ote yandan, (3.20) denkleminden
b(0)x(0) + c()x'(t) = ~{e(D)a(t) = b Jx(t) + (D) (bt = w) + ()t = W)
yazilabilir. ¢ € [0,w] aralifinda

| b(O)x(1) +cOx'O) | _ |b()

| bt =w) +c()g' (1 =w)|
) *[aq) [ x(@) [ +]c(@)]

a(t)

—c(?)

s[@—c(m (t) |]F1 <F,
a(t)
ya da
[ 6@O)x(0) +cOX'O)| _ 1,
a(1) o
elde edilir.

Kabul edelim ki ¢ € [(n —1)w, nw] araliginda (3.19) esitsizligi dogru olsun. Bu taktirde

nw <t < (n+1)w araliginda (3.20) denkleminin ¢éziimii

x(t) = x(t,nw)x(nw) + jx(t, s)(b(s)x(s —w)+c(s)x'(s — w))ds

nw

olarak bulunur. (3.22) ifadesi kullanilarak b(¢), c(z) ve a(t) periyodik olmasindan
dolay1
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ds

Ix@ﬂﬁxmnwﬂx@wﬂ+jmgwa@ﬂb“”“‘“0+dﬂf@—wﬁ
nw a(s)

| b(t)x(t —w)+c()x'(t —w) |

< x(t,nw) | x(nw) | +(1 - x(¢, nw)) max

nwst<(n+l)w a([)
< max{ max [x(¢)| , max 5@Ox(®) + ct)x (?) ’}(x(t,nw) +1- x(t,nw))
(n-1)w<t<nw (n-1)w<t<nw a(l‘)

<F,
yani ¢ € [nw,(n+1)w] icin
| x(0) < F,
elde edilir. (3.20) denkleminden
b(0)x(2) + c(0)x'(t) = ~(c(O)a(t) = b(0) (1) + () (b(0)x(t = w) + c(O)x'(t = w))

oldugundan

| bOx(D) + X' ()| _[b(0) _ 0150 | + | ()| LLOXE= W)+ X' = w)|
a(t) la(t) a(t)
< [@—c(m (t) |]F1 <F,
a(t)

yada t € [nw,(n +1)w] icin

[ b@Ox(0) + (X' D] _ .
a(t) -

sonucu elde edilir. Bu sonugtan, Tiimevarim yontemi kullanilarak V¢ €[0,0) i¢in (3.19)

esitsizliginin dogrulugu gosterilmis olur. Ayrica V¢ €[0,0) i¢in | x(¢) |< F; oldugundan

(3.16) denkleminin x =0 ¢oziimii kararlidir.

Teorem 3.3.2. Kabul edelim ki
1) a(t)>0, Vte[0,0);
ii) IR x IR x IR bélgesinde h fonksiyonu igin (A(z,x,,x,) # 0)
| At x, (0,3, (1)) | m(0) ] %,(1) | (3.23)

kosulunu saglayacak bigimde bir m(¢) fonksiyonu olsun; ve
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iii) ‘@ —e®+ )]+ D <1, i e[0,00) (3.24)
a(t) a(t)
esitsizligi saglansin. Bu durumda V¢ €[0, ) igin
x()] |b(f)x(t)Jré’(f)x'(t(i;r h(t,x(t), x'(1)) | <F, (3.25)
a

esitsizlikleri saglanir, burada

F, = max { max [ g()] . max |PEFWEO g )+ h(t+w.g(0).8'(0)) |} (3.26)
—w<t<0 -w<t<0 a(t + w)
dir.

Ispat. (3.16) probleminin0 < ¢ < w araliginda

x(t,5) = exp{— ja(r)dr}

N

olmak tizere
x(1) = 2(6.0)g(0) + [ x(t,)[b(5)g (s = w) + c(5)g (s = W) + (s, g(s = ). g (s — w)lds
0
bi¢iminde integral denklemine denktir. . (3.22) esitligi kullanilarak

| x(0) [< x(2,0) | g(0) |

 [x(t s)as) LO8E =W+ )85 - v(v))+ s, g(s=w)g'(s=w)|
0 als

<x(2,0)[ g(0) |

+ max |b(s)g(s—w)+c(s)g'(s— vz))—k h(s,g(s—w),g'(s—w))] jx(t, s)a(s)ds
0<s<w a s 0

< max{ max |g(t)| , max | bt +w)g(1) +c(t + w)g' () + h(t +w,g(1),8'(1)) |
N —-w<r<0 ’ —w<t<0 a(t + W)

x (x(,0) +1-x(2,0))
=F,,

bulunur. Boylece ¢ € [0, w] i¢in
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| x(1) [ F, (3.27)
yazilabilir.
b(t)x(t) + c(t)x'(t) + h(t, x(£), x'(t)) = —(c()a(t) = b(t) )x(¢)
+ e[t =w) + (g (1 = w) + h(t, gt = w), g'(t = w)) |+ h(t, x(2), x'(£)) .
esitliginden (3.23), (3.24) ve (3.27) ifadeleri kullamlarak

| b()x(t) + c()x'(¢) + h(t, x(1),x'(1)) | < |b(t) o) | x(0) |
a(t) |a(r)
e [ 6@0)g(t —w) +c()g'(t = w) + h(t, gt = w), g"(t —w) | m(1) | x(?) |
a(t) a(t)
bo) 0]
< [ o) c(t)+|c(t) |+ () ]Fz <F,

elde edilir. Dolayisiyla ¢ € [0,w] igin

OO A0 OO (528
a

esitsizligi saglanir.

Kabul edelim ki ¢ e[(n—1)w,nw] icin (3.24) esitsizligi saglansin. nw <t < (n+1)w

araliginda (3.16) denkleminin ¢6zimii

x(t) = x(t,nw)x(nw) + jx(t,s)[b(s)x(s —w)+c(s)x'(s —w)+ h(s,x(s —w),x'(s — w))]ds

nw

seklindedir. (3.17) ve (3.22) ifadeleri kullanilarak ve b(¢), c(t) ve a(t)

fonksiyonlarinin periyodik olmasindan dolay1

| x(2) [< x(t,nw) | x(nw) |

+ jx(t, s)a(s) | b(s)x(s —w)+c(s)x' (s —w) + h(s, x(s —w),x' (s —w)) | s
a(s)

< x(t,nw) + (1 - x(¢, nw))

| b()x(2) + c(t)x'(t) + h(t, x(¢), x'(¢)) y}

xmax{ max [x(¢)| , max
(n-1)w<t<nw (n-l)w<t<nw a(l‘)
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<F,
elde edilir. Yani, ¢ €[nw, (n + D)w] i¢in
| x(t) |< F, (3.29)
saglanir. Ayrica
b(1)x(t) + c(t)x'(t) + h(t, x(1),x'(t)) = —(c(t)a(t) — b(t) )x(t)
+c(0)[b(t)x(t — w) + c(t)x'(t — w) + h(t, x(t — w), x'(t = W)+ h(t, x(£), x'(£))
esitliginden (3.23), (3.24) ve (3.29) ifadeleri kullanilarak

| B@)x(0) + c(O)x'(O) + h(t, x(@0), x' D) | b(r) o101
a(t) |a(t)
1 ety |L2OX W)+ Ot = w) + bt x(t —w). X' (G =) || m(@) | x(0)]
a(?) a(t)
U St + 20 jF F,

bulunur. Béylece V¢ e[nw,(n+1)w] igin

| b(t)x(t) +c()x'(t) + h(t, x(1),x' (1)) | <F,
a(t)

elde edilir. Bdylece, Tiimevarim yontemi kullanilarak V7 e€[0,0) icin (3.25)

(3.30)

esitsizliginin dogrulugu gosterilmis olup | x(¢) |< F, saglandigindan (3.16) denkleminin

x =0 ¢oziimii kararhdir.

Teorem 3.3.3. Kabul edelim ki

1) a(t)>0, Vte[0,0);

i) IR x IR x IR bélgesinde / fonksiyonu igin (A(z,x,,x,) # 0)
| At x,(2), x, (D) [S &y | x, () | +k,

olacak sekilde negatif olmayan k, ve k, sayilar1 bulunsun; ve

i) | b(t) —c(t)a(t) | +a(t) | c(t) | +k, +];—2 <a(t) , Vt €[0,0)

2
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esitsizligi saglansin. Burada F,, , (3.26)’da verildigi gibidir. Bu durumda (3.16)
problemin ¢6ziimii i¢in V¢ € [0,00) aralifinda

| b(t)x()+c()x'(t) + h(t, x(1),x' (1)) | <F

x|, )

esitsizligi saglanir.

Ispat: Teorem 3.3.3.%iin ispat1 Teorem 3.3.2.’nin ispatina benzer sekilde yapilabilir.
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3.4. Feedback Kontrollu ikinci Mertebeden Lineer Delay Diferansiyel

Denklemlerin Coziimlerinin Varhg:

Ikinci mertebeden lineer neutral-delay diferansiyel denklemler kontrol teorisinde 6zel bir
yere sahiptir. Bu smiftan olan denklemler klasik mekanikte, kuantum mekaniginde,
otomatik kontrolda, fizigin ve matematigin bir ¢ok dallarinda kullanilmaktadir. Bu
calismada Bolim 3.3.’teki yontemden farkli degildir, fakat bu yoOntem sadece
coziimlerin varlig1 hakkinda bilgi vermektedir (Yenicerioglu ve Yalcinbas, 2004).

X"()+a,(t)x' () +a,()x(t)+a,(®)x(t —w)+a, ()x'(t —w)
+b,(Ou'(t) + b, (t)u(t) + b, ()u(t —w)+b,(u'(t—w)=0, t=>0 (3.31)
x(t)=g(t) , —w<t<0

bi¢imindeki bir denklemi goéz oOniine alalim. Burada x(¢), u()e€lR; a;(t) ve
b;(¥), (j=0,23) t>0 i¢in w-periyotlu siirekli fonksiyonlar; a,(¢) ve b, () ise £ 20
icin siirekli fonksiyonlardir. [-w,0] aralifinda verilen stirekli tiirevlenebilen bir g(z)

baslangi¢c fonksiyonu olarak tanimlansin. Ayrica u(¢) feedback kontrol fonksiyonu
u(t) = k(t)x(t) (3.32)
formunda olsun. Burada k(¢#) fonksiyonu her ¢e IR iginw-periyotlu siirekli

tiirevlenebilen bir fonksiyondur.

Simdi, (3.31) denklemine ait bir teoreme ge¢meden oOnce ikinci mertebeden adi
diferansiyel denkleminin temel ¢oztimleri ile ilgili bir hatirlatma yapalim. Soyle ki,

x"@)+a(t)x'(t)+b()x(t)=0 , t>0 (3.33)
bi¢ciminde bir denklem olsun. {d)l ®),D, (t)} ikilisi (3.33) denkleminin 7, >0 i¢in
D, (t)=1, ®|(t,)=0, D,(,)=0, ®,(z,) =1 kosullarin1 saglayan temel ¢dziimleri
olsun. Bu durumda (3.33) denkleminin x(¢,) =c¢, , x'(t,) = ¢, baslangi¢ kosullarini
saglayan tek ¢oziimii

x@)=cD,(@)+c,D,(1) , t=20
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bi¢imindedir.

h(t), t >0 icin siirekli bir fonksiyon olmak iizere
X"(O)+a@)x'(t)+b(t)x(t)=h(), t=0 (3.34)
denkleminin ¢oziimii ise parametrelerin degisimi metodu ile

X(1) = X(t)®, (1) + X' (1), (1) + jexp{]a(s)ds}@z (O, ()~ @, (1)D, (2)h(2)d

L} fy

olarak bulunur.

(3.32) déniisiimil, (3.31) denkleminde kullanilarak a(t) = a, (£) + k()b (¢),
b(t) = a,(t) + k()b (£) + k' ()b, (1), c(£) = a, (£) + k(t — w)b, (£) + k'(t — w)b, (£) Ve
d(t) = a;(t) + k(t — w)b; (£) olmak iizere
X"(0) + a(t)x'(t) + b(O)x(t) + c()x(t —w) + d(O)x'(t —w) = 0 (3.35)
denklemi elde edilir. (3.35) denklemine V¢ e[nw,(n+1)w], (n=0,1,2,...)araliklarmda

adimlar metodu uygulanirsa (3.34) denklemi gibi bu denklem de her adimda adi

diferansiyel denkleme doniisecektir.

Teorem 3.4.1. Vi €[0,00) i¢in a(z) >0 ve |c(¢) |+]|d(¢) |<2a(t) esitsizlikleri saglansin
ve Vt e[nw,(n+1)w], (n=0,1,2,...)araliklarinda (3.32) denkleminin temel ¢6zlimleri
i¢in

D@, [P, (O], [P ], [D(D)] SkeXp{— Ia(S)dS} (3.36)

olacak sekilde bir k£ >1 sayisi bulunabilsin. Bu durumda (3.31) problemin ¢dziimleri
icin V¢t e[(n—1)w,nw], (n=1,2,...) araliklarinda

30+ HROLIOL < oy (337)

esitsizligi saglanir. Burada a = 2k* ve
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e w) g0 |+ d e+ w) ||g'<t>|}

F =max{ max|| g(¢)|+]| g'(¢ ,
{—W<I<OU g0+’ |] ~w<r<0 a(t+w)

bi¢imindedir.

Ispat: 0 <t <w araliginda (3.35) denkleminin ¢6ziimii

x(1) = g(0)®, (1) + g'(0)D, (7)

—jexp{ja(s)ds}(%(t)d%(r)—cbl(t)cbz(r))(c(r)g(r—w)+d(r>g'(r—w))dr (3.38)

0

olarak elde edilir. Esitligin her iki tarafin mutlak degeri alinirsa

[ x(0) <] gO) [ @, () [+]£'(0) | @, (0) |

+| exp{j a(s)ds}(r O,(0) || ®,(7) | +] ©,(1) || P, (7))

0

(| c(r) | gz —w)|+]d(2) || g'(r — w) )dz

<(g0)|+|g'(0)]) k eXp{— Ia(s)ds}

0

+ jexp{ja(s)ds}k exp{— ja(s)ds}(y O, (1) | +| D, (7))

0 0

x(c(@) ]l gz =w)|+]d(@) || g'(z=w) |z,

%) | < k(| g(0)|+]£'(0)]) exp{— | a(s)ds}

0

o jexp{_ Jats) ds}a(r) [c@llg-WI+d@) '],
0 T a(T)

< a}}ggg)(\ g)|+]g'(1)) exp{— Ia(s)ds}

0

PPN EL01 G IRa EIG F{GRIVIY {_ fats) ds}a(r) ie

0<t<w a(t)
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= a{glgg)(l g)[+1g'® !)eXp{— fa(s)ds}

0

—w<t<0 a(t + W)

+max\c(r+w)ug<r>r+rd<z+w>|rg'(r>r[1 exp - a(s)ds J}

< amax{%oq 014120 . max KW+ W) g0 |}

ke a(t+w)

x(exp{ ja(s)ds}+l exp{ a(s)ds}]

ax LM g [+]d(E+w) [l g'(0) I}

= amaX{glggo(! g0 +1g'®]) . max prE
=arlF
esitsizligi elde edilir. Boylece V¢ € [0, w] araliginda
|x(t)|aF
saglanir. (3.38) esitliginin her iki tarafin tiirevi alinirsa
xX'(1) = g(0)@; (1) + g'(0)D5 (1)

T

—jexp{ja@)ds}(@;(t)@l(r)—<D1<t><bz(r>)(c(r>g<r—w)+d<r>g'(r—w))dr

0
bulunur. Yukaridaki gibi benzer islemler yapildiginda

| XO)aF , 0<t<w
oldugu aciktir. Sonug olarak, V¢ € [0, w] araliginda

| x(@)|+|xX' ()L 2a F (3.39)
saglandig goriliir. Diger taraftan V¢ € [0, w] araliginda

2O | +1dO [ X O] le@|+]1dO)] _,
a(t) a(t)
bulunur. Boylece, (3.39) ve (3.40)’dan V¢ €[0,w] i¢in (3.37) esitsizligi saglanir. Kabul

(3.40)

edelim ki ¢e[(n—1)w,nw] araliginda (3.37) esitsizligi saglansin. nw <t <(n+1)w

araliginda ise (3.35) denkleminin ¢ézimii



52

x(t) = x(mw)®, () + x'(nw) D, (¢)

T

- j.exp{ J. a(s)ds}(d)2 0D, (7)-D,(1)D, (T))(C(T)X(T -w)+d(7)x'(r - w))dr (3.41)

bi¢imindedir. Buradan
| x(@) [ x(nw) | ®, (1) | +] X' (nw) | @, (1) |

T

+ exp{ | a(s)ds}qcbz(t)n<I>1(r>|+|<1>1<r>||c1>2(r> )

nw

x(le(@) || x(z=w) | +]d(@) | x'(z = w) |Jdz

| x(2) [< k(| x(nw) | +] x"(nw) ) exp{— .[a(s)ds}

nw

+ jexp{ j a(s)ds}k exp{— ja(s)ds}ﬂ D, ()| +]D,(7) |)

nw nw

x(e(@) | x(z =w) [ +]d(@) | ¥'(z = w) M=

< k( max /(! x(t) |+ x'(¢) |)exp{—j a(s)ds}

nw

2k [ exp {—j.a(s) ds}a@'c(” |x(z=w)|+|d@ X @=W)]
a(r)

nw T

< a{( max (I x(0) |+ x'(2) |)exp{—j a(s)ds}

B GIIE AT IE QTGN e {—ja(s)ds}a(r)dr}

nw<t<(n+l)w a(t)

dir. ¢(¢), d(t) ve a(t) fonksiyonlar1 periyodik oldugundan

|x(t) L {(nrll)lws)tisnwﬂ x(@)|+|x'(2) |) exp {—I a(s)ds}

nw

s WO+ @) X'(f)’(l_exp {_ f ) d}]}

(n-1)w<t<nw a(l‘ + W)

nw
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Samax{ max (’x(t)""’x'(t)D max |C(t+w)||x(t)|+|d(t+w)||x’(t)|}

(n-1)w<t<nw (n=l)ws<t<nw a(t + W)

X (exp {—j. a(s)ds} +1—exp {—j a(s)ds}]

zamax{ max (| x(1)|+]x'(£)]) max |c(f)||x(t)|+|d(f)||x'(t)|}

(n—-1)w<t<nw (n-1)w<t<nw a(l‘)

<aa)'F

elde edilir. Yani,
n+l F
| x(?) £ L) 5 nw<t<(n+h)w

saglanir. (3.41) esitliginin her iki tarafin tiirevi alinirsa
xX'(t) = x(nw)®D; (1) + x'(nw) D, (¢)

T

—j exp( J‘ a(s)ds](d)'2 (D, (1) - D ()P, (7)) (c(7)x(z —w) +d()x'(r —w) ) d .

elde edilir. Buradan

[ X'(@) <] x(nw) [ @1 (@) [ + ] X' (nw) || @3 (0) |

+ exp{ | a(s)ds}ﬂ DL (1) || D, (7) | +] D (1) ]| (7))

nw nw

(| c(2) || x(z = w) | +] d(z) || X'(z = w) |)dz

<k(|x(nw) |+ x'(nw)|)exp {—j a(s)ds}

nw

2k exp Ha(s) ds}am"‘(” | 2= [+d@ ¥ @-w)]
a(?)

nw T

nw

< a{( max (Ix(0) |+ x'() |)exp{—j a(s)ds}

R 'C(”W>“x@'+'d(”w)"’“'“)'(l_exp{_ja(s)ds}}

(n-l)w<t<nw a(t + W)

nw
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NG

Samax{ max Qx(t)|+

(n=l)w<t<nw

le@)|x@®)] +|d@)|x'@) }
max

(n=1)wsr<nw a()
<aRa)'F
elde edilir. Yani,

| x'(1) < Qa)"™" % , mwt<(n+)w

dir. Boylece ¢ € [nw,(n+1)w] araliginda
| x() [ +] X' (1) 1< 2)"™ F

saglandig1 goriiliir. Diger taraftan V¢ € [nw,(n+1)w] araliginda

cOUIOIAOIX O] _ (e F 1O +AO)
a(t) B 2 a(t)

oldugu agiktir. Sonu¢ olarak, Tiimevarim yoOntemine gore V¢e[0,0) i¢in (3.37)

< (Za)nHF

esitsizliginin dogrulugu gosterilmis olup ispat tamamlanir.
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3.5. Degisken Gecikmeli (Delay) Durum Feedback Kontrollu Lineer Olmayan

Diferansiyel Sistemlerin Kararhhg

Bu kisimda degisken gecikmeli biiyiik 6l¢iide lineer olmayan sistemlerin bir sinifi igin
kararlilik problemi ele alintyor. Burada Razumikhin tipi teorem ile Lyapunov kararlilik
teorisini Dbirlestirerek (Laksmikantham vd., 1994) veya (Burton, 1983), degisken
gecikmeli sistemlerin bazi kararliligini her zaman garanti edebilen bir durum feedback
kontrol smifin1 dneriyoruz. Bu béliimde, degisken gecikmeli fonksiyonlarin siirekli ve

sinirlt negatif olmayan fonksiyonlar olarak varsayiyoruz.

Biiytik ol¢iide dinamik sistemlerin kontrol problemi ¢ok ilgi ¢ekmektedir, ¢iinkii birgok
pratik kontrol probleminde ¢ok sayida dinamik sistem vardir (6rnegin; ulasim sistemleri,
giic sistemleri, iletisim sistemleri, ekonomik sistemler, sosyal sistemler vesaire). Son
yillarda biiylik Ol¢iide dinamik sistemlerin kararliligi fazla calisgilmistir; (Davision,
1974; Siljak ve Veckevic, 1977; Ikeda ve Siljak, 1980; Shi ve Gao, 1987). Ozel olarak
(Ikeda ve Siljak, 1980) calismasinda degisken katsayili lineer dinamik sistemler icin
kararlilig1 temsil eden durum feedback kontrol sinifin1 6nermistir. Daha sonra, (Shi ve
Gao, 1987)’de ve (Ikeda ve Siljak, 1980) calismalarinda gelistirilen sonuglar, zamana

gore degisen lineer sistemlerin iki sinifina genisletilmistir.

Diger taraftan kontrol gerektiren bir¢ok miihendislik sistemlerinde sabit veya zamana
bagli gecikmelerin ortaya ciktigi ve sik olarak da gecikmenin bir kararsizlik kaynagi
oldugu ¢ok iyi bilinmektedir. Bu yiizden zamana bagl gecikmeli sistemlerinin kararlilik
problemi yillar boyu kontrol sistemlerinde en popiiler arastirma konusu olmustur. Bu
konuda bircok makale ve eserler ¢ikmis ve zamana bagl gecikmeli sistemleriyle ilgili
bircok ¢6ziim yaklagimi sunulmustur, (Feliachi ve Thowsen, 1981; Mori vd., 1983,
Ikeda ve Ashida, 1979; Watanabe vd., 1983; Know ve Pearson, 1980). Son yillarda
biiylik Olglide degisken gecikmeli dinamik sistemler i¢in kararlilik problemi Onemli
olciide dikkat ¢ekmis ve bazi sonuglar elde edilmistir. Ornegin (Sinha, 1990)’de sinirsiz

gecikmeli biiyiik dlgiide lineer olmayan dinamik sistemlerin bir sinifi i¢in kararlilik
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problemini almistir. (Lee ve Radovic, 1987)’de dogrusal zamana gore degisen biiylik
Olciide ¢ok degiskenli ve degisken gecikmeli sistemlerin kararlilik problemi ele alinmis

ve yerel durum feedback kontrol i¢in yeterli kosullar tiiretilmistir.

Bu boliimde, degisken gecikme igeren biiyiik dlgiide lineer olmayan sistemlerin bir sinifi
icin kararhilik problemi ele alinmaktadir. Razumikhin tipi teoremi ve Lyapunov
kararlilik kuramiyla birlestirilerek degisken gecikmeli biiyiik 6l¢iide dinamik sistemlerin
bir sinifi i¢in bazi tip kararlilig1 her zaman garanti edebilen durum feedback kontrollerin
bir smifi 6nerilmektedir. Ozel olarak, lineer durum igin bu béliimde dnerilen durum
feedback kontroller (Ikeda ve Siljak, 1980)’de onerilenlere benzerdir ve (Ikeda ve Siljak,
1980)’de verilen sonuclarin sistemlerde degisken gecikmeli biiyiik dl¢lide sistemlere bir

genislemesi olarak diisiiniilebilir.

Ek olarak, degisken gecikmenin herhangi siirekli, sinirli ve negatif olmayan bir
fonksiyon olmasini istiyoruz; degisken gecikmeli fonksiyonun yani, A(z)’nin A'(¢) <1
esitsizligini saglamasina gerek duymuyoruz. bu duruma esitsizlikle ilgili bircok
makalede gerek duyulmustu (Ikeda ve Ashida, 1979) ve (Sinha, 1990). Ayrica dnerilen
durum feedback kontroller gecikmeden bagimsiz oldugundan bu boliimde elde edilen
sonuglar gecikme hakkinda kesin bilgiye sahip olunmadig: sistemlere 6rnegin bozuk

gecikmeye sahip sistemlere de uygulanabilir.

Bu caligmadaki Boliim 3.5.1.’de degisken gecikmeli biiyiik 6l¢lide lineer olmayan
sistemlerin bir sinifi incelenecek ve bazi standart varsayimlar ifade edilecektir. Boliim
3.5.2.’de sirasiyla biiylik Ol¢iide degisken gecikmeli lineer olmayan sistemler igin

kararlilig1 garanti eden durum feedback kontrollerin bir sinifin1 6nerilecektir.
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3.5.1. Problem Kurma ve Varsayimlar

3.5.1.1. Problem kurma. N tane gecikmeli diferansiyel denklemleriyle verilmis S,,
i=12,...,N altsistemlerinden olusan, degisken gecikmeli biiyiik dl¢iide lineer olmayan

sistemlerin

dx,
xd’—t(t) = £,(x,(0,0) + g, (x, (1), ), (£) + E, (x(2), x(t = h(©)),1) . (3.42)

formundaki bir § smifim disiinelim. Burada ¢e/R", durumun simdiki degeri

x;(t)eIR" ve u,(t)eIR™ kontrol vektoriidir. Bu bdliimde, x(z)e/R" durum
vektoriini  ve  x(¢—h(t))eIR" ifadesini n=n, +n,+..+n, olmak {izere
L c=n@)xt—hy@)]  temsil  eder.  Her  ief{l-,N} igin
£():IR" xIR—>IR", g, ():IR" xIR—>IR™™ ve E,():IR" xIR" x IR — IR"
sirastyla stirekli vektor ve matris fonksiyonlaridir. Ayrica her i € {l,---, N} icin degisken
gecikmeli 4, (f) fonksiyonu herhangi siirekli, smirli ve negatif olmayan bir

fonksiyondur. Yani, hi pozitif bir sabit olmak iizere
0<h, (1)< h

esitsizligi vardir.

Degisken gecikmeli her alt sistem i¢in baslangi¢ kosulu
xO)=w. (), telt,—ht,] (3.43)
ile verilir. Burada v, (?), [¢, — h, t,] araliginda siirekli bir fonksiyondur ve
Z:zmax{;u,izl,---,N}
dir. Genelligi kaybetmeden her S, alt sisteminde herhangi # € IR i¢in
f£,0,6)=0, i=1--,N

oldugunu varsayabiliriz, yani orijin ( x = 0 ) noktas1
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dx, (1

TZfi(xi(t),t), i=1-,N (3.44)

seklindeki zorlanmamis izole alt sistem i¢in bir denge noktasidir. Degisken gecikmeli
biiylik Olclide lineer olmayan sistemlerin bu smifi i¢cin durum feedback kontrol
fonksiyonu

u, )=y, (x,(0,0), i=1-,N (3.45)
ile wverilir. Burada her S, alt sistemi i¢in p,():/R" xIR— IR™ siirekli bir
fonksiyondur. Bu durumda (3.45) doniisiimii (3.42)’de yerine yazilirsa S, i=1,---, N

cli®
kapali ¢gevrimli biiyiik dl¢iide degisken gecikmeli lineer olmayan alt sistemler
dx, (1)

5 L0 0+ g, (x, (0,07, (6, (1), ) + B (x(0), x(t = (1)), 1) (3.46)

olarak bulunur.

Bu béliimiin amac1 (3.45)’te verilen yerel lineer olmayan durum feedback u,(¢)

kontrolorii gecikme durumlarin varhiginda bile (3.42)-(3.43) ile gosterilen biiyiik

ol¢iide (S) sistemini kararli yapacak sekilde sentezlemektir.

3.5.1.2. Varsayimlar: Sentez yaklasimimizi vermeden once (3.42) sistemi i¢in Once

asagidaki standart varsayimlari tanitacagiz.

Varsaymm 1. f,()), g,(:) ve E.(:) (i=1,---,N ) vektdr ve matris fonksiyonlari siirekli ve

zamana gore diizgilin sinirhidir ve duruma gore yerel diizgiin sinirhidir.

Varsaymm 2. Her E,(-), ie{l,---, N} i¢in
E; (x(0), x(t = h(1)), 1) = g (x; (1), 1) (x(1), x(t = h(2)), 1) (3.47)
olacak sekilde (x,x,,t)eIR" xIR" x IR igin siirekli bir &, (-):IR" xIR" xIR — IR™

doniisimii vardir. Burada x,, x(z — 4(¢)) vektoriinii gosterir.
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Varsaymm 3. Her &,(-), i €{l,---, N} icin dyle negatif olmayan c;, ¢, ¢, (j=1,--,N)

sabitleri vardir ki her (x,x,,#) € IR" x IR" x IR i¢in

1 6; (x(@), x(2 = h(2)), 1) [[< Z[Cj ([ 48, 1%, = @) [ +¢,] (3.48)

saglanir. Burada (3.48) esitsizligin sol ve sag taraftaki ||-|| ifadesi sirasiyla bir ()

vektdriin Oklid normunu ve kisitlanmis matris normunu gosterir.

Varsayim 4. Orijin (x =0) noktas1 (3.44) seklindeki zorlanmamis her izole alt sistem
icin bir denge noktasidir. Daha 6zel olarak (3.44) sistemi i¢in bir R.(X;,#) Lyapunov

fonksiyonlari ailesi vardir. Yani her (x,,7) € IR" x IR i¢in

(Bomin 12O 1] <0, 05,06 < (2 13,01

aUi (xi (t)at)

ot +V§iui(xiat)ﬁ(xi(t)at)g_niui(xi(t):t)

olacak sekilde C' siifindan bir U,()€R,(x,,1):IR" xIR—IR" fonksiyonu ve

Aivass M: Aimn sabitleri vardir.

Hatirlatma 1. Varsayim 1.’in matematiksel tamlik i¢in teknik bir varsayim oldugu
aciktir.  Varsayim 2. biiyiikk olclide sistemlerin giris-baglantili oldugunu gdsterir.
Varsaymm 3. standarttir ve biiyiik dlciide lineer olmayan baglantili sistemlerin kontrol
problemleri ile ilgili makalelerde bulunabilir. Varsayim 4. her zorlanmamis izole alt
sistemin bir Lyapunov fonksiyonu var olmasi hesabiyla zorunlu olarak kararlidir.
Aslinda biiyiik 6l¢iide baglantili sistemlerde, her izole alt sistemin ve tiim sistemin
kararlihgin1 garanti etmek i¢in izole alt sistemlerin kararliligt uygulanabilir olmasi

gereklidir.

Hatirlatma 2. Gergekten Varsayim 4. daha geneldir. Bir biiyiik dl¢lide lineer olmayan
sistemi Varsayim 4.’e uydurmak i¢in her izole alt sistemi karsilik gelir.. Yani degisken

gecikmeli igeren baglantili terimlerinin etkisini kontrol etmeden once Varsayim 4.’te



60

iceren belli kararlilik 6zelliklerine sahip her izole alt sistemi elde etmek i¢in kontroliin
bir boliimiinii kullanmamiz gereklidir. Buna gore bir yerel kontrolcii iki par¢adan olusur.
Bunlardan birisi her izole alt sistemi kararliliga uygular, digeri baglantili terimlerin

yaklasiklarini elde etmede kullanilir.

Yardimci Teorem 3.5.1.1.

X(O=y(t), telt,—h.t,] (3.49)
baslangi¢ kosulu ile verilen
=0 fax) (3.50)

fonksiyonel diferansiyel denklemi diisiinelim. Burada, x, =x(1+6), t,—h <0<t,
dir. s>0 i¢in W,(s)>0, (i=123) ve W,(0)=0, (i=12) olmak lizere azalmayan
stirekli W, : IR* — IR" (i =1,2,3) fonksiyonlar olsun. Varsayalim ki

1) Herhangi ¢ €[¢, — h,©) ve x e IR" igin

Wil x )<V (ex) <w,([x]D) ;
ii)Eger t —h <&<t, t>t, i¢in || x(&)||< ¢ || x(t)|| ise V'(t,x) < —W,(|| x|) olacak
sekilde pozitif bir ¢ >1 vardir.

kosullarin1 saglayan siirekli bir V'(-):[¢, — h,0)x IR" — IR* fonksiyonu bulunsun. Bu

durumda (3.49)-(3.50)’in ¢oziimleri diizgiin asimptotik kararlidir.

Yardimcei Teorem 3.5.1.2. (3.49)-(3.50)’de verilen fonksiyonel diferansiyel denklemini
g0z oOniine alalim. s >0 i¢in W,(s)>0, (i=1,2,3) ve W,(0)=0, (i =1,2) olmak iizere
azalmayan stirekli W, :IR" — IR" (i=12,3) fonksiyonlar olsun. Varsayalim ki
asagidaki sartlar1 saglayan siirekli bir V' (-):[¢, — h,0)x IR" — IR* fonksiyonu var
olsun.

i) Herhangi ¢ €[t, — h,) ve x € IR" igin

Wil x D)<V @x)<w,([x]D ;
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ii)Bger t —h <E<t, t2t, igin || x(E)|< q || x()|| ise V'(t,x) < —W,(| x|) + &

olacak sekilde pozitif bir ¢ >1 vardir. Burada & >0 ifadesi ¢ < liminf W, (r)

r—>0©

saglayan bir sabittir.

Bu durumda (3.49)-(3.50)’in ¢oziimleri diizgiin sinirhidir.

Hatirlatma 3. Yardimci Teorem 3.5.1.1. degisken gecikmeli dinamik sistemler i¢in
meshur Razumikhin tipi teoreminin gelistirilmis bir seklidir (Hale ve Lunel, 1993) ve
(Xu ve Liu, 1994). Diger bir taraftan, Yardimci Teorem 3.5.1.2. (Xu ve Liu, 1994)’deki
benzer metot kullanilarak (Hale ve Lunel, 1993)’iin Bolim 5°teki Teorem 4.3.’{in

yardimui ile kolayca elde edilebilir.
3.5.2. Yerel Durum Feedback Kontrolorleri

Bu bdliimde, ilk olarak boliim 3.5.1.°de anlatilan biiylik 6l¢iide degisken gecikmeli
lineer olmayan sistemleri diisiinecegiz; daha sonra higbir izole alt sistemi lineer olmayan
biliylik 0lciide degisken gecikmeli sistemlerin bir sinifi i¢in kararlilik problemini

tartisacagiz.

3.5.2.1. lineer Olmayan Biiyiik Olciide Sistemler i¢cin Durum Feedback

Kontrolorleri

Ik olarak kapali ¢evrimli sistemlerinin diizgiin siirliligin1  garanti edebilecek durum
feedback kontrolorlerinin bir siifin1 sunuyoruz. Daha sonra bu siift kapali sistemler

icin diizgiin asimptotik kararlilik sonuglari elde etmek i¢in degistirecegiz.

Sistemlerin Diizgiin Simirhihigi: (1)’de verilen S biiyiik Olgiide degisken gecikmeli
lineer olmayan sistemi diisiinelim. Lyapunov yaklagimini temel alarak asagidaki yerel

durum feedback kontroldrlerini 6neriyoruz:

ui(t):7i(xi(t)at):_kigiT(xi(t)»t)vx,ui(xi(t)7t)a i=L..,N, (3.51)



62

burada k,, (i =1,..., N') ler kontrol kazanimlari yani,

N
k=Y a2 vt + 522 i=1,.,N (3.52)
Jj=1
1 1 ﬂ’ilnin .
IR i j=la.N (3.53)
J J

bi¢imindedir. Burada d;, e, ve &, pozitif sabitler ve d;, e, sabitler (3.53)’

saglayacak sekilde secilmislerdir.

Hatirlatma 3.5.2.1.1. (3.51), (3.52) ve (3.53)’den her S, alt sistemi icin u,(¢) yerel

durum feedback kontroloriiniin siirekli oldugu agiktir. (3.52) ve (3.53)’nin 1s18inda

feedback kazanimi k,’yi kolayca belirleyebiliriz. Buna gore Onerilen kontrolorlerin

baglantilarda durum gecikmelerini igeren biiyiik 6l¢iide lineer olmayan S sistemi igin
kararliliga garanti edici durum feedback kontroldrlerinin bir sinifi oldugunu gosteren

asagidaki teoremi ifade ederiz.

Teorem 3.5.2.1.1. Varsayim 1.- 4.’ii saglayan genis Ol¢lide degisken gecikmeli (3.42)
lineer olmayan dinamik sistemini diisiinelim. Bu durumda (3.51), (3.52) ve (3.53)’de

verilen u,(¢), i=1,..,N durum feedback kontroldrlerini kullanarak genis dlgiide S

sisteminin diizgiin smirlilig1 garanti edilebilir.

Ispat: ie{l,..., N} olmak iizere ¢>¢, icin x,(t), her kapali gevrimli S, alt sisteminin
¢oziimii; ve her zorlanmamis izole (3.44) alt sisteminin v, (-) € R, (x,,t) Lyapunov
fonksiyonu, her kapali ¢evrimli S, alt sistemi i¢in Lyapunov fonksiyonu olsun. Bu
durumda Varsayim 2., 4. ve (3.46)’ten herhangi 7 > ¢, i¢in ve her kapali ¢evrimli S, alt
sistemi i¢in

4,0, (0.0) _ 0w, (5,@,0)
dt - ot

< {f(x, (), 1) + g, (x, (0,007, (x, (0),8) + E, (x(2), x(t = h(t)), 1)}

VI o,(x,(0),0)
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<=1,0,(x; (0,0 + VL0, (x, (0, 0)g, (x, (0,7, (x, (1), 1)

+ V3, 0,(x, (0,08, (x, (0,08, (x(0), x(t = (1)), ) (3.54)

oldugunu goriiriiz. Daha sonra (3.48), (3.51), (3.52), (3.53), (3.54) ve norm tanimindan
dv,(x,(1),1)
T < —1Y; (Xl- (t)’t) - k,vi b; (x,' (t)’t)gi (xi (t)’ t)ng (xi (t)’ t)vx,- v, ('xi (t)’t)

+ V10, (x,(1),08, (x, (1), )&, (x(2), x(t = h(1)), 1)
< -7,0; (xi (t),t) - ki H giT (xi (t),t)Vx[ b; ('xi (t),t) H2
+]l g/ (x, (0,0, 0,(x, (), ||| £ (x(2), x(t = h(£)), 1) |

< -7,0; ('xi (t),t) - ki H giT ('xi (t),t)Vx[ Y; ('xi (t),t) H2

N
g’ x5O,V 0,001 D ey 15,0148, 11 x, (¢t = h, @) | +¢, ]
j=l
N
<=0, G0, =Y [d2e2 + 22 + 5282 Il g (x, 0,0V, v, (x, (), D) |
Jj=1

#lgl 0.0 0 O DL, 15,148, 3, =h o)1+¢, ] (355)

elde ederiz. Gelistirilmis Razumikhin-tip Teoreminin 1s1ginda (Yardimct Teorem

3.5.1.2.) her alt sistemde herhangi pozitif ¢, >1 igin

dt

Ix©l<q Ol t-h<&<t,  Vie{l.,N}. (3.56)
esitsizliginin dogru oldugunu varsayalim. Bu durumda (3.56) ifadesini (3.55)’de yerine
koyarak

dv,(x,(1),1) <
— 2 <0, (x, (0,0 = ) [dfo ]II g/ (x, 0,0V v, (x, ()0’
Jj=1

+g! 0.0V 0, (0.0 [e, 11x, 1]

=Yg el v v @0l
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g (e 0,0V, v, (x, (1), r>||2[q,c,, Ix, @]

-Yleliel 0.0V o, 00

+||g,-T(xi(f),t)Vx,.U,-(xi(f),t)||Z_:ég

elde ederiz.

Vix,,t)=

(3.57)

20, (x,(0).1)

oldugu kabul edilirse (3.57)’ten

dv (x,.1) _
dt

—c; gl (x, (0,0,

=3 S e 18] (x (0,0, 0, (x, (0,0 |

i=1 j=1

— 4, 1l g" (x,(0,0V, 0,(x, @D x, @) ]

N

i=1

Jj=1

N N

—ZHU(X O.0-3 Y lae ¢! 0.9, RACAGNIS

i=l j=1

0, (x, @), -1 x, @) ]

LS S 5% g7 (e (00, 0, (x (O |

—é, gl (0,07, 0, (x, (0,0 ]

- _Z 1,0, (x; (1), 1) = Zz

M=

™-

M=

M-

~.
LN

Mz

~.
L

; Jux,ani

J

[d s gl (e @.0V v, (x,(0),0) ] —[ 5

i=l j=1

) (t
e, llg] (0,07, v, (x, (0,0 —M}

]

1
20

J7y

}nx(r)n +ZZ( ]nx(t)n DI
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SRR 32 C e IS » o

i=l j=1 j i=l j=1

N NY 1
>, (x(t)t)+2(1j{?+e—} x,(0) | +Z452 (3.58)

= i

—_

elde edilir. Eger her i € {l,..., N} icin

dv, (x,(£),) NY 1
— < —n,0,(x,(2),0) + (XJ[? + e_}

(3.59)

formundaki bir esitsizlik saglanirsa (3.58) esitsizliginin de saglanacagt V(x,,¢)
tanimindan agiktir. Buna gore her i € {l,..., N} i¢in (3.59)’dan
dv, (x,(1), t)
dt
elde edilir, burada
2
o, =nA . — (%j(% + Z—;J, g = 4];[[2

1

o, | x, )| +&, (3.60)

dir. Buradaki d; ve e; kontrol kazamm parametreleri (3.53) saglanacak sekilde
secilmistir. Dolayistyla her i=1,...,N i¢in @, >0 olacak sekilde yeteri kadar kiigiik
g, >1 vardir. Diger taraftan ie{l,..., N}olmak iizere herhangi &, >0 sabiti igin

asagidaki esitsizlik saglanir:

&, <liminf W, (r),

r—©

burada
W (lx @)=, [ x,@)
dir. Sonug olarak, Yardimec1 Teorem 3.5.1.2.°ye gore (3.60)’den ve V(x,,¢) tanimindan

genis Olglide S sistemi (3.51), (3.52) ve (3.53)’de verilen yerel durum feedback

kontroldrleri altinda diizgiin sinirliliga sahiptir.
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Sistemlerin Diizgiin Asimptotik Kararhhgi: Sistem (3.42)’in diizglin sinirliligim
garanti edebilecek kararlilik edici durum feedback kontroldrlerinin bir sinifin1 6nerdik.
Sistem (3.42)’in daha iyi bir dinamigini elde etmek i¢in (6rnegin, diizglin smirlilik
bolgesinin daha kiigiik olmasi gibi) i€ ({l,..., N} olmak iizere daha biiyiik bir k£, kazanim
parametresi segmenin (ki bu yiliksek kazanim kontroldriine yol agabilir) gerekli oldugu
(3.60)’den bilinebilir. Bunun iistesinden gelmek i¢in simdi yukarida Onerilen
kontroldrleri biraz degistirecegiz. Degistirilmis kontroldrler (3.42) sisteminin diizgiin

asimptotik kararlilig1 garanti edebilir ve

u, (1) =7,;(x;(1),0) = py; (x,(0),0) + po; (x,(0),1) (3.61)
ile verilebilir, burada p,;(-) ve p,,(-) asagidaki fonksiyonlarla verilir:

PG 0.0 =~k 8] (x, (0,0, 0, (x,(0).0) (3.62)

khe! (x,(0,0V, 0,(x,(0),0)

Py (X, (), 1) =—1— — 1 (3.63)
Il &/ 0,09, 0,0e0,01 z + 4, 115,01
ve burada her i =1,..., N i¢in IQH ve l%.z kontrol kazanimlari

A N

by =Y aze: + @], i=1,.,N (3.64)
J=
A N

ki, =.¢;, i=1..,N (3.65)
J=

A&
%+L2<4 0% jmin — ) , j=1L..,N (3.66)
d; e N

bigimindedir. Burada d,, e, ve &, pozitif sabitler ve (3.66)"1 saglayacak sekilde

J

secilmislerdir.

Hatirlatma 3.5.2.1.2. Varsayim 1., 2. ve 4.’ten (3.61), (3.62), (3.63), (3.64), (3.65) ve

(3.66)’da onerilen yerel durum kontrolorlerinin diizgiin siirekli oldugu agiktir. Ayrica,

herhangi (¢,x,) € IR" x IR" igin

gl (5, 0,0V, 0, (x, 0,01y <l g] 0,0V 0,0, (0,0 [ oy + &, 1 x,0) |
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oldugunu g6z 6niine alirsak (3.63)’den herhangi (¢,x,) € IR* x IR" igin

| 22; (x; (1, D [[< ki
oldugunu elde ederiz, bu da (3.63) kontrol fonksiyonunun smirliligin1 gdosterir.

Dolayistyla (3.61), (3.62), (3.63), (3.64), (3.65) ve (3.66)’da verilen yerel durum

kontrolorlerinin diizgiin siirekli ve yerel diizgiin sinirlt oldugu goriliir.

Hatirlatma 3.5.2.1.3. x=0"’da (3.63)’de verilen kontroliin pay ve paydasinin birlikte
sifira gittigi dikkate degerdir. Bu (3.42) ve (3.61), (3.62), (3.63), (3.64), (3.65), (3.66)’1le
verilen kapali ¢evrimli genis Olclide baglantili sistem i¢in  ¢Oziimlerin varli§inin
x=0’da garanti edilemeyecegini gosterir. Bununla birlikte (Gutman, 1979)’dekine
benzer bir metod uygulayarak (3.42) ve (3.61), (3.62), (3.63), (3.64), (3.65), (3.66)’le
verilen kapali ¢evrimli sisteminin sag tarafinin (x,7) € IR" x IR" f{izerinde {istten yari
siirekli oldugu ispatlanabilir. Dolayisiyla bir genel dinamik sistem olarak kapali ¢evrimli
sisteminin ¢oziimlerinin varligi pekala garanti edilebilir. Bu da (3.63) kontroliiniin x = 0

orijine yaklastiginda bir limite sahip oldugunu gosterir.

Teorem 3.5.2.1.2. Varsayim 1.- 4.’lere uyan genis Ol¢iide degisken gecikmeli (3.42)

lineer olmayan sistemini diislinelim. Bu durumda i =1,..., N olmak {iizere (3.61), (3.62),
(3.63), (3.64), (3.65), (3.66)’de verilen u,(t) durum feedback kontrolorleri altinda
(3.42)’de gosterilen genis Olciide degisken gecikmeli sistem diizglin asimptotik

kararlidir.

Ispat: Teorem 3.5.2.1.1.”in ispatina benzer sekilde (3.61), (3.62), (3.63), (3.64), (3.65),

(3.66) kontroldriinii kullanarak herhangi ¢ > ¢, i¢in

dv, (x,(1),1)

N
o < —1,0,(x,(1),0) = ) [dfciﬁ +eic; ]H g (x,(0),0V, v,(x, (0,0
=1

#1800, 0.0 1 X Le, 1, 01148, I, ¢ =k, e)1]
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kel .0V, o 0.0
g Cx (.0, 0, (x, (0,01 Ky + & || x,(6) I’

g/ (x, (0,09, 0,(x,(0).0) Ik, (3.67)
oldugunu kolayca elde edebiliriz.
ke G009, o 0,01
[ giT (x; (1), t)vxi O (x, @), ) [ kiy + € 1 x,(2) ||2

+11g] (x, (1,0, 0,(x, (), || £,

g @,V 0, (x, ), Dl k-2 1l x,@) |
gl (), OV, 0,(x,(0.0) || iy + &, | x, (t)ll
oldugu dikkat edilirse (3.68)’yi (3.67)’da yerine yazarak

dv, (x,(1), t)
dt

A PACYE (3.68)

<70, (x5, (0.0 + & || %, (1) |
—Z[d 2+ I gl 0,0V, v, (x, (0,0 P

+|| giT(xi(t),l)inUi(xi(l),t)||Z[Cij |, N1+, lx, (=R, @)]]  (3.69)

elde edilir. Gelistirilmis Razumikhin tipi teoreminin 1s18inda (Yardimci Teorem 3.5.1.2.)
her alt sisteminin herhangi pozitif ¢, >1 i¢in asagidaki esitsizligin dogru oldugunu
varsay1yoruz:

I @l<q, lxOl .,  (-h<E<t,  Viel,Ny  (3.70)

Bu durumda, Teorem 3.5.2.1.1.in ispatina benzer sekilde (3.70)’yi (3.69)’da yerine
koyarak

Tl ¢ ZU,U,(x(t)t)+Z( j[_+_+g}llx,-<r)||2 3.71)
ei

elde ederiz.

dv, (chh(f)_t) —n,0,(x;(t),0) + (]DL,L+£+ ¢, } lx@I* (372

i i
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formundaki bir esitsizlik her ie{l,..., N} icin saglanirsa (3.71) esitsizliginin de
saglanacag1 V(x,,t) tanimindan aciktir. Buna gore (3.72)’ten her i e {l,..., N} icin

QDD <y, o) G

elde edilebilir, burada

) NY 1 g .
&, =i —| ==+ +&
i 771 imin (4 j{d? eiz IJ

dir. Buradaki d; ve e, kontrol kazamm parametreleri (3.66) saglanacak sekilde
se¢ilmistir. Dolayisiyla, her ie{l,..., N} icin @, >0 olacak sekilde i=1,..., N olmak
tizere yeteri kadar kiigiik ¢, >1 vardir. Buna gore Yardimci Teorem 3.5.1.1.°e gore

(3.61), (3.62), (3.63), (3.64), (3.65), (3.66) kontrolii altinda (3.42)’de verilen tim

sistemin diizgiin asimptotik kararli oldugu (3.73)’ten agiktir.
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3.6. Simrsiz Gecikme iceren Feedback Kontrollu Lineer Integro-Diferansiyel

Denklemlerin Co6ziimlerinin Davramslar:

Bu boliimde, sinirsiz gecikme igeren feedback kontrollu lineer integro-diferansiyel
denklemlerin davranisi hakkinda temel bir teorem verilmis ve bu temel teoremden
faydalanilarak asikar ¢oziimiinilin kararlilik kriterleri incelenmistir. Bu ¢alismada, diger
boliimlerdeki yontemlerden farkli olarak, karakteristik denklemin kokii tek olacak
sekilde yeterli kosullar verilmis ve bu koke bagl olarak asikar ¢oziimiiniin kararlilig

incelenmistir.

a;, i=12 reel sayillar ve g,, i=1,2 fonksiyonlar: [0,00) aralifinda sifirdan farkli ve

reel degerli siirekli fonksiyonlar olmak iizere
X'(6)=a,x(t) + j g, (1 — $)x(s)ds + a,u(r) + j g, (1 = s)u(s)ds (3.74)

snirsiz gecikmeli skaler lineer integro-diferansiyel denklemini goz Oniine alalim.

Burada (3.74) integro-diferansiyel denkleminin ¢6ziimii, [0,c0) araliginda stirekli

diferansiyellenebilen ve V¢ >0 icin (3.74) denklemini saglayan /R reel dogru iizerinde
tanimlanan stirekli bir reel degerli fonksiyon olarak tanimlanir. (3.74) denkleminde

verilen u(¢) fonksiyonu k € IR igin
u(t) =—kx(t) (3.75)
bi¢ciminde bir feedback kontroldiir. (3.75) doniisiimii (3.74) denkleminde uygulanirsa

kapali-¢cevrimli denklem
x'(t)=(a, —ka,)x(t) + j(gl (t—s)—kg,(t—5))x(s)ds
yada a=a, —ka, ve g =g, — kg, olmak iizere
x'(t) = ax(t) + jg(t — 8)x(s)ds (3.76)

bi¢ciminde yazilabilir.
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(—0,0] araliginda tiim stirekli reel degerli fonksiyonlarin uzayi C((—oo,O],IR) olsun. p

kiimesi C((—oo,O], IR) ‘nin bos olmayan altkiimesi olmak {izere ¢ € p i¢in

D(t) = .Tg(t -)g(s)ds, t=0

fonksiyonu [0, 0) aralifinda stirekli reel degerli bir fonksiyondur.

Verilen herhangi baslangi¢c ¢ € p fonksiyonu i¢in
x()=¢(1), te(-0,0] (3.77)

baslangic kosulunu saglayan (3.76) integro-diferansiyel denkleminin tek bir x ¢oziimii
vardir. Burada x, (3.76), (3.77) baslangi¢ fonksiyon probleminin ¢6ziimii ya da kisaca
(3.76), (3.77)’nin ¢oziimii olarak adlandirilabilir.

Bu ¢alismada,
je*” | g(s)|ds < o
0

olacak sekilde bir reel y sayisinin var oldugunu kabul edecegiz. Bu kabulden p

kiimesinin ¢ € (—0,0] igin ¢(¢) =e” fonksiyonunu kapsadigini garanti eder.

Eger ¢ € IR icin x(¢) =e” formunda (3.76)’nin bir ¢dziimii olarak tanimlarsak
l=a +J.e’)“5 2(s)ds (3.78)
0

karakteristik denkleminin bir kokii olmasi gerektigini goriirtiz.

Asagidaki kosullar1 saglayan

0

J.e’”g(s)ds >y—a ve J.e’”s lg(s)|ds <1 (3.79)
0

0

hipotezimiz olsun. Bu hipotez altinda, (3.78) karakteristik denkleminin (y, ) araliginda

bir tek A, kokii vardir; bu kok
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je*ofsyg(s)|ds<1 (3.80)
0
esitsizligini saglar. Gergekten, eger
F(/l):/l—a—J.e"“g(s)dS , Ay
0

olarak gosterilirse, bu taktirde, (3.79)’un birinci esitsizliginden F(y) <0 olur. Ayrica,
(3.79)’un ikinci esitsizliginden A4 >y icin

F'(A)=1+ je**fsg(s)ds >1 —je*ﬂss | g(s)|ds >1 — je*”s | g(s)|ds >0
0 0

0

elde edilir ve bunun sonucu olarak (y,o) araliginda F' fonksiyonu kesin artan oldugu

goriliir. Diger taraftan, her 4 >y icin
F(/l)z/l—a—.[e’“ |g(s)|dszz—a—je*” | g(s)| ds
0 0

dir, ve boylece F(x)=o elde edilir. Dolayisiyla, (y,0) araliginda F(A1)=0

denkleminin bir tek A, ¢6ziimii vardir. (3.79)’un ikinci esitsizliginden

0

J‘e_i"ss lg(s)|ds < J.e’”s lg(s)|ds <1
0 0

olacagindan ,, (3.80) denklemini saglar. Ozel olarak, (3.80) den

0

1+ [e™s| g(s)|ds >0 (3.81)

0

oldugu agiktir.

Sonug olarak, (3.79) hipotezi altinda, (y,00) aralifinda (3.78) denkleminin bir tek A,
koki varsa, bu durumda asagidaki gibi tanimlanan p 'nin bos olmayan alt kiimesi i¢in
p(4,) anlamindadir: ¢e p(4,) fonksiyonu ancak ve ancak <0 icin e ™ @(¢)
fonksiyonunun (—o0,0] araliginda smirli olmasidir. Kolayca goriilebilir ki p(4,),

t € (—0,0] icin ¢(¢) =™ fonksiyonunu kapsar.
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Bu kism1 bitirmeden once, iki dnemli tanimi verelim (Burton, 1983). Eger her £ > 0 i¢in

36(g)>0 vardirki ¢ € p igin
| ¢l=sup|e(2) <o

t<0
oldukc¢a
|x(t)|<e, VtelR igin
elde edilirse (3.76) denkleminin x = 0 ¢oziimii “kararlidir” denir. Ek olarak, eger

limx(¢) =0

t—o

saglanirsa (3.76)’nin x =0 ¢6ziimii “asimtotik kararlidir” denir.

Teorem 3.6.1. (3.79) hipotezi saglansin ve (y,o) araliginda (3.78) karakteristik
denkleminin tek kokii A4, olsun. Bu taktirde, herhangi ¢ € p(4,) i¢in (3.76), (3.77) nin

bir x ¢6ziimi

T ()
1+ Ie%"‘T sg(s)ds

0

SM(¢)Te*‘<""s|g(s)|ds, V>0 (3.82)

0

esitsizligini saglar. Burada

L($) = $(0)+ [ ™ g(s){ [ e-%"¢(r)dr}ds (3.83)

-8

Ve

M (#) =suple ™ §(t) -

t<0

_ L) ‘ (3.84)

1+ J-e%‘]ssg(s)ds

0

dir.
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Ispat: Keyfi bir ¢ € p(4,) gdzoniine alalim. (3.80)’den agik olarak L(g) bir reel sayidir.
Bundan baska, (3.81)’den M (¢) nin sonlu oldugunu iddia ederiz. Simdi, (3.76),
(3.77)’nin bir ¢ézimli x olsun.

y(t)=e ™ x(t), telR icin
tanimlansin. Bu durumda kolayca goriilebilir ki V>0 i¢in (3.76) denkleminin bir

¢Oziimii x oldugundan
Y(t)=(a—-2,)y()+ J'e_%sg(s)y(t —s)ds , t>0 igin (3.85)
0

denklemine dontisiir. Ayrica, (3.77) baslangi¢ kosulu yerine
y)=ept),  te(=00] (3.86)
formunu yazabiliriz. Bundan bagka, (3.78) denkleminin bir kokii A, olmasindan ve

(3.83) ve (3.86) ifadeleri kullanarak (3.85)’den

Y(0) = $(0) + [ (a = 2,)y(s)ds + [ g(s) | (& = 5)dé

= (0)+ (a=2)[ y(s)ds + [ " g(s) [ v(r)dr

0

= #(0) — T e g(s)dsj y(r)dr + Te*‘w" g(s){ j e g(r)dr +t.|.sy(r)dr}ds

-s

0

=¢(0) — J. e g(s){ y(r)dr}ds + J‘e%"s g(s)ds I e ™ p(r)dr

0 -5 —-s

yani

0

y(t)= —J- e%sg(s){ j‘y(r)dr}ds +L(p), t=0 igin (3.87)

0

denklemine denk oldugu goriiliir.

Simdi, (3.81)’den yararlanarak
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20 = () - —— =@ . telR icin

1+ J.e_’l”ssg(s)ds
0

tanimlayabiliriz. Bu taktirde (3.87) denklemine denk olan denklem

2y =—fe g(s){ | z(r)dr}ds . £20 igin (3.88)
0 t—s
seklindedir. Diger taraftan, (3.86) baslangi¢ kosulu
z(t)=e " P(t) — — L(9) , t € (—0,0] igin (3.89)

1+ J-ef%ssg(s)ds

0

formuna doniisiir. y ve z tanimlarindan dolay1 (3.82) esitsizligine denk olan esitsizlik
[z@6) <M ($)[e ™ s|g(s) s, VE=20 igin (3.90)
0

bi¢imindedir. (3.90)’in ispat1 asagidadir.

Simdi, (3.84) ve (3.89)’dan

|z@)|<M(p), t<0 icin (3.91)
elde edebiliriz. Biz burada

|zt) <K M(p), VtelR igin (3.92)
oldugunu gostermek istiyoruz. (3.92)’ye denk olarak V& > 0 i¢in

lz() < M(p)+¢&, VtelR (3.93)
oldugunu ispatlayalim. Cauchy-Peano Varlik Teoremine goére dyle bir ¢, >0 noktasi
vardir ki (—oo,,] araliginda tanimli olan tek ¢ézlimiiniin oldugunu ve bu ¢ézlimiin

2O KM@ +e, te(-o]
oldugunu sdyleyebiliriz. Yani (—o0,0] araliginda tanimlanmis ¢6ziimii 0 (sifir)’dan saga
devam ettirilebilir. Benzer sekilde, (—oo,#,] araliginda tanimlanmis ¢oziimii oo’a

genisletilebilir, aksi halde, z(¢#) nin o’a devam ettirilemeyen ¢6ziim oldugunu kabul
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edelim. Yani ¢ ’a bagh oyle bir £* =¢*(¢) > 0 noktas1 vardir ki (3.93)’ii saglamayan ilk
nokta olsun. z(¢) nin siirekliliginden dolay1

lz(t) < M(p), t<t*igcin ve |zt*)|=M(P)+e¢
olmalidir. Bu durumda (3.88)’dan

M (@) +& = 2(%) |=

Te_’l"“g(s){ tf z(r)dr}ds

0

t*—s

<fe™ | g(s) \{ [1207] dr}ds <(M($)+)e™s| g(s) s

t*—s

ya da
1< J-e%‘)ss | g(s)ds
0

elde ederiz. Bu ise (3.80) esitsizligi ile ¢elisir. Boylece (3.92) esitsizliginin dogrulugunu
gostermis oluruz. (3.92) esitsizligi kullanilarak (3.88)’dan her # > 0 igin

Teﬂosg(s){ j Z(I‘)di‘:|dS

0

|z(D) =

<[e™ | g(s) |{ [EG] dr}ds

0

=8

<M(§)[e s | g(s) ds

elde ederiz. Bunun sonucu olarak (3.90) saglanir. Teorem 3.6.1.”in ispat1 biter.

Teorem 3.6.2. (3.79) hipotezi saglansin ve (y,o) araliginda (3.78) karakteristik
denkleminin tek kokii A, olsun. Bu taktirde, herhangi ¢ € p(4,) i¢in (3.76), (3.77)’nin
bir x ¢dzimi

2
{1 + J.e%“‘“s lg(s)| ds} B
@=_" + j e s | g(s)|ds (3.94)
0

o0

1+ J.e_i‘]ssg(s)ds

0

veE
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N(@)=suple™ 90 ] (3.95)
olmak tizere
| x(¢) |< ON(g)e™ , V¢ >0 igin (3.96)

esitsizligi saglanir. Ayrica, eger A, =0 ise (3.76)’nin apagik ¢Oziimii kararlidir ve

A, <0 ise asimptotik kararhdir.

Ispat: (3.80) ve (3.81)’den dolay1 (3.94) ifadesinde ® >1 oldugu agiktir. ¢ € p(4,) ve
(3.76), (3.77)’nin bir ¢éztimi x olsun. p(4,), N(¢) ifadeleri sonludur. L(¢) ve M(¢),

(3.83) ve (3.84)te tanimlanmak {izere (3.82) esitsizligin saglandigim1 biliyoruz.
(3.82)’ten V>0 icin

e | x(1) | — L) +M(g) j e 5| g(s)|ds (3.97)
1+ J‘e%‘)‘vsg(s)ds 0
elde ederiz. Fakat (3.84)’ten
M (< N(g)+— D

1+ J.e%"ssg(s)ds
0
seklinde yazilabileceginden yukaridaki son esitsizlik

0

1+ J-efﬂ”“'s |g(s)|ds

e | x(t) [« — | L@ |+N(@)[e™s|g(s)|ds  (3.98)
1+ J.e_l"ssg(s)ds 0

0

seklinde olusturulur. Ayrica, (3.83)’den

| L(@)[< $0) | +[ e | g(s)] { e 190 dr}ds

—S

ya da

0

| L(P) < {1 + j-e_i""s 1g(s)] dS}N (9)

0
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yazilabildiginden, (3.98)’den ¢ > 0 igin

[1 + Te_l"ss lg(s)] ds}

e M | x(t) < 0 +

1+ Ie%"‘T sg(s)ds

0

e s g(s)|ds (N($)

S =38

sonucunu elde ederiz ve bdylece (3.96) saglanmis olur.

Simdi, (3.78) karakteristik denkleminin A, kokii icin A, <0 olmak iizere; (—o0,0]
araliginda siirli olan keyfi bir baslangic ¢ € p fonksiyonu goz oniine alalim ve

1¢11=sup|4()]

olarak tanimlayalim. Bu durumda ¢ € p(4,) ve

N <]
esitsizligi saglanir. (3.96)’den

| x(1) <O gl e™ Vt>0 igin (3.99)
yazilabilir. 4, <0 oldugundan, (3.99) esitsizlikten V¢ >0 icin |x(¢) |<©| @] seklinde
de yazilabilir. Boylece, ® >1 oldugundan

lx(1) <O o] , Vt e IR i¢in

elde ederiz. (3.76) nin apagik ¢6ziimii kararhdir.

Eger A, <0 ise bu durumda (3.99)’den

limx(¢)=0

t—w
saglandigindan (3.76)’nin apagik ¢oziimii asimptotik kararhidir. Boylece Teorem 3.6.2.

ispatlanmis olur.
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4. TARTISMA VE SONUCLAR

1) Bolim 3.2.°deki (3.8) denklemi a,(#)=0, b,(#)=0 ve sabit katsayili olmasi
durumunda (3.1) denkleminin bir 6zel hali olur. Boliim 3.1.°deki denklem neutral
yapidaki bir denklem olsaydi bu yontemi kullanmak imkansiz ya da oldukg¢a zor olurdu.
Fakat, B6liim 3.2.’de verilen denklem neutral yapida bir denklem olup farkli bir yontem
sunulmustur. (3.8) denkleminin x =0 ¢6ziimii Teorem 3.2.1.’deki (3.10) esitsizliginden
dolayr kararsizdir. Eger Teorem3.2.1 ve Teorem3.2.2 yerine  asagidaki gibi

diizenlenirse kararli hale getirilebilir. (3.11) denkleminden faydalanarak, f(¢)
fonksiyonu ¢ ve c,’ye bagli ve g(¢) fonksiyonu da tiim degisken katsayilarina bagl
fonksiyonlar olmak iizere V¢ € [nw,(n +1)w] igin
X< fO+ [ f@)e@) exp{jg(s)ds} (4.1)
(n-)w T

seklindeki gibi bir esitsizligi elde etmek miimkiindiir. Eger bu sekildeki bir esitsizlikte

t

f(O)<e™ ve j f(0)g(r) exp{ j g(s)ds} <w

(n-1)w
olacak sekilde bir x>0 sayist bulunabilirse (4.1) esitsizligi ¢ — oo icin smirh

olmaktadir. Dolayistyla x(¢) = 0 ¢oziimii kararlidir.

Diger taraftan yine (3.11) denkleminden, V¢ € [nw,(n +1)w] i¢in 9 > 0 belli bir sabit ile
| X'(@) I w () exp{I(t — (n - 2)w}
esitsizligi elde edilebilir. Eger 1 — oo igin x'(f) — 0 olacak sekilde y () <e™, (x>0)

fonksiyonu segilebilirse x(z) =0 ¢oziimii kararlidir (Saaty, 1964).
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2) Ikinci mertebeden

X() + @y (O)X'(0) + by (D(0) + ¢y (O (1) + dy (Du(t) = Y, (O)x (7))

b O —r)+ Y e, Ou'e—h)+ > d (Ou(t—h,)

0

+ [(@(0)8,()x(t +0) + &, (0)%, (1)x'(¢ + O) 4O

0

+ [(8,O)6,(0utt +6) + B, O)s, (' (1 + )46 42)

—h
denklemi Boliim 3.1.°deki gibi bir yontem ile ¢oziilebilir. Burada &,,9%,, t>—-r i¢in
monoton azalan siirekli fonksiyon ve ¢,,5,, t>—h i¢in monoton azalan siirekli
fonksiyonlardir. [-7,0] aralifinda «,,a, parcali siirekli ve [—Ah,0] aralifinda f,, S,

parcali siirekli fonksiyonlardir. (4.2) denkleminde degisken katsayilar, baslangi¢
fonksiyonu ve gecikmeler i¢in Boliim 3.1.’deki gibi benzer tanimlar yapilabilir. Teorem
3.1.1.°deki gibi benzer teorem olusturularak ve ek kosullar eklenerek ayni yontemle

ispatlanabilir.

Bu durum (4.2) denkleminin daha genel hali olan »n. mertebeden denklemlere ve hatta

denklem sistemlerine de genisletilebilir

3) Bolim 3.3.’de x(¢,s) temel c¢oziimleri i¢in kaynaklarin ¢ogunda sinir kosulu
varsayillmistir. Halbuki bu boliimde x(z,s) ’in hi¢bir sinir konulmamistir ve bu yiizden

kararl1 yapilabilmesi i¢in farkli bir yontem sunulmustur.

4) Boliim 3.4.°de (3.35) denkleminde d(z) =0 olmas1 halinde adimlar metodu ve kuvvet
serisi yontemi kullanilarak (3.35) denkleminin tam ¢6ziimii hesaplanabilir (Yalginbas ve
Yenigerioglu, 2004). Boyle bir tam ¢oziim i¢in ¢ degiskeni sonsuz artarsa x(z)
degiskeni de sinirsiz olarak artar. Dolayisiyla (3.35) denkleminin x =0 ¢oziimii kararsiz

olur.
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(3.35) denkleminden daha genel olan » . mertebeden
n—1 n—1
X+ a,Ox(0)+ > b, ()x"t-w)=0, 120
j=1 j=1

formundaki denklemi yazilip ayni yontemle ¢oziilebilir.

5) Bolim 3.5.de degisken gecikmeli fonksiyonun yani, A(z)’in A'(¢f) <1 esitsizligi
saglamasma gerek yoktur, ¢iinkii Lyapunov fonksiyonu ve Razumikhin tipi teoremi

sayesinde sistem kararli ve asimptotik kararli oldugu elde edilmistir. /4(¢)’in bu

esitsizligiyle ilgili duruma bir¢cok makalede ve kitaplarda gerek duyulmustur.

6) Gecikme igeren diferansiyel denklemlerin karakteristik denklemlerinin genelde
sonsuz sayida kokii vardir. Bu koklerin hesaplanmasi kendi basina bir problem
yarattigindan, Differential-Difference Equations adli kitapta koklerin dagilimi hakkinda
bilgi verilmistir (Bellman ve Cooke, 1963). Son Bolimde, (3.76) karakteristik

denkleminin belli kosullar altinda bir tek reel kokii oldugu gosterilmistir.

(3.75) denkleminden biraz farkli olarak z > 0 olmak iizere
t t
y@:ag@+aﬁa—ﬂ+%jx@mmwﬂapﬁﬂa—ﬂ+@jmgm

formunda bir denklem yazilabilirse bu boliimdeki gibi benzer teoremler ve sonuglar elde

edilebilir.

7) Bir sistemin kararliligin1 garanti eden bir durum feedback tasarimi elde etmek icin bu
kontrol tasarimina bir optimal kontrol yaklasimi onerilebilir. Bu feedback kontrol
problemi bir minimum ya da maksimum optimal kontrol problemine ¢evrilebilir, yani,
optimal kontrol problemindeki bir ¢6ziim ayn1 zamanda feedback kontrol problemi igin
de bir ¢oziimdiir. Bu yaklasim dogrusal ve dogrusal olmayan sistemlerle ilgilidir (Lin,

2000).
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