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ÖZET 
 
 
 
Bu çalõşmada feedback kontrollu neutral delay diferansiyel denklemlerin 

çözümlerinin kararlõlõğõ, asimptotik kararlõlõğõ ve davranõşlarõ incelenmiştir. 

Feedback kontrol teorisinde adi diferansiyel denklemler için verilen kriter ve 

teoremler neutral ve delay yapõ için genelleştirilmiştir. Ayrõca feedback kontrollu 

neutral delay diferansiyel denklemlerin gerçek yaşam problemlerinde model olarak 

kullanõmlarõnõn gerekliliği ilginç açõklamalarla gösterilmiştir. 

 

 

ANAHTAR KELİMELER: feedback kontrol, neutral, delay, kararlõlõk, Gronwall 

eşitsizliği, Lyapunov fonksiyonu,  adõm yöntemi, kapalõ çevrimli kontrol sistemi 
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ABSTRACT 

 

 

This work deals with the property of solutions of feedback control for neutral delay 

differential equations. Such as stability of solutions, asymptotic stability of solutions 

and behaviour of solutions of the neutral delay differential equation. General teorems 

and basic definitions concerning ordinary differential equations in feedback control 

theory are generalized for the neutral and delay case. Necessity of feedback control 

for neutral delay differential equation for the mathematical modeling of real life 

problem are explained with interesting explanations.  

 

 

KEYWORDS: feedback control, neutral, delay, stability, Gronwall inequality, 

Lyapunov function, method of step, closed loop control system. 
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ÖNSÖZ ve TEŞEKKÜR 

 

Feedback kontrollu neutral delay diferansiyel denklemler üzerine hazõrlanan bu 

çalõşmada, bölümlere göre aşağõdaki konu ve kavramlar incelenmiştir. 

 

Giriş bölümünde, günlük yaşamdan örnekler verilerek, kontrol sistemlerle ilgili bazõ 

tanõmlar verilmiş ve feedback kontrol metodu özetlenmiştir.  

 

Materyal ve metot bölümünde, feedback kontrollu diferansiyel denklemler ile ilgili 

bazõ önemli kavramlar ve gecikme içeren diferansiyel denklemlerinin çözümünde 

kullanõlacak olan bazõ önemli tanõm ve yöntemler verilmiştir.  

 

Araştõrma bulgularõ bölümünde ise 6 kõsõmdan oluşmaktadõr. Her kõsõmda araştõrma 

makaleleri olup değişik türden verilen denklemlerin farklõ yöntemlerle çözümlerinin 

kararlõlõğõ ve davranõşlarõ incelenmiş, gerek kuramsal gerekse uygulamaya yönelik 

olmasõ açõsõndan çalõşmadaki en önemli yeniliği oluşturmaktadõr.  
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1. GİRİŞ 
 
 

 

1.1. Feedback Kontrolun Tarihçesi ve Gelişimi 

 

Otomatik kontrolun esasõnõ oluşturan �geri besleme� (feedback) prensibinin 

uygulanmasõ, milattan önce (MÖ) 300 yõllarõnda şamandõralõ seviye kontrolu ile başlar. 

Ortaçağda da münferit pek çok benzer uygulamalar yapõlmõşsa da Avrupa da ilk 

bilimselliğe yönelik kontrol uygulamalarõ; Hollanda�lõ Cornelis Drebbel�in geliştirdiği 

sõcaklõk kontrol aygõtõ ile Fransõz Dennis Pappen�in buhar kazanlarõ için geliştirdiği 

basõnç kontrol valfidir. Basõnç kontrol valfini takiben ilk endüstriyel anlamda proses 

kontrol uygulamalarõ 1760�da James Watt�õn �Topaçlõ Hõz Regülatörü� olmuştur. 

1765�de Sovyet Polgunov James Watt�õn buhar makinasõna paralel olarak buhar 

kazanlarõ için bir seviye kontrol sistemini geliştirmiştir. 1868�den sonra daha hassas ve 

karmaşõk kontrol sistemlerine duyulan ihtiyaç ve ortaya çõkan kararlõlõk sorunlarõ, o güne 

kadar genelde deneme-yanõlma yöntemleri ile uygulanan otomatik kontrolun matematik 

yöntemlere dayanan bilimsel bir teorisinin kurulmasõna ve gelişmesine yol açtõ. İlk defa 

J.C. Maxwell diferansiyel denklemleri kullanarak dinamik olaylarõn analizini 

gerçekleştirdi. Aynõ yõllarda Rus matematikçi İ.A. Vişnegradski sürekli regülatörlerle 

ilgili matematik formülasyonlarõ kullandõ. 

 

Otomatik kontrolda teorinin bilimsel olarak uygulamalarõ ikinci dünya savaşõnõn hemen 

öncesi yõllarda, Amerika ve Batõ Avrupa�da geri beslemeli sistemlerin elektrik ve 

elektronik devrelere tatbiki ile başlar. Otuzlu yõllarõn sonuna doğru ve kõrklõ yõllarõn 

başõnda gemilerin dengesi ve otomatik karõştõrmayla ilgili çalõşmalarõnda (Minorsky, 

1942) geri besleme (feedback) mekanizmalarõnda gecikmelerin ne kadar önemli 

olduğunu vurgulamõştõr. Bu ve bundan sonraki yõllarda kontrol teorisine olan büyük ilgi 

geçmişe bağõmlõlõğõ içeren diferansiyel denklemler teorisinin gelişmesine önemli 

katkõlar sağlamõştõr. Bode, Nyquist, Bellman gibi bilim adamlarõnõn yanõ sõra Bell 

Telefon Şirketi mühendislerinden Black, frekans analizi yöntemlerini esas alarak ilk 
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modern yükselticileri ve filtreleri geliştirdiler. Aynõ dönemlerde Sovyetler Birliğinde 

Lyapunov, Minorsky, Pontryagin gibi mekanikçi ve matematikçiler, özellikle zaman 

bölgesini esas alan analiz ve optimizasyon teorileri geliştirerek bugünkü modern 

kontrolun temellerini attõlar. İkinci dünya savaşõ sõrasõnda ve sonrasõnda özellikle askeri 

bazlõ hayati önemli sistemlerde (silah atõş sistemleri, havacõlõk ve denizcilikte 

navigasyon sistemleri, haberleşme ve görüntüleme sistemleri gibi) talep edilen 

performans ve hassasiyetlerinin uydularla başlayan uzay çağõnõnda zorlamalarõ sonucu 

yapõlan büyük buluş ve uygulamalar, otomatik kontrolun modern asrõn vazgeçilmez ve 

güçlü bir bilim dalõ haline gelmesine yol açtõ (Dorf, 1992), (Cochin, 1980), (Halsam, 

1981) ve (Raven, 1982). 

 

1970�li ve 1980�li yõllardan itibaren dijital devrelerin ve bilgisayarlarõn çõğõr açõcõ 

gelişmelerine, artan işlem hõzlarõna ve kapasitelerine paralel olarak, otomatik kontrolda 

yepyeni bir dönem başlamõş, modern otomasyonun temellerini oluşturan  çok hõzlõ 

üretim, proses kontrol ve fabrikasyon sistemleri ortaya çõkmõştõr. Elektrik mekanik, 

pnömatik ve hidrolik sistemlerin, muhtelif kontrol algoritmalarõ ile birlikte kullanõmlarõ 

neticesinde, değişik imalat prosedürleri için değişik robot tasarõmlarõnõ ve dinamiklerini 

konu alan �Robotik Bilimi� doğmuştur. Ayrõca �Adaptif  Kontrol�, �Robust Kontrol�, 

�Fuzzy Teorisi�, �Yapay Sinir Ağlarõ Teknolojileri� gibi yeni kontrol yöntemleri 

geliştirilerek, bunlarõn teknolojinin değişik alanlarõnda yaygõn uygulamalarõ 

gerçekleştirilmiştir.  

 

Son yõllarda teknolojinin yanõ sõra uygulamalarõ Tõpta da çõğõr açan modern kontrol 

sistemleri sayesinde diyaliz makinalarõ, tansiyon-kalp atõşõ düzenleyici cihazlarõ, insülin 

ve kan şekeri düzenleyici cihazlar, tomografili görüntü ve magnetik rezonans sistemleri 

ile birlikte yapay organlar geliştirilerek insan sağlõğõ için uygulamaya konulmuştur.  

 

Ayrõca günümüzde ekonomi, pazarlama, fabrika üretim planlamasõ ile yönetimi ve 

sosyal içerikli bilim dallarõnda da lineer ve lineer olmayan kontrol teorileri başarõ ile 

uygulanmaktadõr.  
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Son yõllarda, çağdaş uygarlõğõn ve teknolojinin gelişmesi ve ilerlemesi ile birlikte, 

özellikle gecikme argümanlõ diferansiyel denklemlerde kontrol sistemlerinin önemi 

gittikçe artmaya başlamõştõr. Uygulamada günlük etkinliklerimizin her yönü bu tür 

kontrol sistemlerinden etkilenmektedir. Teorisinin teknolojinin yanõ sõra tõp ve sosyal 

içerikli bilim dallarõna da kolayca uygulanabilmesi, kalite, sürat, konfor, emniyet ve 

ekonomi sağlamasõ açõsõndan  �Feedback Kontrol� insanlõğõn kullanõmõna her zaman 

muhtaç olduğu, limitsiz, yeniliklere ve araştõrmalara açõk, yaratõcõ, zevkli, enteresan, 

potansiyel bir bilim dalõdõr.  

 

1.2. Kontrol Sistemleri 

 

Kontrol sistemleriyle yeni karşõlaşan birisinin öğretim üyesine  yönelttiği soru genellikle 

bir kontrol sisteminin ne olduğu sorusudur. Bu soruyu cevaplandõrmak üzere günlük 

hayatõmõzda başarmamõz gereken çok sayõdaki amacõ göz önünde bulundurmamõz 

gerekir. Örneğin yaşadõğõmõz ortamlarda konforlu bir yaşam sürdürebilmemiz için 

binalarõn sõcaklõk ve nemini ayarlamamõz gerekmektedir. Ulaşõmda bir noktadan diğer 

bir noktaya emniyetli bir şekilde gidebilmemiz için otomobil ve uçaklarõ kontrol etmek 

zorundayõz. Bir insan, karar verme dahil olmak üzere, çok farklõ görevleri yerine getirme 

yetisine sahiptir. Bu görevlerin bir kõsmõ, bir nesneyi tutmak ve bir noktadan başka bir 

noktaya yürümek gibi, çok olağan ve sõradan işlemlerden oluşur. Bazõ özel koşullarda bu 

görevlerin en iyi biçimde yerine getirilmesi istenebilir. Örneğin 100 metre koşan bir atlet 

bu mesafeyi mümkün olabilecek en kõsa zamanda koşmayõ amaçlar. Diğer taraftan bir 

maraton koşucusu mesafeyi en kõsa zamanda koşmanõn yanõ sõra, enerji tüketimini 

kontrol etmek, kendisi için en uygun yarõş stratejisini izlemek zorunluluğundadõr. Bu 

hedeflere ulaşabilmek için genellikle kontrol stratejilerini gözeterek kontrol sistemlerini 

kullanmak gerekir. Kontrol sistem; kendisini ya da başka bir sistemi, düzenlemek, 

kumanda etmek ya da yöneltmek üzere uygun bir biçimde bağlanmõş fiziksel elemanlar 

kümesidir. 
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1.3. Bir Kontrol Sisteminin Temel Öğeleri 

 

Bir kontrol sisteminin temel öğeleri şöyle sõralanmaktadõr. 

1- Kontrolün amaçlarõ 

2- Kontrol sistemi öğeleri 

3- Sonuç ya da çõkõşlar. 

Daha teknik terimlerle ifade edilirse kontrol sistemi u  girişleri ile belirlenir, sonuçta ise 

x  çõkõşlarõ ya da kontrol edilen değişkenleri etkiler. Genel olarak kontrol sisteminin 

amacõ, kontrol sisteminin elemanlarõ aracõlõğõ ile girişleri kullanarak, çõkõşlarõ önceden 

belirlenmiş bir şekilde kontrol etmektir.  

 

1.4. Kontrol Sistem Uygulamalarõna İlişkin Örnekler 

 

Otomobillerde komut kontrolü: Bir basit kontrol sistemine örnek olarak 

otomobillerdeki komut kontrolü verilebilir. İki ön tekerleğin yönü x  kontrol değişkeni 

ya da çõkõş, dümen milinin u  yönü giriştir. Bu durumda, kontrol sistemi yönlendirme 

mekanizmasõ ve tüm otomobilin dinamiğinden oluşur. Eğer amaç otomobilin hõzõnõ 

kontrol etmek ise, ivmelendiriciye uygulanan basõncõn miktarõ girişe, araç hõzõ ise  çõkõşa 

karşõ gelir. Genel anlamda basitleştirilmiş otomobil kontrol sistemi iki girişli 

(yönlendirme ve ivmelendirme) ve iki çõkõşlõ (konum ve hõz) bir sistemdir. Bu durumda 

iki kontrol girişi ve çõkõşõ birbirinden bağõmsõzdõr, ancak genelde kontrol sistemlerinin 

birbirleriyle ilişkili olduğu sistemler de vardõr. Birden fazla giriş ve çõkõşõ bulunan 

sistemlere çok değişkenli sistemler denir. 

 

Otomobillerde boşta hõz kontrolü: Kontrol sistemlerine başka bir örnek olarak bir 

otomobil motorunun boşta hõz kontrolü verilebilir. Bu tür bir kontrol sisteminde, 

uygulanan motor yüklerinden (örneğin aktarõm, güç kontrolü, havalandõrma vb.) 

bağõmsõz olarak, yakõt giderlerini mümkün olduğu kadar azaltmak için (yakõt tasarrufu), 

boşta motor hõzõ göreli düşük bir değerde tutulmak istenir. Boşta hõz kontrolü 
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yapõlmamasõ halinde, motora uygulanan ani bir yük, motor hõzõnda düşüşe ve hatta 

motorun durmasõna neden olabilir. Buna göre hõz kontrolünün amacõ  

1) Motora yük uygulandõğõnda hõz düşüşünü en aza indirmek ve  

2) Motorun boştaki hõzõnõ belirli bir değerde tutmaktõr. 

 

Bir boşta hõz kontrol sistemi, girişler-sistem-çõkõşlar belirtilmek istenirse bu durumda α  

kõsma valfi açõsõ ve LT  yük momenti (havalandõrmanõn devreye sokulmasõ, güç kontrolu, 

aktarma, güçlü fren v.s. nedeniyle oluşabilen) giriş işaretlerini, ω  motor hõzõ ise çõkõş 

işaretini oluşturur. Sistemde kontrol edilen süreç motordur. 

 

1.5. Açõk Çevrimli Kontrol Sistemleri (Feedback�sõz Sistemler) 

 

Boşta hõz kontrol sistemi bir dereceye kadar basit sistemdir ve açõk çevrimli kontrol 

sistemi olarak adlandõrõlõr. Bu sistemin kritik davranõş koşullarõnõ yerine 

getiremeyeceğini görmek zor değildir. Örneğin eğer α  kõsma açõsõ başlangõçta belirli bir 

değere ayarlanmõş ve bu değer belirli bir motor hõzõna karşõ düşüyor ise, belirli bir LT  

yük momentinin uygulanmasõ halinde motor hõzõnõn düşmesini hiçbir şey engelleyemez. 

Yük momentine bağlõ olarak değişen ω �yi istenen seviyede tutarak çalõştõrabilmenin tek 

yolu, uygulanmasõ gereken α  hakkõnda bilgi sahibi olmaktõr. Geleneksel elektrikli 

çamaşõr makinasõ da açõk çevrimli kontrol sistemine bir örnektir, çünkü makina yõkama 

zamanõ tamamen kullanõcõnõn değerlendirme ve öngörüsüne bağlõ olarak belirlenir. Bu 

tür açõk çevrimli kontrol sistemine, basit ve ekonomik olmalarõ nedeniyle, çok sayõda 

karmaşõk olmayan uygulamada rastlamak mümkündür.  

 

 

 

 

 

 



 6

1.6. Kapalõ Çevrimli Kontrol Sistemleri (Feedback�lõ Sistemler) 

 

Açõk çevrimli kontrol sistemlerinin hatasõz kontrolü için gerekli olan şey, sistem 

çõkõşõndan girişine bir bağlantõnõn oluşturulmasõ ya da geri beslemedir. Daha hatasõz bir 

kontrol elde etmek için, u  kontrol edilen işaret geri beslenilmeli ve girişte 

karşõlaştõrõlmalõ, giriş-çõkõş işaretleri farkõ ile orantõlõ bir giriş, hatayõ gidermek üzere, 

sisteme uygulanmalõdõr. Burada tanõmlandõğõ üzere bir veya daha çok geri besleme 

yoluna sahip bir sisteme �kapalõ çevrimli sistem� ya da �feedback kontrollu sistem� 

denir.  

 

Bir kapalõ çevrimli boşta hõz kontrol sistemindeki rω  referans girişi istenilen boşta hõz 

değerini belirlesin. Boşta motor hõzõ ω  referans değeri  (çõkõşõ) ile aynõ olmalõdõr ve LT  

momentinin neden olduğu, istenilen hõz ile gerçek hõz arasõndaki her fark, hõz 

dönüştürücü ve hata algõlayõcõ tarafõndan algõlanmalõdõr. Kontrolör farka göre devreye 

girer ve hatayõ gidermek üzere α  kõsma açõsõnõ ayarlayacak bir işaret üretir.  

 

Sonuç olarak, açõk çevrimli sistemler ekonomik ancak genelde hassas değildir ve kapalõ 

çevrimli sistemlerin açõk çevrimli sistemlere göre üstünlükleri vardõr.  

 

1.7. Feedback Kontrol Metodu 

 

Bu metod, çõkan ürünün istenilen değerde olup olmadõğõnõ kontrol edebilmek için 

uygulanan bir kontrol metodudur. Mühendislik uygulamalarõnõn çoğunda bu metodla 

kontrol yer alõr. Feedback kontrol metodunda her an için değişkenin gerçek değeri ile 

istenilen değeri (ayar noktasõ) kõyaslanmakta ve hata sõfõra eşitlenmeye çalõşõlmaktadõr. 

Bu avantaja karşõlõk açõk çevrimli kontrol metoduna karşõ dezevantaj olarak 

gösterilebilecek husus, hatanõn oluşumu ile giderilmesi arasõnda geçen zaman, yani 

gecikme (delay) ve bu süre içinde işlemin istenen değişken değerinin dõşõnda 

yürümesidir. Metod, hatanõn oluşmasõndan belirli bir süre sonra harekete geçmektedir.  
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1.8. Feedback Nedir ve Etkileri Nelerdir? 

 

Çõkõş ile girişi birbiri ile karşõlaştõrmak ve çõkõşõ referans girişine bağlõ olarak istenilen 

biçimde değiştirmek amacõ ile kullanõlmasõna feedback denir. Feedback (geri besleme) 

kullanmanõn amacõ, önceki bölümde aşõrõ basitleştirme yapõlarak, örnekler üzerinde 

açõklanmõştõr. Bu örneklerde feedback, sistem çõkõşõ ve referans girişi arasõndaki hatalarõ 

azaltmak amacõyla kullanõlmõştõr. Ancak, kontrol sistemlerinde feedback kullanmanõn 

anlamõ bu örneklerde gösterildiğinden çok daha karmaşõktõr. Sistem hatasõnõn azaltõlmasõ 

sonucu feedback�õn bir sistem üzerindeki önemli etkilerinden sadece bir tanesidir. 

Aşağõdaki bölümde feedback�õn kararlõlõk ile ilgili sistem davranõş karakteristikleri 

üzerinde de etkili olduğu gösterilecektir.  

 

Feedback�õn bir kontrol sistemi üzerindeki etkisini anlayabilmek için bu kavramõ daha 

geniş bir şekilde incelemek gerekir. Feedback özellikle kontrol amacõyla kullanõldõğõnda 

varlõğõ kolaylõkla hissedilir. Ancak, ayrõca geri beslenmemiş olmasõna rağmen, pek çok 

fiziksel sistem incelendiğinde tabiatõnda feedback�õn varolduğu görülür. Genelde sistem 

değişkenleri arasõnda bir neden ve etki ilişkisinin, kapalõ bir şekilde silsile şeklinde 

mevcut olmasõ halinde, feedback�õn varlõğõndan bahsedilir. Bu bakõş açõsõ normalde 

feedback�sõz olarak tanõmlanabilecek bir çok sistemi kaçõnõlmaz olarak feedback�õ kabul 

etmemize neden olur. Ancak, yukarõda açõklandõğõ anlamda, fiziksel feedback olsun 

veya olmasõn, genel tanõmdan hareket ederek feedback�õn varlõğõ bir kez belirlendikten 

sonra, sistemler feedback ve kontrol sistem kuramõndan yararlanõlarak, sistematik bir 

şekilde incelenebilir.  

 

1.9. Feedback�õn Kararlõlõk Üzerine Etkisi 

 

Geri beslemeli kontrol içeren her sistem mutlaka bir zaman gecikmesine sahiptir. Bunun 

sebebi bilginin gönderilmesine ve buna tepkinin oluşumuna sonlu bir zamanõn 

gerekmesidir. 1930 ve 1940�lõ yõllarda Callender, Hartree ve Forter, 1947, 1948 1962 

yõllarõnda Minosky ve diğerleri, zaman gecikmeleri içeren feedback kontrollu 
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diferansiyel denklemler için kararlõlõk problemlerini incelemeye başladõlar. Kontrol 

teorisinde,  Krasovskii 

  )()()()()( tutBtxtPtx +=&  

  )()()( txtQty =  

  [ ] [ ]∫∫
−−

+++=
00

)(),()(),()(
rr

tutdtytdtu θθµθθη θθ&  

feedback kontrol sisteminin kararlõlõğõ incelemiştir (Krasovskii, 1963). Kubo ve 

Shimemura sabit katsayõlõ gecikme içeren 

  )()()()(
10 tBuhtxAtxA

dt
tdx

+−+=  

  )()( 1 tPxBRtu T−−=  

feedback kontrollu diferansiyel denklemini ele alarak kararlõlõğõnõ uygulamõştõr (Kubo ve 

Shimemura, 1998). Buna benzer bir çalõşma Kapila ve Haddad  tarafõndan yapõlarak 

  )()()()()()( tButxAAtxAAtx ddd +−∆++∆+= τ&  

  )()( tKxtu =  

sisteminin kararlõlõğõ incelenmiştir (Kapila ve Haddad, 1999). Hatta bundan daha geniş 

çalõşma da Yeong tarafõndan değişken gecikme içeren  

 ( ) )()((,)),((),(,))(()()( 1
1

0 tButhtxthtxtxtfthtxAtxAtx p

p

i
ii +−−∆+−+= ∑

=

L&  

  )())(()( txtCCty ∆+=  

  )()( tKxtu =  

lineer olmayan sistemine uygulanarak geliştirilmiştir (Yeong, 2002). Weng  

















−−−−−= ∫∑ ∫
≠
=

w

iii

n

ij
j

w

jijijiiiiii dsstusHtdsstysKtatytatrtyty
01 0

)()()()()()()()()()()( α&  

 nidsstysKtatuttu
w

iiiii ,...,2,1,)()()()()()(
0

=−+−= ∫η&  

integro-diferansiyel denklem sistemini alarak periyodik çözümünün varlõğõnõ ve 

kararlõlõğõnõ araştõrmõştõr (Weng, 2000). 
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Kararlõlõk bir sistemin giriş komutunu takip edip etmeyeceğini ya da genellikle yararlõ 

olup olamayacağõnõ belirleyen bir kavramdõr. Herhangi bir sonlu giriş için sistemin çõkõşõ 

sonsuz olur ise sistem kararsõzdõr denir. Bu nedenle, özgün halde kararlõ olan bir sistem 

feedback ile kararsõz hale gelebilir. Feedback�õn başka bir özelliği de kararsõz bir sistemi 

kararlõ hale getirebilmesidir. Özet olarak feedback kararlõlõğa katkõda bulunabilir, ya da 

doğru uygulanmadõğõnda, ters etkileyebilir. Feedback kontrol fonksiyonu bize verilen 

problemin kararlõlõğõnõn ne kadar yararlõ olduğunu gösterir. Bu ise kontrol teorisinde 

diferansiyel denklem sistemlerinin kararlõlõğõ için çok önemlidir. 

 

1.10. Doğrusal Olmayan Kontrol Sistemleri 

 

Bu sõnõflandõrma analiz ve tasarõm yöntemlerine göre yapõlmõştõr. Kesin konuşmak 

gerekirse, tüm fiziksel sistemler belirli bir ölçünün ötesinde doğrusal olmadõğõndan, 

uygulamada doğrusal sistem yoktur. Doğrusal feedback kontrol sistemleri, sadece analiz 

ve tasarõm basitliği nedeniyle, analizciler tarafõndan yaratõlmõş bir ideal modeldir. 

 

Doğrusal sistemlerin analiz ve tasarõmõ için çok sayõda analitik ve grafik yöntem 

geliştirilmiştir. Bu tezdeki konularõn büyük bir kõsmõ doğrusal sistemlerin analiz ve 

tasarõmõna ayrõlmõştõr. Buna karşõn doğrusal olmayan sistemleri matematiksel olarak ele 

almak genellikle çok zordur, ayrõca doğrusal olmayan sistemleri çözmek için genel bir 

yöntem de mevcut değildir.  
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2. MATERYAL VE METOD 
 
 
 
2.1. Neutral-Delay Diferansiyel Denklemler 

 

2.1.1. Sapma Argümanlõ Diferansiyel Denklemlerin Sõnõflandõrõlmasõ 

 

Bilimin en ilginç konularõndan birisi çevremizde gerçekleşen olaylarõ anlamak ve bazõ 

olaylar hakkõnda tahminler elde edebilmektir. Belli gözlemlere dayanarak şimdi 

gördüğümüz olaylarõ değerlendirerek daha sonra gerçekleşebilecek olaylar hakkõnda 

bilgi sahibi olabilmek için söz konusu sistemin bir matematiksel modelinin kurulmasõ 

amaçlanõr. Ancak birçok uygulamada şöyle bir ilkenin geçerli olduğu kabul edilir: 

incelenen sistemin gelecekteki durumu geçmişteki durumundan bağõmsõz olup sadece 

şimdiki zamana bağlõdõr. Bunun sonucu olarak sisteme karşõ gelen denklemde, sistemin 

durumu ve durumunun değişim oranõnõn bulunduğu kabul edilirse, genelde diferansiyel 

denklemler söz konusudur. Diğer taraftan ayrõntõlõ bir inceleme, yukarõdaki ilkenin 

çoğunlukla sadece bir ilk yaklaşõm olduğunu ve daha gerçekçi bir modelde sistemin 

geçmişteki durumunun da göz önüne alõnmasõ gerektiğini gösterir. Üstelik bazõ 

problemlerde geçmişe bağõmlõlõğõ hesaba katmamak anlamsõz olur. Özellikle kontrol 

teorisinde geçmişe olan bağõmlõlõğõ dikkate almak çok önemlidir. Aslõnda dõş dünyadan 

algõlanan bilgilere göre tepki gösteren her sistemde az veya çok bir gecikme vardõr. 

Çünkü algõlanan bilgilerin değerlendirilmesi ve buna göre bir tepki gösterilebilmesi için 

mutlaka zaman geçecektir.  

 

Gecikme günlük hayatõmõzda sürekli karşõlaştõrõlmõş bir durumdur. Bütün fiziksel 

sistemlerde uygulanan bir uyarõcõyla ilgili tepkinin meydana gelmesi arasõnda 

muhtemelen kõsa olmakla birlikte bir zaman arasõ olur. Biyolojik sistemlerde gecikme 

birkaç yüz milisaniye süresindedir ki bu insandaki tepki sürecidir. Bir antenden 

elektromanyetik dalgalarõn iletilmesiyle, uzak bir nesneden yansõmasõnõ almasõ 

arasõndaki gecikmenin kõsa süreli olmasõ başlõca özelliğidir.  
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Uygulamalõ bilim dallarõnda bazõ problemler tek bir denklem ile ifade edilemezler, 

ancak onun yerine birden çok bilinmeyen fonksiyon içeren delay, neutral tipte 

diferansiyel denklem, integral veya bunlarõn kombinezonundan oluşan neutral-delay 

integrodiferansiyel denklemlerin bir bütünü olarak ifade edilirler. Bu tip denklemler, bir 

çok fizik ve mühendislik dalõnda ortaya çõkmaktadõr.  

 

Dikkate değer bir işlemde gecikmeler mikrosaniye  ya da daha kõsa zamanla ölçülse de 

çok önemli olabilir. Teorik bir zaman gecikmesi bir makineye verilen enerji ile alõnan 

randõmanla aynõ formda bir özelliktir. Uyarõcõ )(tx , )(ty  tepkisiyle sonuçlanõr. Burada 

t  zaman, h  gecikme olmak üzere )(ty  tepkisi )( htx −  ye eşit olur. Daha karmaşõk 

sistemlerde birden fazla gecikme olabilir.  

 

       0))(()),...,(()),...,(()),...,(()),(()),...,((,( )(
1

)(
111001 =′′ tfxtfxtfxtfxtfxtfxtF nm

n
n

n
mm  

 

denklemi ele alõnsõn. Bu formdaki bir denklemde ni ,...,1,0=  ve mj ,...,2,1=  olmak 

üzere )(tf ij  argümanlarõndan en az ikisi farklõ ise buna n . mertebeden �sapma 

argümanlõ diferansiyel denklem (SADD) denir. Eğer SADD�de mj ,...,2,1=  için 

)()( tftf nj =  ve )1(,...,1,0 −= ni  iken )()( tftf ij ≤  oluyorsa buna �gecikmeli (delay)  

diferansiyel denklem�, )()( tftf ij ≥  ise �ilerlemeli (advanced) diferansiyel denklem� 

denir. Eğer SADD�de mj ,...,2,1=  ve ni ,...,1,0=  için )()( tftf ij ≤  oluyorsa buna 

�tarafsõz (neutral)  diferansiyel denklem� denir.  

 

SADD�deki argümanlarõn  hepsinin eşit olmasõ halinde n  mertebeden 

  0))(),...,(,( )( =txtxtF n  

adi diferansiyel denklemine dönüşür. 
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Neutral diferansiyel denklemler, SADD�de bilinmeyen fonksiyonun en yüksek 

mertebeden türevinin sapma argümanlõ ve sapma argümansõz terimleri içerdiği 

diferansiyel denklemlerdir. Örneğin, 

  ttx
t

ttxttx cos3)3(
2

)1()( +−
+

+−′−=′  

  ttxttxtx 2)2()(2)( +−′−−=′  

  0))(),(),(,()()()( =−′′+−′′+′′ ττ txtxtxtftxtatx  ,   0>τ  

denklemleri neutral diferansiyel denklemlerdir. Başka bir ifadeyle, t �nin zaman 

gösterdiği uygulamalarda, miktarõndaki şimdiki değişim oranõ miktarõndaki geçmiş ve 

şimdiki değerlerine bağlõ olduğu gibi geçmiş değişim oranõna bağlõ bir sistemi ifade 

eder.  

 

Delay diferansiyel denklem ise SADD�de bilinmeyen fonksiyonun en yüksek 

mertebeden türevinin, argümanõnõn yalnõz bir değeri için ifade edildiği bir  diferansiyel 

denklemdir. Bu argüman, bilinmeyen fonksiyonun ve onun denklemde ifade edilen 

türevlerinin argümanlarõndan daha küçük değildir.  Örneğin, 

  ttxtxtx =+−′−′′ )()1()(  

  0)2()1()( =−−−−′ txtxtx  

)cos(2)()( 2 ttxtxtx −−′=′′  

denklemleri delay diferansiyel denklemlerdir. Başka bir ifadeyle, t �nin zaman gösterdiği 

uygulamalarda, delay türden bir denklem, değişim oranõ, miktarõndaki geçmişteki ve 

şimdiki değerlerine bağlõ olan bir sistemin davranõşõnõ ifade eder.  

 

2.1.2. Başlangõç Fonksiyon Problemi 

 

Neutral ve delay diferansiyel denklemlerin, adi diferansiyel denklemlerden farklõ olarak, 

verilen bir IRt ∈0  için 00 )( xtx =  başlangõç koşulu altõnda bir çözümü olmayabilir ya da 

sonsuz çoklukta olabilir. Genelde, bir neutral-delay diferansiyel denkleminin 0t �õn her 

iki yanõnda nasõl çözüleceği henüz bilinmemektedir.  
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tetxtxtxtx 2)1(2)1()(2)( =−−−′+−′  

denkleminin bir çözümü  

  2

)1(2

1
)1()(
e
ettx

t

+
+

=
+

 

biçimindedir. Bu türden açõk çözümler elde etmenin her zaman mümkün olmadõğõ 

açõktõr. Hatta olsa bile, çözümün yapõsõ ile ilgili bazõ sorularõ cevaplamak için yetersiz 

olabilir. Böyle bir durumda, yine de bazõ analitik işlemler sõrasõnda ilgili bazõ sorulara 

cevap bulmak mümkün olabilir, böylece bir bakõma denklemi çözülmüş kabul edebiliriz. 

Ancak  0t �õn sağõnda çözüm yöntemleri geliştirilmiştir. Bu durumda  

  )))((,( )()( trtxtfx j
in −= ,    ni ,...,1,0=      ,    mj ,...,2,1=  

neutral-delay diferansiyel denklemini, tt <0  için çözmek gerektiğinde, ))(()( trtx j
i −  

lerin argümanlarõnõ 0t �dan küçük kõlan t  değerleri için verilmiş olmalarõ gerekir. O 

halde, ancak 0tt <  için  

  )()( ttx θ=  ,   )()( )()( ttx ii θ=  

olacak şekilde bir )(tθ  başlangõç fonksiyonu verilirse, bir başlangõç fonksiyon 

problemini çözmek için gerekli veri elde edilmiş olur. Çözülebilirlik problemi bu 

aşamada söz konusudur.  

  

  T
n txtxtX )](),...,([)( 1=   

olmak üzere 

  ))((,()( trtXtFtX j−=&           mjtrj ,...,2,1,0)( =≥                          (2.1) 

biçiminde gecikmeli diferansiyel denklem sistemini ele alalõm. IR∈β  ve mj ,...,2,1=  

olmak üzere β<< tt0  için 0)( ttrt j <−<γ  olacak şekilde bir 0t<γ  gerçel sayõsõ 

mevcut olsun. Ayrõca, nIRA⊂  bir açõk küme ve At →],[: 0γθ  verilmiş bir başlangõç 

fonksiyonu olmak üzere 

  
))((,()(],[

)()(],[

0

0

trtXtFtXtt

ttXtt

j−=⇒∈

=⇒∈
&β

θγ
                                                  (2.2) 
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olsun. F  ve ix  fonksiyonlarõnõ sürekli farz edeceğiz. )(tX  nin (2.2) denkleminin bir 

çözümü olmasõ için gerek ve yeter koşul 

  
















∈−+

∈

=
∫ ],[,))((,()(

],[,)(

)(
00

0

0

βθ

γθ

ttdssrsXsFt

ttt

tX t

t
j

                                            

olmasõdõr. 

 

Eğer, F  fonksiyonu sürekli diferansiyellenebilir, mj ,...,2,1=  için ),[ 0 βt  üzerinde 

ttrj << )(γ  ve jr  sürekli, ],[ 0tγ  üzerinde θ  ve ilk 1−n  türevi sürekli ise ),[ βγ  

aralõğõnda en çok bir çözümü vardõr.  

 

Neutral-delay denklem problemlerin çoğu aşağõda açõklanan tekniklerin kullanõlmasõ ile 

çözülebilirler. Bu teknikler; 

a) Başlangõç değer probleminin doğru formülasyonu, 

b) Bir çözümün özel noktalarda hesaplanmasõ, 

c) Bir çözümün özel çözümlerin toplamõ olarak ifade edilmesi, 

d) Bir çözümün belirli integraller yardõmõyla ifadesi, 

e) Çözümlerin salõnõmlarõ, 

f) Çözümlerin asimptotik davranõşõ, 

g) Çözümlerin kararlõlõğõ kavramõdõr. 

Dikkat edilirse bu tekniklerin her birinin diferansiyel denklemler konularõ olduğu 

hatõrlanacaktõr.  

 

2.1.3. Adõm Yöntemi 

 

Bir neutral delay diferansiyel denklem için, farklõ başlangõç fonksiyonlarõna farklõ 

çözümler karşõlõk gelir. Adõm yöntemiyle, bazõ  neutral delay diferansiyel denklemlere  

verilmiş bir başlangõç fonksiyonuna karşõlõk gelen çözüm belirli bir aralõk için 
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bulunabilir. Yöntem, yalnõzca bir cins sabit gecikme içeren gecikme içeren diferansiyel 

denklemlere aşağõdaki gibi uygulanõr. Bir r  sabit gecikmeli özel hali olan n  mertebeden 

  ( ))(),(,)( )1()1()( rtxtxtftx iin −= −−    ,        ni ,...,2,1=                           (2.3) 

gecikmeli diferansiyel denklemine, ],[ 00 trt −  aralõğõnda verilmiş bir )()( ttx θ=   

başlangõç fonksiyonuna bağlõ olarak, sabit bir 0ta >  için ],[ 0 at  aralõğõnda adõm 

yöntemiyle bir çözüm bulmak istiyoruz. 

  ],[],[ 0000 trtrtrttt −∈−⇒+∈  

olduğundan, ],[ 00 rtt +  için 

   )()( rtrtx −=− θ  

  )()( rtrtx −′=−′ θ  

                M  

  )()( )1()1( rtrtx nn −=− −− θ  

olacaktõr. Buna göre, (2.3) denklemi  ],[ 00 rttt +∈  için 

  ( ))(),(,)( )1()1()( rttxtftx iin −= −− θ   ,       ni ,...,2,1=  

adi diferansiyel denklemine dönüşür. Bu denklemin bir )()( 1 ttx θ=  çözümü ],[ 00 rtt +  

aralõğõnda yeni bir başlangõç fonksiyonu olarak alõnõrsa, 

  ( ))(),(,)( )1(
1

)1()( rttxtftx iin −= −− θ   ,      ni ,...,2,1=  

biçiminde adi diferansiyel denkleminin )()( 2 ttx θ=  çözümü, (2.3) denkleminin 

]2,[ 00 rtrt ++  aralõğõndaki çözümü olacaktõr. Böyle devam edilerek, n. adõmda  (2.3) 

denkleminin ],)1([ 00 nrtrnt +−+  aralõğõna kõsõtlanmõş çözümü bulunur. ],[ 00 nrtt +  

aralõğõndaki çözüm olarak da, ],[ 00 trt −  için )()( ttx θ=  olmak üzere  
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elde ederiz. 0≥∀r  için nra ≤  olacak şekilde INn∈∃  bulunabileceğinden, böyle bir n  

için n adõmdan sonra ],[ 0 at  aralõğõnda da çözüm bulunmuş olur. Açõkça görüldüğü gibi, 

adõm yönteminin zorluklarõndan biri işlemlerin gittikçe karõşõklaşmasõdõr. 

 

Yine 0>τ , T  sabit, f  ve ϕ  ise ],[ 0 Ttt∈  için sürekli olmak üzere (çözümde ve 

türevlerinde süreksizlik olabilir)  

  
0),()(

0)),(),(,()(
≤≤−=
≤≤−=′

tttx
Ttrtxtxtftx

τϕ
 

başlangõç fonksiyon problemi alõndõğõnda El�sgol�ts adi diferansiyel denklemlerdeki 

Euler metodunun gecikmeli diferansiyel denklemler için uygulanabileceğini 

göstermiştir.  

 

Eğer gecikme terimi, t �nin bir fonksiyonu (değişken gecikme durumu) ise, 0tt ≥  için 

)(trt − �ler 0t �dan küçük olmak üzere, başlangõç fonksiyonu )(trt − �nin bütün 

değerlerini içeren aralõkta verilmelidir.  

 

Gecikmeli diferansiyel denklemlerin çözümünün bulunmasõ için çeşitli çözüm 

yöntemleri geliştirilmiştir. Belirli bir başlangõç fonksiyonu kabul ederek çözümü 

aralõklar içerisinde bulduran adõm yöntemi dõşõnda sabit gecikmeli ve değişken 

gecikmeli durumlar için Euler metodu ve Tek adõm yöntemleri diğer çözüm 

yöntemleridir.  

 

Lyapunov denklemlerinin kümesi içinde çözüm yöntemi geliştirilmiştir. Fakat bu 

yöntemin, pratikte h  gecikmesi küçükse kullanõşlõ olduğu söylenebilir. 

 

Bu bölümle ilgili daha geniş ayrõntõlõ bilgiler (Bellman, 1953), (Bellman ve Cooke, 

1963), (Burton, 1985), (Driver, 1977), (El�sgol�ts ve Norkin, 1963), (Myshhis, 1951) 

gibi kaynaklarda bulunabilir. 
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2.1.4. Kararlõlõk ve Asimtotik Kararlõlõk 

 

Verilen bir neutral-delay diferansiyel sistemi için bazen onun tam çözümünü 

hesaplamadan çözümün dinamiği hakkõnda bazõ bilgiler elde etmek yeterlidir. Örnek 

olarak, verilen başlangõç fonksiyon probleminin çözümüne, bu probleme yeteri kadar 

yakõn olan problemlerin çözümlerinin de zamanla birbirinden fazla uzaklaşõp 

uzaklaşmamalarõ gibi. Bu tür sorulara kararlõlõk teorisi cevap verir. 

 

Tasarõmda kullanõlan pek çok davranõş kriteri arasõnda, en önemli koşul sistemin kararlõ 

olmasõdõr. Kararsõz bir sistem genelde kullanõlamaz kabul edilir. Doğrusal, doğrusal 

olmayan, sabit katsayõlõ ve değişken katsayõlõ tüm sistemler göz önünde  

bulundurulduğunda kararlõlõk tanõmõ çok farklõ şekillerde verilebilir (El�sgol�ts ve 

Norkin, 1963), (Bellman ve Cooke, 1963), (Laksmikantham vd, 1994), (Burton, 1983), 

(Myshkis, 1951), (Fiagbedzi, 1994), (Kwon ve Pearson, 1980), (Leitman, 1999), 

(Nazaroff, 1973) ve (Wonham, 1979). 

 

(2.3) denklemini ele alalõm. 0tt ≥∀  için 0)0,0,( =tf  olduğunu varsayalõm. ],[ 00 trt −  

üzerinde θ  ve ilk 1−n  türevi sürekli olsun. Eğer 0>∀ε  ve rtt −≥ 0  için 0>∃δ  

vardõr ki  

  1,...,1,0,|)(| )( −=< niti δθ  

oldukça  

  ε<|)(| tx  

elde edilirse (2.3) denkleminin 0=x  çözümü �kararlõdõr� denir. Ek olarak, eğer  

  0|)(|lim =
∞→

tx
t

 

oluyorsa (2.3) denkleminin 0=x  çözümü �asimtotik kararlõdõr� denir. 

 

Sezgisel olarak, θ  başlangõç fonksiyonunda küçük bir değişiklik aynõ aralõkta tanõmlõ ve 

x  çözümüne yakõn yeni bir çözüm üretir. Doğal olarak, bahsedilen yakõnlõğõn ölçüsü iki 

çözüm fonksiyonunun farkõnõn mutlak değeridir.  
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Karalõlõkla ilgili sorular doğrudan diferansiyel denklemin çözümü hesaplanarak 

incelenebilir.  Ancak diferansiyel denklemi çözmeden kararlõlõğõ incelemek hem daha 

ilginç hem de daha kullanõşlõdõr. Aslõnda diferansiyel denklemin çözümünün 

bulunamadõğõ durumlarda uygulanabilecek yöntemler amaçlanõr.  

 

Gronwall Eşitsizliği: Ix∈  da 0)( ≥xυ  ve 0, ≥BA  olmak üzere 

  IxdttBAx
x

a

∈∀+≤ ∫ ,)()( υυ  

ise bu taktirde 

  IxAex axB ∈∀≤ − ,)( ||υ  

eşitsizliği sağlanõr.  
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2.2. Feedback Kontrollu Neutral-Delay Diferansiyel Denklemler 

 
2.2.1. Durum Denklemleri 
 
Genel olarak n �inci mertebeden bir diferansiyel denklem n  adet birinci mertebeden 

diferansiyel sistemine ayrõştõrõlabilir. Birinci mertebeden diferansiyel denklemler, 

yüksek mertebeden diferansiyel denklemlere göre daha kolay çözüldüğünden, kontrol 

sistemlerinin analitik olarak incelenmesinde genellikle birinci mertebeden diferansiyel 

denklemler kullanõlõr.  

 

jrf ,  ve ija  ler belirli fonksiyonlar olmak üzere ve n �inci mertebeden  

)())(()()(
1

0 1

)()( tftrtxtatx
n

i

m

j
j

i
ij

n +−= ∑∑
−

= =

                                              (2.4) 

gecikmeli diferansiyel denklemini göz önüne alalõm.  

  nitxtx i
i ,...,2,1,)()( )1( == −                                                              (2.5) 

değişkenleri tanõmlarsak n �inci mertebeden gecikmeli diferansiyel denklem aşağõdaki 

gibi n  adet birinci mertebeden gecikmeli diferansiyel denklem takõmõna ayrõşõr:  

  )(
)(

2
1 tx
dt

tdx
=   

  )(
)(

3
2 tx
dt

tdx
=  

              M                                                                                                  (2.6) 

  )())(()(
)(

1 1

tftrtxta
dt

tdx n

i

m

j
jiij

n +−= ∑∑
= =

 

Kontrol sistem kuramõnda, yukarõdaki birinci mertebeden diferansiyel denklem takõmõna 

�durum denklemleri� ve nxxx ,...,, 21  değişkenlerine �durum değişkenleri� adõ verilir.  
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2.2.2. Durum Değişkenlerinin Tanõmõ 

 

Bir sistemin durumu sistemin geçmişteki, şimdiki ve gelecekteki konumunu belirtir. 

Dinamik sistemler modellenirken, durum değişkenlerini ve durum denklemlerini 

matematiksel olarak tanõmlamak kolaylõk sağlar. (2.5) ilişkileri ile tanõmlanan 

)(),...,(),( 21 txtxtx n  değişkenleri, n �inci mertebeden (2.4) denkleminin durum 

değişkenleri ve (2.6) ilişkisi ile verilen n  adet birinci mertebeden diferansiyel denklem 

de durum denklemleridir. Genel olarak, durum denklemlerini oluşturan durum 

değişkenlerinin tanõmlanmasõna ilişkin bazõ temel kurallar vardõr. Durum denklemleri 

için aşağõdaki koşullar sağlanmalõdõr: 

1. Herhangi bir 0tt =  başlangõç zamanõ için )(),...,(),( 00201 txtxtx n  durum değişkenleri 

sistemin �başlangõç durumunu� ifade eder.  

2. Bir kez 0tt ≥  için sisteme ilişkin girişler ve başlangõç durumu belirlendikten sonra 

durum değişkenleri sistemin gelecekteki davranõşõnõ tamamen belirlemelidir.  

 

Sistemin herhangi bir 0t  anõndaki durumunu ve daha sonra sisteme uygulanacak giriş 

bilgileri ile sistemin herhangi bir 0tt >  anõndaki davranõşõ belirlenebilir. 

)(),...,(),( 21 txtxtx n  durum değişkenleri kümesi bir sistemin �minimal değişken kümesi� 

olarak tanõmlanõr. 

 

Bir sistemin çõkõşlarõ durum değişkenleri ile karõştõrõlmamalõdõr. Bir sistemin çõkõşõ 

ölçülebilir bir değişkendir, buna karşõn bir durum değişkeni bu koşulu her zaman 

sağlamayabilir. Genel olarak bir çõkõş değişkeni durum değişkenlerinin cebirsel bir 

kombinasyonu olarak ifade edilebilir.  
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2.2.3. Durum Denklemlerinin Vektör-Matris Biçimi 

 

nk ,...,2,1=  olmak üzere 

  ∑∑∑∑
= == =

−+−=′
n

i

m

j
jikij

n

i

m

j
jikijk thtutbtrtxtax

1 11 1

))(()())(()(  ,     0tt ≥  

formundaki n  denklemden oluşan ve n  bilinmeyen fonksiyon içeren bir denklem 

sistemi ele alalõm. Burada ),...,1( ni =  ve ),...,1( mj =  olmak üzere  )(txi  durum 

değişkenleri; )(tui  girişleri; kija , kijb  değişken katsayõlarõ ve jr , jh  gecikme 

fonksiyonlardõr. Durum ve giriş vektörleri )1( ×n  boyutlu 

  [ ] 1)()( ×= nk txtX   ,    [ ] 1)()( ×= nk tutU           ),...,2,1( nk =  

matrisleriyle ve benzer şekilde kija , kijb  değişken katsayõlarõ için 

  [ ]
nnkijj atA
×

=)(    ,     [ ]
nnkijj btB
×

=)(  

matrisleriyle tanõmlanmõş olsunlar. Bu durumda durum denklemleri 

  ∑∑
==

−+−=
m

j
jj

m

j
jj thtUtBtrtXtAtX

11

))(()())(()()(&  ,      0tt ≥              (2.7) 

vektör-matris biçiminde ifade edilebilir. Burada, (2.7) sistemine �doğrusal kontrol 

sistem�, )(tU  giriş vektörüne �kontrol fonksiyon� adõ verilir.  

 

(2.7) sisteminde her },,1{ mj L∈  için değişken gecikmeli )(th j  ve )(trj  ler herhangi 

sürekli, sõnõrlõ ve negatif olmayan fonksiyon olsunlar. Yani, jh  ve jr  pozitif sabitler 

olmak üzere  

  jj hth ≤≤ )(0   ,    jj rtr ≤≤ )(0  

eşitsizlikleri vardõr. (2.7) sistemi için başlangõç fonksiyonu  

)()( ttX Φ= ,       ],[ 00 ttt τ−∈                                                          

ile verilsin. Burada )(tΦ , ],[ 00 tt τ−  aralõğõnda sürekli bir fonksiyondur ve 

  },,1:,max{: mjrh jj L==τ  

dõr.  
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Tanõm: Her 0tt ≥  için (2.7) sistemini ve ],[ 00 tt τ−  aralõğõnda )()( ttX Φ=  başlangõç 

fonksiyonunu sağlayan nIRtX ∈)(  sürekli fonksiyonuna (2.7) sisteminin )(tU  kontrol 

fonksiyonu tarafõndan üretilen çözümü denir.  

 

Doğrusal olmayan durum denklemleri için, ][⋅f  ( 1×n ) boyutlu bir matris fonksiyonu  

göstermek üzere 

])),(()),(([)( tthtUtrtXf
dt

tdX
jj −−=  

vektör-matris biçiminde ifade edilebilir. 

 

2.2.4. Genel Kontroledilebilirlik Kavramõ 

 

Kuramsal ve uygulamalõ modern kontrolda önemli bir rol üstlenen �kontroledilebilirlik� 

kavramõ ilk kez (Kalman, 1961) tarafõndan ortaya atõlmõştõr. Kontroledilebilirlik koşulu 

özellikle bir optimal kontrol problemine ilişkin çözümünün varlõğõnõ belirler. Bu 

geleneksel kontrol kuramõ ile optimal kontrol kuramõ arasõndaki en temel farktõr. 

Geleneksel kontrol kuramõnda tasarõm deneme sõnama yöntemleriyle gerçeklendiğinden 

tasarõmcõ başlangõçta verilen bir dizi tasarõm koşulu için çözümün var olup olmadõğõnõ 

bilemez. Optimal kontrol kuramõnda ise verilen sistem parametreleri ve tasarõm amaçlarõ 

yönünde bir çözümün varolup olmadõğõnõ belirleyen kriterler mevcuttur. 

 

Kontroledilebilirlik incelemesinin önemini göstermek için 

         ∑∑
==

−+−=
m

j
jj

m

j
jj rtUBrtXA

dt
tdX

11

)()()(                                             

biçiminde sabit katsayõlõ bir sistemi ele alalõm. Kapalõ çevrimli sistemin durum 

değişkenleri sabit  katsayõlõ  K  kazanç matrisi üzerinden geri beslenerek elde edilir. 

Buna göre, K  feedback matrisi ( nn× ) boyutlu olmak üzere, 

)()()( tRtKXtU +−=  
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yazõlabilir. Burada )(tR  )1( ×n  boyutlu belirli bir vektör fonksiyonudur. Kapalõ çevrimli 

sistem  

∑∑
==

−+−−=
m

j
jj

m

j
jjj rtRBrtXKBA

dt
tdX

11

)()()()(  

denklemiyle ifade edilir. Bu problem durum feedback ile �kutup yerleştirme tasarõmõ� 

olarak da bilinir. Tasarõmõn amacõ, burada kapalõ çevrimli )( BKA −  matrisinin 

özdeğerlerine karşõ gelen özvektör kümesi elde edilecek şekilde K  feedback matrisinin 

belirlenmesi gerekmektedir. 

 

Burada K  sabit olduğu gibi )(tkK =  değişken katsayõsõ ve hatta )),(( ttxkK =  gibi 

lineer olmayan bir fonksiyonu da karşõmõza çõkabilir. (Davison, 1974), (Leitman, 1999). 

Böyle bir durumda )(tu  girişi belirlenmesi için sistemin kontroledilebilir olmasõ gerekir. 

 

)(tX  durumunu )( ftX  son durumuna sonlu ( ) 00 ≥− tt f  zamanõnda iletecek parçalõ 

sürekli bir )(tu  girişi mevcut ise, )(tX  durumu 0tt = �da kontroledilebilir denir. Eğer 

sistemin her )( 0tX  durumu sonlu zaman aralõğõnda kontroledilebilir ise, sisteme 

�kontroledilebilir� denir. Sezgisel olarak, durum değişkenlerinden herhangi birinin )(tu  

kontrol değişkenlerine bağõmlõ olmamasõ halinde bu özel durum değişkeninin belirli bir 

kontrol gücü ile sonlu zamanda istenen bir duruma getirilemeyeceği açõktõr. Bu nedenle 

böyle bir özel durum kontrol edilemez ve böyle bir kontroledilemez durum bulunduğu 

sürece, tüm sistem de �kontroledilemez� denir. 

 

Örneğin, iki durum değişkenli kontroledilemeyen basit doğrusal bir sistemi ele alalõm. 

)(tu  kontrol değişkeni sadece )(1 tx  değişkenini etkilediğinden )(2 tx  durumu kontrol 

edilemez. Diğer bir deyişle, )(2 tx  değişkeni )(tu  kontrol değişkeni ile belirli bir )( 02 tx  

başlangõç durumundan istenen bir )(2 ftx  hedefine sõnõrlõ bir 0tt f −  zamanõnda 

getirilemez. Bu nedenle tüm sistem kontroledilemez olur.  
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Burada verilen kontroledilebilirlik kavramõ bir duruma ilişkindir ve bu nedenle �durum 

kontroledilebilirlik� olarak da adlandõrõlõr. Kontroledilebilirlik sistemin çõkõşlarõ için de 

tanõmlanabilir, bu nedenle durum kontroledilebilirlik ile çõkõş kontroledilebilirlik 

arasõnda bir farktõr.  

 

Kapalõ çevrimli sistem bir kez tasarlandõktan sonra durum değişkenlerini feedback 

haline getirilirken için iki sorunla karşõ karşõya kalõnõr. İlkin durum değişkenlerinin 

sayõsõ çok fazla olabilir ve feedback oluşturmak için bu değişkenlerin ölçülmesi yüksek 

masraf nedeniyle tasarõmõ engeller. İkinci sorun tüm durum değişkenlerin fiziksel 

erişilemez olmasõndan kaynaklanõr. 
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3. ARAŞTIRMA BULGULARI 

 
 
 
3.1. Feedback Kontrollu Birinci Mertebeden Delay İntegro-Diferansiyel                                 

       Denklemlerin Kararlõlõğõ 

 

Teknolojik sistemlerin yanõ sõra feedback kontrollü neutral delay diferansiyel denklemler  

biyolojik, sosyal ve ekolojik sistemlerde de tamamen hakimdir. İntegral ve integro 

diferansiyel denklemler ve kontrol teorisi ile ilgili temel bilgiler (Bartle, 1966), (Burton, 

1983), (Corduneanu, 1971), (Corduneanu, 1991), (Györi ve Ladas, 1992), (Miller, 1971) 

ve (Mitrinovic vd., 1991) gibi kaynaklarda verilmektedir. Bu çalõşmada (Fiagbedzi, 

1994), (Feliachi ve Thowsen, 1981), (Kwon ve Pearson, 1977) ve (Mori vd., 1983) 

kaynaklarõndan yararlanarak feedback kontrollü delay sistemlerin kararlõlõğõ için bir 

yeterli koşul verilmiştir. 

 ∫∑
−=

++−+=′
0

1
0 )()()()()(

r

n

j
jj dtxartxatxatx

d

θθθ  

∫∑
−=

++−++
0

1
0 )()()()(

h

m

j
jj dtubhtubtub

d

θθθ  ,     0≥t         (3.1) 

delay integro-diferansiyel denklemini göz önüne alalõm. Burada IRtx ∈)( ,  IRtu ∈)( ; 

∞<≤<<<< rrrr
dnL210  ,  ∞<≤<<<< hhhh

dnL210  ; IRa j ∈ ,  dnj ,,1,0 L=  ;  

IRb j ∈ ,  dmj ,,1,0 L=  ; (.)a , ]0,[ r−  aralõğõnda reel değerli parçalõ sürekli bir 

fonksiyon ve (.)b , ]0,[ h−  aralõğõnda reel değerli parçalõ sürekli bir fonksiyondur.  

]0,[ r− aralõğõ üzerinde IR  değerli sürekli fonksiyonlarõn sõnõfõ ( )IRrC ];0,[−  olarak 

gösterilsin ve ( )IRrC ];0,[−∈φ  fonksiyonu (3.1) denkleminin verilen bir başlangõç 

fonksiyonu olsun. Buradaki u  fonksiyonunu IRk∈  olmak üzere 

)()( tkxtu −=                                                                                          (3.2) 

formunda feedback kontrol olarak düşünelim. ]0,[ rt −∈  için )()( ttx φ=  ile birlikte 0≥t  

için (3.1) denklemini sağlayan ),;( utx φ  fonksiyonuna (3.1) denkleminin bir çözümüdür 
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denir. Burada )()( ttx φ=  başlangõç fonksiyonu ve (3.1) diferansiyel denklemi başlangõç 

fonksiyon problemi olarak adlandõrõlõr.  

 

Yeteri kadar büyük t  için  
vtketx −<|)(|  

olacak şekilde k  ve v  pozitif sayõlarõ bulunuyorsa 0)( =tx  çözümü kararlõ olur.  Eğer 

(3.1) denkleminin 0)( =tx  çözümü kararlõ değilse, (3.2) formu sayesinde ve belli bir 

koşul altõnda bu çözüm kararlõ duruma gelebilir.  

 

Teorem 3.1.1.   ∞<≤ m1  ve 00 >v  olmak üzere tvtkba mee 000 )( −− <  olacak şekilde 

IRk∈  mevcut olsun. Eğer  

                        
m
v

dbbekdaae
h

m

j
j

hv

r

n

j
j

rv
dd

0
0

1

0

1
|)(||||||)(||| 00 <








++








+ ∫∑∫∑

−=−=

θθθθ      (3.3) 

eşitsizliği gerçekleşirse (3.1) denkleminin 0)( =tx  çözümü kararlõ olur. 

 

İspat: (3.2) dönüşümü (3.1) denkleminde uygulanõrsa kapalõ çevrimli delay integro-

diferansiyel denklemi 

∑∑
==

−−−+−=′
dd m

j
jj

n

j
jj htxbkrtxatxkbatx

11
00 )()()()()(  

∫∫
−−

+−++
00

)()()()(
hr

dtxbkdtxa θθθθθθ  ,     0≥t           (3.4) 

  )()( ttx φ=  ,     0≤≤− tr  

biçiminde gerçekleşir. Bu denklemi parametrelerin değişimi metodu uygulanarak             

ττττφ ττ dhxbekdrxaeetx j
j

j

t
tkba

jj

n

j

t
tkbatkba

dmd

)()()0()(
1 0

))((

1 0

))(()( 000000 −−−+= ∑∫∑∫
=

−−

=

−−−  

          ∫ ∫∫ ∫
−

−−

−

−− +−++
t

h

tkba
t

r

tkba ddxbekddxae
0

0
))((

0

0
))(( )()()()( 0000 τθθτθτθθτθ ττ  

şeklinde integral denklemine denk olur. Eşitliğin her iki tarafõnõn mutlak değeri alõnõrsa 
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ττφ τ drxaeetx jj
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j

rt

r

rtvtv
d j

j

j |)(||||)0(|
1

)(00 ∑ ∫
=

−

−

−−−− +≤  

                      ∫ ∫∑ ∫
−

−−

=

−

−

−−− +++
t

r

tv

j
j

ht

h

htv ddxaemdxbemk
dm j

j

j

0

0
)(

1

)( |)(||)(||)(||||| 00 τθθτθττ ττ  

∫ ∫
−

−− ++
t

h

tv ddxbemk
0

0
)( |)(||)(||| 0 τθθτθτ , 

ya da 

ττφ τ dxeaemmtxe
d j

j

j
n

j

rt

r

v
j

rvtv ∑ ∫
=

−

−

+≤
1

||)(||||)0(||)(| 000  

                            ∫ ∫∑ ∫
−=

−

−

+++
t

r

v

j

ht

h

v
j

hv ddxaemdxebemk
dm j

j

j

0

0

1
|)(||)(||)(||||| 000 τθθτθττ ττ  

∫ ∫
−

++
t

h

v ddxbemk
0

0

|)(||)(||| 0 τθθτθτ  

ττφ τ dxeaemm
d

j

j
n

j

t

r

v
j

rv∑ ∫
= −

+≤
1

||)(||||)0(| 00  

                            ∫ ∫∑ ∫
−= −

+++
t

r

v

j

t

h

v
j

hv ddxaemdxebemk
dm

j

j

0

0

1
|)(||)(||)(||||| 000 τθθτθττ ττ  

∫ ∫
−

++
t

h

v ddxbemk
0

0

|)(||)(||| 0 τθθτθτ         (3.5) 

eşitsizliği elde edilir.  
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Şimdi de (3.5) eşitsizliğinin sağ tarafõndaki son iki terim için  

 

 ∫ ∫∫ ∫
−

+−

−

+=+
t

r

vv
t

r

v ddxaeeddxae
0

0
)(

0

0

|)(||)(||)(||)(| 000 τθθτθτθθτθ τθθτ  

      ∫ ∫
−

+−









+=
0

0

)( |)(||)(| 00

r

t
vv ddxeae θτθτθ τθθ  

                                    ∫ ∫
−

+
−









=
0

|)(||)(| 00

r

t
vv ddxeae θττθ

θ

θ

τθ  

                                    ∫ ∫
− −

−≤
0

|)(||)(| 00

r

t

r

vv dxedae ττθθ τθ  

ve benzer şekilde 

               ∫ ∫∫ ∫
− −

−

−

≤+
0

0

0

|)(||)(||)(||)(| 000

h

t

h

vv
t

h

v dxedbeddxbe ττθθτθθτθ τθτ  

eşitsizlikleri elde edilir. Bu taktirde elde edilen son eşitsizlikler (3.5)�te yerine konulursa 

ττφ τ dxeaemmtxe
d

j

j
n

j

t

r

v
j

rvtv ∑ ∫
= −

+≤
1

||)(||||)0(||)(| 000  

                          ∫ ∫∑ ∫
− −

−

= −

++
0

1
|)(||)(||)(||||| 0000

r

t

r

vv

j

t

h

v
j

hv dxedaemdxebemk
dm

j

j ττθθττ τθτ  

∫ ∫
− −

−+
0

|)(||)(||| 00

h

t

h

vv dxedbekm ττθθ τθ         (3.6) 

yazõlabilir. Buradaki bazõ integraller  için başlangõç fonksiyonu göz önüne alõnõrsa  

örneğin; 

  ττττφττ τττ dxededxe
t

v

r

v
t

r

v ∫∫∫ +=
−− 0

0

|)(||)(||)(| 000  

biçimindeki durum elde edilir. Bu durumda  

ττφφ τ deamemk
d

j

n

j r

v
j

rv ∑ ∫
= −

+=
1

0

0 ||)(||||)0(| 00  
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                            ∫ ∫∑ ∫
− −

−

= −

++
0 0

1

0

|)(||)(||)(||||| 0000

r r

vv

j h

v
j

hv dedaemdebmek
dm

j

ττφθθττφ τθτ  

∫ ∫
− −

−+
0 0

|)(||)(||| 00

h h

vv dedbekm ττφθθ τθ          

ve 

  







++








+= ∫∑∫∑

−=−=

0

1

0

1

1 |)(||||||)(||| 00

h

m

j
j

hv

r

n

j
j

rv dbbekdaae
m
k dd

θθθθ  

olmak üzere (3.6)�dan 

∫+≤
t

vtv dxekktxe
0

10 |)(||)(| 00 τττ                                                         (3.7)  

 elde edilir. (3.7) eşitsizliğine Gronwall (Corduneanu, 1971) eşitsizliği uygulanõrsa 
tkvektx )(

0
10|)(| −−≤  

sonucu bulunur. (3.3)�te verilen koşul 01 vk <  olduğundan, dolayõsõyla 0)( =tx  çözümü 

kararlõdõr. Ayrõca 0|)(|lim =
∞→

tx
t

 olduğundan 0)( =tx  çözümü asimptotik kararlõdõr. 

Böylece ispat tamamlanmõş olur. 
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3.2. Birinci Mertebeden Feedback Kontrollu Neutral Delay İntegro-Diferansiyel    

       Denklemlerin Çözümlerinin Varlõğõ 

 

Şimdi, birinci mertebeden neutral delay diferansiyel denklemini 

 ∫
−

++−′+−+=′
0

210 )()()()()()()()()(
w

dtxawtxtawtxtatxtatx θθθ                             

                   ∫
−

++−′+−++
0

210 )()()()()()()()(
w

dtubwtutbwtutbtutb θθθ  ,   0≥t      (3.8) 

biçiminde göz önüne alalõm. Burada 0≥∀t  için IRtutx ∈)(),( , )(ta j  ve )(tb j  

)2,1,0( =j  fonksiyonlarõ sürekli ve )(2 ta  ve )(2 tb  sürekli türevlenebilen 

fonksiyonlardõr. ]0,[ w−  aralõğõnda (.)a  ve (.)b  fonksiyonlarõ parçalõ sürekli olsun ve bu 

aralõkta sürekli bir )()( ttx Φ=  başlangõç fonksiyonu verilsin. Ayrõca u  fonksiyonu için 

IRtk ∈)(  )( IRt∈  sürekli türevlenebilen bir fonksiyon olmak üzere  

  )()()( txtktu =                                                                                        (3.9) 

feedback kontrol olarak tanõmlansõn.  

 

Uygulanmak istenen yöntem, (3.9) dönüşümünü kullanarak kapalõ çevrimli (3.8) 

denkleminin ],)1[( nwwn − , )1( ≥n  aralõklarõnda adõmlar metodu uygulanarak 

çözümlerin ve türevlerinin varlõğõ için yeterli koşullar elde etmektir. (3.8) denklemi, 

(3.1) denkleminin delay ve sabit katsayõlõ olmasõ durumundan geliştirilmiştir 

(Yeniçerioğlu, vd., 2002).  

 

Teorem 3.2.1. ),0[ ∞∈∀t  için  

000 |)()()(| ctbtkta ≤+ ,  1211 |)()()()()(| ctbwtktbwtkta ≤−′+−+ ,  

222 |)()()(| ctbwtkta ≤−+ ,  ( ) 222
~)()()( ctbwtkta ≤′−+  
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koşullarõ sağlanacak şekilde ve |)()()(|max
]0,[

θθ
θ

bwtkac
w

++=
−∈

, |)(|max
]0,[

tg
wt

Φ=
−∈

 

olacak şekilde jccgc ,~,, 2  )2,1,0( =j  sayõlarõ varsa bu durumda (3.8) denkleminin )(tx  

çözümü için ],)1[( nwwnt −∈ , ,...2,1=n  aralõklarõnda  

  ( ){ })(~exp)21(|)(| 2102 nwtcwccccgtx n +++++≤                           (3.10)                         

eşitsizliği sağlanõr.  

 

İspat: (3.9) dönüşümü (3.8) denkleminde yerine yazõlõrsa 0≥t  için kapalõ çevrimli 

denklem 

 ( ) ( ) )()()()()()()()()()()( 21100 wtxtbwtktbwtktatxtbtktatx −−′+−+++=′  

      ( ) ( )∫
−

++++−′−++
0

22 )()()()()()()()(
w

dtxbtkawtxtbwtkta θθθθθ      (3.11) 

formuna dönüşür. wt ≤≤0  aralõğõnda (3.11) denkleminin her iki tarafõ 0 dan t  ye kadar 

integre edilirse  

 ( )∫ ++=
t

dxbkaxtx
0

00 )()()()()0()( τττττ  

            ( ) τττττττ dwxbwkbwka
t

∫ −−′+−++
0

211 )()()()()()(  

              ( ) ( ) τθθτθθτθτττττ ddxbkadwxbwka
t

w

t

∫ ∫∫
−

++++−′−++
0

0

0
22 )()()()()()()()(  

denklemi elde edilir. wt ≤≤0  aralõğõnda )()( wtwtx −Φ=− , )0()0( Φ=x , 

)()( wwx −Φ=−  olduğundan ve yukarõdaki son denklemin sağ tarafõndaki 4. terimde 

kõsmi integrasyon formülü uygulanõrsa 
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 ( ) ( ) )()()()()()()()()0()( 22
0

00 wttbwtktadxbkatx
t

−Φ−++++Φ= ∫ τττττ                                  

( ) ( ) τττττττ dwxbwkbwkawbwka
t

∫ −−′+−++−Φ−+−
0

21122 )()()()()()()()0()()0(   

( ) ( ) τθθτθθτθτττττ ddxbkadwxbwka
t

w

t

∫ ∫∫
−

++++−′−+−
0

0

0
22 )()()()()()()()(  

bulunur. Bu denklemin her iki tarafõnõ mutlak değeri alõnarak 

|)(||)()()(||)(||)()()(|)0(|)(| 22
0

00 wttbwtktadxbkatx
t

−Φ−++++Φ≤ ∫ τττττ  

τττττττ dwxbwkbwkawbwka
t

∫ −−′+−++−Φ−++
0

21122 |)(||)()()()()(||)(||)0()()0(|  

     ( ) τθθτθθτθτττττ ddxbkadwxbwka
t

w

t

∫ ∫∫
−

++++−′−++
0

0

0
22 |)(||)()()(||)(|)()()(   

eşitsizliği elde edilir. Teoremin koşullarõ kullanõlarak                                                                                 

 ττττττ dwxcdwxcgcdxcgtx
ttt

∫∫∫ −+−+++≤
0

2
0

12
0

0 |)(|~|)(|2|)(||)(|  

  τθθτ ddxc
t

w
∫ ∫
−

++
0

0

|)(|  

          τθθτττττττ ddxcdxcdxcdxccg
t

w

wt

w

wt

w

t

∫ ∫∫∫∫
−

−

−

−

−

++++++=
0

0

21
0

02 |)(||)(|~|)(||)(|)21(  

eşitsizliği bulunur. Bu eşitsizliğin  sağ tarafõndaki integraller için  

  ∫∫
−

≤
t

w

t

dxdx ττττ |)(||)(|
0

 ,    ∫∫
−

−

−

≤
t

w

wt

w

dxdx ττττ |)(||)(|  

ve 

  ∫ ∫∫ ∫∫ ∫
−

+

−− 







=








+=+
00

00

0

|)(||)(||)(|
w

t

w

tt

w

ddxddxddx θττθτθττθθτ
θ

θ

 

                      ∫∫ ∫
−− −

=≤
t

ww

t

w

dxwdxd ττττθ |)(||)(|
0
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yazõlabildiğinden  

 ∫∫∫∫
−−−−

+++++≤
t

w

t

w

t

w

t

w

dxcwdxcdxcdxccgtx ττττττττ |)(||)(|~|)(||)(|)21(|)(| 2102  

          ( ) ∫
−

+++++=
t

w

dxcwccccg ττ |)(|~)21( 2102  

elde edilir. Buradan Gronwall eşitsizliği uygulanõrsa wt ≤≤0  aralõğõndaki (3.11) 

denkleminin çözümü için  

( ){ })(~exp)21(|)(| 2102 wtcwccccgtx +++++≤  

sonucu bulunur.  

 

Şimdi de Tümevarõm yöntemini kullanacak olursak, nwtwn ≤≤− )1(  aralõğõndaki 

(3.10) eşitsizliğinin doğru olduğu kabul edilerek Bu durumda, wntnw )1( +≤≤  

aralõğõnda (3.11) denkleminin her iki tarafõnõ nw  den t  ye kadar integre edersek 

 ( )∫ ++=
t

nw

dxbkanwxtx τττττ )()()()()()( 00  

          ( ) τττττττ dwxbwkbwka
t

nw
∫ −−′+−++ )()()()()()( 211  

           ( ) ( ) τθθτθθτθτττττ ddxbkadwxbwka
t

nw w

t

nw
∫ ∫∫
−

++++−′−++
0

22 )()()()()()()()( , 

( ) ( ) )()()()()()()()()()( 2200 wtxtbwtktadxbkanwxtx
t

nw

−−++++= ∫ τττττ  

          ( ) ( ) τττττ dwxbwkawnxnwbwnknwa
t

nw
∫ −′−+−−−+− )()()()())1(()())1(()( 2222                           

                    ( ) τττττττ dwxbwkbwka
t

nw
∫ −−′+−++ )()()()()()( 211  

         ( ) τθθτθθτθ ddxbka
t

nw w
∫ ∫
−

++++
0

)()()()( , 
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           |)(||)()()(||)(||)()()(||)(||)(| 2200 wtxtbwtktadxbkanwxtx
t

nw

−−++++≤ ∫ τττττ
 

   ( ) τττττ dwxbwkawnxnwbwnknwa
t

nw
∫ −′−++−−++ |)(|)()()(|))1((||)())1(()(| 2222

 

             τττττττ dwxbwkbwka
t

nw
∫ −−′+−++ |)(||)()()()()(| 211  

              τθθτθθτθ ddxbka
t

nw w
∫ ∫
−

++++
0

|)(||)()()(| , 

       ττττ dwxcwnxcwtxcdxcnwxtx
t

nw

t

nw
∫∫ −+−+−++≤ |)(|~|))1((||)(||)(||)(||)(| 2220                            

                       τθθτττ ddxcdwxc
t

nw w

t

nw
∫ ∫∫
−

++−+
0

1 |)(||)(|                                           (3.12) 

eşitsizliği elde edilir. nwtwn ≤≤− )1(  aralõğõndaki (3.10) eşitsizliği kabul edildiğine 

göre 

  ( ){ })2(~exp)21(|)(| 2102 nwcwccccgnwx n ++++≤  

  ( ){ }))12((~exp)21(|))1((| 2102 wncwccccgwnx n −++++≤−  

 ( ){ })2(~exp)21( 2102 nwcwccccg n ++++≤                           

( ){ }))1((~exp)21(|)(| 2102 wntcwccccgwtx n −+++++≤−  

                ( ){ })2(~exp)21( 2102 nwcwccccg n ++++≤  

sağlanõr. (3.12)�den ( ){ })2(~exp)21( 2102 wcwcccc ++++=α  olmak üzere  

 τταττα dxcgcdxcgtx
wt

wn

n
t

nw

n ∫∫
−

−

+++≤
)1(

220 |)(|~2|)(||)(|  

                         τθθτττ ddxcdxc
t

nw w

wt

wn
∫ ∫∫
−

−

−

+++
0

)1(
1 |)(||)(|                                  (3.13) 

elde edilir. Buradaki integraller için 

  ∫∫
−

≤
t

wn

t

nw

dxdx
)1(

|)(||)(| ττττ   ,     ∫∫
−

−

−

≤
t

wn

wt

wn

dxdx
)1()1(

|)(||)(| ττττ  
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ve 

  ∫ ∫∫ ∫∫ ∫
−

+

+−− 







=








+=+
000

|)(||)(||)(|
w

t

nww

t

nw

t

nw w

ddxddxddx θττθτθττθθτ
θ

θ

 

                       ∫∫ ∫
−− −

=≤
t

wnw

t

wn

dxwdxd
)1(

0

)1(

|)(||)(| ττττθ  

olduklarõndan bu taktirde (3.13) eşitsizliğinden  

τττταττα dxcdxcgcdxcgtx
t

wn

t

wn

n
t

wn

n ∫∫∫
−−−

++++≤
)1(

1
)1(

22
)1(

0 |)(||)(|~2|)(||)(|  

 ∫
−

+
t

wn

dxcw
)1(

|)(| ττ , 

( ) ττα dxcwccccgtx
t

wn

n ∫
−

+++++≤
)1(

1202 |)(|~)21(|)(|  

elde edilir. Buradan Gronwall eşitsizliği kullanõlõrsa 

  ( ) ))1((~exp)21(|)(| 1202 wntcwccccgtx n −−++++≤ α  

ya da 

  ( ) ))1((~exp)21(|)(| 120
1

2 wntcwccccgtx n ++++++≤ +  

sonucu elde edilir ve Teorem 3.2.1�nin ispatõ tamamlanmõş olur.  

 

Teorem 3.2.2. Teorem 3.2.1�nin hipotezleri altõnda ek olarak, eğer  

( )IRwCt ],0,[)( 1 −∈Φ  ve ( ) 0,],,)1[()( 1 ≥−∈ nIRnwwnCtx  ise bu durumda 

[ ]|)(||)(|max
]0,[

ttm
wt

Φ′+Φ=
−∈

, ( ){ })2(~exp)21( 2102 wcwcccc ++++=α , 

},max{ 212,1 ccc = sayõlarõ ve 

 mm =1 ,  [ ] ( ){ }wcwcmccwcggm n
nn

n 2exp)( 012,10
21 ++++= −

−− αα ,  2≥n  

dizisi tanõmlanmak üzere ],)1[( nwwnt −∈ , ,...)2,1( =n  aralõklarõnda 

  [ ] { }))2()((exp)(|)(| 02,10
1 wntcwcmccwcgtx n

n −−+++≤′ −α          (3.14) 

eşitsizliği sağlanõr.  
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İspat: wt ≤≤0  aralõğõnda (3.11) denkleminin sağ tarafõndaki 1. ve 4. terimler için 

integral hesabõnõn temel teoremi uygulanõrsa, sõrasõyla 

 ( ) ( ) ( ) )0()()()()()()()()()()()( 00
0

0000 xtbtktadxtbtktatxtbtkta
t

++′+=+ ∫ ττ  

ve  

 ( ) ( )∫ ∫∫
−− 








+′++=+++
0

0

0

)()()()()()()()(
w

t

w

ddxbtkadtxbtka θτθτθθθθθθθθ  

                                 ( )∫
−

+++
0

)()()()(
w

dxbtka θθθθθ  

özdeşlikleri elde edilir. Bu özdeşlikler (3.11) denkleminde yerine yazõlõrsa 

( ) ( ) )0()()()()()()()()( 00
0

00 xtbtktadxtbtktatx
t

++′+=′ ∫ ττ  

           ( ) ( ) )()()()()()()()()()( 22211 wtxtbwtktawtxtbwtktbwtkta −′−++−−′+−++  

        ( ) ( )∫∫ ∫
−−

+++








+′+++
00

0

)()()()()()()()(
ww

t

dxbtkaddxbtka θθθθθθτθτθθθ , 

( ) ( ) )0()()()()()()()()( 00
0

00 Φ++′+=′ ∫ tbtktadxtbtktatx
t

ττ  

         ( ) ( ) )()()()()()()()()()( 22211 wttbwtktawttbwtktbwtkta −Φ′−++−Φ−′+−++  

        ( ) ( )∫∫ ∫
−−

Φ+++








+′+++
00

0

)()()()()()()()(
ww

t

dbtkaddxbtka θθθθθθτθτθθθ  

denklemi bulunur. Bu eşitliğin her iki tarafõn mutlak değeri alõnõr ve Teorem 3.2.2.�nin 

koşullarõ uygulanõrsa 

|)0(||)()()(||)(||)()()(||)(| 00
0

00 Φ++′+≤′ ∫ tbtktadxtbtktatx
t

ττ  

|)(||)()()(||)(||)()()()()(| 22211 wttbwtktawttbwtktbwtkta −Φ′−++−Φ−′+−++

∫∫ ∫
−−

Φ+++








+′+++
00

0

|)(||)()()(||)(||)()()(|
ww

t

dbtkaddxbtka θθθθθθτθτθθθ , 
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[ ]|)(||)(||)0(||)(||)(| 2,10
0

0 wtwtccdxctx
t

−Φ′+−Φ+Φ+′≤′ ∫ ττ  

              ∫∫ ∫
−−

Φ+








+′+
00

0

|)(||)(|
ww

t

dcddxc θθθτθτ  

         cwgdxcwmcgcdxc
tt

+′+++′≤ ∫∫
+θ

θ

ττττ |)(||)(| 2,10
0

0  

          ∫∫
−−

′+′+++≤
t

w

t

w

dxcwdxcmccwggc ττττ |)(||)(|02,10   

          ∫
−

′++++=
t

w

dxcwcmcgcwc ττ |)(|)()( 02,10  

eşitsizliği elde edilir. Burada Gronwall eşitsizliği kullanõlõrsa wt ≤≤0  aralõğõnda 

  [ ] { }))((exp)(|)(| 02,10 wtcwcmcgcwctx ++++≤′  

bulunur.  

 

nwtwn ≤≤− )1(  aralõğõnda Tümevarõm yöntemi uygulanõrsa, (3.14) eşitsizliğinin doğru 

olduğu kabul edilip, bu durumda, wntnw )1( +≤≤  aralõğõnda (3.11) eşitliğinin sağ 

tarafõndaki 1.ve 4. terimlerine integral hesabõnõn temel teoremi uygulanõrsa 

( ) ( ) )()()()()()()()()( 0000 nwxtbtktadxtbtktatx
t

nw

++′+=′ ∫ ττ  

             ( ) ( ) )()()()()()()()()()( 22211 wtxtbwtktawtxtbwtktbwtkta −′−++−−′+−++                

         ( ) ( )∫∫ ∫
−−

++++








+′+++
00

)()()()()()()()(
ww

t

nw

dnwxbtkaddxbtka θθθθθθτθτθθθ , 

[ ]|)(||)(||)(||)(||)(| 2,100 wtxwtxcnwxcdxctx
t

nw

−′+−++′≤′ ∫ ττ  

              ∫∫ ∫
−−

++








+′+
00

|)(||)(|
ww

t

nw

dnwxcddxc θθθτθτ                                 (3.15) 

eşitsizliği elde edilir. (3.10) eşitsizliği 
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( ){ } nn gnwcwccccgnwx α=++++≤ )2(~exp)21(|)(| 2102  

  ( ){ })2(~exp)21(|)(| 2102 θθ +++++≤+ nwcwccccgnwx n  

               ( ){ } nn gnwcwccccg α=++++≤ )2(~exp)21( 2102  

( ){ }))1((~exp)21(|)(| 2102 wntcwccccgwtx n −+++++≤−  

                ( ){ } nn gnwcwccccg α=++++≤ )2(~exp)21( 2102  

sağladõğõndan ve (3.14) eşitsizliği 

 [ ] { }wntcwcmccwcgwtx n
n )1()((exp)(|)(| 02,10

1 −−+++≤−′ −α  

                  [ ] { }wcwcmccwcg n
n 2)(exp)( 02,10

1 +++≤ −α  

olarak yazõlabildiğinden  

 [ ] { }wcwcmccwcggwtxwtx n
nn 2)(exp)(|)(||)(| 02,10

1 ++++≤−′+− −αα  

veya 

  1|)(||)(| +≤−′+− nmwtxwtx  

elde edilir. Böylece (3.15)�den 

n

w

t

nw
n

n
t

nw

cwgddxcmcgcdxctx αθτθταττ +








+′+++′≤′ ∫ ∫∫
−

+

0

12,100 |)(||)(||)(|  

          n
t

nw
n

n
t

nw

cwgdxcwmcgcdxc ατταττ
θ

θ

+′+++′= ∫∫
+

+
+ |)(||)(| 12,100  

eşitsizliği bulunur. Bu eşitsizliğin sağ tarafõndaki 1. ve 4. terimde bulunan integraller 

için                         

  ∫∫
−

′≤′
t

wn

t

nw

dxdx
)1(

|)(||)(| ττττ   ,     ∫∫
−

+

+

′≤′
t

wn

t

nw

dxdx
)1(

|)(||)(| ττττ
θ

θ

 

olduklarõndan  

  ∫∫
−−

+ ′+′+++≤′
t

wn

t

wn
n

n dxcwdxcmccwcgtx
)1()1(

012,10 |)(||)(|)(|)(| ττττα  

                      ∫
−

+ ′++++≤
t

wn
n

n dxcwcmccwcg
)1(

012,10 |)(|)()( ττα  



 39

eşitsizliği elde edilir ve buradan Gronwall eşitsizliği kullanõlõrsa wntnw )1( +≤≤  

aralõğõnda 

  [ ] { }))1()((exp)(|)(| 012,10 wntcwcmccwcgtx n
n −−+++≤′ +α  

sonucu bulunur ve ispat tamamlanõr.  
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3.3. Durum Feedback Kontrollu Birinci Mertebeden Lineer ve Lineer Olmayan 

       Neutral Delay Diferansiyel Denklemlerin Sõnõrlõlõğõ 

                           

Birinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemini                                              

))(),(,()()()()()()()( 210 wtxwtxthwtxtawtxtatxtatx −′−+−′+−+−=′  

                        )()()()()()( 210 wtutbwtutbtutb −′+−+−   ,        0≥t                        (3.16)                  

)0(0,)()( >≤≤−= wtwtgtx  

biçiminde ele alalõm.  Burada )(tx , IRtu ∈)( ; 0≥t  için )(ta j  ve )2,1,0(,)( =jtb j  

w -periyotlu sürekli fonksiyon; )(tg , ]0,[ w−  aralõğõnda sürekli türevlenebilen verilen bir 

başlangõç fonksiyonu olsun. h  fonksiyonu ise ( )IRIRIRIRCxxth ,),,( 21 ××∈  ve  

),,(),,( 2121 xxthxxwth =+                                                                 (3.17) 

özelliğini sağlayan bir fonksiyon olarak tanõmlansõn. Ayrõca )(tu  feedback kontrol 

fonksiyonu  

)()()( txtktu =                                                                                      (3.18) 

formunda olsun. Burada )(tk  fonksiyonu her IRt∈  için w -periyotlu sürekli türevlene- 

bilen bir fonksiyondur. 

 

(Al-mutib, 1984), (Bellen, vd., 1988) ve (Torelli, 1989) makalelerinde, (3.16) 

denkleminin özel bir hali olan delay diferansiyel denkleminin kararlõlõğõ için bir nümerik 

çözüm metodu kullanõlmõştõr. Bu çalõşmada ise, (3.16) denkleminin kararlõlõğõ için 

alternatif bir yöntem sunulmuştur. Bu durum lineer delay diferansiyel denklemin daha 

genel bir hali olmuştur (Agamaliyev ve Yeniçerioğlu, 2003).  

 

Teorem 3.3.1. 0≥∀t  için 0),,( 21 ≡xxth , 0)( >ta  ve 

                       1)(
)(
)(|)(| ≤−+ tc

ta
tbtc                                                    

koşullarõ sağlanõrsa  
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







+
′+++

=
≤≤−≤≤− )(

|)()()()(|max,|)(|maxmax
001 wta

tgwtctgwtbtgF
twtw

 

olmak üzere (3.16) denkleminin çözümleri için 

1)(
|)()()()(|,|)(| F

ta
txtctxtbtx ≤
′+                                                     (3.19) 

eşitsizlikleri sağlanõr. Burada 

)()()()( 00 tbtktata +=  ,   )()()()( 22 tbwtktatc −+=  

ve 

)()()()()()( 211 tbwtktbwtktatb −′+−+=  

şeklindedirler. 

 

İspat.   (3.18) dönüşümü (3.16) denkleminde yerine yazõlõrsa kapalõ çevrimli neutral 

delay diferansiyel denklemi 

( ) ( ) )()()()()()()()()()()( 21100 wtxtbwtktbwtktatxtbtktatx −−′+−+++−=′  

( ) 0,)()()()( 22 ≥−′−++ twtxtbwtkta  

ya da 

  0,)()()()()()()( ≥−′+−+−=′ twtxtcwtxtbtxtatx                   (3.20)   

denklemine dönüşür. (3.20) denkleminin wt ≤≤0  aralõğõndaki çözümü  

  ( )∫ −′+−+=
t

dswsgscwsgsbstxgtxtx
0

)()()()(),()0()0,()(               (3.21) 

olarak elde edilir. Burada  








−= ∫

t

s

dastx ττ )(exp),(  

dõr.  

∫ −=
t

txdssastx
τ

τ ),(1)(),(                                                                    (3.22) 

olduğu göz önünde tutularak (3.21) denkleminden 
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∫
−′+−

+≤
t

ds
sa

wsgscwsgsbsastxgtxtx
0 )(

|)()()()(|)(),(|)0(|)0,(|)(|  

         ∫
−′+−

+≤
≤≤≤≤−

t

wttw
dssastx

ta
wtgtcwtgtbtgtx

0
00

)(),(
)(

|)()()()(|max|)(|max)0,(               

    ( ))0,(1)0,(
)(

|)()()()(|max,|)(|maxmax
00

txtx
wta

tgwtctgwtbtg
twtw

−+








+
′+++

≤
≤≤−≤≤−

 

          1F= , 

yani, ],0[ wt∈  için 

1|)(| Ftx ≤  

elde edilir. Öte yandan, (3.20) denkleminden 

( ) ( ))()()()()()()()()()()()()( wtgtcwtgtbtctxtbtatctxtctxtb −′+−+−−=′+  

yazõlabilir. ],0[ wt∈  aralõğõnda 

 
)(

|)()()()(||)(||)(|)(
)(
)(

)(
|)()()()(|

ta
wtgtcwtgtbtctxtc

ta
tb

ta
txtctxtb −′+−

+−≤
′+  

    11|)(|)(
)(
)( FFtctc

ta
tb

≤







+−≤  

ya da 

1)(
|)()()()(| F

ta
txtctxtb

≤
′+                                                   

elde edilir.  

 

Kabul edelim ki ],)1[( nwwnt −∈  aralõğõnda (3.19) eşitsizliği doğru olsun. Bu taktirde 

wntnw )1( +≤≤  aralõğõnda (3.20) denkleminin çözümü 

( )∫ −′+−+=
t

nw

dswsxscwsxsbstxnwxnwtxtx )()()()(),()(),()(  

olarak bulunur. (3.22) ifadesi kullanõlarak )(,)( tctb  ve )(ta  periyodik olmasõndan 

dolayõ 
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∫
−′+−

+≤
t

nw

ds
sa

wsxscwsxsbsastxnwxnwtxtx
)(

|)()()()(|)(),(|)(|),(|)(|  

         ( )
)(

|)()()()(|max),(1|)(|),(
)1( ta

wtxtcwtxtbnwtxnwxnwtx
wntnw

−′+−
−+≤

+≤≤
 

  ( )),(1),(
)(

|)()()()(|max,|)(|maxmax
)1()1(

nwtxnwtx
ta

txtctxtbtx
nwtwnnwtwn

−+






 ′+

≤
≤≤−≤≤−

 

          1F≤ , 

yani ])1(,[ wnnwt +∈  için 

1|)(| Ftx ≤                                                               

elde edilir. (3.20) denkleminden   

( ) ( ))()()()()()()()()()()()()( wtxtcwtxtbtctxtbtatctxtctxtb −′+−+−−=′+  

olduğundan  

 
)(

|)()()()(||)(||)(|)(
)(
)(

)(
|)()()()(|

ta
wtxtcwtxtbtctxtc

ta
tb

ta
txtctxtb −′+−

+−≤
′+  

    11|)(|)(
)(
)( FFtctc

ta
tb

≤







+−≤  

ya da ])1(,[ wnnwt +∈  için 

1)(
|)()()()(| F

ta
txtctxtb

≤
′+                                                   

sonucu elde edilir. Bu sonuçtan, Tümevarõm yöntemi kullanõlarak ),0[ ∞∈∀t  için (3.19) 

eşitsizliğinin doğruluğu gösterilmiş olur. Ayrõca ),0[ ∞∈∀t  için 1|)(| Ftx ≤  olduğundan 

(3.16) denkleminin 0=x  çözümü kararlõdõr. 

 

Teorem 3.3.2. Kabul edelim ki 

i) 0)( >ta ,  ),0[ ∞∈∀t ; 

ii) IRIRIR ××  bölgesinde h  fonksiyonu için ( )0),,( 21 ≠xxth  

|)(|)(|))(),(,(| 121 txtmtxtxth ≤                                                            (3.23) 

koşulunu sağlayacak biçimde bir )(tm  fonksiyonu olsun; ve 
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iii) 1
)(
)(|)(|)(

)(
)(

≤++−
ta
tmtctc

ta
tb  , ),0[ ∞∈∀t                                                     (3.24) 

eşitsizliği sağlansõn. Bu durumda ),0[ ∞∈∀t  için  

2)(
|))(),(,()()()()(|,|)(| F

ta
txtxthtxtctxtbtx ≤
′+′+                        (3.25) 

eşitsizlikleri sağlanõr, burada      

)26.3(
)(

|))(),(,()()()()(|max,|)(|maxmax
002









+
′++′+++

=
≤≤−≤≤− wta

tgtgwthtgwtctgwtbtgF
twtw

dõr. 

 

İspat.  (3.16) probleminin wt ≤≤0  aralõğõnda 

  







−= ∫

t

s

dastx ττ )(exp),(  

olmak üzere        

         [ ]∫ −′−+−′+−+=
t

dswsgwsgshwsgscwsgsbstxgtxtx
0

))(),(,()()()()(),()0()0,()(   

biçiminde integral denklemine denktir. . (3.22) eşitliği kullanõlarak 

|)0(|)0,(|)(| gtxtx ≤    

             ∫
−′−+−′+−

+
t

ds
sa

wsgwsgshwsgscwsgsbsastx
0 )(

|))(),(,()()()()(|)(),(     

|)0(|)0,( gtx≤  

∫
−′−+−′+−

+
≤≤

t

ws
dssastx

sa
wsgwsgshwsgscwsgsb

0
0

)(),(
)(

|))(),(,()()()()(|max









+
′++′+++

≤
≤≤−≤≤− )(

|))(),(,()()()()(|max,|)(|maxmax
00 wta

tgtgwthtgwtctgwtbtg
twtw

 

 

( ))0,(1)0,( txtx −+×        

            2F= , 

bulunur. Böylece ],0[ wt∈  için 
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2|)(| Ftx ≤                                                                                            (3.27) 

yazõlabilir. 

( ) )()()()())(),(,()()()()( txtbtatctxtxthtxtctxtb −−=′+′+  

         [ ] ))(),(,())(),(,()()()()()( txtxthwtgwtgthwtgtcwtgtbtc ′+−′−+−′+−+ .        

eşitliğinden (3.23), (3.24) ve (3.27) ifadeleri kullanõlarak 

 |)(|)(
)(
)(

)(
|))(),(,()()()()(| txtc

ta
tb

ta
txtxthtxtctxtb

−≤
′+′+  

 
)(

|)(|)(
)(

|)(),(,()()()()(||)(|
ta

txtm
ta

wtgwtgthwtgtcwtgtbtc +
−′−+−′+−

+  

   22)(
)(|)(|)(

)(
)( FF

ta
tmtctc

ta
tb

≤







++−≤  

elde edilir. Dolayõsõyla ],0[ wt∈  için 

2)(
|))(),(,()()()()(| F

ta
txtxthtxtctxtb

≤
′+′+                                          (3.28) 

eşitsizliği sağlanõr. 

 

Kabul edelim ki ],)1[( nwwnt −∈  için (3.24) eşitsizliği sağlansõn. wntnw )1( +≤≤  

aralõğõnda (3.16) denkleminin çözümü   

[ ]∫ −′−+−′+−+=
t

nw

dswsxwsxshwsxscwsxsbstxnwxnwtxtx ))(),(,()()()()(),()(),()(  

şeklindedir. (3.17) ve (3.22) ifadeleri kullanõlarak ve )(,)( tctb  ve  )(ta  

fonksiyonlarõnõn periyodik olmasõndan dolayõ 

|)(|),(|)(| nwxnwtxtx ≤  

                            ∫
−′−+−′+−

+
t

nw

ds
sa

wsxwsxshwsxscwsxsbsastx
)(

|))(),(,()()()()(|)(),(  

         ( )),(1),( nwtxnwtx −+≤  

                       






 ′+′+

×
≤≤−≤≤− )(

|))(),(,()()()()(|max,|)(|maxmax
)1()1( ta

txtxthtxtctxtbtx
nwtwnnwtwn
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          2F≤  

elde edilir. Yani, ])1(,[ wnnwt +∈  için  

2|)(| Ftx ≤                                                                                             (3.29) 

sağlanõr. Ayrõca  

( ) )()()()())(),(,()()()()( txtbtatctxtxthtxtctxtb −−=′+′+  

         [ ] ))(),(,())(),(,()()()()()( txtxthwtxwtxthwtxtcwtxtbtc ′+−′−+−′+−+  

eşitliğinden (3.23), (3.24) ve (3.29) ifadeleri kullanõlarak 

|)(|)(
)(
)(

)(
|))(),(,()()()()(| txtc

ta
tb

ta
txtxthtxtctxtb

−≤
′+′+  

 
)(

|)(|)(
)(

|)(),(,()()()()(||)(|
ta

txtm
ta

wtxwtxthwtxtcwtxtbtc +
−′−+−′+−

+  

    22)(
)(|)(|)(

)(
)( FF

ta
tmtctc

ta
tb

≤







++−≤  

bulunur. Böylece  ])1(,[ wnnwt +∈∀  için 

2)(
|))(),(,()()()()(| F

ta
txtxthtxtctxtb

≤
′+′+                                           (3.30) 

elde edilir. Böylece, Tümevarõm yöntemi kullanõlarak ),0[ ∞∈∀t  için (3.25) 

eşitsizliğinin doğruluğu gösterilmiş olup 2|)(| Ftx ≤  sağlandõğõndan (3.16) denkleminin 

0=x  çözümü kararlõdõr.  

 

Teorem 3.3.3. Kabul edelim ki 

i) 0)( >ta ,  ),0[ ∞∈∀t ; 

ii) IRIRIR ××  bölgesinde h  fonksiyonu için ( )0),,( 21 ≠xxth  

21121 |)(||))(),(,(| ktxktxtxth +≤                                                  

olacak şekilde negatif olmayan 1k  ve 2k sayõlarõ bulunsun; ve 

iii) )(|)(|)(|)()()(|
2

2
1 ta

F
k

ktctatatctb ≤+++−  , ),0[ ∞∈∀t  
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eşitsizliği sağlansõn. Burada 2F , (3.26)�da verildiği gibidir. Bu durumda (3.16) 

problemin çözümü için ),0[ ∞∈∀t  aralõğõnda  

2)(
|))(),(,()()()()(|,|)(| F

ta
txtxthtxtctxtbtx ≤
′+′+                            

eşitsizliği sağlanõr.  

 

İspat: Teorem 3.3.3.�ün ispatõ Teorem 3.3.2.�nin ispatõna benzer şekilde yapõlabilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 48

3.4. Feedback Kontrollu İkinci Mertebeden Lineer Delay  Diferansiyel 

       Denklemlerin Çözümlerinin Varlõğõ 

 

İkinci mertebeden lineer neutral-delay diferansiyel denklemler kontrol teorisinde özel bir 

yere sahiptir. Bu sõnõftan olan denklemler klasik mekanikte, kuantum mekaniğinde, 

otomatik kontrolda, fiziğin ve matematiğin bir çok dallarõnda kullanõlmaktadõr. Bu 

çalõşmada Bölüm 3.3.�teki yöntemden farklõ değildir, fakat bu yöntem sadece 

çözümlerin varlõğõ hakkõnda bilgi vermektedir (Yeniçerioğlu ve Yalçõnbaş, 2004).  

 

)()()()()()()()()( 3210 wtxtawtxtatxtatxtatx −′+−++′+′′              

  0,0)()()()()()()()( 3210 ≥=−′+−++′+ twtutbwtutbtutbtutb        (3.31) 

0,)()( ≤≤−= twtgtx  

biçimindeki bir denklemi göz önüne alalõm. Burada )(tx , IRtu ∈)( ; )(ta j  ve 

)3,2,0(,)( =jtb j  0≥t  için w -periyotlu sürekli fonksiyonlar; )(1 ta  ve )(1 tb  ise 0≥t  

için sürekli fonksiyonlardõr. ]0,[ w−  aralõğõnda verilen sürekli türevlenebilen bir )(tg  

başlangõç  fonksiyonu olarak tanõmlansõn. Ayrõca )(tu  feedback kontrol fonksiyonu  

)()()( txtktu =                                                                                      (3.32) 

formunda olsun. Burada )(tk  fonksiyonu her IRt∈  için w -periyotlu sürekli 

türevlenebilen bir fonksiyondur.  

 

Şimdi, (3.31) denklemine ait bir teoreme geçmeden önce ikinci mertebeden adi 

diferansiyel denkleminin temel çözümleri ile ilgili bir hatõrlatma yapalõm. Şöyle ki, 

 0)()()()()( =+′+′′ txtbtxtatx    ,    0≥t                                              (3.33) 

biçiminde bir denklem olsun. { })(,)( 21 tt ΦΦ  ikilisi (3.33) denkleminin 00 ≥t  için 

1)( 01 =Φ t , 0)( 01 =Φ′ t , 0)( 02 =Φ t , 1)( 02 =Φ′ t  koşullarõnõ sağlayan  temel çözümleri 

olsun. Bu durumda (3.33) denkleminin  2010 )(,)( ctxctx =′=  başlangõç koşullarõnõ 

sağlayan tek çözümü 

)()()( 2211 tctctx Φ+Φ=    ,     0≥t  
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biçimindedir.  

 

)(th , 0≥t  için sürekli bir fonksiyon olmak üzere 

  )()()()()()( thtxtbtxtatx =+′+′′ ,    0≥t                                             (3.34) 

denkleminin çözümü ise parametrelerin değişimi metodu ile   

( )∫ ∫ ΦΦ−ΦΦ












+Φ′+Φ=
t

t t

dhttdssattxttxtx
0 0

)()()()()()(exp)()()()()( 21122010 ττττ
τ

 

olarak bulunur.  

 

(3.32) dönüşümü, (3.31) denkleminde kullanõlarak )()()()( 00 tbtktata += , 

)()()()()()( 011 tbtktbtktatb ′++= , )()()()()()( 022 tbwtktbwtktatc −′+−+=  ve 

)()()()( 33 tbwtktatd −+= olmak üzere  

0)()()()()()()()()( =−′+−++′+′′ wtxtdwtxtctxtbtxtatx               (3.35) 

denklemi elde edilir. (3.35) denklemine ])1(,[ wnnwt +∈∀ ,  ,...)2,1,0( =n aralõklarõnda 

adõmlar metodu uygulanõrsa (3.34) denklemi gibi bu denklem de her adõmda adi 

diferansiyel denkleme dönüşecektir. 

 

Teorem 3.4.1. ),0[ ∞∈∀t  için 0)( >ta  ve )(2|)(||)(| tatdtc ≤+  eşitsizlikleri sağlansõn 

ve ])1(,[ wnnwt +∈∀ ,  ,...)2,1,0( =n aralõklarõnda (3.32) denkleminin temel çözümleri 

için  

   |)(| 1 tΦ , |)(| 2 tΦ , |)(| 1 tΦ′ , |)(| 2 tΦ′







−≤ ∫

t

nw

dssak )(exp                    (3.36) 

olacak şekilde bir 1>k  sayõsõ bulunabilsin. Bu durumda (3.31) problemin çözümleri 

için ],)1[( nwwnt −∈∀ , ,...)2,1( =n  aralõklarõnda  

|)(||)(| txtx ′+  ,   F
ta

txtdtxtc n)2(
)(

|)(||)(||)(||)(| α≤
′+                    (3.37) 

eşitsizliği sağlanõr. Burada 22k=α  ve  
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[ ]








+
′+++′+=

≤≤−≤≤− )(
|)(||)(||)(||)(|max,|)(||)(|maxmax

00 wta
tgwtdtgwtctgtgF

twtw
  

biçimindedir. 

 

İspat: wt ≤≤0  aralõğõnda (3.35) denkleminin çözümü  

  )()0()()0()( 21 tgtgtx Φ′+Φ=   

       ( )( ) τττττττ
τ

dwgdwgcttdssa
t

)()()()()()()()()(exp 2112
0 0

−′+−ΦΦ−ΦΦ








− ∫ ∫     (3.38) 

olarak elde edilir. Eşitliğin her iki tarafõn mutlak değeri alõnõrsa 

|)(||)0(||)(||)0(||)(| 21 tgtgtx Φ′+Φ≤  

                       ( )|)(||)(||)(||)(|)(exp 2112
0 0

ττ
τ

ΦΦ+ΦΦ








+ ∫ ∫ ttdssa
t

 

                                                                                       ( ) τττττ dwgdwgc |)(||)(||)(||)(| −′+−×  

            ( )|)0(||)0(| gg ′+≤







− ∫

t

dssak
0

)(exp
 

 ( ) |)(||)(|)(exp)(exp 21
00 0

ττ
τ

Φ+Φ







−









+ ∫∫ ∫
tt

dssakdssa

( ) τττττ dwgdwgc |)(||)(||)(||)(| −′+−× , 

 

|)(| tx ( )|)0(||)0(| ggk ′+≤







− ∫

t

dssa
0

)(exp  

                          τ
τ

τττττ
τ

d
a

wgdwgcadssak
t t

)(
|)(||)(||)(||)(|)()(exp2

0

2 −′+−








−+ ∫ ∫  

                      ( )|)(||)(|max
0

tgtg
tw

′+≤
≤≤−

α







− ∫

t

dssa
0

)(exp  

                                ττα
τ

dadssa
ta

wtgtdwtgtc t t

wt
)()(exp

)(
|)(||)(||)(||)(|max

0
0 ∫ ∫








−

−′+−
+

≤≤
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                     ( )













−′+= ∫≤≤−

t

tw
dssatgtg

0
0

)(exp|)(||)(|maxα  

                                    























−−

+
′+++

+ ∫≤≤−

t

tw
dssa

wta
tgwtdtgwtc

0
0

)(exp1
)(

|)(||)(||)(||)(|max    

               ( )








+
′+++′+≤

≤≤−≤≤− )(
|)(||)(||)(||)(|max,|)(||)(|maxmax

00 wta
tgwtdtgwtctgtg

twtw
α  



















−−+








−× ∫∫

tt

dssadssa
00

)(exp1)(exp  

               ( )








+
′+++′+=

≤≤−≤≤− )(
|)(||)(||)(||)(|max,|)(||)(|maxmax

00 wta
tgwtdtgwtctgtg

twtw
α  

    Fα=  

eşitsizliği elde edilir. Böylece ],0[ wt∈∀  aralõğõnda 

Ftx α≤|)(|  

sağlanõr. (3.38) eşitliğinin her iki tarafõn türevi alõnõrsa  

)()0()()0()( 21 tgtgtx Φ′′+Φ′=′  

               ( )( ) τττττττ
τ

dwgdwgcttdssa
t

)()()()()()()()()(exp 2112
0 0

−′+−ΦΦ′−ΦΦ′








− ∫ ∫  

bulunur. Yukarõdaki gibi benzer işlemler yapõldõğõnda  

Ftx α≤′ |)(|   ,     wt ≤≤0  

olduğu açõktõr. Sonuç olarak, ],0[ wt∈∀  aralõğõnda 

Ftxtx α2|)(||)(| ≤′+                                                                           (3.39) 

sağlandõğõ görülür. Diğer taraftan ],0[ wt∈∀  aralõğõnda 

F
ta

tdtcF
ta

txtdtxtc αα 2
)(

|)(||)(|
)(

|)(||)(||)(||)(|
≤

+
≤

′+                      (3.40) 

bulunur. Böylece, (3.39) ve (3.40)�dan ],0[ wt∈∀  için (3.37) eşitsizliği sağlanõr. Kabul 

edelim ki ],)1[( nwwnt −∈  aralõğõnda (3.37) eşitsizliği sağlansõn. wntnw )1( +≤≤  

aralõğõnda ise (3.35) denkleminin çözümü   
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)()()()()( 21 tnwxtnwxtx Φ′+Φ=  

       ( )( ) τττττττ
τ

dwxdwxcttdssa
t

nw nw

)()()()()()()()()(exp 2112 −′+−ΦΦ−ΦΦ








− ∫ ∫    (3.41) 

biçimindedir. Buradan 

 |)(||)(||)(||)(||)(| 21 tnwxtnwxtx Φ′+Φ≤  

                         ( )|)(||)(||)(||)(|)(exp 2112 ττ
τ

ΦΦ+ΦΦ








+ ∫ ∫ ttdssa
t

nw nw

 

                                                                                        ( ) τττττ dwxdwxc |)(||)(||)(||)(| −′+−×  

( )|)(||)(||)(| nwxnwxktx ′+≤







− ∫

t

nw

dssa )(exp
 

  ( ) |)(||)(|)(exp)(exp 21 ττ
τ

Φ+Φ







−









+ ∫∫ ∫
t

nw

t

nw nw

dssakdssa  

( ) τττττ dwxdwxc |)(||)(||)(||)(| −′+−×  

                       ( )
( 1)

max | ( ) | | ( ) | exp ( )
t

n w t nw
nw

k x t x t a s ds
− ≤ ≤

 
′≤ + − 

 
∫  

2 | ( ) || ( ) | | ( ) || ( ) |2 exp ( ) ( )
( )

t t

nw

c x w d x wk a s ds a d
aτ

τ τ τ ττ τ
τ

  ′− + −
+ − 

 
∫ ∫  

                       ( )
( 1)

max | ( ) | | ( ) | exp ( )
t

n w t nw
nw

x t x t a s dsα
− ≤ ≤

   ′≤ + −  
  

∫  

( 1)

| ( ) || ( ) | | ( ) || ( ) |max exp ( ) ( ) .
( )

t t

nw t n w
nw

c t x t w d t x t w a s ds a d
a t τ

τ τ
≤ ≤ +

 ′− + − + −  
  

∫ ∫  

dõr. )(tc , )(td  ve )(ta  fonksiyonlarõ periyodik olduğundan  

          ( )
( 1)

| ( ) | max | ( ) | | ( ) | exp ( )
t

n w t nw
nw

x t x t x t a s dsα
− ≤ ≤

   ′≤ + −  
  

∫  

( 1)

| ( ) || ( ) | | ( ) || ( ) |max 1 exp ( )
( )

t

n w t nw
nw

c t w x t d t w x t a s ds
a t w− ≤ ≤

  ′+ + + + − −    +    
∫  
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       ( )
( 1) ( 1)

| ( ) || ( ) | | ( ) || ( ) |max max | ( ) | | ( ) | , max
( )n w t nw n w t nw

c t w x t d t w x tx t x t
a t w

α
− ≤ ≤ − ≤ ≤

′ + + +′≤ + + 
 

exp ( ) 1 exp ( )
t t

nw nw

a s ds a s ds
    

× − + − −         
∫ ∫  

                 ( )
( 1) ( 1)

| ( ) || ( ) | | ( ) || ( ) |max max | ( ) | | ( ) | , max
( )n w t nw n w t nw

c t x t d t x tx t x t
a t

α
− ≤ ≤ − ≤ ≤

′ +′= + 
 

 

                 (2 )n Fα α≤  

elde edilir. Yani, 

1| ( ) | (2 )
2

n Fx t α +≤  ,   ( 1)nw t n w≤ ≤ +  

sağlanõr. (3.41) eşitliğinin her iki tarafõn türevi alõnõrsa 

          1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t x nw t x nw t′ ′ ′ ′= Φ + Φ  

( ) ( )2 1 1 2exp ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
t

nw nw

a s ds t t c x w d x w d
τ

τ τ τ τ τ τ τ
 

′ ′ ′− Φ Φ −Φ Φ − + − 
 

∫ ∫  

elde edilir. Buradan 

1 2| ( ) | | ( ) || ( ) | | ( ) || ( ) |x t x nw t x nw t′ ′ ′ ′≤ Φ + Φ   

             ( )|)(||)(||)(||)(|)(exp 2112 ττ
τ

ΦΦ′+ΦΦ′








+ ∫ ∫ ttdssa
t

nw nw

                                                       

                                                                          ( ) τττττ dwxdwxc |)(||)(||)(||)(| −′+−×  

                     ( )| ( ) | | ( ) | exp ( )
t

nw

k x nw x nw a s ds
 

′≤ + − 
 
∫  

                            2 | ( ) || ( ) | | ( ) || ( ) |2 exp ( ) ( )
( )

t t

nw

c x w d x wk a s ds a d
aτ

τ τ τ ττ τ
τ

  ′− + −
+ − 

 
∫ ∫                                      

                     ( )
( 1)

max | ( ) | | ( ) | exp ( )
t

n w t nw
nw

x t x t a s dsα
− ≤ ≤

   ′≤ + −  
  

∫  

                        
( 1)

| ( ) || ( ) | | ( ) || ( ) |max 1 exp ( )
( )

t

n w t nw
nw

c t w x t d t w x t a s ds
a t w− ≤ ≤

  ′+ + + + − −    +    
∫  
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         ( )






 ′+

′+≤
≤≤−≤≤− )(

)()()()(
max,)()(maxmax

)1()1( ta
txtdtxtc

txtx
nwtwnnwtwn

α  

                    (2 )n Fα α≤  

elde edilir. Yani, 

   1| ( ) | (2 )
2

n Fx t α +′ ≤  ,   ( 1)nw t n w≤ ≤ +  

dõr. Böylece [ , ( 1) ]t nw n w∈ +  aralõğõnda 
1| ( ) | | ( ) | (2 )nx t x t Fα +′+ ≤                                                   

sağlandõğõ görülür. Diğer taraftan [ , ( 1) ]t nw n w∀ ∈ +  aralõğõnda 

                     | ( ) || ( ) | | ( ) || ( ) |
( )

c t x t d t x t
a t

′+ ( ) ≤
+

≤ +

)(
)()(

2
2 1

ta
tdtcFnα 1(2 )n Fα +  

olduğu açõktõr. Sonuç olarak, Tümevarõm yöntemine göre ),0[ ∞∈∀t  için (3.37) 

eşitsizliğinin doğruluğu gösterilmiş olup ispat tamamlanõr. 
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3.5. Değişken Gecikmeli (Delay) Durum Feedback Kontrollu Lineer Olmayan  

       Diferansiyel Sistemlerin Kararlõlõğõ 

 

Bu kõsõmda değişken gecikmeli büyük ölçüde lineer olmayan sistemlerin bir sõnõfõ için 

kararlõlõk problemi ele alõnõyor. Burada Razumikhin tipi teorem ile Lyapunov kararlõlõk 

teorisini birleştirerek (Laksmikantham vd., 1994) veya (Burton, 1983), değişken 

gecikmeli  sistemlerin bazõ kararlõlõğõnõ her zaman garanti edebilen bir durum feedback 

kontrol sõnõfõnõ öneriyoruz. Bu bölümde, değişken gecikmeli fonksiyonlarõn sürekli ve 

sõnõrlõ negatif olmayan fonksiyonlar olarak varsayõyoruz.  

 

Büyük ölçüde dinamik sistemlerin kontrol problemi çok ilgi çekmektedir, çünkü birçok 

pratik kontrol probleminde çok sayõda dinamik sistem vardõr (örneğin; ulaşõm sistemleri, 

güç sistemleri, iletişim sistemleri, ekonomik sistemler, sosyal sistemler vesaire). Son 

yõllarda  büyük ölçüde dinamik sistemlerin kararlõlõğõ fazla çalõşõlmõştõr; (Davision, 

1974; Siljak ve Veckevic, 1977; Ikeda ve Siljak, 1980; Shi ve Gao, 1987). Özel olarak 

(Ikeda ve Siljak, 1980) çalõşmasõnda değişken katsayõlõ lineer dinamik sistemler için 

kararlõlõğõ temsil eden durum feedback kontrol sõnõfõnõ önermiştir. Daha sonra, (Shi ve 

Gao, 1987)�de  ve (Ikeda ve Siljak, 1980) çalõşmalarõnda geliştirilen sonuçlar, zamana 

göre  değişen lineer sistemlerin iki sõnõfõna genişletilmiştir. 

 

Diğer taraftan  kontrol  gerektiren birçok mühendislik sistemlerinde sabit veya zamana 

bağlõ gecikmelerin ortaya çõktõğõ  ve sõk olarak da gecikmenin bir kararsõzlõk kaynağõ 

olduğu çok iyi bilinmektedir. Bu yüzden zamana bağlõ gecikmeli sistemlerinin kararlõlõk 

problemi yõllar boyu kontrol sistemlerinde  en popüler araştõrma konusu olmuştur. Bu 

konuda birçok makale ve eserler çõkmõş ve zamana bağlõ gecikmeli sistemleriyle ilgili 

birçok çözüm yaklaşõmõ  sunulmuştur, (Feliachi ve Thowsen, 1981; Mori vd., 1983, 

Ikeda ve Ashida, 1979; Watanabe vd., 1983; Know ve Pearson, 1980). Son yõllarda 

büyük ölçüde değişken gecikmeli dinamik sistemler için kararlõlõk problemi önemli 

ölçüde dikkat çekmiş ve bazõ sonuçlar elde edilmiştir. Örneğin (Sinha, 1990)�de sõnõrsõz 

gecikmeli  büyük ölçüde lineer olmayan dinamik sistemlerin bir sõnõfõ için kararlõlõk 
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problemini almõştõr. (Lee ve Radovic, 1987)�de doğrusal zamana göre değişen büyük 

ölçüde çok değişkenli ve değişken gecikmeli sistemlerin kararlõlõk problemi  ele alõnmõş 

ve  yerel durum feedback kontrol için yeterli koşullar türetilmiştir. 

 

Bu bölümde, değişken gecikme içeren büyük ölçüde lineer olmayan sistemlerin bir sõnõfõ 

için kararlõlõk problemi  ele alõnmaktadõr. Razumikhin tipi teoremi ve Lyapunov 

kararlõlõk kuramõyla birleştirilerek değişken gecikmeli büyük ölçüde dinamik sistemlerin 

bir sõnõfõ için bazõ tip kararlõlõğõ her zaman garanti edebilen durum feedback kontrollerin 

bir sõnõfõ önerilmektedir.  Özel olarak, lineer durum için bu bölümde önerilen durum 

feedback kontroller (Ikeda ve Siljak, 1980)�de önerilenlere benzerdir ve (Ikeda ve Siljak, 

1980)�de verilen sonuçlarõn sistemlerde değişken gecikmeli büyük ölçüde sistemlere bir 

genişlemesi olarak düşünülebilir.  

 

Ek olarak, değişken gecikmenin herhangi sürekli, sõnõrlõ ve negatif olmayan bir 

fonksiyon olmasõnõ istiyoruz; değişken gecikmeli fonksiyonun yani, )(th �nõn 1)( <′ th  

eşitsizliğini sağlamasõna gerek duymuyoruz. bu duruma eşitsizlikle ilgili birçok 

makalede gerek duyulmuştu (Ikeda ve Ashida, 1979) ve (Sinha, 1990). Ayrõca önerilen 

durum feedback kontroller gecikmeden bağõmsõz olduğundan bu bölümde  elde edilen 

sonuçlar gecikme hakkõnda kesin bilgiye sahip olunmadõğõ sistemlere örneğin bozuk 

gecikmeye sahip sistemlere de  uygulanabilir.  

 

Bu çalõşmadaki Bölüm 3.5.1.�de değişken gecikmeli büyük ölçüde  lineer olmayan 

sistemlerin bir sõnõfõ incelenecek ve bazõ standart varsayõmlar ifade edilecektir. Bölüm 

3.5.2.�de sõrasõyla büyük ölçüde değişken gecikmeli lineer olmayan sistemler için 

kararlõlõğõ garanti eden durum feedback kontrollerin bir sõnõfõnõ önerilecektir.  
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3.5.1. Problem Kurma ve Varsayõmlar 

 

3.5.1.1. Problem kurma. N  tane gecikmeli diferansiyel denklemleriyle verilmiş iS , 

Ni ,...,2,1=  alt sistemlerinden  oluşan, değişken gecikmeli büyük ölçüde lineer olmayan 

sistemlerin  

))),((),(()()),(()),((
)(

tthtxtxEtuttxgttxf
dt

tdx
iiiiii

i −++= .                     (3.42) 

formundaki bir S  sõnõfõnõ düşünelim. Burada +∈ IRt , durumun şimdiki değeri 
in

i IRtx ∈)(  ve im
i IRtu ∈)(  kontrol vektörüdür. Bu bölümde, nIRtx ∈)(  durum 

vektörünü ve nIRthtx ∈− ))((  ifadesini Nnnnn +++= ...21  olmak üzere 

[ ]TN
T
N

T thtxthtx ))(())(( 11 −− L  temsil eder. Her },,1{ Ni L∈  için 

ii nn
i IRIRIRf →×⋅ :)( , iii mnn

i IRIRIRg ×→×⋅ :)(  ve innn
i IRIRIRIRE →××⋅ :)(  

sõrasõyla sürekli vektör ve matris fonksiyonlarõdõr. Ayrõca her },,1{ Ni L∈  için değişken 

gecikmeli )(thi  fonksiyonu herhangi sürekli, sõnõrlõ ve negatif olmayan bir 

fonksiyondur. Yani, ih  pozitif bir sabit olmak üzere  

  ii hth ≤≤ )(0  

eşitsizliği vardõr.  

 

Değişken gecikmeli her alt sistem için başlangõç koşulu  

)()( ttx ii ψ=  ,       ],[ 00 thtt −∈                                                         (3.43) 

ile verilir. Burada )(tiψ , ],[ 00 tht −  aralõğõnda sürekli bir fonksiyondur ve 

  },,1,max{: Nihh i L==  

dõr. Genelliği kaybetmeden her iS  alt sisteminde herhangi +∈ IRt  için 

  0),0( =tf i  ,     Ni ,,1 L=  

olduğunu varsayabiliriz, yani orijin ( 0=x ) noktasõ  
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  )),((
)(

ttxf
dt

tdx
ii

i =  ,      Ni ,,1 L=                                                    (3.44) 

şeklindeki zorlanmamõş izole alt sistem için bir denge noktasõdõr. Değişken gecikmeli 

büyük ölçüde lineer olmayan sistemlerin bu sõnõfõ için durum feedback kontrol 

fonksiyonu 

  )),(()( ttxtu iii γ=  ,       Ni ,,1 L=                                                     (3.45) 

ile verilir. Burada her iS  alt sistemi için ii mn
i IRIRIR →×⋅ :)(γ  sürekli bir 

fonksiyondur. Bu durumda (3.45) dönüşümü (3.42)�de yerine yazõlõrsa cliS , Ni ,,1 L=  

kapalõ çevrimli büyük ölçüde değişken gecikmeli lineer olmayan alt sistemler  

))),((),(()),(()),(()),((
)(

tthtxtxEttxttxgttxf
dt

tdx
iiiiiii

i −++= γ              (3.46) 

olarak bulunur.  

 

Bu bölümün amacõ (3.45)�te verilen yerel lineer olmayan durum feedback )(tui  

kontrolörü gecikme durumlarõnõn varlõğõnda bile (3.42)-(3.43) ile gösterilen büyük 

ölçüde (S) sistemini kararlõ yapacak şekilde sentezlemektir. 

 

3.5.1.2. Varsayõmlar: Sentez yaklaşõmõmõzõ vermeden önce  (3.42) sistemi için önce 

aşağõdaki  standart varsayõmlarõ tanõtacağõz. 

 

Varsayõm 1. )()(),( ⋅⋅⋅ iii Evegf  ( Ni ,,1 L= ) vektör ve matris fonksiyonlarõ sürekli ve 

zamana göre düzgün sõnõrlõdõr ve duruma göre yerel düzgün sõnõrlõdõr.  

 

Varsayõm  2. Her )(⋅iE , },,1{ Ni L∈  için  

))),((),(()),(())),((),(( tthtxtxttxgtthtxtxE iiii −=− ξ                     (3.47) 

olacak şekilde IRIRIRtxx nn
h ××∈),,(  için sürekli bir imnn

i IRIRIRIR →××⋅ :)(ξ  

dönüşümü vardõr. Burada hx , ))(( thtx −  vektörünü gösterir. 
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Varsayõm 3. Her )(⋅iξ , },,1{ Ni L∈  için öyle negatif olmayan ijc , ijc~ , ijc�  ( Nj ,,1 L= ) 

sabitleri vardõr ki her IRIRIRtxx nn
h ××∈),,(  için  

  [ ]∑
=

+−+≤−
N

j
ijjjijjiji cthtxctxctthtxtx

1

�||))((||~||)(||||))),((),((||ξ     (3.48) 

sağlanõr. Burada (3.48) eşitsizliğin sol ve sağ taraftaki |||| ⋅  ifadesi sõrasõyla bir )(⋅  

vektörün Öklid normunu ve kõsõtlanmõş matris normunu gösterir.  

 

Varsayõm 4. Orijin ( 0=x ) noktasõ (3.44) şeklindeki zorlanmamõş her izole  alt sistem 

için bir denge noktasõdõr. Daha özel olarak  (3.44) sistemi için  bir ),( txiiℜ  Lyapunov 

fonksiyonlarõ ailesi vardõr. Yani her IRIRtx in
i ×∈),(  için  

  ( ) ( )2max
2

min ||)(||)),((||)(|| txttxtx iiiiii λυλ ≤≤  

  )),(()),((),(
)),((

ttxttxftx
t

ttx
iiiiiii

T
x

ii
i

υηυ
υ

−≤∇+
∂

∂
 

olacak şekilde  1C  sõnõfõndan bir +→×ℜ∈⋅ IRIRIRtx in
iii :),()(υ  fonksiyonu ve 

ii ηλ ,max   miniλ  sabitleri vardõr. 

 

Hatõrlatma 1. Varsayõm 1.�in matematiksel tamlõk için teknik bir varsayõm olduğu 

açõktõr.  Varsayõm 2. büyük ölçüde sistemlerin giriş-bağlantõlõ olduğunu gösterir. 

Varsayõm 3.  standarttõr ve büyük ölçüde lineer olmayan bağlantõlõ sistemlerin kontrol  

problemleri ile ilgili makalelerde bulunabilir. Varsayõm 4. her zorlanmamõş izole alt 

sistemin bir Lyapunov fonksiyonu var olmasõ hesabõyla zorunlu olarak kararlõdõr. 

Aslõnda büyük ölçüde bağlantõlõ sistemlerde, her izole alt sistemin ve tüm sistemin 

kararlõlõğõnõ garanti etmek için izole alt sistemlerin kararlõlõğõ uygulanabilir olmasõ 

gereklidir. 

 

Hatõrlatma 2.  Gerçekten Varsayõm 4. daha geneldir. Bir büyük ölçüde  lineer olmayan 

sistemi Varsayõm 4.�e uydurmak için her izole alt sistemi karşõlõk gelir.. Yani değişken 

gecikmeli içeren bağlantõlõ terimlerinin etkisini kontrol etmeden önce Varsayõm 4.�te 
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içeren belli kararlõlõk özelliklerine sahip her izole alt sistemi elde etmek için  kontrolün 

bir bölümünü kullanmamõz gereklidir. Buna göre bir yerel kontrolcü iki parçadan oluşur. 

Bunlardan birisi her izole alt sistemi kararlõlõğa uygular, diğeri bağlantõlõ terimlerin 

yaklaşõklarõnõ elde etmede kullanõlõr. 

 

Yardõmcõ Teorem 3.5.1.1.  

  )()( ttx ψ= ,     ],[ 00 thtt −∈                                                              (3.49) 

başlangõç koşulu ile verilen 

  ),()(
txtf

dt
tdx
=                                                                                    (3.50) 

fonksiyonel diferansiyel denklemi düşünelim. Burada, 00,)( thttxxt ≤≤−+= θθ  

dõr. 0>s  için 0)( >sWi , )3,2,1( =i  ve 0)0( =iW , )2,1( =i  olmak üzere azalmayan 

sürekli ++ → IRIRWi :  ( 3,2,1=i )  fonksiyonlar olsun. Varsayalõm ki 

i) Herhangi ),[ 0 ∞−∈ htt  ve nIRx∈  için 

  ||)(||),(||)(|| 21 xWxtVxW ≤≤  ; 

ii) Eğer 0, tttht ≥≤≤− ξ  için ||)(||||)(|| txqx <ξ  ise ||)(||),( 3 xWxtV −≤′  olacak      

    şekilde pozitif bir 1>q  vardõr. 

koşullarõnõ sağlayan sürekli bir +→×∞−⋅ IRIRhtV n),[:)( 0  fonksiyonu bulunsun. Bu 

durumda  (3.49)-(3.50)�in çözümleri düzgün asimptotik kararlõdõr. 

 

Yardõmcõ Teorem 3.5.1.2. (3.49)-(3.50)�de verilen fonksiyonel diferansiyel denklemini 

göz önüne alalõm. 0>s  için 0)( >sWi , )3,2,1( =i  ve 0)0( =iW , )2,1( =i  olmak üzere 

azalmayan sürekli ++ → IRIRWi :  ( 3,2,1=i ) fonksiyonlar olsun. Varsayalõm ki 

aşağõdaki şartlarõ sağlayan sürekli bir  +→×∞−⋅ IRIRhtV n),[:)( 0  fonksiyonu var 

olsun. 

i) Herhangi ),[ 0 ∞−∈ htt  ve nIRx∈  için 

  ||)(||),(||)(|| 21 xWxtVxW ≤≤  ; 
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ii) Eğer 0, tttht ≥≤≤− ξ  için ||)(||||)(|| txqx <ξ  ise ε+−≤′ ||)(||),( 3 xWxtV   

          olacak şekilde pozitif bir 1>q  vardõr. Burada 0>ε  ifadesi )(inflim 3 rW
r ∞→

<ε       

          sağlayan bir sabittir.  

Bu durumda  (3.49)-(3.50)�in çözümleri düzgün sõnõrlõdõr. 

 

Hatõrlatma 3. Yardõmcõ Teorem 3.5.1.1. değişken gecikmeli dinamik sistemler için 

meşhur Razumikhin tipi teoreminin geliştirilmiş bir şeklidir (Hale ve Lunel, 1993) ve 

(Xu ve Liu, 1994). Diğer bir taraftan, Yardõmcõ Teorem 3.5.1.2. (Xu ve Liu, 1994)�deki 

benzer metot kullanõlarak (Hale ve Lunel, 1993)�ün Bölüm 5�teki Teorem 4.3.�ün 

yardõmõ ile kolayca elde edilebilir. 

 

3.5.2. Yerel Durum Feedback Kontrolörleri 

 

Bu bölümde, ilk olarak bölüm 3.5.1.�de anlatõlan büyük ölçüde değişken gecikmeli 

lineer olmayan sistemleri düşüneceğiz; daha sonra hiçbir izole alt sistemi lineer olmayan 

büyük ölçüde değişken gecikmeli sistemlerin bir sõnõfõ için kararlõlõk problemini 

tartõşacağõz. 

 

3.5.2.1. lineer Olmayan Büyük Ölçüde Sistemler için Durum Feedback  

  Kontrolörleri 

 

İlk olarak kapalõ çevrimli sistemlerinin düzgün sõnõrlõlõğõnõ  garanti edebilecek durum 

feedback kontrolörlerinin bir sõnõfõnõ sunuyoruz. Daha sonra bu sõnõfõ  kapalõ sistemler 

için düzgün asimptotik kararlõlõk  sonuçlarõ elde etmek için değiştireceğiz.  

 

Sistemlerin Düzgün Sõnõrlõlõğõ: (1)�de verilen S  büyük ölçüde değişken gecikmeli 

lineer olmayan sistemi düşünelim. Lyapunov yaklaşõmõnõ temel alarak aşağõdaki yerel 

durum feedback kontrolörlerini öneriyoruz: 

)),(()),(()),(()( ttxttxgkttxtu iixi
T
iiiii i

υγ ∇−== ,       Ni ,...,1=  ,   (3.51) 
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burada ik , ( Ni ,...,1= ) ler kontrol kazanõmlarõ yani,  

[ ]∑
=

++=
N

j
ijjijjijji ccecdk

1

222222 �~ δ  ,             Ni ,...,1=                              (3.52)  

Ned
j

j
jj

2
min

22 411 λ
η<+   ,                         Nj ,...,1=                              (3.53) 

biçimindedir. Burada jd , je  ve jδ  pozitif sabitler ve jd , je  sabitler (3.53)�ü 

sağlayacak şekilde seçilmişlerdir. 

 

Hatõrlatma 3.5.2.1.1. (3.51), (3.52) ve (3.53)�den her iS  alt sistemi için )(tui  yerel 

durum feedback kontrolörünün sürekli olduğu açõktõr. (3.52) ve (3.53)�nin õşõğõnda 

feedback kazanõmõ ik �yi kolayca belirleyebiliriz. Buna göre önerilen kontrolörlerin 

bağlantõlarda  durum gecikmelerini içeren büyük ölçüde lineer olmayan S  sistemi için 

kararlõlõğa garanti edici durum feedback kontrolörlerinin bir sõnõfõ olduğunu gösteren 

aşağõdaki teoremi ifade ederiz. 

 

Teorem 3.5.2.1.1. Varsayõm 1.- 4.�ü sağlayan geniş ölçüde değişken gecikmeli (3.42) 

lineer olmayan dinamik sistemini düşünelim. Bu durumda (3.51), (3.52) ve (3.53)�de  

verilen )(tui , Ni ,...,1=  durum feedback  kontrolörlerini kullanarak  geniş ölçüde S  

sisteminin düzgün  sõnõrlõlõğõ garanti edilebilir.  

 

İspat: },...,1{ Ni∈  olmak üzere  0tt ≥  için )(txi ,  her kapalõ çevrimli cliS  alt sisteminin 

çözümü; ve her zorlanmamõş izole (3.44) alt sisteminin ),()( txiii ℜ∈⋅υ Lyapunov 

fonksiyonu, her kapalõ çevrimli cliS  alt sistemi için Lyapunov fonksiyonu olsun. Bu 

durumda Varsayõm 2., 4. ve (3.46)�ten herhangi 0tt ≥  için ve  her kapalõ çevrimli cliS  alt 

sistemi için  

)),((
)),(()),((

ttx
t

ttx
dt

ttxd
ii

T
x

iiii
i
υ

υυ
∇+

∂
∂

=  

{ }))),((),(()),(()),(()),(( tthtxtxEttxttxgttxf iiiiiii −++× γ                        
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                     )),(()),(()),(()),(( ttxttxgttxttx iiiiii
T
xiii i

γυυη ∇+−≤  

   ))),((),(()),(()),(( tthtxtxttxgttx iiiii
T
xi

−∇+ ξυ                  (3.54)                

 

olduğunu görürüz. Daha sonra (3.48), (3.51), (3.52), (3.53), (3.54) ve norm tanõmõndan 

)),(()),(()),(()),(()),((
)),((

ttxttxgttxgttxkttx
dt

ttxd
iixi

T
iiiii

T
xiiii

ii
ii
υυυη

υ
∇∇−−≤  

              ))),((),(()),(()),(( tthtxtxttxgttx iiiii
T
xi

−∇+ ξυ  

        2||)),(()),((||)),(( ttxttxgkttx iixi
T
iiiii i

υυη ∇−−≤  

              ||))),((),((||||)),(()),((|| tthtxtxttxttxg iiixi
T
i i

−⋅∇+ ξυ  

        2||)),(()),((||)),(( ttxttxgkttx iixi
T
iiiii i

υυη ∇−−≤               

[ ]∑
=

+−+∇+
N

j
ijjjijjijiixi

T
i cthtxctxcttxttxg

i
1

�||))((||~||)(||||)),(()),((|| υ  

        [ ] 2

1

222222 ||)),(()),((||�~)),(( ttxttxgccecdttx iixi
T
i

N

j
ijjijjijjiii i

υδυη ∇++−−≤ ∑
=

 

 [ ]∑
=

+−+∇+
N

j
ijjjijjijiixi

T
i cthtxctxcttxttxg

i
1

�||))((||~||)(||||)),(()),((|| υ         (3.55) 

elde ederiz. Geliştirilmiş Razumikhin-tip Teoreminin õşõğõnda (Yardõmcõ Teorem 

3.5.1.2.) her alt sistemde herhangi pozitif 1>iq  için  

||)(||||)(|| txqx iii <ξ  ,      tht ≤≤− ξ  ,        },...,1{ Ni∈∀ .              (3.56) 

eşitsizliğinin doğru olduğunu varsayalõm. Bu durumda (3.56) ifadesini (3.55)�de yerine 

koyarak  

[ ] 2

1

22 ||)),(()),((||)),((
)),((

ttxttxgcdttx
dt

ttxd
iixi

T
i

N

j
ijjiii
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i
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               [ ]∑
=
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jijiixi

T
i txcttxttxg
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1

||)(||||)),(()),((|| υ       

                                     [ ] 2

1
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                                     [ ]∑
=
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N

j
jijjiixi
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i txcqttxttxg
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||)(||~||)),(()),((|| υ  
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                                     ∑
=
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j
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T
i cttxttxg

i
1

�||)),(()),((|| υ                                      (3.57) 

elde ederiz.  

  ∑
=

=
N

i
iit ttxtxV

1
)),((:),( υ  

olduğu kabul edilirse  (3.57)�ten  
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elde edilir. Eğer her },...,1{ Ni∈  için 
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
+−≤      (3.59)  

formundaki bir eşitsizlik sağlanõrsa (3.58) eşitsizliğinin de sağlanacağõ ),( txV t  

tanõmõndan açõktõr. Buna göre her },...,1{ Ni∈  için (3.59)�dan  

iii
ii tx

dt
ttxd

εω
υ

+−≤ 2||)(||
)),((

                                                        (3.60) 

elde edilir, burada 
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min 4
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
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dõr. Buradaki jd  ve je  kontrol kazanõm parametreleri (3.53) sağlanacak şekilde 

seçilmiştir. Dolayõsõyla her Ni ,...,1=  için 0>iω  olacak şekilde yeteri kadar küçük 

1>iq  vardõr. Diğer taraftan },...,1{ Ni∈ olmak üzere herhangi 0>iδ  sabiti için 

aşağõdaki eşitsizlik sağlanõr: 

  ,)(inflim 3 rW i
r

i
∞→

<ε  

burada  

  2
3 ||)(||:||))((|| txtxW iiii ω=  

dõr. Sonuç olarak, Yardõmcõ Teorem 3.5.1.2.�ye göre (3.60)�den ve ),( txV t  tanõmõndan  

geniş ölçüde S  sistemi (3.51), (3.52) ve (3.53)�de verilen yerel durum feedback 

kontrolörleri altõnda düzgün sõnõrlõlõğa sahiptir. 
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Sistemlerin Düzgün Asimptotik Kararlõlõğõ: Sistem (3.42)�in düzgün sõnõrlõlõğõnõ 

garanti edebilecek kararlõlõk edici durum feedback kontrolörlerinin bir sõnõfõnõ önerdik. 

Sistem (3.42)�in daha iyi bir dinamiğini elde etmek için (örneğin, düzgün sõnõrlõlõk 

bölgesinin daha küçük olmasõ gibi) },...,1{ Ni∈ olmak üzere  daha büyük bir ik  kazanõm 

parametresi seçmenin (ki bu yüksek kazanõm  kontrolörüne yol açabilir) gerekli olduğu 

(3.60)�den bilinebilir. Bunun üstesinden gelmek için şimdi yukarõda önerilen 

kontrolörleri biraz değiştireceğiz. Değiştirilmiş kontrolörler (3.42) sisteminin düzgün 

asimptotik kararlõlõğõ garanti edebilir ve  

)),(()),(()),((�)( 21 ttxpttxpttxtu iiiiiii +== γ                                   (3.61) 

ile verilebilir, burada )(1 ⋅ip  ve )(2 ⋅ip  aşağõdaki fonksiyonlarla verilir: 

)),(()),((�)),(( 11 ttxttxgkttxp iixi
T
iiii i

υ∇−=                                       (3.62) 
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ve burada her Ni ,...,1=  için 1
�

ik  ve 2
�

ik  kontrol kazanõmlarõ  
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ελη �
411 2

min
22   ,              Nj ,...,1=                                           (3.66) 

biçimindedir. Burada jd , je  ve jε�  pozitif sabitler ve (3.66)�õ sağlayacak şekilde 

seçilmişlerdir.  

 

Hatõrlatma 3.5.2.1.2. Varsayõm 1., 2. ve 4.�ten (3.61), (3.62), (3.63), (3.64), (3.65) ve 

(3.66)�da önerilen yerel durum kontrolörlerinin düzgün sürekli olduğu açõktõr. Ayrõca, 

herhangi in
i IRIRxt ×∈ +),(  için  

 2
22 ||)(||��||)),(()),((||�||)),(()),((|| txkttxttxgkttxttxg iiiiixi

T
iiiixi

T
i ii

ευυ +∇≤∇  
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olduğunu göz önüne alõrsak  (3.63)�den   herhangi in
i IRIRxt ×∈ +),(  için  

  22
�||)),((|| iii kttxp ≤  

olduğunu  elde ederiz, bu da (3.63) kontrol fonksiyonunun sõnõrlõlõğõnõ gösterir. 

Dolayõsõyla (3.61), (3.62), (3.63), (3.64), (3.65) ve (3.66)�da verilen yerel durum 

kontrolörlerinin düzgün sürekli ve yerel düzgün sõnõrlõ olduğu görülür. 

  

Hatõrlatma 3.5.2.1.3. 0=x �da (3.63)�de verilen kontrolün pay ve paydasõnõn birlikte 

sõfõra gittiği dikkate değerdir. Bu (3.42) ve (3.61), (3.62), (3.63), (3.64), (3.65), (3.66)�le 

verilen kapalõ çevrimli geniş ölçüde bağlantõlõ sistem için  çözümlerin varlõğõnõn 

0=x �da garanti edilemeyeceğini gösterir. Bununla birlikte (Gutman, 1979)�dekine 

benzer bir metod uygulayarak (3.42) ve (3.61), (3.62), (3.63), (3.64), (3.65), (3.66)�le 

verilen  kapalõ çevrimli sisteminin sağ tarafõnõn +×∈ IRIRtx n),(  üzerinde  üstten yarõ 

sürekli olduğu ispatlanabilir. Dolayõsõyla bir genel dinamik sistem olarak kapalõ çevrimli 

sisteminin çözümlerinin varlõğõ pekala garanti edilebilir. Bu da (3.63) kontrolünün 0=x  

orijine yaklaştõğõnda bir limite sahip olduğunu gösterir.  

 

Teorem 3.5.2.1.2. Varsayõm 1.- 4.�lere uyan geniş ölçüde değişken gecikmeli (3.42) 

lineer olmayan sistemini düşünelim. Bu durumda Ni ,...,1= olmak üzere (3.61), (3.62), 

(3.63), (3.64), (3.65), (3.66)�de verilen )(tui  durum feedback  kontrolörleri altõnda 

(3.42)�de gösterilen geniş ölçüde değişken gecikmeli sistem düzgün asimptotik 

kararlõdõr. 

  

İspat: Teorem 3.5.2.1.1.�in ispatõna benzer şekilde (3.61), (3.62), (3.63), (3.64), (3.65), 

(3.66) kontrolörünü kullanarak herhangi 0tt ≥  için 
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olduğunu kolayca elde edebiliriz.  
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olduğu dikkat edilirse (3.68)�yi (3.67)�da yerine yazarak 
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||))((||~||)(||||)),(()),((|| υ         (3.69)                        

elde edilir. Geliştirilmiş Razumikhin tipi teoreminin õşõğõnda (Yardõmcõ Teorem 3.5.1.2.) 

her alt sisteminin herhangi pozitif 1>iq  için aşağõdaki eşitsizliğin doğru olduğunu 

varsayõyoruz: 

||)(||||)(|| txqx iii <ξ  ,           tht i ≤≤− ξ  ,       },...,1{ Ni∈∀           (3.70) 

Bu durumda, Teorem 3.5.2.1.1.�in ispatõna benzer şekilde (3.70)�yi (3.69)�da yerine 

koyarak  
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elde ederiz.  
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formundaki bir eşitsizlik her },...,1{ Ni∈  için sağlanõrsa  (3.71) eşitsizliğinin de 

sağlanacağõ ),( txV t  tanõmõndan  açõktõr. Buna göre  (3.72)�ten her },...,1{ Ni∈  için  

2||)(||�)),((
tx

dt
ttxd

ii
ii ω

υ
−≤                                                                (3.73)  

elde edilebilir, burada  
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min  

dõr. Buradaki jd  ve je  kontrol kazanõm parametreleri (3.66) sağlanacak şekilde 

seçilmiştir. Dolayõsõyla, her },...,1{ Ni∈  için 0� >iω  olacak şekilde Ni ,...,1= olmak 

üzere yeteri kadar küçük 1>iq  vardõr. Buna göre Yardõmcõ Teorem 3.5.1.1.�e göre  

(3.61), (3.62), (3.63), (3.64), (3.65), (3.66) kontrolü altõnda (3.42)�de verilen tüm 

sistemin düzgün asimptotik kararlõ olduğu (3.73)�ten açõktõr.  
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3.6. Sõnõrsõz Gecikme İçeren Feedback Kontrollu Lineer İntegro-Diferansiyel  

       Denklemlerin Çözümlerinin Davranõşlarõ 

 

Bu bölümde, sõnõrsõz gecikme içeren feedback kontrollu lineer integro-diferansiyel 

denklemlerin davranõşõ hakkõnda temel bir teorem verilmiş ve bu temel teoremden 

faydalanõlarak aşikar çözümünün kararlõlõk kriterleri incelenmiştir. Bu çalõşmada, diğer 

bölümlerdeki yöntemlerden farklõ olarak, karakteristik denklemin kökü tek olacak 

şekilde yeterli koşullar verilmiş ve bu köke bağlõ olarak aşikar çözümünün kararlõlõğõ 

incelenmiştir.  

 

ia ,  2,1=i  reel sayõlar ve  ig ,  2,1=i  fonksiyonlarõ ),0[ ∞  aralõğõnda sõfõrdan farklõ ve 

reel değerli sürekli fonksiyonlar olmak üzere 

  ∫∫
∞−∞−

−++−+=′
tt

dssustgtuadssxstgtxatx )()()()()()()( 2211           (3.74) 

sõnõrsõz gecikmeli skaler lineer integro-diferansiyel denklemini göz önüne alalõm. 

Burada (3.74) integro-diferansiyel denkleminin çözümü,  ),0[ ∞  aralõğõnda sürekli 

diferansiyellenebilen ve 0≥∀t  için (3.74) denklemini sağlayan IR  reel doğru üzerinde 

tanõmlanan sürekli bir reel değerli fonksiyon olarak tanõmlanõr. (3.74) denkleminde 

verilen )(tu  fonksiyonu IRk∈  için  

  )()( tkxtu −=                                                                                        (3.75) 

biçiminde bir feedback kontroldür. (3.75) dönüşümü (3.74) denkleminde uygulanõrsa 

kapalõ-çevrimli denklem  

    ∫
∞−

−−−+−=′
t

dssxstkgstgtxkaatx )())()(()()()( 2121  

ya da 21 kaaa −=  ve 21 kggg −=  olmak üzere 

  ∫
∞−

−+=′
t

dssxstgtaxtx )()()()(                                                           (3.76) 

biçiminde yazõlabilir.  

 



 71

]0,(−∞  aralõğõnda tüm sürekli reel değerli fonksiyonlarõn uzayõ ( )IRC ],0,(−∞  olsun. p  

kümesi ( )IRC ],0,(−∞ �nin boş olmayan altkümesi olmak üzere p∈φ  için 

  ∫
∞−

≥−=Φ
0

0,)()()( tdssstgt φ  

fonksiyonu ),0[ ∞  aralõğõnda sürekli reel değerli bir fonksiyondur.  

 

Verilen herhangi başlangõç p∈φ  fonksiyonu için  

  ]0,(,)()( −∞∈= tttx φ                                                                     (3.77) 

başlangõç koşulunu sağlayan (3.76) integro-diferansiyel denkleminin tek bir x  çözümü 

vardõr. Burada x , (3.76), (3.77) başlangõç fonksiyon probleminin çözümü ya da kõsaca 

(3.76), (3.77)�nin çözümü olarak adlandõrõlabilir.  

 

Bu çalõşmada, 

  ∫
∞

− ∞<
0

|)(| dssge sγ  

olacak şekilde bir reel γ  sayõsõnõn var olduğunu kabul edeceğiz. Bu kabulden p  

kümesinin ]0,(−∞∈t  için tet γφ =)(  fonksiyonunu kapsadõğõnõ garanti eder.  

 

Eğer IRt∈  için tetx λ=)(  formunda (3.76)�nin bir çözümü olarak tanõmlarsak 

  ∫
∞

−+=
0

)( dssgea sλλ                                                                             (3.78) 

karakteristik denkleminin bir kökü olmasõ gerektiğini görürüz.  

 

Aşağõdaki koşullarõ sağlayan  

  ∫
∞

− −>
0

)( adssge s γγ     ve      ∫
∞

− ≤
0

1|)(| dssgse sγ                                (3.79) 

hipotezimiz olsun. Bu hipotez altõnda, (3.78) karakteristik denkleminin ),( ∞γ  aralõğõnda 

bir tek 0λ  kökü vardõr; bu kök 
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  ∫
∞

− <
0

1|)(|0 dssgse sλ                                                                             (3.80) 

eşitsizliğini  sağlar. Gerçekten, eğer 

  ∫
∞

−−−=
0

)()( dssgeaF sλλλ  ,      γλ ≥  

olarak gösterilirse, bu taktirde, (3.79)�un birinci eşitsizliğinden 0)( <γF  olur. Ayrõca, 

(3.79)�un ikinci eşitsizliğinden γλ >  için  

 0|)(|1|)(|1)(1)(
000

≥−>−≥+=′ ∫∫∫
∞

−
∞

−
∞

− dssgsedssgsedsssgeF sss γλλλ  

elde edilir ve bunun sonucu olarak ),( ∞γ  aralõğõnda F  fonksiyonu kesin artan olduğu 

görülür. Diğer taraftan, her γλ ≥  için 

  ∫∫
∞

−
∞

− −−≥−−≥
00

|)(||)(|)( dssgeadssgeaF ss γλ λλλ  

dõr, ve böylece ∞=∞)(F  elde edilir. Dolayõsõyla, ),( ∞γ  aralõğõnda 0)( =λF  

denkleminin bir tek 0λ  çözümü vardõr. (3.79)�un ikinci eşitsizliğinden  

∫ ∫
∞ ∞

−− ≤<
0 0

1|)(||)(|0 dssgsedssgse ss γλ  

olacağõndan 0λ , (3.80) denklemini sağlar. Özel olarak, (3.80)�den  

  ∫
∞

− >+
0

0|)(|1 0 dssgse sλ                                                                       (3.81) 

olduğu açõktõr.  

 

Sonuç olarak, (3.79) hipotezi altõnda, ),( ∞γ  aralõğõnda (3.78) denkleminin bir tek 0λ  

kökü varsa, bu durumda aşağõdaki gibi tanõmlanan p �nin boş olmayan alt kümesi için 

)( 0λp  anlamõndadõr: )( 0λφ p∈  fonksiyonu ancak ve ancak 0≤t  için )(0 te tφλ−  

fonksiyonunun ]0,(−∞  aralõğõnda sõnõrlõ olmasõdõr. Kolayca görülebilir ki )( 0λp , 

]0,(−∞∈t  için tet 0)( λφ =  fonksiyonunu kapsar.  
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Bu kõsmõ bitirmeden önce, iki önemli tanõmõ verelim (Burton, 1983). Eğer her 0>ε  için 

0)( >∃ εδ  vardõr ki p∈φ  için  

  δφφ <≡
≤

|)(|sup||||
0

t
t

 

oldukça 

  IRttx ∈∀< ,|)(| ε  için 

elde edilirse (3.76) denkleminin 0=x  çözümü �kararlõdõr� denir. Ek olarak, eğer  

  0)(lim =
∞→

tx
t

 

sağlanõrsa (3.76)�nin 0=x  çözümü �asimtotik kararlõdõr� denir.  

 

Teorem 3.6.1. (3.79) hipotezi sağlansõn ve ),( ∞γ  aralõğõnda (3.78) karakteristik 

denkleminin tek kökü 0λ  olsun. Bu taktirde, herhangi )( 0λφ p∈  için (3.76), (3.77)�nin 

bir x  çözümü 

  ∫
∫

∞
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−
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|)(|)(
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)()( 0

0

0 dssgseM
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Ltxe s
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λ φφ ,     0≥∀t     (3.82) 

eşitsizliğini sağlar. Burada 

  ∫ ∫
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)()()0()( 00 dsdrresgeL
s
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ve 
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≤
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0
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dsssge

LteM
s
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dõr. 
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İspat: Keyfi bir )( 0λφ p∈ gözönüne alalõm. (3.80)�den açõk olarak )(φL  bir reel sayõdõr. 

Bundan başka, (3.81)�den )(φM �nin sonlu olduğunu iddia ederiz. Şimdi, (3.76), 

(3.77)�nin bir çözümü x  olsun.  

  IRttxety t ∈= − ,)()( 0λ için 

tanõmlansõn. Bu durumda kolayca görülebilir ki 0≥∀t  için (3.76) denkleminin bir 

çözümü x  olduğundan  

  ∫
∞

− −+−=′
0

0 )()()()()( 0 dsstysgetyaty sλλ  ,     0≥t  için                  (3.85) 

denklemine dönüşür. Ayrõca, (3.77) başlangõç koşulu yerine 

  ]0,(,)()( 0 −∞∈= − ttety tφλ                                                           (3.86) 

formunu yazabiliriz. Bundan başka, (3.78) denkleminin bir kökü 0λ  olmasõndan ve 

(3.83) ve (3.86) ifadeleri kullanarak (3.85)�den 

  ∫ ∫∫
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0 00

0 )()()()()0()( 0
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)()()()()()0( 000 φφ λλλ                      

∫∫∫∫
−

−
∞

−

−

∞
− +








−=

0

00

)()()()()0( 000

s

rs
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st

s drredssgedsdrrysge φφ λλλ  

yani 

 0,)()()()(
0

0 ≥+







−= ∫∫

−

∞
− tLdsdrrysgety

t

st

s φλ  için                                    (3.87) 

denklemine denk olduğu görülür.  

 

Şimdi, (3.81)�den yararlanarak  
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∫
∞

−+
−=

0

)(1

)()()(
0 dsssge

Ltytz
sλ

φ  ,    IRt∈  için 

tanõmlayabiliriz. Bu taktirde (3.87) denklemine denk olan denklem 

  0,)()()(
0

0 ≥







−= ∫∫

−

∞
− tdsdrrzsgetz

t

st

sλ  için                                    (3.88) 

şeklindedir. Diğer taraftan, (3.86) başlangõç koşulu  

  

∫
∞

−

−

+
−=

0

)(1

)()()(
0

0

dsssge

Ltetz
s

t

λ

λ φφ ,       ]0,(−∞∈t  için                   (3.89) 

formuna dönüşür. y  ve z  tanõmlarõndan dolayõ (3.82) eşitsizliğine denk olan eşitsizlik 

  0,|)(|)(|)(|
0

0 ≥∀≤ ∫
∞

− tdssgseMtz sλφ  için                                     (3.90) 

biçimindedir. (3.90)�in ispatõ aşağõdadõr.  

 

Şimdi, (3.84) ve (3.89)�dan 

  0,)(|)(| ≤≤ tMtz φ  için                                                                  (3.91) 

elde edebiliriz. Biz burada 

  IRtMtz ∈∀≤ ,)(|)(| φ  için                                                              (3.92) 

olduğunu göstermek istiyoruz. (3.92)�ye denk olarak 0>∀ε  için 

  IRtMtz ∈∀+< ,)(|)(| εφ                                                                (3.93) 

olduğunu ispatlayalõm. Cauchy-Peano Varlõk Teoremine göre öyle bir 01 >t  noktasõ 

vardõr ki ],( 1t−∞  aralõğõnda tanõmlõ olan tek çözümünün olduğunu ve bu çözümün  

  ],(,)(|)(| 1ttMtz −∞∈+< εφ  

olduğunu söyleyebiliriz. Yani ]0,(−∞  aralõğõnda tanõmlanmõş çözümü 0  (sõfõr)�dan sağa 

devam ettirilebilir. Benzer şekilde, ],( 1t−∞  aralõğõnda tanõmlanmõş çözümü ∞ �a 

genişletilebilir, aksi halde, )(tz  nin ∞ �a devam ettirilemeyen çözüm olduğunu kabul 
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edelim. Yani ε �a bağlõ öyle bir 0)(** >= εtt  noktasõ vardõr ki (3.93)�ü sağlamayan ilk 

nokta olsun. )(tz  nin sürekliliğinden dolayõ  

  *,)(|)(| ttMtz << φ  için     ve      εφ += )(|*)(| Mtz                      

olmalõdõr. Bu durumda (3.88)�dan 
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|)(|)(|)(||)(| 00 λλ εφ  

ya da 

        dssgse s∫
∞

−≤
0

|)(|1 0λ  

elde ederiz. Bu ise (3.80) eşitsizliği ile çelişir. Böylece (3.92) eşitsizliğinin doğruluğunu 

göstermiş oluruz. (3.92) eşitsizliği kullanõlarak (3.88)�dan her 0≥t  için  

  dsdrrzsgedsdrrzsgetz
t

st

s
t

st

s

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






= ∫∫∫∫

−

∞
−

−

∞
− |)(||)(|)()(|)(|

00

00 λλ  

           dssgseM s∫
∞

−≤
0

|)(|)( 0λφ  

elde ederiz. Bunun sonucu olarak (3.90) sağlanõr. Teorem 3.6.1.�in ispatõ biter.  

 

Teorem 3.6.2. (3.79) hipotezi sağlansõn ve ),( ∞γ  aralõğõnda (3.78) karakteristik 

denkleminin tek kökü 0λ  olsun. Bu taktirde, herhangi )( 0λφ p∈  için (3.76), (3.77)�nin 

bir x  çözümü 

  ∫
∫

∫ ∞
−

∞
−

∞
−

+
+






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+

=Θ
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0
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0 |)(|
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|)(|1
0

0

0

dssgse
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dssgse
s

s

s

λ

λ
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                                (3.94) 

ve 
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  [ ]|)(|sup)( 0

0
teN t

t
φφ λ−

≤
=                                                                        (3.95) 

olmak üzere 

  0,)(|)(| 0 ≥∀Θ≤ teNtx tλφ  için                                                   (3.96) 

eşitsizliği sağlanõr. Ayrõca, eğer 00 =λ  ise (3.76)�nin apaçõk çözümü kararlõdõr ve 

00 <λ  ise asimptotik kararlõdõr.  

 

İspat: (3.80) ve (3.81)�den dolayõ (3.94) ifadesinde 1>Θ  olduğu açõktõr. )( 0λφ p∈  ve 

(3.76), (3.77)�nin bir çözümü x  olsun. )(,)( 0 φλ Np  ifadeleri sonludur. )(φL  ve )(φM , 

(3.83) ve (3.84)�te  tanõmlanmak üzere (3.82) eşitsizliğin sağlandõğõnõ biliyoruz. 

(3.82)�ten 0≥∀t  için 

    ∫
∫

∞
−

∞
−

− +
+

≤
0

0

|)(|)(
)(1

|)(||)(| 0

0

0 dssgseM
dsssge

Ltxe s

s

t λ

λ

λ φφ                 (3.97)       

elde ederiz. Fakat (3.84)�ten 

  

∫
∞

−+
+≤

0

)(1

|)(|)()(
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LNM
sλ

φφφ  

şeklinde yazõlabileceğinden yukarõdaki son eşitsizlik 
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şeklinde oluşturulur. Ayrõca, (3.83)�den 
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yazõlabildiğinden, (3.98)�den 0≥t  için 
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sonucunu elde ederiz ve böylece (3.96) sağlanmõş olur. 

 

Şimdi, (3.78) karakteristik denkleminin 0λ  kökü için 00 ≤λ  olmak üzere; ]0,(−∞  

aralõğõnda sõnõrlõ olan keyfi bir başlangõç p∈φ  fonksiyonu göz önüne alalõm ve 

  |)(|sup||||
0

t
t

φφ
≤

=  

olarak tanõmlayalõm. Bu durumda )( 0λφ p∈  ve  

  ||||)( φφ ≤N  

eşitsizliği sağlanõr. (3.96)�den 

  tetx 0|||||)(| λφΘ≤   ,          0≥∀t  için                                                (3.99) 

yazõlabilir. 00 ≤λ  olduğundan, (3.99) eşitsizlikten 0≥∀t  için |||||)(| φΘ≤tx  şeklinde 

de yazõlabilir. Böylece, 1>Θ  olduğundan 

  |||||)(| φΘ≤tx  ,             IRt∈∀  için 

elde ederiz. (3.76)�nin apaçõk çözümü kararlõdõr.  

 

Eğer 00 <λ  ise bu durumda (3.99)�den 

  0)(lim =
∞→

tx
t

 

sağlandõğõndan (3.76)�nin apaçõk çözümü asimptotik kararlõdõr. Böylece Teorem 3.6.2. 

ispatlanmõş olur.  
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4. TARTIŞMA VE SONUÇLAR 

 
 
  

1) Bölüm 3.2.�deki (3.8) denklemi 0)(2 ≡ta , 0)(2 ≡tb  ve sabit katsayõlõ olmasõ 

durumunda (3.1) denkleminin bir özel hali olur. Bölüm 3.1.�deki denklem neutral 

yapõdaki bir denklem olsaydõ bu yöntemi kullanmak imkansõz ya da oldukça zor olurdu. 

Fakat, Bölüm 3.2.�de verilen denklem neutral yapõda bir denklem olup farklõ bir yöntem 

sunulmuştur. (3.8) denkleminin 0=x  çözümü Teorem 3.2.1.�deki (3.10) eşitsizliğinden 

dolayõ kararsõzdõr. Eğer Teorem3.2.1 ve Teorem3.2.2 yerine  aşağõdaki gibi  

düzenlenirse kararlõ hale getirilebilir. (3.11) denkleminden faydalanarak, )(tf  

fonksiyonu φ  ve 2c �ye bağlõ ve )(tg  fonksiyonu da tüm değişken katsayõlarõna bağlõ 

fonksiyonlar olmak üzere ])1(,[ wnnwt +∈∀  için 

  ∫ ∫
− 








+≤
t

wn

t

dssggftftx
)1(

)(exp)()()(|)(|
τ

ττ                                          (4.1) 

seklindeki gibi bir eşitsizliği elde etmek mümkündür. Eğer bu şekildeki bir eşitsizlikte  

  tetf µ−≤)(  ve  ∞<








∫ ∫
−

t

wn

t

dssggf
)1(

)(exp)()(
τ

ττ  

olacak şekilde bir 0>µ  sayõsõ bulunabilirse (4.1) eşitsizliği ∞→t  için sõnõrlõ 

olmaktadõr. Dolayõsõyla 0)( =tx  çözümü kararlõdõr. 

 

Diğer taraftan yine (3.11) denkleminden, ])1(,[ wnnwt +∈∀  için 0>ϑ  belli bir sabit ile 

  })2((exp{)(|)(| wntttx −−≤′ ϑψ   

eşitsizliği elde edilebilir. Eğer ∞→t  için 0)( →′ tx  olacak şekilde tet κψ −≤)( , ( 0>κ ) 

fonksiyonu seçilebilirse 0)( =tx  çözümü kararlõdõr (Saaty, 1964). 
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2) İkinci mertebeden  

 ∑
=

−′=+′++′+′′
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jj rtxtatutdtutctxtbtxtatx
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j
jj
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j
jj
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j
jj htutdhtutcrtxtb

111

)()()()()()(  

  ( ) θθϑθαθϑθα dtxttxt
r
∫
−

+′+++
0

2211 )()()()()()(  

  ( ) θθςθβθςθβ dtuttut
h
∫
−

+′+++
0

2211 )()()()()()(                                   (4.2) 

denklemi Bölüm 3.1.�deki gibi bir yöntem ile çözülebilir. Burada 21 ,ϑϑ , rt −≥  için 

monoton azalan sürekli fonksiyon ve 21 ,ςς , ht −≥  için monoton azalan sürekli 

fonksiyonlardõr. ]0,[ r−  aralõğõnda 21 ,αα  parçalõ sürekli ve ]0,[ h−  aralõğõnda 21 ,ββ  

parçalõ sürekli fonksiyonlardõr. (4.2) denkleminde değişken katsayõlar, başlangõç 

fonksiyonu ve gecikmeler  için Bölüm 3.1.�deki gibi benzer tanõmlar yapõlabilir. Teorem 

3.1.1.�deki gibi benzer teorem oluşturularak ve ek koşullar eklenerek aynõ yöntemle 

ispatlanabilir.  

 

Bu durum (4.2) denkleminin daha genel hali olan n . mertebeden denklemlere ve hatta 

denklem sistemlerine de genişletilebilir 

 

3) Bölüm 3.3.�de ),( stx  temel çözümleri için kaynaklarõn çoğunda sõnõr koşulu  

varsayõlmõştõr. Halbuki bu bölümde ),( stx �in hiçbir sõnõr konulmamõştõr ve bu yüzden 

kararlõ yapõlabilmesi için farklõ bir yöntem sunulmuştur.  

 

4) Bölüm 3.4.�de (3.35) denkleminde 0)( =td  olmasõ halinde adõmlar metodu ve kuvvet 

serisi yöntemi kullanõlarak (3.35) denkleminin tam çözümü hesaplanabilir (Yalçõnbaş ve 

Yeniçerioğlu, 2004). Böyle bir tam çözüm için t  değişkeni sonsuz artarsa )(tx  

değişkeni de sõnõrsõz olarak artar. Dolayõsõyla (3.35) denkleminin 0=x  çözümü kararsõz 

olur.  
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(3.35) denkleminden daha genel olan n . mertebeden  

  0,0)()()()()(
1

1

)(
1

1

)()( ≥=−++ ∑∑
−

=

−

=

twtxtbtxtatx
n

j

i
j

n

j

i
j

n  

formundaki denklemi yazõlõp aynõ yöntemle çözülebilir. 

 

5) Bölüm 3.5.�de değişken gecikmeli fonksiyonun yani, )(th �in 1)( <′ th  eşitsizliği 

sağlamasõna gerek yoktur, çünkü Lyapunov fonksiyonu ve Razumikhin tipi teoremi 

sayesinde sistem kararlõ ve asimptotik kararlõ olduğu elde edilmiştir. )(th �in bu 

eşitsizliğiyle ilgili duruma birçok makalede ve kitaplarda gerek duyulmuştur. 

 

6) Gecikme içeren diferansiyel denklemlerin karakteristik denklemlerinin genelde 

sonsuz sayõda kökü vardõr. Bu köklerin hesaplanmasõ kendi başõna bir problem 

yarattõğõndan, Differential-Difference Equations adlõ kitapta köklerin dağõlõmõ hakkõnda 

bilgi verilmiştir (Bellman ve Cooke, 1963). Son Bölümde, (3.76) karakteristik 

denkleminin belli koşullar altõnda bir tek reel kökü olduğu gösterilmiştir. 

 

(3.75) denkleminden biraz farklõ olarak 0>τ  olmak üzere 

 ∫∫
−−

+−+++−+=′
t

t

t

t

dssubtubtubdssxatxatxatx
ττ

ττ )()()()()()()( 321321  

formunda bir denklem yazõlabilirse bu bölümdeki gibi benzer teoremler ve sonuçlar elde 

edilebilir. 

   

7) Bir sistemin kararlõlõğõnõ garanti eden bir durum feedback tasarõmõ elde etmek için bu  

kontrol tasarõmõna bir optimal kontrol yaklaşõmõ önerilebilir. Bu feedback kontrol 

problemi bir minimum ya da maksimum optimal kontrol problemine çevrilebilir, yani, 

optimal kontrol problemindeki bir çözüm aynõ zamanda feedback kontrol problemi için 

de bir çözümdür. Bu yaklaşõm doğrusal ve doğrusal olmayan sistemlerle ilgilidir  (Lin, 

2000).  
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      -Lisans                                :Akdeniz Üniversitesi Fen-Edebiyat Fakültesi 

                                                    Matematik Bölümü, 1992-1996 

      -Yüksek Lisans                  :Akdeniz Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü 

                                                    Matematik Bölümü, 1996-1998 

                                                    Danõşman: Prof.Dr. Haydar AKÇA 

                                                    Tezin Adõ: Neutral Diferansiyel Denklemlerde  

                                                    Kararlõlõk 

           -Doktora                               :Süleyman Demirel Üniversitesi Fen Bilimleri  

                                                           Enstitüsü Matematik Bölümü, 1999-2005 

                                                           Danõşman: Prof.Dr. Agamali AGAMALİYEV 

                                                           Tezin Adõ: Feedback Kontrollu Neutral Delay 

                                                           Diferansiyel Denklemler 

 

3. Çalõştõğõ Kurumlar (Kadrolu) 

-AKDENİZ ÜNV. Fen Bilimleri Enstitüsü, Arş. Grv., 1997-1999 

-S.D.Ü Fen Bilimleri Enstitüsü, Arş. Grv., 2001-2005 

 

 


