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i

OZET

Bu tezde, R. P. KANWAL, K. C. LiU, (Kanwal, R. P., Liu, K. C., 1989) ve
M.SEZER, (Sezer, M., 1996)’ in kullandig1 metot, ikinci mertebeden lineer neutral-

delay diferansiyel denklemlerin ¢6zlimiiniin bulunmasi i¢in gelistirilmistir.
Bu tez ii¢ boliimden olugsmaktadir.
Birinci boliimde, konu i¢in gerekli temel kavramlar verilmistir.

Ikinci boliimde, ikinci mertebeden lineer neutral-delay diferansiyel denklemlerin

yaklasik ¢6ziimlerinin bulunmasi i¢in Taylor yontemi gelistirilmistir.

Son olarak {iglincli boliimde, yontemi agiklayan ikinci mertebeden lineer neutral-

delay diferansiyel denklemlerle ilgili bazi uygulamalar verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Taylor polinomlar1 ve serileri, Neutral-Delay

diferansiyel denklemler, Diferansiyel denklemler.



il

ABSTRACT

In this thesis, the Taylor method of solving of second-order neutral-delay linear
differential equation has been developed by using methods of R. P. KANWAL, K. C.
LIU, (Kanwal, R. P., Liu, K. C., 1989) and M.SEZER, (Sezer, M., 1996).

The thesis consists of three chapters.

In the first chapter, the basic notations which we need in investigations has been

given.

In the second chapter, the Taylor method for approximate solutions of second order

neutral-delay linear differential equations has been developed.

Finally, in the third chapter, some applications, which explain finding the
approximate solutions of second order neutral-delay linear differential equations are

given.

KEY WORDS: Taylor polynomial and series, Neutral-Delay differential equations,

Differential equations.
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ONSOZ VE TESEKKUR

Cevremizde gelisen olaylar ve bagli olduklar: sistemler hakkinda bilgi sahibi olmak,
onlar1 anlamak bilimsel acidan olduk¢a Onemlidir. Bilindigi gibi adi diferansiyel
denklemler ile olusturulan bir modeldeki degisim orami geg¢misteki durumdan
bagimsiz olup sadece o andaki zamana baghdir. Halbuki, tutarli bir matematiksel
modelde s6z konusu sistemin o andaki degisiminin ge¢misteki durumundan bagimsiz
olmamas1 gerektigi agiktir. Boyle bir matematiksel modelin kurulmasiyla, simdi
gordiigiimiiz olaylar1 degerlendirerek daha sonra gelisebilecek olaylar hakkinda bilgi
sahibi olabiliriz. Yani, bir cok uygulama, fiziksel sistemlerdeki degisim oraninin
sadece bugiinkii zaman ve duruma bagli olmadigini, ayn1 zamanda ge¢mise de bagh
oldugunu gostermektedir. Model kurarken bu tiir gecikmeler de hesaba katilirsa
olusturulan yapilar adi diferansiyel denklemden farkli olup delay, neutral, advanced

gibi denklemler olarak adlandirilir.

Neutral-delay yapidaki diferansiyel denklemler, fonksiyonel diferansiyel denklemler
kuraminda oOnemli bir yer tutmaktadir. Son yillarda neutral-delay yapidaki
denklemler {lizerinde yapilan arastirmalar giderek artmakta ve konu baslig1 olarak adi

diferansiyel denklemlerden bagimsiz hale gelmektedir.

Bu c¢aligmada, ikinci mertebeden lineer neutral-delay diferansiyel denklemlerinin
¢Oziimii i¢in Taylor yontemi gelistirilmis ve cesitli tipte ikinci mertebeden lineer

neutral-delay diferansiyel denklemleri verilen bu yontem ile ¢oziildiigli goriilmiistiir.

Bu caligma siiresince, tezin olusmasi ve tamamlanmasinda degerli katkilar1 ve
Onerilerinden dolayr danismanim Yrd. Dog¢. Dr. Salih YALCINBAS’ a, kiymetli
goriislerinden yararlandigim ve yakin ilgisini esirgemeyen Ars. Gor. Fuat
YENICERIOGLU’ na, ayrica bana daima destek olan esim Mustafa EGELI ve

Aileme tesekkiirti bir borg bilirim.

Ocak 2005
Sevilay Beypinar
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1. GIRIS

Cevremizde gelisen olaylar ve bagli olduklari sistemler hakkinda bilgi sahibi olmak,
onlar1 anlamak bilimsel acidan olduk¢a Onemlidir. Bilindigi gibi adi diferansiyel
denklemler ile olusturulan bir modeldeki degisim orami geg¢misteki durumdan
bagimsiz olup sadece o andaki zamana baghdir. Halbuki, tutarli bir matematiksel
modelde s6z konusu sistemin o andaki degisiminin ge¢misteki durumundan bagimsiz
olmamas1 gerektigi agiktir. Boyle bir matematiksel modelin kurulmasiyla, simdi
gordiigiimiiz olaylar1 degerlendirerek daha sonra gelisebilecek olaylar hakkinda bilgi
sahibi olabiliriz. Yani, bir cok uygulama, fiziksel sistemlerdeki degisim oraninin
sadece bugiinkii zaman ve duruma bagli olmadigini, ayn1 zamanda ge¢mise de bagh
oldugunu gostermektedir. Model kurarken bu tiir gecikmeler de hesaba katilirsa
olusturulan yapilar adi diferansiyel denklemden farkli olup delay, neutral, advanced

gibi denklemler olarak adlandirilir.
Matematiksel olarak zamana baglh

X(t)=fxt) , t=t,

X(t)) =X,

seklindeki baslangic deger problemini kullanarak modelleyebiliriz. Burada t,
baslangic noktasi, X, baslangi¢ degeri, t, ve X, reel sabit sayilardir. Eger t

noktasindaki bir ¢6ziimiin degisim orani, sadece t noktasindaki ¢éziime degil, ayni
zamanda t’ den farkl degerlerdeki ¢oziime ve ¢ozlimiin tlirevlerine bagl olursa bu

sapmali argiimentli diferansiyel denklemdir.

Gecikme giinliik hayatimizda siirekli karsilastigimiz bir durumdur. Biitlin fiziksel
sistemlerde uygulanan bir uyariciyla ilgili tepkinin meydana gelmesi arasinda
muhtemelen kisa olmakla birlikte bir zaman arast olur. Biyolojik sistemlerde
gecikme birkag yiiz milisaniye siiresindedir ki, bu insandaki tepki siirecidir. Bir
antenden elektromanyetik dalgalarin iletilmesiyle, uzak bir nesneden yansimasini
almasi arasindaki gecikmenin kisa siireli olmasi baglica 6zelligidir. Dikkate deger bir
islemde gecikmeler mikrosaniye ya da daha kisa zamanla Olgililse de ¢ok Onemli

olabilir. Teorik bir zaman gecikmesi, bir makineye verilen enerji ile alinan



randimanla ayn1 formda bir &zelliktir. Uyarict X(t), y(t) tepkisiyle sonuglanir.
Burada t zaman, w gecikme olmak iizere y(t) tepkisi X(t —w) ye esit olur. Daha

karmagik sistemlerde birden fazla gecikme olabilir (Goziikizil, O. F., Sencan, H.,

2001).

Neutral-delay yapidaki diferansiyel denklemler, fonksiyonel diferansiyel denklemler
kuraminda onemli bir yer tutmaktadir. Son yillarda neutral-delay yapidaki
denklemler {lizerinde yapilan arastirmalar giderek artmakta ve konu baslig1 olarak adi
diferansiyel denklemlerden bagimsiz hale gelmektedir. Neutral diferansiyel
denklemler tizerinde ¢alismalar Akhmerov (1982) ve Kolmonosvkii ile Nosov’ un
(1986) tarafindan gelistirilmistir. Daha sonra Hale (1987) neutral denklemler kurami
ile ilgili temel teoremler ve uygulamadan ilgin¢ 6rnekler vererek aragtirmacilarin bu
konuya ilgilerinin yogunlasmasin1 saglamistir. Diferansiyel denklemler kuraminda
geleneksel yaklagimlar; ¢oziimlerin salinimliligi, asimptotik davranislari, kararlilig:
gibi baslklar altinda incelenir. Ozellikle uygulamadaki zengin drnekler nedeniyle
neutral denklemlerde salinim kurali ilgi odagi olmustur. Kararlilik teorisinin
baslangict Bellman ve Cooke (1963) tarafindan gercgeklestirilmistir. Neutral
diferansiyel denklemleri, gecikmeler bulunduracak bi¢imde irdeleyen g¢aligmalarin
yogunlugu da konunun adi diferansiyel denklemlere kiyasla zenginligini ortaya
koymaktadir. Adi diferansiyel denklemler kuramina paralel olarak kismi diferansiyel
denklemlerde neutral 6zelligin bulunmasi problemi de cazip arastirma konularinin

basinda gelmektedir.

Neutral-delay diferansiyel denklemlerin en 6nemli 6zelligi bilinmeyen fonksiyonun
ve tlirevlerinin sadece bagimsiz degiskenine degil, ayn1 zamanda w kadar onceki
zamana da bagli olmasidir. Genel olarak bilinmeyen fonksiyonun en yiiksek
basamaktan tiirevi; fonksiyonun kendisine, X anindaki ve W,,Ww,,... gibi gecikme
anlarindaki degisimlerine bagli olarak ifade edilmis ise, bu tiir diferansiyel
denklemler neutral diferansiyel denklem olarak adlandirilir. Neutral-delay
diferansiyel denklemlerde gecikmeler zamana ve hatta sistemin durum degiskenine

(yani denklemdeki bilinmeyen fonksiyona) de bagh olabilir.



Y'(x) = F(X,y(%), y(X=w,), y'(X=W,))
Y'(x) = F(X, y(X), Y'(X), y(X=W(X)), Y'(X = W(X)), Y"(X = W(X)))

denklemleri birer neutral diferansiyel denklem o6rnekleri,

y'(¥) = (X, y(X), y(x = wW(x)))
y'(¥) = £, y(%), Y'(X), y(X = W(X)), y'(X = W(X)))

denklemleri ise birer delay diferansiyel denklem ornekleridir.

Kuramsal 6neminin yani sira, uygulamada model olarak, elektrik devrelerindeki
akimin kayb1 (bilgisayar hizlarmin diismesi) Orneginde goriildiigii gibi neutral
denklemlerle ¢ok daha dogru ve anlamli tanimlanabilmektedir. Neutral denklemlerin
uygulamada kullanimina ilk Ornekler olarak pek ¢ok arastirmacinin kaynak
gosterdigi agagidaki klasik ¢alismalar gosterilebilir. Miranker, elektrik devrelerindeki

gii¢ kaybinin incelenmesinde o, f ve y sabitler olmak iizere
y'(¥) = ay'(x=w) = By(x) —apy(x = w) + £ (y(X), y(x —w))
denklemini model olarak se¢mistir (Miranker, 1962).

Philos, ekositik yiizeylerdeki kiitle titresimlerinin tanimlanmasinda model olarak,

X"(1) + Wy X(1) = &, (X(1), X (1), (1), Y'(1) + 7, y"(t = W)
y" () + Wy y(t) = &, (X(©), X' ©), y(O), Y'(0) + 7, X"(t = W)

sistemini onermis ve incelemistir (Philos, 1991).

El’sgol’ts, niikleer reaktorlere iliskin problemlerin ¢oziimiinde
y' 00 = (X, y(X), Y'(X), y(X=W), y'(X= W), y'(x - W))
denklemini model olarak kullanmistir (EI’sgol’ts, 1973).

Genel olarak neutral diferansiyel denklemler, neutral 6zellik bulundurmayan delay-

advanced denklemlere kiyasla daha karmasik yapi sergiler. Neutral diferansiyel



denklemlerin ¢ozlimlerinin asimtotik ve salimimli davranislarini inceleme, gerek
kurumsal gerekse uygulamaya yonelik olmasi agisindan en fazla arastirma yapilan

konularin basinda gelmektedir.
1.1. Fark-Diferansiyel Denklemler

“Fark-diferansiyel denklemler” ile X argiimanindan bir sabit say1 kadar kaydirilarak

elde edilen argiimanlarin degisken oldugu bir y bilinmeyen fonksiyon ve bu

fonksiyonun tlirevlerini igeren denklemler ifade edilmektedir. Bu tiir denklemlere

ornek olarak

Y'(X) -y (x=1)+y(x)=0 (1.1)

y”(x)+%y(x)—%y(x—n):0 ;0 0<x< (1.2)

denklemleri verilebilir.

Burada Yy’ nin, sadece tek bir bagimsiz degisken X’ in fonksiyonu oldugu

problemler ele alinmigtir. Bu nedenle biitiin tiirevler adi tiirev olarak ortaya ¢ikarlar.
Ayn1 zamanda bir denklemin tlirev mertebesi denklemin en yiiksek tiirevinin
mertebesi, fark mertebesi ise denklemdeki farkli argiimanlarin sayisinin bir eksigidir.
Ornegin, (1.1) denklemi tiirevler cinsinden ikinci mertebeden, farklar cinsinden de

birinci mertebedendir.

Tiurevler cinsinden n. mertebeden ve farklar cinsinden m. mertebeden olan bir fark-

diferansiyel denkleminin genel formu

F[Xa y(X), y(X_Wl)a"" y(X_Wm)’ y’(X), y'(X_Wl)a

1.3
oo YO, YO (X =W, YV (X =W, )] =0 (13)

olarak yazilabilir. Burada F, 1+(m+1)(n+1) degiskenli bir fonksiyon ve
W, ,...,W, sayilar verilmistir. Bu sayilar aralik (spans) veya geciktirici (retardations)
olarak adlandirilmistir. Burada, F ve Yy fonksiyonlar1 reel degiskenli reel

fonksiyonlar ve w,,...,w_ sayilar1 da reel sayilardir.



Genel olarak fark-diferansiyel denklemler

m n

2. 28,0y (x—w) = f(x) (1.4)

i=0 j=0

seklinde ifade edilebilir. 0 =w, <w, <...<w,_ dir. m ve n pozitif tamsayilardir.
f(x) ve (m+D)(n+1) sayidaki a;(x) fonksiyonlari reel X-ekseninin bazi

araliklarinda tanimlidir. Bununla beraber

n

ey (x—wp) = f(x) (1.5)

m
i=0 j=0

formundaki sabit katsayili lineer denklemler (1.4)’ deki genel lineer denklemler
teorisinden hem daha basittir hem de daha biitiindiir. Bu, diferansiyel denklemler

teorisindeki duruma benzer bir durum igerir.

(1.5)’ deki tiirden denklemlerin alt-sinifi olan, tiirevler ve farklar cinsinden ikinci

mertebeden olan denklemler
a,y"(X)+a,y" (X=w)+ by’ (X) + b,y (Xx—w) +¢,y(X) + ¢, y(x —w) = f(x) (1.6)
seklinde yazilabilir.

Bu tiir 6zel denklemler teorisi, genel teorinin hemen hemen biitiin belirleyici
Ozelliklerini gosterir. Diferansiyel denklemlerde oldugu gibi cebirsel detaylar1 6nemli

derecede basitlestirmek i¢in vektor-matris notasyonu kullanilabilir.

Bu fark-diferansiyel denklemlerinden herhangi birisinin ¢6ziimii ile ¢6ziim

fonksiyonu elde edilir.
y(X) =1—-sin X (1.7)

fonksiyonunun (1.2)’ deki denklemin bir ¢oziimii oldugu kolayca goriilebilir. (1.7)

deki tiirden agik ¢oziimler elde etmenin her zaman miimkiin olmadig1 aciktir. Hatta



olsa bile, ¢coziimiin yapist ile ilgili baz1 sorular1 cevaplamak icin yetersiz olabilir.
Boyle bir durumda, yine de bazi analitik islemler sirasinda ilgili baz1 sorulara cevap

bulmak miimkiin olabilir, bdylece bir bakima denklemi ¢6ziilmiis kabul edebiliriz.

Fark-diferansiyel denklemler i¢in de ayni durum s6z konusudur. Gergekten de fark-
diferansiyel denklemlerinin teorisi ile diferansiyel denklemlerinin teorisi arasinda
cok yakin bir benzerlik vardir. Diferansiyel denklemlerin sonuglari ile ilgili bilgi
saglamakta yararlanilan yontemlerden ¢ogu, fark-diferansiyel denklemlerinin

analizinde kullanilabilecek sekilde genisletilebilir.

Problemlerin ¢ogu asagida agiklanan tekniklerin kullanilmasi ile ¢ozilebilir. Bu

teknikler:

a) Baslangi¢ deger probleminin dogru formiilasyonu,

b) Bir ¢oziimiin 6zel noktalarda hesaplanmasi,

¢) Bir ¢6zlimiin 6zel ¢oziimlerin toplami olarak ifade edilmesi,
d) Bir ¢oziimiin belirli integraller yardimiyla ifadesi,

e) Coziimlerin asimptotik davranislari,

f) Coziimlerin karalilig1 kavramidir.

Dikkat edilirse bu tekniklerin her birinin diferansiyel denklemler teorisinin konular1

oldugu hatirlanacaktir.

Simdi (1.6) tipindeki fark-diferansiyel denklemine bazi 6rnekler verelim.

Ornek 1.1.

y'(x)=y(x=1) , I<x<N (1.8)
y(x)=1 , 0<x<l1

6zel formunu ele alalim. Adimlar metodu uygulanirsa:



1. adim:
y(x)=1 , 0<x<l1
olup, X yerine X —1 yazilirsa,
y(x-1)=1 ve 0<x-1<1 = 1<x<2

olur. Buna gore,

y(X)=1=y(X)=x+¢C
olup,

y()=1

oldugundan ¢ =0 olarak bulunur. O halde,

y(x)=x 1<x<2
elde edilir.

2. adim:

y(X) =X , 1<x<2
olup, x yerine X —1 yazilirsa,
y(x—-I)=x-1 ve 1<x-1<2= 2<x<3

olur. Buna gore,

2
y(X)=x-1= y(x)=X7—x+c

olup,

y(2)=2



oldugundan ¢ =2 olarak bulunur. O halde,

2

y(x)=X7—x+2 . 2<x<3

elde edilir.

Bu sekilde y(X)’ in tanimini bir araliktan digerine genisleterek, istedigimiz kadar

ilerleyebiliriz. Basit bir tiimevarim yardimiyla
- (=)’
y(x)zzf , N<x<N+1, N=0,1,2,... (1.9)
i J

bagintist bulunur. (1.8) ile verilen denklem X >1 igin Y'(X)’in siirekli olmasini
gerektirir. Xx=1 de Y'(X)’in baslangigtaki siireksizliginin (1.8) denklemi ile

“yumusatildig1” (smoothed out) sdylenebilir (Akilly, S., 2000).

Fark-diferansiyel denklemlerinin incelenmesi i¢in uygun temel yontemlerden birini
gosteren bu Ornek, ¢Ozlimiin bir araliktan digerine X yoniinde ileri dogru
genisletildigini gosterir. Bu yontem bir denklemin bir ¢dziime sahip oldugunu ifade
ettigi gibi bu ¢éziimiin hesaplanabilmesi i¢in de bir yontem belirler. Bazen ¢ozimii
geri yonde genisletmek icin de benzer yontem kullanilabilir. Verilen 6rnek ayni
zamanda bir fark-diferansiyel denkleminin birden fazla ¢oziime sahip oldugunu
gosterir. Birinci mertebeden bir diferansiyel denklemin ¢oziimiiniin bir noktada
belirlenmis bir degere sahip oldugu bilindiginden bu fark-diferansiyel denkleminin
¢ozlimlerinden birisinin de belirli bir X -araliginda bilinen bir deger oldugu ortaya
¢ikar. Bir ¢oziim iizerindeki boyle ek kosullara SINIR KOSULLARI denir. (1.8) ile

verilen denklem i¢in sinir kosulunun
yx) =g 0<x<l1 (1.10)

oldugu goriiliir. Burada ¢(x) Onceden belirlenmis herhangi reel siirekli

tiirevlenebilen bir fonksiyondur.



(1.10) tipindeki sinir kosullarina BASLANGIC KOSULU denir. (1.8) ile verilen
denklemin ¢o6ziimleri ilizerinde baska tiirden sinir kosullar1 da bulmak miimkiin

olabilir.

Ornek 1.2.

y'(X)=y(X=-1)+2y'(x-1) , 1<x<3 (1.11)
y(x)=1 , 0<x<1

6zel formunu ele alalim. Adimlar metodu uygulanirsa:

1. adim:
y(x)=1 , 0<x<l1

olup, X yerine X —1 yazilirsa,

y(x-D=1, y(x=-1)=0ve 0<x—-1<1 = 1<x<2

olur. Buna gore,

y(X)=1=y(X)=x+¢C

olup,

y(h =1

oldugundan ¢ =0 olarak bulunur. O halde,

y(x)=x , 1<x<2

elde edilir.

2. adim:

y(X) =X , 1<x<2

olup, x yerine X —1 yazilirsa,
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y(x-D=x-1, y(x-1)=1ve 1<x-1<2= 2<x<3

olur. Buna gore,

2
Y(X)=x+1= y(x):X?+x+c

olup,
y(2)=2

oldugundan ¢ = -2 olarak bulunur. O halde,

2

y(x):x?+x—2 , 2<XxZ3

olarak bulunur. (1.9) tipinde bir genel formiil bulmak gii¢ olsa da bu isleme devam

ederek Yy(X)’ 1 istedigimiz kadar ilerletebiliriz. Ayrica X ’in elde edilen Yy(X)

¢Oziimii her pozitif tam say1 degerde siireksiz tiireve sahiptir. (1.11) denklemi bu tiir
degerde sadece sagdan ve soldan limitleri varsa saglanir. (1.11) denkleminin ¢dziimii
stirekli ve biitiin X > 1 degerleri i¢in siirekli birinci tlireve sahip olmas1 genelde dogru

degildir.

(1.11) denklemi x=1 de Yy'(x)’ in yumusatilan (smoothed out) bir siireksizligi

yoktur.
Ornek 1.3.

(1.6) ile verilen fark-diferansiyel denkleminin
y'(x=1)=y(x) (1.12)

0zel formunu, (1.10) ile verilen baslangi¢c kosuluna bagli olarak ele alalim. (1.8)
denklemindeki benzer islemlerle geriye dogru giderek bu ¢oziimii elde etmek

miimkiindiir. Bununla birlikte eger ¢Oziimii ileri dogru devam ettirebilirsek ¢

diferansiyellenebilir olmasi kosuluyla
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y(x)=g'(x-1) , l<x<2

elde edilir. Bu 1<x<2 i¢in y(X)’ 1 belirler. g(X)’ in 0<x<1 icin iki kez
diferansiyellenebilir olmasi kosuluyla y(X), 1<x<2 i¢in diferansiyellenebilir.
(1.12)’ deki denklem 2 < x <3 i¢in Y(X)’ 1 belirlemek i¢in kullanilabilir. Eger g(X)

baslangi¢c fonksiyonu 0 < X <1 i¢in her mertebeden tiireve sahipse bu islemlerin

biitiin X > 0 i¢in bir ¢6ziim verdigi goriilebilir.

Ornek 1.4.
1 , 0<x«l1
AX)=9x , 1<x<2
2 , 2<X<3

olmak iizere
Y'(X)+ y(X) +(X° =2x* +13x=6)y(Xx—=A(X)) =0 ; (0<x<3) (1.13)
denklemini g6z Oniine alalim. Eger,
d(x) =X ; (-1<£x<0)
uygun baglangi¢c fonksiyonu verilirse (1.13) denkleminin ¢6zimii,
x1-x)>  ; 0<x<l1
y(X) = 0 ; 1<x<2
f(X) ; 2<x<3
bigiminde elde edilir. Burada f(x) fonksiyonu,

Y'(X)+ Y(X) + (X* =2x* +13x = 6)(x=2)3-%)’ =0

denkleminin tek ¢oziimiidiir.



12

1.2. ikinci Mertebeden Fark-Diferansiyel Denklemlerin Simiflandirilmasi

(1.8), (1.11) ve (1.12)’ de ele alinan denklemler, tiirev ve farklar cinsinden birinci
mertebeden, (1.13)” de ele alman denklem tiirev ve farklar cinsinden ikinci

mertebeden olup,
2,y () +a,y"(X= W)+, y'(X) + b, y' (X =) + ¢, y(X) + ¢, y(x —w) = £(x) (1.6)

genel denklemine ait 6rneklerdir. Bu denklemden c¢ikarilan sonugla (1.6) ile verilen

denklem cesitli sekillerde siniflandirilabilir. Eger,

i.a,#0 vea =01iseb =0 veya c, #0 yada

a,=0,a=0,b,20veb =0, c, #0 ise RETARDED (DELAY) tipli,

ii.a,#0 ve a, #0 yada

a,=0,a =0,b,=0 ve b, #0 ise NEUTRAL tipli,

ii. a, =0 ve a, #0 yada

a,=4a,=b, =0 ve b, #0 ise ADVANCED tipli,

iv. 8, =a, =b, =b, =0 ise fonksiyonel denklem tipinde bir (tam) PURE-FARK

denklemidir.

Eger, c,=cC =b,=b =0 veya c,=c,=a,=a, =0 ise bir PURE-FARK

denklemine indirgenebilir.
Eger, a, =b, =c, =0 veya a, =b, =¢, =0 ise ADI DIFERANSIYEL denklemdir.
Ornegin,

y'0) = y(x-1) (1.8)

ile verilen denklem retarded (delay) tipli fark-diferansiyel denklemi,
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y'() =y(x=D+2y'(x-1) (1.1T)
ile verilen denklem neutral tipli fark-diferansiyel denklemi,
y'(x=1) = y(x) (1.12)
ile verilen denklem advanced tipli fark-diferansiyel denklemi,
Y'(X)+ y(X) + (x> =2x> +13Xx-6)y(Xx—A(X)) =0 ; (0<x<3) (1.13)
ile verilen denklem retarded (delay) tipli fark-diferansiyel denklemidir.

Genellikle X’ in zaman gosterdigi uygulamalarda, retarded (delay) tiirden bir
denklem, miktarindaki degisim orani, miktarindaki ge¢misteki ve simdiki degerine

bagli olan bir sistem davranisi ifade eder.

Neutral tipli denklem, miktarindaki simdiki degisim orani miktarindaki ge¢mis ve
simdiki degerine bagli oldugu gibi ge¢mis degisim oranina bagli bir sistemi ifade

eder.

Advanced tipli bir denklem ise, miktarindaki degisim orani simdiki ve gelecekteki
degerine baglh (veya miktarin simdiki degeri ge¢mis degerine ve geg¢mis degisim

oranina bagli) oldugu bir denklem sistemini ifade eder.

Uygulamalarda x genellikle zaman gosterdiginden ¢oziimler X’ in artis1 yoniinde
devam ettirilecektir. Bununla birlikte X' yerine —X konursa (X' =—Xx donisimii
uygulanirsa) X cinsinden retarded tipli bir denklem X' cinsinden bir advanced tipli
denkleme doniisiir. Tersine neutral tipli bir denklem bagka bir neutral tipli denkleme
doniigiir. Boylece genellemeyi kaybetmeden aragtirmalarimizi X’ in degerini

arttirarak strdiririz.

Delay tipli denklemler, neutral veya advanced tipli denklemlere kiyasla bir¢ok agidan

daha basittir (Bellman and Cooke, 1963).
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1.3. Varlik ve Teklik Teoremleri
X(0) = 3 (& (OX(E — A, (1) + B DXL - A, (1)) + c() (1.14)

denkleminde x(t) =Yy, (t) ve x'(t)=y,(t) yazarsak (1.14) denklemine denk olan

birinci mertebeden sistem

y () =y,(),

(1.15)
Y5 (1) =2 (@ ®y, (t=A,®) +b D)y, (t— A, (1)) +c(t)
i=0
formunda olur.
Kolaylik i¢in (1.15) yerine daha genel sekilde olan
2 n v
ye®=>Yakoy,t-Amt)+c () ., k=12 (1.16)
j=1 =0
sistemini g6z Oniine alalim.
(1.16) sistemi,
yL(t) = Zj: y,(t-9)drit,s)+c, ) , k=12...m (1.17)
j=1

integrodiferansiyel denklem sisteminin 6zel bir halidir. (1.17)” deki integral Stieltjes

anlamindadir.

“Linear Differential Equations with a Retarded Argument” adli kitabinda Myskis,

rjk (t,s) fonksiyonu iizerine bazi sinirlamalar koymakla (1.17) sistemi i¢in baslangig

deger probleminin ¢oziimiinlin varlik ve teklik problemlerini, ayrica bu ¢oziimiin

baslangi¢ verilere bagliliginin siirekli oldugunu ispatlamistir.

Biz burada bu teoremleri yalniz (1.16) seklindeki sistemler icin inceleyecegiz:



15

2
Vi =Y (@l Oy, O +al Oyt -A0)+e ) . k=12 (LI8)
[
Simdi (1.18) sisteminin [A, B) , (B £ +40) araliginda tanimli ve

V(A =Yy = (A)
(1.19)
YV (t-At) =D, (t-AM) , t-AM)<A
(1.19) kosullarim1 saglayan y,(t), y,(t) ¢coziimiini arayacagiz. Burada k =1,2 ve
®, (1), E, baslangic kiimesinde tanimli bir baslangic fonksiyonudur. Eger
a‘j(1 (t)=0 j=(1veya?2) ise, y) j=(Iveya?2) keyfi segilebilir. Eger A, E,’ nin

M (2)

ayrik noktasiise y,’ ve Y, sayilarmin her ikisi kendi segilebilir.

(1.18) sistemi yan1 sira agagidaki integral denklem sistemini

V) =y + J;{Z(a?o (D), (2)+al D)y, (7 - A(r)))}dr
i (1.20)

+L:Ck(z')dz- . k=12 A<t<B

ve (1.19) kosullarinin benzeri olan
Yiz-A@@)=D;(r-A(r)) , T-A(r)< A , j=12 (1.21)
kosullarin1 g6z 6ntine alalim.

Bundan sonra; a?o 1), ajkl (), c.(t) (j,k=1,2) ve A(t)>0 fonksiyonlarmin [A, B)
araliginda siirekli oldugunu kabul edecegiz. Ayrica @, (t), (k=12) baslangic

fonksiyonlarmin E, iizerinde siirekli olduklarini kabul edecegiz (Norkin, S. B.,

1972).
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2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. ikinci Mertebeden Lineer Neutral-Delay Diferansiyel Denklemlerin
Yaklasik Coziimleri

Bu kisimda ikinci mertebeden lineer neutral-delay diferansiyel denklemlerin ¢6zimii
icin Taylor yontemi gelistirilmistir. Bu denklemlerin ¢6ziimii i¢in kullanilan yontem
R. P. Kanwall ve K. C. Liu tarafindan sunulan yontemin bir uyarlamasidir (Kanwall,
R. P, Liu, K. C., 1989). Bu yontemde ilk olarak neutral-delay diferansiyel denklemin
her iki tarafinin N kez tiirevi alinir ve sonra sonu¢ denkleminde bilinmeyen
fonksiyonun Taylor seri a¢ilimi yerine konulur. Burada lineer cebrik sistem uygun
bir yerde kesilerek yaklasik bir ¢6ziim bulunur. Elde edilen ¢oziim bir Taylor seri
yaklagimi olup bu Taylor seri a¢iliminin katsayilari bir lineer cebrik sistemin

coziimleridir. Katsayilar, matris denklemleri yardimiyla hesaplanir.

Y Ontem,

POAY"(X) +a(X) Y (X) + r(x)y(X) + K, () y" (X =w) + K, (X) y' (X —w) +
K;(X)y(x—-w)=f(x) , 0<x<a (2.1)
YyX)=Y,(X) , —w<x<0 (w>0)

formunda ikinci mertebeden lineer neutral-delay diferansiyel denklemine
uygulanarak agiklanmistir. Burada p(x) =0, q(X), r(x), k,(x),k,(x), k;(x) ve f(X)
fonksiyonlar1 0 <X <a aralifinda n. tiirevlere sahip siirekli fonksiyonlardir. y,(X)

ise —W<x<0, aralifinda (n+2). tiireve sahip siirekli bir baslangi¢ (verilmis)

fonksiyonudur.

Yukaridaki kosullar altinda, (j—1)wW<x< jw araliklarinda (2.1) denklemine

adimlar metodu uygulanirsa j=1,2,...,/ -1,/ ;(/w=a) igin,

Vi00=2—y"©x-0". (j-hwsc< jw 22)

formunda bir Taylor polinom ¢6ziimii elde edilir. Burada X=C de N. dereceden bir

Taylor polinomu olup, y™(c),n=0,1,2,...,N katsayilarin1 belirler. (2.1)
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denklemine (j—-1)w<x< jw araliklarinda adimmlar metodunu uygulayalim
(Yenigerioglu, F., 1998).

1. adim: 0 < Xx<w aralifinda y,(X) baslangi¢ fonksiyonu i¢in,

y(X=W) = Yo (X=W), y'(X=W) = y;(X=w), y"(X=w)=y;(x-w)

oldugundan bu ifadeler (2.1) denkleminde yerine yazilirsa,
hy (X) = () =k () 5 (X = W) =K, (X) Y (X = W) = k3 (X) Yo (X = W)
bilinen bir fonksiyon olmak iizere
PX)Y" +ag(X)y' +r(x)y=h,(x) , 0<x<w (2.3)

biciminde bir adi diferansiyel denklem olusturulur. Bu denklemin X’ e gére n defa

tirevi alinirsa,

[pCOY" (0] +1aC)y 0] +[r(0yo]™ = hi” (%)

ya da
o n n-m m+ n-m m+ n-m m n
Z(mj{p( 20y ™ () + G ()Y "V (0) + 1 Ry ™ (0= h” (x) (2.4)
m=0
elde edilir. Leibnitz kuralina gore iki fonksiyonun ¢arpiminin Nn. mertebeden tiirevi,

[P y(0]2, = Zm p" )y (c)

i~0
olup, (2.4) esitligi Leibnitz kurali yardimiyla

n

Z(;]{p(n—m)(c)y(mﬂ) (C) + q(n—m)(c)y(m+1)(c) 4 r-m (C)y(m) (C)}= hén)(C) (25)

m=0
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formunda yazilabilir. Burada y”(c), y(c),...,y™(c) bilinmeyen katsayilar olup
p”@©), q”c), r”c) ve h’(c) swastyla x=c de p,q,r,h, bilinen

fonksiyonlarinin i. tiirevlerinin degerlerini gosterir.

(2.5) bagintisindan bilinmeyen katsayilar1 hesaplamak ig¢in (2.1) sistemindeki

Y,(X) baslangic fonksiyonundan yararlanarak X =0 deki
y(0) = y,(0) ve y'(0) = y,(0) (2.6)
baslangi¢ kosullar1 kullanilabilir.

(2.1) denklemi ve (2.6) kosullarindan olusan en genel problemin ¢6ziimii igin,

(2.5) sisteminin matris formu,

W,Y=H, (2.7)

seklinde yazilabilir, burada

Y=[y?@©) y°@© ... YV
H,=h"c) e .. "o
W, =[w.] ., (n,m=012,.,N)

seklinde olup, W,’ 1 elemanlar agik olarak

n n n
W o =[ Jp(“‘“‘*”(ch( qu‘”””(c){ jr(“‘“”(c) (2.8)
m-—2 m—1 m

bigiminde verilebilir. (2.8) denkleminde k < 0 igin,

p“©)=0, 9”@ =0, r'@c)=0

ve j<O0 , j>Ii igin,
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olup, buradaki i,j ve k tam sayilardir. Boylece n<m-2

(n=0,,...,N=3; m=34,...,N) icin (2.8) denkleminde
w. =0
olur.
(2.5) sisteminin arttirilmis katsayilar matrisi,
W,=[w, : h®@] ., o<csw 2.9)
seklindedir.

(2.2) ifadesi j =1 igin,

N
N =YLy (x-0) . 0scsw
n=0 '"

biciminde olup, bu ¢dziim ve onun tlirevi asagidaki gibi matris denklemlerine

denktir:

|1 (x-c) (x—c)? (x-c)"
yl(x){& 1! 2 TN }Y
co o1 xme) (x=o™
YI(X){O o 1 (N—l)!}Y

Buradaki Y, (2.7) denkleminde tanimlanmustir.

Buradan X =0 da h=-c olmak iizere,
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h h’ h"
(2.10)
. 1 h hN
yi0)=10 — — .. Y
o (N-1)!
degerleri elde edilir. (2.6) kosulundan yararlanilarak,
¥1(0)=Y,(0) ve y;(0)=y,(0) (2.11)

yazilabilir. Boylece (2.3) denkleminin baslangi¢c deger kosullar1 elde edilir. (2.11)

denkleminde (2.10) degerini yerine koyarsak ve gerekli sadelesmeleri yaparsak,

strastyla ilk ve ikinci kosullu matris sekillerini,
U, Y =[y, (0] ve V,Y=[y;(0)]
bi¢ciminde elde ederiz. Daha acik sekilde arttirilmis matrisler,

=) u’ ... ud ; 0
: [00 T U )] o)
c=Mov v o)
seklinde olup, buradaki u? ve V?, (2.10) degerlerindeki h katsayisina baglidir.

Sonug olarak, (2.9) arttirllmis matrisinin son iki sirasina (2.12) satir matrislerini

tekrar yerine koyarsak asagidaki \7V0* arttirilmig matrisini elde ederiz:

i . (0) ]
Wy, Wy, W, 0 0 0 ;0 hy(C)
. )
W, W, W,, W, 0 0 ; hy’(c)
. )

Wao W, W Wos Wy 0 > ho (€)
W, =| .. (2.13)
w w w w w w : hi"?(c)

N-2,0 N-2,1 N-2,2 N-2,3 N-2.,4 N-2,N s 0
0 0 0 0 0 0 .
U, u, u, U, u, Uy ; Y, (0)
0 0 0 0 0 0 .
LV A v, vV, v, eV ; Yo(0) |
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Buradaki w,_, ve h{"(c); (n=0,,2,....,N-2;m=0,.2,...,N) degerleri (2.7)

de tanimlanmigtir. (2.13) arttirilmis matrisi asagidaki gibi diizenlenebilir:

Woo Wo, W, 0 0 0 | i héO) () T
W, W, W, Wi, 0 0 hél) ()
Wi Wy, W,, W,; W,, - 0 héZ) (c)
We = el
Whooo Whon Wy Wioas Wygs - Wyoan h" ()
U uy u; uy u, Uy Y, (0)
L VO0 Vlo Vg V;) vf Vg ] i v (0) |

Kosullara gore yeniden diizenlenen matris sistemi,

W,Y =H,
formuna doniistir.
Eger rankW, = rankW, = N +1 ise,
Y=(W,) 'H, (2.14)
ya da
[ w W W 0 0 0 1T h®c) |
00 01 02 e 0 (C)
1
W, W, Wi, W, 0o ... 0 h"(c)
2
W20 W21 W22 W23 W24 cee O hé ) (C)
Y=
w w w w w w h{N-2
N-2,0 N-2,1 N-2,2 N-2,3 N-2,4 e N-2,N 0 (C)
0 0 0 0 0 0
Uo U, U, Us U, Uy Yo(0)
0 0 0 0 0 0
L Vo Vi Vi Vs vy Vv 1L Y(’) 0) ]

olarak yazilabilir. Béylece, y™(c), n=0,1,...,N katsayilar1 (2.14) kosulunda tek
tiirlii belirlenir. Bundan dolayr 0 < x <w araliginda (2.3) diferansiyel denklemi ile

(2.11) kosullar1 bir tek ¢oziime sahiptir. Bu ¢6ziim,
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N
yl(x):z#y(”)(c)(x—c)” , 0<x,c<w (2.15)
n=0 '!

seklindeki Taylor polinomu ile verilir.

Y,(X) ¢oziimii ve onun tiirevleri olan y;(X) ve Y/(X), (2.3) denkleminde yerine
konuldugunda (2.3) denkleminin 0<X<w aralifinda bir yaklasik ¢6zimiidiir.
Sonu¢ denklem bu aralikta X’ in verilen bir degeri i¢in yaklasik olarak

saglanmalidir. Yani, X = X; € [O, W] ; 1=0,1,...,m i¢in,

D(x) = | PCX )Y O6) +a(X) Y () + (X)) Y, (%) = hy (X; )| =0 (2.16)
dir. Burada
D(x,) <107 (Kk; pozitif bir tamsay1)

olmalidir. Eger max(10™) =107 (k, pozitif bir tamsay1) dnceden belirlenmis ise,

X, noktalarmnin her birindeki D(X;) farki belirlenen 10 dan daha kiigiik oluncaya

kadar N kesme sinir1 yiikseltilebilir (Yalginbas, S., Sezer M., 2000).

Boylece
N (n) 2 N
NV © | b7 h™
yl(Xi)_g n! hi _|:1 1' 2' Nl Y
N (M N-1
yi(X;) = Z—y © ™' =10 1 ﬁ n Y
= (n-1)! 1! (N -1)!
N (n) N-2
yiox) =S & o {o o1 o N }Y
= (n—2)! 1! (N -2)!
yazilabilir.

Benzer sekilde birinci adimda oldugu gibi ikinci adimda da benzer islemler yapilirsa,
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N
yz(X)ZZEy(n)(C)(X_C)n , W< X,C<2wW
n=0 '

formunda bir Taylor ¢6ziimii bulunur.
Genel olarak, /. adim i¢in bir Taylor ¢oziimii olusturulmak istenirse:

¢. adim: /. adima gegerken (/—1). adimdaki Yy, (X) Taylor ¢dziimiiniin
bulundugunu varsayiyoruz. (2.1) sistemine benzer formdaki
POAY"(X) +a() Y (X) + () Y(X) + K (X)y" (X = W) + K, (X) y' (X —w) +
K;(X)y(x—w) = f(X) , (-THw< x < iw (2.17)
yx) =y, (X) , (U=2w=x<s({-Dhw (w>0)

denkleminin elde edildigini kabul edelim. Burada Yy, ,(X) fonksiyonu, (¢-1).

adimda bulunan bir yaklasik ¢6ztiim olup, /w=a dir. (/-1)w < x<a aralifinda
yX=w)=y, ,(X=w) , y'(x=w) =y, (Xx=w) , y'(x-w) =y, (Xx-w)
olduklarindan bunlar (2.17) denkleminde yerine yazilirsa,
h () = T(X) =k )y (X=w) =K, (X)y;; (X =W) = K; (X) Y, (X = W)
olmak tizere
pX)Y" +q(X)y' +r(x)y=h_,(x) , (-Dw<x<a (2.18)
bicimine indirgenecektir.

Y, ,(X) fonksiyonu (/—-2)w<x<(/-1)w araliginda Taylor ¢oziimii oldugundan

X = (£ —1)w noktasinda (2.18) denkleminin

y(e=Dwy =y, ((=Dw) , y'((L=Dw) =y, (¢(-Dw)  (2.19)

baslangi¢ kosullar1 elde edilir.
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(2.18) denkleminde X’ e gore n defa tiirev alinirsa,

[P0y"(0]™ +[a)y'e0]™ +[ry0]™ = hT (%)

elde edilir. Buradan fonksiyonlarin ¢arpimlarinin tiirevleri ile ilgili olan Leibnitz
kurali uygulanip gerekli sadelesmeler yapildiktan sonra sonug¢ denkleminde x =cC ;

(¢ —T)w < c < a) konulursa,

n

Z[:J{p(n—m)(c)y(mﬂ) (C) + q(n—m)(c)y(m+l) (C) + r(n—m)(c)y(m)(c)}: héi; (C) (220)

m=0
elde edilir. (2.20) sisteminin matris sekli yazilirsa,

W/f-lY = H/,-l (2.21)
elde edilir. Burada

Y=[y"@© y'@© ... yV©]
H,=h%0© h%© .. hYE)
W, =[w,]: (nm=0,1,..,N)

T

bigimindedir.

W, ’ in elemanlar (2.8) deki gibi tanimlanir. (2.20) sisteminin arttirilmis katsayilar

matrisi,
W, =[w, : h%@)] . ¢-DHw<c<a (2.22)
bigimindedir.

(2.18) denkleminin ¢6ziimii (2.2)” den | =/ yazilarak,

y,(X) = iﬁ y@)x-c)" , ({-Dw<c<a (2.23)
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seklinde ifade edilir. Buradaki x=c’ de N. dereceden bir Taylor polinomu olup

y™(c),(n=0,1,...,N) bilinmeyen katsayilarin1 belirler. (2.23) ¢dziimii ve onun

tiirevleri asagidaki gibi matris denklemlerine denktir:

|1 (x=¢) (x=c¢)’ (x—c)"
yf(x){m ! x o w |

, 1 (x-c x—c)N!

0! 1! (N -1

Buradaki Y, (2.7) denkleminde tanimlanmigtir. Bu matrisler kullanilarak
Y, (¢ —1)w) ve y,((¢/ —1)w) degerleri,
h h’ h"
Y, (({=Tw) = {1 F 5 cee Wﬁ|Y
(2.24)
(-vw=[o L 1 "y
Ve o 1 T (N=D!

bi¢iminde olurlar. Burada h=(/—-1)w—c dur.

(2.19) kosulu (2.24) degerlerinde yerine konulur ve gerekli sadelesmeler yapilirsa,

U_Y=[y_ ((t-Dw)]ve V,, Y =[y,_ (/-Dw)]

veya daha acik formdaki arttirilmis matrisler,

U, =" ut ...ous /—)w
N(—l [:)1 (171 :11 Yo (( ) )] (2.25)
V.= [VO vy N (e I)W)]

seklinde yazilabilir. Buradaki uf’l ve Vf’l , (2.24) matrisindeki h sayisina baglidir.

Sonug olarak, (2.22) arttirllmis matrisinin son iki satirina, (2.25) sira matrisleri

yerine konulursa agagidaki
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Woo Woy Woy 0 0
Wio Wy W, Wis 0
_ W Wy Wy, Wos Wy
W;—l =
Whoo Whnoan Whan Wyas Wyag
ug-l ulé—l u;—l uf—l uﬁ—l
] Vé—l Vlf—l Y é/—l v 3@—1 y f—l

arttirllmis matrisi elde edilir.

Buradaki w ve

nm

Wyon

tanimlanmugtir. Eger, rankW, , = rankW, , = N +1 ise,

Y= (WZ—I )_1 HL

yazilabilir. Burada

WOO WOl W02 0 0
WlO Wll W12 Wl3 O
W, =
Whoo Whoogr Whooo Wyos Wyl
ug—l ulé—l u;—l uf—l uj—l
Vé_l V][—l Vzﬂ—l V§_l Vﬁ_l
bi¢imindedir.

Wyon

-1
uN

; h%(©)

; hi(©)

; hZ(©

5 h(fi\ll_Z) ©)

s Y ((C=Dw)
;YL ((C=Dw) |

h@c), (n=012,...,N-2; m=0,12,....,N) (2.7) de

(2.26)

)
hy(c)

hi™ ()
Y, ((C=Dw)
LY (C=Dw) |

Boylece, y™(c) ; (/~Hhw<c<a ; (n=0,1...,N) katsayilar1 (2.26) kosulunda tek

tiirlii belirlenir. Bundan dolay1 (/—-1)w<c<a

denklemi ile (2.19) kosullar1 bir tek ¢ézlime sahiptir. Bu ¢6zlim,

y,(0=2—y"@©x-0)" ,

o n!

formundaki Taylor polinomu ile verilir.

araliginda (2.18) diferansiyel

({-Hw<x,c<a
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Bu yaklasik ¢oziim, X=X, € [(f—l)w, a] ; (1=0,1,...,m) degeri icin (2.16)’ daki
ifadeye benzer sekilde saglanmalidir. Boylece X =X, [(E -Dw, a] ; (1=0,1,...,m)

icin,
D(%) = [POG)Y" (%) +a(%)Y (%) + T (%) y(%) —h,, ()| = 0
veya
D(x,) <107 (k, pozitif bir tamsay1)

olmalidir. Eger max(10 ™) =107 (k; pozitif bir tamsay1) dnceden belirlenmis ise,
X, noktalarimn her birindeki D(x;) farki belirlenen 10™ dan daha kiigiik oluncaya

kadar N kesme smir1 yiikseltilebilir (Yalginbas, S., 1998).
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. ikinci Meretebeden Neutral-Delay Diferansiyel Denklemlerle Ilgili
Uygulamalar

Ornek 3.1. ikinci mertebeden lineer
Y'(X) =Xy (X)+xy(X) - y'(x-1)=e* —e*" ; 1<x<3 (3.1)
y(x)=e* ; 0<x<I

delay diferansiyel denklemini g6z Oniine alalim. (3.1) denkleminin yaklasik

¢Oziimiinii N =4,6,8 icin arayalim.
Ik olarak N =4 i¢in ¢dziim arayalim.

1. adim: y(x) =e” denkleminde X yerine (X—1) yazilirsa,

1

y(x-1)=e*" ve y'(x-1)=¢""

olup, bunlar (3.1) denkleminde yerine konulursa,
V00 =Xy 00+ xy(x)—e*" =e* —e*!
veya
y"(X) = Xy'(X) + Xy(x) =€* (3.2)
olur. Ayrica,

0<x-1<1=1<x<2olup y(l)=e ve y'(l)=¢

dir. Buna gore,

PX)=1, Q(X)=-x, R(X)=x, hy(x)=e"

olup, burada
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P'(X)=0, P"(x)=0, P"(x)=0, P¥(x)=0

Q'(x)=-1, Q"(x)=0, Q"(x)=0, Q¥ (x)=0
R'(x)=1, R"(X)=0, R"(X)=0, R¥(x)=0

h,(x)=e*, hi(x)=¢e*, h/(x)=e*, hl(x)=e*, h{"(x) =¢e*

dir. Boylece, N =4 ve ¢ :% icin (2.8)’ deki w

(n,m=0,1,...,4) degerleri,

nm >

(PR
PG (-
LGB e

Wos =Wy, = 0

N EAR
1 2

R
RO )
PR E 02

()

[\
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P
(P G-Gre-2

|
-2
o3 (o E3)

(P COr G-

3 3 3
I G E AT AN Y 2 AV A
0 2 1 2 2 2
3 3 3 -
W, = p® i + Q(l) 2 + R 2 =_3
1 2 2 2 3 2 2
3 3 3 -
w, =| [p® 3 + 7 lo@ 3 +| 7 |RED 3)_-3
2 2 3 2 4 2 2

w, =[ P2V [Flow( 2V [Hre[2] <0
-1 2 0 2 1 2
N R e NG WA
0 2 1 2 2 2
B AN ARG NTEAI
1 2 2 2 3 2
Wy, = NEIEN QU2+ 4 R(O)(E}:_—S

2 2 3 2 4 2 2

olarak elde edilir. Boylece (2.7) deki W, matrisi,



— N W

formunda elde edilir. Ayrica,

3 (3 (3
“0(5]:“ ’ h@:ez ’ “0(5

olup, (2.9)° deki W, matrisi,

3 -3

2 2
L1

2

Wo=lo 2
0 0

0 0

seklindedir.

|
\®) Nl_'\)‘w
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0 0
10
__31
2
-3 =3
-5

37
0 ; e’
3
0 ; e?
3
1 e? (3.3)
-3
_— ; e
2
-5
— e
2 J

y(l)=e ve y'(1)=e

i

48 384
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olup, (2.12)’ deki

-1 1
48 384
I -1

8 48

matrisleri (3.3)’ iin son iki satirinin yerine tekrar yazilirsa (2.13)’ deki Wo matrisi,

1
8

~1

2

) -
3_—31 0 0 ; e?
2 2 3
L3 . e?
2 2 3
Wo=lo 2 2L 23 4 e
2 2
1 1 -1 1
1 — = = — = e
2 8 48 384
0 __1 l __1’e
. 2 8 48 ]

bigiminde olur. Buna gére, Y = (W, ) 'H, denklemi yardimu ile

[4.4876 |
4.4996

Y =|4.4997
4.4938

| 4.4731 |

olup,

y,(X) = (4.4876) + (4.4996)(x - %j + (1/2)(4.4997)(x - %)

+ (1/6)(4.4938)(x - %} +(1/24)(4.473 1)(x - %)

olarak elde edilir.

2. adim: (3.1) denkleminde Y, (X) ¢oziimii yazildiginda,
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y"() =Xy () + Xy(x) -y (x =) =e* —e*" (3.4)

y,(X) = (4.4876) + (4.4996)(x - %) + (1/2)(4.4997)(x - %)

+ (1/6)(4.4938)[x —gJ +(1/24)(4.473 1)(x —%j . 1<x<2

olup, y,(X) de X yerine (x —1) yazilirsa, y,(Xx—1) ve y;(x—1) ifadeleri elde edilir.
Bunlar (3.4)’ te yerine yazildiginda,

y'(X) = Xy'(X) + Xy(X) = e* —e*"' —6.7497 + 4.4997x
3

5)’ 5
+ 2.2469(x - Ej ¥ 0.74552(x — Ej

denklemi bulunur. Ayrica,
I1<x-1<2=2<x<3
olup,

y,(2) =7.4051 ve y|(2) = 7.4044

dir. Bu durumda, N =4 ve ¢ :g olmak tizere W, matrisi,

é—_S 1 0 0

2 2
1 3 __5 1 0

2 2
W, =0 2 1=
2 2

0 0 3 __1__5
2 2
o 0 o0 4 =

seklinde olur. Ayrica,
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hl(éj:12.2 , h{(§j=12.201 , h;(§]=12.195,
2 2 2

h/ S)o12.174 , h® 31277008
2 2

olup \7\71 matrisi,

> 0o 0 ; 122
2 2
1 323 1 0 ; 12201
2 2
W, =(0 2 1= : 12.195 (3.5)
2 2
0 0 3 - =3 : 12.174
2
0 0 0 4 _73 . 7.7008

bi¢iminde elde edilir.

y,(2) =7.4051 ve y|(2) = 7.4044

oldugundan N =4 ve ¢ =% igin,

olup,

matrisleri (3.5)’ in son iki satirinin yerine tekrar yazilirsa W, matrisi,
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R T | © 122

2 2

1 323 1 0 : 12201
2 2

W =0 2 1= : 12.195
2 2

p - : 7.4051
2 8 48 384

o 1 -+ 1 -1 . 7.4044

L 2 8 48 i

olarak elde edilir. Bdylece, Y = (W, )™ H, denklemi yardim ile

Y =[12.229 12279 12.325 12364 12.385]

bulunur. Boylece Y, (X) ¢ozlimii,

y,(X) = (12.229) + (12.279)[x ‘9 + (1/2)(12.325)(x —gj
+ (1/6)(12.364)(x —9 + (1/24)(12.385)(x —gj

olarak elde edilir.

N =4 i¢in bulunan bu ¢oziimler ile ilgili hata hesaplar1 asagidaki Cizelge 3.1.1." de

verilmistir.

Cizelge 3.1.1. N =4 icin Ornek 3.1.” in Niimerik Sonuglari

Xi | Yi(%) D(x;) Xi | Y2 (%) D(x;)

1 127183 | 9.3618x107* 2 1 7.4048 | 3.0295x107"

1.2/ | 3.3215 | 2.0387x10°* 2.219.0485 | 6.1793x107

1.4{4.0594 | 7.621x10™* 2.4 11.061 | 1.5322x107

1.6 | 49608 | 7.2038x107* 2.6 13521 | 2.733x10°

1.8 6.0617 | 1.8809x1072 2.8 16.527 | 4754210

2 | 74051 | 8.1756x107* 3 120.199 | 1.8386x107"




36

Simdi N =6 i¢in ¢6ziim arayalim.
1. adim: y(X) =€ denkleminde X yerine (X—1) yazilirsa,

y(x-D=e" ve y((x-1)=¢"

olup, bunlar (3.1) denkleminde yerine konulursa,

y" () = Xy'(x) + xy(x) = ¢ (3.6)
olur. Ayrica,
0<x-1<1=1<x<2

olup,

yd)=e ve y'(I)=e

dir. Bu durumda, N =6 ve ¢ :% icin W, matrisi,

é_—31 0O 0 0 0
2 2
11_—31 0 0 0
2 2
02_—1_—31 0 0
2 2
w0=003_—3_—31 0
2
0O 0 0 __5__31
2 2
O 0 0 0 __7__3
2 2
-9
o 0 0 0O o0 6 —
i 2

formunda elde edilir. Ayrica,
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3y 23y 2 (3
)= nf3) e (3)
A3 3 3 3
hO(EJ = e2 Py h(()4) [Ej = 62 )
h(S)(Ej:ez h(())(éj:e;
0 2 > 10 2

olup Wo matrisi,

3 -3 1 0 0 0
)

1 -3 1 0 0

2 2
0 2 -1 -3 1 0
2
Wozo 0 3 __3__3 1
2
0 0 0 4__5__
0 0 0 0 5 -7
2

0o 0 0 0 0 6

bi¢giminde elde edilir.

y(h=e ve y'(l)=e

oldugundan N =6 ve ¢ :% icin,

e2

.
O;eE
3
O;eE
3
O;eE
3
0 ; e (3.7)
3
1 e
SR
S
2 i

11 -1 1 -1 1
yh=1 — - —
2 8 48 384 3840 46080
-1 1 -1 1 -1
‘H=l0 1 — - — — —
n) { 2 8 48 384 3840}

olup,
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~ 11 -1 1 -1 1
U,=(1 — - = . e
{ 2 8 48 384 3840 46080 }
V,=lo =t 1 =2b Lo =1y
2 8 48 384 3840

matrisleri (3.7)’ nin son iki satir1 yerine yazilirsa W, matrisi,

) -
3 -3 1 0 0 0 0 . e?
2 2
3
1 -3 1 0 0 0 . e2
2 3
0 2 -1 -3 1 0 0 : e?
2 3
Wo=lo o 3 22 3 0 ;e
2 3
0o 0 o0 4 =2 -3 1 . e?
2 2
T e N s E S
2 8 48 384 3840 46080
1 1 -1 1 ~1
o 1 — - — — — . e
i 2 8 48 384 3840 |

bigiminde olur. Buna gére, Y = (W, ) 'H, oldugundan

Y =[4.4817 44818 44818 44818 4.4816 44812 4.4804]

bulunur.Buradan

y,(X) = (4.4817) + (4.4818)[x _%j + (1/2)(4.4818)(x —%j + (1/6)(4.4818)(x —g)

5

3

+ (1/24)(4.4816)(x - gj + (1/120)(4.4812)(x - %j + (1/720)(4.4804)(x - Ej

formunda elde edilir.

2. adim: (3.1) denkleminde Y, (X) ¢oziimii yazildiginda,

y"(¥) = Xxy'(x) + Xy(x) -y (x=1) =" —e*" 3.8)
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y,(X) = (4.4817) + (4.4818)[x = %j + (1/2)(4.4818)(x = %j

+ (1/6)(4.4818)(x - %j + (1/24)(4.4816)(x = %j

5 6
+ (1/120)(4.4812)(x - %j + (1/720)(4.4804)(x - %j . 1<x<2

olup, y,(X) de X yerine (x —1) yazilirsa, y,(X—1) ve y;(x—1) ifadeleri elde edilir.

Bunlar (3.8)’de yerine yazildiginda,

Y (X) = xy'(X) + xy(X) =e* —1.0e*"* —6.7228 + 4.4818x
+2.2409(X — 2.5)% +0.74693(x — 2.5)°
+0.18672(x — 2.5)* +3.7337x 102 (X — 2.5)°

denklemi bulunur. Ayrica,

1<X-1<2=2<x<3 olup ¥,(2) =7.3892 ve y/(2) =7.3892

dir. Bu durumda, N =6 ve ¢ :% olmak tlizere W, matrisi,

é_—51 0O 0 0 0
)
13_—51 0 0 0
2 2
021_—51 0 0
2 2
w1=003_—1_—51 0
2
0O 0 0 __3__51
2 2
0O 0 0 0 __5__5
2 2
0 0 0 0 0 -7
L 2 ]

biciminde olur. Ayrica,
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h
h

(2212183, 0 2 = 12,183, hf 2 | = 12.183,
2 2 2
)

1'(_ =12.182, hf‘”(ij =12.182,
2 2

hf”(zj =12.181, h(® (EJ = 7.7008
2 2

olup \7V1 matrisi,

S5 0 0 0 0 0 : 12.183
2 2
1 33 1 0 0 0 ; 12.183
2 2
0 2 = 1 0 0 ; 12183
2 2
W,=lo o 3 L 22 1 o ;12 (3.9)
2 2
0 0 0 4 -3 =3 1 12182
2 2
0O 0 0 0 5 - 3 : 12.181
2 2
O 0 0 0 0 6 _77 . 7.7008

bi¢iminde elde edilir.

y,(2) =7.3892 ve y(2) =7.3892
- 5..
oldugundan N =6 ve ¢ :E i¢in,

-1
y2(2) —|:1 7

1 -1 1 -1 1
8 48 384 3840 46080
-1 1 -1 1 -1
'2)=|0 1 — - — — ——
yZ(){ 2 8 48 384 3840}

olup,
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U, =1 A L. 7330
2 8 48 384 3840 46080
vV, =0 -t1 -1 1 -1 . 73892
2 8 48 384 3840
matrisleri (3.9)’un son iki satir1 yerine yazilirsa VNVI* matrisi,
S 3 1 0 o 0 0 ; 12.183
2 2
A T 0 0 ; 12.183
2 2
0 2 L =2 0 0 ; 12.183
2 2
g —1 _5
W, =0 0 3 — - 1 0 ; 12,182
0 0 0 =3 2 1 12,182
2 2
p =L L= —1 ! . 7.3892
8 48 384 3840 46080
0 1 __1 l __1 L __1 : 7.3892
L 2 8 48 384 3840 ]

elde edilir. Béylece, Y = (W, ) 'H, denklemi yardimu ile

[12.183]
12.183
12.184

Y=[12.184
12.184
12.183

12,18

bulunur. Boylece Y, (X) ¢ozlimii,

y,(X)=(12.183) + (12.183)(x = gj + (1/2)(12.184)(x - gj + (1/6)(12.184)(x —gj

5

+ (1/24)(12.184)(x - gj + (1/120)(12.183)(x - gj + (1/720)(12.18)(x - gj

olarak elde edilir.
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N =6 i¢in bulunan bu ¢6ziimler ile ilgili hata hesaplar1 asagidaki Cizelge 3.1.2." de

verilmistir.

Cizelge 3.1.2. N =6 igin Ornek 3.1.” in Niimerik Sonuglar1

X | Yi(%) D(x;) X | Y2 (%) D(x;)

I | 27183 | 1.1729x10° 2 | 7.3892 | 3.5424%x10°

1.2/13.3201 | 9.1792x107° 2.219.0252 | 2.6611x10"*

1.4 ] 4.0552 3.73x1077 241 11.024 | 1.044%x10°°

1.6 | 49531 | 3.72x10” 2.6 13464 | 981x1077

1.8 16.0498 | 8.7266x10°° 2.8 16.445 | 2.2001x10°*

2 | 7.3892| 1.0764x10° 3 ]20.086 | 2.5557%x10°°

Son olarak N =8 igin ¢0ziim arayalim.

1. adim: y(X) =€ denkleminde X yerine (X —1) yazilirsa,

y(x—1)=e" ve y'(x-1)=¢*"

olup, bunlar (3.1) denkleminde yerine konulursa,

y"(X) = Xy'(X) + Xy(x) = €* (3.10)
olur. Ayrica,
0<Xx-1<1=>1<x<2

olup,

y)=e ve y'(l)=e

dir. Bu durumda, N =8 ve ¢ :% olmak iizere W, matrisi,
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3_—3100000
2 2
11_—310000
2
02_—1_—31000
2 2
003_—3_—3100
2
w0=0004_—5_7310
00005_—7_—31
2 2
000006_—9_—3
2 2
~11
o 0 0o O o o0 7 —
2
o 0 0 O O o0 o0 8

formunda elde edilir. Ayrica,

3V s w3 e 3
hO(EJZez,hO(EJZeZ,ho(aj:ez,
3 3 3
3 e (3] 2e2 nof3) e
0 2 > 10 2 > o 2 )
h® 3 :e% NG 3 :e% h® 3
0 2 ’ 0 2 ) 0 2

olup VNV0 matrisi,
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33 0 0 0 0o 0 o0 0 : e2
)

3

1 -3 1 0 0 0 0 0 e

2 2 3

0 2 -1 233 1 0 0 0 0 ; e2

3

0 0 3 -3 lé? 1 0 0 0 : e?

~ -5 -3 3
We=l0 0 0 4 — — 1 0 0 ; e2| (311

2 2

3

0o 0 0 0 5 -7 3 1 0 e

2 2 3

0O 0 0 O 0 6 -9 -3 1 e?

2 2 3

o0 0 o0 o0 o 7 L =3 ..

2 2
~13 3

OOOOOOOST;e2

bi¢iminde elde edilir.

y(h=eve y'(l)=e
< 3 ..
oldugundan N =8 ve ¢ =E igin,

y,(1) {1 -1

-1 1 -1 1 -1 1
2

48 384 3840 46080 645120 10321920
1 -1 1 -1 1 -1 }

1

8

, -1
yi={0 1 —
2 8 48 384 3840 46080 645120

olup,

in::[1 -1

-1 1 -1 1 -1 1

48 384 3840 46080 645120 10321920 }
1 -1 1 -1 1 -1

8§ 48 384 3840 46080 645120

1
8

~1

2

matrisleri (3.11)” in son iki satir1 yerine yazilirsa W, matrisi,
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_ -
323 0 0 0 0 0 0 . g2
2 2

3

1 -3 1 0 0 0 0 0 . e?

2 3

0 2 -1 _73 1 0 0 0 0 . e?

3

0o 0 3 -3 3 1 0 0 0 g2

2 2 3

Wo=lo 0 o 4 =2 _73 1 0 0 . g2

3

0o 0 0 0 5 -7 3 1 0 . g2

2 2
3
0O 0 0 0 0 6 -9 -3 1 g2
2 2

P N R -1 1 ~1 1 e
2 8 48 384 3840 46080 645120 10321920

T e -1 1 ~1 e

L 2 8 48 384 3840 46080 645120 |

olarak elde edilir. O halde, Y = (W, )'H, denklemi yardimu ile

Y:[4.4817 4.4817 4.4817 4.4817 4.4817 4.4817 4.4817 4.4817 4.4817]T

olup,

y,(X) = (4.4817) + (4.4817)(x —%) + (l/2)(x —%j

4

+ (1/6)(4.4817)(x —%j + (1/24)(4.4817)[x —%j

+ (1/120)(4.4817)(x —%j + (1/720)(4.4817)(x —%j

8

+ (1/71)(4.4817)(x—%] + (1/8!)(4.4817)(x—%)

¢Oziimii elde edilir.

2. adim: (3.1) denkleminde Y, (X) ¢dziimii yazildiginda,

y"(X) = xy' () + Xy(x) -y (x—1) =e* —e*" (3.12)
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y,(X) = (4.4817) + (4.4817)(x —%) + (1/2)(x —%j

+ (1/6)(4.4817)[x —%j + (1/24)(4.4817)(x —%j

6

+ (1/120)(4.4817)(x —%j + (1/720)(4.4817)(x —gj

8

+(1/7!)(4.4817)(x—%j +(1/8!)(4.4817)(x—%j L 1<x<2

olup, y,(X) de X yerine (x —1) yazilirsa, y,(X—1) ve y;(x—1) ifadeleri elde edilir.

Bunlar (3.12) de yerine yazildiginda,

y'(X) = Xy'(X) + xy(x) = e* —1.0e*"° —6.7225 + 4.4817x
+2.2408(X — 2.5)> + 0.74695(x — 2.5)°
+0.18674(x—2.5)* +3.7347x10 7 (x - 2.5)°
+6.2245x107(x—2.5)° +8.8922x107*(x - 2.5)’

denklemi bulunur. Ayrica,
I<x-1<2=2<x<3
olup,

y,(2) =7.3891 ve y/(2) =7.3891

dir. Bu durumda, N =8 ve ¢ :g olmak tlizere W, matrisi,
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é_—51000000
2 2
13_—5100000
2 2
021_—510000
2 2
003_—1_—1000
2
w1:0004_—3_75100
0 0 0 0 _—5_—510
2
0 0 0 0 0 _—7—51
2 2
0O 0 0 0 0 0 -9 =3
2
0000000‘711

bi¢iminde olur. Ayrica,

( =12.182, h/ ( j—12.182, h{’(%) =12.182,

( j 12.182, h(“)( j 12.182,

2 2

h(5>[5j:12 182, h(é)(sj—12.182,
2 2

h”’(; j =12.182, hf”@j = 7.7008

olup VNV1 matrisi,
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é_—51 0O 0 0 0 0 0 : 12182
2 2
12 2 0 0 0 o o 0 : 12.182
2 2
1 -5
0 2 — — 1 0 0 0 0 ; 12182
2 2
-1 -5
0o 0 3 — — 1 0 0 0 ; 12182
2 2
wW,=l0 0 o0 4 _73_75 1 0 0 ; 12.182](3.13)
0 0 0 0 5_—5_—51 0 : 12.182
2 2
0 0 0 0 0 _—7_—51;12.182
2 2
0O 0 0 0O 0 0 7_—9_—5;7.3891
2 2
0O 0 0 0O 0 0 0 8_711;7.3891
seklinde elde edilir.
y,(2) = 7.3891 ve y/(2) =7.3891
3 5 ..
oldugundan N =8 ve C=E igin,
11 -1 1 ~1 1 ~1 1
,2)=|1 — - —
2 8 48 384 3840 46080 645120 10321920
, 1 1 -1 1 ~1 1 -1
y;(2)={0 1 — - —
2 8 48 384 3840 46080 645120
olup,
61{1 L et Sl B -1 ! ;7.3891}
2 8 48 384 3840 46080 645120 10321920
\71:01_—11_—1 L 1 —L . 53801
2 8 48 384 3840 46080 645120

matrisleri (3.13)’ iin son iki satir1 yerine yazilirsa W, matrisi,
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ST 0 0 0 0 0 0 : 12,182
2 2
1 3 1 0 0 0 0 0 : 12182
2 2
0 2 =3 1 0 0 0 0 © 12,182
2 2
0 0 3 i 0 0 0 : 12,182
2 2
% _3 _5
W/ =0 0 0 4 — — 1 0 0 : 12,182
2 2
0O 0 0 0 5 - 2 1 0 © 12,182
2 2
0 0 0 0 0 6 -7 - : 12,182
2 2
1 LI —1 ! -1 ! : 7.3891
8 48 384 3840 46080 645120 10321920
0 -rro-rr -l ! L. 73801
i 2 8 48 384 3840 46080 645120 ]

elde edilir. Béylece, Y = (W, ) 'H; denklemi yardimu ile

Y=[12.182 12,182 12.182 12.182 12.182 12.182 12.182 12.182 12.182]T

bulunur. Béylece Y, (X) ¢ozlimii,

y,(x) = (12.182) + (12.182)(x —gj + (1/2)(12.182)(x —gj

+ (1/6)(12.182)(x —gj + (1/24)(12.182)[x —g)

+ (1/120)(12.182)(x —%j + (1/720)(12.182)(x —%j

8

+ (1/7!)(12.182)(x —gj + (1/8!)(12.182)(x —%j

formunda elde edilir.

N =8 i¢in bulunan bu ¢6ziimler ile ilgili hata hesaplar1 asagidaki Cizelge 3.1.3.” de

verilmigtir.
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Cizelge 3.1.3. N =8 icin Ornek 3.1.” in Niimerik Sonuglar

X | Yi(%) D(X;) X | Y2 (%) D(x)

1 27183 | 6.971x10°° 2 173891 | 2.0535x10°°
1.2 133201 | 1.96x10” 221 9.025 | 572x107

1.4]4.0552| 3.0x10”° 2.4 11.023 3.0x107°

1.6 | 4953 3.0x107° 2.6 | 13.464 2.7x107%

1.8 16.0496 | 1.97x1077 2.8 | 16445 | 48x1077

2 | 73891 | 6.541x10° 3 120.086 | 1.6121x10°°

Ornek 3.2. ikinci mertebeden lineer

Y'(X)=Xy'(X)+ y(X) - yY'"(X—7)— y(X—7) = Xsin X ; ? <x< - (3.14)

-3z -
X)=cosX ; <X<
y(X) 5 5

neutral diferansiyel denklemini gbéz Oniine alalim. (3.14) denkleminin yaklasik

¢Oziimiini N =4,6,8 icin arayalim.
Ik olarak N =4 i¢in ¢6ziim arayalim.
1. adim: y(X) =cos x denkleminde X yerine (X — 7 ) yazilirsa,

y(X—=7m)=—-cosX , Y (X—m)=sinXx ve Yy"(X—m)=cosX

olup bunlar (3.14) denkleminde yerine konulursa,
y"(X) = xy'(X) + y(X) = Xsin X (3.15)

olur. Ayrica,

T xem <o T ex<E ol y ZE =0 ve y[ ZF | =1
2 2 2 2 2 2
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dir. Bu durumda, N =4 ve ¢ =0 icin W, matrisi,

10 0 0
00 0 1 0
W,=[0 0 -1 0 1
00 0 -2 0
00 0 0 -3

olup W, matrisi,

10 1 0 0 ; 0
00 0 1 0 ; 0
W,={0 0 -1 0 1 ; 2
00 0 -2 0 ; 0
00 0 0 -3 ; —4]

bi¢iminde elde edilir.

olup,

(3.16)



I 0 1 0 0 ;0
0 0 0 1 0 ;0
__ 10 0 -1 0 1 ;2
W, = _ 2 3 4
O P A A AT
284§ 384g
O]i”__”’I
L 2 8 48 |

bigiminde olur. Buna gére, Y = (W, ) 'H, oldugundan

Y =[1.0328 2.5485x10° —1.0328 0 9.6724x107']

olup,

y,(X) = (1.0328) + (2.5485x 107 )x — (1/2)(1.0328) x> + (1/24)(9.6724 x 10" )x*

seklinde elde edilir.

2. adim: (3.14) denkleminde Y, (X) ¢0ziimii yazildiginda,
Y () =Xy (X) + Y(X) = Yy (X = 7) = ¥, (X = 7r) = Xsin X (3.17)

y,(X) = (1.0328) + (2.5485x 10 )x — (1/2)(1.0328)X>

+(124)(9.6724x10M)x* % <X s%

olup, y,(X) de x yerine (x—r) yazilirsa, Yy,(X—7) ve Yy/(X—x) ifadeleri elde

edilir. Bunlar (3.17)’ de yerine yazildiginda,
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y"(X) = Xy'(X) + Y(X) = Xsin X —3.278 x 10 > (x — 7)*
+2.5485x107° x —2.5485x10 7
+4.0302x107*(x —7)*

denklemi bulunur. Ayrica,

3z
2

IN

T ex-r<ZosTaxs olup vy, Z1=7.9965x10" ve
2 2 2 2

y{(%) =-9.9497x10""

dir. Bu durumda, N =4 ve ¢ =7 olmak lizere W, matrisi,

1 -z 1 0 0]
0 0 -2 1 0
W, =0 0 -1 -z 1
0 0 0 -2 -rx
0 0 0 0 -3]

biciminde olur. Ayrica,

h(z)=0,h/(z)=-3.139, h'(z) = -2.0656,
h(z)=3.1416 , h ()= 4.9672

olup VNV1 matrisi,

1 -7 1 0 0 ; 0
0 0 -z 1 0 ; =3139
W,=l0 0 -1 -z 1 ; —2.0656
0 0 0 -2 -z ; 31416
0 0 0 0 -3 ; 49672 |

bigiminde elde edilir.

Y, (%) =7.9965x10 ve y{(%j =-9.9497x10™"

(3.18)
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oldugundan N =4 ve C = igin,

olup,

U, =1t 22 % % . 79965x107
28 384

v.=lo1 =2 2 % . _99497x10"
2 8 48

matrisleri (3.18)’ in son iki satir1 yerine yazilirsa W, matrisi,

(1 -z 1 0 0 0 1
0 0 -z 1 0 ~3.139
_ o o -1 -z 1 ;  -20656
W, = _ 2 3 4
Yy 2 A ZE 2 79965x107
2 8 48 384
2 3
o 1 £ I X . _99497x10"
i 2 8 48 ]

elde edilir. Béylece, Y = (W, ) 'H, denklemi yardimu ile

Y =[-9.8761x10" 1.2225x10 1.026 8.4307x107> —-7.7473x10" [

bulunur. Béylece Y, (X) ¢ozlimii,

y,(X)=(-9.8761x107") + (1.2225 x 102 )(x — z) + (1/2)(1.026)(x — )’
+(1/6)(8.4307 x1072)(x — )’ - (1/24)(7.7473 x10™")(x - 7 )’

olarak elde edilir.

N =4 i¢in bulunan bu ¢oziimler ile ilgili hata hesaplar1 asagidaki Cizelge 3.1.4.° te

verilmigtir.
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Cizelge 3.1.4. N =4 icin Ornek 3.2.” nin Niimerik Sonuglar1

X Y, (%) D(x;) X Y, (X;) D(x;)
—% —9.808x107° | 1.6058x10" % 7.9791x107° 2.2263%x10™"
- 77 7.2759%107" | 1.5497 x1072 377 6.9986 x107" 2.2987 x 1072

4 4
0 1.0328 0 T 9.8761x10" 1.597x10°°
% 7.316x107" | 1.5497 x1072 5% 6.6704 x10™" 1.0299x10™"
7.9965%x107° | 1.6058x10™" 3% 1.553x107" 8.8224 %10

Simdi N =6 i¢in ¢6ziim arayalim.

1. adim: y(X) = cos x denkleminde X yerine (X — ) yazilirsa,

olup, bunlar (3.14) denkleminde yerine konulursa,

y(X—=7m)=—-cosX , Y (X—z)=sinx ve Yy"(X—x)=cosX

olur. Ayrica,

olup,

dir. Bu durumda, N =6 ve ¢ =0 i¢in W, matrisi,

y"(X) — xy'(X) + Y(X) = Xsin X

(o)

(3.19)
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10 0 0 0 0
00 0 1 0 0 0
00 -1 0 1 0 0

W,=[0 0 0 -2 0 1 0
00 0 0 -3 0 1
00 0 0 0 -4 0
00 0 0 0 0 -5

formunda elde edilir. Ayrica,

hy(0)=0,hs(0)=0, hj(0) =2, hy(0) =0,
hg” (0)=—4, hg”(0)=0, h;”(0)=6

olup Wo matrisi,

1 0 0 0 0 0 ; 0
00 0 1 0 0 0 ; 0
00 -1 0 1 0 0 ; 2
W,={0 0 0 -2 0 1 0 ; 0 (3.20)
00 0 0 -3 0 1 ; —4
00 0 0 0 -4 0 ; 0
00 0 0 0 0 -5; 6

bigiminde elde edilir.

y[ZE)<ly =22 2 == 2 -= &
'\ 2 2 8 48 384 3840 46080

(-7 -7 - ot -
Yil 5 [=|0 1 — —
2 2 8 48 384 3840

olup,
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6

_ _ -
U, =|1 -7 T -7 T V2 .0
2 8 48 384 3840 46080

2 3 4

5
Vo=lo 1 =2 2 =% 2“2 .
2 8

48 384 3840

1 0 1 0 0 0 0 : 0
o0 0 1 0 0 0 : 0
0 0 -1 o0 1 0 0 i 2
oo 0o -2 o 1 0 : 0
Wo=lo 0 0 0o -3 o 1. -4
1 i 7[_2 —72'3 7[4 —72'5 7[6 : 0
28 43 384 3840 46080
o 1 X2 £ 2 Z T .
i 2 8 48 384 3840 |

bigiminde olur. Buna gore, Y = (W, ) 'H, oldugundan

Y:[9.9812><10‘l 8.6x10° —9.9812x10" 0 1.0019 0 —9.9442x10"'[
olup,

y,(X) =(9.9812x10™") + (8.6 X107 )x - (1/2)(9.9812x10™")x*
+(1/24)(1.0019)x* - (1/720)(9.9442 x10™)x°

olarak elde edilir.
2. adim: (3.14) denkleminde Y, (X) ¢0ziimii yazildiginda,
Y (X) = xy'(X) + Y(X) = ¥{(X = ) = ¥, (X = ) = Xsin X (3.21)

y,(X) = (9.9812x10™) + (8.6 X 10™)X - (1/2)(9.9812 x 107 )X

+(1/24)(1.0019)x* - (1/720)(9.9442x10")x®  ; % <x< %
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olup, y,(X) de x yerine (x—r) yazilirsa, Yy,(X—7) ve Y/ (X—x) ifadeleri elde

edilir. Bunlar (3.21)’ de yerine yazildiginda,

y"(X) = Xy'(X) + y(X) = Xsin X +1.89x 10 (x — 7)* +3.1167x10* (x — 7)*
+8.6x107°x-8.6x10"° 7 —1.3811x107° (X — 7)°

denklemi bulunur. Ayrica,

3z
2

IN

-7 /2
—<X—7T<—=>—<X<
2 2

s T
— olu Z1=2.7831x107* ve
5 p yl(zj

y{(%j =-9.9981x10"

dir. Bu durumda, N =6 ve ¢ =7 olmak lizere W, matrisi,

Il -z 1 0 0 0 0
0 0 -z 1 0 0 0
0 0 -1 -z 1 0 0

wW,=[0 0 0 -2 -z 1 0
0 0 0 0 -3 -z 1
0 0 0 0 0 -4 -z
0 0 0 0 0 0 -5]

biciminde olur. Ayrica,

h(z)=0, h!(r)=-3.1415, h'(z) =—1.9962 , h'(r) = 3.1416,
h () =4.0075, h® () =-3.1416 , h® (7) = —6.9944

olup W, matrisi,
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1 -z 1 0 0 0 0 ; 0
0 0 -2 1 0 0 0 ; —3.1415
0 0 -1 -z 1 0 0 : —1992

W,=[0 0 0 -2 -z 1 0 ; 3.1416 (3.22)
0 0 0 0 -3 -z 1 : 4.0075
0 0 0 0 0 -4 -z : —3.1416
0 0 0 0 0 0 -5 ; —69944]

seklinde elde edilir.
Y, gj =2.7831x10* ve y{(%j =-9.9981x10""

oldugundan N =6 ve C = i¢in,

o[Zl<lt =% 7 -7 & -z &
2\ 2 2 8 48 384 3840 46080

A -7t - Tt -
Vil o ]=|0 1 = T
2 2 8 48 384 3840

olup,
_ 23 4 s 6
v,=1 22 2 T % T . 27831x10"
2 8 48 384 3840 46080
_ 2 3 4 -
V,=lo1 =2 2 2 X X . _99981x10"
2 8 48 384 3840

. . . g . . g . .
matrisleri (3.22)’ nin son iki satir1 yerine yazilirsa W, matrisi,
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1 -z 1 0 0 0 (0 0 i

0 0 -z 1 0 0 0 ; -3.1415

0 0 -1 -z 0 0 ; -1.992
~_ 100 0o -2 -z 1 0o 3.1416
Wi=lo o o 0 -3 -z 1 4.0075

PR A SO AUt A . 2.7831x107

2 8 48 384 3840 46080
0 1 F T -~ oz -m © ~9.9981x10""
L 2 8 48 384 3840 i

elde edilir. Béylece, Y = (W, ) 'H, denklemi yardimu ile

[-9.9967x107" ]
—~2.9966x10~*
9.9873x10™"
Y =|-3.8647x10""
—1.0097
-3.8047x107*
| 8.5775x107" |

bulunur. Béylece Y, (X) ¢ozlimii,

¥, (X) = (-9.9967x107) - (2.9966 X 10™*)(X - 7r) + (1/2)(9.9873 10" )(X - )’
- (1/6)(3.8647 x 107 )(X - )* - (1/24)(1.0097)(x - 7)*
- (1/120)(3.8047 x 10 )(x - £)° + (1/720)(8.5775x 10" )(X - 7)°

olarak elde edilir.

N = 6 i¢in bulunan bu ¢oziimler ile ilgili hata hesaplar1 asagidaki Cizelge 3.1.5.” de

verilmigtir.
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Cizelge 3.1.5. N =6 icin Ornek 3.2.” nin Niimerik Sonuglar1

X Y, (%) D(x;) X Y, (%) D(x;)

—% 8.1361x107°° | 1.4344x107° % 2.2853x107* 1.529x1072

—77 7.0577 x107" | 3.0234x107* 377 —7.0672x107" 6.0503x107*
4 4
0 9.9812x107" 0 7T | -9.9967x10"" 1.4097 x10°°

% 7.059%x107" | 3.0234x10°* 5% —7.0801x10"" 2.2376x10°

% 2.7831x107* | 1.4344 %1072 3% —1.177x107* 8.2668 x107°

Son olarak N =8 i¢in ¢oziim arayalim.

1. adim: y(X) = cos x denkleminde X yerine (X — 7 ) yazilirsa,

y(X—=7m)=—-cosX , Y (X—z)=sinx ve Yy"(X—x)=cosX

olup, bunlar (3.14) denkleminde yerine konulursa,
y"(X) = xy'(X) + y(X) = Xsin X (3.23)

olur. Ayrica,

ﬁﬁx—ﬁﬁi:isxgz olup yi =0 ve y’i =1
2 2 2 2 2 2

dir. Bu durumda, N =8 ve ¢ =0 olmak tlizere W, matrisi,

10 0O 0 0 0 0 0
000 1 0 0 0 0 0
00 -1 0 1 0 0 0 0
00 0 -2 0 1 0 0 0

W,=l0 0 0 0 -3 0 1 0 0
00 0 0 0 -4 0 1 0
000 0 0 0 -5 0 1
00 0 0 0 0 0 -6 0
000 0 0 0 0 0 -7
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formunda elde edilir. Ayrica,

h,(0)=0, hy(0)=0,hj(0)=2, h(0)=0, hé‘” (0)=-4,
h(0)=0,h{"(0)=6. " (0)=0. h{"(0) =8

olup W, matrisi,

101 0 0 0 0 O 0 ; O
00 0 I 0O 0 O 0 0 ; O
00 -1 0 1 0 0 0 0 ; 2
00 0 -2 0 1 0 0 0 ; 0
W,={0 0 0 0 -3 0 1 0 0 ; —4 (3.24)
00 0 0 0 -4 0 1 0 ; 0
00 0 0 O 0 -5 0 1 ; 6
00 0 0 0O 0O 0 -6 0 ; 0
00 0 0 0 0 0 0 -7 ; -8

bi¢iminde elde edilir.

(PR

oldugundan N =8 ve € =0 i¢in,

y(i)— | -~ 7z_2 AT A & r° ~-r’ r®
'\ 2 2 8 48 384 3840 46080 645120 10321920
2 3 4 6

y[ZZ)<lo 1 %= 7z -~ 2 —x x' -w
"\ 2 2 8 48 384 3840 46080 645120

6 8

g -\ 2F 7 —& * - V4 -’ V4 .0
’ 2 8 48 384 3840 46080 645120 10321920

3 4 6

_ 2 _ 5 7
v, =0 1 -r T -n 7z V2 V2 V2 .
2 8 48 384 3840 46080 645120
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matrisleri (3.24)’ iin son iki satir1 yerine yazilirsa W, matrisi,

10 0 0 0 0 0 0 ;0]
0 0 0 1 0 0 0 0 0 .0
0 0 -1 0 1 0 0 0 0 )
o0 0 0 -2 0 1 0 0 0 .0
00 o 0o -3 0 1 0 0 . —4
Wo=lo 0o o 0 0 -4 0 1 0 .0
0 0 0 0 0 0 -5 0 1 .6
1 i 7[_2 —72'3 72'4 —77.'5 72'6 —72'7 72'8 : 0
8 48 384 3840 46080 645120 10321920
0 1 i 72'_2 —72'3 72'4 —77.'5 72'6 —72'7 : 1
i 2 8 48 384 3840 46080 645120 |

elde edilir. O halde, Y = (W, ) 'H, denklemi yardimu ile

1.0001
—-1.3576x107°
—1.0001
0

Y =| 9.9993x10""
0
—1.0002
0
9.989x10™"

olup,

y,(X) = (1.0001) - (1.3576x107)x - (1/2)(1.0001)x>
+(1/24)(9.9993x10™)x* - (1/720)(1.0002)x° + (1/8!)(9.989x 10" )x*

¢Oziimii elde edilir.

2. adim: (3.14) denkleminde Y, (X) ¢0ziimil yazildiginda,

Y0 =xy" () + y(X) = y/(X = 7) =y, (X = ) = Xsin X (3.25)
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y,(X) = (1.0001) - (1.3576 X107 )x - (1/2)(1.0001)x* + (1/24)(9.9993x10")x*

~(1/720)(1.0002)X® + (1/8!)(9.989x 10" )x®  ; % <X s%

olup, Y,(X) de X yerine (Xx—r) yazilirsa, Y,(X—7) ve Y/ (X—x) ifadeleri elde

edilir. Bunlar (3.25)’ de yerine yazildiginda,

Y (X) = Xy'(X) + Y(X) = Xsin X —8.5x 107 (x — 7)* =1.125x 107> (x — z)*
—1.8056x10°(x —7)° —=1.3576 x107° x
+1.3576x10° 7 +2.4774x107° (x — x)*

denklemi bulunur. Ayrica,

olup,
Y, (%) =—4.2899x107° ve y{(%) =-1.0001

dir. Bu durumda, N =8 ve ¢ =7 olmak lizere W, matrisi,

Il =z 1 0 0 0 0 0 0
0 0 -z 1 0 0 0 0 0
0 0 -1 -z 1 0 0 0 0
0 0 0 -2 -z 1 0 0 0

W,=[0 0 0 0 -3 -z 1 0 0
0 0 0 0 0 -4 -z 1 0
o0 0 0 0 0 -5 -z |1
0o 0 0 0 0 0 0 -6 -z
0o 0 0 0 0 0 0 0 -7

biciminde olur. Ayrica,



65

h (z)=0, h/(7)=-3.1416 , h/(x) = —2.0002 , h(7) =3.1416 ,
h®(z)=3.9997 , h® (7) = -3.1416 , h{® (x) = —6.0013 ,
h'”(7)=3.1416 , h® (7) = 8.9989

olup W, matrisi,

1 - 1 0 0 0 0 0 0 0

0O 0 -z 1 0 0 0 0 0 ; —-3.1416
O 0 -1 —-x 1 0 0 0 0 ; —2.0002
0 O 0 -2 - 1 0 0 0 ; 3.1416

W,=[0 0 0 0 -3 -z 1 0 0 ; 39997 | (3.26)
0 O 0 0 0 -4 - 1 0 ; —-3.1416
0 O 0 0 0 0O -5 -~ 1 ; —-6.0013
0 O 0 0 0 0 0 -6 - ; 3.1416
0 0 0 0 0 0 0 0 -7 ; 89989 |
seklinde elde edilir.

T

Y, (Ej =—-4.2899x107° ve y{(%j =-1.0001

oldugundan N =8 ve C =7 i¢in,

8

y 1 -1 i 72'_2 —7Z'3 72'4 —72'5 72'6 —72'7 T
2 2 8 48 384 3840 46080 645120 10321920

2 3 4 6

y,(zj_ 0] _F T -m 7 - V4 -’
2\ 2 2 8 48 384 3840 46080 645120

olup,
-l o= ~ -7 = - -’ 7t - —4.2899
' 2 8 48 384 3840 46080 645120 10321920 ° x107°
B 23 4 s 6 7
V,=lo1 -2~~~ ~ 2 % . -1.0001
2 8 48 384 3840 46080 645120

matrisleri (3.26)’ nin son iki satir1 yerine yazilirsa W, matrisi,
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I =z 1 0 0 0 0 0 0 .0
0 0 -z 1 0 0 0 0 0 . —3.1416
0 0 -1 -z 1 0 0 0 0 . —2.0002
0o 0 0 -2 -z 1 0 0 0 . 3.1416
oo 0o 0o -3 -z 1 0 0 . 3.9997
Wi=lo o 0o o 0o -4 -z 1 0 . —3.1416
o0 0 0 0 0o -5 s 1 . —6.0013
- - ot - x° —x’ 8 - —4.2899
D70 8 18 384 3840 46080 645120 10321920 x10°
0 1 £ T - = -z 7 il . ~1.0001
i 2 8 48 384 3840 46080 645120 ]

elde edilir. Béylece, Y = (W, )™ H, denklemi yardim ile

—1.0001
—~2.0093x107°
1.0001
2.2273x107*
Y =|-9.9945%x10"
2.1233x10°
1.0068
3.2293x107?
| —8.5951x107" |

bulunur. Béylece Y, (X) ¢ozlimii,

y,(X) = (-1.0001) - (2.0093 x 10" )(X - ) + (1/2)(1.0001)(X - )* + (1/6)(2.2273x 10*)(X - )’
C(1/24)(9.9945x 10" )(X - 7)* + (1/120)(2.1233 %107 )(X - )’
+(1/720)(1.0068)(x - 7)° + (1/71)(3.2293x 10 )(x - )" - (1/8!)(8.5951x10™)(x - 77)*

olarak elde edilir.

N =8 i¢in bulunan bu ¢oziimler ile ilgili hata hesaplar1 asagidaki Cizelge 3.1.6.” da

verilmistir.
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Cizelge 3.1.6. N =8 i¢in Ornek 3.2.” nin Niimerik Sonuglar

X yi (%) D(x;) X Y, (X)) D(x;)

—% —2.4919x107" | 7.1735x107* % —5.1949x10° | 3.3114x10°*

—77 7.0719x107" | 1.2753x10° 377 —7.0719x107" | 3.4867x10°°
4 4
0 1.0001 0 T —-1.0001 63124%107°

% 7.0716x107" 1.2753x107° 5% —7.0714x107" | 1.2787x107*

% —4.2899x107° | 7.1735x107* 3% 8.7029 x10°* 5.2131x10°

Ornek 3.3. ikinci mertebeden lineer

Y (X) + Xy'(X) + Xy(X) + (X +3)y (le) (3.27)
-y (xX-D-y(x-Hh=x" ; —-1<x<1
y(x)=x+1 ; —-2<x<-1

neutral diferansiyel denklemini gbéz Oniine alalim. (3.27) denkleminin yaklasik

¢Oziimiinii N =4,6,8 icin arayalim.
Ik olarak N =4 i¢in ¢dziim arayalim.
1. adim: y(X) = Xx+1 denkleminde X yerine (X—1) yazilirsa,

y(x—-D=x, y(x=-1)=1ve y'(x-1)=0

olup, bunlar (3.27) denkleminde yerine konulursa,
Y'(X) + Xy'(X) + Xy(X) = X> + X +1 (3.28)
olur. Ayrica,

—2<Xx-1<-1=-1<x<0olup, y(-1)=0ve y'(-1)=1

dir. Bu durumda, N =4 ve c= _71 icin W, matrisi,




__1__1 1 0 0
2 2

l __1 1 0

2 2
W,=(0 2 3 -1 1

2 2

0 0 3 é __1
2 2
0 0 0 4 Z
L 2

formunda elde edilir. Ayrica,

-1 3 -1 -1 -1 -1
h|—|==,h|—1|=0,h|—|=2,h1—|=0,h*| —|=0
(2j 4(2j (2j (2j (2j

olup Wo matrisi,

__1__1100)§
2 4
l__ll())()
2 2
w,=lo 2 2 ZL 1 .2 (3.29)
0 22 B .
0 0 3 5_—1,0
2 2
0 0 0 41,0
L 2 |

bi¢ciminde elde edilir.
f)=0ve y(-1)=1

oldugundan N =4 ve c = -1 icin,

48 384

o 1S
1
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olup,

(et
I

s
2

o,
48 384
8 48

matrisleri (3.29)’ un son iki satir1 yerine yazilirsa W, matrisi,

1
8

-1

2

<
e
Il
1
(e
—

L R R
2 4
I S R S
2 2
Wg‘zozi_—ll;z
2 2
T T A N E
2 8 48 384
T O L B
i 2 8 48 ]

bigiminde olur. Buna gére, Y = (W, )'H, oldugundan

Y =[7.5359x10" 2.0441 2.1489 -7.0122x10" —5.6621]

olup,

y,(X) = (7.5359x10") + (2.0441)[x %J + Gj(2.1489)[x %J

1 ; 1 (1 1Y
-1 = (7.0122x107)| X+—| —| — [(5.6621)] X +—
6 2 24 2
olarak elde edilir.

2. adim: (3.27) denkleminde Y, (X) ¢0ziimil yazildiginda,

Y" () + Xy’ (X) + Xy(X) + (X + 3y (x =D = yj(x =D =y, (x -1 =X (3.30)
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y,(X) = (7.5359x107") + (2.0441)(x +%j + [%)(2.1489)(x +%j

-(lj(7.0122x10‘1)[x+1J —(LJ(5_6621)(X+1j : ~1<x<0
6 2 24 2

olup, y,(X) de X yerine (x—1) yazilirsa, y,(X—1), y/(X—1) ve y/(x—1) ifadeleri
elde edilir. Bunlar (3.30)’ da yerine yazildiginda,

Y (X)+ Xy'(X) + Xy(X) = X — (X + 3)(2.4995 ~0.70122x —2.8311(x — (0.5))* )
+0.70119 + 4.193x +0.72384(x — (0.5))°
~1.0606(x — (0.5))° —0.23592(x — (0.5))"

denklemi bulunur. Ayrica,

~1<x-1<0=>0<x<1 olup y,(0)=2.0149 ve

y[(0)=2.9129

dir. Bu durumda, N =4 ve c =% olmak tlizere W, matrisi,

— [\)l»—t
N NN~
W NN —

N S N S

DO~ —

biciminde olur. Ayrica,

h, 1 =-4.4734, hl’(l =5.4984, hl’(l =24.668,
2 2 2

h{(lj ~10.623, h® [lj _ _5.6621
2 2

olup W, matrisi,
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L 0 ; —44734
2 2
13110; 5.4984
2 2
W, =0 2 s 1y . 24.668 (3.31)
2 2
00311; 10.623
2 2
0 0 0 4%;—5.6621

bigiminde elde edilir.

y,(0)=2.0149 ve y!(0)=2.9129

oldugundan N =4 ve ¢ =% icin,

1ol 1
8 48 384
1

olup,

2 8 384

U, [1 -1 é L S 2.0149}
{01—_1
2

v,

3
L ; 2.9129}
8 48

matrisleri (3.31) in son iki satir1 yerine yazilirsa W, matrisi,
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Loy o 0 —44734
2 2
1 301 1 0 ; 54984
2 2
gt 5 1
W, =10 2 = = 1 ;  24.668
2 2
1 L ; 2.0149
2 8 48 384
0 1 -t ;29129
L 2 8 48 i

elde edilir. Béylece, Y = (W, )™'H, denklemi yardimu ile

Y =[1.3857 —2.469 -3.9318 9.782 34.544]

bulunur. Boylece Y, (X) ¢ozlimii,

_ ) RANE 1y
y,(X)=(1.3857) (2.469)(X 2) (zj(3.9318)(x 2)
1 1 (1 1)
[eforafn-3) {5 oessafx-3)
olarak elde edilir.

N =4 i¢in bulunan bu ¢oziimler ile ilgili hata hesaplar1 asagidaki Cizelge 3.1.7." de

verilmistir.

Cizelge 3.1.7. N =4 i¢in Ornek 3.3.” iin Niimerik Sonuglar1

X[ Yi(%) D(x;) Xi | Y2(%) D(x;)

-1 0 0.2083 0 | 2.0149 0.25343

-0.8 | 0.2383 | 4.0922 x107* 0.2 2.5006 | 1.8029x107

-0.6 | 0.56001 | 1.346x10 0.4 ] 2.7544 | 8.1367x107*

-0.4 | 0.9686 | 1.1575x10 0.6 27625 | 2.4168x107°

-0.2 | 1.4585 | 2.5652x107* 0.8 2.57 0.11182

0 | 2.0149 | 9.0477x107 1 | 2.2799 0.74851
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Simdi N =6 i¢in ¢6ziim arayalim.

1. adim: y(X) = x+1 denkleminde X yerine (X—1) yazilirsa,

y(x—=D=x, y(x=1)=1ve y'(x-1)=0

olup, bunlar (3.27) denkleminde yerine konulursa,
Y'(X) + Xy'(X) + Xy(X) = X* + X +1 (3.32)
olur. Ayrica,

—2<x-1<-1=>-1<x<0olup y(-1)=0 ve y'(-1)=1

dir. Bu durumda, N =6 ve ¢ :_71 icin W, matrisi,

L T R R
2

L2 0 0 o
2 2

o 2 2 =L 1 o o

2 2
w,=lo o 3 2 =L 1 o
2 2
o o o 4 L =L
2 2

o 0o o o s 2 =!

2 2

o 0 0o o o 6 U

L 2 ]

formunda elde edilir. Ayrica,

-1 3 -1 -1 -1
h,,— |==,h/|—1|=0,h'| —|=2,h]] —|=0,
(2] 4 (2] (2] (2]

-1 -1 -1
()0 (5 -0.m0(F) -

olup Wo matrisi,
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__1__1100()0,3
2 4
- 1 0 0 0 ; O
2 2

0 2 3 - 1 0 0 ; 2

2 2
w,=lo o 3 2 =L 1 o .o (3.33)
2 2
0 0 0 4 7o 1 ;0
2 2

0O 0 0 0 5 o - : 0

2 2

11
0O 0 0 0 0 6 5 1

bi¢iminde elde edilir.
Y1)=0ve y(-1)=1

oldugundan N =6 ve ¢ =_71 icin,

-1 1 -1 1 -1 1
yH=|1 — = —
2 8 48 384 3840 46080
-1 1 -1 1 -1
"-)={0 1 — - — — ——
n=h { 2 8 48 384 3840}
olup,
T/ T et B W) B B
2 8 48 384 3840 46080
goofo P11t oLy
2 8 48 384 3840

matrisleri (3.33)’ iin son iki satir1 yerine yazilirsa W, matrisi,
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>

2

e 0 0
2
T 0 0
2 2
o 2 3 =1, 0 0
2 2
wW,=l0 0 3 >t 0
2 2
o o o 4 L =t 1
2 2
R L
8 48 384 3840 46080
-1 1 -1 1 -1
o 1 — - = — —
L 2 8 48 384 3840

bigiminde olur. Buna gore, Y = (W, )'H, oldugundan

S W

Y =[7.666x10" 2.0814 2.174 -7203x10" —57839 -7.6132 19.318]

olup,

y,(X) = (7.666x107") + (2.0814)(x %j + (1/2)(2.174)(x %} ~(1/6)(7.203x10™ )(x +%}

- (1/24)(5.7839)(x %J - (1/120)(7.6132)(x %j

olarak elde edilir.

2. adim: (3.27) denkleminde Y, (X) ¢0ziimii yazildiginda,

5

+ (1/720)(19.318)(x+%)

Y" () +Xy'(X) + xy() + (X +3)Y[(X=D) - y](x =D =y, (x=1) = X’

y,(X)=(7.666x107") + (2.0814)(x + %j + (1/2)(2.174)(x + %)

- (1/6)(7.203x10™ )[x + %j - (1/24)(5.7839)[x + %j

- (1/120)(7.6132)[x + %) +(1/720)(19.3 18)(x + %}

4

6

—-1<x<0

(3.34)

3
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olup, y,(X) de X yerine (x—1) yazilirsa, y,(X—1), y/(X—1) ve y/(x—1) ifadeleri
elde edilir. Bunlar (3.34)’ te yerine yazildiginda,

) , ) (2.5342 —0.7203x — 2.892(X — (0.5))> ]
Y'(X)+ Xy'(X) + Xy(X) = X" = (X+3)

—1.2689(x — (0.5))* +0.80492(x — (0.5))*
+0.7203 + 4.2554x + 0.72685(x - (0.5))°

—1.084(x - (0.5))’ —0.55821(x — (0.5))"

+0.09754(x — (0.5))° +2.6831x 107> (x — (0.5))°

denklemi bulunur. Ayrica,

~1<x-1<0=>0<x<1 olup y,(0)=2.0474 ve

y/(0)=12.9431

dir. Bu durumda, N =6 ve c =% olmak tlizere W, matrisi,

Ly 00 0 o
2 2
2L 00 0 0
2 2
02211 0 o
2 2
w=loo3 2L o
2 2
000 4 2 1
2 2
0000 5 &1
2 2
00000 6 23
L 2 |

biciminde olur. Ayrica,

h, [lJ =-45112, h;[lJ =5.6024 , h;(lJ =25.138, h;(lj — 37.495,
2 2 2 2

h(® 1 = -50.557 , h® 1 =-84.886 , h® 119318
2 2 2
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olup \7V1 matrisi,

LLy 00 0 0 —4s112
2 2
P31 0 0 0 56024
2 2
51
02> —-1 0 0 ; 25138
2 2
w,=lo 0o 3 L L 1 o, 37405 (3.35)
2 2
000 4 2 L 1 . _s0s57
2 2
00005 L 1 . _g4gs
2 2
13
00000 6 = ; 19318

bi¢ciminde elde edilir.

y,(0)=2.0474 ve y!(0)=2.9431

oldugundan N =6 ve C :% icin,

-1
y2<0)=[1 =

1 -1 1 -1 1
8 48 384 3840 46080
-1 1 -1 1 -1

0=0 1 — - — — ——
¥2(0) { 2 8 48 384 3840}

olup,

L ! . 2.0474
48 384 3840 46080

l __1 L __1 2.9431

8 48 384 3840

1

8
-1
2

=<
Il
|
S
—

matrisleri (3.35)’ in son iki satir1 yerine yazilirsa W, matrisi,
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l l 1 0 0 0 0 ;o —4.5112
2 2
3 1
1 = = 1 0 0 0 ;o 5.6024
2 2
5 1
o 2 = = 1 0 0 ;0 25.138
2 2
gy 7 1
W, =0 0 3 - — 1 0 ; 37.495
2 2
9 1
0 o 0 4 = — 1 ;. —50.557
2 2
LA et S S ! . 2.0474
2 8 48 384 3840 46080
0 1 __1 l __1 L __1 ©2.9431
L 2 8 48 384 3840 J

bigiminde olur. Buna gore, Y = (W, ) ' H; oldugundan

2.7866
—-6.0038x107*
—5.8745

Y = 5.8431
37.023
16.156

—248.61

olup,

y,(X) = (2.7866) — (6.0038 x 102 )(x—%)—(1/2)(5.8745)(x—%j +(1/6)(5.843 1)[x—%}

+ (1/24)(37.023)(x —%j + (1/120)(16.156)(x —%j - (1/720)(248.61)(x —%}

olarak elde edilir.

N = 6 i¢in bulunan bu ¢oziimler ile ilgili hata hesaplar1 asagidaki Cizelge 3.1.8." de

verilmistir.
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Cizelge 3.1.8. N =6 i¢in Ornek 3.3.’ iin Niimerik Sonuglar1

X | (%) D(x;) Xi | Y2(%p) D(x;)

-1 0 2.0073x107 0 |2.0474 | 9.1767x107°
-0.8 | 0.24148 | 1.5304x10° 0.2 ]2.5259 | 6.2317x10
-0.6 | 0.56943 | 6.1516x10°° 0427624 | 2.1648x10°°
-0.4 | 0.98547 | 59831x10°° 0.6 | 2.7524 | 1.7373x107°
-0.2 | 1.4835 | 1.4078x10° 0.8 | 2.5432 | 3.1165%x10°

0 | 2.0474 | 1.7444x107 1122393 | 2.4999x107*

Son olarak N =8 i¢in ¢ozlim arayalim.

1. adim: y(X) = x+1 denkleminde X yerine (X—1) yazilirsa,

y(x=D)=x, y(x=1)=1ve y'(x-1)=0

olup, bunlar (3.27) denkleminde yerine konulursa,
Y (X) + Xy'(X) + Xy(X) = X* + X +1 (3.36)

olur. Ayrica,
—2<x-1<-1=-1<x<0
olup,

y(=1)=0 ve y'(-1)=1

dir. Bu durumda, N =8 ve C :_71 icin W, matrisi,
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_—1_—1100000
2
11_—110000
2 2
023_—11000
2 2
0033_—1100
2 2
W0:0004Z_—110
2 2
000052_—11
2 2
0000062_—1
2 2
00000072
2
0O 0 0 0 0 0 0

formunda elde edilir. Ayrica,

-1 3 -1 -1
h)—|==,h|—1|=0,h| —|=2,
(2] 4 [2j (2]
A1 -1 -1
hO(?j :() , hé4)(7]:0 , héS)(szoj

-1 -1 -1
héﬁ)[7j20 , héﬂ(?j =0 , hés)(7)=0

olup VNV0 matrisi,
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_—1_—11000000,3
2 4
1 -1

1 — — 1 0 0 0 0 0 : 0
2 2

023_—110000,2

2 2

0033_—11000,0

2 2
W,=[0 0 0 4 Tz 0 o ;0 (3.37)
2 2
000052_—110,0
2 2
0000062_—11;0
2 2
00000079_—1,0
2 2
0O 0 0 0 0 0 0 1?5,0

bi¢iminde elde edilir.

y(=1)=0 ve y'(-1)=1

oldugundan N =8 ve ¢ =_71 icin,

y (=) =1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1

: 2 8 48 384 3840 46080 645120 10321920

, -1 1 -1 1 -1 1 -1

yi-h=l0 1 — - —

2 8 48 384 3840 46080 645120
olup,

T -l -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 0

’ 2 8 48 384 3840 46080 645120 10321920 °
S P S B B B DR N

2 8 48 384 3840 46080 645120

matrisleri (3.37)’ nin son iki satir1 yerine yazilirsa W, matrisi,
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i 1 0 0 0 0 0 0 ; 3
2 4

I -1
I = — 1 0 0 0 0 0 ;0

2 2
0 2 32 1 0 0 0 0 ;2

2 2
0O 0 3 > -l 1 0 0 0 ;0
2 2
g 7 —1
W,={0 0 0 4 — — 1 0 0 ;0
2 2
O o0 o0 o0 5 2 -1 1 0 ;0
2 2
o o0 o0 o 0 6 1 -1 1 ;0
2 2
R T T S S SR -1 1 -
8 48 384 3840 46080 645120 10321920

T -1 1 -1
L 2 8 48 384 3840 46080 645120 ]

elde edilir. O halde, Y = (W, )" H, denklemi yardimu ile

[7.657x107" ]
2.0789
2.1723

~7.19%x10™"

Y=| -57758

~17.6073

19.288
72.756
~24.06

olup,

y,(X) = (7.657x107") + (2.0789)(x %] + (1/2)(2.1723)(x %}

4

—(1/6)(7.19x10™ )[x %j - (1/24)(5.7758)£x %j - (1/120)(7.6073)£x %j

7

+ (1/720)(19.288)[x + %} + (1/7!)(72.756)(x + %j - (1/8!)(24.06)[x + %}

¢Ozlimii elde edilir.
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2. adim: (3.27) denkleminde Y, (X) ¢0ziimii yazildiginda,

Y"(X) + Xy (X) + xy() + (X +3)Y[(X=1) = y[ (X =D =y, (x = 1) = X’ (3.38)

y,(X) = (7.657x107") + (2.0789)[x %j + (1/2)(2.1723)(x +%j

—(1/6)(7.19x10™ )(x +%) - (1/24)(5.7758)(x +%)

6

- (1/120)(7.6073)(x + %j + (1/720)(19.288)(x + %j
+(1/7!)(72.756)(x+%j -(1/8!)(24.06)(x+%] . —1<Xx<0

olup, y,(X) de X yerine (x—1) yazilirsa, y,(X—1), y/(X—1) ve y/(x—1) ifadeleri
elde edilir. Bunlar (3.38)’ de yerine yazildiginda,

y"(X) + Xy'(X) + Xy(x) = x> —=1.2665 — 0.0934x + 1.4457(x — (0.5))°
+0.8428(x - (0.5))’ +0.07631(x - (0.5))*
~0.22412(x —(0.5))> —7.4261x107*(x—(0.5))°
+0.01921(x - (0.5))” =5.9673x10~*(x — (0.5))*

denklemi bulunur. Ayrica,
-1<x-1<0=0<x<1
olup,

y,(0) =2.0452 ve y;(0)=2.9416

dir. Bu durumda, N =8 ve ¢ :% olmak tizere W, matrisi,
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Ll v 000 0 0 o0
2 2
2L 000 0 0 o
2 2
022117 0 0 0 o0
2 2
003 L1 1 0 0 o0
2 2
w=loooa42L 1 0o o0
2 2
00005 L 4
2 2
000006 B L
2 2
000000 7 B 1L
2 2
00000008%

bi¢iminde olur. Ayrica,
1 (1
h| = |=-1.0632, h/| = | =0.9066,
2 2

hlL]=48914, nfl)=5.0568,
2 2

h* (lJ =1.8314, h® [lj = —-26.894,
2 2

ho1]= 53468, h®( L= 96818, h®[ 1] =_24.06
2 2 2

olup W, matrisi,
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ll1000000;—1.0632
2 2
121100000;0.9066
2 2
022110000,4.8914
2 2
7 1
0 03— =1 0 0 0 ; 50568
2 2
le 0 0 0 4 % % 1 0 0 ; 18314 (3.39)
11 1
0 0005 — = 1 0 ; —-26.8%
2 2
000006211;—53.468
2 2
000000721;96.818
2 2
000000081?7;—24.06
seklinde elde edilir.
Y,(0) =2.0452 ve y;(0)=2.9416
oldugundan N =8 ve C=% igin,
-1 1 -1 1 -1 1 -1 1
O =1 = - —
2 8 48 384 3840 46080 645120 10321920
, -1 1 -1 1 -1 1 -1
y,0=0 1 — - —
2 8 48 384 3840 46080 645120
olup,
[T/ Pt e S e S ! 1 ;2.0452
2 8 48 384 3840 46080 645120 10321920
V,=|0 1 LI ! —L . 50416
2 8 48 384 3840 46080 645120

matrisleri (3.39)’ un son iki satir1 yerine yazilirsa W, matrisi,
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L I T 0 0 0
2 2
I T S 0 0 0
2 2
0o 2 > 1 0 0 0 0
2 2
o 0o 3 L L1 0 0 0
2 2
W =0 0 0 4 E 1 0 0
2 2
o 0o o o s U 1 1 0
2 2
00 0 0 0 6 13 1 1
2 2
R I 1 -1 1
8 48 384 3840 46080 645120 10321920
T B e -1 1 -1
i 2 8 48 384 3840 46080 645120

elde edilir. Béylece, Y = (W, ) 'H, denklemi yardim ile

bulunur. Boylece Y, (X) ¢ozlimii,

y,(X) = (3.2706) + (1.741 1)(x —%) - (1/2)(3.5691)[

1

+(1/24)(11 .927)(x - Ej + (1/120)(20.969)[

= (1/7!)(177.08)(x —%] + (1/8!)(231.41)(x —%j

[ 3.2706 |
1.7411
-3.5691
—-3.1912
11.927
20.969
—49.562
~177.08

| 23141 |

X——

2) -(1/6)(3.1912)[

1

X ——
2

8

b

3

b

b

3

b

b

3

b

—1.0632_
0.9066
4.8914
5.0568
1.8314

—26.894

—53.468
2.0452

2.9416

1V
X__
)

] - (1/720)(49.562)(x - %j
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olarak elde edilir.

N =8 i¢in bulunan bu ¢éziimler ile ilgili hata hesaplar asagidaki Cizelge 3.1.9.” da

verilmigtir.

Cizelge 3.1.9. N =8 i¢in Ornek 3.3.’ iin Niimerik Sonuglar

Xi | Yi(%) D(x;) Xi | Y2(%) D(x;)

-1 0 9.2092x10* 0 | 2.0452 | 8.3447x10°°

-0.8 | 0.24123 | 2.6236x10° 0.2 2.5252 | 22528 x107*

-0.6 | 0.56876 1.25x1078 0.4 ] 2.7641 | 1.0029 %107’

-0.4 | 0.98431 1.19x107® 0.6 | 2.7563 | 9.7213x1078

0.2 | 1.4818 | 2.7543x107 | | 0.8 | 2.5491 | 1.9642x107*

0 2.0452 | 9.9873x107* 1 ] 22461 | 6.6265x10~°

Ornek 3.4. ikinci mertebeden lineer
V') +xy'(X)—y(X)—y'(Xx=1)+y(x—-1)=xe* ; 1<x<3 (3.40)
y(x)=e* ; 0<x<l1

delay diferansiyel denklemini g6z oOniine alalim. (3.40) denkleminin yaklasik

¢Oziimiini N =4,6,8 icin arayalim.
Ik olarak N =4 i¢in ¢dziim arayalim.

1. adim: y(X) =€ denkleminde X yerine (X —1) yazilirsa,

y(x—1)=e" ve y'(x-1)=e*"

olup, bunlar (3.40) denkleminde yerine konulursa,

y"(X) + xy'(X) — y(X) = xe* (3.41)

olur. Ayrica,
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0<x—1<1=1<x<2olup Y(l)=e ve y(l)=¢

dir. Bu durumda, N =4 ve c =% icin W, matrisi,

1321 0 0
2
0 0 > 1 0
2
Wo=lo 0 1 2 1
2
0 0 0 2 >
2
0 0 0 0 3]

formunda elde edilir. Ayrica,

h, 3 =6.7225 , h, 3 =11.204, h] 3 =15.686, h] 3 =20.168 , h{¥ 3 = 24.649
2 2 2 2 2

olup Wo matrisi,

~1 % 1 0 0 : 67225
0 0 % 1 0 : 11.204
W, = 3.42
W°001§1;15.686 (3.42)
2
0 0 0 2 % :20.168
(0 0 0 0 3 ; 24649

bi¢giminde elde edilir.
y(l)=e ve y(1)=e

oldugundan N =4 ve ¢ =% icin,
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-1 1 -1 1
=1 — - — —
yl()[ 2 8 48 384}

1 1 -1
'M=l0 1 — - =
yi() { 2 8 48}
olup,

o -1
UO :|:1 7

1 -1 1
8 8 384
[0 1 __1
2

4
1 -1
8 48

matrisleri (3.42)’ nin son iki satir1 yerine yazilirsa W, matrisi,

v,

3 0 0 0 o6722s
2
0 0 % 1 0 ; 11.204
W, =0 0 1 % 1 ; 15.686
-1 1 -1 1
1 — - — — ; e
8 48 384
T B
i 2 8 48 |

bigiminde olur. Buna gére, Y = (W, ) 'H, oldugundan
Y =[4.4847 4.4878 44755 4491 4.4739]
olup,

_ 3, (1L 3y
yl(x)—(4.4847)+(4.4878)[x 2j+(2j(4.4755)[x 2}

1 3y (1 3)*
+ (g)(4.491)(x . 5) + (ﬁj(4.4739)(x - 5)

olarak elde edilir.

2. adim: (3.40) denkleminde Y, (X) ¢0ziimii yazildiginda,
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Y )+ xy'(X) = y() = yi(X=1) + Yy, (x = 1) = xe” (3.43)

_ AN 3y
yl(x)—(4.4847)+(4.4878)(x 2j+[2j(4.4755)[x zj

+(l](4-491)(x—% +(i](4.4739)(x—§j . 1<x<2
6 2 24 2

olup, y,(X) de X yerine (x —1) yazilirsa, y,(Xx—1) ve y;(x—1) ifadeleri elde edilir.

Bunlar (3.43)’ te yerine yazildiginda,

y"(X) + Xy'(X) = y(X) = xe* +3.4106 x 1072 —0.01238x + 7.7888 x 10> (x — (2.5))’
~2.8559%107(x - (2.5))’ - 0.18641(x — (2.5))"

denklemi bulunur. Ayrica,

1<x-1<2=2<x<3 olup y,(2)=7.3932 ve

y/(2)=7.3802

dir. Bu durumda, N =4 ve ¢ :g olmak tlizere W, matrisi,

121 0 0
2
0 0 2 1 0
2
Wislo 01 2 1
2
0o 00 2 2
2
0 0 0 0 3

biciminde olur. Ayrica,

h, (ij =30.459, h! (éj =42.626, h{(éj =54.837,
2 2 2

h;(ij =66.987 , h® (éj =74.712
2 2

olup W, matrisi,
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-1 % 1 0 0 ; 30459
0 0 % 1 0 ; 42626
W, = 3.44
Wislo 01 2 1 . sas37 (3:44)
2
0 0 0 2 % . 66.987
0 0 0 0 3 ; 74712]

bigiminde elde edilir.

y,(2)=7.3932 ve y!(2)=7.3802

oldugundan N =4 ve ¢ =% icin,

48 384

NI
1

olup,

2 8 384
01 —
o3

matrisleri (3.44)’ iin son iki satir1 yerine yazilirsa W, matrisi,

U, {1 R 7.3932}
8
-1

3
- -1
v, =

1 ; 7.3802}
8

~1 % 1 0 0 ; 30459
0 0 % 1 0 ; 42.626
W =0 0 1 % 1 54.837
L . 7.3932
8 48 384
o 1 -+ L -1 . 7.3802
i 2 8 48 |
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elde edilir. Béylece, Y = (W, )'H, denklemi yardimu ile

Y =[12.191 12.193 12.169 12.204 12.158]"

bulunur. Boylece Y, (X) ¢ozlimii,

_ EANE! _sY
yz(x)—(12.191)+(12.193)(x 2j+[2j(12.169)(x 2)
1 5Y (1 5)*
+(gj(l2.204)(x—§j +(ﬂj(l2.158)[x—zj
olarak elde edilir.

N =4 i¢in bulunan bu ¢oziimler ile ilgili hata hesaplar1 asagidaki Cizelge 3.1.10.” da

verilmigtir.

Cizelge 3.1.10. N =4 i¢in Ornek 3.4.” iin Niimerik Sonugclar

Xi | Yi(%) D(x;) Xi | Y2(%) D(x;)

1 | 2.7183 | 7.0896x107* 2 | 7.3932 0.17595

1.2 3.321 | 1.6904x107 22| 9.03 | 43669%x10

1.4 4.0575| 7.0138%x107* 241 11.031 | 1.8787 x107

1.6 | 4.9566 | 7.9504x107* | 2.6 | 13.473 | 2.1976 x10™°

1.8 | 6.0541 | 2.4551%x10 2.8 116455 | 6.9689x107

2 17.3932 0.13084 3 | 20.094 0.37962

Simdi N =6 i¢in ¢6ziim arayalim.

1. adim: y(X) =e” denkleminde X yerine (X —1) yazilirsa,

y(x-1)=e""ve y'(x-1)=¢*"

olup, bunlar (3.40) denkleminde yerine konulursa,

y"(X) + xy'(X) — y(X) = xe* (3.45)
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olur. Ayrica,

0<x-1<1=1<x<2olup y(I)=€ ve y'()=¢

dir. Bu durumda, N =6 ve ¢ =% icin W, matrisi,

S N|w
— N =

—_

e

-

-

W W =

(=)
(=)
o
o
o

S B~ N|W —

NN | W

formunda elde edilir. Ayrica,

h > |=6.7225, he[ 2 ]=11.204, b2 | =15.686 , h{ 2 | = 20.168
2 2 2 2

hg‘“(ij —24.649 , hgﬂ(ij ~29.131, h® [EJ —33.613
2 2 2

olup W, matrisi,

—1%10000;6.7225
00%1000;11.204
001%100;15.686

Wo=l0o 0 o0 2%10;20.168 (3.46)
00003%1;24.649
000004%;29.131
0 0 0 0 0 0 5 ; 33.613]
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bi¢iminde elde edilir.
y(h)=e ve y'(1)=e
- 3 ..
oldugundan N =6 ve ¢ =5 icin,

-1
yl(l)_|:1 7

-1 1 -l 1
8 48 384 3840 46080
11 -1 1 —1}

‘H=|0 1 — — —
i) { 2 8 48 384 3840

olup,

o -1
U0=|:1 7

1 -1 1 -1 1 }
8
[01—_1
2

8 384 3840 46080

4
1 -1 1 -1 }
8

v, L
48 384 3840

matrisleri (3.46)’ nin son iki satir1 yerine yazilirsa W, matrisi,

-1 % 1 0 0 0 0 ; 67225
0 0 % 1 0 0 0 ; 11.204
0 0 1 % 1 0 0 ; 15.686
W,=l0 0 0 2 % 1 0 ; 20.168
o 0 0 0 3 % 1 24.649
T e B s c
8 48 384 3840 46080
-1 1 -1 1 -1
o 1 — - — — — . e
i 2 8 48 384 3840 |

bigiminde olur. Buna gore, Y = (W, )'H, oldugundan

Y =[4.4817 44817 4.4816 44818 4.4816 4.4816 4.482]
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olup,

y,(X) = (4.4817) + (4.4817)(x - %) + (1/2)(4.4816)(x - %)

+ (1/6)(4.4818)(x = %j + (1/24)(4.4816)(x - %j
+ (1/120)(4.4816)(x —%j + (1/720)(4.482)(x —%j

olarak elde edilir.

2. adim: (3.40) denkleminde Y, (X) ¢0ziimii yazildiginda,

Y00 +xy'(¥) =y — yi (X =D + y, (x—1) = xe” (3.47)

y,(X)=(4.4817) + (4.4817)(x - gj + (1/2)(4.4816)[x - %]

+ (1/6)(4.4818)(x - %) + (1/24)(4.4816)[x - %J
+ (1/120)(4.4816)(x - %j + (1/720)(4.482)(x - %} . 1<x<2

olup, Yy,(X) de X yerine (x —1) yazilirsa, y,(X—1) ve y;(x—1) ifadeleri elde edilir.

Bunlar (3.47)’ de yerine yazildiginda,

Y(X) + Xy'(X) — Y(X) = xe* +2.8981x10™* —1.0586x 10~ x +6.5072x 107 (x — (2.5))°
~2.386x107°(x—(2.5)) +2.7113x107 (x - (2.5))"
+2.8469x107°(x - (2.5))° —6.225x107° (x — (2.5))°

denklemi bulunur. Ayrica,

1<Xx-1<2=2<x<3 olup y,(2)=7.3891 ve

y/(2)=7.389

dir. Bu durumda, N =6 ve ¢ =§ olmak tlizere W, matrisi,



96

o
o S N|wn
— N W

W Nl —

S B~ Nl —

LN —

biciminde olur. Ayrica,

h, (éj =30.456 , h{(éj =42.639 , h{(éj =54.821, h{{éj =67.004,
2 2 2 2

hlﬂ)(éj =79.186, h?” [éj =91.369 , h{” (éj =99.069
2 2 2

olup W, matrisi,

—1%10000;30.456_
0031000;42.639
001%100;54.821

Wi=lo 0 0 2 % 1 0 ; 67.004 (3:48)
0000321;79.186
000004%;91.369
(0 0 0 0 0 0 5 ; 99.069

bigiminde elde edilir.

y,(2)=7.3891 ve y/(2)=7.389

oldugundan N =6 ve ¢ =% icin,
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-1 1 -1 1 -1
2)=|1 — — —
¥2(2) { 2 8 48 384 3840 46080}
-1 1 -1 1 -1
2)=10 1 — = — — —
Y2(2) { 2 8 48 384 3840
olup,
U, =1 -ttt -l L. 73301
2 8 48 384 3840 46080
V,=|0 1 -t1 -t 1 -1 - 7.389
2 8 48 384 3840
matrisleri (3.48)’ in son iki satir1 yerine yazilirsa VNV: matrisi,
I 5
-1 5 1 0 0 0 0 ; 30.456
0 0 % 1 0 0 0 ; 42.639
0 0 1 % 1 0 0 ; 54.821
W'=lo 0 0 2 % 1 0 ; 67.004
0O 0 0 0 3 % 1 ; 79.186
LU It L 73801
2 8 48 384 3840 46080
0 1 __1 l __1 L __1 . 7.389
L 2 8 48 384 3840

bigiminde olur. Buna gore, Y = (W, )'H, oldugundan

olup,

[12.183 ]
12.183
12.182
12.183
12.182
12.183

12183
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y,(X) = (12.183) + (12.183)(x—%j+ (1/2)(12.182)(x—§j

3 4
+ (1/6)(12.183)(X - %) +(1/24)(12.1 82)(X - %)
5Y 5)°
+ (1/120)(12.183)(X - 5] + (1/720)(12.183)(X - 5]
olarak elde edilir.

N = 6 i¢in bulunan bu ¢oziimler ile ilgili hata hesaplari asagidaki Cizelge 3.1.11.” de

verilmistir.

Cizelge 3.1.11. N =6 icin Ornek 3.4.” iin Niimerik Sonuglar1

Xi | Yi(%) D(x;) X | Y2(%) D(x;)

1 127183 9.7911x10™* 2 | 7.3891 | 2.5119x10°°

1.2 1 3.3201 | 8.0993x107 2.219.0251 | 2.1285x107*

1.4|4.0552| 3.57x107 2.4 11.023 9.7x107’

1.6 | 49531 3.94x107’ 2.6 13464 | 1.09x10°

1.8 16.0497 | 1.0382x107* 2.8 |16.445 | 2.9055x107*

2 | 73891 | 1.4736x10° 3 |20.086 | 4.1928x10°°

Son olarak N =8 i¢in ¢ozlim arayalim.

1. adim: y(X) =€ denkleminde X yerine (X—1) yazilirsa,

y(x-1)=e""ve y'(x-1)=¢*"
olup, bunlar (3.40) denkleminde yerine konulursa,

y"(X)+ xy'(X) — y(X) = xe”* (3.49)
olur. Ayrica,

0<x-1<1=>1<xL2
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olup,
y()=e ve y'(1)=

dir. Bu durumda, N =8 ve ¢ =% icin W, matrisi,

S N|w
—_ [\)|u.) —_

N N —

W N W

S AN N|WwW —

NN —

formunda elde edilir. Ayrica,

3 ,
ho(gj =6.7225, ho(

hg(3 ~15.686 , h”(
2

h<4)[3j 4649,h(§5)[§j=29.131,
2 2
(3

h{®| = 3 =33.613, h{”| = |=38.094, h{¥ 3 =42.576
2 2 2

N | W

j 11.204,

le

j=20 168,

olup Wo matrisi,
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-1 % 1 0 0 0 0 0 0 ; 6.7225
0 0 % 1 0 0 0 0 0 ; 11.204
0 0 1 % 1 0 0 0 0 ; 15686
0 0 0 2 % I 0 0 0 ; 20.168
Wo = 0 0 0 0 3 % 1 0 0 ; 24.649 (3-50)
0 0 0 0 0 4 % 1 0 ; 29.131
0 0 0 0 0 0 5 % 1 ; 33.613
0 0 0 00O 0 0 6 % ; 38.094
0 0 0 0 0 0 0 0 7 ; 42576
bigiminde elde edilir.
y(l)=e ve y'(1)=e
< 3 ..
oldugundan N =8 ve ¢ =5 i¢in,
y = -1 1 -1 1 -1 1 -1 1
: 2 8 48 384 3840 46080 645120 10321920
, -1 1 -1 1 -1 1 -1
Y=o 1 = - =
2 8 48 384 3840 46080 645120
olup,
T -l -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 .
’ 2 8 48 384 3840 46080 645120 10321920
T P B e B B NS B
2 8 48 384 3840 46080 645120

matrisleri (3.50) nin son iki satir1 yerine yazilirsa W, matrisi,



-1 3 1
2

0 O 3

2

0 0 1

0 0 O

0 0 0
0 0 0
p b1
2 8

o 1 =t
2

0

48

—

1
8
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elde edilir. O halde, Y = (W, ) 'H, denklemi yardim ile

olup,

y,(X) = (4.4817) + (4.4817)(x —%j + (1/2)(4.4817)(
+ (1/24)(4.4817)[x —%j + (1/120)(4.4817)(x —%j

3]8
X__
2

+(1/7!)(4.4817)(x—%] +(1/8!)(4.4817)(

¢Oziimii elde edilir.

0 0 0 0 0 :
0 0 0 0 0 :
1 0 0 0 0 :
3 1 0 0 0 :
2
3 3 1 0 0 :
2

0 4 3 1 0 ;

2
0 0 5 E 1 ;

2

1 -1 1 -1 1 .
384 3840 46080 645120 10321920 °
-1 1 -1 1 -1 _
48 384 3840 46080 645120

[4.4817]

4.4817

4.4817

4.4817

Y =|4.4817

4.4817

4.4817

4.4817

| 4.4817 |

3 2

X_Ej +(1/6)(4.4817)(

5

6.7225_
11.204
15.686
20.168
24.649
29.131

33.613

3
x_ij
2

+ (1/720)(4.4817)[x —%j
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2. adim: (3.40) denkleminde Y, (X) ¢oziimii yazildiginda,

Y' 00+ xy'(X) = y() = yi(X=1) + Y, (x —1) = xe’ 3.51)

y,(X) = (4.4817) + (4.4817)(x = %j + (1/2)(4.4817)[x - %}

4

+ (1/6)(4.4817)(x - %) + (1/24)(4.4817)(x = %)

+ (1/120)(4.4817)(x —%] + (1/720)(4.4817)(x —%j

8

+(1/7!)(4.4817)(x—§) +(1/8!)(4.4817)(x—§) . 1<x<2

olup, Y,(X) de X yerine (x —1) yazilirsa, y,(x—1) ve y;(Xx—1) ifadeleri elde edilir.

Bunlar (3.51)’ de yerine yazildiginda,

Y (X) +Xy'(X) = y(X) = xe* +1.3x107° —=4.79x 107 x+2.9051x107 (x - (2.5))’
~1.0652x107 (x = (2.5))’ +1.2105x107°(x — (2.5))’*
+1.271x107%(x = (2.5))° —2.9353x107° (x = (2.5))°
~8.3218x107"(x—(2.5))" =1.1115x107*(x = (2.5))*

denklemi bulunur. Ayrica,

[<X-1<2=2<x<3
olup,

y,(2)=7.3891 ve y!(2)=7.3891

dir. Bu durumda, N =8 ve ¢ zg olmak tizere W, matrisi,



103

S N|wn

—_ [\)|Lj~| —_

W N —

S O N|w

20 | W\

bi¢ciminde olur. Ayrica,

h, [%) =30.456, hl'[ j =42.639,

h;(éj - 54801, h( j

2

hf4)(§j:79.186,h(5)( j 91.369,
2 2

hfé’Gj =103.55, h” (5 =115.73, hf“@j =123.43

N |

67.004,

l\)lu]

olup VNV1 matrisi,
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—1%1000000;30.456
0 0%100000;42.639
001%10000;54.821
0 002%1000;67.004
Wi=lo 0 0 0 3 % 1 0 0 ; 79.186 (3-52)
0 00004%10;91.369
000000521;103.55
0 0000006%;115.73
0 00 0 0 0 0 0 7 ; 12343
seklinde elde edilir.
y,(2)=7.3891 ve y/(2)=7.3891
y 5. .
oldugundan N =8 ve CZE icin,
-1 1 -1 1 -1 1 -1 1
@)=l — - —
2 8 48 384 3840 46080 645120 10321920
, -1 1 -1 1 -1 1 -1
y;2)={0 1 — - —
2 8 48 384 3840 46080 645120
olup,
U, =1 LI ! —1 ! ;. 7.3891
2 8 48 384 3840 46080 645120 10321920
\Z:{o L R S 1 -1 7.3891}
2 8 48 384 3840 46080 645120

matrisleri (3.52) nin son iki satir1 yerine yazilirsa W, matrisi,
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12 0 0 o 0 0 0 0
2
0 0 > 1 o0 0 0 0 0
2
0 0 1 > 0 0 0 0
2
0o 0 0 2 > 0 0 0
2
wW,=l0o 0 0 0 3 % 1 0 0
o 0 0 0 0 4 > 1 0
2
0 0 0 0 0 0 5 % 1
T e N B 1 -1 1
2 8 48 384 3840 46080 645120 10321920
o ( L1 -1 1 -1 1 -1
2 8 48 384 3840 46080 645120

elde edilir. Béylece, Y = (W, )'H; denklemi yardimu ile

bulunur. Béylece Y, (X) ¢ozlimii,

y,(X)=(12.182) + (12.182)[

5

+ (1/24)(12.182)(x _Ej + (1/120)(12.182)(x —gj

+ (1/7!)(12.182)(x —gj + (1/8!)(12.182)(x —gj

X——

2j + (1/2)(12.182)(x —gj + (1/6)(12.182)[

[12.182]

12.182
12.182
12.182
12.182
12.182
12.182
12.182
12.182

5

8

>

9

30.456_
42.639
54.821
67.004
79.186
91.369
103.55

7.3891

7.3891

5}3
X__
2

+ (1/720)(12.182)(x—§j
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olarak elde edilir.

N =8 i¢in bulunan bu ¢oziimler ile ilgili hata hesaplar1 asagidaki Cizelge 3.1.12." de

verilmigtir.

Cizelge 3.1.12. N =8 i¢in Ornek 3.4.” iin Niimerik Sonugclar

X | Yi(%) D(x;) X | Y2(X) D(x)

1 127183 6.102x10°° 2 | 73891 | 1.589x107°
12133201 | 1.78x107’ 22| 9.025 4.6x107
1.4 | 4.0552 3.0%x107° 2.4 11.023 1.0x107°
1.6 | 4.953 5.0x107° 26| 13464 | 1.0x10°*
1.816.0496 | 22x107 2.8 16445 | 6.0x107
2 173891 831x10° 3 120.086 | 2337x107°

Ornek 3.5. ikinci mertebeden lineer

y"(X) +2xy"(x) = xy(X) + xy"(x —1)

5 (3.53)
+ Xy(X—1) =2X" +4x+2

; 1<Xx<L

y(x)=x>+x ; 0<x<I

neutral diferansiyel denklemini ele alalim. (3.53) denkleminin N =4,6,8,... i¢in

onceki orneklerdeki gibi benzer islemler yapildiginda, her adimda
y(X) = x* + X

¢Oziimiine ulasilmigtir. Bu ¢6ziim (3.53) denkleminin tam ¢ézimiidiir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada, ilk olarak fark-diferansiyel denklemler ile ilgili temel kavramlar
verilmistir. Daha sonra ikinci mertebeden lineer neutral-delay diferansiyel
denklemlerin yaklasik c¢oziimlerini bulmak i¢in Taylor yontemi gelistirilmistir. Bu
denklemlerin ¢6ziimii i¢in kullanilan yontem R. P. Kanwall ve K. C. Liu tarafindan
sunulan yontemin bir uyarlamasidir (Kanwall, R. P., Liu, K. C., 1989). Bu yontemde
ilk olarak neutral-delay diferansiyel denklemin her iki tarafinin n kez tiirevi alinir ve
sonra sonu¢ denklemde bilinmeyen fonksiyonun Taylor seri agilimi yerine konulur.
Burada lineer cebrik sistem uygun bir yerde kesilerek yaklasik bir ¢oziim bulunur.
Elde edilen ¢6ziim bir Taylor seri yaklagimi olup bu Taylor seri agiliminin katsayilari
bir lineer cebrik sistemin ¢oziimleridir. Katsayilar, matris denklemleri yardimiyla

hesaplanir.

Burada elde edilen lineer cebrik sistem uygun bir yerde kesilerek yaklasik bir ¢oziim

bulunmaktadir.

Yontemin gecerli olabilmesi igin,

POAY"(X) + )Y () + ()Y (X) + K ()Y " (X = W) + K, (X)y'(x — W) +
K;X)y(x-w)=f(x) , 0<x<a
YX)=Y,(X) , —w<x<0 (w>0)

formundaki ikinci mertebeden lineer neutral-delay diferansiyel denklemdeki
p(x) =0, q(x), r(x), k,(x),k,(x), k;(x) ve f(x) fonksiyonlar1 0 < x<a araliginda
N. mertebeden tiirevlerinin mevcut olmasi gerekmektedir. y,(X) ise —W<X<0,

araliginda (n + 2). tlireve sahip siirekli bir baslangi¢ (verilmis) fonksiyonudur.

Bu durum saglandiginda X =C noktasi civarinda,

N
yj(x>=Zﬁy<“>(c)(x—c>“, (j-hw<ec<jw, j=1,2,.,0-1,/
n=0 '

formunda n. dereceden Taylor polinomu bulunabilir. Aksi halde yontem

kullanilamaz. Burada ¢6ziim bulunurken verilen ikinci mertebeden lineer neutral-
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delay diferansiyel denklemine (j—1)w<Xx< jw araliklarinda adimlar metodu

uygulanmistir.

Calismanin  son boliimiinde, c¢esitli ikinci mertebeden lineer neutral-delay
diferansiyel denkleminin ¢6ziilebildigi goriilmistiir. Bu yontemin ilging bir 6zelligi
son boliimde yer alan orneklerden de anlasilacagi iizere, ¢coziim fonksiyonlarinin
polinom oldugu durumlarda N kesme sinirinin yiiksek dereceli polinom derecesi ya

da daha biiyiik alinarak analitik ¢6ziime ulasilmasidir.

Bu yontem yiiksek mertebeden lineer ve lineer olmayan neutral-delay diferansiyel

denklem ve denklem sistemlerine de genisletilebilir.

Ayrica kismi diferansiyel, diferansiyel cebirsel denklem sistemleri ve optimal kontrol

sistemlerinin de bu yontem ile ¢oziilebilecegi diisiiniilmektedir.
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