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OZET

FARK OPERATORLERININ SPEKTRAL TEORISi

Aytekin ERYILMAZ

Bu tez dort boliimden olusmaktadir.
Birinci boliimde, konunun tarihsel gelisimi ele alinmistir.

Ikinci boliimde, # Hilbert Uzayinda lineer operatorler teorisi ile ilgili temel
olusturacak bazi tanim ve teoremler verilmistir. Bunun yaninda, dilatasyon tanimi
verilerek, bir disipatif operatoriin dilatasyonunu kurmak icin gerekli tanim ve

teoremler verilmistir.

Uciincii boliimde, sinir kosullarinda spektral parametre bulunduran sonsuz bir Jakobi
matrisi ile elde edilen kendine es olmayan fark operatorii incelenmistir. Daha sonra
sinir kosuluna sahip disipatif operatorii sifirda disipatiflik durumu ele alinmistir. Bu
operatorlerin kendine es dilatasyonu ve bir fonksiyonel modeli kurulmus,
karakteristik fonksiyonu hesaplanmistir. Disipatif operatoriin ve smir deger

problemin dzvektor ve assosye vektorler sistemi i¢in tamlik teoremleri ispatlanmstir.

Dordiincii boliimde sinir kosullarinda spektral parametre bulunduran ve sonsuzda
disipatif Sturm-Liouville fark sinir deger problemi ele alinmistir. Maksimal disipatif
operator olusturulmus ve onun kendine es dilatasyonu kurulmustur. Lax-Philips
sacilma teorisi kullanilarak dilatasyonun spektral analizi yapilmistir. Sturm-Liouville
fark sinir deger problemi ve disipatif operatoriin 6zvektorler ve asosye vektorler

sistemi i¢in tamlik teoremleri verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER : Kendine es olmayan operator, simetrik operatdr, sinir
kosullarinda spektral parametre, minimal operatdr, maksimal operator, dilatasyon,

fonksiyonel model, karakteristik fonksiyon, sagilma teorisi.



ABSTRACT

SPECTRAL THEORY OF DIFFERENCE OPERATORS

Aytekin ERYILMAZ

This thesis consists of four chapters.
In the first chapter, the historical progress of the subject is considered.

In the second chapter, some definitions and theorems based on linear operators in
Hilbert space are given. In addition essential definition and theorems to construct the

dilation of a dissipative operator by giving dilation definition.

In the third chapter, nonselfadjoint difference operator generated by an infinite
Jacobi matrix with a spectral parameter in the boundary condition is investigated.
Then the dissipation at zero of dissipative operator having boundary condition is

considered.

The selfadjoint dilation and a functional model of this operator are constructed by
taking into consideration of characteristic function. Theorems on completeness of the
system of eigenvectors and associated vectors of the dissipative operator and

boundary value problem is proved.

In the fourth chapter, Sturm-Liouville difference boundary value problem dissipative
at infinite and having spectral parameter at boundary conditions is studied.
Moreover, maximal dissipative operator is obtained and selfadjoint dilations is
constructed dilation spectral analized by using Lax-Philips scattering theory.
Furthermore theorem on completeness of the sytem of eigenvectors and associated
vectors of the dissipative operator and Sturm-Liouville difference boundary value

problem are given.

KEYWORDS: Nonselfadjoint operator, symmetric operator, spectral parameter in
the boundary condition, minimal operator, maximal operator, dilations, functional

model, characteristic function, scattering theory.
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SIMGELER DIZiNi
IN : Dogal sayilar kiimesi
Z : Tam sayilar kiimesi
IR : Reel sayilar kiimesi
C : Kompleks sayilar kiimesi
H : Hilbert Uzay1
D(A) : A nin tanim kiimesi
A* : A nin es (adjoint) operatorii
Ly : Fark ifadesi
U, : Uniter operatorler grubu
L : Maksimal operator
Lo : Minimal simetrik operator
def Ly : Ly operatoriiniin defekt sayisi
Ap : Maksimal disipatif operator
Z : Yar1 grup
By, : Yar1 grubun {ireteci
L, : Aj, operatoriiniin kendine es dilatasyonu
D. : Giren alt uzay
D, : Cikan alt uzay
nAd) : Kompleks diizlemde meromorfik fonksiyon
Su(A) : Karakteristik fonksiyon
T : Model disipatif operator
s(4) : Singiiler ¢arpan

B(1) : Blaschke carpam
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w, : Sobolev Uzay1
F,F, : [zometrik doniisiimler

Si(A) : Sacilma matrisi



1.GIRIS

Fizigin, mekanigin ve matematiksel fizigin pek ¢ok problemi operatorlerin spektral
teorisiyle yakindan iliskilidir. Bu problemlerin ¢ogu degiskenlerine ayirma (Fourier)
yontemi kullanilarak operatorlerin spektral teorisinin incelenmesine doniismektedir.
Uygulamalar acisindan fark (difference) operatorlerin spektral teorisini incelemek
onem tasimaktadir. Bu nedenle incelenecek konu yeni ¢aligsmalar olup, bu alandaki

boslugu dolduracaktir.

Smir sartlarinda spektral parametre bulunduran kendine es regiiler Sturm-Liouville
problemlerinin fiziksel uygulamalar1 olduk¢a fazla sayida ve cesitliliktedir. Ornek
olarak; 1s1 akim1, mekanik titresimler, gézenekli ortamda difiizyon, elektrik devreleri
vs. verilebilir. Bu orneklerden bazilar1t Walter (1973), Fulton (1977), Hinton (1979),
Shkalikov (1983), Allahverdiev (2005, 2006) yapmis olduklart calismalarda
incelemislerdir. Bu tiir problemlerin cesitli hallerde 6zdeger ve 6zfonksiyonlarinin
bulunmasina ait ¢ok sayida kitaplar ve makaleler yazilmistir. Atkinson (1964) de, A
parametresinin hem aralifinin u¢ noktalarinda verilmesi hem de araliin i¢indeki
siireksizlik noktalarinda verilmesi durumunu incelemistir. Benzer durum doktora tezi

olarak Altinisik (1998) tarafindan caligilmistir.

Kendine es olan fark operatorlerinin spektral teorisi ile ilgili Akhiezer (1965),
Atkinson (1964), Berazanskij (1965), Clark (1996), Shi ve Chen (1999, 2004) Stone
(1932), Welstead (1982) calisma yapmislardir.

Kendine es olmayan operatorlerin spektral analizinde ilk genel metod rezolventin
cevre integrasyonu metodudur. Bu metod, spektrumu ayiran gevreler iizerinde
rezolventi hesaplama teknigidir ve Naimark (1968) tarafindan genel bigimde
incelenmistir. 1970 yillarinda Pavlov, genel metodun kosullarinin esnek olmadigini
belirterek probleme baska yaklasimlar gerektigini belirtmistir. Bdylece kendine es
olmayan operatorlerin spektral analizi icin analitik metodlarin, pratik olarak Cauchy
integraline indirgemede yetersiz kaldig1 goriilmiistiir. Nagy ve Foiag (1970), Hilbert
uzayimda lineer bir biiziilmenin genel modeli olan ¢ok basit formdaki bir operatoriin
spektral ozelliklerini incelemistir. Operatorlerin spektral ozellikleri hakkinda tam
bilgiyi tasiyan bu modellerin parametresi, operatoriin rezolventi degil, cok daha basit

bir kavram olan operatoriin karakteristik fonksiyonudur. Nagy ve Foiag’dan bagimsiz



olarak Lax ve Phillips (1967) onemli bir yer tutan soyut sagilma teorisini
gelistirmislerdir. Bu teori, orijinal tniter grubun o6zelliklerinden yararlanilarak
sacilma matrisinin analitik 6zellikleri hakkinda bilgi edinmek i¢in, giren ve ¢ikan

altuzaylar kavramlarina dayanmaktadir.

Nagy — Foiag ve Lax — Phillips’in sonuglar birlestirilerek karakteristik fonksiyon,
sacilma matrisi ile ifade edilmis ve disipatif operatdriin dilatasyonu kurulmustur.
Ozvektorler sisteminin tamlhik problemi, karakteristik fonksiyonun faktorizasyon
biciminde yazilmasiyla ¢oziilmiistiir. Boylece disipatif operatorlerin spektral analizi,
dilatasyonun kurulmasi, buna karsilik gelen sagilma teorisi probleminin aragtirilmasi
ve karakteristik fonksiyonun sagilma matrisi yardimiyla ifade edilmesi ile
yapilmigtir. Bu yontemler Pavlov (1975, 1977), Allahverdiev ve Guseinov (1990)
Allahverdiev (2004, 2005), Saltan (2002), Ongun (2004) tarafindan kullanilmistir.

Kendine es olmayan fark operatorlerinin spektral teorisi ile ilgili Allahverdiev (2004,
2005), Bairamov ve Coskun (2004, 2005), Adivar ve Bairamov (2003), Bairamov,
Cakar ve Krall (2001) caligmalar yapmislardir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanmm 2.1 :V # ¢ herhangi bir kiime ve K herhangi bir cisim olsun. Asagidaki

sartlar saglaniyorsa V ye K iizerinde lineer uzay denir.
A) (V,+) cebirsel yapisi degismeli bir gruptur. Yani,
Gl) Vx,ye Vigin x+ ye V dir. (Kapallik 6zelligi)
G2) Vx,y,ze Vigin x+ (y +7)= (x+ y)+ zdir. (Birlesme ozelligi)
G3) Vxe Vigin x+0=0+x = xe V olacak sekilde bir tek O V vardir.
G4) Vxe Vigin x+ (— x) = (= x)+ x = 0 olacak sekilde bir tek — x € V vardir.
G5)Vx,yeV igin x+ y = y+ x dir. (Degisme 6zelligi)
B) x,yeV ve a, f € K olmak iizere asagidaki sartlar saglanir.
Ll) @ xe V dir.
L2) a(x+y)=a x+ay dir.
L3) (o + B)x = ax + By dir.
L4) (aff)x = a(Bx)dir.

L5) Vxe Vigin 1.V =V olacak sekilde 1€ K vardir. Burada 1, K cisminin

birim elemanidir.

K = IR olmasi halinde V' ye reel, K = C olmasi halinde V ye kompleks lineer uzay
denir. (Naimark,1968).

Tanim 2.2: Lineer uzaylarda tanimli doniisiimlere operator denir.

Tanmm 2.3: X, K cismi iizerinde bir lineer (vektor) uzay olsun.

|.II: X > IR,  x— |4 2.1
dontisimii Vx,ye X ve Vae K igin

ND) [f|=0ex=0 (2.2)

N2) [le| = |



N3) [+ 3 <[] +[y]

) ikilisine

ozelliklerini sagliyorsa bu doniisiime X iizerinde bir norm denir ve (X ,

de bir normlu lineer (vektor) uzay denir. (Naimark, 1968).

Tanmm 2.4 : X ve Y aym bir K cismi iizerinde tanimlanmis iki lineer uzay olsun.

A: X — Y operatorii (doniisiimii)
DA(x+y) = A(x) + A(y)
Al x)=a A(x), acK (2.3)

kosullarni sagliyorsa A ya lineer operatdr (doniisiim) denir. Lineer doniisiime ayni
zamanda homomorfizm de denir. A: X — Y doniisiimii (operatorii) 1-1 orten ise
lineer izomorfizm denir. X e A operatoriiniin tamim kiimesi denir ve D(A) ile
gosterilir. Y ye A operatoriiniin deger kiimesi denir ve Im(A) veya R(A) ile gosterilir.

(Naimark, 1968).
Tanmm 2.5: K = IR veya K = C olmak iizere X bir vektor uzay1 (lineer uzay) olsun.
(,.): XxX > K (2.4)

doniisiimii asagidaki dzellikleri saglar ise (.,.) ye X iizerinde bir i¢ ¢arpim, (X,(..))

ikilisine de i¢ carpim uzay1 (veya Oon Hilbert uzay1) denir.

)Vxe X icin (x,x)>0 ve (x,x)=0(=)x =0

i) Vx,ye X icin (x,y) = (y,x)

iii) Vx,ye X ve a¢e K icin (ax, y) = a(x,y)

iv)Vx,y,ze X icin (x+y,2) =(x,2) + (¥, 2) (2.5)
Tanmm 2.6 : (X,(.,.)) bir i¢ carpim uzay1 ve xe X olsun. x vektdriiniin normu
| = (x, 02 (2.6)

olarak tanimlanir. Bu norma gore (X,(.,.)) i¢ carpim uzayi bir normlu vektdr uzay

olur. (Naimark, 1968) .



Tamm 2.7 : Bir (X,(.,.)) i¢ carpim uzay1 ||x|| = (x,x)">normuna gore tam ise, yani

(X,(.,.))icindeki her Cauchy dizisi yakinsak ise, bu i¢ ¢arpim uzayia Hilbert uzayi
denir. (Naimark, 1968).

Tanmm 2.8 : K = IR veya K=C olmak iizere X, K iizerinde bir vektdr uzay1 olsun
[ X—>K

operatoriine fonksiyonel denir. Eger f lineer ise f ye lineer fonksiyonel denir. Lineer

fonksiyoneller, sinirli ise yani,
|f ()] < ]+ (2.7)

olacak sekilde ¢ >0 reel sayis1 varsa f ye sinirh lineer fonksiyonel denir.(Naimark,

1968).

Tamm 2.9 : H Hilbert uzayinda tanimlanan bir lineer A operatorii i¢in her xe H

olmak iizere
a4 <l 29

olacak sekilde bir ¢ 20 sayis1 varsa A ya sinirli operatdr denir. Bu ¢ sayilarinin en

kiigiigiine A sinirli operatoriiniin normu denir ve ||A|| ile gosterilir.

4] = supfa] = sup 11 9

N ko [l
esitligi yardimi ile norm hesaplanabilir. (Naimark, 1968).

Teorem 2.10 : Sinirlt her lineer A operatorii siireklidir. (Naimark,1968).

Tanmm 2.11 : H Hilbert uzay1 ise ve A, H de bir lineer operator olmak iizere A nin
tanim kiimesi D(A), H kompleks Hilbert uzayinda yogun, yani D(A)=H olsun.
/.8 € D(A) iin

(Af,&)=(f,A"g) (2.10)

esitligini saglayan A’ operatoriine A nin adjoint (es) operatorii denir. Bu esitligi

saglayan ge H vektorler kiimesine A™ 1n tamm kiimesi denir ve D(A") ile



gosterilir. H iizerinde doniisiim yapan bir A operatdrii icin eger A =A ise A ya

selfadjoint (kendine es) operator denir. (Naimark,1968).

Tamm 2.12 A: H — H olmak iizere her xe H i¢in (Ax,x) 20 ise A ya pozitif

operator denir. (Naimark,1968).

Tanmm 2.13 : Tanim kiimesi D(A) olan bir A operatorii icin f, g€ D(A) olmak

lzere
(Af.8)=(f.Ag) 2.11)
esitligi saglanirsa A operatoriine Hermityen operator denir. (Naimark,1968).

Tanmm 2.14 : A:D(A) —> H lineer bir operator ve D(A)=H (yani D(A),H de

yogun ) olmak iizere her f, g€ D(A) igin,

(Af,8)=(f,Ag) (2.12)

ise, yani Ac A ise A ya simetrik operatdr denir. Adjoint operator kapali oldugundan
AcCA” bagmtist simetrik A operatdrniin kapanabilir oldugunu ifade eder.

(Naimark,1968).
Tanmm 2.15 : D(U), U:H — H operatoriiniin tanim kiimesi olmak {izere her
x,ye DU) i¢in

Ux,Uy) =(x,y) (2.13)
ise U ya izometrik operator denir. (Naimark,1968).

Tanmm 2.16 : Bir U izometrik operatdriiniin tanim ve deger kiimesi H Hilbert uzay1
ise U ya iiniter operator denir. H iizerinde, U tersi alinabilir bir operatér olmak
lizere U =U"' veya UU=UU=I ise U ya ortogonal veya iiniter operator

denir.(Naimark, 1968).

Tanmm 2.17 : A: H — H lineer operatoril i¢in f € D(A)olmak iizere ;lf =Af ve

D(Z) D D(A) ise A operatOriine A operatoriiniin genislemesi denir. A ya ise A

operatoriiniin kisitlamasi denir. (Naimark, 1968).



Sonug 2.18 : Bir A operatoriiniin maksimal simetrik olmasi icin gerekli ve yeterli
kosul A operatoriiniin  diger simetrik genislemelerinin  bulunamamasidir.

(Naimark,1968).

Her selfadjoint (kendine es) A operatorii maksimal simetrik operatoriidiir. Tersi
dogru degildir.

Tamm 2.19 : A: H — H bir simetrik operator ve A keyfi bir kompleks say1 olmak
lizere R, ve R, swastyla, (A— Al)ve (A- Al ) operatorlerinin deger kiimesi olmak

uzere,

N,=HOR, veN,=HOR, (2.14)
uzaylarina A operatoriiniin defekt uzaylar1 denir. (Naimark, 1968).
Tanmm 2.21 : In4> 0 icin m=dim N, ve n=dimN 5 olmak iizere (m,n) ikilisine
A operatoriiniin indis defekti ad1 verilir. (Naimark, 1968).

Sonug¢ 2.22 : Bir kapali simetrik operatoriiniin kendine es (self-adjoint) olmasi igin

gerek ve yeter kosul bu operatoriin indis defektinin (0,0) olmasidir. (Naimark, 1968).

Tamm 2.23 : A:H — H lineer operatoriiniin D(A) tanim kiimesi H Hilbert

uzaymda yogun olmak iizere her f € D(A) icin

Im(Af,f)=0 (2.15)
ise, A operatoriine disipatif operator denir. Her f € D(A) igin

Im(Af, f)<0 (2.16)
ise, A operatoriine akretif operator denir. (Kuzhel,1996).

Tanmm 2.24 : Bir disipatif operatoriin diger disipatif genislemeleri yoksa maksimal

disipatif adini alir. (Kuzhel,1996).

Teorem 2.25 : Her disipatif operator maksimal bir disipatif genislemeye sahiptir.

(Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991) .

Tanmm 2.26 : B, H Hilbert uzayinda sinirl bir lineer operatér ve A, Kc H da bir

lineer operator olsun.

P:H—K



bir izdiisiim operatorii olmak {izere, her n e IN i¢in

A" =PB" |, (2.17)
ise B ye A nin dilatasyonu denir. Bu ifade asagidaki ifadelere esdegerdir.

i) Her x,ye K ve herne IN icin

(a"x.y)=(B"x.y)
dir.

i) (A-21)" =PB-21)" |, (2.18)
dir. (Kuzhel, 1996).
Tanmm 2.27 : Terimleri reel veya kompleks sayilar olmak iizere

ixnz<°°’ iynz<°° (2.19)

n=1 n=1

seklindeki f ={x, }'1” ve g=1{y, }'1” dizilerinin uzay1 ¢* ile gosterilir. Buradaki

X,,X,,X,,... sayllarma f vektoriiniin bilesenleri denir. ¢* uzayimdaki i¢ carpim

fr0)=3x7, (2.20)

n=1
seklinde tanimlanir. (Akhiezer ve Glazman,1963).
Tanmm 2.28 : Asagdaki ozellikleri saglayan {U (t):te IR} Ut):H—>H
operatorler ailesine {initer operatorler grubu ad1 verilir.

1) U(0)=I, (I birim operator)

ii) Her t,s€ IR icin U(t+5) =U(¢).U(s) (2.21)
(Weidmann, 1980).

Teorem 2.29 : H Hilbert uzayinda kendine es A operatoriiniin spektral ailesi E(A)

olsun. A operatori igin

IRXIR > (A,1) = ¢ € C olmak iizere,



IR>t > U(t) = j e dE(Q) = ™ (2.22)

IR
seklinde ifade edilen U(¢r) {iiniter operatorler grubu olusturulur. (Lax and

Philips,1967).

Teorem 2.30 : {U(t):t< IR}, H Hilbert uzaymnda giiclii siirekli iiniter grup olsun.
Her 7€ IR icin

U, =U@)=e™ (2.23)

tiniter grubu ile, H da kendine es A operatorii birebir olarak belirlenir. A operatoriine

U(t) grubunun iireteci adi verilir. (Weidmann,1980).

Tanmm 2.31 : V:H — H {initer operatér olmak {izere, A=VAV" ise A ve A

operatoriine iiniter esdegerdir denir. (Weidmann,1980).
Tanmm 2.32 : H Hilbert uzayinda A lineer bir operator olsun. Eger ||A|| <lise A ya
H da biizen bir operator denir. (Naimark, 1968).

Tanmm 2.33 : A, H Hilbert uzayinda bir operator ve K, H nin alt uzay1 olsun. Her

xe K icin, Axe K ise K ya invaryant alt uzay denir.

U, =e™ diniter grubu yardimiyla Z; yarigrubu olusturulabilir. (Nagy ve Foias,1970).

t

Teorem 2.34 : U, grubunun K invaryant alt uzay1 iizerine kisitlamasi ile elde edilen

Z, operatorler ailesi

B= tlirg(it)‘l {z -1} (2.24)

disipatif iiretecine sahip, gii¢lii siirekli, tamamen {iiniter olmayan bir yar1 gruptur ve
t=01i¢in

Z,=RU, |, (2.25)

seklinde ifade edilir. Burada Pk, K uzayi iizerinde bir dik izdiisiim operatoriidiir.

(Pavlov,1996).
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Tanmm 2.35 : Kendine es olmayan A: H — H operatdrii, sifir olmayan hi¢ bir alt

uzayda kendine es operator iiretmiyorsa, basit (simple) olarak adlandirilir.

(Kuzhel, 1996).

Teorem 2.36: : Kendine es ve kompakt olan A: H — H operatoriiniin 6zvektorleri,

H Hilbert uzayinda ortonormal baz olusur. (Naimark,1968).

Tanmm 2.37 : Her simirh kilmeyi kompakt kiimeye doniistiiren operatdre kompakt

operator denir. (Naimark, 1968) .

Tanim 2.38 : Kompleks diizlemde D = {/1 A < 1} agik disk olsun.

1 2r Y p
O o (L T

sup| f (1) L p=o
4eD

(2.26)

sonlu normu ile ifade edilen, D iizerindeki holomorfik f fonksiyonlarimin sinifina

H"(0 < P <o) Hardy simfi adi verilir. (Lax ve Philips, 1967).

Teorem 2.39 (Paley-Wiener) : f bir holomorfik fonksiyon ve

sup $J|f(x+iy]2dx=c<oo (2.27)

0<y<eo

olsun. Bu durumda, z iist yar1 diizlemde bir nokta olmak {lizere, bir Fe L, (0,oo)

mevcuttur dyle ki
F2)=[Fe“dr (2.28)
0

veE

oo

F)dt=c (2.29)
JIF@)

0

dir. (Lax ve Phillips, 1967).
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Tanimm 2.40 : (a,b) aralifinda tanimli f fonksiyonunun (k-/) nci mertebeden tiirevi
mutlak siirekli olan ve f. f', f", ..., f* € L,[a,b] kosulunu saglayan fonksiyonlar
uzayina Sobolev uzayi denir ve W' (a,b) ile gosterilir.

Tanmm 2.41 : H; ve H, Hilbert uzaylan olsun. A, H; uzayinda ve S, H, uzayinda iki

operator olmak iizere A operatorii, S operatoriine tiniter esdeger ise S operatoriine A

operatoriiniin model operatorii denir.
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3. SINIR KOSULLARINDA SPEKTRAL PARAMETRE BULUNDURAN
JAKOBI MATRIiSi iLE OLUSTURULAN FARK OPERATORLERININ
SPEKTRAL ANALIZi

Bu boliimde sonsuz Jakobi matrisi ile olusturulan ve spektral parametrenin araligin
sag uc¢ noktasinda verilmesi durumunda ortaya konulan sinir deger problemine uygun
olarak tanimlanan 6zel Hilbert uzayinda sinir deger problemi ile aym1 6zdegerlere
sahip lineer disipatif operator olusturulmustur. Daha sonra ise bu operatoriin spektral

ozellikleri incelenmistir.

Elde edilen bu disipatif operatoriin kendine es dilatasyonu kurulmustur. Kendine es
operatoriin sagilma teorisi uygulanarak disipatif operatoriin karakteristik fonksiyonu
bulunmustur. Bu fonksiyonun ozellikleri incelenerek disipatif operatoriin ve sinir

deger probleminin tamlik teoremleri ispatlanmigtir.
3.1.Simetrik Fark Operatoriiniin Ozellikleri ve Simir Deger Problemi

a, #0ve Ima, =Imb, =0 (ne IN ={0,1,2,...}) olmak iizere sonsuz bir Jakobi

matrisi
by a, 0 0 0 |
a, b a 0 0
7= 0 a b, a, O

seklinde tanimlanir.

Yo» Vi Ys... kompleks sayilarindan olusan her y = {y, } (ne IN) dizisi i¢in

bilesenleri (/y), olan /ly dizisi w, >0 (ne€ IN) olmak iizere

1 1
(EY)O = _(Jy)o =—(byy, +ayy),
w w

o o

1 1
(fy)n :=_(Jy)n =_(an—1yn—1 +bnyn +anyn+1 )’ n 21

n n
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biciminde tanimlanir.

Keyfi y = {yn} ve zZ= {Zn} (ne IN) dizileri igin y ile z nin Wronskiyenleri

W, (y,2)= {y,z} =a,(y,2,0 = Yuuz,) (nelIN) (3.1.1)

biciminde tanimlanir.

Tanmm 3.1.1: Her ne IN igin

i {Wj(fy)jzf' WY, (fz)j}: _[y,Z]” (3.1.2)
j=0

esitligine Green formiilii denir.

Jakobi matrisinden operatore gecmek icin,

(y,2)= i W, Y, Z,

n=0

? <o olacak sekilde biitiin kompleks degerli

i¢ carpimint saglayan z w, |y,
n=0

y={y,} dizilerinden olusan /2 (IN) (w= {wn }) Hilbert uzaym kuralim.
lye sz(lN ) kosulunu saglayan (Wz(IN ) uzayimdaki y:{y”}(ne IN) dizilerinin
kiimesini D ile gosterelim. D lizerinde Ly =/y esitligini saglayan maksimal L

operatoriinii tanimlayalim. Her y,ze€ Digin [y,z]m zlim[y,z]n limitinin varhig1 ve

sonlu oldugu (3.1.2) formiiliinden elde edilir. Bundan dolay: (3.1.2)de n — co icin

limit alinirsa

(Ly,z)—(y.Lz)=]y.z]. (3.1.3)
elde eldir.
EWZ(IN ) uzaymda bilesenlerinin sonlu sayidasi sifirdan farkli olan vektorlerin
olusturdugu lineer D, kiimesini diisiinelim. D, kiimesinde L operatdriiniin

kisitlamasim L' ile gosterelim. L' operatoriiniin simetrik oldugu (3.1.3) den
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goriilir. L' operatoriiniin kapanmisimt L, ile gosterelim. D,, L, operatdriiniin tanim

bolgesi olup
Vze Digin [y,z]. =0 (3.1.4)
kosulunu saglayan ye D vektorlerini igerir. L kapali simetrik operatdr olup, onun

indis defekti (0,0) veya (1,1)’dir. Bunun disinda L= La* dir.

L, ve L operatorlerine sirastyla minimal ve maksimal operatorler denir. (0,0) indis

defekti icin L operatorii kendine es operatordiir. Yani L *= L = Ldir.

a, ,y,,+b,y, +a,y,., =Aw,y, (n=12,.) (3.1.5)
denkleminin
Aw —b 1
P(2)=1, Pl(/l)=f, 0,(2)=0, Ql(/l)=a— (3.1.6)

baslangi¢ kosullarini saglayan coziimleri P(A)=1{r, (1)} ve
0(1)=1{0,(2)} (neIN) olsun. Burada P,(1) fonksiyonuna n ci dereceden

birinci tiirden bir polinom ve Q, (1) fonksiyonuna da n—1ci dereceden ikinci tiirden

bir polinom denir.

P(A)=a,A"+a

n

A"+ +adta,

n-1

0,(A)=b, A" +b, A+ .. +bA+b,
P(2), (Jy), = Aw,y, denkleminin bir ¢oziimidir. n>1 i¢in (JQ), =Aw,Q, dir,

fakat (JQ),=b,0, +a,0, =b,0+a, o ix0=2 Q, oldugundan dolayr Q(A )bir
a

¢Oziim degildir.
ne IN igin (Jy)n =Aw,y, denklemi y, =0 smr kosulu altinda (3.1.5)

denklemine esdegerdir. (3.1.5) denkleminin vy :{yn} ve z Z{Z”} ¢oziimlerinin

Wronskiyeni

“/n (y’ Z):: an (ynZlH—l - yn+lzn): [y7 Z]n > (n € IN)
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seklinde tanimlanir. (3.1.5)denkleminin ¢oziimlerinin Wronskiyeni n ye bagh
degildir ve bu denklemin ¢oziimlerinin lineer bagimsiz olmasi icin gerek ve yeter
kosul bu ¢oziimlerin Wronskiyenin sifirdan farkli olmasidir. (3.1.6) kosulundan

= ao[li——/iwo b OJ =1

a a

P() Q()

W, (P,Q)=a, P o

elde edilir ve Wronskiyenin degismezliginden W, (P,0)=1 (ne IN)oldugu c¢ikarilir.

Sonu¢ olarak P(A1) ve Q(1) cozimleri (3.1.5)denkleminin bir temel ¢oziim

sistemini olusturur.

Kabul edelim ki L, simetrik operatoriiniin indis defekti (11) olsun ve fy ifadesi icin

de Weyl limit cember durumu saglansin. (Stone, 1932; Welstead, 1982; Berezanskij,
1965; Shi and Chen, 2004).

L, operatoriiniin indis defektinin (1,1) olmasindan dolayi, her A€ Cigin P(ﬂ) ve

0(4 ) coziimleri ¢2 (IN) uzayina aittir.

b
uy =1 u, =—=2, v, =0, v, _ L (3.1.7)

dy dy
baslangi¢ kosullarim saglayan A = Oiken (3.1.5) denkleminin ¢oziimleri u = {u,} ve

v={v, } olacak sekilde u = P(0) ve v=0(0) olsun. Dolayisiyla u, ve / i (IN) dir.

Buna ek olarak u,v € D ve

(Ju), =0, (ne IN), (Jv), =1, (Jv), =0, n=>1 (3.1.8)
dir.
Lemma 3.1.2. Keyfi y={y}eD ve =z={z}eD vektorleri icin
[y,z]n = [y,u]n [E,V]n —[y,v]n[g,u]n ,(ne IN U{e}) (3.1.9)
dir.

ispat: (3.1.1) den ve [u,v], =1 oldugundan
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[y.ul, (201, = [yv], [z,

=a, (ynun+l —U Yun )an (Z”vn+l —V, Zn+l )_ a, (ynvn+l Vo Vun )an (Z"un-H —U, ZTn+l )

— 2 o o -
=a, (ynun-H LoV T YUy Vy Tl —UL Y TV g + Uy Y1 Vy Zntl

= YV nll + YVl Tn+l + Vi Yu ol =V, Yty Z’H'l)

— 2 o o -

=a, (ynvn-Hun Tnl = Y UV, Tntl + VaYpu Znlhyy —U, Y0 Z”vn-*—l)
_ 2 o2

=Y, Znna, (vn+lun — VU, )+ Ypn Znay, (vnun+l - unvn+l)

= an (ynz”"'l - yn+lz” )an (Vn+lun - vnMrH—l )
=[y.z],lu.v], =[y.2], (ne IN Ui}
bulunur.

Teorem 3.1.3: L operatdriiniin tanim bolgesi olan D,

[y.ul. =[y.v]. =0 (3.1.10)
sinir kosullarini saglayan y e D vektorlerinden olusmaktadir.

Ispat: (3.1.4) kosulunu saglayan ye D vektorlerinin kiimesi ile I, operatoriiniin

tanim bolgesi cakisir. Lemma 3.1.2 den dolayi (3.1.4) ifadesi

[yl o] -yl [z.u] =0 G.1.11)

ifadesine denktir. [v,z]m ve [u,z]m (ze D) keyfi sayilar olabildiginden dolayr her
ze Digin (3.1.11) esitliginin saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul (3.1.10)

esitliklerinin saglanabilmesi ile miimkiindiir. Béylece teorem ispatlanir.
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1 1
(fy)o :=_(Jy)0 =_(baya +aayl)
w w

o o

1 1
(Ey)n = (Jy)n = (an—l yn—l + bn yn + an yn+1 )’ n 2 1
w w

fark ifadesi i¢in asagidaki sinir deger problemini diisiinelim.

(Ey)n:ﬂyn’ yED’ I’lZl,
y, +hy_ =0, Imh >0,
a [y —aly.ul, =2 (e [y.v] —ayu]. )

Burada A spektral parametre, &,,,,;,a, € IR ve

‘ =a/a,—a,a, >0

dir. Asagidaki kabulleri yapalim.
M. () =aolyv] —aly.ul.,
M.(y)=aly.v] —asly.ul.,
Ny (3):= .,
NY(3) = vy,
N7 ()= [yl
Ny ()= [y.ul.,
M, ()= N;(3)+hN{ ().

Lemma 3.1.4:

Keyfi y,zeDigin M_(z2)=M _(2), M. (2)=M_(2),

N(z)=N{(z),N%(z) = N°(z) olmak iizere

) 1
i) [y.z]. =;[Mm(y>M;<z>—M;(y>Mm(z>

(3.1.12)

(3.1.13)
(3.1.14)

(3.1.15)

(3.1.16)
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i) [y,z], = N} (3).N3(2) = N/ (2).N3 (y) (.1.17)

dir.

Ispat: i) Yukarida yaptigimiz kabullerden

é[]\/[m(y)M;(Z) —M;(y)Mm(Z)]

1

L abol —abal )L -afl.)
~lelyr] - el Yo [zo) ~anlzal )
=Ll (vl ). -l [0

~aa (v [furl. = [l [20])

B é[(a{az ~aay NlyvL [zl - [yl zo))]

oldugu goriiliir. Lemma 3.1.2 den dolay1

l 1 1 VAN
p M. M@= MM @) =[v.z].
elde edilir. Benzer sekilde

iy [y.z], =" o=

0 0

= N°(y)N(2)- N2 (Z)NY(y)

olarak elde edilir.
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3.2 Verilmis Stmr Deger Probleminin Hilbert Uzayinda Urettigi Lineer Operator

f(l)

fYe 2(IN), f? e Colmak iizere f = (f(z)

j seklinde iki bilesenli elemanlarin

lineer uzaym H = (2, (IN)® C seklinde gosterelim.

a o
Eger a: =| ! olmak iizere & > 0 kabul edilirse
o, o
# f(l) A g(l) a ) ) 0)
F="0l- 8= o€l f7=() g =(&, ) (nelIN)
f g
olmak iizere
PR TR S Y1) B RS Q) WS 2.1
f’g _an gn W”+O,’f g (3' . )
n=0

formiilii H lineer uzayinda bir i¢ carpim tanimlar. Bu i¢ ¢arpima gore H lineer uzay1
bir Hilbert uzay1 olur. Dolayisiyla verilmig sinir deger problemine uygun Hilbert

uzay1 tamimlanmis olur.
Verilen sinir deger problemine uygun
A :H—>H

operatorunii

(3.2.2)
A _ ~ " _ E(f(l))
A, f=T(f)= (M (3.2.3)

esitlikleri ile tanimlayalim.
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Lemma 3.2.1: H =/ (IN)®C Hilbert uzaymnda (3.2.2) ve (3.2.3) esitlikleri ile

tamimh A, operatorii igcin

(Ah},gj (f A, j (10, g0, - [0, 0]
+%[Mm(f‘”)M;(g(”)—M;(f(l))Mm )

(3.2.4)
esitligi saglanir.

Ispat: (3.1.12) ve (3.2.1) den

nh S 1 1 1
(Ahf,gj ‘:ZW—(%—I Osp fVhg £ )Wy 4= M (MM (g™

1) 1 1)
_a1f1go +bf0 ( +aof1 go +aofo ()+bf1 +alf2 1(

_ _ _ 1 —
+...+aN_1fA(,l_)1gl(l) +beA(,l)g,(\}) +aNfA(,1+)lg,(J) +EMM (M (g™

bulunur. Diger taraftan,

A A N1 _ 1
(f’Ah g) F= Z W ( n— lgl(zl)l +bllgl(11) +angn+l )f )W +— M (f )M (g(l))
N

n=0

1
(a,,2 +b,3" +a, g,,+1)f“)+ M'(FM_(g)

Mz

3
Il
(=}

1
(an_lf,f“gz“l+bnf<”g,i“+af“)gm)+ M (fMM_(g)

M=

=
Il
(=]
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=a fOF9 +b,fOF0 +a, fOFO +a, fOFL +
OF0 DZ0
bf g +alf g
D= @M=D D= 1 M (1) M (0
+otay [y 8ha by 8y tanSy & +Z¥ (" IM_(g
olur. Buradan da
P g ) M=) 0 M = M=)
(Ahf’g) _(f’Ahg) =a_j_, 8y —a_jy Ctayfvia8y —anfy &
N N

+1M LM (g™ - M FMM_(g™)

=) (1)—(1) 1) =@ 1 =)
=a_(f'8 —Jo ) —a ( N 8Nns1 T fN+lgN)

= ML(F M (g~ M (F M (g

=[rog@ ] =lrg ]+ MM = M (M (e
bulunur. Burada limite gegilirse N — oo igin

(A F)= (.4, 9)

SR I RN S VRV e TR TR PR

bulunur.

Teorem 3.2.2. : A, operatdrii H uzayinda disipatiftir.

Ispat: $=(3 }e D(A,)ve D(A,) =H igin (3.2.4) esitliginden
(4,9.9)-(5.4,3)
[yl -bosyeL +$[Mw(y“) W)z (5 (5O

bulunur. (3.1.16) dan dolay1
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(4,9,9)-(3.4,9) =0y, y"1,

olur. (3.1.17) den de
(4,5.9)-(5.4,9) =N GONIG) =N OTINI D)

elde edilir ve M (y) =0 ise Nj(y")=-hN;(y")olacagindan
(A,5.9)=(3.4,5)= N (3 O)=AN (3 )+ NN (v )
= (-nlve e ™)
=(h-n)Ne o

=2iImh|N? (y ")
bulunur. Buradan da
NS ONG
Im (4,9, 3)=Tmh|N}(y") 20 (Imh>0)

olur. Yani A, operatorii H de disipatiftir.

3.3 Hilbert Uzayinda Smir Deger Probleminin Urettigi A, Operatoriiniin
Ozdegerleri ve Ozvektorleri

Her A€ C igin (3.1.13) denkleminin

N (p(A)=90,(2)=-1, (3.3.1)

N (A )=, - A | (3.3.2)
Ny (02 )=a,- 2oy

kosullarimi saglayan c¢oziimleri ¢(4)ve x(4) olsun. (3.1.17) den -1 noktasindaki

Wronskiyeni olan A_, (1) i¢in
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A (4)=[x(2).0(2)], ={¢(2). x(2)],

= =N (@QIN; () + NP (2 (AN 3 (9(2))
= N (r(A)+ N} ((4))

=M, (7(2)

dir. (3.1.16) den sonsuzdaki Wronskiyeni olan A_ (A1) i¢in

olur. Buradan da @ nin tanimina gore
A1) == [ N7 (0(2) )= ens (NN (W) s (W)
~ (a7 (0(a)- N (et N (2) - s (2(2) ]
=~ eV (GRINT (02) -5 ()7 (0(2)
- &, N5 (AN} (A2)+ Vs (N (A2)

—a,aN; (ANT (2(A)+ oo, Ny (9(A)N7 (7(2))
+ a0, NT (WADN] (2(2)+ anai N5 (p(A)N5 (2(2)) ]

==t ~ s vy (AIN: () V5 (ADNT ()]

=~ [ alvr (X + 20)- N (o)A Nar, + e )

=Ny (p(4)) - o, N7 (¢(2)) + Ao N} (9(4)) - A, N (9(4))
=Ny (9(4)) - o, N7 (9(A) + A ( N7 (9(2)) - N5 (9(2)) )
=M_.(¢(2)+ A M (p(2)

olarak hesaplanir.
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Lemma 3.3.1: (3.1.13) — (3.1.15) sinir deger probleminin 6zdegerleri ancak ve ancak

A(/l) nin sifir yerlerinden ibarettir.

(A(4)=a,(1)=4.(2)

ispat: 4 ,A_ (1) ni bir sifir1 oldugunu kabul edelim. Oyleyse

A (/10 ) =9, (/10 )Zo (20)— ?, (/10 )Z_l (/10 ) =0 (3.3.3)
dir. n=-1 icin A_ (1), ¢(/l . ) ve y(A4,) vektorlerinin Wronskiyeni oldugundan

(3.3.3) geregi ¢(1 ,)ve ¥(1,) ¢oziimleri lineer bagimli olur. Yani

#(A,)=kx(2,) (3.3.4)
olacak sekilde k # 0 sabit sayist bulunur. (3.3.1) geregi ¢ (4 ,), (3.1.13)—(3.1.15)
sinir deger probleminin A = A, i¢in bir ¢6ziimii olur. Yani A =4  bir 6zdegerdir.
Simdi bunun tersinin de dogru oldugunu gosterelim. Yani A=A4, 06zdeger ise
A_(1,)=0 ve A_(4,)=0 oldugunu gosterelim. A=A, dzdeger i¢in A_(1,)#0 ve
A_(1,)#0 oldugunu kabul edelim. A_(1,)#0 ve A_(1,)#0 ise ¢(1,) ve

X, (/10) vektorleri lineer bagimsiz olur. Buna gore (3.1.13) denkleminin genel

¢Oziimiinii
YAy) =c,(A0)p(4o)+ e, 2(2,)
seklinde yazabiliriz. (3.1.14) sinir kosulu geregi
Yo t+hy_, =0
esitligi saglanir. Buradan (3.1.14) kosulu dikkate alinirsa

G (¢0 (/10)"‘ he., (/10))"‘ G (Zo(’%)"‘ hx., (/10)) =0

esitligi elde edilir. Bu esitlikte ¢(1,) c¢oziim vektoriiniin (3.1.14) simr kosulunu

sagladigi goz Oniine alinirsa

¢ (Zo(/io)"'h;t’q (/10)): c,A (/10)2 0
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bulunur. Kabuliimiiz geregi A_ (4,)# 0 oldugundan ¢, = 0 olur. (3.1.14) kosulundan

ve ¢, =0 olmasindan
e {o(2o)v). (@ -2 @)~ [p(4,.u)]. (@, - 20 )}
=cA_(4,)=0
dir. Kabul geregi Am(ﬂo)i 0 oldugundan ¢, =0 olur. ¢, =0 ve ¢, =0 oldugundan

sonug olarak y(ﬂo):O olur. Bu A, m 6zdeger olmasi ile ¢elisir. Boylece ispat

tamamlanir.

A_ (A1) ve A_(1 ) fonksiyonlarinin sifirlarim A, (n = 0,1,...)seklinde gosterirsek

2= a0

vektorleri A, ¥, =4 ,%, esitligini saglar. Yani J ler A, operatoriiniin

ozvektorleridir.

Tanimm 3.3.2: Eger 4 , 6zdegerine karsilik gelen y,, y,,y,,...,y, vektorler sistemi

n

f(y0)=/l 0Yo>
Mm(yo)_ﬂ“ OM;(yO)=0,

Mo()’o)=0v

M,(y,)=0, s=12,...,n (3.3.5)

sartlarimi sagliyorsa y,,y,,Y,,...,y, vektorler sistemine (3.1.13) — (3.1.15) siur deger

probleminin 6z ve birlestirilmis (asosye) vektorler zinciri denir.
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Lemma 3.3.3: (3.1.13) — (3.1.15) siir probleminin 6zdegerleri ve A, disipatif

operatoriiniin 6zdegerleri ¢akisir.

Bunun diginda (3.1.13) — (3.1.15) smur deger probleminin A, 6zdegerine karsilik
gelen her bir y,,y,,y,,....,y, Ozvektorler ve birlestirilmis vektorler zinciri, A,
disipatif operatoriiniin ayn1 A, dzdegerine karsilik gelen y,,3,,9,,...,y, 0zvektorler
ve birlestirilmis vektorler zincirine karsilik gelir. Bu durumda

~ Vi
Vo= . , k=0,1,2,....,n (3.3.6)
¢ (Mw(yk)j

formiilii gecerlidir.
Ispat: Eger Yo € D(A,) ve A, 5, = 4,5, ise L(y)y =4y,

M_(y,)—AM.(y,)=0, M,(y,)=0esitlikleri saglanir. Yani (3.1.13) — (3.1.15)
sinir deger probleminin 6zvektorii yo dir. Tersine olarak eger (3.3.5.) sartlar

Yo

, j: yo€ D(A,) ve A, 3,=473, dir. Yani 3., A,
M_(y,)

saglanirsa buradan (

operatoriiniin 6zvektoriidiir. Ayrica, eger, A operatoriiniin A, 6zdegerine karsilik
gelen 3,,3,.5,.....y, Ozvektorler ve birlestirilmis vektorler zinciri ise buradan
y.€D(4,) (k=012,.,n) ve A, 3,=43,, AV, =4V, +I,,, s=12,...n
sartlar1 ile birlikte (3.3.5) esitliklerini elde ederiz. Burada yg,y;yz...,y, ler
Vos Vyseesy, vektorlerinin birinci bilesenleridir. Tersine, (3.1.13) — (3.1.15)

Yk

D(A), k=
M:o(yk)jE (4)

problemine karsilik gelen yg,y.,y2,...,y, vektorleri icin ¥, :[

0,1,2,..... n ve A, 3,,=43,, Ay, =4y, +y,, s =12, ..., n elde ederiz.

Boylece lemma 3.3.3 ispatlanmus olur.
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3.4. Disipatif Durumunda A; Operatoriiniin Kendine Es Dilatasyonu ve

Karakteristik Fonksiyonu
Disipatif A; operatoriiniin kendine es dilatasyonunu kurmak i¢in H = sz(IN )(—D C
uzayma giren D_=I[*(—,0) ve ¢ikan D, =1°(0,00) alt uzaylarmi ekleyelim ve

H :Lz(— 0,0)® H @Lz(O,oo) ortogonal toplamini olusturalim. Bu uzaya “Esas

Hilbert dilatasyon uzayr” denir. 3 nin elemanlarint w=< ¢ ,y,¢, > # seklinde

yazalm ve @ €W, (—,0) ve @, e W,(0,00), 3

M
(y(z)Je H dir. W, Sobolev
Yy

uzayidir. # uzayinda we D(Lh) elemanlarinin iizerinde
Yo +hy_ =ya_Bp_(0),
Yo thy=\a,fp.(0),

yP =MLy (3.4.1)

ve B°:=2Imh, B >0 simr kosullarini saglayan
. Ao ~ .\ .de,
£ 5.0, =52 (). (3.4.2)
de de

diferensiyel ifadesi ile olusturulan £, operatoriinii g6z oniine alalim.
Teorem 3.4.1: £, operatorii # uzayinda kendine es operatordiir.

Ispat: Once £, operatoriiniin simetrik oldugunu ispatlayalim. f,ge D(L,) icin
f =<9 _,y,9,.)ve g=(w_,Z,y, ) olsun. Bu durumda
(,f.8), = (f.L,8), = (Lo 500w 20.))

- (<¢—’ 5)’¢+>’L<W—’ 2’ ')”+>)
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do. ~..\ .do N
= _,E > - > —2 % +
((z " (y)zd8><w zw>j

_(<¢—’y’¢+>v<i d

d ~on LAy,
o T
£ de

bulunur. Buradan da A uzayinin bilesenlerine gecerek

0 I
- J‘(i%,l//_jd€+(?(§),2)ﬂ + g(z dq: ,://Jdg

? dy_ TN T .dy,
—_L((/’_,l dy; jdg—(y, (2), —{)((/h,l i jde
0 - )
= Lipyde+(i(5).2), + | gi.ae
0 - o0
~Liy'gde-(5.7(), - [iy.p.de
elde edilir. (3.2.4), (3.1.16) ve kism{ integrasyondan

(th,g)ﬁ _(f,th)ﬁ _ [y(n,zm]_l —[y‘”,z‘”L

e b OB )bz o ()
+ig_(0)7 (0)-ip, (0)7, (0)

[ TR — ———
R R RN vy WA ey

i T e _ e
R Ya Dz + hy0z8) + 2 + mhy 2 = vz =yl 2 - iy 2]

=[y0,z0], + # [ = 1)y 020 = (h = n)yWz0]

=[y0,20], + ﬁ%[(f7 —hfy0, 2] ]

=[y(1),z(l)]_1—[y(l),Z(l)]_l =0
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olur. Yani ([,h /s g)y{ —(f ,L, g)y{ = 0 oldugundan £, simetrik bir operatordiir. L,

operatoriiniin kendine es oldugunu gostermek icin £, £, oldugunu gostermek

yeterlidir.
f=(9.0.p)eD(c,) g = ty,)e D)

alahm. @, e W, , @, (0)=0 icin (Lh S g)ﬂ bilineer formunu alalim.

Kismi integrasyon ile LZ g=( 62—9” A ddl//+ N elde edilir. Burada
£ £

y. € L (R..),z*e H dir. Benzer sekilde f =(0,$,0)e D(Lh) ise (th, g)ﬂ de kismi
integrasyon ile z e D, D =m (Z(l)) icin

dy.,

- (3.4.3)

* * A d — AN -
L8 = L2, =i T(2)i
de
olur.
L, operatori icin (3.4.2) de tammlandigt sekilde her fe D(Lh) icin

([,ﬁ f, g)ﬁ =(f L, g)ﬁ olur. (3.4.3) den dolay1 ([,ﬁ f g)ﬁ bilineer formundaki integral

digindaki terimlerinin toplamu sifira esit olmalidir. Yani ,
[ya) 0 ]_1 _ [yu) 0 L " é [Mm (yu) )M; (Zu) )_ M (y"M_ (z(l) )]

+ip_(0)7_(0)-ig,(0)7, (0)=0

dir. (3.1.16) esitligi yukarida yazilip diizenlenirse
[y, 2], =ig.(0)7(0)-i¢. (07 (0)

dir. £, nin simir sartlarindan y_; ve y, ¢ozersek

Yo =, (o (o)—%(@ 0)-9 ()

bulunur ve buradan da
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0, y*], =i (0% (0)-ig, (07, (0)

elde edilir.

[)’a Z]—1 =a_(y,,Zg = Yo2-1)

esitliginden
%m(o)—mo»zo-[ﬂqo_(o)—%(mo)—qo_(o))} -

=ip_(0)y_(0)-ip, (0)7.(0) (3.4.4)

dir. Yukaridaki denklemden ¢_(0) 1n katsayilarini esitlersek

. 2 _ _
’ﬂﬂ_h Za +%ZO =y (0)
veya
2y +hz, = By _(0) (3.4.5)

elde edilir. Benzer sekilde ¢, (0) 1n katsayilarini esitlersek

2y +hz =Py, (0) (3.4.6)

bulunur. Sonug olarak D(L*h)c D(£,) oldugu goriiliir. Boylece £, = £, dir.

3.5. £, Operatoriiniin Olusturdugu Uniter Grup

L, operatoriiniin, A, operatoriiniin kendine es dilatasyonu oldugunu gosterelim.
Stone teoremine gore L, kendine es operatorii  #  Hilbert uzayinda
U, = exp(i[,ht),te IR, = (0,00) initer grubu olusturabilmektedir.
P:#—H ve P :H — 3 dontsiimleriniP:{(¢_,y,¢,) >y ve

P :y—(0,9,0) biciminde ifade edelim.  Uniter grup  yardimiyla
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Z =PUP,t=20 icin {Z;} operatorler ailesi H da tamamen iiniter olmayan

biiziilmelerin gii¢lii siirekli bir yar1 grubudur. Bu yar grubun B, ile gosterilen iireteci

B,y =1lim (ir)"(Z,5 - 5)

t—+0

esitligi ile gosterilebilir. B, iiretecinin tanim bolgesi, bu limitin mevcut oldugu biitiin

y vektorlerini icerir. B, operatorii disipatiftir ve £, operatdriine B, 1n kendine es

dilatasyonu denir. (Kuzhel, 1996; Nagy and Foias, 1970).

Teoerm 3.5.1: £, operatorii A, operatoriiniin kendine es dilatasyonudur.

Ispat: B, = A, oldugunu gosterirsek, £, operatdriiniin A, operatoriiniin kendine es

dilatasyonu oldugunu géstermis oluruz. Bunu yapmak i¢in ilk olarak
P(c,-AI)'Py=(A,-AI)'P$ ,5e H,ImA<0 (3.5.1)

esitligini dogrulayalim (Kuzhel 1996, Nagy and Foias 1970). Bunun igin
(C,-A1)'Py=g=(w_ .2v,)

ifadesini gdz Oniine alalim. Buradan
(c,-A1)g=R3

veya

(e, - 21Ky . 2.v,)=(0,5.0)

Ay ~,. .dy, R .
G- 05) Y - Ay 2w,y =(0.5.0)
de de

olur. Bu esitligi bilesenler seklinde yazarsak
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elde edilir. ge D(Lh) oldugundan y_e [’ (-,0) ve w_(0)=0 dir. Sonug olarak
2,2, +hz_;=0 sinir kosulunu saglar. Boylece Z e D(Ah)olur.

We)-A2=9=> L2-A%=3
denklemi icin ise ImA <O icin A noktasi, disipatif operatoriiniin bir 6zdegeri
olamaz. Py, (0)= (zo +l71_1) formiilinden ¥, (0) bulunur. Boylece ye H ve
Im A <0 igin

(A, -A1):=5=%:=(A,-AI)" y+z,
bir ¢dziimdiir ve burada z,,

Ay Yy T 0,9, ¥y, =AW, Y, =0

denkleminin (3.4.1) sinir kosullarini saglayan bir ¢oziimuidiir.

Ancak Im A <0 oldugundan z, disipatif A, operatoriiniin bir 6zvektoriidiir. Bu ise

mimkiin degildir. Ciinkii disipatif operatorlerin 6zdegerleri iist yar1 diizlemdedir.

Dolayist ile z; =0 bulunur. Buradan

t2=(A,—AI)'$ dir. P doniisiimiiniin uygulanmasiyla (3.5.1) ifadesi elde edilir.

Yani
(4, = A1) = P(c, - AR =iP[ Ue™diP,
0

oo

=—i[Z,e"dt=(B,— A", ImA<0

0

bulunur. Boylece B, = A, oldugu goriiliir ve teorem ispatlanir.

3.6 Dilatasyonun Sacilma Teorisi ve Disipatif Operatoriin Fonksiyonel Modeli

{u,} tiniter grubunun en Onemli Ozelligi Lax - Philips sacilma teorisinin
uygulanmasina imkan vermesidir. Yani bu grup asagidaki 6zellikleri saglayan giren

D_ ={(1*(-,0),0,0) ve ¢ikan D, = (0,0,L7(0,0)) alt uzaylarina sahiptir.
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1) UD_cD_, t<0 ve UD,cD,, t>0

2)(u,p_=(U,D, ={0}

t<0 >0

3y Ju.p_=\JUu,p, =5

<0 120

4) D_ 1D,

Bu ozellikler ispatlanabilir. 4) 6zelliginin dogrulugu agiktir. 1) 6zelligini ispatlamak

i¢in D, alt uzay1 i¢in R, = (£,—AI)”" ifadesini olusturahm. ImA<0 olmak iizere,

yar1 diizlemdeki her 4 ve f=(0,0,9, (s) ) € D, igin,
R, f =(0,0,~ie™ j e™ @, (5)ds)
0

olur. Buradan R, f € D, oldugu goriiliir. Bu durumda g L D, icin ImA <0 olmak

uzere

0=(R,f,8), =L, - A" f.g), = [— if e’“"“”’fdt,gJ

0

_ (_ iJ'eiL,,re—ilrfdt’gj _ _iJ'e—ilr (U,f,g)ﬂdl
H

0 0

bulunur. Buradan da her >0 icin (U S g)}{ =0 oldugu goriiliir. Boylece
U,feD, dir. Yani 120 i¢in U,f < D, dir. (D. alt uzay1 i¢in de ispatlar benzer
sekilde yapilir) Boylece 1) 6zelligini ispatlanmis oldu. 2) 6zelligini ispatlamak icin
pt i H — L*(0,0) ve prL’(0,00) = D, doniisiimlerini

Py 3w, > e B =¢—(0,0,¢) olarak tammlayalim.

U'=p'U,P" (t>0) izometriler yar1 grubunun L’(0,e0) da tek tarafli bir 6teleme

oldugunu dikkate alalim. Hakikaten,

VoE)=gple—t),e>tve Vole)=0, 0< e <t
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seklinde ifade edilen L*(0,00) iizerindeki V. tek tarafli Oteleme yari grubunun

N . . (d . . o <

iiretecinin @(0)=0 smir kosuluna sahip i de diferansiyel operatorii oldugunu
€

biliyoruz. Diger taraftan, >0 olmak tizere U, izometriler yarigrubunun iireteci

olan S operatorii

+ + + + d d
Sop=p'L,p/o=p"L,<00,0)=p <0,0,l—¢>=l—¢
de de

seklinde ifade edilir. Burada ¢@e W, (0,00) ve (0(0): 0 dir. Fakat bir yarigrubun

ireteci tek turlii belirlenebileceginden dolayr U, =V,olmalidir ve boylece

M U,D, =00, V,L*(0.%)) = {0}

120 120
bulunur ve 2) 6zelligi ispatlanmis olur.

Lax — Philips sacilma teorisinin uygulanabilmesi icin, spektral gosterim yardimiyla
sacilma matrisi tanimlayalim. Bu yolla D_ ve D, alt uzaylan icin 3) ozelligini

ispatlayalim. 3) 6zelligini ispatlamak i¢in 6nce asagidaki lemmay1 ispatlayim.

Lemma 3.6.1: A, operatorii tamamen kendine es olmayandir (basittir).

Ispat: Tersini kabul edelim yani A, operatorii basit olmasmn. O halde H'c H
invaryant alt uzayr vardir ve bu alt uzay iizerinde A, operatoriiniin kisitlamasi olan
A, operatorii  kendine estir. (H'altuzay1V, = exp(iA,),V,” = exp(—iA, )t >0,
V "' = V, izometrilerinin yar1 grubuna gére invaryanttir.) H'alt uzaymmn {0}

oldugunu gosterirsek ispat tamamlanmir. Bunun igin, f eH ’ﬂD(Ah) =D(4,) ise

fe D(A]) ve
d iArt 7|2 d iAit Al P
O= _‘e h =_(e h ’e h )
e = e

— l-(A}zleiA,‘,t‘]}’eiA,‘,tJ})H _ i(eiA,‘ltf-’A;leiA,‘lzJ})H



35

dir. (3.2.4) ozelligini kullanarak ve g =™ f alinarak,
0=il4;2.2), - (8. 4,8),
S e P +1[Mm(g“))M;(g“))—M;(g“))Mm(g“))
a

=2Im AN (g™

=B

eiA;,z]}(l) (_1)‘

olur. f € D(A,) oldugundan A, operatorii yukaridaki kosulu saglar. Ayrica bu
kosulu A, operatoriiniin 6zvektorleride saglamalidir. Boylece H' de yer alan A,
operatoriiniin 6zvektorleri olan A, operatoriiniin y(A) 6zvektorleri igin y_, =0 dir.
(3.1.14) kosulundan y, =0 ve y(1)=0 dir. Boylece A, kendine es operatoriiniin

ozvektorlerinin acilimu teoreminden H' ={0}’dir. Yani A, operatorii basittir ve

bdylece lemma ispatlanmis olur.

Asagidaki sekilde olan

#_=\Ju,D_ve #, =|JU,D

>0 <0

+

uzaylarini olusturalim.

Lemma 3.6.2 #_+H, =H esitligi saglanir.

Ispat : D, alt uzaymin 1) ozelligini diisiinelim. H', H nin bir alt uzay1 olmak
iizere, H'=HO(H_ +9 +) alt uzayr {U t} initer grubuna gore invaryantir ve
H' =(0,H',0) biciminde ifade edilir. Boylece, eger #' alt uzayi (Ve H ') sifirdan
farkli olsaydi, bu alt uzaya kisitlanmis {U ;} iiniter grubu {U r} grubunun {initer

parcast olacakti ve bundan dolay1 A operatoriiniin A, kisitlamasi1 H de H' kendine es
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bir operator olacakti. Ancak A, operatOriiniin basitliginden dolayr (Lemma 3.6.1)

H' ={0} dir. Yani # ={0} dir. Béylece Lemma ispatlanur.

Lax — Philips sac¢ilma teorisinde sacilma matrisi (fonksiyonu) spektral gosterim teorisi
yoluyla tanimlanmustir. Biz bu yap1y: olusturmakla birlikte D_ ve D, alt uzaylari i¢in

3) ozelligini de ispatlayacagiz.
(¢y), =Ay, (ne IN) denkleminin

0.,(A)= % 0,(4) = % N7 (9=, ~ A, N5 () = &~ 2 kosullarm

saglayan ¢oziimleri 8(1) ve x(2)olsun.

n(4):= j "((//11)) : (3.6.1)
_1,)_nA)+n
S, (4)= 1) n)eh (3.6.2)

kabullerini yapalim. (3.6.1) deki 7(A1) fonksiyonu, reel eksen iizerindeki kutuplari
sayilabilir sayida olan C kompleks diizleminde meromorfik bir fonksiyondur. Hatta,

77(1) fonksiyonunun asagidaki ozellikleri sagladiginmi gostermek miimkiindiir.

ImA Imnp(A)<0 ImA#0

ve 77(A) min reel eksendeki kutuplari hari¢ her A€ C i¢in  7(4) = 77(1) dir.

U;(e.¢)= (e, Blln(A)+ W, ()} 2(2). S, (A)e ™) (3.6.3)
(%A I
alalim. Burada ¢e (0,00),£€ (- 0,0), #(1) = o dir. 4 nin reel degerleri icin

U; (&,¢) vektorleri # uzayina ait degildir.

Lemma 3.6.3: U;(S,g) vektorleri £U =AU denklemini ve L, operatrii i¢in

verilen (3.4.1) sinir kosullari saglar.
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Ispat: U ;(e,g) vektoriiniin LU = AU denklemini sagladigi goriilebilir. Simdi de

(3.4.1) sinir kosullariin saglandigini gérelim.
M=) = ailx()v]. -eslx(2)v]. )
=(ala, ~a1)-aile ~a2))

=(ada,-da-Naa,-aia)) )= a,

i %) N 2.(4)
Yo+hy = 77(/1)+h(1_1(ﬂ) hl—l(’i)J

(n(2)+n)=p

n(A)+h
olur. Benzer sekilde

Yo +hy., = fS,(4)
bulunur. Burada U ler L, operatoriiniin siirekli spektrumunun 6zfonksiyonlaridir.

U, (g,¢) vektorleri yardimiyla f =(¢_,y,¢) elemanlan iizerinde F :f — ()

doniistimiinii
= 1 _
(F.7)A)=T-(2) = (r.u;),

seklinde tanimlayalim. Burada , ¢, (8), Q. (g) kompakt dayanikli fonksiyonlardir ve

y= {yn} (ne IN) dizisi sonlu sayida terimleri sifirdan farkli olan bir dizidir.

Lemma 3.6.4: F_ doniisimi H_ uzaym izometrik olarak L*(IR) uzayina

donistiiriir. Her f, g € H_ elemanlar i¢in Parseval esitligi ve ters doniisiim formiilleri

gecerlidir. Yani

oo

(f.8), =(F.2 ), = [ 7 (7 (Aa

—oco

ve
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1 <~
=— AU dA
f \/Eif+( )Uﬂ

esitlikleri saglamir. Burada f (1)=(F_f)A) ve Z_(1)=(F g)(A) du.

Ispat: f,ge D_icin f =(¢_,0,0), g =(w_,0,0), olmak iizere, Paley- Wiener

teoremi ile

7 (M=ﬁ(fﬂ;)=ﬁ [o ek ase

dir. Fourier integralleri i¢in Parseval esitligi kullanilarak,

0

0
(f.8), = [ (0.1 v (@e = [T (g (A= (Ff.Fg),
bulunur. Burada H, iist ve alt yar1 diizlemlere genisletebilen vektor degerli analitik

fonksiyonlar1 iceren L*(IR) uzayimdaki Hardy simflarmi gostermektedir.

Simdi Parseral esitligini tim A _ uzayina genisletelim. Bunun icin D_ ye ait olan
diizgiin ve kompakt dayanaga sahip fonksiyonlardan elde edilen H_ de yogun olan

vektorler kiimesini H' ile gosterelim. Bu vektorler icin
feH :f=U,f, f,=<¢_,00)¢€ C(T(—O0,0)
olur. Burada T=T,, f ye bagh olmayan negatif bir sayidir. Bu durumda, eger

f.geH ise T>T, ve T>T, igin U_,f, U ge D_dir ve bu vektorlerin

birinci bilesenleri C,’° (—o0,0) uzayindadir. Boylece U t(te IR) operatorleri iiniter

oldugundan

FUf=WU,1.0;), =e*(f.U7), =e"Ef
dir ve bu esitlik yardimiyla

(f.8)y =W .U 8), =(FU f.FU ;)

=(™*F f.e™F,), =(F f.Fg), (3.6.4)
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elde edilir.

H'uzay1 H_ de yogun oldugundan (3.6.4) deki ifadenin kapamisi alinarak H_
uzaymda Parseval esitligi elde edilmis olur. Parseval esitligindeki tiim integrallerin,
sonlu araliklar iizerinde limitleri alinarak, ters doniisiim formiili elde edilir. Sonug

olarak

FH_ =\JFUD_=(Je"H?=L(R)

120 20
olur. Yani F_ déniisiimii H_uzaym L*(IR) uzayina doniistiiriir ve lemma ispatlanir.

Simdi de
,1 N
Uj(e.6)=<S,(he™, ﬁ{(n(/l) +h)y, (/1)} Z(A),e % >

vektorler kiimesini olugturalim. Burada A nin reel degeri i¢in U ;(g,g) vektorleri
H ., uzayina ait degildir. Fakat U (e,¢) vektorleri £U = AU (A€ IR) denklemini
ve L, operatOri i¢in verilen siir kosullarim saglar. U ;(g,g) vektorleri yardimiyla
F :f—> ﬁ (1) doniisiimiinii f ={(@_,$,¢,) vektorleri lizerinde

~ 1
F f)A)=f.1)=——\f,U;
(F P N2)= 7.2 == r.02),
seklinde tamimlayalim. Burada ¢ (€),¢, (g)fonksiyonlarl kompakt dayanikli
fonksiyonlardir ve y ={yn} (ne IN) dizisi sonlu sayida terimleri sifir olmayan bir

dizidir.

Lemma 3.6.5: F, doniisiimii H, uzayim izometrik olarak L’ (IR) uzayma doniistiiriir

ve her f,ge H, elemanlarn icin Parseval esitligi ve ters doniisiim formiilleri

gecerlidir. Yani

(r.8), =(7..2.); = [ 7.z (A,
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1 L~
=— AU dA
f \/E_J;f;( )Ul

dir. Burada £, (1)=(F, f)(1) ve &, (1)=(F.g)A) dur.
Bu lemma, lemma 3.6.4 e benzer sekilde ispatlanir.
(3.6.2) esitligine gore S,(4) fonksiyonu Ae IRigin S, (A)|=1 oldugundan. U} ve
U vektorleri kullanilarak,

U,=S5,(1)U; (1eIRr) (3.6.5)
esitligi yazilabilir.
Lemma 3.6.4 ve 3.6.5 den dolayr H_ = H, oldugu goriiliir. Lemma 3.6.2 den dolay1
H=H =H_ elde edilir. Dolayisiyla giren ve c¢ikan alt uzaylar icin 3) ozelligi
ispatlanmis oldu.
Bu durumda, F_ doniisiimii # uzayii izometrik olarak L*(IR) uzayma doniistiiriir.
U, operatdriinii e ¢arpma operatoriine ve D_ alt uzayimm H’ uzayma doniistiiriir.
Diger bir degisle F_ doniisimii {U ,} grubunun giren spektral gosterimidir. Benzer
sekilde F, doniisiimii {u ;} grubunun c¢ikan spektral gosterimidir. (3.6.5)

ifadesinden, bir f e # elemanin F, gosteriminden F_ gOsterimine gecisi, S, (1)

fonksiyonu ile ¢carpim olarak gosterilir, yani

f()=s,A)f.(2)

sonucu elde edilir. Lax ve Philipsin sagilma teorisine gére D_ ve D, alt uzaylarina
gore {U ;} grubunun sagilma matrisi (fonksiyonu), fe #H vektOriiniin F_
gosterimine karsiik gelen F, gosterimini elde etmek i¢in carpilmasi gereken

katsayilaridir. Boylece S_h(/i) fonksiyonu {U [} grubunun sag¢ilma matrisidir.

Yukarida yapilan islemler, asagidaki teoremin ispatidir.
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Teorem 3.6.6: §h (1) fonksiyonu {U,} grubunun (kendine es £, operatorii i¢in)

sacilma matrisidir.

Tanmmm 3.6.7: S, (1) fonksiyonu C,iist yar1 diizlemde analitik olsun. Eger,
Ae C,igin |S,(4)|<1 ve hemen hemen her A€ IR icin |S,(1)[=1 ise S,(4)

fonksiyonu C, iist yazi diizlemde i¢ fonksiyondur denir.

S, (A1) fonksiyonu iist yazi diizlemdeki keyfi sabit olmayan i¢ fonksiyon olsun.

K =H?0S,H? tamimlayalm. K #{0} uzayi HZ

. uzaymm bir alt uzayidir.

Qo= (0(/7.)6 K icin Z,¢ = P[e™ ] formiiliine gore K daki Z, (r>0) operatérlerinin
yarigrubunu alalim. Burada P,H’ dan K ya tammli izdiisiim operatoriidiir. {Zr} yart
grubunun iiretecini T¢:}Lr2)(it)_l (Z,(D—(D) ile gosterelim burada 7, tim @€ K
fonksiyonlarini igeren , tanim bdlgesi D(T) olan disipatif operatordiir. 7' ye model

disipatif operatdr denir. (Bu tanim Lax ve Philipsin tanimidir. Bu model operator
Nagy ve Foias tarafindan olusturulan model disipatif operatoriiniin 6zel bir

durumudur). Temel kabule gore S, (A), T operatoriiniin karakteristik fonksiyonudur.

H =D @K ®D, olmak iizere K =(0,H,0) olsun. F_ doniistimii altinda, F_ tiniter

doniisiimiiniin 6zelliginden asagidakiler gecerlidir.
9 =L, (IR) =T ()=(Fg)(A) (3.6.6)
D._—>H’ ,D, > S, H’
K —>H!O®S,H> Vf— (F,U,F:‘f, )(/1)= e f (1)

Bu formiiller A, operatoriiniin, karakteristik fonksiyonu §, (4) olan disipatif model

operatore {initer esdeger oldugunu gosterir. Uniter esdeger disipatif operatdrlerin
karakteristik fonksiyonlar1 aym oldugundan (Sz-Nagy ve Foiag) asagidaki teorem

ispatlanmis olur.
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Teorem 3.6.8: A, disipatif operatoriiniin karakteristik fonksiyonu (3.6.2) formiiliinde

tanimlanan S, (4) fonksiyonudur.

3.7. Disipatif Fark Operatoriiniin Spektral Analizi

A, disipatif operatoriiniin karakteristik fonksiyonu bizi bu operatoriiniin spektral
ozellikleri hakkinda tamhk bilgisine gotiirir. Ornegin S, (1) = s(1)B(1)
carpimindaki s(/1) singiiler ¢arpamin yoklugu /2 (IN) uzayinda A, operatdriiniin 0z
vektorler ve asosye vektorler sisteminin tamligini garanti eder. Burada B(ﬁ)

Blaschke carpanidir.

Teorem 3.7.1: Imhi >0 olmak iizere tiim & degerleri i¢in (& = h,degeri harig) A,
disipatif operatoriiniin karakteristik fonksiyonu olan S, (1), Blaschke carpamdir ve
A, operatoriiniin spektrumu purely (sirf) ayriktir ve acik iist yari diizleme aittir.
h# h, i¢cin A, operatorii sonlu kathliga sahip ve sonsuzda limit noktast olan
sayilabilir sayida izole edilmis Ozdegerlerden olusmustur. /& # h,icin A,

operatoriiniin 6z vektorler ve asosye vektorler sistemi H uzayinda tamdir.

Ispat: (3.6.2) esitliginden agiktir ki S, (A) iist yan diizlemede bir i¢ fonksiyondur.

Ayrica tiim A kompleks diizlemi i¢in S, (1) meroformiktir. Boylece,

S, (1)=e”™B(4), c=c(h) >0, (3.7.1)
biciminde yazilabilir. Burada B, (A1) Blaschke ¢arpanidir. (3.7.1) esitliginden

|5, (A) <™ |B,(A) <™ Im A2 0 (3.7.2)

elde edilir. Ustelik S, (1) e gore  7(A) ifade edilerek, (3.6.2) esitliginden

(3.7.3)
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yazilabilir.
Eger h (Imh > 0) degeri i¢in c(h) >0 ise, lim S,(it) =0 oldugu (3.7.2) den ve

lim 77(it) = h oldugu (3.7.3) den goriiliir. 7(1) degeri & den bagimsiz oldugundan

t—>+oo

c(h), h#+ h, tek noktas1 haric olmak iizere, sifirdan farkhidir. (ve ayrica

hy = tlirfolo n(it) dir). Béylece teorem ispatlanr.

Lemma 3.6.1 e gore (3.1.13)-(3.1.15) sinir deger probleminin 6zdegerleri ile A,

operatoriiniin  6zdegerleri cakisir. Hatta (3.1.13)-(3.1.15) smir deger probleminin
ozvektorleri ve asosye vektorleri icin (3.3.6) formiilii vardir. Bu durum asagida

verilen teorem ile de yorumlanabilir.

Teorem 3.7.2: (3.1.13)-(3.1.15) sinir deger probleminin spektrumu, sirf ayriktir ve
acik iist yari diizleme aittir. Imh >0 olmak iizere h=h, degeri hari¢ tim h
degerleri icin (3.1.13)-(3.1.15) smur deger problemi (h # ho) sonlu katliliga sahip,
sonsuzda limiti olan sayilabilir sayida izole edilmis 6zdegerleri vardir. Bu problemin

(h# h, i¢in ) 6z vektorler ve asosye vektorler sistemi o (IN) uzayinda tamdr.
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4. SINIR KOSULLARINDA SPEKTRAL PARAMETRE BULUNDURAN
STURM-LIOUVILLE FARK OPERATORUNUN SPEKTRAL
OZELLIKLERI

Bu boliimde spektral parametrenin araligin sol uc¢ noktasinda verilmesi durumunda
ortaya konulan Sturm—Liouville fark sinir deger problemine uygun olarak tanimlanan
0zel Hilbert uzayinda sinir deger problemi ile ayn1 6zdegerlere sahip lineer disipatif
operatdr olusturulmustur. Daha sonra bu dsipatif operatoriin spektral o6zellikleri

incelenmistir.

Elde edilen bu disipatif lineer operatoriin kendine es dilatasyonu kurulmustur.
Sacilma teorisi uygulanarak disipatif operatoriin karakteristik fonksiyonu
bulunmustur. Bu fonksiyonun 6zellikleri incelenerek disipatif operatoriin ve Sturm—

Liouville fark operatoriiniin tamlik teoremleri ispatlanmustir.

4.1. Sturm-Liouville Fark Operatoriiniin Ozellikleri ve Stmir Deger Problemi
ne Z ={0+1+2,....} olmak iizere v, kompleks sayilarinin dizisi y = {yn} olsun.
Bilesenleri (¢y), olan ly dizisi icin

(Ey)n = _an—l yn—l + bn yn - an yn+l = )lwn yn (41 1)

ikinci mertebeden fark denklemini (Sturm — Liouville fark denklemini) ele alalim.

Burada A bir spektral parametre, w, >0,a, #0 ve a,,b, € IR :=(—oo,4), neZ

n’

olsun.

Eger p,=a,,q,=b,—a,—a,, ve Ax,=x, , —x, ifadeleri (4.1.1) denkleminde

yazilirsa Sturm — Liouville bi¢giminde

~Ap, Ay, )+q,y,=w,y, (neZ) (4.1.2)
fark denklemi elde edilir. y={y,} ve z={z,} dizileri icin

[y,2], = a,(y, Zui— Y,y Zn) (4.1.3)

biciminde tanimlanan bilesenleri [y, Z],, olan dizi [y, z] olsun.
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Tanmm 4.1.1 : Her m,ne Z ve n<m i¢in

S, ), 25—y, (02 J= v 2], = [y, 2), (4.1.4)
j=n

esitligine Green formiilii ad1 verilir.

olan diziyi /y ile gosterelim.

(v.2)= 2wy,

n=—oo

i¢ carpimini olusturup Z wn|yn|2 < oo kosulunu saglayan biitiin kompleks degerli y

n=—oo

dizilerinin olusturdugu /2 (Z) (w={w ) }, ne Z) Hilbert uzayim kuralim.

¢ye (2 (Z) olacak sekilde ye ¢2(Z) vektodrlerinin kiimesini D ile

gosterelim. Ly = ¢y konularak D de bir L maksimal operatdrii tantmlayalim. y,z € D
vektorleri icin

[v.zL =timy.z], ve [y.2].. = lim[y.2],

limitlerinin varlig1 ve sonlu oldugu (4.1.4) formiiliinden elde edilir. Bundan dolayz,

n——oco ve n—>o icin (4.1.4) formiiliinde limite gecilirse, y,z € D i¢in
(Ly,z)=(v,L2)=[y.z]. ~[y.2].. (4.1.5)

elde edilir.

Sonlu sayidaki terimi sifirdan farkli olan y :{yn} dizilerinin kiimesi iizerinde

Lyy=Ly ile tammh L, simetrik operatoriiniin kapanisin L, ile gosterelim. Ly

oparetorii simetriktir ve L, = L dir. (Berezanskij, 1965).

Ly m indis defektinin hesaplanmasi, yart dogru {iizerindeki indis defektlerin

hesaplanmasina indirgenebilir. Aslinda ¢2(Z), ¢(2(IN_) (IN.={-1,-2,-3,....}) ve

¢ (IN,) (IN, ={0,1,2,3....,}) uzaylarmnmn ortogonal toplamudir. ¢2(IN_) ve ¢>(IN,)
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uzaylarinda ¢ ile tiretilen minimal (maksimal) operatorler L,(L ) ve Lj(L,) olsun
ve DJ(D,), Lj(L,) operatorlerinin tanim kiimesi olsun. Im A4 #0 igin L, 1n defekt
sayist  def L, = dim{(L, — AI)D(L, )} icin defL, = defL, + defL}, esitligi saglamr. Bu
ise kK =0,1,2 olmak iizere Ly 1n indis defektinin (k&) biciminde oldugunu gerektirir.
(0,0) indis defekti icin L, operatorii kendine estir. Yani Lz =L,=L dir.

Kabiil edelim ki simetrik L, operatdriiniin indis defekti (2,2) olsun. + oo da Weyl limit

cember durumlarini garanti eden yeterli kosullar vardir. (Atkinson, 1964; Berezanskij,

1965; Clark, 1996; Welstead,1982).

Ly 1 tamim kiimesi
[y.z]. -[y.z].=0 (ze D) (4.1.6)

kosulunu saglayan ye D vektorlerini igerir.

PP =0, Py =1, PP(A) = —i, PP (A) =0 4.1.7)

-1
kosullarim1  saglayan (4.1.1) denkleminin c¢oziimlerini P(”(/i):{Ef”(/i)} ve

PP (A)= {P(z) (ﬂ)} (ne Z) ile gosterelim. (4.1.1) denkleminin y ={yn} ve 7= {zn}

¢Oziimlerinin Wronskiyeni W, (y,2)= [y,g]n olacak sekilde
W, (y.z)=a,(y,2,,, = y,.2,) bigiminde tanimlamr. Bu ¢oziimler n ye baglh degildir
ve bu iki ¢Oziimiin lineer bagimsiz olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Wronskiyeninin
sifirdan farkli olmasidir. (4.1.7) kosulundan W,(P",P®)=1(ne Z) oldugu elde

edilir. P(1) ve P?(A), (4.1.1) denkleminin ¢oziimlerinin temel sistemini olusturur

ve her A€ C i¢inP"(A), PP (A)e (2 (Z) dur.

u=P0) ve v=P?(0) olsun. u z{u”} ve v ={vn} reel sayilar dizisi ve

[u,v]n =1 (ne Z)oldugundan (4.1.3) denkleminin tabani oldugu goriiliir.

Lemma 4.1.2.: Keyfi y= {yn} ve 7= {Zn} € D vektorleri icin
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[el, =lyul, [ev), -l [l (ne Zotco ool (4.1.8)
esitligi saglanir.

Ispat : Lemma 3.1.2 nin ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 4.1.3 : L, operatoriiniin tanim bolgesi D,

[y.ul . =ly.v]. = [y.ul =[y.v]. =0 (4.1.9)

sinir kosullarini saglayan ye D vektorlerini icerir.

Ispat : Lemma 4.1.2 den (4.1.6) denklemi
vl for] ~DvL el - b o] =[] o] =0 (4.1.10)

denklemine denktir. Ustelik [E,MLQ, [E,VLO,[E,ML ve [E,VL keyfi olabilir. Bundan
dolayi, her ze D icin (4.1.10) denkleminin miimkiin olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul

(4.1.9) kosullarinin saglanmasidir. Béylece teorem ispatlanir.

0(y) fark ifadesi i¢in asagidaki sinir deger problemini diisiinelim.

l(y)=Ay, ye D (ne Z), 4.1.11)
alyv). - alyul. =Myl - alyul.). (4.1.12)
[y.v]. —hly.ul. =0 Imh>0. 4.1.13)

Burada A, kompleks spektral parametre, &,,c,,,, &, € IR ve

a o
b =da, - a0, >0

aZ a’,Z
dir.
Asagidaki kabulleri yapalim.

M_ (y)= al[y’v]—oo _az[y’u]—m’
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M () =alyv]. -alyu]..
N =[y.vL,

N7 (y)=[y.ul.,

N =[],

Ny (y)=[yu] .,

M (y)=N;(y)—hN7(y).

Lemma 4.1.4: Keyfi y,ze D icin M__(z)=M__(z), M'_(2)=M'_(2)

N (z)=N;(2),NS(z) = N (z) olmak iizere

D [y.z]. = é[M_w(y)M;(Z)—Miw(y)M_w(Z) (4.1.14)

i) [y,z]. = N7 ()N (2) = N7 (2).N5(y) (4.1.15)
esitlikleri saglanir.

Ispat1 lemma 3.1.4’deki ipata benzer sekilde yapilir.

4.2 Verilmis Smr Deger Probleminin Hilbert Uzaymnda Urettigi Lineer

Operator:

(0
fYe’(z), f® e Colmak iizere f = [;(Z)J

seklinde iki bilesenli elemanlarin lineer uzaym H = (2, (Z)® C seklinde gosterelim.

o

a @

. fu)J . [g(nj
= . = E H
! [fm 8 g®

Eger a = olmak iizere & >0 kabul edilirse
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olmak tizere

(},§j= an(”gn(”vvﬁéf‘”g‘” 4.2.1)

n=—oo

formiilii H lineer uzayinda bir i¢ carpim tamimlar. Bu i¢ carpima gore H lineer uzay1
bir Hilbert uzayr olur. Dolayisiyla verilmis sinir deger problemine uygun Hilbert

uzay1 tanimlanmis oldu.

Verilen sinir deger problemine uygun
A:H—-H

operatorinii

N )
A f=T(f) :=[ ") j 4.2.3)

esitlikleri ile tanimlayalim.

Lemma 4.2.1: H =/’ (IN)® C Hilbert uzayinda (4.2.2) ve (4.2.3) esitlikleri ile

tamimh A, operatorii igin

(Ah },éj—[},Ah ;j [0 g0] [0, ¢0]
R p—

4.2.4)
esitligi saglanir.

Ispat1 lemma 3.2.1 deki ispata benzer sekilde yapilir.

Teorem 4.2.2 : A, operatorii H uzayinda disipatiftir.
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Ispat: $={3, }e D(A,)ve D(A,) =H igin (4.2.4) esitliginden
(Ahj}’j\))_(j}’Ahj}) =
1 1 1
Loyl -[oyvl +E[M“’° GO G)= M (3 )
bulunur. (4.1.14) den dolay1
(4,3,9)-(5,4,9)=1y",y"1.
Ny (D o o D o (1)
=N (y ION;(y )=N7(y IN;(y)
olur. M_(y")=0 kosulu saglanacagindan

N7 (y")=hN; (y")bulunur ve buradan da

(4,5.5)-(5.4,3)= kN5 (" N7 (37 = b5 (PN ()
= (h-nlv; N ™M)
=2iImh|N; (3"
olur. Buradan da
Im (4,.9)=Imb|N; (3™ 20 Amh>0)

dir. Yani A, operatorii H de disipatiftir.

4.3. Hilbert Uzaymmda Smmr Deger Probleminin Urettigi A, Operatoriiniin

Ozdegerleri ve Ozvektorleri

Her Ae C igin (4.1.1) denkleminin

Ne (D)= [x(A.ul, =1,

Ny (x)=lx).v]. =h,
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N7 (@)= a, - A,
Ny (9(D) = o, - Acx] (4.3.1)

kosullarin saglayan ¢oziimleri ¢(1)ve y(4)olsun. (4.1.14) den - daki Wronskiyeni
olan A__(A),

A=A _(DH=M __(x(D)-M"'_(x(A)
dir. (4.1.15) den +-daki Wronskiyeni olan A_ (/7.),
A =A4(2)=-M_(92)

olarak hesaplanir.

Lemma 4.3.1: (4.1.11) — (4.1.13) Sinir deger probleminin 6zdegerleri ancak ve ancak

A(ﬁ) nin sifir yerlerinden ibarettir.

(A(4)=A_(2)=4.(2))

—oo oo

Ispat: Lemma 3.3.1 deki ispata benzer sekilde yaplir.

A (/1 ) ve Am(ﬂ ) fonksiyonlarinin sifirlarim1 4, (n = 0,1,2,...) seklinde gosterirsek

- (A
%= [M; (M))je pl4,)

vektorleri Ah(z;n =1 n;/;n esitligini saglar. Yani (23,1 ler A, operatdriiniin 6zvektorleridir.

Tanmm 4.3.2: Eger 4 , 6zdegerine karsilik gelen y,,y,,y,,...,y, sistemi

Uy)y =24y, »
Mfm(yo)_ﬂ oMim()’o)ZO’

Mw(yo)zo’
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g(ys)n_//1'0-))5_.))‘9—1 :0’

M—m(ys)_ﬂ’ OMioe(ys)_Mioo(ys—l): 07
M_(y,)=0, s=12,..n. (4.3.2)

sartlarim saghyorsa y,,y,,y,,...,y, vektorler sistemine (4.1.11) — (4.1.13) smnir deger

probleminin 6z ve birlestirilmis (asosye) vektorler zinciri denir.

Lemma 4.3.3: (4.1.11) — (4.1.13) siir probleminin 6zdegerleri ve A, disipatif
operatoriiniin 6zdegerleri cakigir. Yani, (4.1.11) — (4.1.13) sinr deger probleminin A,
ozdegerine karsilik gelen her bir dzvektorler ve birlestirilmis vektorler zinciri, A,
disipatif operatdriiniin aym A, 6zdegerine karsilik gelen y,,9,,5,,...,y, Ozvektorler

ve birlestirilmis vektorler zincirine karsilik gelir. Bu durumda

N Y
o= | , k=0,1,2, ...,n 4.3.3)
¢ (M_mm)j

esitligi saglanir.

Ispat1 lemma 3.3.3 dekine benzer sekilde yapilir.

4.4. Disipatif Durumunda A, Operatoriiniin Kendine Es Dilatasyonu ve
Karakteristik Fonksiyonu:

A, operatoriiniin kendine es dilatasyonunu kurmak i¢in H :KWZ(Z)@C uzayina
giren D_=L’(-o0,0) ve c¢ikan D, =L17(0,0) alt uzaylarim ekleyelim ve
H =L*(—0,0)® H ®L*(0,00) ortogonal toplamimi olusturalim. Bu uzaya “Esas
Hilbert dilatasyon uzay1” denir. # nin elemanlarimi w=<¢_,y,¢, > # seklinde

yazalim ve p_eW, (= 0,0) ve @, € W, (0,) olmak izere
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M)
y= (y(z)Je H,y"e D,y* =M'_(y") olsun. Burada W, Sobolev uzayidir. %
y

uzaymda we D(Lh) elemanlarinin iizerinde
[y.ul. —hly.v]. = w_(0), (4.4.1)
[youl = hly.v]l=mw . 0),
Y2 =M (y"),

(7° =2Imh, y>0) smir kosullarim saglayan ve

.d¢h>

i —— 442
1z (4.4.2)

R do ~,
Lo 5.0,y =222 7(5)
de

ifadesi ile olusturulan £, operatdriinii diistinelim.
Teorem 4.4.1: £, operatorii # uzayinda kendine es operatordiir.

Ispat: Once £, operatoriiniin simetrik oldugunu gosterelim. f.g € D(L,) igin

F=(p 5.0 0ve g=W_.w,) olsun (4114, 424) ve kismi

integrasyondan

O Vv B FL) N L] I

D X T BV D YD)

+ig_(0)7_(0)-ip, (0)7. (0)

bulunur. Buradan da (4.1.4) kosullar ve (4.1.14) esitligi goz Oniine alinirsa

(th,g)j_[ —(f,th)ﬂ

200+ sl -l LN AT
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- yiz([y(l) ’”L —E[y“) ,VL X[Z(l) ,uL — Z[z(l) ,vL )

—()
z ,vL

S S PO e

— h[y(l) 7VL [2(1) ’uL i h%[y(l) 7VL [E(l) ,v:l }

TS IR

_E[ym’v]m [zﬂ)’uL N hﬁ[y(l),VL Em’v] |

=[y(1),z(”]m+}/L2{(h—z)[y(”,u]w[z(”,VL—(h—z)[y(”,VL[z(l)»”L}

e R (O L R I

_[.0 o I, o .n] _
—[y , 2 L+2Imh211mh[y ,Z L—O

olur. Yani (Lh fs g)y{ —(f L, g)y{ = 0 oldugundan £, simetrik bir operatordiir. £,

operatoriiniin kendine es oldugunu gdstermek igin £, < £, oldugunu gostermek

*

yeterlidir. f =(p_0,0,)e D(z,). g =(¢p_.2.0,)e D(,) alahm. ¢, € W), 9.(0)=0

icin (Lh f.g) ., bilineer formunu alalim. Kismi integrasyon ile r,g = (;—Z,f*,—d dZJr)

elde edilir. Burada vy € L’(R,),z*e€ H dir. Benzer sekilde f =(0,$,0)e D(Lh) ise

(th, g )ﬁ de kismi integrasyon ile WebD, =M (z(l)) olmak iizere

* * N d — (A d +
Lg=Cw 2y)y=0"Y ,f(z),zd—";> (4.4.3)

de

dir. (4.4.3) de tanimlandig1 sekilde her f e D(Lh) igin (Lﬁf,g)y{ = (f,Lﬁg)H olur.
(4.4.3) den dolay1 (Lﬁ f ,g)j{ bilineer formundaki integral disindaki terimlerinin

toplamu sifira esit olmalhidir. Yani,
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[y(l),z(l) L —[y(l),z(l) ]_m _,_%[M_m (y(l))Mim (z“))—Mﬁm (YO)M (Zm )]

+ig (0J_(0)-ig, (07, (0)=
olur. (4.1.14) esitligi yukarida yazilip diizenlenirse
.21 =ig_(0}_(0)-ip, (07, (0) (4.4.4)

()

bulunur. £, nin simr sartlarindan [y“),uL ve [y",v], yi¢Ozersek

[®.u]. =L (p.(0)- 9. (0))
iy

b'] = .00 (p-(0)-0.0)

elde edilir. (4.1.14) ve (4.4.4) esitliklerinden

{7(/)_(0)—% 0 0-0.00|< | + Lo 0-p 0]
=i, (07, (0)-ip_(0)7_(0) (4.4.5)

olur. Yukaridaki denklemde ¢_ (O) mn katsayilarini esitlersek

2 [
7 h{z ,v} +—a L w_(0)

/4

veya

[(D L n" L AW (4.4.6)

olur. Benzer sekilde . (0)1n katsayilarini esitlersek

[:Vu]. ~hz"0]. = .0 (4.4.7)

elde edilir. Sonug olarak, D(L*h ) c D(c,)dir. Boylece £, = £, dir.

4.5. £, Operatoriiniin Olusturdugu Uniter Grup:
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L, operatoriiniin, A, operatoriiniin kendine es dilatasyonu oldugunu gosterelim.
Bunun i¢in Stone teoremine gore £, kendine es operatoriiniin # Hilbert uzayinda
U, = exp(iﬁht), te IR, (0,00) initer grubunu olugturalim.
P:#—H ve P:H — 3 dontsiimlerini PAp.,y,9)—>y ve
P :y—(0,9,0) biciminde ifade edelim. U, {niter grubu yardimiyla
Z,=PU,P, t>0 olmakiizere {Z,} operatorler ailesi H de tamamen iiniter

olmayan biiziilmelerin gii¢lii siirekli bir yar1 grubudur. Bu yar1 grubun iireteci olan B,

operator icin

B,5=1lim (i) (2,5 - )

t—+0

olur. B, iiretecinin tamim bolgesi, bu limitin mevcut oldugu biitiin  vektorlerini

icerir. B, operatorii disipatiftir ve £, operatoriine B, 1in kendine es dilatasyonudur.
Teoerm 4.5.1: £, operatorii A, operatoriiniin kendine es dilatasyonudur.

Ispat: Ispat1 Teorem 3.5.1 in ispatina benzer sekilde yapilir.

{u r} iiniter grubunun en oOnemli oOzelligi Lax - Philips sacilma teorisinin

uygulanabilir olmasindan dolay1 sacilma matrisi spektral gosterim teorisi yoluyla

tammmlanmustir. Biz bunlari olusturalim.

(ty), = Ay, (ne Z)denkleminin

. al
()], = 22, @) | =

[P(Dv] . =, —ayh, [§(D).u] . = —ajA

kosullarim saglayan coziimleri 6(/?,) ve ¢(/7.)olsun ve asagidaki kabullerini yapalim.



n(1):= EOnR w(A) = Hj; }: H(A) = ((;)j , (4.5.1)
_n(A)+h
S, “eh (4.5.2)

(4.5.1) deki n(A) fonksiyonu, reel eksen iizerindeki kutuplari sayilabilir sayida olan

C kompleks diizleminde meromorfik bir fonksiyondur. Hatta, 77(2) fonksiyonunun

asagidaki ozellikleri sagladigim gostermek miimkiindiir.

ImA Imn(A)<0, ImA#0

ve 77(A) nin reel eksendeki kutuplari hari¢ her A€ C igin m = 77(1) dir.

U;(e.¢)=(e™ aw(Af(n(2)+no),ul }'4(2).5,(A)e™) (4.5.3)
U;(e.6)= (S, (e ™, aw(Afn(2)+ Rlociult' §(2).e ) (4.5.4)

vektorlerini tanimlayalim. Burada ¢ € (0,00), g€ (—,0) dir. A mn reel degeri icin
U, (e,¢c) ve U N (e,¢) vektorleri 7 uzayina ait degildir. Burada U L veU,; lar L,

1n stirekli spektrumunun 6z fonksiyonlaridir.

Lemma 4.5.2: U ﬂ(g,g) vektorleri LU =AU denklemini ve £, operatorii icin

verilen sinir kosullarinm saglar.

Ispat: Lemma 3.6.3 iin ispatina benzer sekilde yapilir.

U,(e,6) ve Uj(e,¢) vektorleri yardimiyla g =(¢_,y,¢,) elemanlar iizerinde

G_.:g—$_(4) ve G,:g— g.(1) doniisiimlerini

(G.g)A)=2_(4)= (g Uiy



58

seklinde tanimlayalim. Burada , @, (8), o (g) kompakt dayanikli fonksiyonlardir ve

vy sonlu sayida terimi sifirdan farkli olan bir dizidir.

G doniisimii H_ uzaymi izometrik olarak [?(/R) uzayma doniistiiriir. Ayrica
lemma 3.6.4 ve lemma 3.6.5 dekine benzer Parseval esitligi ve ters doniisiin

formiilleri gegerlidir. (4.5.2) esitligine gore S, (4) fonksiyonu A€ IRicin 1S, (D=1

oldugundan. U ve U vektorleri kullanilarak,
U,=5,AU:, (AeIr) (4.5.5)

esitligi yazilabilir. Lemma 3.6.4 ve 3.6.5 den H_ = H_, oldugu goriiliir. Bu durumda,
G_ doniisiimii H. uzaymm izometrik olarak L (Z ) uzayma doniistiiriirken U,
operatorunii e™ carpma operatoriine ve D_ alt uzaymm H’ operatoriine doniistiiriir.
Diger bir degisle G_ doniisiimii {U t} grubunun giren spektral gosterimidir. Benzer
sekildle G, doniisimi {U ,} grubunun ¢ikan spektral gosterimidir. (4.5.5)
ifadesinden, bir ge # elemanin G, gosteriminden G_ gOsterimine gecisi, S, (1)

fonksiyonlar ile carpim olarak
§.(1)=5,(2)3.(4)

seklinde gerceklenir. Lax ve Philips’in sa¢ilma teorisine gore D_ ve D, alt
uzaylarma gore {U t} grubunun sacilma matrisi (fonksiyonu ), g€ # vektoriiniin G_
gosterimine karsilik gelen G, gosterimini elde etmek i¢in carpilmasit gereken

katsayilaridir. Boylece S, (1) fonksiyonu {U ;} grubunun sagilma matrisidir.

Bu yapilanlar asagidaki teorem ile ifade edilebilir.

Teorem 4.5.3: S, (1) fonksiyonu {U;} grubunun (kendine es L, operatorii igin)
sacilma matrisidir. K =(0,H,0) olmak iizere H =D @ K ® D, seklinde ifade
edilebilir. G_ doniisiimii altinda, G iiniter doniisiimiiniin 6zelliginden asagidakiler

gecerlidir.
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H — L,(IR) .88 (1)=G (1)
D —H’ ,D, > S, H’ (4.5.6)
K — HOS,H’ U,g—(GUG8 )A)=e%2.(2)

Bu formiiller A, operatoriiniin, karakteristik fonksiyonu §, (1) olan disipatif model

operatdre iiniter esdeger oldugunu gosterir. Uniter esdeger disipatif operatorlerin

karakteristik fonksiyonlar1 ayni oldugundan asagidaki teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.5.4: A, disipatif operatoriiniin karakteristik fonksiyonu (4.5.2) formiiliinde

tanimlanan S, (1) fonksiyonudur.

Teorem 3.7.1 ve Teorem 3.7.2 ye benzer sekilde su teoremler ispatlanabilir.

Teorem 4.5.5: Imh > 0olmak iizere tiim /& degerleri igin (s = hydegeri hari¢) A,
disipatif operatoriiniin karakteristik fonksiyonu olan §, (1), Blaschke carpamdir ve
A, operatoriiniin spektrumu purely (sirf) ayrik olup agik iist yarr diizleme aittir.
h#h, icin A, operatorii sonlu kathiliga sahip ve sonsuzda limite sahip olan
sayilabilir ~ sayida izole edilmis Ozdegerlerden olusmaktadir. & # hjigin A,

operatoriiniin 6zvektorler ve asosye vektorler sistemi H uzayinda tamdir.

Teorem 4.5.6: (4.1.11)-(4.1.13) sinir deger probleminin spektrumu, sirf ayriktir ve

acik iist yari diizleme aittir. Imh >0 olmak iizere h=h, degeri hari¢ tim h
degerleri icin (4.1.11)-(4.1.13) smur deger problemi (h # ho) sonlu katliliga sahip,
sonsuzda limiti olan sayilabilir sayida izole edilmis 6zdegerleri vardir, (h # h, i¢in )

(4.1.11) —(4.1.13) problemin 6zvektorler ve asosye vektorler sistemi ¢ %V(Z) uzayinda

tamdir.
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