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ÖZET 

 

FARK OPERATÖRLERİNİN SPEKTRAL TEORİSİ 

Aytekin ERYILMAZ 

 

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. 

Birinci bölümde, konunun tarihsel gelişimi ele alınmıştır. 

İkinci bölümde, H  Hilbert Uzayında lineer operatörler teorisi ile ilgili temel 

oluşturacak bazı tanım ve teoremler verilmiştir. Bunun yanında, dilatasyon tanımı 

verilerek, bir disipatif operatörün dilatasyonunu kurmak için gerekli tanım ve 

teoremler verilmiştir. 

Üçüncü bölümde, sınır koşullarında spektral parametre bulunduran sonsuz bir Jakobi 

matrisi ile elde edilen kendine eş olmayan fark operatörü incelenmiştir. Daha sonra 

sınır koşuluna sahip disipatif operatörü sıfırda disipatiflik durumu ele alınmıştır. Bu 

operatörlerin kendine eş dilatasyonu ve bir fonksiyonel modeli kurulmuş, 

karakteristik fonksiyonu hesaplanmıştır. Disipatif operatörün ve sınır değer 

problemin özvektör ve assosye vektörler sistemi için tamlık teoremleri ispatlanmıştır.  

Dördüncü bölümde sınır koşullarında spektral parametre bulunduran ve sonsuzda 

disipatif Sturm-Liouville fark sınır değer problemi ele alınmıştır. Maksimal disipatif 

operatör oluşturulmuş ve onun kendine eş dilatasyonu kurulmuştur. Lax-Philips 

saçılma teorisi kullanılarak dilatasyonun spektral analizi yapılmıştır. Sturm-Liouville 

fark sınır değer problemi ve disipatif operatörün özvektörler ve asosye vektörler 

sistemi için tamlık teoremleri verilmiştir. 

ANAHTAR KELİMELER : Kendine eş olmayan operatör, simetrik operatör, sınır 

koşullarında spektral parametre, minimal operatör, maksimal operatör, dilatasyon, 

fonksiyonel model, karakteristik fonksiyon, saçılma teorisi. 
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ABSTRACT 

 

SPECTRAL THEORY OF DIFFERENCE OPERATORS 

Aytekin ERYILMAZ  

 

This thesis consists of four chapters. 

In the first chapter, the historical progress of the subject is considered.  

In the second chapter, some definitions and theorems based on linear operators in 

Hilbert space are given. In addition essential definition and theorems to construct the 

dilation of a dissipative operator by giving dilation definition. 

In the third chapter, nonselfadjoint difference operator generated by an infinite 

Jacobi matrix with a spectral parameter in the boundary condition is investigated. 

Then the dissipation at zero of dissipative operator having boundary condition is 

considered.  

The selfadjoint dilation and a functional model of this operator are constructed by 

taking into consideration of characteristic function. Theorems on completeness of the 

system of eigenvectors and associated vectors of the dissipative operator and 

boundary value problem is proved. 

In the fourth chapter, Sturm-Liouville difference boundary value problem dissipative 

at infinite and having spectral parameter at boundary conditions is studied. 

Moreover, maximal dissipative operator is obtained and selfadjoint dilations is 

constructed dilation spectral analized by using Lax-Philips scattering theory. 

Furthermore theorem on completeness of the sytem of eigenvectors and associated 

vectors of the dissipative operator and Sturm-Liouville difference boundary value 

problem are given.  

 

KEYWORDS: Nonselfadjoint operator, symmetric operator, spectral parameter in 

the boundary condition, minimal operator, maximal operator, dilations, functional 

model, characteristic function, scattering theory. 
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1.GİRİŞ 

Fiziğin, mekaniğin ve matematiksel fiziğin pek çok problemi operatörlerin spektral 

teorisiyle yakından ilişkilidir. Bu problemlerin çoğu değişkenlerine ayırma (Fourier) 

yöntemi kullanılarak operatörlerin spektral teorisinin incelenmesine dönüşmektedir. 

Uygulamalar açısından fark (difference) operatörlerin spektral teorisini incelemek 

önem taşımaktadır. Bu nedenle incelenecek konu yeni çalışmalar olup, bu alandaki 

boşluğu dolduracaktır. 

Sınır şartlarında spektral parametre bulunduran kendine eş regüler Sturm-Liouville 

problemlerinin fiziksel uygulamaları oldukça fazla sayıda ve çeşitliliktedir. Örnek 

olarak; ısı akımı, mekanik titreşimler, gözenekli ortamda difüzyon, elektrik devreleri 

vs. verilebilir. Bu örneklerden bazıları Walter (1973), Fulton (1977), Hinton (1979), 

Shkalikov (1983), Allahverdiev (2005, 2006) yapmış oldukları çalışmalarda 

incelemişlerdir. Bu tür problemlerin çeşitli hallerde özdeğer ve özfonksiyonlarının 

bulunmasına ait çok sayıda kitaplar ve makaleler yazılmıştır. Atkinson (1964) de, λ 

parametresinin hem aralığının uç noktalarında verilmesi hem de aralığın içindeki 

süreksizlik noktalarında verilmesi durumunu incelemiştir. Benzer durum doktora tezi 

olarak Altınışık (1998) tarafından çalışılmıştır.  

Kendine eş olan fark operatörlerinin spektral teorisi ile ilgili Akhiezer (1965), 

Atkinson (1964), Berazanskij (1965), Clark (1996), Shi ve Chen (1999, 2004) Stone 

(1932), Welstead (1982) çalışma yapmışlardır.  

Kendine eş olmayan operatörlerin spektral analizinde ilk genel metod rezolventin 

çevre integrasyonu metodudur. Bu metod, spektrumu ayıran çevreler üzerinde 

rezolventi hesaplama tekniğidir ve Naimark (1968) tarafından genel biçimde 

incelenmiştir. 1970 yıllarında Pavlov, genel metodun koşullarının esnek olmadığını 

belirterek probleme başka yaklaşımlar gerektiğini belirtmiştir. Böylece kendine eş 

olmayan operatörlerin spektral analizi için analitik metodların, pratik olarak Cauchy 

integraline indirgemede yetersiz kaldığı görülmüştür. Nagy ve Foiaş (1970), Hilbert 

uzayında lineer bir büzülmenin genel modeli olan çok basit formdaki bir operatörün 

spektral özelliklerini incelemiştir. Operatörlerin spektral özellikleri hakkında tam 

bilgiyi taşıyan bu modellerin parametresi, operatörün rezolventi değil, çok daha basit 

bir kavram olan operatörün karakteristik fonksiyonudur. Nagy ve Foiaş’dan bağımsız 
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olarak Lax ve Phillips (1967) önemli bir yer tutan soyut saçılma teorisini 

geliştirmişlerdir. Bu teori, orijinal üniter grubun özelliklerinden yararlanılarak 

saçılma matrisinin analitik özellikleri hakkında bilgi edinmek için, giren ve çıkan 

altuzaylar kavramlarına dayanmaktadır. 

Nagy – Foiaş ve Lax – Phillips’in sonuçları birleştirilerek karakteristik fonksiyon, 

saçılma matrisi ile ifade edilmiş ve disipatif operatörün dilatasyonu kurulmuştur. 

Özvektörler sisteminin tamlık problemi, karakteristik fonksiyonun faktorizasyon 

biçiminde yazılmasıyla çözülmüştür. Böylece disipatif operatörlerin spektral analizi, 

dilatasyonun kurulması, buna karşılık gelen saçılma teorisi probleminin araştırılması 

ve karakteristik fonksiyonun saçılma matrisi yardımıyla ifade edilmesi ile 

yapılmıştır. Bu yöntemler Pavlov (1975, 1977), Allahverdiev ve Guseınov (1990) 

Allahverdiev (2004, 2005), Saltan (2002), Ongun (2004) tarafından kullanılmıştır. 

Kendine eş olmayan fark operatörlerinin spektral teorisi ile ilgili Allahverdiev (2004, 

2005), Bairamov ve Coşkun (2004, 2005), Adıvar ve Bairamov (2003), Bairamov, 

Çakar ve Krall (2001) çalışmalar yapmışlardır.  
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

Tanım 2.1 : φ≠V  herhangi bir küme ve K  herhangi bir cisim olsun. Aşağıdaki 

şartlar sağlanıyorsa V  ye K  üzerinde lineer uzay denir. 

A) ( )+ ,V  cebirsel yapısı değişmeli bir gruptur. Yani,  

G1) Vyx ∈∀ , için Vyx ∈+ dir. (Kapalılık özelliği) 

G2) Vzyx ∈∀ ,, için ( ) ( ) zyxzyx ++=++ dir. (Birleşme özelliği) 

G3) Vx ∈∀ için Vxxx ∈=+=+ 00 olacak şekilde bir tek V∈0 vardır.  

G4) Vx ∈∀ için ( ) ( ) 0=+−=−+ xxxx olacak şekilde bir tek Vx ∈− vardır. 

G5) Vyx ∈∀ ,  için xyyx +=+ dir. (Değişme özelliği)  

B) Vyx ∈,  ve K∈βα , olmak üzere aşağıdaki şartlar sağlanır.  

L1) Vx ∈ α dir.  

L2) ( ) yxyx ααα +=+  dir.  

L3) ( ) yxx βαβα +=+ dir.  

L4) ( ) ( )xx βααβ = dir.   

L5) Vx ∈∀ için VV =.1 olacak şekilde K∈1 vardır. Burada K,1  cisminin 

birim elemanıdır.  

IRK =  olması halinde V  ye reel, CK =  olması halinde V ye kompleks lineer uzay 

denir. (Naimark,1968). 

Tanım 2.2: Lineer uzaylarda tanımlı dönüşümlere operatör denir.  

Tanım 2.3: KX  , cismi üzerinde bir lineer (vektör) uzay olsun.  

xxIRX →→         ,: .                                             (2.1) 

dönüşümü  , Xyx ∈∀ ve K∈∀α  için  

N1) 00 =⇔= xx                    (2.2) 

N2) xx  αα =  
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N3) yxyx +≤+  

özelliklerini sağlıyorsa bu dönüşüme X  üzerinde bir norm denir ve ( ) . ,X  ikilisine 

de bir normlu lineer (vektör) uzay denir. (Naimark, 1968). 

Tanım 2.4 : X ve Y aynı bir K cismi üzerinde tanımlanmış iki lineer uzay olsun. 

YXA →:  operatörü (dönüşümü) 

)()()(i) yAxAyxA +=+        

( ) )(  ii) xAxA αα = , K∈α                 (2.3) 

koşullarını sağlıyorsa A ya lineer operatör (dönüşüm) denir. Lineer dönüşüme aynı 

zamanda homomorfizm de denir. YXA →:  dönüşümü (operatörü) 1-1 örten ise 

lineer izomorfizm denir. X e A operatörünün tanım kümesi denir ve D(A) ile 

gösterilir. Y ye A operatörünün değer kümesi denir ve Im(A) veya R(A) ile gösterilir. 

(Naimark, 1968). 

Tanım 2.5: IRK =  veya K = C olmak üzere X  bir vektör uzayı (lineer uzay) olsun. 

( ) KXxX →:.,.                   (2.4) 

dönüşümü aşağıdaki özellikleri sağlar ise ( ).,.  ye X üzerinde bir iç çarpım, ( )( ).,.,X  

ikilisine de iç çarpım uzayı (veya ön Hilbert uzayı) denir.  

i) Xx ∈∀  için ( ) 0, ≥xx  ve ( ) 0 x 0, =〈=〉=xx    

ii) Xyx ∈∀ ,  için ),(),( xyyx =  

iii) Xyx ∈∀ ,  ve K∈α  için ),(),( yxyx αα =  

iv) Xzyx ∈∀ ,,  için ),(),(),( zyzxzyx +=+               (2.5) 

Tanım 2.6 : ( )) . , . (,X  bir iç çarpım uzayı ve Xx ∈  olsun. x  vektörünün normu 

2/1),( xxx =                                                          (2.6) 

olarak tanımlanır. Bu norma göre ( )) . , . (,X  iç çarpım uzayı bir normlu vektör uzayı 

olur. (Naimark, 1968) .                                                                                                                                                      
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Tanım 2.7 : Bir ( )) . , . (,X  iç çarpım uzayı 2/1),( xxx = normuna göre tam ise, yani 

( )) . , . (,X içindeki her Cauchy dizisi yakınsak ise, bu iç çarpım uzayına Hilbert uzayı 

denir. (Naimark, 1968). 

Tanım 2.8 : IRK =  veya K=C olmak üzere X, K  üzerinde bir vektör uzayı olsun 

f:X → K  

operatörüne fonksiyonel denir. Eğer f lineer ise f ye lineer fonksiyonel denir. Lineer 

fonksiyoneller, sınırlı ise yani, 

xcxf ≤)(                    (2.7) 

olacak şekilde 0≥c  reel sayısı varsa f  ye sınırlı lineer fonksiyonel denir.(Naimark, 

1968). 

Tanım 2.9 : H Hilbert uzayında tanımlanan bir lineer A operatörü için her Hx ∈  

olmak üzere 

xcAx ≤                     (2.8) 

olacak şekilde bir 0≥c  sayısı varsa A ya sınırlı operatör denir. Bu c sayılarının en 

küçüğüne A sınırlı operatörünün normu denir ve A  ile gösterilir. 

x

Ax
AxA

xx 01

supsup
≠≤

==                  (2.9) 

eşitliği yardımı ile norm hesaplanabilir. (Naimark, 1968). 

Teorem 2.10 : Sınırlı her lineer A operatörü süreklidir. (Naimark,1968). 

Tanım 2.11 : H Hilbert uzayı ise  ve A, H de bir lineer operatör olmak üzere A nın 

tanım kümesi D(A), H kompleks Hilbert uzayında yoğun, yani HAD =)(  olsun. 

)(, ADgf ∈  için 

),(),( * gAfgAf =                 (2.10) 

eşitliğini sağlayan *A operatörüne A nın adjoint (eş) operatörü denir. Bu eşitliği 

sağlayan Hg ∈  vektörler kümesine *A  ın tanım kümesi denir ve  D( *A ) ile 
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gösterilir. H üzerinde dönüşüm yapan bir A operatörü için eğer A
*
=A ise  A ya 

selfadjoint (kendine eş) operatör denir. (Naimark,1968). 

Tanım 2.12 HHA →:  olmak üzere her  Hx ∈  için 0),( ≥xAx  ise A ya pozitif  

operatör denir. (Naimark,1968). 

Tanım 2.13 : Tanım kümesi D(A) olan bir A operatörü için )(, ADgf ∈  olmak 

üzere 

(Af,g)=(f,Ag)                 (2.11) 

eşitliği sağlanırsa A operatörüne Hermityen operatör denir. (Naimark,1968). 

Tanım 2.14 : HADA →)(:  lineer bir operatör ve HAD =)(  (yani D(A),H de 

yoğun ) olmak üzere her )(, ADgf ∈  için, 

),(),( AgfgAf =                            (2.12) 

ise, yani  A⊂ A
* ise A ya simetrik operatör denir. Adjoint operatör kapalı olduğundan  

A ⊂ A
* bağıntısı simetrik A operatörnün kapanabilir olduğunu ifade eder. 

(Naimark,1968). 

Tanım 2.15 : D(U), HHU →:  operatörünün tanım kümesi olmak üzere her 

)(, UDyx ∈  için 

),(),( yxUyUx =                 (2.13) 

ise U ya izometrik operatör denir. (Naimark,1968). 

Tanım 2.16 :  Bir U izometrik operatörünün tanım ve değer kümesi H Hilbert uzayı 

ise U ya üniter operatör denir. H üzerinde, U  tersi alınabilir bir operatör  olmak 

üzere  U
*
 = 1−

U  veya  UU
*=U

*
U=I  ise U  ya ortogonal veya üniter operatör 

denir.(Naimark, 1968). 

Tanım 2.17 : HHA →:  lineer operatörü için )(ADf ∈ olmak üzere AffA =
~

 ve 

)()
~

( ADAD ⊃  ise A
~

 operatörüne A operatörünün genişlemesi denir. A ya ise A
~

 

operatörünün kısıtlaması denir. (Naimark, 1968). 
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Sonuç 2.18 : Bir A operatörünün maksimal simetrik olması için gerekli ve yeterli 

koşul A operatörünün diğer simetrik genişlemelerinin bulunamamasıdır. 

(Naimark,1968). 

Her selfadjoint (kendine eş) A operatörü maksimal simetrik operatörüdür. Tersi 

doğru değildir.  

Tanım 2.19 : HHA →:  bir simetrik operatör ve λ  keyfi bir kompleks sayı olmak 

üzere λR  ve 
λ

R  sırasıyla, )()( IAveIA   λλ −−  operatörlerinin değer kümesi olmak 

üzere, 

   HN λλ RΘ=  ve 
λλ RΘ= HN               (2.14) 

uzaylarına A operatörünün defekt uzayları denir. (Naimark, 1968). 

Tanım 2.21 : 0 Im >λ  için λNdim=m  ve 
λ

Ndim=n   olmak üzere (m,n) ikilisine 

A operatörünün indis defekti adı verilir. (Naimark, 1968). 

Sonuç  2.22 : Bir kapalı simetrik operatörünün kendine eş (self-adjoint) olması için 

gerek ve yeter koşul bu operatörün indis defektinin (0,0) olmasıdır. (Naimark, 1968). 

Tanım 2.23 : HHA →:  lineer  operatörünün D(A) tanım kümesi H Hilbert 

uzayında yoğun olmak üzere her )(ADf ∈  için 

0),Im( ≥fAf                 (2.15) 

ise, A operatörüne disipatif operatör denir. Her )(ADf ∈  için 

0),Im( ≤fAf                 (2.16) 

ise, A operatörüne akretif operatör denir. (Kuzhel,1996). 

Tanım 2.24 : Bir disipatif operatörün diğer disipatif genişlemeleri yoksa maksimal 

disipatif  adını alır. (Kuzhel,1996). 

Teorem 2.25 : Her disipatif operatör maksimal bir disipatif genişlemeye sahiptir. 

(Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991) . 

Tanım 2.26 : B, H Hilbert uzayında sınırlı bir lineer operatör ve A, K ⊂ H da bir 

lineer operatör olsun. 

P: H →K 
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bir izdüşüm operatörü olmak üzere, her INn ∈ için  

K

nn PBA =                  (2.17) 

ise B ye A nın dilatasyonu denir. Bu ifade aşağıdaki ifadelere eşdeğerdir.  

i) Her Kyx ∈,  ve her INn ∈ için  

( ) ( )yxByxA nn ,, =  

dir.  

ii) ( ) ( )
K

IBPIA
11 −−

−=−   λλ                          (2.18) 

dır. (Kuzhel, 1996). 

Tanım 2.27 : Terimleri  reel veya kompleks sayılar olmak üzere   

∑ ∑
∞

=

∞

=

∞<∞<
1 1

22
  ,

n n

nn yx                (2.19) 

şeklindeki { }∞
=

1nxf  ve { }∞
=

1nyg  dizilerinin uzayı 2
l  ile gösterilir. Buradaki 

,...,, 321 xxx   sayılarına  f  vektörünün bileşenleri denir. 2
l  uzayındaki iç çarpım 

n

n

n yxgf ∑
∞

=

=
1

),(                 (2.20) 

şeklinde tanımlanır. (Akhiezer ve Glazman,1963). 

Tanım 2.28 : Aşağıdaki özellikleri sağlayan { }IRttU ∈:)( HHtU →:)(  

operatörler ailesine üniter operatörler grubu adı verilir. 

i) U(0)=I, (I birim operatör) 

ii) Her IRst ∈,  için )().()( sUtUstU =+                     (2.21) 

(Weidmann,1980). 

Teorem 2.29 : H Hilbert uzayında kendine eş A operatörünün spektral ailesi )(λE  

olsun. A operatörü için 

CetIRxIR it ∈→∋ λλ ),( olmak üzere,  



 9 

itA

IR

it edEetUtIR ==→∋ ∫ )()( λλ               (2.22) 

şeklinde ifade edilen )(tU  üniter operatörler grubu oluşturulur. (Lax and 

Philips,1967). 

Teorem 2.30  : { },:)( IRttU ∈  H  Hilbert uzayında güçlü sürekli üniter grup olsun. 

Her IRt ∈ için  

itA

t etUU == )(                 (2.23) 

üniter grubu ile, H da kendine eş A operatörü birebir olarak belirlenir. A operatörüne 

U(t) grubunun üreteci adı verilir. (Weidmann,1980). 

Tanım 2.31 : HHV →:  üniter operatör olmak üzere, *~
VAVA =  ise A ve A

~
 

operatörüne üniter eşdeğerdir denir. (Weidmann,1980). 

Tanım 2.32 : H Hilbert uzayında A lineer bir operatör olsun. Eğer 1≤A  ise A  ya  

H da büzen bir operatör denir. (Naimark, 1968). 

Tanım 2.33 : A, H  Hilbert uzayında bir operatör ve K, H nın alt uzayı olsun. Her 

x K∈  için, Ax K∈ ise K ya invaryant alt uzay denir. 

itA

t eU =  üniter grubu yardımıyla Zt yarıgrubu oluşturulabilir. (Nagy ve Foias,1970). 

Teorem 2.34 : Ut grubunun K invaryant alt uzayı üzerine kısıtlaması ile elde edilen 

Zt operatörler ailesi 

{ }IZitB t
t

−= −

+→

1

0
)(lim                 (2.24) 

disipatif üretecine sahip, güçlü sürekli, tamamen üniter olmayan bir yarı gruptur ve 

t ≥ 0 için 

KtKt UPZ =                             (2.25) 

şeklinde ifade edilir. Burada PK, K uzayı üzerinde bir dik izdüşüm operatörüdür. 

(Pavlov,1996). 
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Tanım 2.35 : Kendine eş olmayan HHA →:  operatörü, sıfır olmayan hiç bir alt 

uzayda kendine eş operatör üretmiyorsa, basit (simple) olarak adlandırılır. 

(Kuzhel,1996). 

Teorem 2.36: : Kendine eş ve kompakt olan HHA →:  operatörünün özvektörleri, 

H  Hilbert uzayında ortonormal baz oluşur. (Naimark,1968). 

Tanım 2.37 : Her sınırlı kümeyi kompakt kümeye dönüştüren  operatöre kompakt 

operatör denir. (Naimark, 1968) . 

Tanım 2.38 :  Kompleks düzlemde { }1: <= λλD   açık disk olsun. 

( )

( )











∞=

∞<<








=

∈

<<
∫

pf

pdtref
f

D

pp
it

r
p

  

  

,sup

0,
2

1
sup

1
2

010

λ

π

λ

π

           (2.26) 

sonlu normu ile ifade edilen, D üzerindeki holomorfik f fonksiyonlarının sınıfına 

( )∞≤< PH
P 0   Hardy sınıfı adı verilir. (Lax ve Philips, 1967). 

Teorem 2.39 (Paley-Wiener) :  f  bir holomorfik fonksiyon ve 

( )∫
∞

∞−∞<<

∞<=+ cdxiyxf
y

2

0 2

1
sup

π
              (2.27) 

olsun. Bu durumda, z üst yarı düzlemde bir nokta olmak üzere, bir ( )∞∈ ,02LF  

mevcuttur öyle ki  

( ) ∫
∞

=
0

)( dtetFzf
itz                  (2.28) 

ve  

∫
∞

=
0

2
)( cdttF                  (2.29) 

dir. (Lax ve Phillips, 1967). 
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Tanım 2.40 : (a,b) aralığında tanımlı f  fonksiyonunun (k-1) nci mertebeden türevi 

mutlak sürekli olan ve f, ı
f , ıı

f , …, [ ]baLf
k ,2

)( ∈  koşulunu sağlayan fonksiyonlar 

uzayına Sobolev uzayı denir ve ( )baW
k ,2  ile gösterilir.  

Tanım 2.41  : H1 ve H2 Hilbert uzayları olsun. A, H1 uzayında ve S, H2 uzayında iki 

operatör olmak üzere A operatörü, S operatörüne üniter eşdeğer ise S operatörüne A 

operatörünün model operatörü denir. 
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3. SINIR KOŞULLARINDA SPEKTRAL PARAMETRE BULUNDURAN 

JAKOBİ MATRİSİ İLE OLUŞTURULAN FARK OPERATÖRLERİNİN 

SPEKTRAL ANALİZİ 

 

Bu bölümde sonsuz Jakobi matrisi ile oluşturulan ve spektral parametrenin aralığın 

sağ uç noktasında verilmesi durumunda ortaya konulan sınır değer problemine uygun 

olarak tanımlanan özel Hilbert uzayında sınır değer problemi ile aynı özdeğerlere 

sahip lineer disipatif operatör oluşturulmuştur. Daha sonra ise bu operatörün spektral 

özellikleri incelenmiştir.  

Elde edilen bu disipatif operatörün kendine eş dilatasyonu kurulmuştur. Kendine eş 

operatörün saçılma teorisi uygulanarak disipatif operatörün karakteristik fonksiyonu 

bulunmuştur. Bu fonksiyonun özellikleri incelenerek disipatif operatörün ve sınır 

değer probleminin tamlık teoremleri ispatlanmıştır. 

3.1.Simetrik Fark Operatörünün Özellikleri ve Sınır Değer Problemi                                                               

0Im Im   ve0 ==≠ nn n baa  (n ,...}2,1,0{=∈ IN ) olmak üzere sonsuz bir Jakobi 

matrisi 



























=

........

........

........

...00

...00

...000

221

110

00

aba

aba

ab

J  

şeklinde tanımlanır. 

,...,, 210 yyy  kompleks sayılarından oluşan her y = { ny } )( INn ∈  dizisi için 

bileşenleri ny)(l  olan yl dizisi )(n  0 INwn ∈> olmak üzere   

( ) ( ) ),(
11

 : 100000 yayb
w

Jy
w

y
oo

+==l  

( ) ( ) ( ) 1
11

: 111 ≥++== +−− nyaybya
w

Jy
w

y nnnnnn

n

n

n

n
 ,  l  
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biçiminde tanımlanır. 

Keyfi { } { } ( )INnzyy nn ∈==   z    ve  dizileri için y ile z nin Wronskiyenleri 

=),( zyWn  ( ) ( )     , 11

_

INnzyzyazy nnnnn

n

∈−=





++          (3.1.1)                                                                                                                 

biçiminde tanımlanır. 

Tanım 3.1.1:  Her n IN∈  için 

( ) ( ){ } [ ]
njjjjjj

n

j

zyzywzyw ,
0

−=−∑
=

ll            (3.1.2) 

eşitliğine Green formülü denir. 

Jakobi matrisinden operatöre geçmek için, 

_

0

),( nnn

n

zywzy ∑
∞

=

=  

iç çarpımını sağlayan ∞<∑
∞

=

2

0
nn

n

yw  olacak şekilde bütün kompleks değerli 

}{ nyy =  dizilerinden oluşan )(2
INwl { }( )nww =:  Hilbert uzayını kuralım.  

( )INy w

2
ll ∈  koşulunu sağlayan ( )INw

2
l  uzayındaki { } )( INnyy n ∈=  dizilerinin 

kümesini D ile gösterelim. D üzerinde yLy l=  eşitliğini sağlayan maksimal L 

operatörünü tanımlayalım. Her Dzy ∈, için [ ] [ ]
n

n
zyzy ,lim,

∞→
∞ =  limitinin varlığı ve 

sonlu olduğu ( )2.1.3  formülünden elde edilir. Bundan dolayı ( )2.1.3 de ∞→n  için 

limit alınırsa 

( ) ( ) [ ]                          ,,, ∞−=− zyLzyzLy              (3.1.3) 

elde eldir. 

( )INw

2
l  uzayında bileşenlerinin sonlu sayıdası sıfırdan farklı olan vektörlerin 

oluşturduğu ı

oDlineer  kümesini düşünelim. ı

oD  kümesinde L operatörünün 

kısıtlamasını ı

oL  ile gösterelim. ı

oL  operatörünün simetrik olduğu ( )3.1.3  den 
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görülür. ı

oL  operatörünün kapanışını oL  ile gösterelim. oo LD , operatörünün tanım 

bölgesi olup 

Dz ∈∀ için  [ ]                              0, =∞zy              (3.1.4) 

koşulunu sağlayan Dy ∈  vektörlerini içerir. oL  kapalı simetrik operatör olup, onun 

indis defekti (0,0) veya (1,1)’dir. Bunun dışında  *
oLL =  dir.  

LLo    ve  operatörlerine sırasıyla minimal ve maksimal operatörler denir. ( )0,0  indis 

defekti için oL operatörü kendine eş operatördür. Yani LLL oo ==* dir. 

( )      1,2,...n        w111 ==++ +−−  yyaybya nnnnnnnn λ            (3.1.5) 

denkleminin 

( ) ( ) ( ) ( )       
1

  ,0   ,
 w

   ,1 101

oo

oo

o
a

QQ
a

b
PP ==

−
== λλ

λ
λλ           (3.1.6) 

başlangıç koşullarını sağlayan çözümleri ( ) ( ){ }  λλ nPP =  ve 

( ) ( ){ } ( )INQQ n ∈= n        λλ  olsun. Burada ( ) λnP  fonksiyonuna n ci dereceden 

birinci türden bir polinom ve ( ) λnQ  fonksiyonuna da 1−n ci dereceden ikinci türden 

bir polinom denir. 

( )
o

n

nnn aaaaP ++++= −

−  ... 1
1     

1
n   λλλλ  

( )
o

n

n

n

nn bbbbQ ++++= −

−

−

−  ... 1
2

2
 1 

1 λλλλ  

( ) ( ) nnnn ywJyP λλ =,  denkleminin bir çözümüdür. 1≥n  için ( ) nnn
QJQ  wλ=  dir, 

fakat ( ) o

o

oooooo Q
a

abQaQbJQ  01
1

01 λ=≠=+=+= olduğundan dolayı ( ) λQ bir 

çözüm değildir. 

 INn ∈ için ( ) nnn
yJy  wλ=  denklemi 01 =−y  sınır koşulu altında ( )5.1.3  

denklemine eşdeğerdir. ( )5.1.3  denkleminin { }nyy =  ve { }nzz =  çözümlerinin 

Wronskiyeni 

( ) ( ) [ ] ( )INnzyzyzyazyW
nnnnnnn ∈=−= ++ ,    , :, 11  
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şeklinde tanımlanır. ( )5.1.3 denkleminin çözümlerinin Wronskiyeni n  ye bağlı 

değildir ve bu denklemin çözümlerinin lineer bağımsız olması için gerek ve yeter 

koşul bu çözümlerin Wronskiyenin sıfırdan farklı olmasıdır. ( )6.1.3  koşulundan 

( ) 10
 w1

1,
0

00

0

0
11

00
0 =







 −
−==

a

b

a
a

QP

QP
aQPWo

λ
 

elde edilir ve Wronskiyenin değişmezliğinden ( ) 1, =QPWn  )( INn ∈ olduğu çıkarılır. 

Sonuç olarak ( ) λP  ve ( ) λQ  çözümleri ( )5.1.3 denkleminin bir temel çözüm 

sistemini oluşturur. 

 

Kabul edelim ki oL  simetrik operatörünün indis defekti ( )1,1  olsun ve yl  ifadesi için 

de Weyl limit çember durumu sağlansın. (Stone, 1932; Welstead, 1982; Berezanskij, 

1965; Shi and Chen, 2004). 

oL  operatörünün indis defektinin ( )1,1  olmasından dolayı, her C∈ λ için ( ) λP  ve 

( ) λQ  çözümleri ( )INw

2
l  uzayına aittir. 

                   
1

  v,0  v,u  ,1
0

10

0

0
10

aa

b
u ==−==             (3.1.7) 

başlangıç koşullarını sağlayan 0=λ iken ( )5.1.3  denkleminin  çözümleri }{ nuu =  ve 

}{ nvv =  olacak şekilde )0(Pu =  ve )0(Qv =  olsun. Dolayısıyla u, v∈ )(2
INwl  dir. 

Buna ek olarak  u,v ∈D  ve 

1  ,0)(  ,1)(  ),(  , 0)( 0 ≥==∈= nJvJvINnJu nn                          (3.1.8) 

dir.                                    

Lemma 3.1.2. Keyfi Dyy n ∈= }{  ve { } Dzz n ∈=  vektörleri için 

[ ] [ ] [ ] { }( )∞∪∈−=
−−

INnuzvyvzuyzy nnnnn
,],[,],[,,             (3.1.9)  

dir.  

İspat: ( )1.1.3  den  ve [ ] 1, =nvu  olduğundan 
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 [ ] [ ] nnnn
uzvyvzuy ],[,],[,

−−

−  

( ) ( ) ( ) ( )11111111 ++++++++ −−−−−= nnnnnnnnnnnnnnnnnnnn zuuzayvvyazvvzayuuya

 

11111111
2 ( ++++++++ +−−= nnnnnnnnnnnnnnnnn zvyuvzyuzvuyvzuya  

)11111111 ++++++++ −++− nnnnnnnnnnnnnnnn zuyvuzyvzuvyuzvy  

)( 11111111
2

++++++++ −+−= nnnnnnnnnnnnnnnnn vzyuuzyvzvuyzuvya  

( ) ( )11
2

111
2

1 ++++++ −+−= nnnnnnnnnnnnnn vuuvazyuvuvazy  

( ) ( )1111 ++++ −−= nnnnnnnnnn uvuvazyzya  

[ ] [ ] nn
vuzy  ,,  = nzy  ],[= { })( ∞∪∈ INn  

bulunur.  

Teorem 3.1.3: oL  operatörünün tanım bölgesi olan oD , 

[ ] [ ] 0,, == ∞∞ vyuy                                                                       ( )10.1.3  

sınır koşullarını sağlayan Dy ∈ vektörlerinden oluşmaktadır.  

İspat: (3.1.4) koşulunu sağlayan Dy ∈  vektörlerinin kümesi ile oL  operatörünün 

tanım bölgesi çakışır. Lemma 3.1.2 den dolayı (3.1.4) ifadesi 

[ ] [ ] [ ] [ ]                           0,,,, =− ∞∞∞∞ uzvyvzuy           (3.1.11) 

ifadesine denktir. [ ]∞zv,  ve  [ ] ( )Dzzu ∈∞  ,  keyfi sayılar olabildiğinden dolayı her 

Dz ∈ için (3.1.11) eşitliğinin sağlanabilmesi için gerek ve yeter koşul (3.1.10) 

eşitliklerinin sağlanabilmesi ile mümkündür. Böylece teorem ispatlanır. 
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( ) ( ) ( )                                    
11

 : 10 yayb
w

Jy
w

y ooo

o

o

o

+==l          

( ) ( ) ( ) 1  ,
11

 : 111 ≥++== +−− nyaybya
w

Jy
w

y nnnnnn

n

n

n

n
l                         (3.1.12) 

fark ifadesi için aşağıdaki sınır değer problemini düşünelim. 

( )                          ,1           ,          ,y ≥∈= nD  yy nn
λl          (3.1.13) 

                                            ,0Im           ,01 >=+ − hhyyo          (3.1.14) 

[ ] [ ] ( [ ] [ ] )∞∞∞∞ −=− uyvyuyvy
ıı ,,[ ,, 2121 ααλαα                        (3.1.15) 

Burada λ  spektral parametre, IR
ıı ∈  ,,, 2121 αααα  ve  

0  : 2121

22

11 >−== ıı

ı

ı

αααα
αα

αα
α  

dir. Aşağıdaki kabulleri yapalım. 

[ ] [ ]∞∞∞ −= uyvyyM ,,:)( 21 αα , 

[ ] [ ]∞∞∞ −= uyvyyM
ııı ,,:)( 21 αα , 

1
0

1 :)( −= yyN , 

0
0
2 :)( yyN = , 

[ ]∞

∞ = vyyN ,:)(1 , 

( ) [ ]∞

∞ = uyyN ,:2 , 

           )()(:)( 0
1

0
20 yhNyNyM += . 

Lemma 3.1.4: 

Keyfi ∈zy, D için  )()(,)()( zMzMzMzM
ıı

∞∞∞∞ == , 

)()(,)()( 0
2

0
2

0
1

0
1 zNzNzNzN ==   olmak üzere  

i) [ ] [ ]        )()()()(
1

, zMyMzMyMzy
ıı

∞∞∞∞∞ −=
α

          (3.1.16) 
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ii) [ ]                  )().()().(, 0
2

0
1

0
2

0
11 yNzNzNyNzy −=−          (3.1.17) 

dir. 

 

İspat: i) Yukarıda yaptığımız kabullerden  

              [ ])()()()(
1

zMyMzMyM
ıı

∞∞∞∞ −
α

  

([ [ ] [ ] )∞∞ −= uyvy ,,
1

21 αα
α

[ ] [ ]( )∞∞ − uzvz
ıı ,, 21 αα  

[ ] [ ]( ) [ ] [ ]( )∞∞∞∞ −−− uzvzuyvy
ıı ,,,, 2121 αααα  

[ ] [ ] [ ] [ ]( )[ ∞∞∞∞ −= vzuyuzvy
ı ,,,,

1
21αα

α
 

[ ] [ ] [ ] [ ]( )∞∞∞∞ −− vzuyuzvy
ı ,,,,21αα  

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]( )[ ]∞∞∞∞ −−= vzuyuzvy
ıı ,,,,

1
2121 αααα

α
 

olduğu görülür. Lemma 3.1.2 den dolayı 

[ ])()()()(
1

zMyMzMyM
ıı

∞∞∞∞ −
α

[ ]∞= zy,  

elde edilir. Benzer şekilde 

ii) [ ]
( ) ( )
( ) ( )

    ,
0
2

0
2

0
1

0
1

00

11

1
zNyN

zNyN

zy

zy
zy ==

−−

−  

( ) ( ) ( ) ( )yNzNzNyN
0
2

0
1

0
2

0
1 −=  

olarak elde edilir. 
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3.2 Verilmiş Sınır Değer Probleminin Hilbert Uzayında Ürettiği Lineer Operatör 

( ) CfINf w ∈∈ )2(2)1(   ,l olmak üzere 
( )

( ) 







=

2

1

ˆ
f

f
f  şeklinde iki bileşenli elemanların 

lineer uzayını ( ) CINH w ⊕= 2
l  şeklinde gösterelim. 

Eğer 
22

11  : 
αα

αα
α

ı

ı

=   olmak üzere 0>α  kabul edilirse  

( )

( ) 







=

∧

2

1

f

f
f , 

( )

( )
H

g

g
g ∈








=

∧

2

1

, )(),(),( )1()1()1()1(
INnggff nn ∈==  

olmak üzere  

( ) ( ) ( ) ( )               
1

, 22

0

11
gfwgfgf

n

nnn
α

+=





 ∑

∞

=

∧∧

            (3.2.1) 

formülü H lineer uzayında bir iç çarpım tanımlar. Bu iç çarpıma göre H lineer uzayı 

bir Hilbert uzayı olur. Dolayısıyla verilmiş sınır değer problemine uygun Hilbert 

uzayı tanımlanmış olur. 

Verilen sınır değer problemine uygun  

HHAh →:  

operatörünü  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )












==∈∈









== ∞

121
0

1

)2(

)1(^

 ,0 ,: fMffMDfH
f

f
fAD

ı

h              

(3.2.2) 

( )( )
( )( )

                                                    :)(
~

1

1^









==

∞

∧

fM

f
ffAh

l
l           (3.2.3) 

eşitlikleri ile tanımlayalım. 
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Lemma 3.2.1: ( ) CINH w ⊕= 2
l   Hilbert uzayında  (3.2.2)  ve  (3.2.3) eşitlikleri ile 

tanımlı hA operatörü için  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]1111

11
1

11

1
                                

,,,,

gMfMgMfM

gfgfgAfgfA

ıı

hh

∞∞∞∞

∞−

∧∧∧∧

−+

−=







−







α

          (3.2.4) 

eşitliği sağlanır. 

 

İspat: (3.1.12) ve (3.2.1) den  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) )()(
11

:, )1(

0

111
1

11
11 gMfMwgfafbfa

w
gfA

N

n

ı

nnnnnnnn

nN

h ∑
=

∞∞+−−

∧∧

+++=







α
 

        ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )∑
=

∞∞+−− +++=
N

n

ı

nnnnnnn gMfMgfafbfa
0

)1(111
1

11
11 )()(

1

α
  

                   ( ) ( ) ( )( ) ( )∑
=

∞∞+−− +++=
N

n

ı

nnnnnnnnn gMfMgfagfbgfa
0

)1(111
1

1111
11 )()(

1

α
 

                   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) )1(
1

1
21

)1(
1

1
11

)1(
1

1
00

1
0

1
10

)1(
0

1
00

1
0

1
11 gfagfbgfagfagfbgfa +++++= −−   

                      

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) )()(
1

... )1(111
1

111
1

1
11 gMfMgfagfbgfa

ı

NNNNNNNN ∞∞+−− +++++
α

  

bulunur. Diğer taraftan,  

( )( ) ( ) ( )∑
=

∞∞+−−

∧∧

+++=





 N

n

ı

nnnnnnnn

nN

h gMfMwfgagbga
w

gAf
0

)1(111
1

)1()1(
11 )()(

11
:,

α

 

                 ( )( ) ( ) )()(
1

0

)1(1)1(1
1

)1()1(
11∑

=

∞∞+−− +++=
N

n

ı

nnnnnnn gMfMfgagbga
α

 

                 ( )( ) ( ) )()(
1

0

)1(11
1

)1()1()1()1(
1

)1(
1∑

=

∞∞+−− +++=
N

n

ı

nnnnnnnnn gMfMgfagfbgfa
α
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)1(

2
)1(

11
)1(

1
)1(

11

)1(
0

)1(
10

)1(
1

)1(
00

)1(
0

)1(
00

)1(
1

)1(
01

gfagfb

gfagfagfbgfa

+

++++= −−

 

                 
( ) )1(1)1(

1
)1()1()1()1(

1
)1(

1 ()(
1

... gMfMgfagfbgfa
ı

NNNNNNNNN ∞∞+−− +++++
α

 

olur. Buradan da  

)1(
1

)1()1()1(
1

)1(
1

)1(
01

)1(
0

)1(
11,, ++−−−−

∧∧∧∧

−+−=







−







NNNNNN

N

h

N

h gfagfagfagfagAfgfA  

  ( ) ( ) )()(
1

)()(
1 )1(1)1(1

gMfMgMfM
ıı

∞∞∞∞ −+
αα

 

( ))1()1(
1

)1(
1

)1()1(
1

)1(
0

)1(
0

)1(
11 )( NNNNN gfgfagfgfa ++−−− −−−=  

( ) ( ) )1(1)1(1 ()(
1

)()(
1

gMfMgMfM
ıı

∞∞∞∞ −+
αα

 

[ ] [ ] ( ) ( ) )()(
1

)()(
1

,, )1(1)1(1)1(1
1

)1()1(
gMfMgMfMgfgf

ıı

N ∞∞∞∞− −+−=
αα

 

bulunur. Burada limite geçilirse ∞→N  için  

),(),(
^^^^

gAfgfA hh −  

[ ] [ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ]   1
,, )1()1()1()1()1()1(

1
)1()1(

gMfMgMfMgfgf
ıı

∞∞∞∞∞− −+−=
α

    

bulunur.                               

Teorem 3.2.2. :  hA operatörü  H  uzayında disipatiftir. 

İspat : veADyy hn  )(}ˆ{ˆ ∈= )( hAD  = H   için  (3.2.4) eşitliğinden 

 ( ) ( )yAyyyA hh
ˆ,ˆˆ,ˆ −  

= [ ] [ ] ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]1)1(1)1()1()1(
1

)1()1( 1
,, yMyMyMyMyyyy

ıı

∞∞∞∞∞− −+−
α

  

bulunur. (3.1.16) dan dolayı 
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( ) ( )yAyyyA hh
ˆ,ˆˆ,ˆ −  = 1

)1()1( ],[ −yy  

olur. (3.1.17) den de  

( ) ( )yAyyyA hh
ˆ,ˆˆ,ˆ −  = )()()()( )1(0

2

)1(0
1

)1(0
2

)1(0
1 yNyNyNyN −  

elde edilir ve 0)(0 =yM  ise )()( )1(0
1

)1(0
2 yhNyN −= olacağından 

( ) ( ) )()()()((ˆ,ˆˆ,ˆ )1(0
1

)1(0
1

)1(0
1

)1(0
1 yhNyNyNhyNyAyyyA hh +−=−  

= ( )( ))()(
)1(0

1
)1(0

1 yNyNhh −  

= ( ) 2)1(0
1 )(yNhh −  

=
2)1(0

1 )(hIm2 yNi  

bulunur. Buradan da  

 ( ) 0)(h Imˆ,ˆIm
2)1(0

1 ≥= yNyyAh  )0(Im >h  

olur. Yani hA  operatörü  H  de disipatiftir. 

 

 

3.3 Hilbert Uzayında Sınır Değer Probleminin Ürettiği hA  Operatörünün 

Özdeğerleri ve Özvektörleri 

Her C∈ λ  için (3.1.13) denkleminin  

( )( ) ( ) 1  1
0

1 −== − λφλφN  ,                                   (3.3.1) 

( )( hyN == 0
0
2  λφ , 

( )( )                                  ,     221
ı

N αλαλχ −=∞             (3.3.2)  

( )( ) ı
N 112   αλαλχ −=∞  

koşullarını sağlayan çözümleri ( )λφ ve ( )λχ  olsun. (3.1.17) den -1 noktasındaki 

Wronskiyeni olan )(1 λ−∆  için 
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( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] 111 ,,: −−− −==∆ λχλφλφλχλ  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )λφλχλχλφ 0
2

0
1

0
2

0
1 NNNN +−=  

( )( ) ( )( )λχλχ 0
1

0
2 hNN +=  

( )( )λχ0M=  

dir. (3.1.16) den sonsuzdaki Wronskiyeni olan ( )λ∞∆  için 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]∞∞∞ −==∆ λχλφλφλχλ ,,:  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]λχλφλχλφ
α

∞∞∞∞ −−= MMMM
ıı1

 

olur. Buradan da α  nın tanımına göre  

( )λ∞∆ ( ( )( ) ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )[ ]λχαλχαλφαλφα
α

∞∞∞∞ −−−= 22112211

1
NNNN

ıı  

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ]λχαλχαλφαλφα ∞∞∞∞ −−− 22112211 NNNN
ıı  

( )( ) ( )( )[ ( )( ) ( )( )λφλχααλφχλφαα
α

∞∞∞∞ −−= 12211111

1
NNNN

ıı  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )λχλφααλχλφαα ∞∞∞∞ +− 22221221 NNNN
ıı  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )λχλφααλχλφαα ∞∞∞∞ +− 21211211 NNNN
ıı  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ]λχλφααλχλφαα ∞∞∞∞ ++ 22221221 NNNN
ıı  

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]λχλφλχλφαααα
α

∞∞∞∞ −−
−

= 12211221

1
NNNN

ıı  

( ) ( )( )( )( ) ( )( )( )[ ]ıı
NN 222111

1
λααλφλααλφα

α
+−+−−= ∞∞  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )λφλαλφλαλφαλφα ∞∞∞∞ −+−= 22112211 NNNN
ıı  

( )( ) ( )( ) ( ( )( ) ( )( ) )λφαλφαλλφαλφα ∞∞∞∞ −+−= 22112211  NNNN
ıı  

( )( ) ( )( )λφλλφ ı
MM ∞∞ +=   

olarak hesaplanır. 
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Lemma 3.3.1: (3.1.13) – (3.1.15) sınır değer probleminin özdeğerleri ancak ve ancak 

( )λ∆  nın sıfır yerlerinden ibarettir. 

( ) ( ) ( )( )λλλ ∞− ∆=∆=∆ 1  

İspat: ( )λλ 10, −∆  nın bir sıfırı olduğunu kabul edelim.  Öyleyse 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )                00 10 00 00 10 1 =−=∆ −−− λχλφλχλφλ            (3.3.3)  

dır. 1−=n  için ( ) ( )   ,
0 1 λφλ−∆ ve ( )0λχ  vektörlerinin Wronskiyeni olduğundan 

(3.3.3) gereği ( )0 λφ ve ( )0 λχ  çözümleri lineer bağımlı olur. Yani  

( ) ( )00   λχλφ k=                 (3.3.4) 

olacak şekilde 0≠k  sabit sayısı bulunur. (3.3.1) gereği ( ) )15.1.3()13.1.3(  , 0 −λφ  

sınır değer probleminin 0 λλ =  için bir çözümü olur. Yani 0 λλ =  bir özdeğerdir.  

Şimdi bunun tersinin de doğru olduğunu gösterelim. Yani 0 λλ =   özdeğer ise 

( ) 00 1 =∆ − λ  ve ( )0 λ∞∆ =0 olduğunu gösterelim. 0 λλ =  özdeğer için ( ) 00 1 ≠∆ − λ  ve 

( ) 00 ≠∆∞ λ  olduğunu kabul edelim. ( ) 00 1 ≠∆ − λ  ve ( ) 00 ≠∆∞ λ  ise ( )0 λφ  ve 

( )0 λχ n   vektörleri lineer bağımsız olur. Buna göre (3.1.13) denkleminin genel 

çözümünü 

( ) ( ) ( )0 20 0 10 )( λχλφλλ ccy +=  

şeklinde yazabiliriz. (3.1.14) sınır koşulu gereği  

010 =+ −hyy  

eşitliği sağlanır. Buradan (3.1.14) koşulu dikkate alınırsa  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 00 10 0 20 10 1 =+++ −− λχλχλφλφ hchc o  

eşitliği elde edilir. Bu eşitlikte ( )0 λφ  çözüm vektörünün  (3.1.14) sınır koşulunu 

sağladığı göz önüne alınırsa  

( ) ( )( ) ( ) 00 120 10 02 =∆=+ −− λλχλχ chc  
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bulunur. Kabulümüz gereği ( ) 00 1 ≠∆ − λ  olduğundan 02 =c olur. (3.1.14) koşulundan 

ve 02 =c olmasından  

( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ){ }ıı
uvc 220 110 1 ,, λααλφαλαλφ −−−

∞∞
 

( ) 00 1 =∆= ∞ λc  

dır. Kabul gereği ( ) 00 ≠∆∞ λ  olduğundan 01 =c  olur. 01 =c  ve 02 =c  olduğundan 

sonuç olarak ( ) 00 =λy  olur. Bu 0 λ  ın özdeğer olması ile çelişir. Böylece ispat 

tamamlanır. 

( ) 1 λ−∆  ve ( ) λ∞∆  fonksiyonlarının sıfırlarını ( ),...1,0  =nnλ şeklinde gösterirsek 

( )
( )( )

( )h

n

ı

n

n AD
M

∈







=

∞  

  
ˆ

λχ

λχ
χ  

vektörleri nnnhA χλχ ˆ ˆ =  eşitliğini sağlar. Yani nχ̂ ler hA  operatörünün 

özvektörleridir. 

 

Tanım 3.3.2: Eğer 0 λ  özdeğerine karşılık gelen nyyyy ,...,,, 210  vektörler sistemi 

( ) 000  yy λ=l ,  

( ) ( ) 0 000 =− ∞∞ yMyM
ıλ , 

( ) 000 =yM , 

( ) 0 10 =−− −sss yyy λl , 

( ) ( ) ( ) 0 10 =−− −∞∞∞ s

ı

s

ı

s yMyMyM λ , 

( ) nsyM s ,...,2,1  ,00 ==                (3.3.5) 

şartlarını sağlıyorsa nyyyy ,...,,, 210  vektörler sistemine (3.1.13) – (3.1.15) sınır değer 

probleminin öz ve birleştirilmiş (asosye) vektörler zinciri denir.  
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Lemma 3.3.3: (3.1.13) – (3.1.15) sınır probleminin özdeğerleri ve hA  disipatif 

operatörünün özdeğerleri çakışır. 

Bunun dışında (3.1.13) – (3.1.15) sınır değer probleminin 0λ  özdeğerine karşılık 

gelen her bir nyyyy ,...,,, 210  özvektörler ve birleştirilmiş vektörler zinciri, hA  

disipatif operatörünün aynı 0λ  özdeğerine karşılık gelen  nyyyy ˆ,...,ˆ,ˆ,ˆ
210  özvektörler 

ve birleştirilmiş vektörler zincirine karşılık gelir. Bu durumda 

,
)(

ˆ 







=

∞ k

ı

k

k
yM

y
y   k= 0,1,2, …., n                                                        (3.3.6) 

formülü geçerlidir.     

İspat: Eğer )(ˆ0 hADy ∈  ve 00 ˆˆ yyA nh λ=  ise ,)( 000 yy λ=l  

0)()( 000 =− ∞∞ yMyM
ıλ , 0)( 00 =yM eşitlikleri sağlanır. Yani (3.1.13) – (3.1.15) 

sınır değer probleminin özvektörü  y0  dır. Tersine olarak eğer (3.3.5.)  şartları 

sağlanırsa buradan )(ˆ
)( 0

0

0
hı

ADy
yM

y
∈=









∞

 ve 00
ˆˆ yyA nh λ=  dir. Yani ,ˆ0y hA  

operatörünün özvektörüdür. Ayrıca, eğer, Ah operatörünün 0λ  özdeğerine karşılık 

gelen nyyyy ˆ,...,ˆ,ˆ,ˆ
210  özvektörler ve birleştirilmiş vektörler zinciri ise buradan 

)(ˆ
hk ADy ∈    ),...,2,1,0( nk =  ve ,ˆˆ 000 yyAh λ=   ,ˆˆˆ 10 −+= sssh yyyA λ   s = 1,2,…,n 

şartları ile birlikte (3.3.5) eşitliklerini elde ederiz. Burada y0,y1,y2,…,yn  ler 

nyyy ˆ,...,ˆ,ˆ
10  vektörlerinin birinci bileşenleridir. Tersine, (3.1.13) – (3.1.15) 

problemine karşılık gelen y0,y1,y2,…,yn vektörleri için ),(
)(

ˆ
h

k

ı

k

k AD
yM

y
y ∈








=

∞

  k = 

0,1,2,…., n  ve  ,ˆ,ˆ 00 yyA nh λ=  ,ˆˆ
0 ısssh yyyA −+= λ  s = 1,2, …. , n elde ederiz. 

Böylece lemma 3.3.3 ispatlanmış olur. 
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3.4. Disipatif Durumunda Ah Operatörünün Kendine Eş Dilatasyonu ve 

Karakteristik Fonksiyonu 

Disipatif Ah operatörünün kendine eş dilatasyonunu kurmak için ( ) CINH w ⊕=
2

l  

uzayına giren )0,(2 −∞=− LD   ve çıkan ( )∞=+ ,02
LD  alt uzaylarını ekleyelim ve 

( ) ( )∞⊕⊕∞−= ,00, 22
LHLΗ  ortogonal toplamını oluşturalım. Bu uzaya “Esas 

Hilbert dilatasyon uzayı” denir. Η nin elemanlarını Η>∈=< +− ϕϕ ,ˆ, yw  şeklinde 

yazalım ve ( )0,1
2 ∞−∈− Wϕ   ve ),0(1

2 ∞∈+ Wϕ , 1
2)2(

)1(

   dir. ˆ WH
y

y
y ∈








=  Sobolev 

uzayıdır. Η  uzayında ( )hDw L∈   elemanlarının üzerinde  

)0(110 −−− =+ βϕahyy , 

)0(110 +−− =+ βϕayhy , 

)( )1()2(
yMy

ı

∞=                  (3.4.1) 

ve ,Im2:2
h=β  0>β  sınır koşullarını sağlayan 

( )  ,ˆ
~

,,ˆ, 〉〈=〉〈 +−
+−

ε

ϕ

ε

ϕ
ϕϕ

d

d
iy

d

d
iy lL                (3.4.2) 

diferensiyel ifadesi ile oluşturulan hL  operatörünü göz önüne alalım. 

 

Teorem 3.4.1: hL  operatörü H  uzayında kendine eş operatördür. 

 

İspat: Önce hL  operatörünün simetrik olduğunu ispatlayalım. )(, hLDgf ∈  için  

 ve,ˆ, 〉〈= +− ϕϕ yf  〉〈= +− ψψ ,ˆ, zg  olsun. Bu durumda  

( ) ( ) ( )〉〈〉〈=− +−+− ψψϕϕ ,ˆ,,,ˆ,,, zygfgf hh LLL
HH

 

      ( )〉〈〉〈− +−+− ψψϕϕ ,ˆ,,,ˆ, zy L  
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      ( ) 







〉〈〉〈= +−

+− ψψ
ε

ϕ

ε

ϕ
,ˆ,,,ˆ

~
, z

d

d
iy

d

d
i l  

      ( ) 







〉〈〉〈− +−

+−
ε

ψ

ε

ψ
ϕϕ

d

d
iz

d

d
iy ,ˆ

~
,,,ˆ, l  

bulunur. Buradan da   H  uzayının bileşenlerine geçerek 

         ( )( )∫
∞−

+
+

∞

−
− 








∫++








=

0

0
,ˆ,ˆ

~
, εψ

ε

ϕ
εψ

ε

ϕ
d

d

d
izyd

d

d
i

H
l  

          ( )( ) ε
ε

ψ
ϕε

ε

ψ
ϕ d

d

d
izyd

d

d
i H 








∫−−








∫− +

+

∞
−

−
∞−

,ˆ
~

,ˆ,
0

0

l  

       ( )( ) εψϕεψϕ dzydi
ı

H

ı

++

∞

−−
∞−

∫++∫=
0

0

ˆ,ˆ
~
l  

      ( )( ) εϕψεϕψ dizydi
ı

H

ı

++

∞

−−
∞−

∫−−∫−
0

0

ˆ
~

,ˆ l  

elde edilir. (3.2.4), (3.1.16)  ve kısmî integrasyondan  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )





−+

−=−

∞∞∞∞

∞−

1
_

111

11
1

11

1

,,,,

zMyMzMyM

zyzygfgf

ıı

hh

α

HH
LL

 

      ( ) ( ) ( ) ( )0000 ++−− −+ ψϕψϕ ii  

( ) ( )[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]1
1

1
0

1
1

1
0

1
1

1
0

1
1

1
021

11 , −−−−− ++−+++= zhzyhyhzzhyy
i

zy
β

 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]1
1

1
1

1
0

1
0

1
1

1
0

1
1

1
1

1
0

1
1

1
1

1
0

)1(
0

1
021

11 , −−−−−−−− −−−++++= zyhhzhyzyzyhhzhyzyhzy
i

zy
β

       ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]1
0

1
1

1
1

1
021

11 , zyhhzyhh
i

zy −−− −−−+=
β

 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ][ ]1
11

21
11 ,, −− −+= zyhh

i
zy

β
 

= ( ) ( )
1

11 ],[ −zy - ( ) ( )
1

11 ],[ −zy 0=  
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olur. Yani ( ) ( ) =−
HH

LL gfgf hh ,,  0 olduğundan hL  simetrik bir operatördür. hL  

operatörünün kendine eş olduğunu göstermek için hLL*h ⊂ olduğunu göstermek 

yeterlidir. 

 ( ) ( )*,ˆ,  ,,0, hh DzgDf LL ∈〉〈=∈〉〈= +−+− ψψϕϕ  

alalım. ( ) 00,1
2 =∈± mϕϕ W  için  ( )

H
L gfh ,  bilineer formunu alalım. 

Kısmi integrasyon ile 〉〈= +

ε

ψ

ε

ψ

d

d
z

d

d
igh ,ˆ, **L  elde edilir. Burada 

HzRL ∈∈ +
−

+
−

± *),(
^

2ψ dir. Benzer şekilde ( )hDyf L∈〉〈= 0,ˆ,0  ise ( )
H

L gfh , de kısmi 

integrasyon ile ( ) ( ) ( ))1(21 , zMzDz
ı

∞=∈  için  

 ( )           ,ˆ
~

,,ˆ,** 〉〈=〉〈= +−
+−

ε

ψ

ε

ψ
ψψ

d

d
iz

d

d
izg hh lLL             (3.4.3)  

olur. 

hL  operatörü için (3.4.2) de tanımlandığı şekilde her ( )hDf L∈  için 

( ) ( )
HhHh LL gfgf ,, =  olur. (3.4.3) den dolayı ( )

HhL gf ,  bilineer formundaki integral 

dışındaki terimlerinin toplamı sıfıra eşit olmalıdır. Yani , 

 [ ] [ ] ( ) ( ) ( )[ ])1()1()1()1()1()1(
1

)1()1( )(
1

,, zMyMzMyMzyzy
ıı

∞∞∞∞∞− −+−
α

  

 ( ) ( ) ( ) ( ) 00000 =−+ ++−− ψϕψϕ ii  

dır. (3.1.16) eşitliği yukarıda yazılıp düzenlenirse  

 [ ] ( ) ( ) ( ) ( )0000, 1
)1()1(

++−−− −= ψϕψϕ iizy  

dır. hL  nin sınır şartlarından 1−y  ve 0y  çözersek 

 ( ) ( )( )001
1 −+

−

− −= ϕϕ
βi

a
y , 

( ) ( ) ( )( ))000(10 −+−− −−= ϕϕ
β

βϕ
i

h
ay  

 bulunur ve buradan da  
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[ ] ( ) ( ) ( ) ( )0000, 1
)1()1(

++−−− −= ψϕψϕ iiyz   

elde edilir. 

[ ] )(, 100111 −−−− −= zyzyazy  

eşitliğinden 

( ) ( ) ( ) ( )( )                             z 000 -))0(0(
1 __

1-0

__









−−− −+−−+ ϕϕ

β
βϕϕϕ

β i

h
z

i
 

( ) ( ) ( ) ( )0000 ++−− −= ψϕψϕ ii                                                               (3.4.4) 

dır. Yukarıdaki denklemden ( )0−ϕ  ın katsayılarını eşitlersek  

)0(
1

01

2

−− =+
−

ψ
ββ

β
zz

hi
 

veya  

( )                                                       010 −− =+ βψhzz            (3.4.5) 

elde edilir. Benzer şekilde )0(+ϕ  ın katsayılarını eşitlersek 

)6.4.3(                                       )0(10 +− =+ βψzhz

 

bulunur. Sonuç olarak ( ) ( )hh DD LL ⊂*  olduğu görülür. Böylece  *
hh LL =   dır.  

 

3.5. hL  Operatörünün Oluşturduğu Üniter Grup 

hL  operatörünün, hA operatörünün kendine eş dilatasyonu olduğunu gösterelim. 

Stone teoremine göre hL  kendine eş operatörü H  Hilbert uzayında 

( ) ( )∞=∈= + ,0 ,exp IRttiU ht L  üniter grubu oluşturabilmektedir. 

HH →→ HPHP :       ve: 1 dönüşümlerini     ˆ,ˆ,: yyP →〉〈 +− ϕϕ ve  

〉〈→ 0,ˆ,0: 1 yyP  biçiminde ifade edelim. Üniter grup yardımıyla 
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{ }ttt ZtPPUZ için     0 ,: 1 ≥=  operatörler ailesi H da tamamen üniter olmayan 

büzülmelerin güçlü sürekli bir yarı grubudur. Bu yarı grubun hB  ile gösterilen üreteci  

( ) ( )yyZityB t
t

h
ˆˆ limˆ 1

0
−=

−

+→
 

eşitliği ile gösterilebilir. hB  üretecinin tanım bölgesi, bu limitin mevcut olduğu bütün 

ŷ vektörlerini içerir. hB  operatörü disipatiftir ve  hL  operatörüne hB  ın kendine eş 

dilatasyonu denir. (Kuzhel, 1996; Nagy and Foiaş, 1970). 

 

Teoerm 3.5.1: hL  operatörü hA  operatörünün kendine eş dilatasyonudur.  

 

İspat: hh AB =  olduğunu gösterirsek, hL  operatörünün hA  operatörünün kendine eş 

dilatasyonu olduğunu göstermiş oluruz. Bunu yapmak için ilk olarak  

       ( ) ( )     0Im ,ˆ,ˆ ˆ 1

1

1

1
<∈−=−

−−
λλλ HyyPIAyPIP hhL            (3.5.1) 

eşitliğini doğrulayalım (Kuzhel 1996, Nagy and Foiaş 1970). Bunun için             

( ) 〉〈==− +−

−
ψψλ ,ˆ,ˆ 1

1
zgyPIhL  

ifadesini göz önüne alalım. Buradan  

( ) yPgIh
ˆ 1=− λL  

veya 

( ) ( )0,ˆ,0,ˆ, yzIh =〉〈− +− ψψλL  

( ) 〉〈=〉〈−〉〈 +−
+− 0,ˆ,0,ˆ, ,ˆ

~
, yz

d

d
iz

d

d
i ψψλ

ε

ψ

ε

ψ
l  

olur. Bu eşitliği bileşenler şeklinde yazarsak  

0=− −
− λψ

ε

ψ

d

d
⇒ ( ) ( ) λεψεψ i

e
−

−− = 0 , 

0=− +
+ λψ

ε

ψ

d

d
⇒ ( ) ( ) λεψεψ i

e
−

++ = 0  



 32 

elde edilir. ( )hDg L∈  olduğundan ( )0,2 ∞−∈− Lψ  ve  ( ) 00 =−ψ  dır. Sonuç olarak 

10,ˆ −+ hzzz =0  sınır koşulunu sağlar. Böylece ( )hADz ∈ˆ olur. 

( ) yzz ˆˆ ˆ
~

=− λl ⇒  yzzL ˆˆ ˆ =− λ  

denklemi için ise 0Im <λ  için λ  noktası, disipatif operatörünün bir özdeğeri 

olamaz. ( ) ( ) )0(n  formülünde  0 10 +−+ += ψβψ zhz  bulunur. Böylece Hy ∈ˆ ve 

0Im <λ  için  

( ) yzIAh
ˆˆ =− λ ⇒ ( ) λλ zyIAz h +−=

−1 ˆ  

bir çözümdür ve burada λz ,  

  0 w1111 =−++ ++−− nnnnnnnn yyaybya λ   

denkleminin (3.4.1) sınır koşullarını sağlayan bir çözümüdür.  

Ancak 0Im <λ  olduğundan λz  disipatif  Ah  operatörünün bir özvektörüdür. Bu ise 

mümkün değildir. Çünkü disipatif operatörlerin özdeğerleri üst yarı düzlemdedir. 

Dolayısı ile 0≡λz  bulunur. Buradan 

( ) yIAz h
ˆˆ 1−

−= λ  dir.  P dönüşümünün uygulanmasıyla (3.5.1) ifadesi elde edilir. 

Yani  

( ) 1

0

1
11 )( dtPeUiPPIPIA

ti

thh

λλλ −
∞

−−

∫=−=− L  

∫
∞

−− −=−=
0

1)( IBdteZi h

ti

t λλ , 0 Im <λ  

bulunur. Böylece hh AB =  olduğu görülür ve teorem ispatlanır. 

 

3.6 Dilatasyonun Saçılma Teorisi ve Disipatif Operatörün Fonksiyonel Modeli 

{ }tu  üniter grubunun en önemli özelliği Lax – Philips saçılma teorisinin 

uygulanmasına imkan vermesidir. Yani bu grup aşağıdaki özellikleri sağlayan giren 

〉−∞〈=− 0,0),0,(L 2
D  ve çıkan 〉∞〈=+ ),0(,0,0 2

LD  alt uzaylarına sahiptir. 
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1)  ,−− ⊂ DDU t  0≤t    ve  ,++ ⊂ DDU t  0≥t  

2) { }I I
0 0

0
≤ ≥

+− ==
t t

tt DUDU  

3) U U
0 0≤ ≥

+− ==
t t

tt DUDU H  

4) +− ⊥ DD  

 

Bu özellikler ispatlanabilir. 4) özelliğinin doğruluğu açıktır. 1) özelliğini ispatlamak 

için D+ alt uzayı için 1)( −−= IR h λλ L  ifadesini oluşturalım. 0 Im <λ  olmak üzere, 

yarı düzlemdeki her λ  ve  f = 〈 0,0, +ϕ  (s) 〉  +∈ D  için, 

∫
∞

+ 〉−〈=
0

)(,0,0 dsseiefR
ii ϕλελε

λ  

olur. Buradan +∈ DfRλ  olduğu görülür. Bu durumda +⊥ Dg  için 0Im <λ  olmak 

üzere 

  ( )
H

L

HH L 









−=−== ∫

∞
−−

gfdteigfIgfR
tIi

h
h ,,)(),(0

0

)(1 λ
λ λ  

  ( ) dtgfUeigfdteei t

tititi h ∫∫
∞

−−

∞

−=









−=

00

,,
H

H

L λλ  

bulunur. Buradan da  her 0≥t  için  ( ) 0, =
H

gfU t  olduğu görülür. Böylece 

 +∈ DfU t  dir. Yani 0≥t  için  +⊂ DfU t  dir. (D- alt uzayı için de ispatlar benzer 

şekilde yapılır) Böylece 1) özelliğini ispatlanmış oldu. 2) özelliğini ispatlamak için 

),0(: 2 ∞→+
Lp H  ve +

+ →∞ DLp ),0(: 2
1  dönüşümlerini   

〉〈→=→〉〈 +
++−

+ ϕϕϕψψ ,0,0:,,ˆ,: 1Pyp  olarak tanımlayalım. 

( )0 ,: 1 ≥= +++
tPUpU tt  izometriler yarı grubunun ),0(2 ∞L  da tek taraflı bir öteleme 

olduğunu dikkate alalım. Hakikaten, 

  ( ) ttVt >−= εεϕεϕ  ,)( ve ( ) tVt ≤≤= εεϕ 0  ,0   
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şeklinde ifade edilen ( )∞,02L  üzerindeki tV  tek taraflı öteleme yarı grubunun 

üretecinin ( ) 00 =ϕ  sınır koşuluna sahip  







εd

d
i  diferansiyel operatörü olduğunu 

biliyoruz. Diğer taraftan, 0≥t  olmak üzere +
tU  izometriler yarıgrubunun üreteci 

olan S operatörü 

ε

ϕ

ε

ϕ
ϕϕϕ

d

d
i

d

d
ippppS hh =〉〈=〉<== ++++ ,0,0,0,01 LL  

şeklinde ifade edilir. Burada  ( )∞∈ ,01
2Wϕ  ve  ( ) 00 =ϕ  dır. Fakat bir yarıgrubun 

üreteci tek türlü belirlenebileceğinden dolayı tt VU =+ olmalıdır ve böylece 

{ }0),0(,0,0 2

00

=〉∞〈=
≥

+

≥

LVDU t

t

t

t

II   

bulunur ve 2) özelliği ispatlanmış olur. 

Lax – Philips saçılma teorisinin uygulanabilmesi için, spektral gösterim yardımıyla 

saçılma matrisi tanımlayalım. Bu yolla −D  ve +D alt uzayları için 3) özelliğini 

ispatlayalım. 3) özelliğini ispatlamak için önce aşağıdaki lemmayı ispatlayım.  

 

Lemma 3.6.1: hA  operatörü tamamen kendine eş olmayandır (basittir). 

 

İspat: Tersini kabul edelim yani hA  operatörü basit olmasın. O halde HH ı ⊂  

invaryant alt uzayı vardır ve bu alt uzay üzerinde hA  operatörünün kısıtlaması olan 

ı

hA  operatörü kendine eştir. 0,)exp( ),exp( uzayıalt ( ** >−== tiAViAVH htht

ı ,  

tt VV =− 1*  izometrilerinin yarı grubuna göre invaryanttır.)  ıH alt uzayının {0} 

olduğunu gösterirsek ispat tamamlanır. Bunun için, )()(ˆ ı

hh

ı
ADADHf =∈ I   ise  

)(ˆ *ı
hADf ∈  ve 

0 = H

tiAtiA

H

tiA
fefe

dt

d
fe

dt

d ı
h

ı
h

ı
h )ˆ,ˆ(ˆ 2 =  

   = ( ) ( )
H

tiAı

h

tiA

H

tiAtiAı

h feAfeifefeAi
ı
h

ı
h

ı
h

ı
h ˆ,ˆˆ,ˆ −  
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dir. (3.2.4) özelliğini kullanarak ve feg
tiA

ı
h ˆˆ =  alınarak,  

 ( ) ( )
H

ı

hH

ı

h gAgggAi ˆ,ˆˆ,ˆ0 −=  

   [ ] [ ])()()()(
1

,],[ )1()1()1()1()1()1(
1

)1()1(
gMgMgMgMgggg

ıı

∞∞∞∞∞− −+−=
α

  
2)1(0

1 )(Im2 gNh=  

     )1(ˆ )1(2 −= fe
tiA

ı
hβ

 

olur. )(ˆ ı

hADf ∈  olduğundan ı

hA  operatörü yukarıdaki koşulu sağlar. Ayrıca bu 

koşulu ı

hA  operatörünün özvektörleride sağlamalıdır. Böylece ıH  de yer alan ı

hA  

operatörünün özvektörleri olan hA  operatörünün )(ˆ λy  özvektörleri için 01 =−y  dır. 

(3.1.14) koşulundan 00 =y  ve 0)(ˆ =λy  dır. Böylece ı

hA  kendine eş operatörünün 

özvektörlerinin açılımı teoreminden { }0=ıH ’dır. Yani Ah operatörü basittir ve 

böylece lemma ispatlanmış olur. 

 

Aşağıdaki şekilde olan 

U
0≥

−− =
t

t DUH ve  U
0≤

++ =
t

t DUH    

uzaylarını oluşturalım. 

 

Lemma 3.6.2 HHH =+ +−    eşitliği sağlanır. 

 

İspat : ±D   alt uzayının 1) özelliğini düşünelim.  ı

ıH ,  H  nin bir alt uzayı olmak 

üzere, ( )+− +Θ= HHHH 1  alt uzayı { }tU  üniter grubuna göre invaryantır ve 

〉〈= 0,,0 ıı HH  biçiminde ifade edilir. Böylece, eğer ( )ıH ve uzayıalt  1H  sıfırdan 

farklı olsaydı, bu alt uzaya kısıtlanmış { }ı

tU  üniter grubu { }tU  grubunun üniter 

parçası olacaktı ve bundan dolayı Ah operatörünün ı

hA  kısıtlaması H de ıH
 kendine eş 
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bir operatör olacaktı. Ancak Ah operatörünün basitliğinden dolayı (Lemma 3.6.1) 

{ }0=ıH ’dır. Yani { }0=H  dir. Böylece Lemma ispatlanır. 

Lax – Philips saçılma teorisinde saçılma matrisi (fonksiyonu) spektral gösterim teorisi 

yoluyla tanımlanmıştır. Biz bu yapıyı oluşturmakla birlikte  +− DD   ve  alt uzayları için 

3) özelliğini de ispatlayacağız. 

nn yy λ=)(l  )( INn ∈   denkleminin  

,)(0 1
1

α

α
λ

ı

=−  λααχλααχ
α

α
λ ıı

ı

112221
2

0 )(N, )(N ,)(0 −=−== ∞∞  koşullarını 

sağlayan çözümleri ( )λ0  ve ( )λχ olsun.  

( )
( )
( )

                                       ,   :
1

0

λχ

λχ
λη

−

=              (3.6.1) 

( )
( )
( )

( )
( )

                     :
h

h
S

h

h

h
+

+
==

λη

λη

λη

λη
λ              (3.6.2) 

kabullerini yapalım. (3.6.1) deki ( )λη  fonksiyonu, reel eksen üzerindeki kutupları 

sayılabilir sayıda olan C  kompleks düzleminde meromorfik bir fonksiyondur. Hatta, 

( )λη  fonksiyonunun aşağıdaki özellikleri sağladığını göstermek mümkündür. 

  ( ) 0Im   Im <ληλ  0Im ≠λ  

ve ( )λη  nın reel eksendeki kutupları hariç her C∈λ  için     ( ) ( )ληλη =         dir. 

( ) ( )( ) ( ){ } ( ) ( ) 〉+〈= −−

−
−− λςλε

λ λλχλχληβςε i

h

i
eSheU ,ˆ,,

1

1                       (3.6.3) 

alalım. Burada ( ) ( ) ( )
( )









=∞−∈∞∈

α

λχ
λχες ˆ,0, ,,0  dır. λ  nın reel değerleri için 

( )ςελ ,−U  vektörleri H uzayına ait değildir.  

 

Lemma 3.6.3: ( )ςελ ,−
U  vektörleri UU  λ=L  denklemini ve λL  operatörü için 

verilen (3.4.1) sınır koşullarını sağlar. 
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İspat: ( )ςελ ,−
U  vektörünün UU  λ=L  denklemini sağladığı görülebilir. Şimdi de 

(3.4.1)  sınır koşullarının sağlandığını görelim. 

   ( ( )[ ] ( )[ ] )∞∞∞ −= vvM
ııı ,,)( 21 λχαλχαχ  

            ( ( ) ( ) )λαααλααα ıııı

112221 −−−=  

            ( ))( 12211221
ıııııı ααααλαααα −−−= = α , 

  
( )

( )
( )

( )
( )









+

+
=+

−

−

−

−
λχ

λχ

λχ

λχ

λη
β

1

1

1

0
10

1
h

h
hyy  

             
( )

( )( ) βλη
λη

β =+
+

= h
h

1
 

olur. Benzer şekilde  

( )λβ hSyhy =+ −10  

bulunur. Burada −
λU  ler    hL  operatörünün sürekli spektrumunun özfonksiyonlarıdır.  

),( ςελ
−

U  vektörleri yardımıyla 〉〈= − ϕϕ ,ˆ, yf  elemanları üzerinde ( )λ−− → ffF
~

:  

dönüşümünü  

( )( ) ( ) ( )
H

−
−− == λ

π
λλ UfffF ,

2

1
:

~
:  

şeklinde tanımlayalım. Burada , ( ) ( )ςϕεϕ −+ ,  kompakt dayanıklı  fonksiyonlardır ve 

{ } ( )INnyy n ∈=   dizisi sonlu sayıda terimleri sıfırdan farklı olan bir dizidir.  

 

Lemma 3.6.4: −F  dönüşümü −H  uzayını izometrik olarak ( )IRL2  uzayına 

dönüştürür. Her −∈ Hgf ,  elemanlar için Parseval eşitliği ve ters dönüşüm formülleri 

geçerlidir. Yani  

( )Hgf ,  = ( ) ( ) ( ) λλλ dgfgf
L ∫

∞

∞−

−−−− = ~~~,
~

2  

ve  
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  ( )∫
∞

∞−

+

+= λλ
π

λ dUff
~

2

1
   

eşitlikleri sağlanır.  Burada  ( ) ( )( )λλ fFf −− =
~

  ve  ( ) ( )( )λλ gFg −− =~  dır.  

 

İspat: 〉〈=〉〈=∈ −−− 0,0,  ,0,0,için  , ψϕ gfDgf , olmak üzere, Paley- Wiener 

teoremi ile  

 f
~ ( ) ( ) ( )∫

∞−

−−
− ∈==

0
2

2

1
,

2

1
HdeUf

i εεϕ
ππ

λ λε
λ  

dir. Fourier integralleri için Parseval eşitliği kullanılarak, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫
∞− ∞−

−−−−−− ===
0 0

2,~~
)(),(,

L
gFfFdgfdgf λλλεεψεϕH  

bulunur. Burada ,2
±H  üst ve alt yarı düzlemlere genişletebilen vektör değerli analitik 

fonksiyonları içeren ( )IRL2  uzayındaki Hardy sınıflarını göstermektedir.  

Şimdi Parseral eşitliğini tüm −H   uzayına genişletelim. Bunun için −D  ye ait olan 

düzgün ve kompakt dayanağa sahip fonksiyonlardan elde edilen −H   de yoğun olan 

vektörler kümesini ıH −  ile gösterelim. Bu vektörler için 

( )0,0,0,,: 000 ∞−∈〉=<=∈ ∞
−− CffUfHf t

ı ϕ   

olur. Burada fTT f ,=  ye bağlı olmayan negatif bir sayıdır. Bu durumda, eğer 

ıHgf −∈,   ise  fTT >  ve  gTT >  için  −−− ∈ DgUfU TT ,  dir ve bu vektörlerin 

birinci bileşenleri ( )0,0 ∞−∞
C  uzayındadır. Böylece ( )IRtU t ∈  operatörleri üniter 

olduğundan  

( ) ( ) fFeUfeUfUfUF titi

tt −
−−

− === λ
λ

λ
λ HH

,,  

dir ve bu eşitlik yardımıyla  

( ) ( ) ( ) 2,,,
LTTtT gUFfUFgUfUgf −−−−−− ==

HH  

             ( ) ( ) 22 ,,
LLg

titi gFfFFefFe −−−
−

−
− == λλ                      (3.6.4)  
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elde edilir. 

ıH − uzayı −H  de yoğun olduğundan (3.6.4) deki ifadenin kapanışı alınarak −H  

uzayında Parseval eşitliği elde edilmiş olur. Parseval eşitliğindeki tüm integrallerin, 

sonlu aralıklar üzerinde limitleri alınarak, ters dönüşüm formülü elde edilir. Sonuç 

olarak  

)(2

0

2

0

IRLHeDUFHF
t

ti

t

t ===
≥

−

≥

−−−− UU
λ  

olur. Yani −F  dönüşümü −H uzayını ( )IRL2  uzayına dönüştürür ve lemma ispatlanır. 

Şimdi de  

( ) >








+=< −

−

−
−+ λελε

λ λχλχληβλςε ii

h eheSU ),()())((,)(,
^

1

1

__

 

vektörler kümesini oluşturalım. Burada λ  nın reel değeri için ( )ςελ ,+
U  vektörleri 

+H  uzayına ait değildir. Fakat ( )ςελ ,+
U  vektörleri ( )IRUU ∈= λλ    L   denklemini 

ve hL  operatörü için verilen sınır koşullarını sağlar. ( )ςελ ,+
U  vektörleri yardımıyla 

( )λ++ → ffF
~

:  dönüşümünü 〉〈= +− ϕϕ ,ˆ, yf   vektörleri üzerinde  

( )( ) ( ) ( )
H

+
++ == λ

π
λλ UfffF ,

2

1
:

~
:   

şeklinde tanımlayalım. Burada ( )ςϕεϕ +− ),( fonksiyonları kompakt dayanıklı 

fonksiyonlardır ve { } ( )INnyy n ∈=    dizisi sonlu sayıda terimleri sıfır olmayan bir 

dizidir. 

 

Lemma 3.6.5: +F dönüşümü +H uzayını izometrik olarak ( )IRL2  uzayına dönüştürür 

ve her +∈ Hgf ,  elemanları için Parseval eşitliği ve ters dönüşüm formülleri 

geçerlidir. Yani 

( ) ( ) ( ) ( ) ,~~~,
~

, 2 λλλ dgfgfgf
L ∫

∞

∞−

++++ ==
H
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( )∫
∞

∞−

+

+= λλ
π

λ dUff
~

2

1
 

dır. Burada ( ) ( )λλ )(
~

fFf ++ =   ve  ( ) ( )( )λλ gFg ++ =~  dır. 

Bu lemma, lemma 3.6.4 e benzer şekilde ispatlanır.  

(3.6.2) eşitliğine göre ( )λhS  fonksiyonu IR∈λ için )(λhS =1 olduğundan. +
λU ve 

−
λU  vektörleri  kullanılarak,  

( ) ( )                                    IRUSU h ∈= +− λλ λλ             (3.6.5) 

eşitliği yazılabilir.  

Lemma 3.6.4 ve 3.6.5 den dolayı +− = HH  olduğu görülür. Lemma 3.6.2 den dolayı 

+− == HHH  elde edilir. Dolayısıyla giren ve çıkan alt uzaylar için 3) özelliği 

ispatlanmış oldu.  

Bu durumda, −F  dönüşümü H  uzayını izometrik olarak ( )IRL2  uzayına dönüştürür. 

tU  operatörünü tie λ  çarpma operatörüne ve −D  alt uzayını 2
−H  uzayına dönüştürür. 

Diğer bir değişle −F  dönüşümü { }tU  grubunun giren spektral gösterimidir. Benzer 

şekilde +F  dönüşümü  { }tU  grubunun çıkan spektral gösterimidir. (3.6.5) 

ifadesinden, bir H∈f  elemanın +F  gösteriminden −F  gösterimine geçişi, ( )λhS  

fonksiyonu ile çarpım olarak gösterilir, yani 

( ) ( ) ( )λλλ +− = fSf h

~~
 

sonucu elde edilir. Lax ve Philipsin saçılma teorisine göre −D  ve +D  alt uzaylarına 

göre { }tU  grubunun saçılma matrisi (fonksiyonu), H∈f  vektörünün −F  

gösterimine karşılık gelen +F  gösterimini elde etmek için çarpılması gereken 

katsayılarıdır. Böylece ( )λhS  fonksiyonu { }tU  grubunun saçılma matrisidir.  

Yukarıda yapılan işlemler, aşağıdaki teoremin ispatıdır.  
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Teorem 3.6.6: ( )λhS  fonksiyonu { }tU  grubunun (kendine eş hL  operatörü için) 

saçılma matrisidir. 

 

Tanım 3.6.7: ( )λhS  fonksiyonu +C üst yarı düzlemde analitik olsun. Eğer, 

+∈Cλ için ( ) 1   ≤λhS  ve hemen hemen her IR∈λ  için ( ) 1  =λhS  ise ( )λhS  

fonksiyonu +C  üst yazı düzlemde iç fonksiyondur denir. 

( )λhS  fonksiyonu üst yazı düzlemdeki keyfi sabit olmayan  iç fonksiyon  olsun. 

22
++ Θ= HSHK h  tanımlayalım. { }0≠K  uzayı 2

+H  uzayının bir alt uzayıdır. 

( ) K∈= λϕϕ  için ][ ϕϕ λti

t ePZ =  formülüne göre K  daki ( )0 ≥tZ t  operatörlerinin 

yarıgrubunu alalım. Burada 2, +HP  dan K ya tanımlı izdüşüm operatörüdür. { }tZ  yarı 

grubunun üretecini ( )ϕϕϕ −= −

+→
t

t
ZitT 1

0
)(lim  ile gösterelim burada T, tüm K∈ϕ  

fonksiyonlarını içeren , tanım bölgesi ( )TD  olan disipatif operatördür. T ye model 

disipatif operatör denir. (Bu tanım Lax ve Philipsin tanımıdır. Bu model operatör  

Nagy ve Foiaş tarafından oluşturulan model disipatif operatörünün özel bir 

durumudur). Temel kabule göre ( )λhS , T operatörünün karakteristik fonksiyonudur.  

+− ⊕⊕= DKDH  olmak üzere 〉〈= 0,,0 HK  olsun. −F  dönüşümü altında, −F  üniter 

dönüşümünün özelliğinden aşağıdakiler geçerlidir. 

( ) ( )     )(
~

,)(2 λλ gFffIRL −− =→→H            (3.6.6) 

22 , ++−− →→ HSDHD h  

( )( ) ( )λλ λ
−−

−
−−++ =→Θ→ fefFUFfVHSHK

ti

tth
ˆ~

, 122  

Bu formüller hA  operatörünün, karakteristik fonksiyonu ( )λhS  olan disipatif model 

operatöre üniter eşdeğer olduğunu gösterir. Üniter eşdeğer disipatif operatörlerin 

karakteristik fonksiyonları aynı olduğundan (Sz-Nagy ve Foiaş) aşağıdaki teorem 

ispatlanmış olur.  
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Teorem 3.6.8: hA  disipatif operatörünün karakteristik fonksiyonu (3.6.2) formülünde 

tanımlanan ( )λhS  fonksiyonudur. 

 

3.7. Disipatif Fark Operatörünün Spektral Analizi 

hA  disipatif operatörünün karakteristik fonksiyonu bizi bu operatörünün spektral 

özellikleri hakkında tamlık bilgisine götürür. Örneğin ( ) ( ) ( )λλλ BsSh =       

çarpımındaki ( )λs  singüler çarpanın yokluğu ( )INw

2
l  uzayında hA  operatörünün öz 

vektörler ve asosye vektörler sisteminin tamlığını garanti eder. Burada ( )λB  

Blaschke çarpanıdır. 

 

Teorem 3.7.1: 0Im >h  olmak üzere tüm h değerleri için ( 0hh = değeri hariç) hA  

disipatif operatörünün karakteristik fonksiyonu olan ( )λhS , Blaschke çarpanıdır ve 

hA operatörünün spektrumu purely (sırf) ayrıktır ve açık üst yarı düzleme aittir. 

hAhh için    0≠   operatörü sonlu katlılığa sahip ve sonsuzda limit noktası olan 

sayılabilir  sayıda izole edilmiş özdeğerlerden oluşmuştur. hAhh için   0≠  

operatörünün öz vektörler ve asosye vektörler sistemi H uzayında tamdır. 

 

İspat: (3.6.2) eşitliğinden açıktır ki ( )λhS  üst yarı düzlemede bir iç fonksiyondur. 

Ayrıca tüm λ  kompleks düzlemi için ( )λhS  meroformiktir. Böylece,  

( ) ( )                          ,0)(  , >== hccBeS
ci

h λλ λ             (3.7.1) 

biçiminde yazılabilir. Burada ( )λhB   Blaschke çarpanıdır. (3.7.1) eşitliğinden  

( ) ( ) ( )              0Im,Im ≥≤≤ − λλλ λλ hc

h

ci

h eBeS             (3.7.2) 

elde edilir. Üstelik ( )λhS  e göre )(λη  ifade edilerek, (3.6.2) eşitliğinden  

( )
( )
( ) 1−

−
=

λ

λ
λη

h

h

S

hSh
                 (3.7.3) 
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yazılabilir.                                             

Eğer ( )0Im >hh  değeri için  0)( >hc ise, 0)(lim =
+∞→

itSh
t

 olduğu (3.7.2) den ve 

( ) hit
t

=
+∞→

ηlim  olduğu (3.7.3) den görülür. ( )λη  değeri h den bağımsız olduğundan 

( ) 0, hhhc =/  tek noktası hariç olmak üzere, sıfırdan farklıdır. (ve ayrıca 

( )ith
t

η
+∞→

= lim0 dir). Böylece teorem ispatlanır. 

Lemma 3.6.1 e  göre (3.1.13)-(3.1.15) sınır değer probleminin özdeğerleri ile hA  

operatörünün özdeğerleri çakışır. Hatta (3.1.13)-(3.1.15) sınır değer probleminin 

özvektörleri ve asosye vektörleri için (3.3.6) formülü vardır. Bu durum aşağıda 

verilen teorem ile de yorumlanabilir.  

 

Teorem 3.7.2:  (3.1.13)-(3.1.15) sınır değer probleminin spektrumu, sırf ayrıktır ve 

açık üst yarı düzleme aittir. 0Im >h   olmak üzere  0hh =  değeri hariç tüm h 

değerleri için (3.1.13)-(3.1.15) sınır değer problemi ( )0hh ≠  sonlu katlılığa sahip, 

sonsuzda limiti olan sayılabilir sayıda izole edilmiş özdeğerleri vardır. Bu problemin 

( )için  0hh ≠  öz vektörler ve asosye vektörler sistemi ( )INw

2
l  uzayında  tamdır. 
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4. SINIR KOŞULLARINDA SPEKTRAL PARAMETRE BULUNDURAN 

STURM–LİOUVİLLE FARK OPERATÖRÜNÜN SPEKTRAL 

ÖZELLİKLERİ 

 

Bu bölümde spektral parametrenin aralığın sol uç noktasında verilmesi durumunda 

ortaya konulan Sturm–Liouville fark sınır değer problemine uygun olarak tanımlanan 

özel Hilbert uzayında sınır değer problemi ile aynı özdeğerlere sahip lineer disipatif 

operatör oluşturulmuştur. Daha sonra bu dsipatif operatörün spektral özellikleri 

incelenmiştir.  

Elde edilen bu disipatif lineer operatörün kendine eş dilatasyonu kurulmuştur. 

Saçılma teorisi uygulanarak disipatif operatörün karakteristik fonksiyonu 

bulunmuştur. Bu fonksiyonun özellikleri incelenerek disipatif operatörün ve Sturm–

Liouville fark operatörünün  tamlık teoremleri ispatlanmıştır. 

 

4.1. Sturm–Liouville Fark Operatörünün Özellikleri ve Sınır Değer Problemi  

{ },...,2,1,0: ±±=∈ Zn  olmak üzere ny  kompleks sayılarının dizisi { }nyy =  olsun. 

Bileşenleri ( )
n

yl  olan ly  dizisi için  

  ( ) nnnnnnnnn
ywyaybyay λ=−+−= +−− 111:l             (4.1.1) 

ikinci mertebeden fark denklemini (Sturm – Liouville fark denklemini) ele alalım. 

Burada λ  bir spektral parametre, 0 ,0 n ≠> awn  ve ( )+∞∞−=∈ ,:, IRba nn ,  Zn ∈  

olsun. 

Eğer 1 , −−−== nnnnnn aabqap  ve nnn xxx −=∆ +1  ifadeleri (4.1.1) denkleminde 

yazılırsa Sturm – Liouville biçiminde  

( ) ( )Z   11 ∈=+∆∆− −− nywyqyp nnnnnn λ              (4.1.2) 

fark denklemi elde edilir. { }nyy =  ve { }nzz =  dizileri için    

 )(:],[
_

11

_

nnnnnn zyzyazy ++ −=               (4.1.3) 

biçiminde tanımlanan bileşenleri [ ]
n

zy,  olan dizi [ ]zy, olsun. 
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Tanım 4.1.1 :  Her Znm ∈,  ve mn <  için 

{ } [ ] [ ] 1,,)()( −
=

−=−∑ n

m

nj

mjjjjjj zyzyzywzyw ll             (4.1.4) 

eşitliğine Green formülü adı verilir.  

Keyfi { }nyy =  dizisi için ( )
n

yl = nn yw )(1
l

−  biçiminde tanımlanan bileşenleri ( )
n

yl  

olan diziyi yl  ile gösterelim. 

( ) ∑
∞

−∞=

=
n

nnn zywzy,  

iç çarpımını oluşturup ∑
∞

−∞=

∞<
n

nn yw
2

 koşulunu sağlayan bütün kompleks değerli y 

dizilerinin oluşturduğu  )(2
Zwl  { }( )Zn,w:w n ∈=  Hilbert uzayını kuralım. 

∈yl )(2
Zwl  olacak şekilde ∈y )(2

Zwl  vektörlerinin kümesini D ile 

gösterelim. yLy l=  konularak D de bir L maksimal operatörü tanımlayalım. y,z D∈  

vektörleri için 

[ ] [ ]zyzy
n

,lim,
∞→

∞ = n  ve [ ] [ ]n
n

zyzy ,lim,
−∞→

∞− =  

 limitlerinin varlığı ve sonlu olduğu (4.1.4) formülünden elde edilir. Bundan dolayı, 

−∞→n   ve ∞→n    için (4.1.4) formülünde limite geçilirse, y,z D∈  için  

 ( ) ( ) [ ] [ ] ∞−∞ −=− zyzyLzyzLy ,,,,                 (4.1.5) 

elde edilir. 

Sonlu sayıdaki terimi sıfırdan farklı olan { }nyy =  dizilerinin kümesi üzerinde 

LyyLı =0  ile tanımlı ıL0  simetrik operatörünün kapanışını L0 ile gösterelim. L0 

oparetörü simetriktir ve LL =*
0 dir. (Berezanskij, 1965). 

L0 ın indis defektinin hesaplanması, yarı doğru üzerindeki indis defektlerin 

hesaplanmasına indirgenebilir. Aslında )(2 Zwl , )(2
−INwl  { }( ),...,3,2,1 −−−=−IN  ve 

)(2
+INwl  { }( ),...,3,2,1,0=+IN  uzaylarının ortogonal toplamıdır. )(2

−INwl  ve )(2
+INwl  
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uzaylarında l  ile üretilen minimal (maksimal) operatörler )(0 −
−

LL   ve )(0 +

+
LL  olsun 

ve ),(0 m

m DD  )(0 m

m LL  operatörlerinin tanım kümesi olsun. 0 Im ≠λ  için  L0  ın defekt 

sayısı  ( ) ( ){ }⊥
−= 000 dim: LDILdef L λ  için +− += 000 defLdefLdefL  eşitliği sağlanır. Bu 

ise 2,1,0=k  olmak üzere L0 ın indis defektinin  (k,k) biçiminde olduğunu gerektirir. 

(0,0) indis defekti için L0 operatörü kendine eştir. Yani LLL == 0
*
0  dir. 

Kabül edelim ki simetrik L0 operatörünün indis defekti (2,2) olsun. ∞±  da Weyl limit 

çember durumlarını garanti eden yeterli koşullar vardır. (Atkinson, 1964; Berezanskij, 

1965; Clark, 1996; Welstead,1982). 

L0  ın tanım kümesi 

[ ] [ ] ∞−∞ − zyzy ,, = 0  (z∈  D)                         (4.1.6) 

koşulunu sağlayan Dy ∈  vektörlerini içerir.  

0P,
a

1
(λP1,(λP0,(λP

(2)

0

(2)

1

(1)

0

(1)

1 =−===
−

−− )()))
1

λ            (4.1.7) 

koşullarını sağlayan (4.1.1) denkleminin çözümlerini ( ){ }λλ )1()1( )( nPP =  ve  

( ){ }λλ )2()2( )( nPP =  )( Zn ∈  ile gösterelim. (4.1.1) denkleminin  { }nyy =  ve { }nzz =  

çözümlerinin Wronskiyeni ( ) [ ]
nn zyzyW ,, =  olacak şekilde 

( )zyWn , = ( )nnnnn zyzya 11 ++ −  biçiminde tanımlanır. Bu çözümler n ye bağlı değildir 

ve bu iki çözümün lineer bağımsız olması için gerek ve yeter koşul Wronskiyeninin 

sıfırdan farklı olmasıdır. (4.1.7) koşulundan 1),( )2()1( =PPWn )( Zn ∈  olduğu elde 

edilir. )(    ve)( )2()1( λλ PP , (4.1.1) denkleminin çözümlerinin temel sistemini oluşturur 

ve her C∈λ  için )()( , )( 2)2()1( ZPP wl∈λλ  dır. 

)0(    ve)0( )2()1( PvPu ==  olsun. { } { }nn v vveuu ==     reel sayılar dizisi ve 

[ ] 1, =nvu )( Zn ∈ olduğundan (4.1.3) denkleminin tabanı olduğu görülür.  

 

Lemma 4.1.2.: Keyfi { }nyy =  ve { }nzz =  ∈  D vektörleri için 
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  [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] { }),+∞∞−∪∈−= Z(n,,uzy,v,vzy,uy,z nnnnn
           (4.1.8) 

eşitliği sağlanır. 

İspat : Lemma 3.1.2 nin ispatına benzer şekilde yapılır.  

 

Teorem 4.1.3 : L0  operatörünün tanım bölgesi 0D ,  

[ ] [ ] ∞−∞− = vyuy ,,  = [ ] [ ] 0,, == ∞∞ vyuy               (4.1.9) 

sınır koşullarını sağlayan Dy ∈  vektörlerini içerir.  

 

İspat : Lemma 4.1.2 den (4.1.6) denklemi  

        [ ] [ ] [ ] [ ]∞∞∞∞ − uzvyvzuy ,,,, - [ ] [ ] [ ] [ ] ∞−∞−∞−∞− − uzvyvzuy ,,,, = 0        (4.1.10)  

denklemine denktir. Üstelik [ ] ,, ∞−uz  [ ] ∞−vz, , [ ]∞uz,  ve [ ]∞vz,  keyfi olabilir. Bundan 

dolayı, her Dz ∈  için (4.1.10) denkleminin mümkün olması için gerek ve yeter koşul 

(4.1.9) koşullarının sağlanmasıdır. Böylece  teorem ispatlanır.    

 

 )( yl  fark ifadesi için aşağıdaki sınır değer problemini düşünelim.  

yy λ=)(l , Dy ∈   )( Zn ∈ ,               (4.1.11) 

[ ] [ ] [ ] [ ]( )∞−∞−∞−∞− −=− uyvyuyvy
ıı ,,,, 2121 ααλαα ,          (4.1.12) 

[ ] [ ] 0,, =− ∞∞ uyhvy   0Im >h .            (4.1.13) 

Burada λ , kompleks spektral parametre, IRıı ∈2121 ,,, αααα   ve  

  0  1221

22

11 >−== αααα
αα

αα
α ıı

ı

ı

 

dir. 

Aşağıdaki kabulleri yapalım. 

[ ] [ ] ∞−∞−∞− −= uyvyyM ,,:)( 21 αα , 
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[ ] [ ] ∞−∞−∞− −= uyvyyM
ııı ,,:)( 21 αα , 

[ ]∞

∞ = vyyN ,)(1 , 

[ ]∞

∞ = uyyN ,:)(2 , 

[ ] ∞−

−∞ = vyyN ,:)(1 , 

( ) [ ] ∞−

−∞ = uyyN ,:2 , 

)()()( 21 yhNyNyM ∞∞
∞ −= . 

Lemma 4.1.4: Keyfi ∈zy, D  için  )()( zMzM ∞−∞− = ,  )()( zMzM ıı

∞−∞− =  

)()(,)()( 2211 zNzNzNzN ∞∞∞∞ ==   olmak üzere  

i) [ ] [ ]     )()()()(
1

, zMyMzMyMzy ıı

∞−∞−∞−∞−∞− −=
α

           (4.1.14) 

ii) [ ]               )().()().(, 2121 yNzNzNyNzy
∞∞∞∞

∞ −=          (4.1.15) 

eşitlikleri sağlanır. 

İspatı lemma 3.1.4’deki ipata benzer şekilde yapılır. 

 

4.2 Verilmiş Sınır Değer Probleminin Hilbert Uzayında Ürettiği Lineer 

Operatör: 

( ) CfZf w ∈∈ )2(2)1(   ,l olmak üzere 
( )

( ) 







=

2

1

ˆ
f

f
f  

şeklinde iki bileşenli elemanların lineer uzayını ( ) CZH w ⊕= 2
l  şeklinde gösterelim. 

Eğer 
22

11

αα

αα
α

ı

ı

=  olmak üzere 0>α  kabul edilirse  

( )

( ) 







=

∧

2

1

f

f
f , 

( )

( )
H

g

g
g ∈








=

∧

2

1
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olmak üzere  

( ) ( ) ( ) ( )                
1

, 2211
gfwgfgf

n

nnn
α

+=






 ∑
∞

−∞=

∧∧

           (4.2.1) 

formülü H lineer uzayında bir iç çarpım tanımlar. Bu iç çarpıma göre H  lineer uzayı 

bir Hilbert uzayı olur. Dolayısıyla verilmiş sınır değer problemine uygun Hilbert 

uzayı tanımlanmış oldu. 

Verilen sınır değer problemine uygun  

HHAh →:  

operatörünü  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2.2.4     ,0 ,: 1211

)2(

)1(^













==∈∈









== ∞−∞ fMffMDfH

f

f
fAD

ı

h  

( )( )
( )( )

                                                :)(
~

1

1^









==

∞−

∧

fM

f
ffAh

l
l            (4.2.3) 

eşitlikleri ile tanımlayalım. 

 

Lemma 4.2.1: ( ) CINH w ⊕= 2
l   Hilbert uzayında  (4.2.2)  ve  (4.2.3) eşitlikleri ile 

tanımlı hA  operatörü için  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]1111

1111

1
                                 

,,,,

gMfMgMfM

gfgfgAfgfA

ıı

hh

∞−∞−∞−∞−

∞−∞

∧∧∧∧

−+

−=







−







α

 

         (4.2.4) 

eşitliği sağlanır. 

İspatı lemma 3.2.1 deki ispata benzer şekilde yapılır. 

 

Teorem 4.2.2 :  hA operatörü  H  uzayında disipatiftir. 
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İspat : veADyy hn  )(}ˆ{ˆ ∈= )( hAD  = H   için (4.2.4) eşitliğinden  

( ) ( )y,Ayy,yA hh
ˆˆˆˆ − =

[ ] [ ] ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]1)1(1)1()1()1()1()1( 1
,, yMyMyMyMyyyy

ıı

∞−∞−∞−∞−∞−∞ −+−
α

  

bulunur. (4.1.14) den dolayı 

( ) ( ) =− yAyyyA hh
ˆ,ˆˆ,ˆ

∞],[ )1()1( yy  

                             = )()()()( )1(
2

)1(

1

)1(

2
)1(

1 yNyNyNyN ∞∞∞∞ −  

olur. 0)( )1( =∞ yM   koşulu sağlanacağından  

)()( )1(
2

)1(
1 yhNyN ∞∞ = bulunur ve buradan da  

( ) ( ) ( ) ( ))1(
2

)1(
2

)1(
2

)1(
2 )()(ˆ,ˆˆ,ˆ yNyNhyNyhNyAyyyA hh

∞∞∞∞ −=−  

= ( )( ))()(
)1(

2
)1(

2 yNyNhh ∞∞−  

=
2)1(

2 )(hIm2 yNi ∞  

olur. Buradan da 

( ) 0)(h Imˆ,ˆIm
2)1(

2 ≥= ∞
yNyyAh   )0(Im >h  

dır. Yani hA  operatörü  H  de disipatiftir. 

 

4.3. Hilbert Uzayında Sınır Değer Probleminin Ürettiği hA  Operatörünün 

Özdeğerleri ve Özvektörleri 

Her C∈ λ  için (4.1.1) denkleminin        

            

( ) [ ] 1),()(1 == ∞

∞
uN λχλχ ,  

( ) [ ] hvN == ∞

∞ ),()(2 λχλχ , 
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( ) ıN 221 )( λααλφ −=−∞ ,      

 ( ) ıN 112 )( λααλφ −=−∞                  (4.3.1) 

koşullarını sağlayan çözümleri ( )λφ ve ( )λχ olsun. (4.1.14) den ∞−  daki Wronskiyeni 

olan )(λ∞−∆ ,   

))(())(()()( λχλλχλλ ıMM ∞−∞−∞− −=∆=∆  

dir. (4.1.15) den ∞+ daki Wronskiyeni olan ( ),λ∞∆  

( ) ))((:)( λφλλ ∞∞ −=∆=∆ M   

olarak hesaplanır.  

 

Lemma 4.3.1: (4.1.11) – (4.1.13) Sınır değer probleminin özdeğerleri ancak ve ancak 

( )λ∆  nın sıfır yerlerinden ibarettir. 

( ) ( ) ( )( )λλλ ∞∞− ∆=∆=∆  

 

İspat: Lemma 3.3.1 deki ispata benzer şekilde yapılır.  

( ) λ∞−∆  ve ( ) λ∞∆  fonksiyonlarının sıfırlarını ( ),...2,1,0  =nnλ şeklinde gösterirsek 

( )
( )h

n

ı

n

n AD
M

∈







=

∞− )(

)(ˆ
λφ

λφ
φ  

vektörleri nnnhA φλφ ˆ ˆ =  eşitliğini sağlar. Yani nφ̂  ler hA  operatörünün özvektörleridir. 

 

Tanım 4.3.2: Eğer 0 λ  özdeğerine karşılık gelen nyyyy ,...,,, 210  sistemi 

( ) 000  yy λ=l  , 

( ) ( ) 0 000 =− ∞−∞− yMyM ıλ , 

( ) 00 =∞ yM , 
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( ) 0 10 =−− −ssns yyy λl , 

( ) ( ) ( ) 0 10 =−− −∞−∞−∞− s

ı

s

ı

s yMyMyM λ , 

( ) nsyM s ,...,2,1  ,0 ==∞ .                (4.3.2) 

şartlarını sağlıyorsa nyyyy ,...,,, 210  vektörler sistemine (4.1.11) – (4.1.13) sınır değer 

probleminin öz ve birleştirilmiş (asosye) vektörler zinciri denir.  

 

Lemma 4.3.3: (4.1.11) – (4.1.13) sınır probleminin özdeğerleri ve hA  disipatif 

operatörünün özdeğerleri çakışır. Yani, (4.1.11) – (4.1.13) sınır değer probleminin 0λ  

özdeğerine karşılık gelen her bir özvektörler ve birleştirilmiş vektörler zinciri, hA  

disipatif operatörünün aynı 0λ  özdeğerine karşılık gelen  nyyyy ˆ,...,ˆ,ˆ,ˆ
210   özvektörler  

ve birleştirilmiş vektörler zincirine karşılık gelir. Bu durumda 

,
)(

ˆ 







=

∞− k

ı

k

k
yM

y
y   k= 0,1,2, …., n                         (4.3.3) 

eşitliği sağlanır. 

 

İspatı lemma 3.3.3 dekine benzer şekilde yapılır. 

 

 

4.4. Disipatif Durumunda Ah Operatörünün Kendine Eş Dilatasyonu ve 

Karakteristik Fonksiyonu: 

Ah  operatörünün kendine eş dilatasyonunu kurmak için ( ) CZH w ⊕=
2

l  uzayına 

giren )0,(2 −∞=− LD   ve çıkan ( )∞=+ ,02
LD  alt uzaylarını ekleyelim ve 

( ) ( )∞⊕⊕∞−= ,00, 22
LHLΗ  ortogonal toplamını oluşturalım. Bu uzaya “Esas 

Hilbert dilatasyon uzayı” denir. Η nin elemanlarını Η>∈=< +− ϕϕ ,ˆ, yw  şeklinde 

yazalım ve ( )0,1

2 ∞−∈− Wϕ   ve ),0(1
2 ∞∈+ Wϕ olmak üzere  
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  )(,,ˆ (1))2()1(

)2(

)1(

yMyDyH
y

y
y

ı

∞−=∈∈







= olsun. Burada 1

2   W  Sobolev uzayıdır. Η  

uzayında  ( )hDw L∈   elemanlarının üzerinde 

[ ] [ ] )0(,, −∞∞ =− γϕvyhuy ,               (4.4.1) 

[ ] [ ] )0(,, +∞∞ =− γϕvyhuy , 

)( )1()2( yMy ı

∞−= , 

( ,Im2:2 h=γ  0>γ ) sınır koşullarını sağlayan ve 

( ) 〉〈=〉〈 +−
+−

ε

ϕ

ε

ϕ
ϕϕ

d

d
iy

d

d
iy ,ˆ

~
,,ˆ, lL                (4.4.2) 

ifadesi ile oluşturulan hL  operatörünü düşünelim. 

 

Teorem 4.4.1: hL  operatörü H  uzayında kendine eş operatördür. 

 

İspat: Önce hL  operatörünün simetrik olduğunu gösterelim. )(. hLDgf ∈  için  

 ve,ˆ, 〉〈= +− ϕϕ yf  〉〈= +

∧

− ψψ ,, zg  olsun. (4.1.14), (4.2.4)  ve kısmî 

integrasyondan  

  ( ) ( ) [ ] [ ] ∞−−∞=− )1()1()1()1( ,,,, zyzyg
h

fgf
h H

L
H

L  

       ( ) ( ) ( ) ( )[ ])1()1()1()1(1
zMyMzMyM

ıı

∞−∞−∞−∞− −+
α

 

( ) ( ) ( ) ( )0000 ++−− −+ ψϕψϕ ii  

bulunur. Buradan da (4.1.4) koşulları ve (4.1.14) eşitliği göz önüne alınırsa   

 ( ) ( )
H

L
H

L g
h

fgf
h

,, −

 ( ) ( )[ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( )∞∞∞∞∞ −−+= vzhuzvyhuy
i

zy ,,,,, )1()1()1()1(

2

11

γ
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[ ] [ ]( )[ ] [ ]( )∞∞∞∞ −−− vzhuzvyhuy
i

,,,, )1()1()1()1(

2γ
 

  

( ) ( )[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] }  ,,,,

,,,, {,

)1()1()1()1(

)1()1()1()1(

2

11

vzvyhhuzvyh

vzuyhuzuy
i

zy

∞∞∞

∞∞∞∞∞

+−

−+=
γ

 

  

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] }  ,,,,

,,,,  {

)1()1()1()1(

)1()1()1()1(

2

vzvyhhuzvyh

vzuyhuzuy
i

∞∞∞

∞∞∞∞

+−

−−
γ

 

   ( ) ( )[ ] ( )[ ] [ ] ( )[ ] [ ] },,,, - {, )1()1()1()1(

2

11
∞∞∞∞∞ −−+= uzvyhhvzuyhh

i
zy

γ
 

 ( ) ( )[ ] ( ) [ ] [ ] [ ] [ ] },,,, {- , )1()1()1()1(

2

11
∞∞∞∞∞ −+= uzvyvzuyhh

i
zy

γ
  

 ( ) ( )[ ] [ ]∞∞ += )1()1(11 ,Im2
Im2

, zyhi
h

i
zy  = 0  

olur. Yani ( ) ( ) =−
HH

LL gfgf hh ,,  0 olduğundan hL  simetrik bir operatördür. hL  

operatörünün kendine eş olduğunu göstermek için hLL*h ⊂ olduğunu göstermek 

yeterlidir. ( ) ( )*,ˆ,  ,,0, hh DzgDf LL ∈〉〈=∈〉〈= +−+− ϕϕϕϕ  alalım. ( ) 00,1
2 =∈± mϕϕ W  

için ( )
H

L gfh ,  bilineer formunu alalım. Kısmi integrasyon ile 〉〈= +

ε

ψ

ε

ψ

d

d
z

d

d
igh ,ˆ, **L  

elde edilir. Burada H*z,(RLψ ∈∈
±

∧

± )2 dir. Benzer şekilde ( )hDyf L∈〉〈= 0,ˆ,0  ise 

( )
H

L gfh , de kısmi integrasyon ile ( ) ( ) ( ))1(21 , zMzDz ı

∞−=∈  olmak üzere 

 ( )      ,ˆ
~

,,ˆ,** 〉〈=〉〈= +−
+−

ε

ψ

ε

ψ
ψψ

d

d
iz

d

d
izg hh lLL                                  (4.4.3) 

 dir. (4.4.3) de tanımlandığı şekilde her ( )hDf L∈  için ( ) ( )
HhHh LL gfgf ,, = olur. 

(4.4.3) den dolayı ( )
HhL gf ,  bilineer formundaki integral dışındaki terimlerinin 

toplamı sıfıra eşit olmalıdır. Yani, 
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 [ ] [ ] ( ) ( ) ( )[ ])1()1()1()1()1()1()1()1( )(
1

,, zMyMzMyMzyzy
ıı

∞−∞−∞−∞−∞−∞ −+−
γ

  

 ( ) ( ) ( ) ( ) 00000 =−+ ++−− ψϕψϕ ii      

olur. (4.1.14) eşitliği yukarıda yazılıp düzenlenirse  

 ( ) ( ) ( ) ( )0000],[ )1()1(

++
−

−−
=

∞
ψϕψϕ iizy             (4.4.4) 

bulunur. hL  nin sınır şartlarından [ ]∞uy ,)1(  ve  ∞],[ )1( vy  yi çözersek 

 [ ] ( ) ( )( )00
1

,)1(
−+∞ −= ϕϕ

γi
uy  

[ ] ( ) ( ) ( )( )000,)1(
+−−∞ −−= ϕϕ

γ
γϕ

i

h
vy   

elde edilir. (4.1.14) ve (4.4.4) eşitliklerinden  

( ) ( ) ( )( )] ( ) ( )( )( )[ ]                                ,00
i

1
  ,  000

)1(
)1(_

∞+−

∞

+−− −+













−− uzvz

i

h
ϕϕ

γ
ϕϕ

γ
γϕ

 

( ) ( ) ( ) ( )0000 −−++ −= ψϕψϕ ii                                                                    ( )5.4.4  

olur. Yukarıdaki denklemde ( )0−ϕ  ın  katsayılarını eşitlersek  

[ ] )0(,
1

,
)1(

)1(_2

−∞

∞

=+






−
ψ

αγ

γ
uz

i
vz

hi
 

veya  

[ ] [ ] ( )             0,,
)1()1(

−∞∞ =− γψvzhuz              (4.4.6) 

olur. Benzer şekilde )0(+ψ ın katsayılarını eşitlersek  

[ ] [ ]                                    )0(,, )1()1(
+∞∞ =− γψvzhuz            (4.4.7) 

elde edilir. Sonuç olarak, ( ) ( )hh DD LL ⊂* dir. Böylece  *
hh LL =   dir.  

 

4.5. hL  Operatörünün Oluşturduğu Üniter Grup: 
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hL  operatörünün, hA  operatörünün kendine eş dilatasyonu olduğunu gösterelim. 

Bunun için Stone teoremine göre hL  kendine eş operatörünün H  Hilbert uzayında 

( ) ( )∞∈= + ,0 ,exp IRttiU ht L  üniter grubunu oluşturalım. 

HH →→ HPHP :       ve: 1 dönüşümlerini    ˆ,ˆ,: yyP →〉〈 +− ϕϕ  ve 

〉〈→ 0,ˆ,0: 1 yyP  biçiminde ifade edelim. tU  üniter grubu yardımıyla 

{ }ttt ZtPPUZ   üzereolmak    0  ,: 1 ≥=  operatörler ailesi H de tamamen üniter 

olmayan büzülmelerin güçlü sürekli bir yarı grubudur. Bu yarı grubun üreteci olan hB  

operatör için  

( ) ( )yyZityB t
t

h
ˆˆ limˆ 1

0
−=

−

+→
 

olur. hB üretecinin tanım bölgesi, bu limitin mevcut olduğu bütün ŷ vektörlerini 

içerir. hB  operatörü disipatiftir ve  hL  operatörüne hB  ın kendine eş dilatasyonudur.  

 

Teoerm 4.5.1: hL  operatörü hA operatörünün kendine eş dilatasyonudur.  

 

İspat: İspatı Teorem 3.5.1 in ispatına benzer şekilde yapılır.  

 

{ }tU  üniter grubunun en önemli özelliği Lax – Philips saçılma teorisinin 

uygulanabilir olmasından dolayı saçılma matrisi spektral gösterim teorisi yoluyla 

tanımlanmıştır. Biz bunları oluşturalım. 

nn yy λ=)(l  )( Zn ∈ denkleminin 

( )[ ] ,, 2

α

α
λθ

ı

v =∞+
( )[ ] ,, 1

α

α
λθ

ı

u =∞+   

λααλφλααλφ ıı uv 1122 ]),([,]),([ −=−= ∞−∞−  

koşullarını sağlayan çözümleri ( )λ0  ve ( )λφ olsun ve aşağıdaki kabullerini yapalım. 
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( )
( )[ ]
( )[ ]

( )[ ]
( )[ ]

( )
   )(ˆ , 

,

,
:)(        ,

,

,
: 








===

∞

∞

∞

∞

α

λφ
λφ

λφ

λθ
λ

λθ

λθ
λη

u

u
w

u

v
,                    (4.5.1)  

( )
( )

                                                                .    
h

h
Sh

+

+
=

λη

λη
           (4.5.2) 

 (4.5.1) deki ( )λη  fonksiyonu, reel eksen üzerindeki kutupları sayılabilir sayıda olan 

C  kompleks düzleminde meromorfik bir fonksiyondur. Hatta, ( )λη  fonksiyonunun 

aşağıdaki özellikleri sağladığını göstermek mümkündür. 

( ) ,0ImIm <ληλ    0Im ≠λ  

ve ( )λη  nın reel eksendeki kutupları hariç her C∈λ  için     ( ) ( )ληλη =   dir. 

( ) ( ) ( )( )[ ]{ } ( ) ( ) 〉+〈= −−

∞

−− λςλε
λ λλφλθληλαςε i

h

i eSuhweU ,ˆ),( ,, 1
            (4.5.3) 

ve 

( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]{ } ( ) 〉+〈= −−

∞

−+ λςλε
λ λφλθληλαλςε ii

h euhweSU ,ˆ),( ,,
1

             (4.5.4) 

vektörlerini tanımlayalım.  Burada ( ) ( )0, ,,0 ∞−∈∞∈ ες  dir. λ  nın reel değeri için 

( )ςελ ,−U  ve ( )ςελ ,+U   vektörleri H uzayına ait değildir.  Burada −

λU  ve +

λU    lar hL  

ın sürekli spektrumunun öz fonksiyonlarıdır.  

 

Lemma 4.5.2: ( )ςελ ,U  vektörleri UU  λ=L  denklemini ve hL  operatörü için 

verilen sınır koşullarını sağlar. 

 

İspat: Lemma 3.6.3 ün ispatına benzer şekilde yapılır.  

),( ςελ
−U  ve ),( ςελ

+U  vektörleri yardımıyla 〉〈= +− ϕϕ ,ˆ, yg  elemanları üzerinde 

( )λ−− → ggG ˆ:  ve  ( )λ++ → ggG ˆ:  dönüşümlerini 

( )( ) ( ) ( )
H

−
−− == λ

π
λλ UgggG ,

2

1
:ˆ: , 

( )( ) ( ) ( )
H

+
++ == λ

π
λλ UgggG ,

2

1
:ˆ:  
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şeklinde tanımlayalım. Burada , ( ) ( )ςϕεϕ −+ ,  kompakt dayanıklı  fonksiyonlardır ve 

)1(y  sonlu sayıda terimi sıfırdan farklı olan bir dizidir.  

−G  dönüşümü −H  uzayını izometrik olarak ( )IRL2  uzayına dönüştürür. Ayrıca 

lemma 3.6.4 ve lemma 3.6.5 dekine benzer  Parseval eşitliği ve ters dönüşün 

formülleri geçerlidir.  (4.5.2) eşitliğine göre ( )λhS  fonksiyonu IR∈λ için 1)( =λhS  

olduğundan. +

λU ve −

λU  vektörleri  kullanılarak,  

( ) ( )                               , IRUSU h ∈= +− λλ λλ              (4.5.5) 

eşitliği yazılabilir. Lemma 3.6.4 ve 3.6.5 den +− = HH  olduğu görülür. Bu durumda, 

−G  dönüşümü H- uzayını izometrik olarak ( )ZL2  uzayına dönüştürürken tU  

operatörünü tie λ  çarpma operatörüne ve −D  alt uzayını 2
−H  operatörüne dönüştürür. 

Diğer bir değişle −G  dönüşümü { }tU  grubunun giren spektral gösterimidir. Benzer 

şekilde +G  dönüşümü  { }tU  grubunun çıkan spektral gösterimidir. (4.5.5) 

ifadesinden, bir H∈g  elemanın +G  gösteriminden −G  gösterimine geçişi, ( )λhS  

fonksiyonları ile çarpım olarak  

( ) ( ) ( )λλλ +− = gSg h
ˆˆ  

şeklinde gerçeklenir. Lax ve Philips’in saçılma teorisine göre −D  ve +D  alt 

uzaylarına göre { }tU  grubunun saçılma matrisi (fonksiyonu ), Hg ∈  vektörünün −G  

gösterimine karşılık gelen +G  gösterimini elde etmek için çarpılması gereken 

katsayılarıdır. Böylece ( )λhS  fonksiyonu { }tU  grubunun saçılma matrisidir.  

Bu yapılanlar aşağıdaki teorem ile ifade edilebilir.  

 

Teorem 4.5.3: ( )λhS  fonksiyonu { }tU  grubunun (kendine eş hL  operatörü için) 

saçılma matrisidir. 〉〈= 0,,0 HK  olmak üzere +− ⊕⊕= DKDH  şeklinde ifade 

edilebilir. −G  dönüşümü altında, −G  üniter dönüşümünün özelliğinden aşağıdakiler 

geçerlidir. 
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( ) ( )                 )(ˆ,)(2 λλ gGggIRL −− =→→H  

22 , ++−− →→ HSDHD h              (4.5.6) 

( )( ) ( )λλ λ
−−

−
−−++ =→Θ→ gegGUGgUHSHK

ti

tth
ˆˆ, 122  

Bu formüller hA  operatörünün, karakteristik fonksiyonu ( )λhS  olan disipatif model 

operatöre üniter eşdeğer olduğunu gösterir. Üniter eşdeğer disipatif operatörlerin 

karakteristik fonksiyonları aynı olduğundan aşağıdaki teorem ispatlanmış olur.  

 

Teorem 4.5.4: hA  disipatif operatörünün karakteristik fonksiyonu (4.5.2) formülünde 

tanımlanan ( )λhS  fonksiyonudur.  

Teorem 3.7.1 ve Teorem 3.7.2 ye benzer şekilde şu teoremler ispatlanabilir.  

 

Teorem 4.5.5: 0Im >h olmak üzere tüm h değerleri için ( 0hh = değeri hariç) hA  

disipatif operatörünün karakteristik fonksiyonu olan ( )λhS , Blaschke çarpanıdır ve 

hA operatörünün spektrumu purely (sırf) ayrık olup açık üst yarı düzleme aittir. 

hAhh için    0≠   operatörü sonlu katlılığa sahip ve sonsuzda limite sahip olan 

sayılabilir  sayıda izole edilmiş özdeğerlerden oluşmaktadır. hAhh için   0≠  

operatörünün özvektörler ve asosye vektörler sistemi H  uzayında tamdır. 

 

Teorem 4.5.6:  (4.1.11)-(4.1.13) sınır değer probleminin spektrumu, sırf ayrıktır ve 

açık üst yarı düzleme aittir. 0Im >h   olmak üzere  0hh =  değeri hariç tüm h 

değerleri için (4.1.11)-(4.1.13) sınır değer problemi ( )0hh ≠  sonlu katlılığa sahip, 

sonsuzda limiti olan sayılabilir sayıda izole edilmiş özdeğerleri vardır, ( )için  0hh ≠   

(4.1.11) –(4.1.13) problemin özvektörler ve asosye vektörler sistemi ( )Zw

2
l  uzayında 

tamdır. 
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