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OZET

Tek fiber aileli termoelastik malzemenin lineer davranisini modern siirekli ortamlar
mekanigi ¢ercevesinde sistematik olarak incelenmistir. Mekanigin denge kurallar ile
tutarli olan termodinamigin birinci ve ikinci kanunlarinin birlestirilmis sekli, serbest
enerji fonksiyonunun zamana goére maddesel tlirevi cinsinden ifade edilmistir.
Serbest enerji fonksiyonunun bagimsiz degiskenleri; Green deformasyon tansori,
sicaklik, sicaklik gradyani, fiber tansorii olarak belirlenmistir. Maddesel ortamin
normal olarak belli bir simetri grubu oldugu, fiber dagilimindan kaynaklanan
kuvvetli bir anizotropi gosterdigi varsayilmistir. Ayrica malzeme, fiber

dogrultusundaki iki farkli yonii segemeyeceginden dolayr A, (X) vektor alani yerine
bunun dis carpimlari olan Z,, (X) = 4, A, seklinde tanimlanan simetrik tansor alani

kullanilmistir.  Termodinamik kisitlamalarin  neticesi olarak serbest enerji
fonksiyonunun bir simetrik tansor ile bir vektore bagli oldugu, 1s1 vektori
fonksiyonunun ise bir simetrik tansor ile iki vektore bagli oldugu goriilmiistiir.
Maddesel simetri aksiyomu kullanildiktan sonra, uygulamalarda makul kabuller
olarak goriilen ortamin sikismazlig1 ve fiber ailesinin uzamazligini géz oniine alarak

gerilme ve 1s1 vektoriine ait biinye denklemleri bulunmustur.

Ortam fiber takviyesinden dolay1 anizotrop oOzelli gosterdigi varsayilmis ve
anizotrop ortamlar i¢in bir yaklasim ile gerilme ve 1s1 vektoriiniin lineer biinye
denklemleri elde edilmistir. Bu yaklasim c¢ergevesinde serbest enerji ve 1s1 vektori
fonksiyonu bagli olduklar1 arglimanlara gore bir kuvvet serisi acilimi ile temsil
edilmis ve bu seri agiliminda dikkate alinan terimlerin tiiriive sayisi1 ortamin lineer
mertebesini belirlemistir. Dolayisiyla her iki yaklasimda da mekanik etkilesimlerin
lineer oldugu kabul edilmistir. Son olarak uzaysal koordinatlarda elde edilen
gerilmenin ve 1s1 vektoriiniin lineer biinye denklemleri, Cauchy hareket denklemi ve

enerji denklemi ifadelerinde yerlerine yazilip alan denklemleri bulunmustur.

ANAHTAR KELIMELER: Alan Denklemleri, Anizotropi, Biinye Denklemleri,
Deformasyon, Gerilme, Is1 Vektorii, Maddesel ve Uzaysal Koordinatlar, Siirekli

Ortam.
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ABSTRACT

In the frame of Modern Continuum Mechanics, linear behavior reinforced with a
single family of inextensible fibers has been studied. Second law of
thermodynamics, combined with the first law and consistent with mechanical
balance laws, has been written in terms of the time rate of free energy function. Its
arguments have been furnished with Green deformation tensor, its rate, heat and its
gradient in the reference state. The material is supposed to be strongly anisotropic
due to fiber distribution, with the matrix material being supposed to have any
material symmetry. After the thermo dynamical constraints, we have shown that free
energy function depends on a symmetric tensor and one vector and heat vector
depend on two symmetric tensor and two vectors. Using the material symmetry
axioms and considering incompressibility of medium and inextensibility of fiber
family, these assumptions are fairly meaningful for the practical applications.

Constitutive equations of stress and heat vectors have obtained.

Assuming that an anisotropic medium, linear constitutive equations of stress and
heat vector has been obtained. In this perspective, free energy and heat vector
function consistent with our own arguments have been represented with an
expansion of power series. The kind and number of terms, in this series, determine
the linearity degree for material. Consequently it is assumed that mechanical
interactions are linear in both approximations. At last, linear constitutive equations
in the spatial coordinates have been used. Cauchy movement equation and energy

equation and field equations are obtained.

KEY WORDS: Field Equations, Anisotropy, Constitutive equations, Deformation,

Stress, Heat Vector, Materials and Spatial Coordinates, Continuum Mechanics.
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1. GIRIS

Bu ¢alismanin amac1 fiber takviyeli termoelastik malzemelerin biinye denklemlerine
ait matematiksel modelin olusturulmasidir. Siirekli ortamlar mekaniginin temel ilke
ve aksiyomlari, bu ¢alismanin gergeklesmesinde yol gosterici ve belirleyici olmustur.
Hazirlanan bu tez ile ilgili genel bilgiler asagida bir sistematik halinde verilmistir

(Suhubi, 1994).

Elastik malzemeleri de kapsayan onemli bir malzeme sinifi sekli termomekanik
malzemelerdir. Termomekanik malzemeler i¢in bagimsiz biinye degiskenleri yalniz
hareket ve sicakliktan ibarettir. Termoelastik malzemelerde ise biinye degiskenleri
hareket, sicaklik ve sicaklik gradyani seklindedir. Bu bakimdan biinye teorisinde ele

aldigimiz ortamlarin tlimiiniin bu tiir malzemeden olustugu agiktir (Eringen 1980).

Bir malzemede elastik bolgede yapilan mekanik is ile termodinamik 6zelliklerdeki
degismeler arasinda bir bagint1 bulundugu deneysel yolla gosterilebilecegi gibi teorik
yollada saptanabilir. Bunun i¢in degisken biiytikliikler olarak bir tarafta gerilme ile
sekil degistirme, diger tarafta sicaklikla entropi alinir. Gerilme halindeki degisimin

olusturdugu sicaklik degisimi termoelastik etki olarak bilinir (Suhubi, 1994).

Fiber takviyeli termoelastik malzemelerin endiistride kullanildig: alanlar her gecen
glin artmaktadir. Bu tliir malzemelerin nonlineer termomekanik davranisinin

bilinmesi yararli olacaktir.

Mekanik, sistemlerin denge ve hareket sartlarini, sistemin tersinmezlik derecelerini,
sistemin mikro ve makro davranisini inceleyen bir bilim dalidir. Mekanik Kuantum
Mekanigi ve Siirekli Ortamlar Mekanigi olarak ikiye ayrilir. Kuantum Mekanigi
atomik ve atom alt1 pargalarin davranisimi inceler. Siirekli Ortamlar Mekanigi ise
kiitle dagilimi stirekli kabul edilen maddesel cisimlerin mekanik davranisini

inceleyen bir bilim dalidir (Usal 2001).



Bu bakimdan biinye teorisinde ele aldigimiz ortamlarin tiimiiniin bu tiir malzemeden

olustugu aciktir (Suhubi, 1994).

Fiber ve matris malzemesi makroskobik olarak izotrop ise malzeme, tek aileli fiber
dagilim1 sonucunda yerel olarak enine izotrop duruma gelir. Bu da, malzeme iginde
fiberler dogrultusunda tercihli bir yoniin olugmasi ve ortamin makroskobik diizeyde
anizotrop hale gelmesi demektir. Malzeme, bu tercihli dogrultu etrafinda donmeye
kars1 duyarsiz olmakla birlikte, bu dogrultuya dik eksenler etrafindaki donmeye ise
duyarlidir, yani anizotrop yap1 gibi davranig gosterir. Bu durumda, fiber dogrultusu,
enine izotropinin eksenini olusturur. Fiberler paralel dogru ¢izgiler boyunca
bulunmadig1r miiddetge enine izotropiyi belirleyen dogrultu, malzeme i¢inde hareket

edildikce noktadan noktaya degisir (Ontiirk, 1993).

Kompozit malzemeler en genel anlamda dogal kompozitler ve yapay kompozitler
olmak flizere ikiye ayrilir. Kompozitler yapisal olarak fiber takviyeli, tabakali ve
partikiil takviyeli olarak ii¢ alt sinifta incelenmektedir. Dogal ve yapay kompozit
malzemelerde fonksiyonel agidan benzerlikler olmakla birlikte imalat yontemleri ve
kullanim maksatlar1 agisindan ¢ok biiyiik farkliliklar vardir. Agag, kemik, adale ve
diger biyolojik dokular gibi dogal kompozitler insanoglunun belli maksatlar
dogrultusunda gergeklestirmis oldugu bir imalat ve fabrikasyon isleminin sonucu
degildir. Son derece ince ve karmasik alt sistemlere sahip olan bu yapilar bazen
mikroskobik bazen de makroskobik oOlgeklerde evrensel bir programa gore tayin
edilmis bir zaman ve zeminde belli bir dagilimda bir araya gelerek bilinen dogal yap1
elemanlari1 olusturur. Yapay kompozitler ise iistiin 6zelliklere sahip ve kullanim
amaci belli olan bir malzeme olusturmak i¢in insanoglunun beyin giicii dlgilistinde
belli bir fabrikasyonun iiriinii olarak ortaya cikmaktadir. Yapay kompozitleri
olusturan bilesenlerin biitlin fiziksel ve mekanik 6zellikleri 6nceden bilinmektedir.
Dogal ve yapay kompozit yapi elemanlarinin mikro diizeyde ele alinmasi mikro

mekanigin konusudur (Usal, 2001).

Kompozit malzeme, iki yada daha fazla sayidaki aynmi veya farkli gruptaki
malzemelerin en iyi Ozelliklerini, yeni ve tek bir malzemede toplamak amaciyla,

makro diizeyde birlestirilmesiyle olusturulan malzemeler olarak adlandirilir. Bir



kompozit malzeme biinyesinde, ¢ekirdek olarak adlandirilan takviye elemani ve
bunun etrafim cevreleyen matris malzemesinin bulundugu bilinmektedir. Takviye
elemant olarak degisik morfolojiye sahip kisa ve uzun elyaflar, Whiskerler (kilcal
kristaller), kirpilmis veya pargacikli seramikler kullaniimaktadir. Bunlarin temel
fonksiyonu gelen yiikii tasimak ve matrisin rijitlik ve dayanimini artirmaktir.
Matrisin fonksiyonu ise elyaflara yiik ve gerilim transferi saglayabilmek i¢in elyaf
matrisi bir arada tutmak yaninda ¢ogu takviye elemanlari ¢ok gevrek ve kirilgan
oldugundan onlarin yiizeylerini dis ve ¢evresel etkilere karst korumaktir. Kompozit
malzeme tiretilmesiyle genel olarak yiliksek dayanim, yiiksek rijitlik, yliksek yorulma
dayanimi, miikemmel asinma direnci, ylksek sicaklik kapasitesi, 1yi korozyon
direnci, iyi termal ve 1s1 iletkenligi, diisiik agirlik, ¢ekicilik ve estetik goriiniim gibi
ozellikler saglanabilir. Biitiin bu 6zellikler ayn1 zamanda olusmaz ve herhangi bir
uygulama i¢in bdyle bir gereksinime ihtiya¢ yoktur. Fakat yukarida belirtilen bu
ozellikler i¢in gerekli sartlar, uygun matris ve takviye elemani ¢ifti, tiretim teknigi,
optimizasyonu, bilesenlerin mukavemet Ozellikleri ve diger faktorler goz Oniine

alinarak tiretim yapilirsa istenilen 6zelligi elde etmek miimkiindiir (Sahin, 2000).

Kompozit malzemeler i¢in kullanimda c¢ok farkli fiber ve matris malzemeler
bulunmaktadir. Miihendislikte 6nemli olan diger bir nokta ise fiberlerin dayaniminin
yiiksek ve maliyetinin diisiik olmasidir. Bor, cam, karbon grafit (farkli karbon
igerikli), organik fiber aramid, seramik fiber silikon karpit ve aliiminyum oksit
fiberlere Ornek olarak wverilebilir. Termoplastik polimerler, termoset polimerler,
metaller (aliiminyum, titanyum ve bakir gibi) ve seramikler matris malzemelere

ornek olarak verilebilir (Holzapfel, 2000).

Fiber takviyeli kompozit malzemeler endiistri miihendisliginde ve tip alaninda
degisik uygulamalarda kullanilir. Endiistride kemerlerin ve yiiksek basing tiiplerinin
sonlu elastik tepkisi, tekerleklerde kullanilan gelik takviyeli lastikler ve elektronik
aletlerde kullanilan ufak bir silikon par¢adaki ¢ok kisimli elektronik devreler gibi bir
cok uygulama alan1 kompozit malzemelerle ilgilidir. Kal¢ca eklemi dikme aleti ve

hafif tekerlekli sandalye ise tip alanindaki uygulamalardir (Holzapfel, 2000).



Cok sayida malzeme matris malzeme ve tek veya daha ¢ok fiber ailelerinden
olusmaktadir. Bu tip malzemeler kompozit malzemeler veya fiber takviyeli
malzemeler olarak adlandirilirlar. Fiber takviyeli kompozitlerin dizaynindaki en
Oonemli problem elde edilen malzemenin istenilen uygulama i¢in en etkili sekilde
olmasi agisindan matris malzeme ile fiberlerin birlestirilmesidir. Miihendislik
uygulamalar1 agisindan kompozit malzemeler yiiksek katilik ve dayanim, diisiik
agirlik ve 1s1l yaymim ve korozyona direng gibi avantajlar1 saglamalidir. Bununla
birlikte kompozit malzemelerin kullanimdaki dezavantaji ise yiiksek maliyetli olmas1
ve uygulama ac¢isindan bakildiginda bu tip malzemelerin nasil birlestirilecekleri

konusundaki bilginin sinirli olmasidir (Holzapfel, 2000).

Bir fiber ailesi ile takviye edilmis bir malzeme tek tercihli dogrultuya sahiptir. Bu tip
kompozitlerin fiber dogrultusundaki katiligi, fiberlere dik dogrultulardan daha
bliyiiktiir ve fiberlerin biitiin malzemede diizgiin bir sekilde dagildigi durum goz
Oniline alindigindan tercihli dogrultuya gore enine izotropi s6z konusudur. Tercihli

dogrultuya dik dogrultu boyunca malzeme tepkisi izotroptur (Holzapfel, 2000).

Siirekli ortamlar mekanigi akiskanlarin (su, yag, hava, vb.) ve katilarin (kauguk,
metal, seramik, ahsap ve yasayan doku gibi) igerir. Siireklilik gibi malzemenin
makroskopik dogasini tanimlamada phenomenolojik yaklasim teknigi kullanilir.
Phenomenolojik yaklasim matematiksel denklemler ile deneysel verileri uygun hale
getirmeyle ugrasir ve ozellikle kati mekaniginde basarili olmustur (Holzapfel, 2000).
Siirekli ortamlar mekanigi, kiitle dagilimi siirekli kabul edilebilen maddesel
cisimlerin mekanik davranigini belirlemekle ugrasan bir bilim dalidir. Maddesel bir
cisim gergekte ayrik parcaciklardan olustugu i¢in siirekli model ancak bir matematik
soyutlama olarak degerlendirilebilir. Bununla beraber sonlu bir hacimdeki parcacik
sayisinin sonlu kalmasina karsin, ¢cok 6zel durumlar disinda (genellikle ¢ok biiyiik
olmasi), bu parcaciklarin sayisini sonsuz kabul etmekle yapilan hatayr pek cok
uygulamada (6zellikle teknolojik) kabul edilebilir sinirlarin igine sokar. Ortamin
makroskopik davranisi ile ilgilendigimiz siirece slirekli model ile elde ettigimiz
sonuclar, ¢cogu zaman aradigimiz biiyiikliiklerin yerel calkantilarinin sistematik
olarak diizgiinlestirilmis degerlerine kars1 gelir ve pratik agidan gereksinimlerimizi

hemen hemen tiimiiyle karsilayabilen bilgileri bize saglar. Ancak ortami olusturan



parcaciklarin yapisi ¢ok cesitli tiirden etkilesmelere yol actig1 i¢in ilke olarak stirekli
ortamlarin genel mekanik davranmisini, ¢esitli alanlarla etkilesimini g6z Oniine
almadan belirlemek miimkiin degildir. Cagdas siirekli ortamlar mekanigi biitiin bu
etkilesimleri en genel bigimiyle rasyonel bir ¢ergeve i¢ine sokabilme ¢abalarinin bir

iiriiniidiir (Suhubi, 1994).

Elastik malzemeler endiistride en yaygin olarak kullanilan basit malzemelerdir. Bu
malzemelerden bir kisminda sicaklik sabit degildir ve bu tiir malzemeler termoelsatik
malzemeler sinifinda yer almaktadir. Termoelastik malzemelerin termomekanik
yiikleme sonucundaki davranisi, gerilme ve 1s1 vektorii seklindedir. Fiber takviyeli
termoelastik malzemelerin endiistride kullanildig1 alanlar her gecen giin artmaktadir.

Bu tiir malzemelerin termomekanik davranisinin bilinmesi yararli olacaktir.

Hemen hemen biitiin miihendislik malzemeleri belirli Olclide elastisite 6zelligine
sahiptir. Eger sekil degistirmeyi meydana getiren dis kuvvetler belirli bir limiti
astyorsa, sekil degistirme dis kuvvetlerin kaldirilmasiyla ortadan kalkar. Bir elastik
cismin 0nemi homojen olmasi ve hacmi boyunca siirekli olarak dagilmis yani
cisimden kesilen kiiclik bir parca cisme benzer fiziksel 6zelliklere sahip olmasidir.
Ayni zamanda cismin izotropik oldugu kabul edilir. Yapisal malzemeler yukarida
belirtilen kabullerin tamamin1 saglamaz. Herhangi yapisal bir malzeme mikroskopla
incelendiginde cesitli tlirlerde ve cesitli oryantasyonlarda kristallerden meydana
geldigi goriilmektedir. Malzeme homojenlikten olduk¢a uzak olmasina ragmen
deneyimler homojenlik ve izotropi kabullerine dayanan elastisite teorisi sonug¢larinin
biiyiik bir dogrulukla yapisal malzemelere uygulanabilecegini gosterir. Bunun sebebi,
kristaller ¢ok kiiciik ve genellikle bir santimetre kiip icerisinde milyonlarca kristal
olmasidir. Tek kristallerin elastik 6zellikleri dogrultulara gore degisken, kristaller
gelisi glizel dagilir ve biiyiik metal pargalarin elastik 6zellikleri kristal 6zelliklerinin
ortalanmasiyla temsil edilir. Cismin seklini tanimayan geometrik boyutlar kristalin
boyutlariyla karsilastirildiginda ¢ok kiiciik oldugu stirece homojenlik kabulii biiyiik
bir dogrulukla kullanilabilir ve kristaller rastgele bir sekilde yonlendirilmis ise

malzemede izotropik bir davranis sergiler (Timoshenko, 1970).



Son zamanlarda makalede yapilan calismada tiirlii malzeme {izerindeki termoelastik
kuramsal formuliizasyonlarin anlasilmasi  yolundaki ilerlemelerde basarili
olunmustur. Bu formiilasyon basamak sayist1 Eshelby gerilim denkleminde
malzemelerinin davranisinda kritik rol oynamis buda termal etkilerden dolay1 olusan
ilk temel kosullar1 gostermistir. Termal etkilerin burada birbirinin benzedigi agikca
gosterilmistir. Bu formiilasyonla en iyi alan tekillestirilmesi elde edilir ve gergekten
hatalardan kaynaklanan kuvvetleri, termomekanik formiilasyonda hesaba katilmasini
saglar. Ayn1 zamanda bu tip bir formiilasyon Schottky tarafindan yapilan, ayrik
sistem notasyonunu kullanarak termodinamak tabanli niimerik diizenin

planlanmasidir (Lubarda, 2004).

Cesitli malzemeler iizerinde termoelastisitenin matematiksel formiilasyonu ile ilgili
calismalar yapilmistir. Bu ¢alismada hem govde hem de hareketli ara yiizeylerde
termal etkiler nedeniyle orijinal terimleri gosteren denklemde malzeme Eshelby
gerilmesi kavraminda kritik bir rol oynadigini acik¢a ortaya konulmustur. Termal
etkiler yar1 homojen olamayan etkiler olarak burada gosterilmistir. Termoelastisite en
eski ¢iftel alan teorisidir. Bununla beraber Hooke Elastisitesinin veya alternatif
olarak fourier 1s1 1iletim teorisi ilerleyen yiizyillarin kansik  sicaklik
deformasyonlarina baglanmis olmalar1 tiim belirtileri bulmalarinda yeni ufuklar

acmustir (Maugin ve Berezovski 1999).

Termomekanigin genel catis1 altinda konfigirasyon kuvvet balansinin yeni bir
formiilasyonunu ortaya koymuslardir. Sonu¢ i¢in Gurtin tarafindan Onerilen
yaklasimi takip ederek, konfigirasyon calismasinin degismez gereksinimlerini
kullanmiglardir. Daha genel ¢er¢evede ¢alismanin fikrini tanimlamak i¢in Green ve
Naghdi’nin diisiincelerin dikkate alarak termomekanigin temel Onermelerine

basvurmuslar ve sik sik kullanmislardir (Kalpakides ve Dascalu 2002).

Bu makalede termal etkiler ve mekanik kuvvete bagli nonpolar malzemelerin
mekanik, termodinamik ve bilinye denklemlerini birlestirmeye ve diizenlemeye
calistlmustir. Bu yaklagim siireklilik teorisidir. Oyleki bu teori ortak temel aksiyomlar

altinda tiim bilinen teoriler birlestirilmis ve gelistirilmis bir felsefedir ve bazilart ilk



defa karsimiza ¢ikarilmistir. Birgok teoremde diger termo katilarin mevcut bazi
siniflar1 verilmistir. Basit katilar ve akiskanlar1 tiim teorileri bu teorilerin 06zel

durumlari olmustur (Eringen 1966).

Dort termodinamik potansiyel, i¢ enerji u =u(g;,s) , Helmholtz serbest enerji

S =1(e;T), Gibbs enerji g=g(o;,s), entalpi h=h(c,

;»5) gelistirilmis Hooke’s
kanunu Duhamel-Neumann kullanilarak birbirinden bagimsiz olarak tiiretildi ve
sicaklik tizerindeki spesifik 1sisinin lineer bagimliligi farazi alinmistir. Dort olasi
bagimsiz durum degisken cifti araciligi ile biitiin termodainamik potansiyelleri
vurgulamak i¢in sistematik prosediir sunulmustur. Bir potansiyelden digerine can siki
hal degisimini yasaklanan bu yontemde, degiskenlerin formal degisimleri gerinme —
gerilme ve entropi — sicaklik iligkileri ters g¢evrilmesine dayanmaktadir. Genel
sonuclar izotermal, adyabatik, sabit gerilim ve sabit gerilme durumlarinin altinda tek

eksenli yiiklemeler uygulanmistir. Termodinamik yol boyunca sicaklik degisiminden

ifadedeki adyabatik ve izotermal elastik sabitin etkilesimi gosterildi (Lunbarda 2004).

Kismi 1.1 de siirekli ortam modeli tanimlanmistir. Geometrik ve kinematik temsilde
maddesel noktalarin baslangi¢ aninda bulunduklar1 yer ve daha sonra isgal etmis
olduklar1 yerlerin tespiti i¢in bir referans sistemine ihtiya¢ vardir. Bu nedenle kisim
1.2" de stirekli ortamin hareketi ile koordinat sistemleri hakkinda bilgi verilmistir.
Kisim 1.3' de maddesel ve uzaysal koordinatlarda yer vektorii, hareket deformasyonu
temsili, deformasyon gradyani, Green, Cauchy, Piola ve Finger deformasyon
tansorleri, gerilmeyi olusturan genleme (Strain) tansorii hakkinda kisa bilgiler ve

ilgili natosyan verilmistir.

Kisim 1.4° de ortamin hareketi sirasinda pargaciklara iliskin hiz ve ivme gibi
kinematik biiyiikliikler ve daha genel olarak da sekil degistirme karakteristiklerinin
samanla degisim hizinin nasil dlciilecegi (maddesel tiirev) belirlenmeye calisilmistir.
Stireksizlik yiizeyi tanimlanarak genellestirilmis Green - Gauss (diverjans) teoremi

verilmigtir.



Kisim 1.5 te denge denklemleri hem ortam i¢in ve hemde siireksizlik ylizeyi
lizerinde (veya ortam siirinda) gegerli olan hali ile birlikte verilmis olup sirasiyla
kiitlenin korunumu, lineer momentum denkligi, agisal momentum denkligi, enerji

dengesi ve entropi esitsizliginden olugsmaktadir.

Kisim 1.6° da ortamla birlikte hareket ettigi varsayilan fiberlerin, deformasyon
sirasindaki mekanik davranisi, fiber dagilimini temsil eden fiber vektoriiniin
deformasyondan onceki ve sonraki durumunu, fiber uzama hizi, fiber vektoriiniin

zamana gore degisimi hakkinda kisa bilgiler verilmistir.

Kisitm 2.1 de fiber takviyeli termoelastik ortamlarin termodinamiginden
bahsedilmektedir. Burada Termodinamigin 1. ve 2. kanunlarinin birlestirilmesinden
elde edilen Clausius-Duhem esitsizligi temel baslangic noktas: olarak dikkate
alinmaktadir. Bu esitsizlikte; entropi yogunlugunun, i¢ enerjinin ve deformasyonun
zamanla, sicakligin da uzaysal koordinatlara gore degisimi termodinamik prosesi
temsil etmektedir. Bir termodinamik proseste i¢ enerji, entropi ve degisiminin
kontrolii miimkiin olamayacagindan, (2.2) de verildigi tarzda bir Legendre
transformasyonu uygulanarak, zamanla degisen terimler olan i¢ enerji ile entropi,
serbest enerji ve sicaklik alaninin degisimi cinsinden yazilmistir. Entropi liretiminin
genel bir ifadesi olan (2.18) esitsizliginin kullanilabilmesi i¢in gerilme potansiyelinin
hangi bagimsiz degiskenlere ne sekilde bagli oldugunun bilinmesi gerekmektedir.
Eringen (1980) ve Suhubi (1994) tarafindan tiim biinye fonksiyonlar1 i¢in gelistirilen
blinye aksiyomlari kullanilarak bu g¢alismada ele alinan malzeme i¢in gerilme
potansiyelinin bagh oldugu argiimanlar (2.40) ifadesiyle ortaya konulmustur. Bu
kisimda ayrica mekanik yiiklemelerin etkisinde kalan tek fiber aileli termoelastik
ortama ait maddesel ve uzaysal biinye denklemleri (2.54)-(2.59) denklemleriyle

ortaya konulmustur.

Kisim 3.1 de, anizotrop ortamlarda gerilme hesaplanmistir. Bunun i¢in gerilme, X
dan tiiretildiginden ¥ dogal durum olarak secilen referans konumu etrafinda, baglh
oldugu argiimanlarin bilesenleri cinsinden bir kuvvet serisine acilmistir. Kisim 3.1.1°

de ortamin referans konumu bir 7| iiniform sicakliginda ve gerilmesiz dogal



durumda secilip, bu konumdan itibaren kiiclik yer ve sekil- degistirmeler ve de
kiiciik sicak degisimleriyle ayrildigini farz ederek gerilmenin lineer biinye denklemi

clde edilmistir.

Kisim 3.2° de gerilme potansiyeli i¢in yapilan yaklasim burada 1s1 vektorii icin
yapilmistir. Daha sonra (3.59) ve (3.60) kisitlamalar1 kullanilarak 1s1 vektorii (3.76)
denklemiyle ortaya konulmustur. Alan denklemlerine ulagsmak i¢in gerilmenin »° ye
gore tiirevi alinarak Cauchy hareket denkleminde yerine yazilarak (3.94) denklemiyle
verilen alan denklemi bulunmustur. Ikinci alan denklemine ise enerjinin korunumu
denkleminde gerilme, genleme hizi tansorii ve 1s1 vektoriiniin gradyani yerlerine

yazilarak (3.108) denklemiyle ulagilmstir.
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1.1. Siirekli Ortam Modeli:

Bir maddesel cismin iginde alacagimiz tamamen keyfi her hacim bu cismin kiitlesinin
bir kismin1 igeriyorsa bu cismin bir siirekli olarak nitelendirilir. Buna gore siirekli bir
ortamin bir noktasi etrafinda keyfi, yani istedigimiz kadar kii¢lik segebilecegimiz bir

Av hacmini bir Am kiitlesi bulunacaktir. Bu nokta civarinda ortalama yogunluk,

Am

== 1.1
port AV ( )

olarak tanimlanir (Suhubi, 1994). Siirekli ortam varsayimina gére Av ne kadar kiiciik
olursa olsun i¢inde kiitle bulunacagindan yukaridaki ifadenin Av — 0 i¢in bir limit
olacaktir. Dolayisiyla ortamin goz Oniline aliman noktadaki yogunlugu bu limit

isleminin sonucu olarak,

. Am dm
p=lim—=

Av—0 Av B dv

(1.2)

bulunur. Atomistik 6lcege indigimizde madde biiyiik 6l¢iide bosluklu bir yap: sergiler.

Buna gore bir noktada tanimlanan yogunlugun statik olarak anlamli bir ortalamaya
kars1 gelebilmesi i¢in Av hacminin Av™ kritik degerinden biiyiik olabilmesi gerekir.

Av < AV" i¢in bir noktada yogunluk, Av’ ye bagl olarak, biiyiik calkantilar gosterir.
(Sekil 1.1)

Siirekli ortam modeli, sonlu bir hacimdeki pargacik sayisini sonsuz almaya esdegerdir.

Buna gore cismin i¢inde alinan bir /' hacminde bulunan kiitle miktari,

M:jpdv (1.3)

integrali ile hesaplanir (Suhubi, 1994).
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A Am/Av

; {\M%
v

Sekil 1.1. Ortalama yogunlugun degisimi (Suhubi, 1994).

1.2. Siirekli Ortam Hareketi:

Bir stirekli ortamin hareketini belirtmek i¢in bu ortami olusturan, sonsuz sayidaki
biitlin pargaciklarin zamanla bulduklari uzaysal konumlarinin belirtilmesi gerekir.
Ortamin belli bir andaki konumunun tamamen bilindigi varsayilir. Bu konum referans
konumu olarak adlandirilir ve olustugu hacimsel bolge V' ile gosterilir. Ortamin
referans konumunu belli kilmak i¢in bir X, X,, X; kartezyen koordinat takimi segilir.
Ortamin bir pargacigl, simdi referans konumunda isgal ettigi P noktasinin yerini
tanimlayan R yer vektorii, yada esdeger olarak X, (K =1,2,3) koordinatlariyla
tamamen belirlenir. X, koordinatlarna maddesel koordinatlar (Lagrange

Koordinatlar1) ad1 verilir (Suhubi, 1994).

Siirekli bir ortamin hareketini belirlemek icin referans konumundaki herhangi bir P

maddesel noktasinin ¢ aninda uzayda bulundugu konumu, yani p noktasinin yerini,
belirlemek icin x,,x,,x; kartezyen koordinat takimi segilir (Sekil 1.2). Bu koordinat

takiminda p uzaysal noktasi r yer vektorii, ya da x,(k=12,3) koordinatlariyla
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belirlenir. Bu koordinatlara uzaysal koordinatlar (Euler koordinatlari) adi verilir.

Gerek duyuldugu takdirde maddesel ve uzaysal koordinatlar cakisik olarak segilebilir.

v(t)
A X
3 X3 P
|4
P X2
iz /7
1 h i
A 13 ? il 2
I g >
[2 XZ
X] X7

Sekil 1.2. Maddesel ve uzaysal koordinatlar (Suhubi, 1994).

Bir ¢ aninda her P pargaciginin isgal ettigi p noktalar1 zamanla degisen bir v(z)

bolgesini olusturur. Bu bolge ortamin ¢ anindaki konumunu belirler. Buna gore

siirekli ortamin hareketi, her P noktasina bir ¢ aninda hangi p noktasinin karsi

geldigini gosteren bir doniisiim olarak tanimlanir. Boyle bir doniisiim,

r=r(R,), x =x(X,.0) (1.4)

Stirekli bagintilar1 yardimiyla tanimlanir (Suhubi, 1994). Tersi soylenmedikge
referans konumunun ¢ = 0 anma kars1 geldigi kabul edilir. Siirekli ortamin hareketini
tanimlayan (1.4) doniisiimiiniin bir fiziksel harekete karsi gelebilmesi i¢in siirekli
olmas1 gerekir. Ayrica bu doniisiimiin hacmi sonlu olan bir bélgeyi hacmi sifir, ya da
sonsuz bir bolgeye doniistirmemesi i¢in, doniigiimiin jakobyeni sifirdan ve sonsuzdan

farkli olmasi gerekir. Yani,
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ox, Ox;, Ox
0X, 0X, 0X,
ox, Ox, Ox
J (X, 1) = det =2 2 21 £ (0,00 1.5
(X,7) (X, ) X X, ox, (1.5)
ox; 0Ox;  Ox,
0X, 0X, 00X,

sartinin saglanmasi gerekir. Bir J(X,#) fonksiyonunu (1.5) in mutlak degeri,

JX.0)=|J(X,0)|=|det(x, )|, 0<j<oo (1.6)

>

olarak tanimlanir. Temel varsayimimiz uyarinca J #0 oldugundan ; ile J

arasindaki fark cogu zaman pratik bakimdan ortadan kalkar. Kapali fonksiyon
uyarinca (1.5) ya da (1.6) kosulu (1.4) doniistimiiniin siirekli bir tersinin olacagini

ifade eder. Bu ilke uyarinca (1.4) doniistimiinden,

R=R(r,1), X=X, (x.0) (1.7)

Yazilabilir (Suhubi, 1994). Fiziksel olarak bu bagmtilar, se¢ilmis, belli bir uzay

noktasindan ¢esitli zamanlarda ortamin hangi parcaciklarinin gegtigini belirler ve v(z)

uzaysal bolgeler ailesini tek bir ¥ maddesel bolgesine doniistiiriir (Suhubi, 1994).

1.3. Sekil Degistirme

Referans konumunda verilen bir /' bdlgesini dolduran bir stirekli ortamin belli bir 7,

ornegin ¢,, aninda v(¢) uzay bdlgesine doniistiigiinii ve bu siirekli doniisiimiin verilen,

X = X (XKat) veya XK :XK (xkat) (18)

hareket denklemlerinin ¢ parametresinin ¢, degeriyle tamamen belirlenmis oldugu

varsayilir. Dolayisiyla baglangictaki, yani referans konumundaki herhangi bir
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P parcacig1 ¢, aninda p uzay noktasina taginmis olur. P ve p noktalarmin yer

vektorleri,

R=X. I, r=x.i, (1.9)

ile verilir ve (1.8) bagintilar1 yardimiyla birbirlerine baglanir (Sekil 1.3). Bundan
sonra Einstein toplama uylasimindan yararlanilarak ve tekrarlanan iki indis iizerinde
I’den 3’e kadar toplama yapilacagi kabul edilir. Uzaysal ve maddesel koordinat

takinilan arasindaki doniisiim,

i =Ae L, T = A 1y (1.10)

bagintilari ile belirlenir. 4 ve A katsay1 matrisleri birbirinin tersidir ve,

A =i 0 A =1, i, (1.11)

olarak tanimlanir. Her iki koordinat takimi da dik oldugundan bu doniisiim

ortogonaldir. Yani,

A=1"=1" veya Ay =4y (1.12)

yazilabilir. A, matrisi 4,, matrisinin transpozu olarak tanimlanmistir. Dolayisiyla

bu katsayilar,

;LkK ;LIK =§k1’ /1k1< /1kL :51@ (1.13)

baglantilarimi gerceklemek zorundadir. Burada o, ve s,, biiytkliikleri Kronecker

delta olarak adlandirilir ve birim matrisi temsil eder. Yani iki indis birbirine esitse 1,
farkli ise 0 degerini alirlar. 4 matrisi yardimiyla uzaysal koordinat takiminda

tanimlanmis bir vektorii kendisine paralel kalarak maddesel koordinat takimina
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kaydirabilir, ya da bu islemin tersi yapabilir. Bu 6zellikler nedeniyle 4,, katsayilari

kaydiricilar (Shifter) olarak adlandirilir.

Deformasyonu temsil etmek igin, sekil 1.3 de P pargacigina ¢ok yakin olan bagka bir
P' par¢acigr goz Oniine alimir. P’ niin P ye gore konumunu sonsuz kiiciik dR
vektoriiyle belirlenir. P’ maddesel noktasi hareketle # aninda p' uzay noktasina
tasinmis olur. p' noktasinin P nin goriintiisii olan p noktasina gore konumu da

yine sonsuz kii¢iik olan dr vektoriiyle belirlenir.

V(1)
p
A X d}"
3 u+du *3 Z
p /
u
AR v
X2
P i /r
A [3 R b ' i2
1]
I; > > )
g} X t=t; anindaki konum
Referans konumu
X; X

Sekil 1.3. Siirekli ortamda belli bir andaki sekil degistirme (Suhubi, 1994).

Bu vektorler maddesel ve uzaysal koordinat eksenleri iizerindeki bilesenleri cinsinden,

dR=d X 1., dr=dx,i, (1.14)

seklinde yazilir. Ayrica (1.8) bagintisinda zamanin sabit oldugunu goéz Oniinde

tutularak diferansiyeli alinirsa,

dx,=x, , d Xy, dXy=X,,dx, (1.15)
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ifadeleri elde edilir. Bir alt indisten onceki virgiil o indisin belirttigi degiskene gore

kismi tiirevini gosterir, (1.15) deki x, , ve X, ifadeleri asagidaki gibi tanimlanir.

. _0x, 00Xy
k,K — ’ K.k —
T 00Xy T 0x,

(1.16)

Bir P parcaciginda, 6rnegin ¢, aninda, hesaplanmis x, , biiytikliklerine o maddesel

noktada ve o andaki sekil degistirme gradyani adi verilir ve boyutsuz F matrisi ile

gosterilir.

ox, 0Ox, 0x
0X, 0X, 0X,
ox, 0x, O0x,
0X, 0X, 0X,
Ox; Ox; O0x
0X, 0X, 0X,

F(X,1)=[x4]= (1.17)

j= ‘det F ‘ # 0 oldugundan F matrisinin bir ! tersi vardir. (1.8) bagintilarini goz

Oniine alir ve belli bir anda kismi tiirevin zincir kuralin1 uygularsak,
Xk Xiy = 0> Xgu Xy =0y (1.18)
yazilabilir, buradan da,

X, ] (1.19)

™=

ifadesi elde edilir. Bir matrisin tersini hesaplamak i¢in her elemanin yerine
kofaktoriinli koyarak olusturdugumuz matrisin transpozunu matrisin determinantina

boliinmesi gerekir.

]: Kofaktor([x, |

[XK k J

(1.20)
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Bilindigi gibi bir determinanti hesaplarken bir satirdaki elemanlar1 kofaktorleriyle
carpip isaret kuralina uygun sekilde toplanir. Buna gore determinantin agilimi o
satirdaki elamanlara gore birinci derecedendir ve determinantin bir elemanina gore

tiirevini alirsak bu elemanin kofaktoriinii elde ederiz. Bu sonug,

oJ

:Kofaktér[xk,K ]:JXK,k = 0J

axk,K XK

=Jj Xk (1.21)

0zdesligini verir. d R vektoriinin boyu dS , dr vektoriiniin boyu ise ds ile

gosterildigi taktirde,
dS’=dRdR=d X dX,, ds'=drdr=dxdx, (1.22)
seklinde ifade edilir. (1.15) bagintilarin1 kullanarak yukaridaki ifadeler,

ds’=x, x,d X dX, =Cy,d X, dX,

(1.23)
dS* =X, , Xy, dx,dx =c,dx dx,
seklinde elde edilir. Burada ¢ aninda hesaplanmis bilesenleri,
Co =(X0) =X X, Cu(X0) =Xy, Xy (1.24)

ile verilen ifadeler sirasiyla Green ve Cauchy sekil degistirme tansorleri veya

matrisleri adini alir. Bu matrislerin simetrik oldugu ve,

Cy, =Cris Cy = Cy (1.25)

bagintilarinin saglandigi goriilmektedir. C ve ¢ biiyiikliiklerini matrisin yanisira
tansor olarak ta nitelendirilmesinin nedeni sirastyla maddesel ve uzaysal koordinatlar

dontistiirlip yeni koordinat takimlarina gecildiginde bilesenlerinin
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belirli bir kurala gore degismesidir. X, koordinat eksenleri yine dik X koordinat

eksenlerine doniistiiriilsiin. Bu doniisiim Q ortogonal matrisi yardimiyla gerceklesir

ve koordinat eksenleri arasinda,
Xe=0uX,, Xe=0,4X] (1.26)
iligkileri yazilabilir. Buna gore C tansoriiniin yeni koordinat takimindaki bilesenleri,

, _0x, Ox, 0x, 0X, Ox, 0X,

MU oXL0X, 0X, 0X, 00X, 0X,

(1.27)

= O D1y Xt Xen = O Qv Cow

seklinde bulunur. Bu da C nin ikinci mertebe bir maddesel tansoér oldugunu gosterir.

Burada (1.26) bagmntisin Q ortogonal bir matris olmasa da, yani koordinatlar dik

olmayan bir takima déniistiiriildiigiinde de Q" yerine Q' matrisini alma kosuluyla

gecerli kalacagina dikkat edilmeli. Benzer olarak uzaysal koordinatlari,
X =0y X (1.28)
ile doniistiiriiliirse ¢’ nin ikinci mertebe bir uzaysal tansor oldugunu gdsteren,

c/!cl = ka an cmn (1 29)

ifadesi elde edilir. Buraya kadar verilen ifadeler matris notasyonu kullanilarak

yazilirsa; dX ve dx siitun vektorleri,

dX, d x,
[dX]=|dx,| [dx]=|dx, (1.30)
d X, d x,
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seklinde tanimlanir. (1.15) bagintilar1 matris notasyonu ile,

dx=FdX, dX=Fdx (1.31)
yazilabilir. (1.22) ve (1.31) bagintilarindan,

ds’=dx' dx=dX'F'FdX, dS’=dX'dX-= dx'F" Fldx (1.32)

bulunur. (1.23) bagintis1 géz dniinde tutuldugunda Green ve Cauchy sekil degistirme

tansorlerinin sekil degistirme gradyanlarina bagl olarak,

C=F'F, C'=FF' (1.33)

seklinde ifade edilebilece8i goriiliir. Bazi durumlarda (1.33) ile verilen matrisler

yerine terslerinin kullanilmas1 gerekebilir. Bu matrisler ise,

¢'=FF', Cc'=F'F" (1.34)
veya bilesenleri cinsinden,
01:11 =Xk Xk C1_<2 = XK,kXL,k (1.35)

seklinde ifade edilir, ¢”' ve C™' tansorleri sirasiyla Finger ve Piola sekil degistirme
tansorleri olarak bilinir. Hareket denklemleri r = r(R,t) seklinde verilmesi yerine P

parcacigimin u yer degistirme vektoriine baglh olarak ifade edilir. Yer degistirme

vektoriini (Sekil 1.3),
u=r—-R+b (1.36)

olarak tanimlanir. u vektoriini,
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u=u i, =U;I; (1.37)
seklinde yazarak uzaysal ve maddesel bilesenleri belirlenir. (1.8) hareket
denklemlerinden yararlanarak uzaysal ve maddesel yer vektorlerini r = r(X K,t) ve
R =R(x,,?) olarak ifade edilirse,

dr=C,d X, dR=c, dx, (1.38)

yazilabilir. Burada C, ve ¢, vektorleri,

X, I, (1.39)

C,, =C,.C,, c¢,=c. (1.40)

olarak bulunur. (1.39); bagintisindan,

CrCL=x i 0, =X, X, Oy = Xek XkL (1.41)

bulunur ve benzer sekilde (1.39), bagintisindan da,

¢, =Xy L X, 1, =X X, Oxr = Kiidg, (1.42)

bagintist bulunur. C, ve ¢, vektorlerinin fiziksel anlami tamimlardan agikga

goriilmektedir. (1.39) ifadelerine benzer olarak,

¢, =x I, C =Xy iy (1.43)
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vektorleri tanimlanir. ¢,' vektorlerinin ¢, vektdrlerine karsit oldugu, yani,

c. ¢ =0, (1.44)

bagintisini sagladiklar1 goriiliir. (1.39) ve (1.43) bagintilarindan,

¢, =x Lo X, 1 = x Xy O =3, X =3y (1.45)

bulunur. Benzer sekilde C;' vektorlerinin de C, vektdrlerine karsit oldugu ve

Cc/C, =5, (1.46)

bagintilarinin saglandigi gosterilebilir. (1.35) bagintis1 goz 6niinde tutulursa,

¢ =¢.' ¢!, Cy=CC} (1.47)

yazilabilir, ¢ ile ¢ ve C™' ile C tansérleri birbirlerinin tersleri oldugu igin,

cire =0, Cu Clw=3 (1.48)

bagintilarinin da gecerli olacagi aciktir. Cismin sekil degistirmesinden s6z edebilmek
icin parcaciklar1 arasindaki uzakligin hareketi sirasinda degismesi gerekmektedir.

Ortamin Iki parcacifi arasindaki uzakligin de§ismesi igin ds # dS olmasi

gerektiginden ortamin bir noktasindaki sekil degistirmenin Ol¢iimii olarak ds* —dS*
biiytlikliigi secilir. (1.22) ve (1.23) bagintilar1 yardimiyla,

ds’ —dS* =2E,, dX, dX, = 2e,, dx, dx, (1.49)

yazilabilir. Burada E,, ve e,, simetrik tansorleri,
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1 1
Ey (Xt) :5 (Cxp =0k ), €y (X,1) :E (O — i) (1.50)

olarak tanmimlanir ve sirasiyla maddesel (Lagrange) ve uzaysal (Euler) genleme
tansorleri adini alir. Bir maddesel noktada E tansoriiniin degerini bildigimiz takdirde
bu noktadan gecen sonsuz kii¢iik dX, maddesel vektoriiniin hareketi sirasinda
boyundaki degisim (1.49) bagintisiyla belirlenir. Ayn1 boy degisimi bu parcacigin t
anindaki yerinde e tansoriiniin degeri yardimiyla da hesaplanabilir, (1.50) bagmntilart

matris formunda,

(C-1),

%(i‘i) (1.51)

I~
e

yazilabilir.  (1.15) bagmtilarindan (1.49) da yararlanilirsa maddesel ve uzaysal

genleme tansorlerinin,

ey =Eu X, X1 Exy=eyX g X (1.52)

esitlikleriyle birbirlerine baglandig goriilebilir. (1.36) ve (1.39) bagintilari, b vektorii

koordinatlara bagli olmadigi i¢in yer degistirme vektorii cinsinden,

OR ou
CK = 5XK + 8XK =IK +UL,KIL =(5LK +UL,K)IL
(1.53)
or oJu . .
C; + =L -y, = (O —u, )i

Tox, ox,

sonucu elde edilir. Sekil degistirme tansdrleri i¢in yer degistirme gradyanlarina bagl

olarak,

CKL = CK'CL = (5MK + UM,K )(§NL + UN,L )5MN
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= (5MK +UM,K)(5ML +UM,L): 5KL + UK,L + UL,K + UM,K + UM,L
(1.54)
ckl = ck'cl = (5mk _um,k )(5nl _un,l )5mn = (5mk _um,k )(5ml _um,l)

=0y — Uy, —u,+u,  u,,
sonuclart bulunur. Maddesel ve uzaysal genleme tansorleri de (1.50) tanimlan yer

degistirme gradyani cinsinden,

1
EKL = E (UK,L + UL,K + UM,KUM,L )

(1.55)
1

€y = 5 (”k,l U U, ”m,z)

seklinde ifade edilir.
1.4. Hareket

Bu boéliimde, ortamin hareketi sirasinda parcaciklara iliskin hiz ve ivme gibi
kinematik biiyiikliikkler hesaplanacak ve daha genel olarak ta sekil degistirme
karakteristiklerinin zamanla degisim hizinin nasil Olgiilebilecegi belirlenmeye
calisilacak. Ortamin hareketini tanimlayan maddesel koordinatlarla uzaysal

koordinatlar arasindaki doniisiim (1.4) bagintisiyla asagidaki sekilde verilmisti.
x, = x,(Xy,t), XeV (1.56)

(1.56) bagmtist V bolgesindeki belli bir X parcacigr secildiginde t parametresine
bagl bir egri gosterir. Siirekli ortamin hareketi sirasinda X parcaciginin izledigi yolu
gosteren bu egriye géz Oniine alinan parcacigin yoriingesi adi verilir, (1.56) bagintisi

tiim ortam parc¢aciklarinin yoriingeler ailesini tanimlamaktadir. Bunun igin ilk olarak
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stirekli ortamin pargaciklarina bagh bir fonksiyonun zamanla degisim hizin1 6lgmek

gerekir.

Siirekli ortama bagl bir skaler, vektor ya da tansor degerli bir alan biiytikligi f (X,t)

seklinde wverilebilir. Maddesel gosterilimde boyle bir fonksiyon, ilgili alan
biiyiikliigiiniin bir parcacikta aldig1 degerin bu pargacik yoriingesi lizerinde hareket

ederken zamanla nasil degistigini bize verir. (1.56) ifadesinin tersi f fonksiyonunda

kullanilirsa,

FIX(x,0), 1]= 1 (x, 1) (1.57)

yazilabilir. f(x,7) fonksiyonu g6z Oniine alman alan biiylkligiiniin uzaysal

gosterilimi adin1 alir. Maddesel ve uzaysal gdsterilimde bu fonksiyon ayni sembolle
gostermesine karsin birbirine karsi gelen maddesel ve uzaysal noktalarda sayisal

degerleri esit olmakla beraber  f(x,f) ve f(x,t) fonksiyonlar1 tiimiiyle farkli
fonksiyonlardir. Bir x uzay noktasinda f(x,7) fonksiyonu alan biiyiikliigiiniin bu

noktadan cesitli zamanlarda gegen farkli pargaciklarda aldigi degerleri gosterir.

Uzaysal gosterilimden maddesel gosterilime gegis,

f(X,t)=J:[X(X,t),t] (1.58)

doniisiimii yardimiyla saglanir. Bir alan biiyiikliigiiniin siirekli ortamin bir parcacigini

izlerken zamana gore degisim hiz1 maddesel tiirev olarak tanimlanir.
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Y x+dx
~ 7 sa
t S+ frdr)dt
f(t)

Sekil 1.4. Maddesel tiirev (Suhubi, 1994).

Eger maddesel gosterilim kullaniliyorsa maddesel tiirev X, koordinatlarini sabit

tutarak zamana gore hesaplanan tiirev oldugundan,

df of(X0)
it ot

=f (1.59)

yazilabilir. Uzaysal gosterilim kullanildiginda (1.57) bagintisin1 X degiskenlerini

sabit tutarak ¢ degiskenine gore tiiretirsek zincir kuralina gore,

df of[x(X,0),t]

of a{axk

f=—2=—= =—= + 1.60
]: dt ot ot Ox, Ot | _, (1.60)
X=sbt x=sbt
elde edilir. Bir par¢acigin r(R,¢) yer vektoriine bagl olarak,
=£:6r(R,t):dxk ikzaxk i, (1.61)
dt ot dt ot
veya bilesenleri cinsinden,
v (X, =38 0% g (1.62)

dt ot
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seklinde ifade edilebilir. Buna gore uzaysal gosterilimde f alaninin (1.60) ile verilen

maddesel tiirevi,

f=—==—=1fv, (1.63)

olur. (1.63) ifadesinin sag tarafindaki ilk terim x koordinatlar1 sabit tutularak zamana
gore alinmis tlirev oldugundan yerel degisme hizin1 gosterir, ikinci terim ise ¢ aninda
x noktasinda bulunan parcacigin hareketinden kaynaklandigi i¢cin konvektif degisme

hiz1 adin1 alir.

1.4.1. Yay ve Hacim Elemanlarin Maddesel Tiirevi

p
P’ ds
dX das dx ds+[d/dt] (ds)dt
P
b
=0
t t+dt

Sekil 1.5. Yay elemanindaki degisim (Suhubi, 1994).

Referans konumunda bir P maddesel noktasindan gecen sonsuz kiiciik bir dS yay
elemant ve bu elemanin ¢anindaki ds goriintiisii goz Oniine alinirsa (Sekil 1.5), ¢

anina sonsuz yakin ¢+ dt aninda bu elemandaki degisim maddesel tiirevin tanimina
gore ds +(ds)dt olur. ds yay elemanmin maddesel tiirevini belirlemek amaciyla
once p noktasimi p’ noktasina birlestiren dx vektoriinin maddesel tiirevi

hesaplanmaya c¢alisilacak. Bu vektor referans konumundaki dX elemanter
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vektoriinlin  hareket altinda ¢ anindaki goriintiisii oldugundan tiiretmenin zincir

kuralindan uygun sekilde yararlanilarak,

d d 0 0 . 0Ox
—(d =— dX,)=—(x, . )d X, = Yd X
dt( X)) dt(xk,[( ) 6t(xk,[<) K aXK(at) K
(1.64)
=Vik dX, = Vi Xy dx, = Vi dx,
elde edilir. Dolayisiyla,
(dx,)=v,,dx (1.65)

yazilabilir. (1.64) de iiclincii ve besinci ifadelerde dX, bilesenlerinin katsayilarini

esitlersek sekil degistirme gradyaninin maddesel tiirevi,

d .
E (xk,K) = (xk,K )= Vik = ViiXik (1.66)

olarak bulunur. Hiz gradyan tansori,

L=Vv, L,=v, (1.67)
ile tanimlanirsa, (1.65) ve (1.66) bagmtilari,

(d&)=L'dx, F=L'F (1.68)

seklinde de ifade edilebilir. Hiz gradyam tansoriiniin simetrik ve antisimetrik

kisimlarindan olusan iki yeni tansorti,
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1 1
d, = E(Vk’l + V) =dy, W = E(Vk,l — Vi) = Wy (1.69)
veya,
E%QWQ, f%@—é), L' =d+w (1.70)

bagintilariyla tanimlanir, d tansoriine sekil degistirme hiz1 (bazen de genleme hizi)
tansorli, w tansOriine ise spin veya cevri tansorii adi verilir. (1.21) bagmtisindan

yararlanarak dnce,

dJ oJ d
E: axk’K E (xk,K):JXk,K Vi Xk =J Vik (L.71)

seklinde jakobyenin maddesel tiirevi elde edilir. Bir ortamin hacim elemaninin

degisme hizi, dv = jdV oldugundan tiiretme ile,

%(dv):%dlf (1.72)

yazilabilir. Jakobyenin maddesel tlirevinden faydalanilarak,

%(dv):jvk,de:Vk,deZV.vdv (1.73)

bulunur. Referans konumunda ¥ hacmi hareketle # aninda v(¢) hacmine doniisiirse

v(¢) hacim integralinin maddesel tiirevi asagidaki seklinde hesaplanir.
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d 0 0
— X, t)dv=—|D(X,t)jdV =|—|jO(X,t) |dV
tv([f"( ) atl( )J lat[1< )]
(1.74)
N 0
=[G dv=[ (S +gvi)dv
v(t) v(t) t
Maddesel tiirevin tanimindan faydalanarak (1.74) ifadesi,
d o¢
— dv=||—+(¢ V), |dv 1.75
le£)¢ v{){at (¢ k)k} (1.75)

seklinde yazilabilir, ¢ ye gore kismi tiirevi x degiskenleri sabit tutularak alindig1 i¢in
(1.75) bagintisinda sag taraftaki ilk terimde tiirev ile integral operatdriiniin yeri

degistirilebilir. Son terim de Green- Gauss integral teoremi kullanilarak v(¢#) hacmini

icine alan S(¢) kapali yiizeyi lizerindeki bir integrale doniistiiriiliirse,

d

0
a5l

ddv+ j¢vnda (1.76)
v(t) S(¢)

)

elde edilir. v, =v.n ortam hizinin yiizeye dik bilesenidir, ¢v, biyikligine ¢
alaninin yiizey boyunca akis1 ad1 verilir ve ortam hareketiyle bu fiziksel alanin S(z)

ylizeyinin bir tarafindan oteki tarafina bu yiizeyin birim alani basina birim zamanda

aktarilan kismini1 gosterir.
1.4.2. Green - Gauss (Diverjans) Teoremi

Doga yasalarindan siirekli ortamlarin hareketini yoneten denklemlerin ¢ikartilmasina
olanak saglayan bazi integral teoremlerinin genellestirilmesi gerekir. Bilindigi gibi bir
ov kapali ylizeyi ile sinirlanmis v hacminde tanimlanmis vektor ya da tansor degerli

stirekli bir fonksiyon i¢in Green - Gauss veya diverjans teoremi olarak bilinen teorem
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bu alanin diverjansinin hacim i¢indeki integralini normal bileseninin yiizey

tizerindeki integraline doniistiirtir.

Vogdv=|n.gda (1.77)
Jvea]

n yiizeyin birim dis normalidir, ¢ bir vektor alani oldugu takdirde yukaridaki skaler
denklemin anlami agiktir, ¢ ikinci mertebe bir tansoér alani ise (1.77) vektor

degerlidir ve,
Vig=@ i), ng=ng,i (1.78)

olarak tanimlanir. Simdi v bolgesinde hareketli de olabilen bir o yiizeyi lizerinde ¢

tansor alaninin siireksizlik gostermesi halinde diverjans teoreminin genellestirilmis
seklini elde etmeye c¢alisacagiz. v hacmini iki par¢aya ayiran o ylizeyinin dis
normalini keyfi olarak yodnlendirelim. Ve v bdlgesini o ylizeyinin dig normalinin
yoneldigi tarafta kalan pargasini v*, 6teki pargasini ise v~ ile gosterelim. v=v" Uv"
oldugu agiktir, o yiizeyi ¢ alani i¢in bir siireksizlik ylizeyi ise bu alan o iizerindeki
bir noktada, bu noktaya v" ya da v~ bolgeleri iginden yaklasildigina gore farkli
degerler alir. Bu degerler sirasiyla ¢° ve ¢ ile gosterilir (Sekil 1.6), ¢ tansor

alaninin o lizerindeki siireksizligini 6lgen sigramast,

[pll=¢ -4 (1.79)

olarak tanimlanir.
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Sekil 1.6. Siireksizlik ylizeyi i¢eren bolge (Suhubi, 1994).

Dogal olarak bu biiyiiklilk o ylizeyinin koordinatlarinin bir fonksiyonudur. ¢ alani

v' Uo kapali yiizeyi ile sinirlanmis v ve v- U o kapali yiizeyi ile sinirlanmig v~

bolgelerinde siireklidir, Dolayisiyla bu boélgelerde Green - Gauss teoremi (1.77)

sekliyle uygulanabilir, o yiizeyinin bu anlamda dis normalinin v* i¢in —n olduguna

dikkat edilirse,

[Vgdv=[ngda-[ng da

(1.80)

IV.¢dv: J.n.¢da+_|.n.¢_a’a

yazilabilir. Bu iki ifade taraf tarafa toplanirsa genellestirilmis Green - Gauss teoremi,

jv.;zs dv:Jn.¢ da — jn[[¢]]da (1.81)

seklinde elde edilir. Siirekli alanlar i¢in o yiizeyi iizerinde [[#]]=0 olacag: icin

(1.81) denklemi (1.77) denklemine indirgenir. v(¢) bolgesinin siirekli ortamda bir
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maddesel bolge oldugu kabul edilirse ve er siireksizlik yilizeyinin de verilen bir u hizi

ile hareket ettigi varsayilir (Sekil 1.7). Amag (1.75) denklemini ¢ tansér alaninin o

tizerinde siireksizlik gosterdigi hale genellestirmektir. Bunun i¢in kismi tiirev

operatoriinii integralin i¢ine sokarak (1.76) denklemini o alaninm iginde siirekli v*

ve v~ bolgelerine ayr1 ayri uygulanirsa (Sekil 1.7),

d [ 94 .
Ev.[(t)(zﬁdv—vjl(t) atdv+v'|.(t)¢vnda G{)q) u da

elde edilir. Bu denklem taraf tarafa toplanirsa,

d 04 i
aidp =l ot s Jovda = [uldlie

sonucu elde edilir.

ov'(

ov(Y)

Sekil 1.7. Hareketli siireksizlik yiizeyi (Suhubi, 1994).

(1.82)

(1.83)
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v, =n,v, olduguna dikkat edilerek siireksizlik yiizeyi igeren bir bolgede diverjans

teoremini ifade eden (1.81) denklemi kullanilirsa,

.[¢Vnda = jnkvk¢da = .[(Vk¢),kdv+ .!nk[[vk¢]]da (1.84)

yazilabilir. Bu ifade (1.83) bagintisina yerlestirilir v(¢) ve O'(t) bolgeleri iizerindeki
integraller bir araya toplanir ve a(t) yiizeyinin u, normal hizimin siireksizlik

gosteremeyecegine dikkat edilirse sonug olarak,

d B do
" v{)¢ dv_avjm (7 + (V) )dy —i)[[w]]da
(1.85)
d
- LG e pnnav - (el
elde edilir. Burada o(0) yiizeyi iizerinde tanimlanan,
U=u,-v,=(u - v).n (1.86)

biiytlikliigiine yer degistirme hizi adi verilir ve a(t) ylizeyinin siirekli ortama gore

bagil normal hizim gésterir. [[u,[|=0 oldugundan,

[[]]=-[v. ]| (1.87)

bagintis1 gecerlidir.
1.5. Denge Denklemleri

Bu kisimda biitlin stirekli ortamlarin mekanik davranisini yoneten temel ilkelerden

s0z edilecek. Klasik fizigin cercevesinde bu ilkeler bir maddesel cisim kiitlenin
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hareketinden etkilenmemesinden ve siirekli bir ortamin Newton’un {i¢ yasasina
uyarak etkilesen cok sayida pacacikla modellenmesinden kaynaklanir. Siirekli
ortamlar mekaniginde, ortamin fiziksel 6zelliklerine bagli olmaksizin gecerli olan
termomekanik davranigi yoneten denklemler, global ve yerel denge denklemleri
olarak adlandirilir. Termomekanik denge denklemleri yazilirken, denklemler &nce
global olarak yazilmis sonra da genellestirilmis Green-Gauss ve Stokes teoremleri

yardimiyla elde edilen denklemler yerellestirilmistir.
1.5.1. Kiitlenin Korunumu

Kiitlenin korunumu, bir maddesel hacmin toplam kiitlesinin hareketi sirasinda
degismedigini ifade eder. Matematiksel olarak bu ilke; p(x,t) yogunluk fonksiyonu

olmak iizere asagidaki esitlikle verilir.

dM d J‘
—= pdv=0 (1.88)
dt dt b

1)

(1.85) denkleminde ¢ yerine yogunluk fonksiyonu p alinirsa,

% [ peyav=[[p+pv,Jav- [upllda=0 (1.89)
140 V(¢

) ) al(t)

maddesel tlirevin tanimindan p icin asagidaki ifade yazilabilir.

. _dp O0p
P ; o1 P iV ( )

(1.89) denkleminde integral altindaki ifadelerin siirekli oldugu kabul edilirse,

integrandlarin sifir olmasi gerekir. Buna gore siireklilik denkleminin yerel formu igin;
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V(t) iginde Cfi_/to +pv,, =0 veya é;_,to +(pv,) =0

(1.91)
o(t) izerinde; [[Up]]=0

esitlikleri elde edilir. Kiitlenin korunumu bir parcacigi i¢ine alan bir elemanter

maddesel hacim i¢in agagidaki gibi yazilabilir.
Py (X)dV(X)=p(x,2)dv(x,?) (1.92)

dv=JdV olduguna gore (1.92) denklemi,

P (X) (1.93)

p(x,t)= J(x.0)

seklinde ifade edilir. Bu denklemde; p,(X); referans konumundaki ortamin bilinen

yogunlugudur. J(x,?) ; jakobyendir. (1.85) denkleminde ¢ = py alinarak ve kiitlenin

korunumundan yararlanarak asagidaki ifade elde edilir.
= [pwdav=| pLZ av- [Uuplylda (1.94)
v(t) v(r) dt a(t)

burada i birim kiitle basina herhangi bir alan biliytikliigtidiir.

1.5.2. Lineer Momentum Dengesi

Bu ilke, herhangi bir maddesel cismin toplam lineer momentumunun zamana gore
degisme hizinin, bu cismin iizerine etkiyen toplam kuvvete esit oldugunu ifade eder.

Siirekli ortamin bir d m = pdv elemanter parcacigin hiz1 v ise elemanter momentum

vdm ve t anindaki momentum asagidaki gibi yazilabilir.
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P(t) = Ipvdv
V(t)

Lineer momentum denkligine gore,

_dP

F=2—
dt

esitligi gecerlidir.

(1.95)

(1.96)

Bu calismada siirekli ortam olarak diisiiniilen, termoelastik davranig gosteren bir

malzeme ele alinmistir. Boyle bir malzemeye etkiyen dis kuvvetlerin toplamini

gosteren F asagidaki gibi yazilabilir.

F = Ipfdv+ J-t(n)da

v(t) ov(t)

(1.97)

seklindedir ( Suhubi, 1994). t,) herhangi bir noktada yénelimi n normal vektoriyle

belirlenmis bir alan elemanina etkiyen gerilme vektori olup asagidaki gibi ifade edilir.

t(n) =n.t veya t(n),k =n tlk

Bu durumda lineer momentum denkligi ;

d
ai )

pvdy = _[pfdv + In.tda
V(¢) V(t)

40)

seklinde yazilir. Lineer momentum denkliginin k£ bileseni;

—J. pv, . dv = Ipﬁdv—i— In,t,kda
tV(t) v(t) ov(t)

(1.100)

(1.98)

(1.99)
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olarak ifade edilir.(1.100) denkleminin sol tarafindaki ifade (1.94) denkleminde

yerine ¢ alinarak asagidaki gibi yazilir.

AT Juplvillda (1.101)

d
dt I PYidv= I P a kA

140) V(t)

(1.100) denkleminin sag tarafinda yer alan yiizey integrali terimi Green - Gauss

teoreminden faydalanilarak asagidaki gibi yazilabilir.

In,t,kdaz J.t,k’ldv+ jnl[[tlk]]da (1.102)
(1) v(e) o)

(1.101) ve (1.102) Ifadeleri (1.100) denkleminde yerine yazilip, esitligin sag

tarafindaki ifadeler sol tarafa gegirilirse asagidaki denklem elde edilir.

Hpv}f%,, ~pfJdv- [t + py.Ulda=0 (1.103)
V(¢) o(t)

(1.103) esitliginin saglanabilmesi i¢in integrandlarin sifira esit olmasi gerekir. Bu

durumda agagidaki ifadeler yazilabilir.

V(t) icinde; pve=t,, + pf,
(1.104)
o(t) iizerinde; [[m1, + pv,U]=0

(1.104); denklemindeki v terimi ivme olarak adlandirilir ve maddesel tiirevin

tanimindan asagidaki gibi ifade edilir.

acv=2Y_9Y | vy (1.105)
dt ot
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1.5.3. A¢isal Momentumun Dengesi

Bu korunum yasasi, herhangi bir maddesel cismin sabit bir noktaya gore agisal
momentumunun zamana goére degisme hizinin, cisme etkiyen dis kuvvetlerin ayn
noktaya gore toplam momentine esit oldugunu ifade eder. 1 aninda ortamin bir
elemanter pargaciginin sabit 0 noktasina gore yer vektorii r ise, ayn1 noktaya gore

acisal momentumu veya momentumun momenti asagidaki gibi ifade edilir.

Hfszrxvdv (1.106)

40

O noktasina gore dis kuvvetlerin toplam momenti My agisal momentumun ilkesinden

asagidaki gibi yazilabilir.

M, = (1.107)

Bu calismada ele alinan malzeme i¢in, dis kuvvetlerin dagilimina gére M, asagidaki

gibi yazilabilir.
szjprxfdv+jrxtmda (1.108)
V(1) ov(t)

(1.108) denklemindeki t,, terimi (1.98) denklemleriyle verilen ifadenin aynisidir. Bu

(m)

durumda (1.107) ve (1.108) ifadelerinden asagidaki denklem yazilabilir.

iJ.prxvdv:J.pr><fa’v+J-rxt(n)afa (1.109)
dr i, 0 (o)

(1.109) denkleminin sol tarafindaki ifade, (1.94) denkleminde ¢ terimi yerine xx v

alinarak, agsagidaki ifade elde edilir.
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iJ‘prxva’v:jpi(rxv)a’v— IpU[[rxv]]da (1.110)
dt V(¢) 40 dt a(1)

(1.109) denkleminin sag tarafinda yer alan 8V(t) ylizey integrali Green -Gauss

integral teoremi yardimiyla hacim integraline dontstiiriiliip gerekli islemler

yapildiginda asagidaki denklem elde edilir.

.[(;/lr (&dp X; trp ik )da = _!.)(51@ frp + gklp X, trp,r )ikdv n
ori(t i

{)”r[[gk;p X,t,p]]ikda (1.111)
ol\t

(1.110) ve (1.111) denklemleri, (1.109) denkleminde yerine yazilir, sag taraftaki

ifadeler sol tarafa gecirilirse, (k) bileseni cinsinden asagidaki ifade elde edilir.

jgk,pr,(p v,—pf, - trp’,.)dv - J.ekprtrpdv -
V() 40

'([fkl})xl [[n,trp +pv, ]]da =0
olt

(1.112)

(1.112) denklemindeki birinci ve Tlgiincii integraller lineer momentumun yerel
denkligini gosteren (1.104) denklemi geregince sifirdir. Dolayistyla (1.113) denklemi
asagidaki gibi ifade edilir.

[ &yt dv=0 (1.113)
140

(1.113) denkleminden acisal momentumun yerel denge denklemi asagidaki gibi

yazilir.

V(t) icinde; g,,t,=0 (1.114)

P
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(1.114) denklemindeki permiitasyon tansoril ¢,,, antisimetrik oldugundan esitligin

saglanmas1 i¢in gerilme tansoriiniin simetrik olmasi gerekir. Bu simetrik Ifade
asagidaki gibi tanimlanmistir ve simetrik 6zelliginden dolayi ileride goriilecegi lizere

bilinye denklemlerinin bulunmasini kolaylastiracaktir ( Eringen 1980 ).

t =t (1.115)

(1.112) denkleminden sigrama sart1 olarak asagidaki ifade bulunur.
o(t)  iizerinde g,dpxlunrtrp +pUVpJJ=0 (1.116)

(1.116) denklemi, (1.104), denklemi ile verilen lineer momentumun korunumundaki

sigrama sart1 ile ayn1 oldugundan, denge denklemlerine ilave bir katki getirmez.
1.5.4. Enerji Denkligi

Bu ilke; herhangi bir maddesel cismin, toplam kinetik enerjisi ile toplam i¢ -
enerjisinin toplaminin zamana gore degisme hizinin, cisme etkiyen dis kuvvetlerin
giicli ile birim zamanda cisme giren yada cisimden ¢ikan tiim enerjilerin toplamina
esit oldugunu ifade eder. Enerji denkligi matematiksel olarak asagidaki esitlikle

verilir.

%(K+E):W+Q+2Ua (1.117)

Burada toplam kinetik enerji K, elemanter parcaciklarin d m‘v2 ‘/ 2= ,O‘Vz ‘d v/2

elemanter kinetik enerjilerinin toplamudir,

2
K= jp|v| dv (1.118)
V()
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W cisme etkiyen kuvvetlerin birim zamandaki toplam isi veya giiciidiir. Dolayisiyla

W biiyikligi,

W = IV.t(n)da+ jpv.fdv (1.119)
(1) v (t)

olarak tanimlanir. Q birim zamanda cisme giren, ya da cisimden ¢ikan 1s1 enerjisidir.
O iki tiirli olugur. Uygun bir etkilesim mekanizmasiyla, 6rnegin kimyasal, niikleer
reaksiyonlarla ya da elektrik akimiyla cismin i¢inde 1s1 enerjisi iiretilir veya cisimden
1s1 enerjisi ¢ekilebilir. Boyle bir enerji birim zamanda cismin birim kiitlesi basina 4
biiyiikliigii ile belirlenebilir. Radyasyon ve 1s1 iletimi yoluyla da cismin yiizeyinden
cisme giren veya cisimden ¢ikan 1s1 enerjisi ise q 1s1 akisi1 vektorii ile belirlenir. Bu
vektor dogrultusuna dik olan bir birim alandan birim zamanda gecen 1s1 enerjisini

gosterir. Buna gore,

0= [anda+ [ phdv (1.120)

ov(t) V()

yazilabilir. Gergekten cismin Ov(¢) yiizeyinde bir alan elemanindan cisme giren ya
da cisimden ¢ikan 1s1 enerjisi buradaki 1s1 akist vektdriiniin alan elemaninin normali
dogrultusundaki bileseni ile Olciiliir. Zira q vektoriiniin yiizeye teget olan bileseni
cismin ylizeyini yalaylp gecen, dolayisiyla cismin enerji bilangosuna katkida
bulunmayan bir 1s1 enerjisine karsit gelir. Toplam 1s1 enerjisi (1.120) ifadesi ile

tanimlandiginda, n yilizeyin birim dis normalini gosterdigi takdirde q.n>0
oldugunda bu durumun cismin i¢inden digina dogru bir enerji akisina karsi gelecegine

dikkat edilmelidir. U, biiyiikliikleri c¢esitli etkilesimler nedeniyle cismin birim

zamandaki enerji bilangosuna katkida bulunan elektromagnetik, kimyasal gibi baska
kaynakl1 enerjileri gosterir ve bu calisma cercevesinde bu tiir etkilesimler goz oniine
alimmayacaktir. £ i¢ enerji ise, gozlemler ve deneyler cisme etkiyen dis kuvvetlerin
yaptid1 isin, 1s1 enerjisinin v.s. yalmz cismin kinetik enerjisini degistirmeye
harcanmadigini agik¢a gostermektedir. Bu farkin, cismin i¢ enerjisini degistirmekte

kullamldig1 kabul edilecek. I¢ enerji varligi, kabaca, cismin pargaciklar1 arasinda
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cesitli etkilesimlerden kaynaklanan i¢ kuvvetlerin yaptig1 ise baglanabilir. Cismin
sicakliginin degisimi i¢ enerji degisiminin en belirgin gostergesini olusturur. Cismin
i¢c enerjisi genellikle birim kiitlesi basina ¢ i¢c enerji yogunlugu yardimiyla

belirlenebilir.

E=[pedy (1.121)
v(t)

dolayisiyla bu verilen ifadeler (1.117) enerji denkleminde yerine yazilirsa enerji

denkligi asagidaki sekilde elde edilir.

d p(g+l|v|2)dv:j[pf.v+ph]dv+ [ (tw-v—qn)da (1.122)
dt 2 ) ()

(1.94) denkleminde ¢ terimi yerine & +% |v|2 almir ve (1.122) denkleminin sol

tarafindaki ifade,

Ay p(8+%|v|2jdv= [(¢+v.v)dv- IpUHe+%|V|2Hda (1.123)

v(t) olt)

seklinde elde edilir. (1.123) denklemindeki & ve v terimleri i¢ enerji ve hizin
maddesel tiirevlerini gostermektedir. (1.122) denkleminin sag tarafindaki oV (¢)

tizerindeki yiizey integrali Green - Gauss teoremi yardimiyla hacim integraline

dontistiiriilerek gerekli islemler yapilirsa;

I 1 (tkl Vi =4y )da = J. (tkl,k Vit Vi = )dV+ J-nk [[tkl Vi~ 4y ]]da (1.124)
av(0) 40 olt)

ifadesi ortaya ¢ikar. (1.123) ve (1.124) denklemleri (1.122) denkleminde yerine

yazilirsa asagidaki ifade bulunur.
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J-[pé‘ ty Vi + Qe —Ph+v (py =t —pfl)]dv—
A (1.125)

j){pUH“%Mz ﬂ“% [ tvi-a ]]} da=0

olt

(1.125) denkleminde (1.104)1 ifadesiyle verilen lineer momentumun korunumu

dikkate alinarak gerekli sadelestirme yapildiginda ;

‘('-)[(pé‘ Vi T —ph )]dv—
vt

! (1.126)
2
I {pUH ‘9+5|V| ﬂ Ty [[ LaVi— 4, ]]}da:O
alr)
ifadesine ulasilir ve gerekli yerellestirme islemleri sonucunda,
V(t) icinde pé=t, Vit tph
(1.127)

o(t) iizerinde; pUH5+%|V|2 ﬂ +n([t,v,—q, lda=0

denklemleri elde edilir.
1.5.5. Termodinamigin ikinci Kanunu (Clausius - Duhem Esitsizligi)

Entropi esitsizligi veya Clausius - Duhem esitsizligi de denilen bu kanuna gore,
serbest cisim i¢indeki entropinin zamana gore artis1, cisme hacim kaynaklarindan ve
ylizeyden giren entropiden daha biiyiiktiir veya en az ona esittir. Termodinamigin

ikinci kanunu, matematiksel olarak asagidaki gibi ifade edilir.
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d h q
— | pndv-| | p—dv - n.(—jda =[>0 (1.128)
d’v!:) U) o |

(1.128) denkleminin sol tarafindaki ilk terim, (1.94) denkleminde ¢ yerine (77)

yazilarak

d .

Ejpndv: Ipndv—ij(n)da (1.129)
V(e 140! o(r)

seklinde elde edilir. (1.128) denkleminde son integral terimi Green-Gauss

teoreminden faydalanarak asagidaki gibi yazilir.

jn%da=V{)v.(%jdv+a£)nﬂ%ﬂda (1.130)

ov(t)

(1.129) ve (1.130) denklemleri (1.128) esitsizliginde yerlerine yazilirsa asagidaki
ifade elde edilir.

| pﬁ—pg}v.(%] dv- J‘){pU[[n]]—n.H%ﬂ}daZO (1.131)

v(t) ot

(1.131) denkleminin yerellestirilmesi sonucunda,

V(t) icinde; pﬁ—p%Jr%V.q—%q.V@EpyZO

(1.132)

o (1) izerinde pU[[n]]—H%ﬂSO

Bu kisimda ifade edilen denge denklemleri asagidaki gibi 6zetlenerek maddeler

halinde yazilabilir.
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1-Kiitlenin Korunumu

v (t) iginde; p +pv,, =0 veya %—f +(pv, )’k =0

o (t )iizerinde; [[U p]]=0

_ Po (X)

p(x,1) J(x.0)

(1.133)

2-Lineer Momentumun Korunumu

V(t) i¢inde; pv, =pf,—1,,
(1.134)
o(t) iizerinde; [[ n,2, +pv, U]J]=0

3-Acisal Momentumun Korunumu

V(t) iginde; Ept, =0, 1, =t

(1.135)

o (t) iizerinde; Exp X u nt,+pUv, JJ: 0
4-Enerjinin Korunumu

V(t) icinde; pé=t, Vi = D +ph

(1.136)

O-(t) lizerinde; PUH‘Q "'%|V|2 :H"'nk [[tkl V=4 ]]: 0
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5-Entropi Esitsizligi

V(t) icinde; pﬁ—p%+ é V.q%q.vezpyz 0

(1.137)

o (1) iizerinde; pu[[n]]_ﬂ%ﬂgo

Siirekli ortamlar mekaniginin temel ilkeleri olan kiitlenin korunumu, lineer
momentumun korunumu, agisal momentumun korunumu, enerji korunumu ve entropi

esitsizligi kullanilarak 5 adet denklem elde edilir.

B

L lpv=0 (1)

pv,=pf,+t,, &)

PE=yViy =i+ Ph (1) (1.138)

Bu denklemde f ve % gibi dis kuvvetlerin bilindigi kabul edilmistir. Bu denklemlere

karsilik agsagida belirtilen 16 tane bilinmeyen vardir.

P (1),v,(3),1,(6),4,(3),0(1),n(1),&(1) (1.139)

Elde edilen denklemler, yukarida verilen bilinmeyenlerin belirlenmesi icin yeterli
degildir. Denklemler sayisi ile bilinmeyen arasindaki fark (11) biinye denklemleri

kullanilarak kapatilir.
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1.6. Fiber Deformasyon Geometrisi ve Kinematigi

Kompozit ortam olan ele alinan malzemenin her X noktasindan A ile gdsterilen
fiber ailesinden bir elemanin gectigi diislinlilmiistiir. Bu fiber elemani ele alinan
malzeme boyunca A(X) ile gosterilen bir vektor alant olusturur. 4 ailesine ait bir
fiber ailesinin parametrik denkleminden o fiber egrisine ait birim teget vektoriin nasil
bulunacagi, egrilerin diferansiyel geometrisinden bilinmektedir. Bu durumda A4
ailesine ait fiber dagilimi geometrik olarak bilinirse, A(X) vektér alant da bu
dagilimdan bulunur (Spencer, 1972). Malzemenin deformasyonu sirasinda, fiber
ailesinin ortamla birlikte tasindig1 kabul edilerek, fiber deformasyonuna ait geometrik

bagintilar asagidaki gibi yazilabilir.

Deformasyondan 6nce A(X) olan fiber vektorii, deformasyondan sonra a(x) fiber
vektoriine dontisiir, (Sekil 1.8). Fiber vektoriiniin doniisiimii ortamla birlikte
siriiklenme seklinde olduguna gore, sekil (1.8) deki geometriden goriildiigii gibi A-

fiber ailesi i¢in asagida verilen bagmtilar gecerlidir (Spencer, 1980).

dL=A(X) dL Deformasyondan
onceki fiber di=a(X) di
X
X+AdL x(X)
X3 A
Deformasyondan
sonraki fiber
xX(X+AdL)
X

X

Sekil 1.18 Deformasyondan 6nce ve sonra fiber egrisi (Usal, 1994).
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a(x)dl = x(X + AdL)-x(X) (1.140)
a birim vektdriiniin bilesenleri cinsinden ifadesi asagidaki sekilde yazilabilir,
a,dl =x, (X + Adl) - x, (X) (1.141)

(1.141) bagmtisinin sag tarafi X noktasi civarinda Taylor serisine agilip yiliksek

mertebeden terimler ihmal edilirse, asagidaki ifadeler yazilabilir,

adl=x, AcdL veya akﬂ

=y (1.142)

A ailesine ait fiber uzama orani olan A, asagidaki gibi tanimlanir (Spencer, 1970).

A E[ﬂ] (1.143)

Bu ifade (1.142) denkleminde yerine yazilirsa;
a, =&, X, Ay, a=1'FA (1.144)

bagintisi elde edilir. Bu bagint1, 4 fiber ailesine ait deformasyon geometrisini veren

ifadedir.
|A| =|a| =1 oldugundan A4, 4, ve a, a, terimleri asagidaki gibi yazilabilir.
AcAc=|A[ =1, aa =|a| =1 (1.145)

(1.144) bagmtis1 (1.145) ifadesinde yerine yazilirsa;
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a.a, = (ﬂgl X, xAg )(/1;1 X, 14, )

(1.1406)
1= 2“22 X kX Ak A, = /1;2 Cr A A,
ifadesi elde edilir. Buradan da asagidaki ifade yazilabilir,
X =Cr A4, r=4"CA (1.147)

Fiber kinematigi, fiber uzama oranit A, nin ve fiber vektor a ‘nin zamanla

degisimlerinin deformasyonu takiben tiirevleri alinarak belirlenir. (1.147) ifadesinin

tlirevi alinirsa;

20,4, = Cyy A A, = x, X, A A, (1.148)

olarak bulunur. Bu bagintidaki C &, terimi,

Yok Xer = ViaXieXer ¥ Xex VX (1.149)

seklinde ifade edilebilir, (1.149) ifadesi (1.148) da yerine yazilip gerekli kisaltmalar

yapilirsa Za y1 veren ifade asagidaki gibi bulunur.

Ay = AV 0,0, (1.150)
(1.144) ifadesinin tiirevini alip gerekli kisaltmalar yapildiginda ise

a, =-A'4,a, +v,,q (1.151)

ifadesi elde edilir.



50

Kroneckerdelta' nin tanimindan yararlanarak v, ; asagidaki gibi yazilabilir,

Vi =0uVy, (1.152)
(1.150) ve (1.152) bagmtilar1 (1.151) denkleminde yerine yazilirsa, @, en son
haliyle asagidaki gibi goziikiir.

a, =(8, —a.a,)v, a (1.153)

LiTT

Bu kisimda, A4 fiber ailesinin deformasyonunu ve kinematigini veren bagintilar
tamamlanmis oldu. Fiber ailesinin hareket ve deformasyonu, daha ilerideki

boliimlerde verilecek olan bilinye denklemlerinde yeni terimler ortaya ¢ikaracaktir.
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2. MATERYAL VE METOT
2.1.Materyal

Bu c¢alismada, tek fiber aileli termoelastik ortamlar i¢in matematiksel bir model
gelistirilmistir. Materyal olarak, fiber takviyeli termoelastik bir ortam ele alinmis ve
mekanik yliklemeler sonucunda bdyle bir ortamda olusan gerilme ve 1s1 vektoriiniin

tansorilinlin hesabini saglayan biinye ve alan denklemleri ortaya konmustur.
2.1.1. Fiber Takviyeli Termoelastik Ortamlarin Termodinamigi

Kisim 1.5” de s6z edilen denge denklemler herhangi fiziksel ortam i¢in gegerli olan
denklemlerdir. Bu boliimde termodinamigin birinci ve ikinci kanunu birlestirilip,
blinye aksiyomlar1 da kullanilarak gerilme, entropi yogunlugu, i¢ enerji ve 1s1 akisi
yogunlugu saptanacaktir. Bu bolimde termodinamigin kisitlamalar1 kullanilarak
ortamin fiziksel ve topolojik 6zellikleri de kullanilarak biinye denklemlerine ait genel
formiiller c¢ikarilip daha sonra biinye aksiyomlar1 kullanilarak formiiller

somutlastirilacaktir.

(1.127) ifadesinden 1s1 kaynagi terimi ¢ekilip (1.132) ifadesinde yerine yazdigimizda
asagidaki ifade elde edilir.

) A 1 1
Py = _5(5_6)77)"'5%"1,1{ +?q1ﬂ,k 20 2.1

Bu ifadedeki entropi yogunlugunun maddesel tlirevi termodinamik bir proses
icerisinde kontrol edilemeyeceginden, bu tiirevi kontrol edilebilen biiytikliikk olan &
cinsinden yazmak i¢in asagidaki gibi tanimlanan bir Legendre transformasyonu

kullanilir.

w=¢c—-0n (2.2)
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(2.2) ifadesi genellestirilmis Helmholtz serbest enerji yogunlugu adimi alir ve
termodinamik bakimdan enerjinin kullamlabilir kismin1 temsil eder. Ileride
belirtilecegi gibi serbest enerji yogunlugunun hangi biiyiikliiklere bagli oldugunu
malzemenin blinyesi belirleyecektir. (2.2) ifadesindeki ¢ 'nin maddesel tiirevi (2.1)

ifadesinde yerine yazilirsa entropi esitsizligi ( termodinamigin ikinci kanunu)

asagidaki sekli alir. (Suhubi 1994)
_ p( CA ) 1 1
pr=—"W=0n)+Ztyv + 79,0, 20 (2.3)

0 pozitif degerli oldugundan (2.3) esitsizligi @ ile ¢arpilir ve gerekli sadelesmeler
yapildiginda asagidaki esitsizlik elde edilir.

. 1
- p(W - 677)"‘ LaVig +5Qk9,k 20 (2.4)

(2.4) esitsizliginde yer alan gerilme tansorii mekanik yiiklerden kaynaklanmaktadir ve

(1.135), denklemiyle simetrik oldugu belirlenmistir. Hiz gradyani tansorii ise (1.70)

ifadesiyle simetrik bir tansorle, antisimetrik bir tansoriin ¢arpimu sifir oldugundan hiz
gradyani tansoriiniin antisimetrik kismini ihmal ederek (2.4) esitsizligindeki ikinci

terim asagidaki gibi yazilir.
LaVig =g dy (2.5)
(2.5) ifadesi (2.4) ifadesinin yerine yazilirsa asagidaki esitsizlik elde edilir.

. 1
_p(l//_077)+tkld1k+5% 0,20 (2.6)

(1.24) denklemi ile verilen Green deformasyon tansoriiniin maddesel tiirevi alinirsa,

d,, cinsinden asagidaki gibi yazilir.
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CKL =2d, Xex XL (2.7)

(2.7) ifadesinden d,, simetrik sekil degistirme hizi tansorii Cx. cinsinden asagidaki

gibi elde edilir.
1.
dlk: dkl = ECKL XK,k XL,Z (2.8)

(2.6) esitsizliginde, p yerine (1.93) ifadesini, d,, yerine (2.8) ifadesini yazar ve J ile

carpilirsa asagidaki esitsizlik elde edilir.
. 1 . 1
po(W"‘HU )+5th1 Cr Xk i XL,I+5JQk 6,20 (2.9)

w ’ye bagl gerilme potansiyeli asagidaki gibi tanimlanir.

= (2.10)

Bu ifade (2.9) da yerine yazilirsa esitsizlik asagidaki gibi olur.
: : 1 : 1
—%2+%9ﬂ+§J%CﬂXkW&J+5J%Qk20 2.11)

(2.11) i¢inde yer alan argiimanlarin maddesel koordinatlar1 ile uzaysal koordinatlar

arasindaki doniigiim formiilleri asagidaki gibi tanimlanir.

Ty EJXK,kXL,ltkI (2.12)

Ok =J Xy 1 q, (2.13)

Ox =%, x 0, (2.14)
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(2.12)-(2.14) tanimlarindan asagidaki ifadeler yazilabilir.

Ly =J—lxk,le,LTKL (2.15)
4, =J 7" %« Ox (2.16)
H,k =Xk i Q,K (2.17)

(2.11) esitsizliginde (2.12),(2.14) ve (2.16) ifadeleri kullamilarak (2.11) esitsizligi
maddesel koordinatlarda asagidaki sekilde elde edilir.

—(Z+p06"77)+%TKLC'KL+%6’,KQK20 (2.18)

Bu esitsizlik entropi iiretiminin genel bir ifadesidir. Bu esitsizligin kullanilabilmesi
icin £ gerilme potansiyelinin hangi bagimsiz degiskenlere bagli oldugunun ve ne
sekilde bagli oldugunun bilinmesi gerekir. Buna gére X’ nin arglimanlarini se¢mek,

formal olarak belli bir malzeme se¢cmek demektir.

Bu caligmada tek fiberli termoelastik davranis gosteren bir maddesel cisim se¢ilmistir.
Se¢ilen bu malzemeye gore X ° nin argiimanlart ve bagli oldugu degiskenler
Eringenin (1980) ve Suhubi’ nin (1994) daha genel ve sistematik bir yaklasim
izleyerek tiim biinye fonksiyonlar1 i¢in gelistirdikleri biinye aksiyomlar1 kullanilarak

bulunacaktir.
2.1.2 Biinye Aksiyomlari

Simdiye kadar elde ettigimiz ve siirekli ortamlarda gecerli olan denge denklemleri
ortamin davranigini belirlememize yetmeyecektir. Bir malzemenin davranigini
bilebilmemiz i¢in o malzemeyi baska malzemelerden ayiran o6zellikleri

denklemimizin i¢ine almamiz gerekir. Bir malzemenin fiziksel olarak gecerli biitiin
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davranislarinda etkili olacak tiim ozelliklerini yansitict genellikte iliskilere cogu
zaman gerek yoktur. Malzemenin incelenmek istenen davranigimi belirleyen, daha
sade iliskiler yeterli olacaktir. Cesitli alan biiyiikliikleri arasinda gecerli olan ve goz
Online alman malzemelerin yapisal Ozelliklerinden kaynaklanan bagmtilara biinye
bagintilart veya biinye denklemleri adi verilir. Termoelastik malzemelerin biinye
teorileri tizerinde c¢alisirken yedi adet aksiyomu isleme katacagiz. Bu denklemlerin
cisimlerin gbzlenen ve de incelenmesi arzu edilen Ozeliklerini yansitacak sekilde
rasyonel ve sistematik olarak iiretilmesi ile ugrasan teori de biinye teorisi adin alir.
Her aksiyomda oldugu gibi biinye aksiyomlari da dogadan elde edilen ilkel
izlenimlere ve rasyonel bir doniisiim sistemine uyumlu bazi 6nermelerdir (Hamamci,

2004).

2.1.2.1 Nedensellik (Kozalite) Aksiyonu.

Bu aksiyom yalniz termal etkilesimlerin g6z Oniline alindigt ortamlarda

gbzlemlenebilir yada Olgiilebilir kabul edecegimiz hareket x(X,7) ile sicaklik
0(X,t) alanlarinin bagimsiz biinye degiskenler olarak secilmesi gerektigini ve

verilmis kabul edilecek dis kuvvetlerle 1s1 kaynagi disinda denklik denklemlerine ve
entropi esitsizligine giren 6teki alanlarin bagimli biinye degiskenleri oldugunu ifade
eder. Baska bir deyisle bagimli biinye degiskenleri, bagimsiz biinye degiskenleri olan

hareket ve sicakligin neden oldugu, yani bu degiskenlerden tiireyen biiyiikliklerdir.

2.1.2.2 Determinizm Aksiyonu.

Bu aksiyom bir siirekli ortamin belli bir par¢acigindaki bagimli biinye degiskenlerinin,
ya da bundan sonra kullanmayi1 tercih edecegimiz deyimle sadece biinye
degiskenlerinin, ortamin biitiin parcaciklarindaki hareket ve sicakligin ortamin tiim
gecmisinde aldiklar1 degerler ile belirlenecegini ifade eder. Yani cismin belli bir anda
belli bir noktasindaki davramigi biitiin pargaciklarinin o andan Onceki tiim
zamanlardaki hareket ve sicakliklarmin bilinmesiyle kestirilebilmelidir. Buna gore

X maddesel noktanin ¢ anindaki gerilme potansiyeli,
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(X, ) =2[x(X,1),0(X,t'),X] XeV —w<t' <t (2.19)
seklinde olur. Malzemenin hafizas1 olmadigindan

(X, 1) =2[x(X,1),0(X,1),X] (2.20)
seklini alir.

2.1.2.3 Esbulunma Aksiyonu.

Bu aksiyom bir malzemenin bilinye denklemlerini gelistirirken baslangicta biitiin

denklemlerin ayn1 bagimsiz biinye degiskenlerini icermesi gerektigini ifade eder.
2.1.2.4 Uygunluk Aksiyonu.

Bu aksiyom her tiirli biinye denkleminin siirekli ortamlar mekaniginin temel
ilkelerine, yani kiitlenin korunumuna, lineer ve agisal momentumun denkligine, enerji
denkligine ve her bagimsiz termodinamik siire¢ altinda entropi esitsizligine uyumlu

olmas1 gerektigini ifade eder.
2.1.2.5 Objektivite Aksiyonu.

Bu aksiyom biinye denklemlerinin uzaysal koordinat takiminin her hangi bir rijid
hareketi altinda form-invaryant kalmasi gerektigini, baska bir deyisle biinye
fonksiyonellerinin bi¢iminin objektif olarak esdeger hareketler altinda degismeden
kaldigin1 ifade eder. Dolayisiyla birbirlerine gore rijid hareket eden koordinat
takimlarina yerlesmis gozlemcilerin ortamin bu bilinye denklemlerine gore

gozlemledikleri ya da 6l¢tlikleri davranislarinin birbirinin aynisi olmasi gerekir.

Burada H(f) uygun bir ortogonal transformasyon matrisi (H H "=H" H=1I),

det H =+1 , I =birim matris, b(t) = Oteleme matris, ¢ ise zaman orjininin ¢ den
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sabit bir a kaymasi ile elde edilen zaman dilimidir. Objektif olarak esdeger X ve X

hareketli,

X(X',6)=H(®)x(X',t)+b(t), t =t-a (2.21)
bagintis1 ile tanimlanmaktadir. Skaler degerli gerilme potansiyeli,

3[x(X,6).0 (X)X |=2[x(X,),0 (X.1);:X] veya
(2.22)
Zli(t);(x,t_) +5(0),0(X,0X |=2[x(X,1),0 (X ,1);X ]

bagintist seklinde olmak zorundadir.
A. Uzaysal koordinatlarin 6telenmesi

Bu durum i¢in H(¢)=1, b(t)=-x(X,t) alimr. Bu degerler (2.21) de yerine

yazilirsa,
x(X,1)=x(X,1) - x(X,?) (2.23)

elde edilir. (2.23) denklemini (2.22) de yerine yazarsak gerilme potansiyeli asagidaki
sekilde olur.

2(X, ) =2[x(X 1) -x(X,),0(X,1),X] (2.24)
B. Uzaysal koordinatlarin rijid donmesi

Bu durum i¢in b=0, a=0, H (¢):keyfi olarak alinir. Bu degerler (2.21) de yerine

yazilirsa,

§(X',?)=i(t)x(x',z) (2.25)
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elde edilir. (2.25) denklemi (2.22) ifadesinde yerine yazilirsa gerilme potansiyeli
asagidaki sekilde elde edilir.

Z(X,t)=Z[i(t)x(X',t),H(X',t),XJ (2.26)

2.1.2.6 Maddesel Simetri Aksiyomu

Bir siirekli ortamin bir parcacigina bagli fiziksel ozellikler o maddesel noktadan
gecen dogrultulara bagh degilse ve bu 6zellik ortamin biitiin pargaciklar i¢in gegerli
ise ortam izotroptur. Fiziksel ozellikler dogrultuya gore degisiyorsa anizotroptur.
Ortamin fiziksel 6zellikleri parcaciktan parcaciga degismiyorsa ortam homojendir,
degisiyorsa heterojendir. Bu durumda biinye denklemleri, maddesel koordinat

sisteminin B kadar Otelenmesi ve H ortogonal transformasyonuna goére form

invaryanttir.

X' =-HX+B (2.27)

Bu ifade (2.24) ifadesinde yerine yazilirsa asagidaki ifade elde edilir.
E(X,0) =E[x(HX +B) - x(X,1),0(X,1),X] (2.28)

2.1.2.7 Yoresellik aksiyomu

X noktasindaki bagimli biinye degiskenlerinin ( t,q,&,7 ) degerinin ancak o
pargacigin yakin ydresindeki bagimsiz biinye degiskenlerinden (x, &) etkilenecegini
ifade eder. Bir bakima ortami olusturan pargaciklar arasindaki etkilesimlerin kisa

erisimli oldugu anlamina gelir. Matematiksel bir yap1 kazanabilmesi i¢in ortamin

X noktasi civarindaki hareketi Taylor serisinde agarsak,
X (X t) =x, (X ) +x, ¢ (Xg :t)(X}( - X))+

1 , .
Exk,KL(XKot)(XK_XK)(XL_XL)"'-" (2-29)
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seklinde yazilabilir. Benzer sekilde sicakli igcinde X civarinda Taylor serisini agarsak,

H(X;(’t)=(9(X;<5t)+H,K(XK’t)(X;< _XK)+

1 (2.30)
EeKL(XK :t)(X;( _XK)(XE _XL)+"'

seklinde olur. (2.29) ve (2.30) ifadesinde yoresellik aksiyomu nedeniyle sag taraftaki
ilk iki terim kullanilir. (2.29) ifadesinin ilk iki teriminin alinmasiyla olusan
malzemeye basit termomekanik malzemeler denir (Eringen, 1980). Yoresellik

aksiyomuna gore ¥ nmn argiimanlarina olan bagimliligi X, ve X, arasindaki

mesafe arttik¢a hizla soniimlenmektedir.

X, (Xg 1) —x, (Xg 1) :xk,K(XKﬂt)(X;{ - Xy)

(2.31)
O(Xy.1)=0(X, ) +0, (Xy —X,)
Buna gore gerilme potansiyeli indeks notasyonuyla yazilirsa,
(X, ) =Z[x (X)), G (X ,1), Dy, Xy ,0( Xy ,1)] (2.32)
seklini alir. Bu ifadede
G, =0,1, (233)

seklinde tanimlanir.

(2.32) ifadesindeki D, vektorii, (2.31); ifadesindeki (X x — X ) seklindeki terimleri
temsil eden vektordiir. D, vektorii, malzemenin anizotrop oOzelliklerin biinye

aksiyomlarindan kaynaklandigini gostermektedir. Buradan goriildiigii gibi objektivite

aksiyomu ortamin anizotropisini temsil etme imkanin1 ortaya ¢ikarmaktadir. Bu
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calismada secilen malzeme homojen ve fiber takviyeli olmasi nedeniyle giiclii bir
anizotropi Ozelligi gostermektedir. Tek fiber ailesi i¢in Dg vektorii asagidaki gibi

tanimlanabilir (Ontiirk, 1993; Usal, 1994).

D, =4, (Xy) (2.34)

Bu calismada goz Oniine alinan malzemenin i¢in maddesel tasvir vektorii olan

D, vektort, (2.34) ifadesiyle yapilan tanimlamadan da goriilebilecegi gibi, kisim (1.6)
da bahsedilen A4, (X ) fiber vektoriini temsil etmektedir. Malzeme fiber takviyesi

ile kompozit hale geldigine gore fiber dagilimi ile yonli bir ortam o6zelligi

kazanmustir.

Objektivite aksiyomu, (2.32) ifadesine bir kisitlama daha getirir. Bu kisitlamaya gore
gerilme potansiyeli, deforme olmus malzemenin rijit hareketleri altinda invaryant
kalmalidir. Bu durumda, wuzaysal koordinat sisteminin zamana bagh
transformasyonlar1 altinda, ¥ 'nin invaryant kalmasi gerekir. Cauchy teoremine gore
bu sartin saglanmasi ve X 'nin ilk argiimaninin tek degerli bir fonksiyonu olabilmesi

iginx , = x, i, ya olan bagimlihigi, x, vektorlerinin asagida belirtildigi gibi ikiser

ikiser skaler ve tiglii karisik carpimlarmma bagimliligi seklinde olmasi demektir

(Suhubi, 1994).

XX, =Cy (2.35)

X 4. X, XX (2.36)

(2.32) ifadesindeki diger argiimanlar, maddesel koordinatlarda ifade edildiginden
Cauchy teoremi bu arglimanlar i¢in s6z konusu degildir ve bu argiimanlar aynen
yerinde kalir. (2.35) ifadesi Green deformasyon tansoriiniin tanimidir ve (1.24) ifadesi
ile verilmistir (Suhubi, 1994). (2.36) ifadesi ise deformasyon gradyaninin
determinantin1 tanimlamakta olup (1.6) ve (1.93) denklemlerinde gosterildigi gibi

asagidaki gibi ifade edilir (Suhubi, 1994).
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_ P 1
J=det(X)= p(TO,t) =3 Exemr Exim Xk, kX1,0%m (2.37)

(1.24); , (2.34) ve (2.37) ifadesinden faydalanarak (2.32) ifadesi asagidaki sekilde

yazilabilir.
S(X,1) = 2[Cpy (Xo1), p  (X,0), Gy (Xo1), Ay (X ). X, 0(X 1) | (2.38)

Tutarlilik  aksiyomuna gore, daha Once kiitlenin korunumu yasasini

__ P _
J= p(X,1) =ydetCy seklinde belirtmistir, (2.38) ifadesinde de C,, nin mevcut

olmasi nedeniyle p~' degiskenler listesinden ¢ikartilabilir.

Ayrica malzeme, fiber dogrultusundaki iki farkli yonii secemeyeceginden dolayi

A, (X) vektor alan1 yerine bunun dis ¢arpimlar olan ve;

Z(X)=Z,, (X)) I, =A(X)A(X)=4, 41,1, (2.39)
seklinde tanimlanan simetrik tansor alani kullanilir.

Bu durumda mekanik bir yiiklemeye maruz, tek fiber aileli termoelastik bir ortamin

gerilme potansiyelinin hangi argiimanlara bagli oldugu asagidaki denklem ile ortaya

cikmistir.
S(Xt)=2[Crp (X s1), G (X 51), Ziy (X ), X ,0(X 11 ] (2.40)

(2.18) esitliginde bagimsiz degiskenlerinin degisiminin bir lineer kombinezonu olarak
ifade edebilmek i¢in ¥ ’nin (2.40) ifadesiyle belirtilen arglimanlarin maddesel
tirevinin bilinmesi gerekir. Malzemelerin homojen oldugu kabul edilerek (2.38)

ifadesine verilen X ‘nin bagh oldugu argiimanlardan X kaldirilir. Zg; fiber tansori
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zamana bagli olmadigr i¢in (2.40) ifadesinin maddesel tlirevini alirsak asagidaki

ifadeyi elde ederiz.

iza—zéﬂ+a—z@+a—zé (2.41)
0Cy, 00, 00

Bu ifadeyi (2.18) esitliginde yerine yazarsak asagidaki esitsizlik elde edilir.

1 o - 1 0¥ .
—(Ty =2 —)Cy, — +———)0-
2( KL aCKL) x«— Po(N P 89) G,

0% Gy +% G O 20 (2.42)

(2.42) esitsizligindeki argiimanlart 8° y1 6 seklinde, C,, ’yi C « seklinde G, ’y1

G seklinde keyfi olarak degistirebilecegimizden (2.42) esitsizliginin saglanabilmesi

b b 2

icin @’ nin C,,” nin G, ’ mn katsayilar1 sifir olacaktir. G, > nmn katsayisi sifir
olamaz ¢iinkii G, , £’ nin argiimanlarinda mevcut oldugu i¢in G, keyfi bir sekilde

degistirilemez.

C,, ' nmn @’ minve G, nin katsayilari sifira esitlenecek asagidaki ifadeler elde edilir.

%
T, =2 2.43
T (2.43)
S (2.44)
Py 00
X _, (2.45)
oG,

elde edilir.
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(2.45) ifadesinden gerilme potansiyelinin G, ya bagl olmadigi goriilmektedir. Buna

gore gerilme potansiyelinin bagli oldugu arglimanlar

2=2[Cy ,Z4; ,0] (2.46)
seklinde ifade edilir.

Bu durumda (2.42) esitsizligi asagidaki hale indirgenir.

560,20 (2:47)

(2.47) ifadesi 1s1 vektori icin Clausius - Duhem esitsizligini verir ve 1s1 vektoriiniin

hangi arglimana bagl oldugu asagidaki sekilde ifade edilir.

Ok = Ok (Cyy» 2y, .G ,0) (2.48)
(2.47) esitsizligi, (2.48) ifadesi dikkate alinarak,

Gy Oy (Cy; 12y, .G ,0,X, )20 veya Q(C,Z,G,0,X)-G =0 (2.49)
seklinde yazilir. (2.49) esitsizliginde G, =0 O, =0 ise

O (Cy;5Z4,,0,0,X,)=0 (2.50)
seklinde yazilabilir.

Diger taraftan biinye denklemlerinden olan i¢ enerji (£); (2.2) ve (2.10) ve (2.44)
ifadelerinden asagidaki gibi yazilabilir.
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8:LZ+977 (2.51)
Po

. 1 :
Bu ifade — parantezine alinirsa
Po

5:L(Z+p0(977) (2.52)

Po

ifadesi elde edilir. Bu ifadede 7 terimi yerine (2.44) ifadesi yerine yazilirsa, i¢ enerji

asagidaki formda ortaya ¢ikar.
g:L(Z—a—Z] (2.53)

Mekanik yiiklemelerin etkisinde kalan tek fiber ailesi ile anizotrop hale getirilmis
olan termoelastik bir ortama ait, maddesel ve uzaysal koordinatlardaki biinye
denklemlerinin topluca bir arada goziikmesini saglamak i¢in yukarida elde edilen

denklemler asagida tekrar yazilmustir.

ZZZ(CKL,ZKL,H) (2.54)
1 0%

S — 2.55

n 1, 30 (2.55)
1 o0x

=—(2-——86 2.56

& Po( 66?) (2.56)

QK = QK (CKL’ZKL’GK ’6) (2-57)

Gy Ok (Cyy 2y, .G ,0, X ) 20 (2.58)
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QK(CKL’ZKL’()? esXK):O (2-59)
o0x
=2 2.60
w=250 (2.60)
o0x
t, =2J"" X, X 261
kl a CKL k,KVI,L ( . )

Bu asamada, incelenen malzemenin uymak zorunda kaldigi maddesel simetri
kisitlamalarindan bahsetmek uygun olacaktir. 3, tercihli dogrultulara karsilik gelen
bir maddesel koordinat takimini yeni bir maddesel koordinat takimina doniistiiren ve
yapinin fiziksel 6zelliklerini invaryant birakan ortogonal matrislerden olugsmus sonlu
bir grup olsun. Bu gruba incelenen kristal yapinin simetri grubu denir ve ortogonal

grubun bir alt grubunu olusturur, dolayisiyla I3 < O(3) yazilabilir. Simetri grubu tam

~

ortogonal gruba esitse malzeme izotroptur. I simetri grubunun iiyesi olan ve sonlu

saylida S € 3 matrislerinden olusmus bir simetri grubu dikkate alindiginda, biinye

fonksiyonellerinin asagidaki koordinat doniistimleri altinda seklen degismez kalmasi

gerektigi goriilmekledir (Suhubi, 1994).

Xe=SuX,, X, =S Xy=S,X,, S§'=5", VS§e3 (2.62)

(2.62) ile verilen maddesel simetri kisitlamast X =X(Cy,,Z;,,0) ve
Oy =0, (Cy, . Zy, .G ,0) biinye fonksiyonellerini asagidaki gibi ifade etmeyi
gerektirir (Erdem, Usal ve Usal 2005).

Y =r=3(C.Z.0)=3(C.Z.0) (2.63)

0=50=0(C.Z2.G.0)=80(C.2,G.0) (2.64)
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Bu biinye fonksiyonellerinin arglimanlart ise (2.62) ile verilen doniisiim dikkate

alinarak asagidaki gibi yazilir.

o LC - s |
Cxr =Sk Sy Cuy = € EQET (2.65)
Z =S SinZuw =2 = égéT (2.66)
Gy =S Gy = G = SG (2.67)

(2.65-2.67) de verilen ifadeler (2.63) ve (2.64) biinye fonksiyonellerinde yerine
yazildiginda asagidaki ifadeler elde edilir.

2(SCS'.528",0)=2(C.Z.0) (2.68)

oSCS',825",8G,0)=0(C,Z,G.0) (2.69)

Bu calismada incelenen malzeme fiber takviyesi ile anizotrop bir 6zellik kazanmustir.
Bu sebepten anizotropik yapiyr temsil etmek igin biinye fonksiyonellerinin seri

acilimi yapilacaktir.

Bu islemlerin detaylarina girmeden once, fiber ailesinin uzamazligi ve ortamin
stkismazlig1 dikkate alindiginda gerilmenin biinye denkleminin aldig1 formlar1 agiga

ctkarmak uygun goriilmektedir. Gerek fiberlerin uzamazligi ve gerekse de ortamin
sitkismazlig1 Spencer (1972), Suhubi (1994) ve bircok arastirmaci tarafindan makul
kabuller olarak goriilmektedir. Bu kabuller biinye denklemleri iizerine bazi
kisitlamalar getirmekle birlikte pratikteki uygulamalar agisindan énemli bir yaklasim

ve basitlestirme saglanmustir.

Gerime genel denkleminin Kirchhoff sekli Suhubi (1994) tarafindan,
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Ty (F X)=-22 - O (2.70)
= axk,K 0 Fx

Sekilde verilmekte ve bu baginti Cauchy gerilme tansorii ile asagidaki gibi

iliskilendirilmektedir.

_p 0% % & 2.71)

- £o axk,K

tkl

Fiber ailesi uzamaz alindig1 zaman, referans konumunda fiberlerin dogrultusu A
birim vektor alani ile verildigine gore ortamin herhangi bir noktasindan gecen fiber
dogrultusunda germe 1 olmalidir. Bu durumda germe ve Green sekil degistirme

tansorl arasindaki bagint1 agagidaki gibi ifade edilebilir.

A, =Ch A 4, =1 (2.72)
ortam sikismaz oldugu takdirde ise,

J=lveya detC=1I=1 (2.73)
sart1 saglanmalidir.

Buna gore, (2.71) denkleminde X yerine kendisine es deger olan ve fakat sozii edilen

kisitlamalari iceren agagidaki fonksiyon alinabilir,

Z—p(x,t)(J—1)+%Fa(x,t)(CKLAKAL—1) (2.74)

: 1 : - :
Bu ifadede p ve EF” uzay ve zaman degiskenlerinin keyfi fonksiyonlar1 Lagrange

carpanlar1 adimi alir. (2.74) fonksiyonun x, , ya gore tiirevi alimip (2.71) ifadesinde

yerine yazilirsa,
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ox
ty=—poy+l,a,a + 2xk,le.L W (2.75)
KL

ifadesi elde edilir. Bu ifade, fiber ailesi uzamaz ve ortam sikismaz kabul edildiginde
gerilme tansorlinlin uzaysal koordinatlardaki formudur. (2.75) ifadesinin maddesel

koordinatlardaki formu ise asagidaki gibi elde edilmistir.

T, =—pCq +T, A A, +2 0% (2.76)
KL
(2.39) tanimi geregince (2.76) ve (2.75) denklemleri asagidaki gibi yazilabilir.
T,=-pCqo+L,Z, +2 0% (2.77)
0Cy,
0X
ty=—pPoy+1,2Z, +2xk,le.LF (2.78)

KL

(2.77) ve (2.78) denklemleriyle uzaysal ve maddesel formda verilen gerilme

tansoriiniin agikg¢a ortaya konulmasi i¢in p, I, ve > nin hesaplanmasi gerekir.

KL

p ve I', Lagrange carpanlari, alan denklemlerinden ve sinir sartlarindan hesaplanir.

Son terim hesaplanmasi icin argiimanlart belli olan £ 'min C,, ye gore tiirevi
almmalidir. Oncelikle ortamin izotrop yada anizotrop oldugu belirlenmesi gerekir. Bu
calismada tek fiber aileli termoelastik ortamin anizotrop oldugu kabul edilmistir.

Ortam anizotrop oldugundan X’ nin argiimanlar1 Taylor serisine agilacaktir.
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2.2. Metot

Bu calismada tiim ortamlar i¢in gegerli olan genel balans denklemleri,
Termodinamigin ikinci prensibi (Clausius-Duhem esitsizligi), biinye teorisinin
aksiyomlar1 ve Ozellikle objektivite, maddesel simetri aksiyomlart ve malzemenin
simetri grubuna iliskin kavramlar bilinye denklemlerinin ortaya konulmasinda bir

yontem olarak kullanilmistir.

Ele alinan malzemenin fiber takviyesinden dolayir anizotrop bir ortam oldugu
diistiniilmiistiir. Anizotrop bir ortamda biinye fonksiyonellerinin (gerilme potansiyeli),
1s1 vektorii formunun elde edilmesi icin yaklasik teorilerden faydalanilacaktir.
Yaklasik teoriler elde etmede en sistematik yaklasim; ortamin referans konumunu

dogal durumu olarak se¢gmek ve bu durumda strain tanséric £=0, G=0 ve £Z=0

oldugu icin, gerilme potansiyelini ve 1s1 vektorii dogal durum etrafinda genleme
tansorliniin, fiber tansoriiniin ve sicaklik gradyaninin bilesenleri cinsinden bir Taylor
serisine agmaktir. Lastik gibi baz1 elastomerler disindaki kati cisimlerin ¢ogu ancak
cok kiiciik genlemeler icin elastik davranis gosterdiklerinden boyle bir serinin ilk

birka¢ mertebeden terimi ile yetinmek genellikle yeterli olur.

Seri acgilimiyla ortaya konulan gerilme potansiyeli ve 1s1 vektorii ortaya konulmus

olur. Ortamin referans konumu bir 7 tlniform sicakliginda ve gerilmesiz dogal

durumda seg¢ilip, bu konumdan itibaren kiiciik yer ve sekil - degistirmeler ve de kiigiik

sicak degisimleriyle ayrildigini farzedilmistir. Kii¢lik sicaklik degisiminden kastimiz,

0=1,+T, T, >0, |T | << T, seklindedir. Seri agiliminda alinan terimlerin tiirii ve

sayist ortamin lineerlik durumuna gore belirlenmistir. Gerilme potansiyelinin
deformasyon tansoriine gore tiirevi alinip, gerilme denkleminde yerine yazilarak
gerilmenin lineer biinye denklemi elde edilmistir. Gerilmenin ve 1s1 vektoriiniin lineer
biinye denklemleri lineer momentum ve enerjinin korunumu denklemlerinde yerlerine

yazilarak alan denklemleri elde edilmistir.
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3. Bulgular

3.1. Anizotropik Ortamlarda Gerilmenin Biinye Denklemleri

Bu c¢alismada ele alinan malzemenin tek fiber ailesi ile takviye edilmis olmasindan
dolay1 anizotropik 6zelligi tasidigi bilinmektedir. Anizotrop ortamlarda, argiimanlari
belli olan biinye fonksiyonu olarak ortaya c¢ikan gerilme potansiyelinin ve 1s1
vektoriiniin belirlenmesi yaklasik teorilerle yapilabilir. Yaklasik teoriler elde etmenin
en sistematik yolu referans konumunu dogal durum olarak seg¢ilip gerilme potansiyeli
ve 1s1 vektoriinii bu dogal durum etrafinda, bagli oldugu argiimanlarin bilesenleri

cinsinden bir kuvvet serisine agmaktir (Erdem, Usal ve Usal, 2005).

C tansorli, E tansorii cinsinden C,, =0, +2E,, seklinde ifade edilebildiginden

asagidaki ifadeler gecerlidir.

S=%(Ey.Zy,0) 3.1)
, 0% _ 0% 32)
0C,, OE,,

E,, ve Z,, maddesel koordinatlara bagli oldugundan, koordinat doniisiimlerinden
bu terimler etkilenir. (3.1) fonksiyon E,Z cinsinden analitik kabul edilerek
E=0,Z=0, civarinda bir Taylor serisine agilirsa asagidaki ifade elde edilir. Bu

acilimda mekanik etkilesimlerin lineer oldugu kabul edilmistir. Dolayisiyla birinci ve

ikinci mertebeden terimler alinmustir.

z
X(Ey ., Zy, ,0,X)=Z, +6—

KL

Lo+

+—
KL
o 0Zg,

0°x

0

(3.3)
0*x

_+_ _—
SN “~ML 6 EKL a ZSN

1 0°Y
Sl e — + EoZo t+..
7 % OE,, OE,, . KL =MN T o W 0Z,, KL SN }

0 0
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(3.3) seri agilimindaki kismi tiirevler, X parcacigma ve sabit @ baglh birer katsay1

olduklarindan,

2(Ey ,Zgy,0)=2,(0,X)+Z, (0, X)E,, + A5y (0,X)Z,, +

1 1
5 ZKLMN (eaX)EKL EMN +5/1SNML (eaX)ZSN ZML + (3-4)

Quor (0.X)E, Zoy + ...

ifadesi yazilabilir. Ortam homojen oldugunda (3.4) ifadesindeki katsay1
fonksiyonlarmin X ’e olan bagimliligi kalkar. (3.3) ve (3.4) ifadelerinden bu

katsayilar agagidaki gibi tanimlanir.

£, =2(0,0) (3.5)
D (3.6)
OBy |
Agy = 2 (3.7)
0Zey |,
0’%
e 3.8
KLMN aEKLaEMN . ( )
0’
__0x 3.9
SNML aZSN aZML . ( )

2
N S

1
= 3.10
S =33F 37 (3.10)

0

E tansoriiniin simetrisi ve (3.5)-(3.10) ifadelerindeki tanimlarda tiirevlerin siraya

bagli olmamasi nedeniyle, bu katsayilar agsagida verilen simetri 6zelliklerini tasir.



ZKL: ZLK

/ISN = /1Ns

Liouw = Zkun = Zkivv = 2 kL

Z’SNML = /INSML = /ISNLM = /1MLSN

QKLSN = QLKSN = Q1<LNS = QSNKL

3.1.1. Lineer Termoelastisitede Gerilmenin Biinye Denklemi:
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(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

Ortamin referans konumunu bir 7, tiniform sicakliginda ve gerilmesiz dogal durumda

sec¢ilim ve bu konumdan itibaren kiiciik yer ve sekil - degistirmeler ve de kii¢iik sicak

degisimleriyle ayrildigini farzedelim. Kiigiik sicaklik degisiminden kastimiz,

6=T,+T, T,>0, |T|<<T, seklindedir.

Stirekli ortamlar mekaniginde lineer teori i¢in asagidaki bagintilar yazilabilir (Suhubi,

1994).

o~ 1
ey = ey =€y=— (u, +u,;)

2

€= A Ay Egy

Ey = Ay Ay €y

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)
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Xex =g g (3.20)
Xgx =Ny —Ugy (3.21)
Xe kX0 = A A (3.22)
X o Xy = Ay (3.23)
Ey,2E =2, ¢, =%sz A (e, + 1, ) (3.24)
X, 0%, g Ax Ay =X, X, X X @y a2 = A Ap g Ay 2y 2, =1 igin (3.25)

Kisim (2.1) de sikismaz ve uzamaz fiber aileli ortamlar icin elastik gerilmenin
uzaysal formunu veren (2.78) denkleminde, (3.2) bagintist yerine yazilarak asagidaki

gibi ifade edilir.

0
t,=—po,+0,Z, +x, X p—— (3.26)
OE,,

(3.16)-(3.25) denklemlerinden (3.26) ve (3.1) denklemlerini asagidaki sekle

doniistiirebiliriz.

(3.27)

Lineer teoride ¥ ’ nin bagli oldugu argiimanlar uzaysal formda asagidaki gibi

yazilabilir.

X=%(e,, Z,,0,X) (3.28)
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(3.28) fonksiyon e, Z cinsinden analitik kabul edilerek e=0, Z =0, civarinda bir

Taylor serisine agilirsa asagidaki ifade elde edilir.

Z:(ekl’ an ’G’X) :20(99X)+ 0x €n +8672 an+
ko sno o
) . i (3.29)
1 o> 0"z 0"z
~)A_. A~ _ ekl emn L —— sn “ml ekl an ..
2 |0¢g,0€¢,, . 0Z,0Z,, . d0e, 0Z,, o

(3.29) acilmindaki kismi tirevler X pargacigina ve degisken & sicakliginin

fonksiyonlar1 olacaktir. (3.29) ifadesi asagidaki sekilde de yazilabilir.

1

2(g,,Z,,,0)=2,(0,X)+%,,(0,X) g, +1,,(0,X)Z_, +52k]mn 0,X)g, €, +

| (3.30)
Ej’snml(e’X)anZ +lesn(9’X) ekl an+"'

ml

(3.30) denklemindeki X,,,4 ,%

sn >~ kimn >

A

'snml >

Q,., uzaysal malzeme tansorleri,
2 i Ay s ki s Asr» sy tansorleri ile ayni simetri 6zelliklerini tasir ve asagidaki

gibi tanimlanir.

= AL (3.31)

o = As Ay Asy (3.32)
S = Ay Ay Ay A T (3.33)
A=A Ay A Ay A (3.34)

Qo = A A As Ay Qs (3.35)
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Gergek bir lineer teoriye ulasmak i¢in (3.30) ifadesi sonsuz kiigiik genleme tansorii
€ ile sicaklik degisimi T cinsinden en fazla kuadratik bir ifade olmalidir. Bu amagcla

(3.30) ifadesindeki @ ya bagli olan katsayilari sirastyla alacak olursak:

oy, (T,X
%,(0.X) =2, (7, + T, X)= 9, (X (1, X) + p, (0 L)y
2 e (3.36)
lpo(X)a WO({)X) T2+
2 oT —
(3.36) ifadesindeki kismi tiirevler asagidaki gibi tanimlanir.
0 T,X
X 1, %) (337)
oT re,
2
L{,X) E_L C(T,,X) (3.38)
oT re, T,
(3.37) ve (3.38) ifadeleri (3.36) da yerine yazilirsa,
2y (0,X)=Z, (I, +T,X)=p, (X)y (15, X) = py (X) 17, (15, X)T
1 1 (3.39)
A () C (1, X) T+
T
ifadesi elde edilir. X,, katsayisi ise,
2,00, X)=2,(T, +T,X):Zk,(TO,X)+% T+.. (3.40)
T=T,

2, (0,X) =y, (Ty, X) = B, (15, X)T +... (3.41)
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Seklinde ifade edilebilir. (3.41) ifadesindeki katsayilar asagidaki gibi tanimlanir.

7 (15, X) =2, (T, X) =y, (1,X)

_ 0%, (T,X)

By (1,,X) = oT

:ﬂlk(To»X)

T=T,

A, , katsayis1 asagidaki gibi tanimlanir.

oA, (T,X)

z’sn(eﬂx):ﬂ“sn(]WO+T9X)://{’sn(]10’X)+ aT

T=T,

A,(0,X)=A_(T,,X)= & (T,,X)T +...

(3.45) ifadesindeki katsayilar agagidaki gibi tanimlanir.

A (15, X) =4, (1), X) = A, (15, X)

_04,(T,X)

T,,X)=
ésn( 0 ) 8T

=6 (15, X)

T=T,

(3.30) denkleimdeki %,,,, katsayisi;

z Q, ., ve 4

‘snml

katsayilari ise,

kimn>

Z:klmn(eﬁx):2 (T0+T’X):zklmn(]z)’x)

klmn

Seklinde ifade edilir. QQ,, katsayis1 ise

lesn (0’ X) = lesn ( ]10 + T’ X) = lesn ( ]10 ’ X)

T+...

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)
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olarak ifade edilir ve A, katsayisida

At (05 X)=Agpy (Ty + T, X) = Agppy (T, X) (3.50)
asagidaki sekilde tanimlanmustir.

Bu ifadelerdeki v, (T,,X), n,(T,,X) ve c(T;,X) skaler;

7kl (TE) ’X)’ﬂkl (TE) ’X)’Asn (TE) 7X)’§sn (TE) ’X)’Zklmn (TE) ’X)’lesn (]—E) ’X) ve
Ao (T, ,X) tansorel malzeme sabitleridir ve bu katsayilar ortamin baslangicta T

mutlak sicaklifinda verilmis olup heterojen malzemelerde ortamin parcaciklarina

baglidir. Homojen ortamlarda ise X e baglilig1 ortadan kalkar.

Notasyonda kolaylik saglamak i¢in bundan bdyle katsayilarin (7;,X) argiimanlarini

gostermekten kaginacagiz.

(3.37)-(3.50) ifadeleri (3.30) de yerine yazilirsa asagidaki ifade elde edilir.

c
Z(ekl,Zm,TO+T,X)=pOW0—ponoT—po T2+7k1 €y Pyl ey +tA,Z, -

2T
1 0 1 (3.51)
fsn Tan +§Zklmn Ekl emn + E ﬂisnml an Zml + lesn Ekl an +...
Buradan,
10)>
g = }/pr - ﬂpr T + z“prmn emn +Qprsnzsn (352)

pr
(3.52) ifadesi (3.27) de yerine yazilirsa gerilme i¢in agsagidaki ifade elde edilir.

t,=-po,+0,Z, +y,-B,T+Z,,., € +2,.2, (3.53)

prmn mn prsn
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Artik €=0,7 =0 ile tamimlayacagimiz dogal durumda gerilme tansoriiniin sifir

olacagini g6z oniinde tutarsak y,. =0 olur. Bu durumda (3.53) denklemi,

tpl‘ = _p 5[)[‘ + Fa Zpl‘ - ﬂpi‘ T + zpl‘lﬂl’l Emn +Qpi’.YﬂZSII (3 '54)
(3.54) ifadesindeki 2, Katsayis,
=3 (3.55)

prmn pram

seklindeki simetri 6zelligi nedeni ile bu denklemdeki asagidaki terim,

g =3 (3.56)

prmn —mn prnm m,n

seklinde ifade edilebilir. (3.54) biinye denklemi, yer degistirme gradyaninin bileseni

cinsinden agagidaki hale doniismiis olur.

+ Oz (3.57)

prmn um,n prsn Sn

t,==pS, +T,z,~ B, T+3
(3.57) denklemi tek fiber aileli termoelastik bir anizotrop ortamda, ortamin sikismaz
ve fiber ailesinin uzamaz kabul edildigi durumda gerilmenin lineer biinye denklemidir.
(3.57) ifadesine dikkat edilirse sag taraftaki birinci ve ikinci terimlerin ortamin
sitkismazlhigindan ve fiber ailesinin uzamazligindan kaynaklanan terimler oldugu
goriilmektedir. Ugiincii terim sicaklik etkilerinden kaynaklanan etkiyi, dérdiincii terim
genleme tansoriiniin gerilmeye olan katkilarini ifade etmektedir. Besinci terim fiber
tansorlinlin gerilmeye olan katkisim1 gostermektedir. Eger ortamin fibersiz oldugu
kabul edilirse (3.57) ifadesi sikismazliktan kaynaklanan, sicakligin ve genleme
tansorliniin elastik gerilmeye olan katkilarin1 gosteren birinci, liglincii ve dordiincii
terimleri igerecek hale indirgenir. Buna gore, (3.57) ifadesindeki terimler bu
calismada s6z konusu kabuller altinda ortaya ¢ikmis olup 6zel hallerde bilinen klasik
ifadelere indirgenmektedir. Bu da, olusturdugumuz modelin giivenirliligini

saglamakta oldugu kanaatimizi desteklemektedir.
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Bundan sonraki kisimda anizotrop ortamlarda 1s1 vektorii elde edilecektir.

3.2. Anizopropik Ortamlarda Lineer Is1 Vektoriiniin Tayini

Kisim 3.1 de gerileme potansiyeli i¢in yapilan yaklasim, burada 1s1 vektorl igin
yapilmistir. Buna gore 1s1 vektorii; dogal durum olarak segilen referans konumu
etrafinda, bagl oldugu argiimanlarin bilesenleri cinsinden bir kuvvet serisine agilarak
bulunabilir. Kisim 2.1 de 1s1 vektoriiniin bagli oldugu arglimanlar, entropi esitsizligi

ve bu esitsizligin ortaya ¢ikardigi kisitlama asagidaki gibi verilmistir.

Or =0x(E,2,G,0,X) (3.58)
Q(E, Z,G,0,X).G>0 (3.59)
Or = Or(E,Z,0,0,X)=0 (3.60)

(3.58) fonksiyonu E=0,Z =0, G =0 civarinda,

090 | 00 | 090
= 0, X)+—=2| G, + R E + R\ Z ... 3.61
QR QR( ) P) GL L P ELM ‘0 LM a ZLM . LM ( )

b

seklinde Taylor serisine acilabilir. Lineer teoride E yerine E alinabildiginden

asagidaki ifade yazilabilir.

0,=0; (E,Z,G,0,X)=B,(0,X)+ By, (0,X)G, + By, (0,.X)E,,, +

(3.62)
Dy (0.X)Z,,, +...

(3.62) denkleminde asagidaki tanimlamalar kullanilmigtir.

0:(0,X)= B, (6,X) (3.63)
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By, (6,X) = Y (3.64)
oG, |,

By (0,X)= 99 (3.65)
OE, |,

Dy (H,X)E—GQR (3.66)
0Z |,

E ve Z tansorlerinin simetrisi nedeniyle asagidaki simetri sartlar gecerlidir.

B =Br (3.67)

Dypyr =Dras (3.68)

(3.60) kisitlamasi nedeniyle G=0=Q =0 olduguna goére (3.62) bagmtisindan
asagidaki ifade yazilir.

0=B, (0,X)+ By, (0,X) E,,, + Dy, (0,X) Z,,, +... (3.69)

(3.69) ifadesi keyfi her deformasyon o6l¢iisii icin sifir oldugundan bu denklemdeki
katsayilar sifir olmalidir. O halde;

BR(eax) =BRLM(0’X)=DRLM(9’X)=O (3.70)

(3.62) denkleminde, (3.70) bagintisindaki katsayilarin baglh olduklari terimler sifir
olacagindan (3.62) denklemi asagidaki gibi yazilir.

0.=0:(E,Z,G,0,X)=B,,(0,X)G, =B, (6,X)0, (3.71)
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(3.71) ifadesi (3.59) ifadesinde yerine yazilirsa;

By (6,X)6,60,>0 veya (3.72)

B, (0,X)G, G, >0

elde edilir. O halde B,, (6,X) tansori her sicaklik gradyani i¢in;

By 00,20 veya By, 0, 0,20 (3.73)

kosulunu saglamalidir. B, tansorii 1s1 iletim katsayilar1 tansorii adini alir. (3.73)

esitsizligi bu tansoriin simetrik kisminin pozitif tanimli oldugunu ifade eder.

Lineer teori i¢in B,, katsayis1 £, katsayisina benzer sekilde asagidaki sekilde ifade

edilir.

B, (0,X)=By, (T, +T,X):BRL(T0,X)+% T+ (3.74)
0

Ayrica 6, katsayisi ise

0,=(T, +T), =T, (3.75)

seklinde yazilabilir.

(3.74) ifadesi (3.71) esitsizliginde yerine yazildiginda, (3.74) ifadesindeki son terim

(T)(T,) seklinde nonlineer terim olusturacagindan ihmal edilmesi gerekir. Bu

durumda 1s1 iletimi vektdrii asagidaki gibi yazilir.

Or =By (T, :X)T,L (3.76)
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Is1 vektoriiniin uzaysal formu kisim (2.1) de asagidaki gibi ifade edilmistir.

Qr = J_l xr,R QR (377)

Ortam sikismaz kabul edildiginde bu ifadelerdeki J ' =1 dir. Buna gore

qr = xr,R QR (378)

yazilir. (3.76) denklemi (3.78) denkleminde yerine yazilirsa (3.16)-(3.25) ifadeleri

kullanilarak uzaysal 1s1 vektorii alaninin lineer biinye denklemi asagidaki gibi bulunur.

4, = g Ay Bp, T (3.79)

(3.79) ifadesi asagidaki sekilde ifade edilir.

q,=B,(1,,X) T, (3.80)

(3.80) denklemindeki B, uzaysal malzeme tansorii B, tansorii ile ayni simetri

ozelliklerini tasir ve (3.79) denkleminden asagidaki gibi tanimlanir.
B, =4y Ay By (3.81)

(3.80) denklemine Fourier 1si-iletim yasasi olup lineer 1s1 iletimini belirtir ve vektorel

formda asagidaki sekilde yazilir.
q=BVT (3.82)

Alan denklemlerinin elde edilmesine gegmeden once (3.57) denklemindeki £,

tansoriiniin anlamina bir géz atalim. Once X tansoriiniin tersi olan ve bu tansorle

prmn

ayn1 simetri 6zelligine sahip olan X~

prmn

tansoriinii asagidaki gibi tanimlayalim.
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prmn pk “rl pl Zrk prmn rpmn mnpr prnm

)y Zmlnklzé(é‘ 0,+0,0 ), >l oyt gt 3 (3.83)

Fiziksel olarak olciilmesi oldukca kolay olan termal genlesme katsayilarmin

olusturdugu «,, tansoriinii asagidaki gibi tanimlayabiliriz.

a, =% . Bun=0a, (3.84)

pr prmn

(3.84) denkleminin tersini bulabilmek i¢cin ¥ = tansoril ile esitligin her iki tarafi

qypr

carpilir. Bu durumda

By =y Oy (3.85)
(3.85) ifadesi uygun indis degisimi ile asagidaki gibi yazilabilir.

B =y Xy (3.86)

(3.86) ifadesi, (3.57) denkleminde yerine yazilirsa asagidaki denklem elde edilir.

tpr = _p épr + Fa Zpr + Qprsn an + Z um,n _amn T) (387)

prmn (

Kisim.1 de (1.134), ifadesi ile verilen Cauchy hareket denklemi, (1.135), ifadeside

g6z onilinde bulundurularak uygun indis degisimi ile asagidaki gibi yazilir.

pv,=t,, +pf (3.88)

P

Kiitlenin korunumundan: p=p,J"' ve sikismazliktan J~' =1 oldugunu dikkate

alarak agagidaki ifade yazilabilir.

p=p, (3.89)
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% ;L't:—tp+u G =—" (3.90)

seklindedir. (Suhubi, 1994). Buna gore (3.88) ifadesindeki pv, terimi (3.89) ve

(3.90) ifadelerinden asagidaki gibi yazilabilir.

] 0’ u,
PV =Py (3.91)

Bu durumda ¢ok kiiclik hareketler yapan sikismaz, termoelastik biitiin ortamlarda

hareket denklemi asagidaki gibi elde edilir.

0’ u,
pOW = pO fp +tpr,r (392)

(3.92) denkleminde 7, , terimi (3.57) denkleminden ortamin homojen ve izotermal

oldugu goz oniinde bulundurarak,

t,,=—p,+T),z,+T,z, +Z u, —a, THI+Q =z (3.93)

r< pr a “pr,r prmn( m,nr mn prsn “sn,r

seklinde ifade edilir. (3.93) denklemi (3.92) denkleminde yerine yazilirsa asagidaki

alan denklemi elde edilir.

o*u
Po—2 = % o (U =, T,) + Py fp -p,+ r),z,+z, . +Q .z (3.94)

82‘2 r < pr a “pr,r prsn < sn,r
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(3.94) ifadesi ile u, , p,I', bilinmeyenlerini ihtiva eden alan denklemi bulunmus olur.

Bu alan denkleminin probleme uygun olarak verilen ilk ve siir sartlar1 altindaki
¢Oziimii, géz Oniine alinacak sinir deger probleminin matematiksel yapisini olusturur.
(1.136) ve (2.5) denklemlerinden enerjinin korunumu uygun indis degisikligi ile

asagidaki gibi yazilabilir.

pé=t, d —q,  +ph (3.95)

pr —pr
Lineerlestirilmis genleme hiz1 tansoriinii asagidaki gibi ifade edebiliriz.

oF
d = PR
P ot

XP,V XR,V (396)

(1.52) ifadesi (3.96) denkleminde yerine yazarsak gerekli islemler yapilirsa asagidaki
sekilde de ifade edilebilir.

oe,, - o(u,,)
o= 8: , €,=€, ise d, = 8—1; (3.97)
Lineer teoride i¢ enerjinin maddesel tiirevi asagidaki gibi ifade edilebilir.
. O¢
Ex— 3.98
Y (3.98)

(2.56) ve (2.55) ile verilen i¢ enerji ve entropi denklemleri 8 =7, +T ve g—g =1

oldugundan asagidaki gibi yazilir.

1 o0x oT 1 ox
LN o B S 3.99
& p0|: (0 )8T89:| po[ (0 )5]} ( )

p=——2o28t o2 02 (3.100)
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(3.100) denklemi (3.99) denkleminde yerine yazilirsa asagidaki ifade elde edilir.

g:£+(T0+T)77 (3.101)

Po

(3.51) denklemiyle verilen £’ nin T ye gore tiirevi alinip gerekli islemler yapilirsa

asagidaki ifade elde edilir.

77 :770 +£+&uk,l +&an

(3.102)
T, p el

(3.102) ifadesi (3.101) denkleminde yerine yazilirsa i¢ enerji agagidaki gibi elde edilir.

ﬂk!

. T 1
g=go+c(T+2T0)+° uk,,+2 X i Uy Uy

m,n

0 1 0 (3.103)
(A, +2 E, T+ A Zon+2 Qo th ) Z,

sn snml ' ml

Lo
(3.103) ifadesinin maddesel tiirevi alinirsa agsagidaki ifade elde edilir.

0 0 0
ag = C(1+ T ) 8T +]10 ﬂkl uk:l + 1 z:klmn uk’l um n + 1 lesn uk,l an (3104)
ot T,” ot Py Ot  p, ot ot

Po

£=

Sikismaz ortamlar i¢in p = p, oldugundan,

T oT

) ) ou u
pg:pog=pOC(1+F)E+]Z)ﬂk18—I;J+Zk1mn—’u a (3.105)
0

i
q,, terimi (3.80) denkleminden asagidaki gibi elde edilir.

qr,r :Brl 7-:lr (3106)
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(3.105), (3.87), (3.97) ve (3.106) ifadeleri (3.95) denkleminde yerine yazilirsa

asagidaki alan denklemi elde edilir.

0 0 0
P+ S04, f, 2 sy, S L
0

o) (3.107)

ot

I:_pé‘pr + Fa Zpr + Qprsn an + Zprmn (um,n _amn T)] _ﬂkl T:lk + pO h

Lineer teoride u,, ve T cinsinden ikinci mertebeden terimler ihmal edileceginden
(3.107) denklemi asagidaki gibi yazilabilir.
oT ouy, Ouy,

c—+T, B, ——+Q,, ——
2o o o By ot Ly

ou,,)

Z =-po +L z +Q =z
sn [ p pr a “pr prsn m] at (3108)

Bu T,lk +poh

(3.108) ifadesinde p — k ve r — [ seklinde indis degisikligi yapilip ortak terimlerin

parantezleri alinirsa asagidaki denklem elde edilir.

Ou oT
(T, By +po, T, Zkl)a—];,l:_poca_ﬂklrlk—l—poh (3.109)

(3.109) denklemi lineer, homojen, sikismaz, tek fiber aileli termoelastik ortamlar i¢in

1s1 iletim denklemidir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada, tek fiber aileli termoelastik anizotrop bir ortamin lineer davranisini
modellemek i¢cin modern siirekli ortamlar mekanigi kapsaminda bir yol izlenmistir.
Bu modellemeyi gergeklestirirken; Genel Termodinamik Balans Denklemleri,
Clausius-Duhem esitsizligi, Bilinye Teorisi aksiyomlarindan 6zellikle Objektivite ve
Maddesel Simetri aksiyomlar1 ile malzemenin simetri grubuna iliskin kavramlar,
blinye fonksiyonellerinin ve alan denklemlerinin bulunmasi ele aldigimiz
malzemenin mekanik davranisinin modellenmesinin temellerini olusturmustur. Bu
tiir bir malzeme i¢in biinye fonksiyonelleri, argiimanlart Green Deformasyon tansorii,
Fiber dagilim tansorii ve sicaklik olarak ortaya c¢ikan gerilme potansiyeli ile;
arglimanlar1 Green Deformasyon tansorii, Fiber dagilim tansorii, sicaklik gradyani ve
sicaklik olarak ortaya ¢ikan 1s1 vektorii fonksiyonu olarak belirlenmistir. Bu biinye
fonksiyonelleri vasitasiyla ele alinan malzemede termomekanik yiikleme ile olusan
gerilme tansorii ve 1s1 vektorii elde edilmektedir. Gerilme tansorii arglimanlar: belli
olan bir serbest enerji fonksiyonundan tiiretilmis, 1s1 vektorii ise bir potansiyelden
tiiremedigi i¢in argiimanlarinin bir analitik fonksiyonu olarak elde edilmistir. Fiber
ailesinin uzamazligi ve ortamin sikismazligr bir¢ok miihendislik malzemesinin
yapisina uydugundan fiber ailesi uzamaz ortam ise sikismaz kabul edilmistir. Ayrica

malzeme, fiber dogrultusundaki iki farkli yonii secemeyeceginden dolayr 4, (X)
vektor alani yerine bunun dis ¢arpimlari olan Z,, (X) = 4, 4, seklinde tanimlanan

simetrik tansor alan1 kullanilmistir.

Ortam fiber takviyesinden dolay1 ortamin anizotrop bir yapida oldugu diisiiniilmiis,
gerilmenin ve 1s1 vektoriiniin anizotrop ortamlarda lineer biinye denklemleri elde
edilmistir. Bu islemler yapilirken serbest enerji fonksiyonu ile 1s1 vektorii
fonksiyonunun analitik oldugu varsayilarak bagli olduklar1 arglimanlar1 cinsinden
Taylor serisine ac¢ilmistir. Seri agiliminda alinan terimlerin tiiri ve sayisi
belirlenirken mekanik etkilesimlerin lineer kabul edilmesi durumuna gore
belirlenmistir. Gerilme serbest enerji fonksiyonundan tiiretildigi i¢in kisim (3.1) de
serbest enerji fonksiyonu Taylor serisine agilmistir. Kisim (3.1.1) de ortamin referans

konumunu bir 7 iiniform sicakliginda ve gerilmesiz dogal durumda segerek ve bu
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konumdan itibaren kiiciik yer ve sekil degistirmeler ve de kiiclik sicaklik degisimleri
ile ayrildigim1 farz ederek lineer termoelastisite icin gerilme denklemi (3.57)
denklemi ile elde edilmistir. (3.57) denkleminde malzemenin fiber yapisindan
kaynaklanan yeni terimler ortaya ¢ikmistir. Eger ortam fibersiz ve sikigabilir kabul
edilirse (3.57) denklemi Suhubi [ ] tarafindan verilen (8.3.6) denklemine indirgenmis

olur.

Is1 vektorli argiimanlart belli olan bir fonkiyonu oldugundan kisim (3.2) de Taylor
seri ac¢ilim 1s1 vektdrii fonksiyonu i¢in yapilmistir. Kisim (3.1) de yapilan kabuller
burada da dikkate alinarak tek fiber aileli termoelastik anizotrop ortamlar i¢in 1s1
vektoriiniin lineer biinye denklemi maddesel formda (3.76), uzaysal formda (3.80)

denklemleri ile ortaya konulmustur.

Alan denklemlerine ulagmak igin termal genlesme katsayilarinin olusturdugu «,

tansori cinsinden ifade edilen (3.87) denklemiyle verilen gerilme denklemi (1.134),

ifadesi ile verilen Cauchy hareket denkleminde yerine yazilmis, (3.94) denklemi ile
verilen hareket denklemi elde edilmistir. Enerjinin korunum denklemi olan (3.95)
denkleminde yer alan biiytikliikler yerlerine yazilarak da (3.108) ifadesi ile verilen 1s1

iletim denklemi elde edilmistir.

(3.94) ve (3.108) ifadeleri ile u, , p,I', bilinmeyenlerini ihtiva eden alan denklemleri

bulunmus olur. Bu alan denklemlerinin probleme uygun olarak verilen ilk ve siir
sartlart altindaki ¢6ziimii, g6z Oniine alinacak siir deger probleminin matematiksel

yapisini olusturur.

(3.94) ve (3.108) alan denklemlerinin bilinmeyenleri u(x,#), p ve I, seklindedir. p
ve I, Lagrange carpanlari, alan denklemlerinden ve sinir sartlarindan hesaplanir. u

tayin edildikten sonra (3.57) den gerilme dagilimi tayin edilmis olur. Gerilme

dagilimi tansor alami olarak bulunduktan sonra da istenilen kesitteki gerilme

vektorinii ¢, =n,t, ifadesinden rahatca hesaplama imkani ortaya cikmustir.

Burada deformasyondan sonraki a,(X,t) fiber dagiliminin, uzamaz-fiberler igin
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deformasyondan onceki fiber-dagilimi cinsinden (1.144) ile a, = x, 4, (X) olarak

verildigini hatirlamak gerekir.
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