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OZET

INTEGRAL DENKLEM SISTEMLERININ YAKLASIK COZUMLERI

ISMAIL TULGA

Bu tezde, ilk olarak integral denklemlerin tarihi gelisimi ve 6zellikleri verildikten
sonra, R. P. KANWAL ve K. C. LIU (Kanwal ve Liu, 1989)’nin yaptiklar1 ¢alisma
ile M. SEZER (Sezer, 1996)’in makalesi esas alinip, bu ¢aligmalarda verilen metot

lineer degisken katsayili Fredholm integral denklem sistemlerine uygulanmustir.

Bu tez ii¢ boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliimde konu i¢in gerekli temel kavramlar verilmistir.

Ikinci boliimde lineer degisken katsayili Fredholm integral denklem sistemlerinin

yaklagik ¢oziimlerinin bulunmasi i¢in yontem gelistirilmistir.
Ugiincii béliimde ise yontemi agiklayan lineer degisken katsayili Fredholm integral

denklem sistemleri ile ilgili uygulamalar verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Fredholm integral denklem sistemleri, Integral

denklemler, Taylor polinom ve serileri, Diferansiyel denklemler.
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ABSTRACT

APPROXIMATE SOLUTIONS OF INTEGRAL EQUATION SYSTEMS

ISMAIL TULGA
In the present thesis the historical development of integral equations are given firstly.
Then the method which was studied in a paper of KANWAL and K. C. LiU
(Kanwal and Liu, 1989) and a paper of M. SEZER (Sezer, 1996), is applied to the
linear Fredholm integral equation systems with variable coefficients.
This thesis consists of three chapters.
In the first chapter the basic concepts are given which are necessary for the subject.
In the second chapter, it is investigated a Taylor polynomial solutions of high order
lineer Fredholm integral equation systems with variable coefficients which is given
for integral equations.
In the final chapter, practice about the approximate solutions of linear Fredholm

integral equation systems with variable coefficients are given.

KEY WORDS: Fredholm integral equation systems, Integral equations, Taylor

polynomials and series, Differential equations.



ONSOZ VE TESEKKUR

Fizik ve miihendislik uygulamalarinda zaman zaman bilinmeyen fonksiyonun
integral isareti altinda olan denklemleriyle karsilasilir. Bu tiir denklemlere integral
denklemler denir. Diferansiyel denklemler ise, bilinmeyen fonksiyonun degisik
tirevlerinden olusurlar. Tirev, bir fonksiyonun bir nokta ve hemen yakinindaki
degerleri kullanarak bulundugundan, diferansiyel denklemler lokal (yerel)

denklemlerdir.

Bilindigi gibi tabiat kanunlar1 diferansiyel denklemler yardimi ile ifade edilebilirler.
Buna gore yakin ¢evre incelendiginde evrenin tamaminda gegerli tabiat kanunlarinin
bulunabilecegi sonucu ¢ikarilabilir. Integral denklemler ise biitiin uzay iizerinden
integral alinmasi gerektirdiklerinden global (evrensel) denklemlerdir. Bu da aranan
fonksiyonun bir noktadaki degerinin o fonksiyonun biitiin uzay iizerinden integralini
iceren ifadeler cinsinden bulunmasi demektir. Integral denklemler genel olarak

¢Oziilmesi ¢cok daha zor denklemlerdir.

Diferansiyel denklemlerin 6nemli bir o6zelligi, tek baglarina bir problemi
tanimlamaya yetmemeleridir. Onlara smir sartlarinin da ilave edilmesi gerekir.
Integral denklemler ise, bir problemin tam tanimini verirler. Ilave sartlara ne gerek
vardir, ne de kosulabilirler. Ancak, sinir sartlar1 da uzayin biitlinlinde onlarin
ilgilenilen bolgeye etkisinin dolayli yoldan denklemlere dahil edilmesi olarak
yorumlanabileceginden, integral denklemler ile diferansiyel denklemler arasinda

yakin bir iligki olmasi da dogaldir.

Uygulamal1 bilim dallarinda bazi problemler tek bir denklem ile ifade edilemezler,
ancak onun yerine birden ¢ok bilinmeyen fonksiyon igeren diferansiyel, integral veya
bunlarin lineer bilesiminden olusan integrodiferansiyel denklemlerin bir biitlinii

olarak ifade edilirler.



vi

Integral denklem sistemlerin ¢6ziimii igin su ana kadar sunulmus genel bir ydéntem
yoktur. Bu nedenle fizik ve miihendislik alanlarinda 6nemli bir yeri olan bu tip

sistemlerin yaklasik ¢oziimlerinin bulunmasinin faydali olacag: diistiniilmiistiir.

Bu calismadaki amag, daha once Volterra ve Fredholm integral denklemler igin
verilen Taylor polinom yontemini lineer degisken katsayili Fredholm integral
denklem sistemlerinin yaklasik c¢oziimleri icin gelistirmek, uygulamak ve 6nemli
Ozelliklerini ortaya ¢ikarmaktir. YoOntem; sistemleri bir matris denkleme
doniistiirmeye dayanmaktadir. Bu matris denklem bilinmeyen Taylor katsayilarindan
olusan bir lineer cebirsel sisteme karsilik gelir. Boylece cebirsel sistemin
¢oziimiinden bulunan Taylor katsayilar1 kullanilarak verilen integral denklem

sisteminin sonlu Taylor seri formunda yaklasik ¢6ziimii elde edilmektedir.

Bu calismanin belirlenmesi ve yliriitiilmesi esnasinda ilgi ve alakasini esirgemeyen,
ortaya c¢ikan her tiirli bilimsel problemin c¢6ziimiinde devamli yardimlarim
gordiigiim degerli hocalarim Yrd.Do¢.Dr. Salih YALCINBAS ile Yrd.Dog¢.Dr.
Mevliide YAKIT ONGUN’a, ayrica bana daima destek olan esim Sule TULGA’ya

tesekkiirii bir borg bilirim.

Haziran 2006
[smail TULGA
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1. GIRIS

Integral denklemler, bilinmeyen fonksiyonun integral isareti altinda bulundugu
denklemler olarak tanimlanmakla birlikte, bu tanim yetersiz kalmaktadir. integral
denklemlerin biitiin tiirlerini kapsayacak teoriyi kurmak olanaksizdir. Bu nedenle,
birbirinden ayr1 nitelikteki integral denklemleri tek tek incelemek gerekmektedir.
Boylece genis bir aragtirma sahasi acilmis olmakta ve konu bu oranda dagimik bir

inceleme tarz1 gostermektedir.

Integral denklemlerle ilk ugrasilar 19. yiizyilin ilk yarisinda baslamistir. Onceleri
dagiik ve rastgele arastirmalar yapilmisken, ayni ylizyilin sonlarina dogru daha
sistematik ve bilingli arasgtirmalarin yapildigt ve bir takim sonuglarin alinmaya
baslandig1 izlenmektedir. ABEL 1823 yilinda bir mekanik problemini inceledigi
esnada ilk defa integral denkleme rastladigi bilinmektedir. Ancak Integral Denklem
deyimini Du Bois REYMOND un 1888 yilinda yayinlanan bir ¢alismasinda énerdigi
anlagilmaktadir (Bocher, 1913). Integral denklemlerle ilgili F. G. Tricomi (Tricomi,
1955), 1. G. Petrovsky (Petrovsky, 1953) ve V. W. Lovitt (Lovitt, 1924)’e ait

kaynaklar mevcuttur.

Bilindigi gibi tabiat kanunlar1 diferansiyel denklemler yardimi ile ifade edilebilirler.
Bundan, yakin g¢evre incelendiginde evrenin tamaminda gegerli tabiat kanunlarinin
bulunabilecegi sonucu ¢ikarilabilir. Belki de biiylik diisiiniir Albert Einstein’in “Bu
tabiatin en anlasilmaz yonli anlasilabilir olmasidir” soziiniin altinda yatan

gergeklerden bir tanesidir (Bayin, 2000).

Integral denklemler ise biitiin uzay iizerinden integral alinmasi1 gerektirdiklerinden
global (evrensel) denklemlerdir. Bu da aranan fonksiyonun bir noktadaki degerinin o
fonksiyonun biitiin uzay iizerinden integralini igeren ifadeler cinsinden bulunmasi
demektir. Integral denklemler genel olarak ¢oziilmesi ¢ok daha zor denklemlerdir.

Diferansiyel denklemlerin 6nemli bir 0Ozelligi, tek baglarina bir problemi
tanimlamaya yetmemeleridir. Onlara sinir sartlarinin da ilave edilmesi gerekir.

Integral denklemler ise, bir problemin tam taminmum verirler. Ilave sartlara gerek



yoktur. Ancak, sinir sartlar1 da uzayin biitliniinde onlarin ilgilenilen bolgeye etkisinin
dolayli yoldan denklemlere dahil edilmesi olarak yorumlanabileceginden, integral
denklemler ile diferansiyel denklemler arasinda yakin bir iliski olmas1 da dogaldir.
Bu calismada goriilebilecegi gibi diferansiyel denklemler temelde integral

denklemler olarak da ifade edilebilirler.

Uygulamali bilim dallarinda bazi problemler tek bir denklem ile ifade edilemezler,
ancak onun yerine birden ¢ok bilinmeyen fonksiyon iceren diferansiyel, integral veya
bunlarin lineer birlesiminden olusan integrodiferansiyel denklemlerin bir biitiinii
olarak ifade edilirler. Bu tip denklem sistemleri, bilhassa parcali olanlar, bir¢ok fizik
ve mithendislik dalinda ortaya ¢ikmaktadir. Ornegin, diferansiyel denklem sistemleri;
Elastikiyet teorisi (Ezechias, 1988), Dinamik (Kant, Varaiya & Arora, 1990),
Akigskanlar mekanigi (Agarwal & Bhargava, Balaji, 1990), Devre problemleri
(Zimmerman, 1996), Salinim problemleri (Pesterev., Bergman, 1997 ; Giirgoze.,
1992), Kuantum dinamigi (Greenspan, 1998) gibi konularda, integral ve
integrodiferansiyel denklem sistemleri ise Elektromanyetik teori (Bloom, 1980),
Termoelastikiyet (Kopeikin, I.D. & Shiskin, V.P., 1984), Biyoloji (Holmaker, K.,
1993), Mekanik (Yue, & Selvadurai, 1995, Abadzadeh & Pak, 1995), Dalgalarin
kirinimi (Biiylikaksoy& Alkumru, 1995) gibi alanlarda ortaya ¢ikmaktadir.

Sistemlerin ¢6ziimii i¢in su ana kadar sunulmus genel bir yontem yoktur. Bu nedenle
fizik ve miihendislik alanlarinda Onemli bir yeri olan sistemlerin yaklasik
¢Oziimlerinin bulunmasinin faydali olacag diisiintilmiistiir.

Bu tez ¢alismasindaki amag, daha 6nce Volterra ve Fredholm integral denklemler
icin verilen Taylor polinom yontemini (Sezer, 1992 ; Sezer, 1994) lineer degisken
katsayili Fredholm integral denklem sistemlerinin yaklasik ¢6ziimleri ig¢in
gelistirmek, uygulamak ve Onemli Ozelliklerini ortaya c¢ikarmaktir. Yontem;
sistemleri bir matris denkleme doniistirmeye dayanmaktadir. Bu matris denklem
bilinmeyen Taylor katsayilarindan olusan bir lineer cebirsel sisteme karsilik gelir.
Boylece cebirsel sistemin ¢6ziimiinden bulunan Taylor katsayilari kullanilarak
verilen Fredholm integral denklem sisteminin sonlu Taylor seri formunda yaklasik

¢Oziimii elde edilmektedir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Integral Denklemlerin Siiflandirilmasi

Integral denklemler farkli 6zelliklerine gére asagidaki gibi simiflandirilabilir.
2.1.1. Lineer ve Lineer Olmayan integral Denklemler

Integral denklemler temel kavramlar acisindan oncelikle, lineer ve lineer olmayan

integral denklemler olarak iki biiyiik sinifa ayrilir.

u(x) bilinmeyen fonksiyon olmak tizere
u(x) = f(x)+j:K(x,t)u(t)dt (2.1.1)

yapisinda bir integral denklemde, integral operatdriiniin u(X) fonksiyonuna gore

lineer olmasi halinde integral denklem de lineer integral denklem adini1 almaktadir.
u(x) = f(x)+ LXK(x,t)u” (t)dt (2.1.2)

integral denkleminde ise u(X) bilinmeyen fonksiyonun n. kuvveti bulundugundan

lineer olmayan bir integral denklem olmaktadir. Bunun gibi, daha genel olarak
u() = 0+ | “#[x.t,uct)dt 2.1.3)

integral denklemi de lineer olmayan integral denklem olmaktadir. Bunlarin disinda

birden ¢ok sayida degiskeni bulunan

b ped
u6y) = FouY)+ [ [ Kocyst bt t)dyd, — (2.1.4)



seklindeki integral denklemlerin de lineer olani veya lineer olmayani bulunmaktadir.
Bu caligmada genellikle lineer integral denklemler incelenecektir. Ele alinacak bir
integral denklemin oOncelikle lineer olup olmadiginin saptanmasinda yarar vardir

(Aksoy, 1983).
2.1.2. Tekil ve Tekil Olmayan Lineer integral Denklemler

Integral denklemlerin simflandiriimasinda K (x,t) fonksiyonunun siirekliligi
onemlidir. Integral isareti altinda bulunan iki degiskenli K(x,t) fonksiyonuna
cekirdek fonksiyon denir. K(x,t) fonksiyonu a<x<b , a<t<b araliginda

stirekli ise integral denklem Tekil (Singiiler) olmayan bir integral denklemdir. Eger

K(X,t) bu aralikta siirekli degilse integral denklem Tekil (Singiiler) integral denklem

siifina girmektedir.
Omegin 0 < <1 olmak iizere

x u(t)dt

N (2.1.5)

fo0=|

seklindeki bir integral denklem Tekil integral denklem sinifina girmektedir. Ayrica,
integral sinirlarindan en az birinin sonsuz olmasi halinde de denklem, tekil integral

denklem sinifinda olacaktir.
f(x)= jo“’ sin xtu(t)dt (2.1.6)
ve

f(x) = j:e-“u(t)dt (2.1.7)



denklemleri bu tiire birer 6rnek teskil etmektedir. Bunlarin ilkinde, f(Xx) denklemin
ikinci yam ile tanimlanan fonksiyonu, U(X) ’in Fourier Siniis Transformasyonu,

ikincisinde ise U(X) ’in Laplace Transformasyonu olarak kullanilir (Aksoy, 1983).

2.1.3. lintegral Denklemlerin Yapilarina Gére Simiflandirilmasi

Integral denklemler, yapilarina gore ii¢ smifa ayrilir. Bilinmeyen fonksiyon u(x) ve

K(X,t) cekirdek fonksiyon olmak iizere

$(0 = [ K(x,Hu(tydt (2.1.8)
seklindeki bir integral denkleme I. cins integral denklem denir. Bilinmeyen

fonksiyon sadece integral i¢inde mevcuttur. Burada ¢(X) fonksiyonu bilinen bir

fonksiyondur. Benzer sekilde
#(x) = (0 + [ K(x.tu(dt (2.1.9)

seklindeki bir integral denklem de yine I. cins integral denklemdir. Burada da ¢(X)

ve f(x) bilinen fonksiyonlardir. Ancak bu denklemler

¢(x¥) = F(X) =y (x)

olmak tizere
b
w(X) = j K (x,tu(t)dt (2.1.10)

seklinde ifade edilerek (2.1.8) yapisinda yazilabilir.



X2 =j01(x—t)u(t)dt @2.1.11)

Ve
1

et = x—J.Ozxztu(t)dt (2.1.12)
gibi denklemler, I. cins integral denklemlere birer 6rnektir.

u(x) = [ K(xbu(dt (2.1.13)
veya

ux) = f(x)+ I:K(x,t)u(t)dt (2.1.14)

seklindeki integral denklemler ise II. cins integral denklemler sinifina girmektedir.

Goriildiigi gibi, bilinmeyen u(Xx) fonksiyonu integralin hem i¢inde hem de disinda

bulunmaktadr.
u(x) = joxex“u(t)dt (2.1.15)
ve
U(x) = 1+ X+ [ sin(x + tu(t)dt (2.1.16)

bu tiir denklemlere birer ornektir.

Bu iki cins integral denklemden baska ¢(x), f (x) ve K(X,t) fonksiyonlari bilinen



p(X)u(X) = f(x)+j:K(x,t)u(t)dt (2.1.17)

seklindeki integral denklemlere ise II1. cins integral denklemler denilir.
Ornegin
—X 1 242
Xux)=1-e +I0x tou(t)dt (2.1.18)

denklemi III. cins bir integral denklemdir.

Ozel olarak ¢(x) =0 ise (2.1.17) denklemi I. cins bir integral denkleme, @(X) =1 ise

ayni denklem II. cins bir integral denkleme doniismektedir. Buradan I. ve II. cins
integral denklemlerin, III. cins integral denklemlerin birer 6zel hali oldugu

goriilmektedir (Aksoy, 1983).
2.1.4. Homojen ve Homojen Olmayan Integral Denklemler

Integral denklemler bir de bilinmeyen u(X) fonksiyonunun homojen olup olmadigina

gore siniflandirilabilir. II. cins integral denklemler i¢in s6z konusu bdyle bir

siiflandirma (2.1.13) ile verilen
u(0) = [ K(x.Hutdt (2.1.19)

integral denklemi ic¢in yapilirsa, (2.1.19) denklemi homojen integral denklem
olarak adlandirilir. Homojenligi bozan bir f(X) fonksiyonu igeren (2.1.14)

formundaki

u(x) = f(x)+J.:K(x,t)u(t)dt

gibi denklemlere ise homojen olmayan integral denklemler denir.



b
u(x) = LK(x,t)u(t)dt

homojen integral denkleminin kolayca goriilebildigi gibi U(X) =0 olan bir ¢oziimii
vardir. Buna asikar ¢6ziim veya trivial ¢6ziim denir. Ancak bunun disinda
¢Ozlimlerinin bulunup bulunmadiginin veya hangi kosullar altinda ¢6ziimiin
olabileceginin arastirilmasi bash basia bir konudur. Homojen integral denklemler

daha genel bir yapiya sahip
u(x) = f(x)+J.:K(x,t)u(t)dt

seklindeki bir integral denklemin f(X): 0 halindeki 6zel bir durumu olarak goz

Oniine alinabilir (Aksoy, 1983).
2.1.5. Volterra ve Fredholm integral Denklemleri

Integral denklemler integral sinirlarinin de@isken veya sabit olmasina gore de

siiflandirilirlar. Lineer ve homojen olup olmadiklarina bakmasizin

#(X) = I:K(x,t)u(t)dt
u(x) = '[:K(x,t)u(t)dt
u(x) = f(x)+LXK(x,t)u(t)dt
SOOU(X) = f(X)+ j:K(x,t)u(t)dt
gibi denklemlere Volterra Integral Denklemleri denilmektedir (Aksoy, 1983). Bu
tiir denklemlerde, integral isaretinin iist smirinda (veya sinirlarindan birinde)

X degiskeni bulunmaktadir. X degiskeninin X =b gibi sabit bir degere esit olmasi

halinde yazilabilecek



b
#(X) = j K (x, tu(t)dt
b
u(x) = j K (x,tu(t)dt
u(x) = f(x)+ .[:K(x,t)u(t)dt

POu(x) = £ () + [ K(x.uctat

seklindeki denklemlere ise Fredholm Integral Denklemleri denilmektedir (Aksoy,
1983). Volterra ve Fredholm integral denklemleri arasindaki tek fark bu simir
yapisinda ortaya ¢ikmaktadir. Ancak bu iki denklem tiirlinlin incelenmesi, zaman

zaman i¢ i¢e girmis bir goriiniim verebilmektedir.
2.2. Integral Denklemlerle Diferansiyel Denklemler Arasindaki Iliskiler

Baslangi¢ kosullartyla verilen, degisken veya sabit katsayili bir diferansiyel denklem,
Volterra tipindeki bir integral denkleme dontistiirebildigi gibi, bir integral denklem de
diferansiyel denkleme doniistiiriilebilir. Dolayisiyla, bir integral denklem baslangi¢
kosullar1 i¢in saglanan diferansiyel denklemin bir sinir deger problemi olarak da géz

Oniine alinabilir.

2.2.1. Diferansiyel Denklemin Integral Denkleme Déniistiiriilmesi

dny dn—ly dn—2y dy
e +al(x)w+a2(x) 2 +---+an_1(x)&+an(x)y: f(X) (2.2.1)

lineer diferansiyel denklemi géz 6niine alinsin. Ayrica sayilari n tane olan

YO) =, Y (0) =C,v.0 Y (0) =,
(2.2.2)

baslangi¢ kosullarinin da verildigi kabul edilsin. (2.2.1) denklemine
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Y —u(x) (2.2.3)

doniisiimii uygulanirsa, bu ifade

dny d dn 1y
=Uu(X
dx" dx(dx“} 9
X dn_ly X
Iod(dx“ j = [ u(at

n-1
‘;Xn_}' = [ludt+c, ,

seklinde hesaplanarak, tiirevin mertebesi bir mertebe diigliriilmiis olur. Benzer
sekilde hareket edilerek

| Od(zxzfj = U:u(t)dt e, }dt

(;”y ["[uwadt+c,, [ dt+e,

dn2
dx"

jju(t)dtdt+c X+C,

elde edilir ve boyle devam edilirse

dn3

IIJ. (t)dtdtdt+ Co X2 +C, ,X+C

n-3

dy 1 n-2
j (n=1)-- ju(t)dt dt+( TRk

+;cn_2x
(n-3)!

"+
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olur. Bir kere daha integral alinirsa

¢, X+ !

yzjo---(n)---Iou(t)dt...dt+(n_1)! D)

G, X" +.. +CX+G,

bulunur. Burada da goriildiigii gibi sik sik ¢ok katli integrallerle iglem yapmak

zorunda kalinacaktir. Bunu kisaca gostermek i¢in

I...(n)...'[

seklindeki notasyonun kullanilmas1 uygun bulunmustur. Integraller arasindaki (n)

katlilik mertebesini gostermektedir.

Probleme tekrar doniiliir ve yukarida bulunan ifadeler (2.2.1)’de yerine yazilirsa

u(x) +a, (x)joxu(t)dt +C,,,(X)+a, (X)onjoxu(t)dtdt +C,,Xa,(X)+C, ,a,(X)

XXX 1
+a, (x).[OJ'0 Iou(t)dtdtdt + E!C,sza3 (X)+cC, ,Xa,(X)+c, ;a,(X)

b2, 0 =) [ludt.des e, X, (0

(n-2)!

-3
+ mcn_zx” a,  (X)+...+ca, (X

+a ) -(n)-[udt...dt+ ¢, x""a (x)
n J‘O ( ) J’O n-1 n

1
(n-1)!

! C,,X"a, (X)+...+¢,xa, (X) +¢,a,(X) = f(X)

+—
(n=2)!

elde edilir. Bu ifade de

u(x) +a, (x)j:u(t)dt +a,(0)] OX | Oxu (tydtdlt +a, (x) [ Oxj:j:u (t)dtdtdt
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.+a, 1(x)j ju(t)dt dt+a (x)j joxu(t)dt...dt
1 -
= f(x)—cn_lal(x)—cn_lxaz(x)—...—mcn_lx a, (x)
1 n2
_Cn—zaz(x)_cn—zxa3(x)_---_mcn—zx a,(X)

—C,Xa,_, (X) —C,a,(X) — C,a,(x)

seklinde diizenlenirse, esitligin sag tarafi X ’in bir fonksiyonu olup bu F(X) ile

gosterilebilir. Burada

X2 n-1
al(x)+xa2(x)+7!a3(x)+ + (n—l)!a” (X) - fn—l(x)

Xn—2
az(x)+xa3(x)+...+man(x)_ f.,(X)

a,,(x)+a,(0) = f,(x)
a,(x) = f,(x)

seklinde gostermek suretiyle
F(x) = f(X) = {c,, fo (0 +C, () +.+ € FL(X) +C, Fo (X))
oldugu goriiliir. Esitligin sol tarafi ise

t)n 1

o u(t)dt (2.2.4)

[5 - [uyt.. dt_j(x

ifadesi yardimiyla tek katli integral olarak ifade edilebilir (Aksoy, 1983).
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Teorem 2.2.1.

j:---(n) j:u(t)dt...dt = j:%u(t)dt (2.2.5)

bagintis1 yardimu ile ¢ok katli bir integral, tek katli bir integral olarak ifade edilebilir.

Ispat: (2.2.4) bagintis1 asagidaki gibi diizenlenip, sag tarafi | ile gosterilsin ve bu

n

ifade daha genel incelenmis olmasi i¢in alt sinirt da @ olmak iizere

(n-11f ---(n)---j:u(t)dt...dt - j:(x — )™ u(t)dt

1,(x)= J.: (x—t)""u(t)dt (2.2.6)
olsun. Burada n pozitif bir tam say1, a bir sabittir.

(2.2.12) ile verilen ve integral isareti altinda tiirev almaya yarayan Leibnitz

formiiliinden yararlanarak

F(x,t)=(x-t)""u(t)

alinarak, tiirev alinirsa

(x—t)"2ut)dt + {(x—t)" " u(t)}

a

(o

dx

t=x

bulunur. Béylece n > 0igin

" =(n-1)I,, (2.2.7)
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olur. Ozel olarak n =1 ise, (2.2.6)’dan

di, _d u(t)dt =u(x)

dx  dxa
(2.2.8)
bulunur. (2.2.7)’dan tiirev almaya devam edilirse
d’l
dxzn :(n_l)(n_z)ln—z
d’l,
dx :(n—l)(n—z)(n—3)ln_3
e (2.2.9)
dxkn =(n-1)n-2)...(n=K)1,, , (n>k)
dn—lln B B '
Ve =(n-1)}n-2)...2.1.1, =(n=1)1,
ifadeleri elde edilip n. mertebeden tlirev
d"l di
L=(n-1)—"=(n-1)! 221
o= (=1 = (n=1)u(x) (22.10)

olarak bulunur. Bunun bdyle oldugu (2.2.8)’den kolayca goriilir. n>1 iken

1,(2)=0 olduguna dikkat edilirse, (2.2.9) bagintisindan, I, (x)’in ve onun ilk (n—1)
adet tlirevinin X =a i¢in saglandif1 sonucuna varilabilir. | (a) =0 oldugu (2.2.6)

bagintisindan kolayca goriliir.

Simdi, yukaridaki bagintilardan, geriye dogru hareket edilerek, integral islemleri

yapilirsa (2.2.8)’den

elde edilir. Ayrica
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|()=j xzdxz_jj u(t, )dt, dt,

yazilabilecektir. Burada X,, X, birer parametredir. Islemlere bu sekilde devam

edilirse
=(n-1) jjj jja u(t, )ot,dt,dt, ...dt, dt,

bulunur. Ifadeyi diizenlemek igin, her iki tarafi (n — 1)! ile boliip, I, yerine (2.2.6)

bagintisindaki esiti yazilirsa

o 2 B2 vt sttty = Tt

alJa Ja (n_lla

elde edilir. Burada X =X, =X, =...=X,_, = X, kabul edilirse, gdsterilmek istenilen

f -(n)-- ju(t)dt dt = j(x t)l;lua)dt

bagintis1 bulunmus olur.

Buna gore

u(x) +a, (%) Oxu(t)dt +a,(0)| Oxjoxu(t)dtdt

+---+an(x)jox-.-(n)---joxu(t)dt...dt “F(x) (2211

ifadesi (2.2.4) yardimiyla

t)n -1

D! u(t)dt = F(x)

u(x)+a(x)j u(t)dt+a(x)j (X—t)u(t)dt +-- +a(x)j(
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seklindeki ifade elde edilecektir. Bu ise belirli integral 6zelliklerinden faydalanilarak

U(X)+I0X al(x)+az(x)(x—t)+a3(x)%+---+an(x)% u(t)dt = F(x)

olarak yazilabilir. Burada kdseli parantez icindeki ifade K(x,t) fonksiyonu olarak

g6z Online alinirsa

K1) =a,(X)+a, (X =) +---+ an(x)w
(n-1)!

olur. Bu ¢ekirdek fonksiyon olup, yerine yazildiginda
u(x) +J.OXK(x,t)u(t)dt = F(x)

seklindeki II. cins Volterra integral denklemi elde edilir. Boylece (2.2.3) ile verilen

diferansiyel denklemi bir integral denkleme doniismiis olur.

Ornek 2.2.1.

d’y ,dy
—2 + A= +By=f(x
dx? dx y=100

(2.2.12)

y(0) =c,,y'(0) = c, baslangic kosullariyla verilen diferansiyel denklemi asagidaki

gibi bir integral denkleme doniisiir.

d’y
x>

u(x) denirse, buna gore bu ifade
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dx? ~dx

d’y d (dyj_ dy’
dx

—&— U(X)

seklinde yazabilir. Bu ifadenin her iki tarafinin 0 ’dan x ’e belirli integrali alinirsa

ondy’ = onu(t)dt
y| = % = onu(t)dt

ey =AY
y'(X) = Fvin J'Ou(t)dt +C,
ifadesi bulunur. Buradan da bu ifadenin tekrar belirli integralini alinirsa

| Oxdy - jox [ Oxu(t)dtdt +c, jox dt
y| = J'Ox.foxu(t)dtdt +¢,x;
y(X)—y(0) = J' Oxjoxu (t)dtdt + ¢, x

y(X) = J'OXIOXU (t)dtdt +c,x+c,

elde edilir. Diger taraftan (2.2.4) bagintis1 geregince onjoxu(t)dtdt = IOX(X —t)u(t)dt

yazilabileceginden bulunan y(X) ve y'(X) ifadelerini (2.2.12)’de yerine yazilirsa

u(x)+ A[ onu(x)dx + cl} + B[ joxjoxu(t)dtdt +C, X+ co} = f(X)

u(x) + Aj:u(t)dt +c,A+ BJ.OX(X —tyu(t)dt + (¢, x+¢,)B = f(X)
bulunur. Bu ifade de

u(x)+j: [A+(x=1)BJu(t)dt = f (x)—[c,A+c,B+c,Bx]
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seklinde diizenlenir ve
K(x,t)=A+(x-1)B
F(x)= f(x)—{c,A+c,B +c,xB}

ile gosterilirse, (2.2.12) diferansiyel denklemi

u(x) + jox K (x,Hu(t)dt = F(x)

seklinde bir Volterra integral denklemine doniistiigli goriiliir.

Ornek 2.2.2. Asagida verilen diferansiyel denklem ve baslangig sartlari ele almsimn.

2

d’y
X2

d
y(0)=1, y'(0)=0

+ 1y = T(x)

(2.3.4) formiili kullanilarak bu sistem
y(x)=uf (x=t)y(t)dt+1- [ (x-t)f ()l

integral denklemine dontistir.

Ornek 2.2.3.

diferansiyel denklemi ve smir sartlar1 ele alinsmn. Bu denklemin (0,x) araliginda

integrali alinirsa
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dy X
i _”.[o y(t)dt +c

bulunur. Burada ¢ bir integral sabiti olup y’(O) degerini gosterir. ikinci bir integral

alma islemi
V()= ] -yl + o

ifadesini verir, dikkat edilirse y(O): 0 sartinin kullanildig1 goriilmektedir. ¢ degeri

ise ikinci sinir sartini saglayacak sekilde belirlenmesi gerektiginden
B! _
—Zj'o(x—t)y(t)dt =c
ifadesi elde edilir. Sonug olarak da
X Xu ¢/
y(x) = - (x - y(t)dt === [ (e~ t)y(e)ot
veya
(x)=a[ (e~ t)y)dt+ 2 (e~ t)y(t)et
YX)=uf, 7 y H 7)o y

seklinde ifade edilir. Bu denklemde

seklinde yazilirsa
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) l(f—x), t<x
Kix,t)=
%(f—t), t>x

olur. Bu da II. cins Fredholm integral denklemidir.

2.2.2. integral Denklemin Diferansiyel Denkleme Déniistiiriilmesi

Bir integral denklem de bir diferansiyel denkleme doniistiiriilebilir. Bunun ig¢in
Leibnitz Formiilii’'niin uygulanmas: yeterlidir. Bu formiil, integral isareti altinda

tiirev alma iglemini gergeklestirir.

Leibnitz formuli

d B _ [BOMAF(x,1) dB(x) dA(x)
- J'A(X)F(x,t)dt_ j e dt+ F (x, B(0) = 2~ Fx, A)) =2 (2.2.13)
olup, burada A(x) ve B(x)’in sabitler olmasi halinde
dA(x) _ 0 dB(x) _ 0
dx dx
olacagindan formiil
d 8 B(x)OF (X,1)
— F(x,t)dt = = dt
dx J.A(x) (X’ ) J.A(x) OX

olarak kullanilir (Aksoy, 1983).
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Ornek 2.2.4.

w0 - Oxu(t)tantdt = sinx (2.2.14)

integral denklemi verilsin, baslangi¢ kosulunun x=0 icin u(x):0 oldugu
bilindigine gore bu integral denklem bir diferansiyel denkleme asagidaki gibi

dontstiiriliir.
Her iki tarafin tiirevi alinirsa

du(x) d px 3
T—&Iou(t)tantdt—

d(sin Xx)
u'(x) —iJ‘XU(t) tantdt = cos x
dx Jo
elde edilir. Bu ifadeye Leibnitz Formiilii uygulandiginda
d ‘u(t) tantdt = [ 0dt +u(x) tan X = u(x) tan X
&jo()an —.[0 +U(X) tan X = U(X) tan

bulunacagindan (2.2.14) integral denkleminin
u’(x) —u(x)tan X = cos X

seklindeki birinci mertebeden bir lineer diferansiyel denkleme doniistiigli goriliir.
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2.3. integral Denklemlerin Yaklasik Coziimleri

2.3.1. Fredholm Integral Denklemlerin Taylor Serisi Yardimiyla Yaklasik

Coziimii

Bu kisimda, Taylor seri ¢oziimlerine sahip I. ve II. cins lineer Fredholm integral
denklemlerinin yaklasik coziimleri incelenmistir. Bu denklemlerin ¢6ziimii i¢in
kullanilan yontem, R. P. Kanwal ve K. C. Liu tarafindan sunulan yontemin bir
genellemesidir. Bu yontemle ilk olarak integral denklemin her iki tarafinin n defa
tiirevi alimir ve sonra sonu¢ denkleminde bilinmeyen fonksiyonun Taylor seri
aciliminda yerine konulur. Burada lineer cebirsel sistem uygun bir yerde kesilerek
yaklagik bir ¢oziim bulunur. Elde edilen ¢6ziim, bir Taylor seri yaklagimi olup bu
Taylor seri agiliminin katsayilari bir lineer cebirsel sistemin ¢oziimleridir. Katsayilar
cekirdege bagli matris denklemi yardimiyla hesaplanir. Yontem, bazi lineer

Fredholm integral denklemlere uygulanarak asagidaki gibi agiklanabilir.
f(x)+/1J.:K(x,t)y(t)dt ~0 2.3.1)
ve
yo) = f(X)+ 4 I:K(x,t)y(t)dt (2.3.2)

denklemlerini g6z oniine alahm. Bu denklemlerdeki a ve b sabitleri (a < x,t <b),
integralin smirlaridir. Her iki denklemde de y bilinmeyen bir fonksiyon, f(X) ve
K(x,t) bilinen fonksiyonlardir. A # 0 reel veya kompleks bir parametredir. Eger

cekirdek fonksiyonlar K(X,t) = K(t, X) seklinde birbirine esit ise simetriktir.

Bununla beraber, (2.3.1) ve (2.3.2) denklemlerindeki a ve b integral sinirlarindan

biri veya her ikisi sonsuz, ya da K(X,t) cekirdek fonksiyonu verilen aralikta siirekli
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degilse integral denklem Tekildir (Singiilerdir). Eger (2.3.2) denkleminde f(x):

ise integral denklem homojendir.
2.3.2. Materyal ve Metot

(2.3.2) ile verilen Fredholm integral denklemini goz oniine alinsin ve

y(X) = i% y™(@c)x-c)", a<c<b (2.3.3)

formunda bir Taylor seri ¢éziimiinli aransin. (2.3.2) denkleminin X ’e gore n defa

tiirevi alinip

D00 = 1000+ 4] M y(t)dt
ve X yerine C degerini konuldugunda
™cy=f™@c)+2 j MXC y(t)dt (2.3.4)
elde edilir. Sonra y(t), t = ¢ *de Taylor serisine agilirsa
=3y -o” (235)

elde edilir ve bu (2.3.4)’de yerine konuldugunda
K(x,t <N B m
™M)= M)+ zj —() me J(c)(t—c)"dt

elde edilir. Bu diizenlendiginde
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y"e)= ")+ 4> T,y @), (hm=0L2..N) (2.3.6)
m=0

elde edilir. (2.3.6)’daki

_ijﬁ(”)K(x,t)

= (t—c)™dt (2.3.7)
m!Ja  ox"

nm
X=C

formundadir. Boylece Taylor katsayilari ile sonsuz (2.3.6) bagmtilar1 bir sonsuz
lineer cebirsel sistem olustururlar. (2.3.6) sistemi, uygun bir yerde kesilerek yaklasik

¢Oziilebilir (n, m=0,,2,...,N ) Bu taktirde, TY = F matris denklemi elde edilir.

TY=F (2.3.8)
matris denklemindeki matrisler
y(O)(C) /7’T00 -1 ﬂTm ... ﬂTON —fO (©)
Y = y(l)(c) , T = /11.-10 ﬂ’Tll -1 ... ETIN ’ e _f (1)(c)
y™ (o) MMyy ATy o AT -1 £
seklindedir.

(2.3.1) integral denkleminin ¢6ziimii i¢in (2.3.8) matris denklemini kullanilabilir. Bu

ylizden T matrisi

T=1-[T, ]-1, (h,m=0,1.2,....N) (2.3.9)

olup eger | T| # 0 1se (2.3.8) denklem

Y=T'F (2.3.10)
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seklinde yazilabilir. (2.3.10) yardim ile y™(c), (n=0,1,2,...,N) bilinmeyen

katsayilar belirlenir ve bu degerler (2.3.3) ’de yerine konulursa

vy =Y Lyey(x—c)” 23.11)

o N!
Taylor seri ¢oziimii elde edilir (Sezer, 1992).

Ornek 2.3.1.  y(X)=x+ ﬂj:(xtz +x°t)y(t)dt seklindeki homojen olmayan

Fredholm integral denkleminin ¢6ziimii aransin.

Burada, K(x,t) = xt* + x’t , f(X)= X,a=0,b=1olup c=0 ve N =2 alinirsa

f(”)(O) ve T, degerleri asagidaki gibi hesaplanabilir.

f(x)=x= f(0)=0
f'x)=1= f'(0)=1
f"x)=0= f"(0)=0

(t-c)"dt

X=C

(n)
T :ija K (x, 1)
m! ox"

0V (xt* + x*t)
TOO O'J‘ A0

Y A 2 [ _
o (t—0) dt_jo(xt +X t)‘xzodt—'[o 0dt=0

x=0

1 0109 (xt® +x t)|
oo e ®

R 2 ! _
(t—0) dy_jo(xt + X t)‘xzotdt _jo 0tdt=0

x=0

1 10 (xt* + xzt)|

200 [Lros2 o2 20 ! 2 4
(t-0) dy_jo(xt +xt)‘xzot dt_jO 0t>dt=0

2 =5l ox© .
1

18 (Xt +Xt) 0 _ 1 ) ~ | , _t3 _1

0=0do T 0 70('[—0) dt—jo(t +2xt)‘x=0dt_J'0 t dt_?o__
1

19l (Xt+Xt) R S o _t4 B

T PR . 70(t—0) dt—J.O(t +2xt)‘xzotdt__|'0 t _tdt_ZO__
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1 (xt? + X3
27 o1do ox

PO S P PP S BPIP
0(t—O) dt_EjO(t +2xt)‘xzot dt_EIO t>.4% dt

X=

1 10 (xt? + x°t)

_ _ 0 _ 1 _ 1 ) B 21 B
0=l 5@ (t-0)dt=[ @] _dt=[ tdt=t’| =1

x=0

1
(! ol 2802
(t-0) dt—jO(Zt)|X:0tdt—_[0 2t dt_T =3

x=0 0

1 praP(x? +x%)
AT de @

1 10%(xt? + x7)| L1 R SR
L=l — @ (t-0) dt=5-j0(2t)|xzot dt:E-jO 2t dt
x=0
e
2 4 4
olup
To =0 Ty =0 Tp =0
1 1 1
T10:§ T11:Z 1225
2 1
Ty =1 Ty :g Ty _Z
Ve

degerleri belirlenir.

Bu degerleri TY =F (2.3.8)’de yerine yazilirsa
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A0-1 4.0 A y©(0) 0
/1% /1.%—1 z.% 1yP) =] -1
i a2 Lo bTOpLe
A 3 el
veya
—ﬂl /10 % y©(0) 0
34 0 [|LOF
L2 4 |yPof Lo
L 3 4
matris denklemi elde edilir.
Bu denklem diizenlenirse
y©(0)=0
Ao A M A @
— 0)+|—-1 0)+— 0)=-1
3)’()(4 jy()loy()

2.y (0) +%.y“)(0) +[§—1}y<2>(0) =0

elde edilir. Burada y@(0)=0 ve y"0)=y, , y?(©0)=y, degerleri denklem

sisteminde yerine yazilirsa

uy +iy =—]
1 10 2

24 A-4
-yt

Z .y, =0
3 4 %

olur. Buradan
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A-4 3 4-4A A
4 21 4 Y2 10 Y2

yz[MJ]Z_I

324 10

yoo_ =302 160

2227 +2400-480 A% +1204—240
~1604 3 4-4_ 604-240

T 1204240 24 4 2 +1207-240

elde edilir. Bu degerler (2.3.11)’de yerine yazilirsa
2
y(x) = Zﬁ y" (0)(x—0)"
n=0 '
Y00 =y "0+ y O x4y O

(604 - 240).x - 804.x]
A2 +1201—240

y(x) =

elde edilir. Bu elde edilen tam sonuctur.

2.3.3. Volterra integral Denklemlerin Taylor Serisi Yardimiyla Yaklagik

Coziimii

Bu kisimda da, Volterra integral denklemler i¢in ayni Taylor seri ¢ziim yontemi

incelenmistir.

y(x) = f(X)+ A I:K(x,t).y(t)dt (2.3.12)

Volterra integral denklemini g6z 6niine alinsin.
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—y®(C).(x-0)", a<c<x (2.3.13)

y(x) = S

N
k=
seklindeki X = ¢ noktasinda ki Taylor serisi ¢oziimiinii arayalim.

2.3.4. Materyal ve Metot

(2.3.12) denkleminin (2.3.13) seklinde bir ¢6ziimiinii elde etmek i¢in ilk olarak

X’e gore n defa tiirev alinirsa

yO(x)= P (x)+ 41" (x) (2.3.14)
olur. Buradaki
|(n) _ d" px
(X) = j K (x,t).y(t)dt (2.3.15)
dx" Ja

dir. n=0 i¢in
1O (x) = 1(x) = j K (x,t) y(t)dt

olur. n defa integralin diferansiyelinin alinmasi ile ilgili Leibnitz kurali I(X)

integraline uygulanirsa, n>1 igin

n—1 . xAM
1000 = [ 00.y00]" " + | %ymdt (2.3.16)
i=0 a X
ifadesi elde edilir. Buradaki
(i)
hi(x)zw (2.3.17)
X
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dir. Fonksiyonlarin c¢arpimmin diferansiyeli ile 1ilgili Leibnitz kuralindan
[hi (x).y(x)](n'i'l)’i hesaplanip (2.3.16) denkleminde yerine konursa, boylece (2.3.15)

denklemi

n-1 n

1™ (x) = il( | jh(””‘”(x)y(”‘)(x) jm ydtm  (2.3.18)

m=0 i=0

elde edilir. (2.3.18) denkleminde

olduguna dikkat edilmelidir.

[lk olarak (2.3.14) denkleminde X = 0 yazilip sonra buradan (2.3.18) denkleminde ve

sonra t=cC noktasindaki y(t) Taylor a¢ilimi1 yani

y(t) = 2% Y™ ).t -c)"

ifadesi yerine yazilirsa

n-l1 n-m—
IR LICIT) Y (n - ]hf“”““(c)y(m)(c)
m=0 i=0
c0"K(X,1) > L "
+ A —— ) —- c).(t—c)"dt
o | Zm YO0

veya kisaca

y" () =1 )+ i{ni("' am FTan)Y ™ (C) + Z‘O:Tnm'y(m) (C)} (2.3.19)
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elde edilir. (2.3.19)’daki
"&n—i-1 (n—m=i-1)
Hp= D - h, (€) (2.3.20)

Ve

_LI‘:@‘”)K(x,t)

= (t—c)™dt (2.3.21)
m!Ja  ox"

X=C

nm

seklinde tanimlanirlar.

(2.3.19)’da n =0 i¢in

n-1

Y(H, +T)y"(@©)=0 ,(n=12,...;m=12,..,n-1 (n>m))

m=0

olur. (2.3.20)’de n <m igin

elde edilir.

(2.3.18) bagmtisindan sonsuz lineer denklem elde edilir. y(x)’in N .dereceden bir
Taylor polinomuna yaklastigi kabul edilirse, n,m=0,1,2,...,N koyulabilir. Sonra
(2.3.18) denklemi bilinmeyen Yy (c),y" (c),...,y™(c) katsayilar1 igin (N +1)
bilinmeyenli, (N +1) denklemden olusan bir lineer denklem sistemi ortaya ¢ikar. Bu

sistem standart metotlarla niimerik olarak ¢oziilebilir ya da bu sistem

TY=F (2.3.22)
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seklindeki matris denklemi haline getirilir ve |T| # 0 ise (2.3.21) matris denklem

Y=-T'F (2.3.23)
seklinde yazilir.

(2.3.22)’deki T,Y ve F matrisleri

ATy —1 AT, o ATy
A(H,, +T,) AT, -1 ... AT,

AHyo +Tyo) A(HG +Ty) oo AT -1

Y=[y?©) y"@© ... yV@©)

F:[f(o)(c) fO@e) ... f(N)(C)]t

seklindedirler. Boylece y™(c), (n=0,1,...,N) katsayilar1 (2.3.23) denklemiyle tek

bir sekilde belirlenir. Bu ylizden (2.3.12) integral denkleminin ¢éziimii tektir. Bu

¢Ozlim,

| =

y™ (€).(x—¢)" (2.3.24)

yox) =Y,

n=0 !

>

Taylor polinomudur.

(2.3.21) integralinin degerini hesaplamak genelde zordur. Bu yiizden ¢ = a se¢ilmesi

uygun olur. Bdylece T, degerleri (2.3.19) denkleminin bir rekiirans bagintisina

indirgenir ve asagidaki gibi kolayca hesaplanir.

Y@= ")

n-1
y"@=f"@+i> H,y™@, (h=12,.,N) (2.3.25)

m=0
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Bu bagintidan bilinmeyen katsayilar kolayca ard arda hesaplanir. Ek olarak n — oo

oldugunda Taylor seri ¢oziimii elde edilir (Sezer, 1994).

Ornek 2.3.2.

y(x) =1+ X+ zjox (X —1).y(t).dt (2.3.26)

lineer Volterra integral denkleminin 5. dereceden bir Taylor polinomu ile y(X)’in

yaklagik bir fonksiyonu bulunmak istensin. Burada
f(X):1+X , K(X,t):X—t , a:O Olup N :5 s C:a:O

secilirse, ilk olarak H . ve T, degerleri

m

OMK(x,1)

hi (x)= o

t=x

n-m-1 _'_1 .
Hon = 3 [n | jhﬁ”‘”‘"‘”(c)

i=0 m

Lpea"Kouh| e
=[S ot (nm=01,..9)

X=C

ifadeleri yardimu ile

Hy=0 H,=0 H,=0 H;=0 H,=0
Hy,=1 H,,=0 H,=0 H,;=0 H, =0
H,=0 H,,=0 H,,=0 H;;=0 H;, =0 (2.3.27)
Hy=0 H,=0 H,=1 H;= Hy=0
Hy=0 Hj = H, =0 Hg=1 H;,=0

Ve

Tnm =0, (na m= 071325-“75) (2.3.28)
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olarak bulunur.

Sonra f(x)=1+ X fonksiyonu ve tiirevlerinden
f(0)=1, f'(0)=1, f"0)=0, f"(0)=0, T¥0)=0, FP0)=0 (2.3.29)

degerleri elde edilir.

Daha sonra (2.3.27), (2.3.28), (2.3.29) degerleri (2.3.22) matris denkleminde yerine

konulursa

-1 0 0 0 0 0y@wo] [-1

0 -1 0 0 0 0/[y®0] [-1
A 0 -1 0 0 0/[y®0)] |0

0 2 0 -1 0 0[y¥0]| |0

0 0 42 0 -1 0fy“w0| |0

00 0 2 0 -1|y®©0] [0]

matris denklemi elde edilir. Bu denklem diizenlenirse

YO =12y =1

YO =-1=y"0) =1
2y 0=y (0)=0=y?(©0) =2
200~y (0) =0y (©0) = 2
2yP O =y (0)=0= y(0) = &
2YP(0)=yO 0 =0=y(0) =2

olur. Buradan da

y?0)=y" ) =1, y? 0 =y?0)=2, y?(0)=y*(0)=2
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degerleri elde edilir. Bu degerler (2.3.24) denkleminde yerine yazilirsa

y(X) = Zﬁ y™(0).x"

_l (0) 0 l M 1 i ) 2 l 3 3 l 4 4
y(x)_O!y (0).x +l!y (0).x +2!y (0).x +3!y (0).x +4!y (0).x

1 5) 5
+5!y (0).x

y(x)=1+ X+l/1.x2 +l;tx3 +l,12'x4 +l/12.xs
2! 3! 41 51
I, 1 5 1, ;
y(X)=1+X+ﬂ X T+ =X |+ A =X +—X
2! 3! 4!
bulunur. Burada A =1 ve yeterince biiylik bir n alindiginda tam ¢6ziim olan

y(x) =e”’in elde edilecegi goriilmektedir. Ayni sonuglar (2.3.25) bagmtisi ile de

kolayca bulunur.
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3. LINEER DEGISKEN KATSAYILI FREDHOLM INTEGRAL DENKLEM

SISTEMLERININ YAKLASIK COZUMU

Lineer degisken katsayili Fredholm integral denklem sistemleri ile fizik, miithendislik

ve matematigin bircok dalinda karsilagilir. Bu tip denklem sistemlerinin analitik

¢Ozlimlerini bulmak genelde zordur. Bu nedenle yaklasik ¢6ziim yontemlerine gerek

duyulmaktadir.

Bu boliimde, lineer degisken katsayili Fredholm integral denklem sistemlerinin

Taylor serisi yardimiyla yaklasik ¢éziimlerinin nasil bulunacag arastirilmistir.

3.1. Lineer Degisken Katsayih Fredholm Integral Denklem Sistemlerinin

Taylor Serisi Yardimiyla Yaklasik Coziimii

Bu kisimda, Taylor yontemi gelistirilerek S bilinmeyenli

—~

x)+a, (x)y,(x)+...+a,(x)yg(x)=

(K, (60, [0+ K, (6)y, ()4 + K, (x, )y () Jt
)+a, ()Y, (x)+...+a, ()ys (x) =

a, (x)y,

fz(x>+i{»<ﬂ<x,t>yl<t> K 0 K0

2 (y (v <> <>+ +a,(y,(x)=
) +Z K (0 )y, (0)+ .+ K_(x.t)y. () It

ya da kisaca

(3.1.1.a)



formunda verilen Fredholm integral denklem sistemine uygulanmistir. (3.1.1)

denklem sistemindeki K (x,t) gekirdek fonksiyonlari; A, (x) katsay1 fonksiyonlar

ve fm(x) bilinen fonksiyonlar olup a < x,c <b araliginda n. mertebeden

tiirevlenebilir fonksiyonlardir.
3.1.1. Materyal ve Metod

(3.1.1) denklem sisteminin

N y(n)
Yo(X)=> ymn'(x)(x ~c)", m=12,.,s (3.1.2)
n=0 .

formunda X=c noktasinda N. dereceden bir sonlu Taylor polinom ¢oziimii

aragtirilacaktir.

(3.1.1.a) Fredholm integral denklem sisteminin (3.1.2) seklinde bir ¢6zliimiinii elde

etmek i¢in ilk olarak (3.1.1.a) sistemi
En (%)= f,(x)+ F(x)
veya

E.(xX)=1,(x) , m=12,.s (3.1.1.b)
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seklindedir. Burada E (X) , (3.1.1.b) denkleminin 1. kismi1 Im(x) ise (3.1.1.b)

denkleminin 2. kismi (ya da integral kismi) olarak adlandirilabilir. (3.1.1.b)

sisteminin her iki tarafinin X ’e gére n defa tiirevi alinirsa
Ex (%)= £, (x)+ Fy” (x)
veya

EM(x)=1M(x) , m=12,.,s (3.1.3)

olur. Buradaki E!"(x) ve 1\"(x) ifadeleri asagidaki gibi incelenebilir.

m

3.1.2. I. Kismin Matris Gosterimi

E("(x) ifadesi agik olarak

m

. )
E&”)(x):{Zamj(x)yj(x)} , m=12,..s ; n=0l12..N  (3.1.4)

j=1
seklinde yazilabilir.

Iki fonksiyonun ¢arpiminin n. mertebeden tiirevini veren

E;“><x>{iamj <x>yj<x>}(n) 33 Thenre o)
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olarak elde edilir. Buradan y”(c)y"(c)...y""(c); (j=12....5) (N+1)
bilinmeyen katsayili lineer denklem sistemi elde edilir. Burada anij) (c), x=c

noktasindaki  a (X) bilinmeyen fonksiyonlarmin i. tiirevlerini ~ gosterir

(m,j=12,.,s).
(2.1.5)’in matris formu

E=WY (3.1.6)

seklindedir.

W matrisinin i¢indeki W__ (n,m = 1,2,...,5) matrisleri de
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Wido Wiidoy - Wiy Wisho Wighy -+ Wi
R L T T U S B PN LA P UA N U
_(Wl 1 )50 (Wl 1 )51 o (Wl 1 )ss (Wls )50 (Wls )51 o (Wls )ss
_(WZI )00 (Wz 1 )01 o (Wz 1 )Os (WZS )00 (WZS )01 o (WZS )05
Wy, = (W2.1)10 (Wz.l)n (WZ.I)IS e W, = (Wz.s )10 (Wz.s )11 (WZ.S)IS
: : . : : : " : (3'1.7)
_(Wz 1 )so (WZI )51 o (Wz 1 )ss (WZS )50 (WZS )sl o (WZS )ss
(Wsl )o() (Wsl )01 (Wsl )Os (Wss )o() (Wss )()1 (Wss )Os
Wsl _ (Wsl )10 (Wsl )11 (Ws.l )15 TR Wss — (Wss )10 (Wss )11 (Wss )ls
(Wsl )50 (Wsl )sl (Wsl )ss (Wss )50 (Wss )51 (Wss )ss
seklindedir. (3.1.7)’deki (an )ij , (n,m =12,...,8;1,]=0,12,..., N) degerleri
(Wll)ij = (Dal(il—j)(c), (le)ij = (Dal(iz_j)(c)> B (Wls)ij = [ijjal(;_j)(c)
_( 60 AR WA _( )60
o), ={ | e ), = e et <[ e

), =[ 0 ), <[ ), <[l

seklinde tanimlanabilir. (3.1.8) sisteminde | <0 i¢in aiﬂ')(c): 0,i,j=0,12.3,..,s ve

i
j>i icin [_]:o ‘dir.  (i,jeZ) Bu yiizden (3.1.8) sisteminde
J

n<m,(n=0L2,..,N-Iim=n+1Ln+2..N)ise (W, ), =0 olur.

Boylece W matrisi acik olarak
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_(Wll )00 (Wll )01 (Wll )OS (Wls )00 (Wls )01 (WIS )OS ]
(Wl.l )10 (Wll )ll (Wl.l )lS (Wls )10 (WI.S )11 (Wl:s )IS
W)y W)y - W) o W), W), o (W),
W= : : : :
W)y () W)y o ), W), — W),
(WS.I )10 (WS.I )11 (WSI )lS (WSS )10 (WS.S )ll (WSS )IS
W) W), o ), o W), GWL), - (W),
seklinde elde edilir.

3.1.3. II. Kismn Matris Gosterimi

1 (x) ifadesi agik olarak

m

ya da

s 2O"K (Xt
1 (x) = +2J' (1) tdt , m=12..s
i=la
seklindedir. Bu sistemde X =c konulursa
- (ct
1M(c)= 2 [—2 vt m=12,.s (3.1.9)
i=la

X=C

elde edilir. y, (t), Y, (‘[ ),..., A (t) ‘nin t = ¢ noktasindaki Taylor agilimlari

=ZLW —c) , i=12..5 (3.1.10)
oo K!
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olup bunlar (3.1.9)’da yerine konulursa

Il(n)(c): fl(n)(c)"'z 11Tnk yl(k)(c)+z nky2
k=0 k=0
1) = 17()+ Y. Tay(e)+ Y 2Tyt

elde edilir. Buradaki

dir.

(3.1.11)

Bilinmeyen Taylor katsayilari ile verilen sonsuz (3.1.11) bagintilar1 bir sonsuz lineer

cebirsel sistem olustururlar. (3.1.10) sistemi uygun bir yerde kesilerek yaklasik

olarak bulunabilir.

Bu durumda I1. kismin

I=F+TY

(3.1.12)

matris gosterimi elde edilir. Buradaki Y , F ve T matrisleri asagidaki gibi

tanimlanabilir:



1 11
Too  Tot
11 1
_| e T
1 1
L Tno T
[ 21 21
Too  “Toi
21 21
_| "o T
21 21
Tno " T
sl sl
Too Tot
sl sl
_| "o T
sl sl
Tvo T
bigimindedir.

Ty =

3.1.4. Temel Matris Denklemi

43

T,
T
21
) T - .
Tsl
ISTOO lS-l-O1
Is Is
To T
- TlS = : :
lsTN 0 ls-l—N1
2s 2s
Too  “Tot
2s 2s
Tio Ti1
.. 7TZS = : :
2s: S
TN TNi
SS: SS
Too  ~“Toi
SS- SS:
T Ty
ST = : ’ :
SSTN 0 SSTNl

Elde edilen (3.1.6) ve (3.1.12) matris formlar1 (3.1.3)’de yerine konulursa X =c

noktasindaki degerinin, yani (3.1.3)’lin, yani (3.1.1.a) Fredholm integral denklem

sisteminin matris formu
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WY =F+TY
veya

(W-T)Y=F

olarak elde edilmis olur. Burada M = W —T denirse (3.1.1.a)’nin matris formu

kisaca

MY =F

olarak belirlenir. Buradaki M matrisi

W11 _Tn le _le Wls _Tls
M = WZ] ._T21 sz -_Tzz Wls ._Tls
Wsl - Tsl Ws2 - Ts2 o Wss - Tss
veya daha agik olarak

(W11)10_ lTIO (Wll)ll_ 1Tll (Wll)ls_“Tls (Wls )10_ TlO (Wls )11

(Wll )sO =! 1TsO (Wll )51 =! 1Tsl (Wll )ss llTss (Wls )so _ISTSO (Wls )51 -

(Wsl )00 - 1TOO (Wsl )01 - lT01 (Wsl )Os SITOS (Wss )00 - sToo (Wss )01 -
(Wsl )10 - 1TIO (Wsl )11 - 1Tll (Wsl )15 _SlTls (Wss )10 - sTIO (Wss )11 - STll

seklinde olup Y ve F matrisleri (3.1.12)’de tanimlandig1 gibi

(3.1.13)
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[ 10(c) ] [y
£0(c) "
M) y™
£,(c) 2
£9(c) yd

F = s , Y =
£,M(c) y
() 2
£(c) v

1) Ly

bi¢imindedir.

(3.1.1.b) integral denklem sisteminin ¢oziimi i¢in (3.1.13) matris denklemi

kullanabilir. Eger |M| #0 ise

Y=M'F (3.1.14)

olarak  yazilabilir. Bdylece (3.1.14) denklemi yardimiyla bilinmeyen
yr(n“)(c), (i :1,2,...,N) katsayilar1 belirlenmis olur. Bu katsayilar (3.1.2)’de yerine

konulursa

N
y. (x)= Z%yfn”) c)x-c)" , (m=12,..s;a<x.c<h)
n—o N°

Taylor polinom ¢oziimleri elde edilmis olur. Bdylece (3.1.1.a) Fredholm integral

denklem sisteminin Y, (X) , (m = 1,2,...,8) yaklasik ¢oziimleri bulunmus olur.
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Bulunan bu vy, (X) ¢oziimleri (3.1.1.b) sistemindeki denklemlerde de X ’in verilen bir

degeri icin yaklasik olarak saglanmahdir. Yani x, €[a,b] (i =0,1,....m) i¢in

dir. Burada
D, (x)<10™ , (k; pozitif bir tamsay1)

olmalidir. Eger max(lO_ki ): 107, (k, pozitif bir tamsay1) énceden belirlenmis ise

x, noktalarimin herbirindeki D, (x; ) farki belirlenen 10™ *dan kiigiik oluncaya kadar

N kesme sinir1 yiikseltilebilir (Yalginbas, 1998).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu kisimda lineer degisken katsayili Fredholm integral denklem sistemleri ile ilgili

cesitli ornekler verilip hata hesaplar1 yapilmstir.

4.1. Lineer Degisken Katsayih Fredholm Integral Denklem Sistemleri ile lgili
Uygulamalar

Ornek 4.1.1.

y, (X)—2xy, (x) = 22x + 3+ 3j(x +t)y, (t)dt + 3j(x —t)y, (t)dt
- - 4.1.1)

5y,(x)+ y,(x)= —x+9+3j'x2yl (t)dt +3.1[(xt —t2 )y, (t)dt

lineer degisken katsayili Fredholm integral denklem sistemi gézoniine alinsin. Bu
sistemin ¢ =0 ve N =3 icin ¢dziimii arastirilsin. {1k olarak (3.1.8)’deki ifadeler

yardimi ile

1000 0 0 0 0
0100 -2 0 0 0
0010 0 -4 0 0

wol0 001 0 0 -60
5000 1 0 0 0
0500 0 1 0 0
0050 0 0 1 0
0005 0 0 0 1]

seklinde bulunur. Daha sonra (3.1.12)’deki F ve T matrisleri
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3] 000 Lo 20 1L

5 5

oy 001 06 0 1 0

0 0 00 00 0 0 O

Fo T00000000
19 _00002020
_1 1

0 00 0O0 2 0 =

0 5

0 1202 00 0 0 0

- 0 0 0 0 0

seklinde elde edilir. Bulunan T ve W matrisleri kullanilarak (3.1.13)’deki M

matrisi

1 00 L o 2 o !

5 5

-6 1 -1 0 -8 0 -1 0

0 01 0 0 -4 0 0

0 0 1 0 0 -6 0
M = 3

5 0 0 -1 0 -2 0
5

0 50 0 0 -1 0 —%

120 3 0 0 0 0

0 00 5 0 0 0 1|

olarak elde edilir. |M| # 0 oldugundan (3.1.14)’teki Y = M'F denklemi

kullanilarak y,(n”)(c) , (m =12; n= 0,1,2,3) bilinmeyen katsayilari

S b~ O =
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olarak elde edilir. Bu y,(n“)(c) katsayilari

e
= 0

¢cOziimleri elde edilir. Bu ¢oziimler (4.1.1) sisteminin tam ¢oziimleridir.

Ornek 4.1.2.

y,(x)—e 7y, (x)=e* — ey, (t)dt
0 (4.1.2)

1 1

y2(x) =" + [y, (t)dt— [ety, (t)t

0

sisteminin ¢ =0 ve N =5 icin ¢dziimii arastirlsin. Ornek 4.1.1.’deki gibi benzer

islemler yapilirsa W, T ve F matrisleri



50

16
32

0

-1
2
-3

-1

0 00 00O

1

0

1

0 00 0 1
1 -1

0 0 0

0 00
1

0 00O

0 0

1

0 00 00O

-6
10

-1

0

5 -1

—-10

-5
0
1
0
0
0
0

1
1

0 000O0O0O O

1

0 00 0O0P O

000 0O0O0O O

000 0O0O0O O

0 000O0OO0O O

0 000O0OO0O O

T8 T g 9 9
© ) ® ® © ©
9_09_09_09_09_09_
S|eo|oo|os|(s|oS
== == ==
l_ﬁl_ﬁl_ﬂl_nl_nl_
| | | | | |
D
(5] @ (] (] (5] (5]
7_37_37_”,7_&7_&7_
1_61_61_61_61_61_
— == ="1=
| | | | | |
T T e e 9
| |
© ) © ® © ©
2|2alg2|22|g2]22|
—loo—|oo—|oo—]oo—]oo—]|
| | | | | |
RN N NI,
© ) © © © ©
|| wn|wn|wn |
—| =t ==t =] —]
| | | | | |
TS99 g 9 9
(5] (5] (] (5] (5] (5]
Sttt
—lo—la—|a—|o—]o—]
| | | | | |
T 9 g 9 9
(5] (] (5] (5]
—la— == =] — |

seklinde elde edilir. T ve W matrisleri kullanilarak M matrisi
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1 0 0 0 0 0 -leg2 1 32,1 S0 1 Do 1
2 2 4 4 8 T 16

0 1 0 0 0 0 —le_2+3 ie_2 3 —Se"2+l —Ee"2+ !
2 2 4 4 8 8 48 16

0 0 1 0 0 0 —Lle2 1 329 52 7 D2 1
2 2 4 4 8 8 48 16

0o 0 0o 1 0 0 -Le2y3 S22 I 52, B D2 I
2 4 4 8 8 48 16

0o 0 0o 0 1 0 -Le2l 32,17 52 & U2, 6
2 2 4 4 8 8 48 16

0 0 0 0 0 1 le2,3 32 D S0 81 Do 19
2 2 4 4 38 8 48 16

O I e —2el 41 —Ze Tty —Zely

2 6 24 120 720

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

T2l
32 32
_l -2 +L
32 32
T2, L
32 32
T2, 1
32 32
T2 31
32 32
7 5 161
32 32
65 _1
-—€
24

0

0

0

1

0

olarak bulunur. |M| # 0 olup, Y = M'F denkleminden y,(T:‘)(C) bilinmeyen

katsayilari

olarak elde edilir. Bu yr(,f)(c)katsayllan

N

1.0068 |
0.99322
1.0068
0.99322
1.0068
0.99322
1.0068

2

4

8

16

32

Y, (x)= Z#y,ﬁf)(c)(x —¢)' , (m=12 a<xc<hb)

n=0

denkleminde yerlerine konulursa

109 2 1

960

109 2, 1

" 960

1 _ 1
O,

" 960

109 o

960

(109 o 1

960
63 1

64
64
64

64

64
09 _»

“64 960

163
60

—_ o O O O

~
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—_

1.0068)X0 . (0.99322))(1 s (1.0068))(2 . (0.99322))(3 . (1.0068) o (0.99322))(5

0! 1! 2! 3! 4! 5!
(1'0068)x° +@x1 +@X2 +@X3 +@X4 +@X5
0! 1! 2! 3! 4! 5!

Y1 (X):

Y2 (X)=

¢Oztimleri elde edilir.

Benzer sekilde c=0 ve N =7 igin

y,(x)= (1.0003?4579) O 4 (0.999614‘182243) O (1.000324'14577) e (0.9996;82213) e
, (1.000344577) ,  (0.9996481743) 5  (1.000344556) o, (0.9996482) ,
v (0= L0068) o )0 (@) o B)s (16) s (2) s (64) 0, (128)

ST X X X+
0! 1! 2! 3| 41 5! 6! 7!

ve c=0 ve N =9 icin

y,(x)= (1.00031 178) O (0.999912?77396) o a (1.0002'1 1778) N (0.999938'77426) Oy (1.000?“1 1777) "
. (0.999958'76916) o (1.000(;1 1903) 0 (0.999978'76766) o4 (1.000(;1 1151) o (0.993'9874)
)= L0080 @ 0 B0 (100 60 (60,0 025 0500 12),

X'+ X L 4 —x°+
0! 1! 2! 3! 4! 5! 6! 7 9

X9

¢oztimleri bulunur. Elde edilen bu ¢oziimler ile ilgili hata hesaplar1 asagidaki Cizelge

4.1.1.’de verilmistir.



Cizelge 4.1.1. Ornek 4.1.2.’nin Niimerik Sonuglar1

Nokta
X; V(%) = e*
0 1
0.1 1.105170918
0.2 1.211402758
0.3 1.349858808
0.4 1.491824698
0.5 1.648721271
0.6 1.8221188
0.7 2.013752707
0.8 2.225540928
0.9 2459603111
1 2.718281828
ONokta
X; Y, (%)
0 1.000344579
0.1 1.105481984
0.2 1.221683428
0.3 1.350111884
0.4 1.492052702
0.5 1.648926416
0.6 1.822302881
0.7 2.013916811
0.8 2.225684801
0.9 2.459723967

1

2.718372264

ya(x) = e
1
1.221402758
1.491824698
1.8221188
2.225540928
2.718281828
3.320116923
4.055199967
4.953032424
6.049647464
7.389056096

yi(Xp)
1.006824819
1.111350363
1.226999586
1.354926142
1.496410234
1.652858542
1.825819158
2.016990518
2.228231332
2.461570518
2.719217134

Simdiki Metot N=7, c=0

Y, (%)
1.006804378
1.228207045
1.498623045
1.828852378
2.231935045
2.723471045
3.321940378
4.049023045
4.929919045
5.993668378
7.273471045

D (%)
0

2x107°
1.5%1078
3.28x107
3.041x107°
1.6797x107°
6.6933x107°
2.1301 x107*
5.75053 x10~*
1.36928 x107
2.95331x107

Dy (%)

2x107°
3x107°
1.5%1078
4.44x107
4.56x107°
2.7857x107°
1.22772x107*
4.32071x1074
1.28997x 107
3.39704x1073
8.10372x1073

Simdiki Metot N=5, c=0

Y2(Xi)
1.006804378
1.228207045
1.498623045
1.828852378
2.231935045
2.423471045
3.321940378
4.049023045
4.929919045
5.993668378
7.273471045

yi(Xp)
1.00001178
1.105181529
1.221412307
1.349867389
1.491832396
1.648728164
1.822124959
2.013758184
2.225545763
2.459607302
2.718285294

Dy (%)

2x107°

83x1078
4.847x107°
5.1387x107°
2.68941x107*
9.56154x107*
2.66238x1073
6.26402x107°
130304 x1072
2.46765x107
434011x1072

Simdiki Metot

Dy (X)

4%107°

9.5x107°
6.035x107°
7.0804x107°
4.10265x1074
1.61517x1073
4.98093x1073
1.29813 x 1072
2.99178 x107>
6.27835x1072

Y2(Xi)

1.000012021
1.22141478
1.491836719
1.82213082
2.225552918
2.718293548
3.320127031
4.05520287
4.953009069
6.049542194
7.388724543

1.22389433 x 107"

N=9, c¢=0
Dy (%)

1x107
0
2x107°
3x107°
23x1078
1.85x1077
1.05x107°
4.52x107°
1.5866x107°
47584 %x107°
1.2609x107*

Dy (X)

3.5%x107
3.6x1078
3.5%x107
3.4x1078
4%107°
2.66x107
1.878x107°
9.083x107°
3.5341x107°
1.17256x107*
3.43542x107*
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Ornek 4.1.3.

V4 T
2

cos xy, (x)—sin xy, (x) = —cos x — 1 + J‘cos xy, (t)dt + _[
‘ (4.1.3)

Vi

3
yl(x)_s1nx——7zx+x 1+I dtJrIxty2
0

lineer degisken katsayili Fredholm integral denklem sisteminin c=0 ve N =4

icin ¢ozliimii arastirilsin. (4.1.3) sistemine ait W matrisi

!l 0 0 00 O O 0O 0 O
o 1 o0 00 -1 0 0 0 O
-1 0 1 00 O -2 0 0 O
0 -3 0 101 0 -3 0 0
W — 1 0 -6 01 0 4 0 -40
!1 0 0 00 O O 0O 0 O
o 1 o0 00 O O 0 0 O
o 0 1 00 O O 0 0 O
o 0 0 10 0 O 0 0 O
o 0 0 01 0 0 0 0 0
seklinde olup F ve T matrisleri de
C o T

0

1

0

-1

=

2—lﬂ

2

0

-1

L O -
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REA S S SN S S S SN AN
2 8 48 384 3840 2 8 48 384 3840
0 0 0 0 0, 0 0 0 0 0
oz 7 T 0 0 0 o
2 8 48 384 3840
0 0o 0 0 0 0 0 0 0 0
r r . T 4 0 0 0 0 0
T=| 2 8 48 384 3840
r r . T 4 0 0 0 0 0
2 8 48 384 3840
0 0 0 0 o T x oz &
8 24 128 960 9216
0 0 0 0 0 O 0 0 0 0
0 0 0 0 0 O 0 0 0 0
00 0 0 0 0o 0 0 0 0 |

Ly o vz b4 1 s 1 1o 13 1 4 x
8 48 384 3840 2 8 48 384 3840
0 1 0 0 0 21 0 0 0
RIS B PO B S -2 0 0
278 48 384 3840
0 -3 0 1 0 -3 0
l—lﬂ —lﬁz —6—L7r3 —LIZA L s 0 -4
M=| 2 8 48 384 3840
iy Ll Ll Loa 1 s 0 0 0
2 8 48 384 3840
0 0 0 0 O - S g SR S s S
8 24 128 960 9216
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

olarak elde edilir. |M| # 0 oldugundan Y = M'F denklemi yardimu ile

y"(c) , (m=12 ;n=0,2,34) bilinmeyen Taylor katsayilari
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[0.0346293792 |
1.00016425
0
-1
0
1.00016425
0
1.0001095
0
| 0.9408712441 |

seklinde elde edilir. Bulunan katsayilar

denkleminde yerlerine konulursa

yi(x)= (0346293792) X’ + (1.00016425) X'+ ©) x> + 1) X? + 2
o! I 2 3! 41

2 (x)= (1.000(;6425))(0 +?X1 N (—1.002(')1095))(2 +%X3 +wx4

0), 4

X

¢Oziimleri bulunmus olur.

Benzer sekilde c=0 ve N =6 icin

-10
V. (X):(O.OO63(356218)X0 +(0.996315‘75036)X1 +(— 4.759;10 )Xz +(—1.00(;<‘)00001)X3

4! 5 6!
0! 1 o 3
-10
s (1.001?;12665))(4 e 3,2865‘><10 ) s, 0.11;49348))(6

c=0 ve N =38 igin
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v, ()= (0.000043228) ¢ (1.000000051) ; (8.38947x10-12)x2 . (-1.000000001) 5

0! 1 2! 3l
. (—5.25614x10‘1°)x4 +@x5 (1 22044><10“’)X6 . (-1) o +@x8
4! 6! 7! 8!
-10 -10
v, (x)= (1. 000(())?0051 O (4 98977x10~ ) L, (—1.00()2?00036) e (—2.1682;x10 )X3
(0 9993'99973 " +( 46419><10’9) 5, (—1.0006(')00078))(6 . (3.7236;)'><109)X7 . (0.9;759))(8

cozlimleri bulunur. Elde edilen bu ¢oziimler ile ilgili hata hesaplar1 asagidaki

Cizelge 4.1.2.°de verilmistir.
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Cizelge 4.1.2. Ornek 4.1.3.’iin Niimerik Sonuglar1

Nokta Tam Coziim Simdiki Metot N=4, c=0
X; y1(X;) = sinx Y2 (Xj) = cosx y1(xp) Y2(Xi) Dy (i) D, (i)
0 0 1 0.0346293792 1.00016425 8 x10°10 1x107°
z 0.5 0.866025404 0.5343895599 0.8660179486 2.039617x10~% 3.258214x10~%
6
z 0.707106781 0.707106781 0.7394110321 0.7066222364 1.3014891 x1073 2.45413x10~3
4
z 0.866025404 0.5 0.8906021623 0.4989376138 4.1062564 x1073 1.0224623 x 1072
3
z 1 0 0.9597196111 0.0049989546 4.9989564 x1073 7516 x1072
2
Nokta Simdiki Metot N=6, c=0 Simdiki Metot N=8, ¢=0
X; Y1 (%) Y2 (X;) D;(x;) Dy (%) Y1 (%) Y2 (X)) D;(x;) Dy (%)
0 -0.00156001 0.9999966973 3.8x107° 3x107Y 0.000043228 1.000000051 3x107Y 1x107°
z 0.498440393 0.86602325 1.4283 x10~° 2.1345439x10~° 0.5000432468 0.866025447 6.2x107° 85x%1077
6
n 0.705580441 0.7071117963 2.0264x107° 3.62667x10~° 0.7071497378 0.7071067645 1.815x10~7 1.5%x107°
4
E 0.864731813 0.5000253592 1.1125x10~4 2.698812 x10~% 0.8660645531 0.4999996604 1.7474 x10~° 4.133 %1076
3
| 1.002959654 | _17931651x107* 1.7931731x107* | 4.524854476x107> | 0.9998864089 | 41372289x107* | 4.1392289x107° 1.56899x107*
2
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Ornek 4.1.4. Son olarak

N
—cos Xy, (x)+ sin xy, (x )——x—1+_[xy1 dt+j
0
:
y,(x)=cosx—x— 1+jxtyl dt+j (4.1.4)
0

2
sin xy, (X) + cos xy, (x) = —% X+ X+ Ixtyz (t)dt
0

lineer degisken katsayili Fredholm integral denklem sisteminin c=0 ve N =6
icin ¢oziimii arastirilacaktir. Onceki 6rneklerde oldugu gibi benzer islemler

yapilarak W, F ve T matrisleri bulunup elde edilen T ve W matrisleri

kullanilarak M matrisi elde edilir. |M| # 0 oldugundan Y = M'F denklemi
kullanilarak y"'(c) , (m=123 ;n=0,12,...,6) bilinmeyen katsayilari

bulunduktan sonra

7
:Z#y” cx-c)" , (m=123; a<x.c<bh)

denkleminde yerlerine konulursa

(%) = (0.00541231))(0 . (0.98931413)X1 . (0.01133172))(2 . (71.0243258)X3+ (0.0461728) Ay (0.847874)X5

0! I 2! 3| 4 51
. (0.536902) 6
6!
-8
yo(x) = (0.99455135) o (0.001917224) Oy (~1.000000014) 2y (—1.501238371x10 )X3 . (1.0000000028)X4
0! I 2! 3| 41
+@x5 +ﬂxé
5! 6!
o) = (7 1.708750158 x 10‘3)X0 . (- 0.99892605) N (~0.00372029) 2 (0.99575532) 3y (-0.01425284) A
0! I 2! 3! 4
. (- 1.0255'7245) St (- 0.176?7509) 6

¢Oziimleri bulunur.
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Benzer sekilde c=0 ve N =7 igin

x) (-0.00146347) O (1.0123485) Oy (-0.000868663) 2y (~0.99709449) B (~0.00493746) A

Wx)= o T 2 3! 4
. (1.0235!6804))(5 . (- 0.066(!)7122))(6+ (- 0.579!6561))(7
50 = (1.000797851)X0 . (0.00029715)Xl . (—1.00000004)X2 . (2.287480325x10*")x3 . (1.000000005))(4
0! I 2! 3! 41
05, (e, 0,
+2x7 + X7 42X
5! 6! 7!
y2(x) = (0) Oy (-0.999651371) s (~0.0005943) 2y (1.00184378) Sy (~0.0023772) &y (~0.9841034) 5
0! I 2! 3 4 5!
. (- 0.0285263) 64 (1.272537) 7
6! 7!

yaklagik ¢oziimleri elde edilir. Elde edilen bu ¢éztiimler ile ilgili hata hesaplar

asagidaki Cizelge 4.1.3.’de verilmistir.
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Cizelge 4.1.3. Ornek 4.1.4.’iin Niimerik Sonuglar1

Nokta Tam Co6ziim Simdiki Metot N=6, c=0
X; y1(Xj) = sinx Y2 (Xj) = cosx y3(X) = -sinx y1(Xi) Y2 (Xi) y3(X;) D1 (%) Dy (x) Dy (%)
0 0 1 0 0.00541231 0.99455135 | _1.708750x10™® | 9.38037x107™* | 7.285x107° 1.70875x107%
z 0.5 0.866025404 -0.5 0.5009007531 0.861580468 -0.5001093115 | 3.14801x10>3 1.60676 x1073 2.16857x107°
6
7 | 0707106781 | 0.707106781 | -0.707106781 | 0.7062216927 | 0.7031603438 | -0.7081354513 | 3 83506x10-> | 2.37036x10> | 9.7011x10-°
4
7 | 0.866025404 0.5 -0.866025404 | 0.8637753366 | 0.4965236183 | -0.8693198529 | 4 06517x10= | 3.10551x10° | 1.97815x10=
3
z 1 0 -1 1.002209151 | 333162107 | -1.019397572 | 24193610 | 3.78047x107 | 3.68484x107
2
Simdiki Metot N=7, ¢=0

X; Y1 (%) Y2 (Xi) Y3(%;) D, (%) D, (%) D3 (%)

0 | -0.00146347 1.000797851 5 38107 4x10- 0

7 | 0499124956 0.866978696 ~0.4998572686 337098 x10~7 3.04x10-8 5 84210

6

7 | 07065551959 |  0.7081344346 20.7068645084 30242 x10-6 34004x10-° | 2.4518x10-

4

z | 0.8659311949 0.50107357 -0.8655590159 2.84647 %1073 3.52482 x107° 3.7634 %1073

3

~ | 1.002381319 3.70043 x107* -0.9974930366 4.06452x107 8.94261x10* | 1.43081x107>

2
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu c¢alismada Fredholm ve Volterra tipi integral denklemlerin yaklagik
¢cozlimlerini bulmaya yarayan Taylor metodu incelenmistir. Daha sonra bu metot
kullanilarak lineer degisken katsayili Fredholm integral denklem sistemlerinin

yaklagik ¢oziimlerinin bulunabilecegi gosterilmistir.

Bu yontem, verilen Fredholm integral denklem sistemindeki denklemlerin her iki
tarafinin n defa tiirevlerini almaya ve sonu¢ denklemlerdeki bilinmeyen

fonksiyonlarin Taylor seri agilimlarinin yerlerine koyulmasina dayalidir.

Burada elde edilen lineer cebirsel sistem uygun bir yerde kesilerek yaklasik bir

¢Oziim bulunmaktadir.
Yontemin gecerli olabilmesi i¢in

S

Apj (X)yj (X) =f, (X) +

j=1

Ky (Xt (x)t

D C— T

formundaki lineer degisken katsayili Fredholm integral denklem sistemindeki

Ko (x,1), Ay, (x) ve f_(x) fonksiyonlarmm a<x<b arahiginda n. mertebeden

tirevlerinin mevcut olmasit gerekmektedir. Bu durum saglandiginda X=c

(a < ¢ <Db)noktasi civarinda

(n

N )
=32 ey | (m=120s)

o N

formunda N. dereceden Taylor polinom ¢6ziimleri bulunabilir. Aksi halde yontem

kullanilamaz.

Calismanin son boliimiinde, lineer degisken katsayili Fredholm integral denklem
sistemlerinin ¢Oziilebildigi goriilmiistiir. Bu yontemin ilging bir 6zelligi son

boliimde yer alan Orneklerden de anlasilacagi iizere, ¢oziim fonksiyonlarinin
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polinom oldugu durumlarda N kesme smirinin yliksek dereceli polinom derecesi
ya da daha biliyiikk deger alinarak analitik ¢oziime ulasilmasidir. Bu ydntem,

Volterra ve Fredholm integro-diferansiyel denklem sistemlerine de genisletilebilir.

Ayrica kismi diferansiyel ve diferansiyel-cebirsel denklem sistemler ve optimal

kontrol sistemlerinin de bu yontem ile ¢oziilebilecegi diisiiniilmektedir.
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