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Tez ti¢ bolumden olugsmaktadir.
Birinci boliimde, konunun tarihi gelisimi ifade edilmigtir.

Ikinci boliimde, simetrik bilineer formlar, semi-Riemann manifoldlar ve

semi-Riemann altmanifoldlar ile ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir.

Uciincii boliimde, indeksi 1 olan de Sitter uzaymda genel spacelike hiperyiizeyler
ele alinmig ve boyle hiperyiizeyler icin yapi denklemleri elde edilmigtir. Ayrica
boyle hiperyiizeylerin total geodezik ve total umbilik olmasi igin gerek ve yeter
sartlar verilmistir. Son olarak Total geodezik olma sartlar1 Einstein spacelike

hiperytiizeye uygulanmigtir.
Anahtar Kelimeler: Sabit Ortalama Egrilik, De Sitter Uzay, Einstein Hiperyiizey,

Skalar Egrilik, Spacelike Hiperyiizey, Total Geodezik, Total Umbilik.
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This thesis consists of three chapters.
In the first chapter, the historical background of the subject is considered.

In the second chapter, fundamental definitions and theorems related to symmetric
bilineer forms, semi-Riemannian manifolds and semi-Riemannian submanifolds

are given.

In the third chapter, the general spacelike hypersurfaces in de Sitter space of
indeks 1 are considered and structure equations for such hypersurfaces are
obtained. Also, sufficient and necessary conditions for such hypersurfaces to be
totally geodesic and totally umbilical are given. Then, the condition to be totally

geodesic is applied to Einstein spacelike hypersurfaces.
Key Words: Constant Mean Curvature, De Sitter Space, Einstein Hypersurface,
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SIMGELER DiZiNi
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Ikinci temel form tensorii

Ikinci temel form

Ikinci temel formunun uzunlugunun karesi
Ortalama egrilik

Kesit egriligi

N birim normalinin isareti



1. GIRIS

De Sitter uzay, Riemann geometrisindeki n-kiirenin Lorentz kargiligi olarak ifade
edilebilir. De Sitter uzayimin hiperyiizeyleri ile ilgili baz1 ¢calismalar S. Y. Cheng,
S. T. Yau, A. J. Goddard, S. Nishikawa, K. Akutagawa, J. Ramanathan, S.
Montiel, Q). M. Cheng, Y. Zheng, H. D. Pang, S. L. Xu ve S. Dai gibi mate-
matikgiler tarafindan yapilmistir. Bu ¢calismalar daha ¢ok spacelike hiperyiizeyler

iizerinde yogunlagmigtir.

Spacelike hiperyiizeyler iizerinde ilk ¢aligma 1976 yilinda S. Y. Cheng ve S. T.
Yau tarafindan yapilmigtir. Bu caligmada, Lorentz uzayinda bir hiperyiizeyin
ortalama egriligi tamimlanmis ve hiperyiizeyin maximal olmasi durumunda
ortalama egrilik vektoriiniin sifir oldugu gosterilmistir. Buna bagh olarak,
spacelike hiperyiizey, Lorentz uzayinda kapali altkiime olmak iizere, hiperyiizeyin
ortalama egriliginin sabit olmasi durumunda hiperyiizey iizerine indirgenmis
metrigin tam Riemann metrik ve hiperyiizeyin ikinci temel formunun

uzunlugunun sinirh oldugu ispat edilmigtir.

1977 yilinda A. J. Goddard, sabit ortalama egrilikli spacelike hiperyiizeylerin daha
genel durumu iizerine c¢aligma yapmistir. Bu caligmasinda, sabit ortalama
egrilikli de Sitter uzayimin spacelike hiperyiizeylerinin Lorentz uzayindaki bazi
hiperytizeyler ile de Sitter uzayinin arakesiti seklinde verilebilecegini gostermistir.
1987 yilinda J. Ramanathan, A. J. Goddard’ in bu ¢aligmasini ortalama egriligin
[0,1] arahgmda verilmesi durumunda, 6zel spacetime S}, 3- boyutlu de Sitter

uzayina tasimigtir.

De Sitter uzayinda spacelike hiperyiizeylerin total geodeziklik durumu ilk olarak
1970 yilinda E. Calabi (n < 4) ve daha sonra 1976 yilinda S. Y. Cheng ve
S. T. Yau tarafindan incelenmigtir. (Qalismalarinda flat  Lorentz
(n + 1)-uzayda, tam maximal spacelike hiperyiizeyin total geodezik oldugu
gosterilmigtir. 1984 yilinda, S. Nishikawa yaptigi calismada, Lorentz manifoldunda

maximal spacelike hiperyiizeylerin total geodezik olma kogullarini vermistir.
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2002 yilinda, H. D. Pang, S. L. Xu ve S. Dai, 1- indeksli de Sitter uzayinda genel
spacelike hiperyiizeyler iizerine calismig ve boyle hiperyiizeylerin total geodezik

olma kogullarim incelemiglerdir.

De Sitter uzayinda spacelike hiperyiizeylerin total umbiliklik durumu ilk kez 1987
yilinda K. Akutagawa tarafindan incelenmistir. K. Akutagawa c¢alismasinda,
(n + 1)- boyutlu, c¢ pozitif sabit egrilikli Lorentz manifoldunun, H sabit
ortalama egrilikli tam spacelike hiperyiizeyinde, n = 2 icin |H| < ¢'/2 ve n. > 3
igin |H| < 2[(n — 1)c]*?/n kosullar saglaniyor ise spacelike hiperyiizeyin total
umbilik oldugunu gostermistir. 1988 yilinda, S. Montiel yaptig1 calismada de
Sitter uzayinda kompakt spacelike hiperyiizeyler icin integral esitsizliklerini
kullanarak A. J. Goddard’ in galigmasin ortalama egriligi sinirlamadan ele almig
ve K. Akutagawa’ nin verdigi total umbilik olma sartlarini elde etmistir. . M.
Cheng, 1991 yilinda K. Akutagawa’ nin galigmasini indefinit uzay formda genel
altmanifoldlar iizerine uygulamig ve K. Akutagawa’ nin verdigi kosullarin
saglanmasi durumunda paralel ortalama egrilik vektorlii de Sitter uzayinda tam
spacelike altmanifoldun total umbilik oldugunu gostermistir. Total umbiliklik ile
ilgili bir diger ¢alisma ise 1996 yilinda Y. Zheng tarafindan yapilmigtir. Y. Zheng
calismasinda, S}, (n + 1)- boyutlu, 1- indeksli de Sitter uzaymna gomiilmiis, R
normallestirilmis skalar egrilikli kompakt spacelike hiperyiizeyinin R > 0

olmasi durumunda total umbilik oldugunu gostermistir.

Bu caligmada, de Sitter uzayinda hiperyiizeylerin geometrisi ad1 altinda spacelike
hiperyiizeylerinin total geodezik ve total umbilik olma kogullar1 incelenmig

ve total geodezik olma kogullar1 Einstein spacelike hiperyiizeylere uygulanmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu boliimde caligmaya esas olan tanim ve teoremler verilecektir.
2.1. Simetrik Bilineer Formlar

Tanmim 2.1.1. V bir reel vektor uzay: olsun.
g:VxV-—-R

doniisiimii Va, b € R ve Vu, v, w € V i¢in

Z) g<l_i= ;) = g(q_}: 17)?

i) glau 4+ bv,w) = ag(u,w) + bg(v,w),
g(u,av +bw) = ag(u, v) + bg(u,w)

ozeliklerine sahip ise g doniisiimiine V' reel vektor uzay1 iizerinde bir simetrik

bilineer form denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.2. V reel vektor uzay1 tizerinde bir simetrik bilineer form ¢ olsun.
HYu € Vveuv # 0 icin g(v,v) > 0 ise ¢ simetrik bilineer formuna pozitif
definit,

W) Yv € V ve v # 0 icin g(v,v) < 0 ise g simetrik bilineer formuna negatif
definit,

i) Vv € V igin g(v,v) > 0 ise g simetrik bilineer formuna pozitif semi-definit,
w) Yo € V icin g(v, v) < 0 ise g simetrik bilineer formuna negatif semi-definit,
v) Yw €V igin g(v,w) = 0 iken v = 0 olmak zorunda ise g simetrik bilineer

formuna non-dejenere, aksi halde dejeneredir denir (O’Neill, 1983).
Tanim 2.1.3. V bir reel vektor uzayi ve

g:VxV =R
bir simetrik bilineer form olsun.

Jw W XW =R



negatif definit olacak sekildeki en biiyiikk boyutlu W altuzaymin boyutuna

g simetrik bilineer formun indeksi denir ve v ile gosterilir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.1.4. V bir reel vektor uzayr ve V iizerinde simetrik bilineer form g

olsun. Bu durumda,

i) glag, o) =0, 1% j

i) glag, ) =1, 1 < i <+,

i) glag, ) = =1, y+1<i<y+v

i) g(a,a)=0,vy+rv+1<i<n=vy+v+p

olacak gekilde V' nin {ay, ..., a;,,} baz1 vardir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Teorem 2.1.5. Bir g simetrik bilineer formun non-dejenere olmasi igin gerek ve

yeter sart g nin herhangi bir baza gore ters matrisinin olmasidir (O’Neill, 1983).

Tanmim 2.1.6. Bir V reel vektor uzay: iizerinde non-dejenere simetrik bilineer
forma V' reel vektor uzay: iizerinde bir skalar ¢arpma denir. V iizerindeki bir
skalar c¢arpma ¢ ise (V,g) ikilisine skalar c¢arpimls vektor wzayr denir

(O’Neill, 1983).

Tamm 2.1.7. Yo, w € V igin v # 0 ve w + 0 iken g(v,w) = 0ise v ve w

vektorleri diktir denir ve v_L w seklinde gosterilir.

V reel vektor uzaymin bir altuzayr W ise W+t = {B eV

ZJ_W} olsun. W+
altuzayma V nin dik altuzayn denir. W @ W+ genellikle V nin tamami

olmadigindan, W+ altuzayma W nimn ortogonal komplemani denilemez

(O’Neill, 1983).

Teorem 2.1.8. W bir V' skalar carpim uzayinin altuzayi olsun. O zaman,
i) boyW + boyW+= = boyV,

i) (WH) =w

ozelikleri vardir (O’Neill, 1983).



Tanmim 2.1.9. V reel vektor uzay: iizerinde bir skalar carpma g ve W da V' nin bir
altuzay1 olsun. Eger g, W iizerinde non-dejenere ise W ya non-dejenere altuzay,

non-dejenere degil ise dejenere altuzaydir denir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.1.10. V' bir skalar ¢arpim uzay1 ve W, V nin bir altuzay1 olsun. W
nin non-dejenere altuzay olmasi icin gerek ve yeter sart V = W @ W+ olmasidir

(O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.11. Bir V reel vektor uzay: {izerindeki skalar ¢arpma ¢ olsun. Bir

.
v € V vektoriiniin normu

—

[

g(v,v)

‘ — —

olarak tanimlanir. Normu bir birim olan vektore birim vektor ve ortogonal birim

vektorlerin ciimlesine de ortonormal sistem denir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.1.12. Bir V # {6} skalar carpim uzay1 bir ortonormal baza sahiptir
(O’Neill, 1983).

Teorem 2.1.13. V reel vektor uzay: igin bir ortonormal baz {e,,e,, ...,e, } olsun.

e. = g(e,, e.) olmak iizere Vv € V vektorii

i=1
olacak gekilde tek tiirlii yazilabilir (O’Neill, 1983).

Tanmim 2.1.14. V bir skalar ¢arpim uzay1 olsun. V nin indeksi v olmak {izere
v =1ve boyV > 2 ise V skalar ¢carpim uzayina bir Lorentz uzay: denir (O’Neill,

1983).

Tanim 2.1.15. V bir Lorentz uzay1 olsun. v € V olmak iizere,
i) g(v, v) >0 veya v = 0 ise v vektoriine spacelike,
i) g(v,v) < 0ise v vektoriine timelike,

iii) g(v,v) = 0, v # 0 ise v vektoriine lLightlike (null) denir (O’Neill, 1983).



2.2. Semi-Riemann Manifoldlar

Tanmim 2.2.1. M bir C*° manifold olsun. VP € M noktasindaki tanjant uzay

TpM olmak iizere

gp TPMXTPM — R
(XP7YP) - gp(XpayP)

bigiminde taniml sabit indeksli, simetrik, bilineer, non-dejenere (0, 2) tensériine

M fiizerinde bir metrik tensor denir (O’Neill, 1983).

Tanmim 2.2.2. M bir C*° manifold olsun. M bir g metrik tensor ile donatilmigsa,

M ye bir semi-Riemann manifoldu denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.3. Bir M semi-Riemann manifoldu iizerinde g metrik tensoriiniin

indeksine semi-Riemann manifoldun indeksi denir ve indM ile gosterilir.

Eger indeks v ise 0 < v < boyM dir. Ozel olarak, v = 0ise VP € M icin g,, Tp M
iizerinde pozitif taniml bir i¢ carpim oldugundan, M bir Riemann manifoldu olur.
v =1ven > 2 olmasi durumunda ise, M ye bir Lorentz manifoldu denir (O’Neill,

1983).

Tamim 2.2.4. R™ Oklid n—uzay verilsin. 0 < v < n, olmak {izere v tamsayisi

icin, R" iizerinde,

g(XP7YP> = _szyz“— Z TilY;
=1

1=v+1
ile verilen metrik tensor goz oniine alinirsa, elde edilen uzay semi-Oklid n—uzay

olarak adlandirilir ve R” ile gosterilir (O’Neill, 1983).
Tanim 2.2.5. M ve N birer semi-Riemann manifold ve
f:M— N

bir C'*° fonksiyon olsun. Eger f nin f, jakobiyen matrisi VP € M noktasinda
regiller ise f ye M den N igine bir immersiyon denir. Bir bagka ifade ile

rankf = boyM ise f ye bir immersiyon denir (Hacisalihoglu, 2000).
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Tanim 2.2.6. M bir C*° manifold ve P € M noktasindaki kotanjant uzay 75 (M)
olsun. Buna gore, bir

w:M— U TpM
fonksiyonu icin,

ozdeslik

Tow: M — M

olacak gekilde bir

T PEMTP(M) — M

fonksiyonu mevcut ise w ya M iizerinde bir 1-form denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.2.7. u,,...,u,, R? iizerinde dogal koordinat fonksiyonlar: olsun. V' ve

W =3 W.0;, R {izerinde vektor alanlar iseler
VW =Y V()0
i=1

vektor alanina W nin V' ye gore kovaryant tirevi denir. Burada, {0;|1 <i <n},

X(R?)  vektor alanlari  uzaymin  standart bazidir  (O’Neill,  1983).

Tanim 2.2.8. M bir C'"™° manifold olsun. M {izerinde bir V koneksiyonu
i) VyW, V ye gore C°(M,R) lineerdir,
i) VyW, W ye gore R lineerdir,
i) Vy(fW) =V (/)W + fVyW,¥f € C®(M,R)
olacak sekilde bir
V(M) x (M) = (M)

fonksiyonudur (O’Neill, 1983).

Teorem 2.2.9. M semi-Riemann manifoldu iizerinde VX,Y,Z € x(M) igin
i) [X,Y]=VxY —VyX

it) Xg(Y. Z) = g(VxY, Z) + g(Y,VxZ)

olacak gekilde bir tek V koneksiyonu vardir. V ye M nin Levi- Civita koneksiyonu

denir ve Levi-Civita koneksiyonu,

20(VxY,Z) = Xg(Y,2)+Yg(Z,X)—Zg(X,Y)
_Q(Xa [Yv Z]) +g(Y, [ZaXD +9(Z> [X’ Y])

7



Kozsul formiilii ile karekterize edilir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.10. M bir semi-Riemann manifold ve M nin bir A bolgesinde taniml

C™ fonksiyon f olsun.

df (X) = X[f] = 9(V [, X)

bi¢iminde tanimlanan df 1-formuna f nin A daki dug tiirevi denir.
A tizerinde w bir C'*° 1-form olmak iizere, w nin dw ile gosterilen dig tirevi A

iizerinde 2-form olarak
1
dw(X,Y) = S(X[w(Y)] = Y]w(X)] - w[X,Y])
bigiminde tanmimlanir ve bu esitlige Ricci denklemi denir (Hacisalihoglu, 2003).

Tanmim 2.2.11. M bir semi-Riemann manifold, V M iizerinde bir lineer
koneksiyon olsun. U C M iizerinde C* vektor alanlarimin bir baz {ey, es, ..., €, }

ve bu bazin duali wy, ws, ..w, olmak iizere, 1 <, 7 < n icin

wi; = x(U) — C*(U,R)
X — wU(X) = wi(VXej)

seklinde tamml w;; fonksiyonlarma, U tizerinde {ej,es,...,e,} bazina gére V

koneksiyonunun koneksiyon 1-formlar: denir (Hacisalihoglu, 2003).

Tanim 2.2.12. M semi-Riemann manifold ve z1, x5, ..,x, U C M de koordinat
fonksiyonlar1 olsun. Bu koordinat fonksiyonlar1 icin Christoffel sembolleri, U da

Ffj reel degerli fonksiyonlaridir, 6yleki % =e¢; , 1 <1 < n olmak iizere

Veley) =Y Thex . (1<ij<n)
k=1
dir (O'Neill, 1983).

Tanim 2.2.13. Levi-Civita koneksiyonu V olan bir semi-Riemann manifold M

olsun. VXY, Z € x(M) igin

R: X(M) % x(M) x x(M) — x(M)
(X,}/, Z) — R(X, Y)Z = VvaZ — Vyvxz — V[X,Y]Z

8



sekinde tamimlanan R fonksiyonu M iizerinde (1, 3) tensordiir. Bu tensére M nin

Riemann egrilik tensorii denir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.2.14. M bir semi-Riemann manifold ve R, M nin Riemann egrilik
tensorii olsun. VX, Y, Z, W € x(M) icin

it) g(R(X,Y)Z, W) = —g(R(X, Y)W, Z),

iii) g(R(X,Y)Z,W) = g(R(Z,W)X,Y)

dir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tanim 2.2.15. M bir semi-Riemann manifold ve P € M noktasindaki X, Y
tanjant vektorlerinin gerdigi 7pM tanjant uzayimin 2—boyutlu bir non-dejenere

altuzay: II olsun.

B g(R(X, Y)Y, X)
K = R X)g(v.Y) - g(X, 72

seklinde tammlanan K (IT) reel sayisina IT nin kesit egriligi denir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.2.16. M bir semi-Riemann manifold olsun. M manifoldu ¢ sabit

egriligine sahip ise M nin egrilik tensorii VXY ,Z € x(M) igin
seklindedir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tanim 2.2.17. M, (n + 1)-boyutlu, p-indeksli ve ¢ sabit egrilikli baglantili
semi-Riemann manifoldu olsun. Bu semi-Riemann manifolduna p-indeksli

indefinite uzay formu denir ve p = 0 ise sadece uzay formu denir (Zheng, 1996).

Tanim 2.2.18. n > 2 ve 0 < v < n olmak iizere;

(i) ST(r) = {X € R*"" : g(X, X) = r?} hiperquadrigine R"*! de r > 0 yaricapli,
n-boyutlu ve v-indeksli pseudo-kiire denir.

(i) H'(r) = {X € Rl : g(X,X) = —r?} ile verilen hiperquadrige R]'f] de
r > 0 yarcapli, mn-boyutlu ve wv-indeksli pseudo-hiperbolik uzay denir
(O’Neill, 1983).



Teorem 2.2.19. n > 2 ve 0 < v < n olsun.

(i) S(r) pseudo-kiire, ¢ = 1/r* sabit pozitif egrilikli, tam semi-
Riemann manifoldudur.

(it) H™(r) pseudo-hiperbolik uzay, ¢ = —1/r? sabit negatif egrilikli, tam semi-
Riemann manifoldudur (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.20. M(c), p-indeksli indefinite uzay formu olsun. ¢ > 0 ve p = 1 ise
M uzayma 1-indeksli de Sitter uzay: denir (Zheng, 1996).

Tanmim 2.2.21. M bir semi-Riemann manifold ve P € M noktasindaki

tanjant uzay TpM olsun. TpM nin ortonormal bazi {ey, e, ..., e,} olmak iizere
f € C>®(M,R) igin
A C®°(M,R) — C>®(M,R)
f — Af = div(gradf)
= Z5i(€iei(f) — Veei(f))

seklinde tamimlanan A operatoriine laplasyan operatori ve Af e ise f

fonksiyonunun laplasyans denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.22. M bir semi-Riemann manifold ve R, M nin Riemann egrilik
tensorii olsun. {e,,...,e }, TpM nin bir ortonormal bazi olmak iizere
Ric: TpM xTpM — R
(X,Y) — Rie(X,)Y)= ieig(R(ei,X)Y, e,)
veya !

Ric(X,Y) = i{Z — R(X,Z2)Y}

seklinde tanimli Ric tensoriine Ricci egrilik tensori ve Ric(X,Y) degerine de

Ricci egriligi denir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tanim 2.2.23. M bir semi-Riemann manifold ve R, M nin Riemann egrilik

tensorii olsun. {e,,...,e,}, TpM nin bir ortonormal baz olmak iizere
n
p = E ei Ric(e,, e,)
i=1
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degerine M nin skalar egriligi denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.24. M bir semi-Riemann manifold olsun. Eger A € R igin

RiC(XP, Yp) = )\Q(Xp, Yp)

ise M ye FEinstein manifoldu denir (Hacisalihoglu, 2003).

Lemma 2.2.25 (Cartan Lemmasi). M, n-boyutlu Riemann manifoldu, r < n

ve M de VP € M icin lineer bagimsiz 1-formlar w,ws,...,w, olsun. M de

=1

olacak sekilde 01, 0, .., 0, 1-formlar1 var ise, M tizerinde h;; = hj; 6zeligini saglayan

C* h;; fonksiyonlar1 mevcuttur, oyleki 1 < ¢ < r olmak {izere

01’ = Zhijwj
j=1
yazilir (Willmore, 1993).

Tanmim 2.2.26. M, n-boyutlu Riemann manifoldu olsun. M de herhangi iki nokta
arasindaki uzunlugun supremum degerine M nin diameteri denir ve diam(M) ile

gosterilir. d, M de Riemann metrik ve VP, () € M icin

diam(M) = sup{d(P,Q) : P,Q € M}

dir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.2.27 (Bonnet-Myers Teoremi). M, n-boyutlu Riemann
manifoldu olsun. Eger M nin Ricci egriligi, VP € M ve Vv € T,(M) igin

, 1
Ricp(v) > 5> 0

seklinde yazlabiliyor ise M kompakttir ve diam(M) < zr dir (O’Neill, 1983).
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2.3. Semi-Riemann Altmanifoldlar

Tanim 2.3.1. M semi-Riemann manifoldunun bir C*° altmanifoldu M ve M daki

metrik g olsun.

—~

p: M — M
P — ¢P)=P
inclusion (daldirma) doniigtimii icin P € M noktasindaki tiirev doniigiimii
TpM 218 100

ve ek doniigiimii de

©*lp o TF
TpM* —— TpM*
olmak tizere,

90* |P (gp>(XP7YP) = g(@*(Xp)a(p*(Y;?))Pv v)(1371/1:‘ S TPM

esitligi ile tammh ¢* |p (g,), M iizerinde bir metrik ise M ye M nm bir

semi-Riemann altmanifoldu denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.3.2. M, M nin bir semi-Riemann altmanifoldu olsun. VP € M icin
Tp M~ uzaymn boyutuna M nin dik timleyeninin boyutu (codimension), Tp M=+
in indeksine de M nin dik timleyenin indeksi (co-indeksi) denir ve coindM ile

gosterilir (O’Neill, 1983).
M, M nm bir semi-Riemann altmanifoldu olsun. Buna gore,
TpM = TpM & TpM*
oldugundan, Xp € T' pM i¢in tanjant ve normal bilesenleri yardimiyla,
Xp =tan Xp +norXp
yazilis1 tek tiirliidiir. Burada, tan Xp € TpM, norXp € TpM~ dir. Ortogonal

izdiistimlerin sonucu olarak,

12



tan : TpM — TpM

ve

nor : TpM — TpM*

doniistimleri R-lineerdirler (O’Neill, 1983).

Teorem 2.3.3. M, M nin bir semi-Riemann altmanifoldu olsun. O zaman

indM = indM + coindM
dir (O’Neill, 1983).
Tanim 2.3.4. M, M nin bir semi-Riemann altmanifoldu olsun. f(M ) =M

olacak sekilde bir
f: M— M
immersiyonu mevcut ise M ye M nin bir gomiilmiis altmanifoldu denir

(Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.3.5. M, M nin bir semi-Riemann altmanifoldu ve M iizerinde

Levi-Civita koneksiyonu V olsun.

Vi x(M)x x(M) — x(M)
(X,Y) — VxY =tanVyxY

indirgenmis fonksiyonuna M semi-Riemann altmanifoldu {iizerine indirgenmisg

koneksiyon denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.3.6. V X, Y € x(M) icin,

B: x(M)xx(M) — x(M)*
(X,Y)  — B(X,Y)=norVxY

seklinde tanimh B doniigiimii 2—lineer ve simetriktir. B doniisiimiine M nin gekil

tensori veya ikinci temel tensori denir (O’Neill, 1983).
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Tanmim 2.3.7. M, M nin bir semi-Riemann altmanifoldu olsun. V ve V, sirasiyla,
M ve M izerindeki Levi-Civita koneksiyonlar1  olmak  {izere

VX,Y € x(M) igin,
VxY = VxY + B(X,Y)

esitligine M nin Gauss formulii denir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.3.8. M, M nun bir semi-Riemann altmanifoldu olsun. R ve é, sirasiyla,

M ve M nin Riemann egrilik tensorleri ve VV,W.X)Y € X(M) igin

g(RVWXa Y) = g(EVWXa Y) - g(B(V> X)7 B(I/Va Y)) + g(B(V> Y)> B(W’ X))

dir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.3.9. M, M nm bir n-boyutlu semi-Riemann altmanifoldu olsun.
P € M noktasindaki TpM tanjant uzaymin bir ortonormal baz {ey,es,...,e,}

olmak iizere
1 n
- ZB 1y 1
n;:ls (€;,€)

seklinde tanmiml vektor alanina M nin ortalama egrilik vektor alanm ve

H = ||137¢,B(e;,¢;)|| sayisma ise M nin ortalama egriligi denir (O'Neill, 1983).
=1

Tanim 2.3.10. M , n—boyutlu bir semi-Riemann manifold olsun. M nm dik
tiimleyeninin boyutu (codimension) 1 olan altmanifolduna M nm bir semi-

Riemann hiperytizey: denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.3.11. M nin M semi-Riemann hiperyiizeyinin ¢ isareti;

+1, eger coondM =0
—1, eger coindM =1

bigimindedir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.3.12. M, M nin semi-Riemann hiperytizeyi olsun. N, M nin birim

normal vektor alani olmak tizere VX,Y € x(M) igin

h @ x(M)xx(M) — C®(M,R)
(X ,Y) — nX)Y) =¢eg(B(X,Y),N)
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seklinde tamimli h, bilineer formuna M nin kinci temel formu denir

(Hacisalihoglu, 2003).

Tanmim 2.3.13. M, (n+1)-boyutlu M semi-Riemann manifoldunun i¢cine gomiilmiis
n-boyutlu Riemann manifoldu olsun. M tizerindeki semi-Riemann metrigi, M
deki Riemann metrigine indirger ve M ye spacelike hiperylizey adi verilir

(Zheng, 1996).

Tanim 2.3.14. M, M nm bir semi-Riemann hiperyiizeyi olsun. V, M
iizerinde Levi-Civita koneksiyon ve N de birim normal vektor alani olmak tizere,
VX € x(M) igin

9(S(X),Y) =g(B(X,Y),N)
seklinde tanimli

S x(M) — x(M)

lineer déniigiimiine M nin N den tiiretilmis sekil operatéori denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.3.15. M, M nm bir semi-Riemann hiperyiizeyi olmak iizere, M nin

ikinci temel tensorii sifir ise M ye total geodeziktir denir (O’Neill, 1983).

Tamim 2.3.16. M, M nin bir semi-Riemann hiperyiizeyi olmak iizere, M nin

ikinci temel tensorii skalar ise M ye total umbiliktir denir (O’Neill, 1983).

Lemma 2.3.17 (Cauchy-Shwartz Esitsizligi). Va;,b; € R, 1 < 4,7 < n
ve A € R sabit olmak iizere,
O abi)* < (a:)*) (b)?
i i j
dir. Esitlik ancak ve ancak a; = Ab; veya b; = \a; olmasi1 durumunda mevcuttur

(Pang, Xu ve Dai, 2002).
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3. DE SITTER UZAYINDA SPACELIKE HIiPERYUZEYLER

Bu boéliimde, de Sitter uzayinda spacelike hiperyiizeyler ele alinacaktir. Burada,
indeksi 1 olan de Sitter uzayinda spacelike hiperyiizeyler i¢in yapi1 denklemleri
elde edilecek ve spacelike hiperyiizeylerin total geodezik ve total umbilik
olmasi icin gerek ve yeter sartlar verilecektir. Ayrica total geodezik olma kosulu

Einstein spacelike hiperyiizeylere uygulanacaktir.
3.1. De Sitter Uzayinda Yapi1 Denklemleri ve Lokal Formiiller

M(c), 1-indeksli, (n 4+ 1)-boyutlu de Sitter uzay1 ve M de, M(c) nin spacelike
hiperyiizeyi olsun. M (c) de {ey,eq,...;€n,€,11} bir ortonormal baz ve bu

ortonormal bazin dual bazi {w; wy, ..., wy11 } olmak iizere M (c) deki semi-Riemann

metrigi
ds* = Z(wl) (Wpy1)? Z&‘A wy)?
i=1
dir. Burada, A, B,C,... € {1,...,n+ 1} ve i,j,k,... € {1,...,n} indis siralamasi
goz Ontine alinirsa , ¢; = 1 ve ¢,,17 = —1 dir. Buna gore M (c) nin yapi denklemleri

asagidaki gibidir.
Bir formun dig tiirevi tanimindan

dwalec,ep) = %{ec[wA(eD)] —eplwalec)] —wa ([ecep])}

= % {60[8A5AD] —epleadac] —wa (68065’ B 661360)}

1
= —EwA{ZngeE — ngceE}
— _—{ZI‘CDwA ex) ZFD(;?UA ep)}
— _EZ {FngA(SAE — Fgcf‘fA(;AE}
E

ise

dwa(ec,ep) = ——ZgA Td, —The) (3.1.1)
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dir. Koneksiyon 1-formlar1 tanimindan
wap(ec) = wa(Vesen) = Tpwalern)
bi¢iminde yazilabilir. Burada w(eg) = €46 4 oldugundan
wag(ec) = Top = Tepwelec)

A

dir. Buna gore

> (wap Aws)(ec,ep) = %Z{UJAB(GC)U)B(QD) —wap(ep)wr(ec)}

1 _ _
= §Z{UJA(V8063)€B5BD —wa(Ve,ep)epdpet
B
1
= §Z{ZFngA(€E)€B(SBD — ZFngA(eE)gBéBC}
B E E
1
= §Z€B{ZF538A5AE5BD - ZFgB€A5AE5Bc}
B E E
1
= §Z€B{ZFéB€A53D — ZFngA(sBC}
B A A
1
= §Z€A€B {FéB5BD — FgBaBC}
AB
1
_ 52@153 (T4, —The} (3.1.2)
A,B
olur. Boylece (3.1.1) ve (3.1.2) esitliklerinden birinci yapr denklemi

dwg = —Z:‘EBU)AB Nwp (313)
B

bi¢giminde elde edilir. Ayrica

(wap +wpa)(ec) = waplec) +wpalec)
= wA(ﬁeceB) + wB(%GCeA)
= Tépwa(er) +Teawp(en)
= FgBeAéAE—ingA&tBéBE

A B
- FCB€A+FOA€B
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dir. Burada

B
veceA - FCAeB

oldugundan
G(Veceaen) = TEuep
—5(6%63’ ea) = —g(T¢peasea)
= —Tdzea = T8,ep
dir. Boylece
(wap +wpa)(ec) = Thpea+To4en

A A
- FCBgA _FCBgA

=0
= wap +wpa =0 (3.1.4)

elde edilir.

R, M (¢) nin egrilik tensor alan1 olmak iizere

ZEABC’DU)C Nwp = EABCD

C,D
- R(GA,QB,QC,QD)
= E(E(eo, €D)€B, €A)

= §<veCVeD€B - veDvec‘gB - V[ec,eD}eBa eA)

- EI/(%ec(ZFgBeE) - 6ED (ZFgBeE)7 eA)
E E

_g(v[ec,eD}eBa eA)

_ ., {aFgB gy

Dec e + Z(FgBréE — T8l he)}

E

_g(v[ec,ep}eBa eA)
(3.1.5)

dir. Diger taraftan

wap(en) =wa(Y Thper) =Y Thpwaler)

olmak iizere

dwap + g EcWac N WeB
C
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toplami hesaplanirsa

(dwap + Z&:(UJAC ANweg)) (e en)

1
= 5{eM[wmg(e]\[)] —en[wap(en)] — waplew, enl}

+ 53 colwaclenuwen(en) — waclen)wos e}

= 5ot Rava(cn)] —ex(STEpvalen)] = H¥ienenin.e
+ 2o Thcwaten)rpveten
= D MRowates) Y frawc(es)

1 s
= E{GM[FﬁBgA] - eN[FAMBEA] - .g(v[eM,eN}eBa eA)

+ Y ec(TicealNpec — Thceal S pec)}
C
1 or4 ora
= 5{5A( 86@3 - 8623 + ;(FéEFgB —T3eTE5))

- g(v[ec,ep]er 6A)}

(3.1.6)
oldugu goriiliir. (3.1.5) ve (3.1.6) esitliklerinden
dwap + S zavic Awop = LR
AB cWac cp = Gltapep
c
Te—~
= ézRABCDwC N wp
C,.D
olur. Boylece ikinci yap1 denklemi
e ~
deB = _chwACAwCB+§ZRABCDwC/\wD (317)

c C,D
biciminde elde edilir.

M (¢), de Sitter uzaymin Riemann egrilik tensoriiniin bilegenleri

ECDQA = 0{5(6.4, ec)@D — §(€A, 61))@0}
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oldugundan

]SLABCD = §(§0D6A7€B>
= c{g(ea,ec)glep,en) — glea,ep)g(ec, en)}
= c(eadacepdpp — €404DERIBC)
= ceaep(0acdpp — dapdBC)
= ceaep(0acdBp — dApOBC) (3.1.8)
dir.
Simdi de M spacelike hiperyiizeyi i¢in birinci ve ikinci yapr denklemleri ile

Riemann egrilik tensoriiniin bilegenleri elde edilecektir. Bunun igin,
Wypy1 =0 (3.1.9)

ve M nin
ds® = Z(wi)Q

Riemann metrigi goz 6niine alinacaktir. M spacelike hiperyiizeyinin ikinci temel

formu
h = Z hwwz &® wy
olmak iizere

0=dwp = — E wn+1,iAwi

ve Cartan lemmasindan

Wpt1, = th‘ng‘ s hig = hy; (3.1.10)
J

yazilabilir. O halde M (¢) nin birinci ve ikinci yapr denklemlerinden , A nin
birinci ve ikinci yap1 denklemleri, sirasiyla,

dwi = —Zwijij y  Wij + Wy = 0 (3111)

J

ve

1
dwq; = _gwik/\wkj + §;Rz’jklwk/\wl (3.1.12)

20



seklinde elde edilir. VP € M icin, (h;;) simetrik oldugundan uygun ortonormal
bazlar secilerek
bi¢iminde yazilabilir. Bu esitlikler gbz 6niine alinirsa, M spacelike hiperyiizeyinin

Riemann egrilik tensoriiniin bilegenleri

Rijkl = g(Rue;, €g)
= g Rklezaej) g h(ekvez) (6[,6j)) _g(h(ekaej)vh(ebei))
= C zk(S]l - 115]k ( ikCn+1, hjl€n+1) - g(hjk€n+lu hilen-i-l)

= c(0irdji — 0adjr) + hihjig(entt, ent1) — hjphag(ens1, ens1)
= C zk(Sjl
(hikhji — hahji)

80
80
= c(6idj — dudj
810 (Nidir X651 — NidjrNid)

= C zkfsjl 10k

(
g( g(
Q )+
(0 )
(0 ik) + (hiehj = hirhia)g(eni1, €nsa)
(0 ) —
(0 ) —
(0 ) —

= (0wl — dudjk Aj (001 — 6adji) (3.1.14)

elde edilir.

Son olarak, M nin ikinci temel formunun bilegenleri olan 4;; nin laplasyan: igin bir
esitlik verilecektir. M spacelike hiperytizeyinde h;; ikinci temel formun
bilesenlerinin kovaryant tiirev ve ikinci kovaryant tiirevi, sirasiyla, hijp ve hiju

olmak {izere

> hijpwy, = dhy; = higweg — > hjgwg, (3.1.15)
k k k
Zhijklwl = dhyj — Zhijlwlk — Zhilkwlj - Zhljkwli (3.1.16)
! l ! I

bi¢iminde tanimlanir. Boylece
hiji, — higy = 0 (3.1.17)
hijkl - hijlk: = Zhimijkl + Zhijmikl (3.1.18)

elde edilir.
hi; nin laplasyani, Ah;; = thjkk oldugundan, bu esitlige

_Zhikjk + Zhikjk - Zhikkj + Zhikkj - thkij + thkij =0
k k k k k k
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ifadesi eklenirse sonug degismediginden
Ahig = Pigee = > harge + O hiwge — Y hieeg + > _Pakkg — > hukig + ki
k k k k k k k
= Z(hijkk — higi) + Z(hikjk — hikkj) + Z(hikkj — hpiz) + thkij
k k k

k (3.1.19)

dir. Burada hij = hji ve hz’jk = hikj oldugundan hijkk = hik:jk ve hikkj = hkkij dir.

M spacelike hiperyiizeyinin ortalama egriligi

nin ikinci kovaryant tiirevi

nH;; = thkij (3.1.20)

dir. (3.1.20) esitligi goz oniine alinirsa

Ahij = nHi; + ZhimRmkjk + thmRmijk (3.1.21)

m,k m,k

elde edilir.

3.2. De Sitter Uzayinda Total Geodezik Spacelike Hiperyiizeyler

Bu alt botimde, de Sitter uzayinda spacelike hiperyiizeylerin total geodezik
olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar verilecektir. Ayrica bu sartlar Einstein spacelike

hiperyiizeylere uygulanacaktir.

Lemma 3.2.1. M, M (c) de Sitter uzayinda spacelike hiperyiizey olsun. Eger

M nin ikinci temel formu, uygun ortonormal bazlar secilerek, herhangi bir P

noktasinda
A(P) 0O 0
o 0 - 0
0O 0 --- 0

bi¢iminde yazilabiliyor ise M total geodeziktir. Burada A, M de fonksiyondur
(Pang vd., 2002).
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Ispat. M spacelike hiperyiizeyinin ortalama egriligi
H=(2)S"h
- n l (A
bi¢iminde tanimh oldugundan
H(P) = () S ha(P) = A(P) (3.2.1)
- n - (13 - n Al

dir. H(P) ortalama egrilik fonksiyonu C* oldugundan A(P) fonksiyonu da M de
C olacaktir. Boylece (3.2.1) egitliginden

AP) =nH(P)
yazilabilir. Kabul edelim ki

VAP) = ZAZ-(P)U)@-

VINP) = E i (P)w; @ w;
I,
ve

Vh = thjkwi R w; @ wy

ijk
olsun. (3.1.13), (3.1.14) esitlikleri ve hipotezden

olmak {izere

hir = Adn
dir. h;; = 0 oldugundan
hij = Xidij; =0= X =0
olur. Buna gore (3.1.14) esitliginde
AN =0, (i) #(1L,1)  ve M=1

degeri yerine yazilirsa

Rijin = c(8irdj1 — 0ad i) (3.2.3)
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elde edilir. M nin skalar egriligi

po= > R

0]
= 02(51‘1‘53‘3' — 0i;0;i)
0]
— c26--5jj—02(5z‘j)2
]
= CTLZ(SJJ Z
=]
— enfn—1) (3.2.4)

dir.
Ikinci temel formun uzunlugunun karesi o = > (h;;)? olmak iizere, o laplasyani
.3

%Ag — 1z:{ekek(a)—Vek@k(ff)}

_ %Z{ekek@(%)?) = Va3 (h)*)
— _Z{ek QZhwek i) — Zth’jvekek<hij)}
= Z{ek Zhijek zj Zh%jv€k€k U

= Z{ek( ij)en( m)+hz‘j6k€k(hzj) — hijVe,ex(hij) }

ig
= E ek ij 6k E hzyekek z] E hzgvekek Zj
1,5,k 1,7,k 1,5,k

dir. Son iki ifade ) _h,; parantezine alinirsa,
i’j

—AJ—Zek )ew(hi +Zhw{z exer(hij) — Ve.en(hi;))} (3.2.5)
1,7,k
elde edilir. Burada

> (exen(his) = Veyer(hij)) = Ahy

ve

Vhfz] ek Zhwkwk ek) - ek(hfz]> - hfzgk
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esitlikleri goz 6niine alinirsa,
1
1,5,k 1,J
dir. Diger taraftan, ZhijAhij ifadesi (3.1.21) esitliginden
(2]

th]Ahm = Z +thmRmkjk+thm ngk:
2]

= nZhU 4 Z hijhimRmkjk_l' Z i Mo R e

ij ey iy ks
bigiminde yazilir. Boylece (3.2.6) esitligi
%Aa = (hiji)* +nY hijHij + > highimRukgi + Y hijhim Bmije (3.2.7)
irgik ij g ksm iy ks
olur. (3.2.2), (3.2.3) esitlikleri ve ortalama egriligin ikinci tiirevinden (3.2.7)
esitligi

1
QAO_ = Z(hmk +nzhzszz+ Z hz]hzmc(5m]5kk 5mk5k])

inj»k‘ 74_]km

—+ Z h”hkmc(5m]51k — 5mk(sz])

i,,9,k,m
= Z zyk Z)\“ + Z hiihiic(65 — Oirdri)
3,5,k kji=j=m=1
= Z z]k Z)\M + Z )‘2(P)C(1 o (5Zk)2)
15,0,k kji=j=m=1
= Y (hie)? Z)\“ + Z)\Q(P)c = N(P)e(Si)?
i,,0,k i ki
= > (i)’ Z)\“ + ¢(n — 1)N}(P) (3.2.8)
.5,k

biciminde yazilir. Ayrica o = A*(P) oldugundan
1 R
dir. O halde,
NY 1 2 2
SAR(P) = 33 {eei¥(P) - Tae(V(P))
1
= 52 _{e AP)e(MP)) = 2M(P) Ve, ei(A(P))}
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SAX(P) = D {ei(MP)es(A(P))) = A(P) Ve, ei(A(P))}

elde edilir. Burada

Z{e €i(A(P)) = Ve,ei(A(P))} = AA(P),

ve

esitlikleri g6z oniine alinirsa

%A)\Q(P) = Y a(A(P)ei(A(P)) + A(P)AN(P)

i

= > (N(P)*+ A(P)ZM(P)

)

dir. Boylece

S = SAN(P) = Zi:w(p))a + )\(P)Zi:)\ii(P) (3.2.9)

bigiminde yazilir. (3.2.8) ve (3.2.9) esitliklerinden

S P =) (higk)? + e(n — )N (P) (3.2.10)

i ik
olur. Son olarak, Ricci egriliginin bilegenleri (3.2.3) esitligi kullamilarak

Ry = ZRkikj
k
= ZC(5kk5ij - 5kj5ik)

k
= ZC((SZ']‘ - 6k]61k)

k
- 2052] Z(Sk] ik
= c(n —1)0;
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seklinde elde edilir. Ricci egriliginin bilesenleri R;;ler sabit oldugundan Ricci
egriligi smirhdir ve Bonnet-Myers teoreminden Ricci egriligi sinirh ise M
kompakttir. Buna gore dyle bir P vardir ki, A(P) bu noktada maksimum degere
sahip olur ve bu noktada

Ai <0, N(P)=0 (3.2.11)

dir. (3.2.10) egitliginden goriiliir ki

max A\(P) =0
PeMn
ve ayni diisiinceyle
min A\(P) =0
PeMn
elde edilir. Boylece
AMP)=0

olur ve M total geodeziktir.

Teorem 3.2.2 M, M (c) de Sitter uzayimin bir spacelike hiperyiizeyi olsun. Ric(M)

ve p, sirasiyla, M nin Ricci egriligi ve skalar egriligi olmak tizere
|Ric(M)|> > 2cp(n — 1) — *n(n — 1)
dir (Pang vd., 2002).

Ispat. M, spacelike hiperyiizeyinin Ricci egrilik tensoriiniin bilegenleri (3.1.14)

esitligi kullanilarak
R, = ZRkikj
k
= Z{c(ékkéij — 0kj0ik) — MeAi(Opr0ij — Okj0in) }
k
= Z{c((sij — 5kzj5ik:) — Ak)\i((sij - 5k]51k)}
k
= —Z)\k)\i&;j + Z)\k)\i5kj5ik + CZ(5ij — Okj0ik)
k k k
= —)\iéijZ)\k + AiXj0i; + cdij — CZ(Ski(Skj
k k
= X0 > Ak NidOis 4 cBi — €Y 8l
k

k=i

k
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elde edilir. Boylece
|Ric(M)[* = ZR Z{ A 5UZAk + AiNj0i; + c(n — 1)6;;}?
_ Z{)ﬁ Z)\k 8ij + )\?)\?fsij + P (n = 1)%0:; — 20005 ) M
k
—zc(n —1) A-%ZA,C +2¢(n — 1)A:N;035}
= Z (A2( Z)\k i +Z (AZA2635) + P (n — 1)22%‘
—22 (A2), 5U2Ak —2¢(n —1) Z (A %ZAk
—|—20(n —1)> (i)
- (ZAZ?)(ZZ)Z +Y A+ Pn(n = 1) =2) 2D N
A k % % k
—2c(n = 1)) _N)*+2c(n - 1)) N (3.2.13)
dir. M spacelike hiperyiizeyinin skalar egriligi ise
p = ZRZM
= Z{c 1105 — 0i5053) — AiXj (03055 — 04505:) }
- Z{c (1—67) = NA(1—62)}
— Z (1-62) ZA A
— ”n—l Z/\A +Z>\>\5
— cn(n—1) ZA + ZAz
— _(Z)‘i)2 + Z)\f +cen(n—1) (3.2.14)

dir. Boylece

Q)= N +en(n—1)—p (3.2.15)

olur. (3.2.13) egitliginde (3.2.15) esitligi yerine yazilirsa
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|Ric(M)]> = ZV Z)\Z +cn(n—1) —p) + Z)\Af +*n(n —1)2
—22/\32/\k — 2¢(n — 1)( Z/\2 +en(n—1) = p)
+2¢(n —1) Z)\2
- ZV Z)\2+cn (n—1)— +ZA4+c2n<n—1)2
—22/\32>\k —2¢(n —1) Z)\2 2¢°n(n —1)* +2c(n — 1)p
+2¢(n —1) Z)\Q
= (ZA?)(ZA? +en(n—1)—p)+ > M —=2> N> )
+£c(n — f)p —*n(n —1)? Z Z k
elde edilir. Diger taraftan Cauchy Shwartz esitsizligi gz 6niine alinirsa
|Ric(M)]* = Zv ZA2 +en(n—1)—p) + ZX‘ 22A3Z)\k

+20(n — 1)p —c*n(n — 1)

> Zv ZA2+cnn—1 +Z)\4
Q(ZA?)W(ZA?)”Q(ZA? +en(n —1) = p)?
+2¢(n —1)p — *n(n — 1)12
= {(ZA?)”2 - (ZA?)”Z(ZA? +en(n —1) — p)t/?)?
+2c(n —1)p—c*n(n — 1)’;
= {(ZA?)”2 - (ZA?)”Q(ZA? +en(n—1) = p)'/?y?
+2£(n —1)p — c;n(n — 1);
> 2¢(n—1)p—c*n(n — 1) (3.2.16)

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmaig olur.

Teorem 3.2.3. M, M (¢) de Sitter uzaymnin spacelike hiperyiizeyi olsun. Ric(M)

ve p, sirasiyla, M nin Ricci egriligi ve skalar egriligi olmak tizere
|Ric(M))* = 2¢p(n — 1) — n(n — 1)? & M total geodeziktir

29



(Pang vd., 2002).

Ispat. (<) M spacelike hiperyiizeyi total geodezik olsun. O halde \; = 0 ,
1 <i<ndir (3.2.13) ve (3.2.14) esitliklerinden

|Ric(M)]* = n(n —1)? ve p = en(n — 1) (3.2.17)
elde edilir. Boylece
|Ric(M)|? = 2n(n—1)? = n(n — 1)

= 2cen(n—1)(n—1) — ®n(n — 1)?

= 2cp(n —1) —c*n(n — 1)

dir.
(=) M spacelike hiperyiizeyi i¢in (3.2.16) esitsizligi esitlik olsun. Cauchy Shwartz

esitsizligi gbz oniine alimirsa, belli bir A degeri igin

M=)\, i=12..n

(2

veya

M=, i=1,2..n

bi¢iminde yazilabilir.

Burada

ve

N=0, j=k+1Lk+2 ..n

seklinde kabul edilirse A = 0 ve A # 0 durumlarii incelemek yeterli olur.

A =0 ise M total geodeziktir. A # 0 ise (3.2.16) esitliginde
{Q D= QA 2O AN +en(n—1) = p)?F =0
olmahdir. Boylece \; degerleri yerine yazilirsa
(B2 — (EX)YV2(EN +en(n — 1) — p)Y2 =0
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(KADY2 = (EXDY2(EN? + en(n — 1) — p)/?

EXY = (BX)(kN* +en(n —1) — p)
= M+ kX en(n — 1) — kXN
EXNp = k2AY — kXY + kX en(n — 1)
p=(k—1N+cn(n—1) (3.2.18)
elde edilir. Ayrica (3.2.3) ve (3.2.13) esitliklerinden
p o= (N + Z)\f +cn(n—1)
=  —(EN?+ kN +cn(n—1)

= (k — k)M 4 en(n — 1)
(3.2.19)

dir. (3.2.18) ve (3.2.19) esitliklerinden
(k=DM 4+ cen(n—1)= (k= k)N 4+ en(n — 1)
(k= 1N = (k- kN2
=k=1

dir. Buise A = \; # 0 ve diger durumlarda A nin sifir oldugunu gosterir. O halde
Lemma 3.2.1. den M total geodeziktir.

Sonug. M, Ric(M) = c¢(n — 1)g egitligi ile verilen, M(c) de Sitter uzaymnin
spacelike Einstein hiperytizeyi olsun.  Bu durumda M total geodeziktir

(Pang vd., 2002).

ispat. M, M(c) da Spacelike Einstein hiperyiizey ve Ric(M) = c(n — 1)g olsun.
O halde p = en(n — 1) ve |Ric(M)]* = *n(n — 1) = 2¢p(n — 1) — n(n — 1)?
dir. Boylece Teorem 3.2.2 den M total geodeziktir.
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3.3. De Sitter Uzayinda Total Umbilik Spacelike Hiperyiizeyler

Bu alt boliimde, de Sitter uzayinda spacelike hiperyiizeylerin total umbilik olmasi

icin gerek ve yeter sartlar verilecektir.

Teorem 3.3.1. M, M (¢) de n-boyutlu spacelike hiperyiizey olsun. Eger
Ric(M) < (n —1)c ve R < ¢ ise M nin ikinci temel formu semi-definit ve eger
sadece Ric(M) < (n — 1)c ise M nin ikinci temel formu definittir. Burada R,

M nin normallestirilmis skalar egriligidir (Zheng, 1996).

ispat. {e1,€9,...,e,} M nin ortonormal baz olmak iizere M nin Ricci egrilik

tensoriiniin bilegenleri (3.2.12) esitliginden

Ri; = ZRikjk
k
= —)\Z(SZ]Z)\k -+ )\Z)\](SU + c(n — 1)5U
k
bi¢iminde yazilir.
SN = Yot =
k i
esitligi goz oniine alinirsa
Ric(i) = ¢(n — 1) — \nH + X2

elde edilir. Boylece

n\H — X = (n — 1)c — Ric(i) (3.3.1)
dir. Burada Ric(i), M nin e; yoniindeki Ricci egriligidir.
(3.2.14) esitliginden ve

(ZM)Q = (th‘z‘)2 =n’H*
Z)\? =Y (hi)’ =0

i
esitliklerinden

p=cn(n—1)—n’H>+ 0
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elde edilir. Ayrica M nin normallegtirilmis skalar egriligi R < ¢ oldugundan

n*H? —oc =n(n—1)(c—TR) (3.3.2)
dir. Boylece, (3.3.2) esitligi gbz oniine alinarak ortalama egriligin bazi noktalarda
sifir oldugu diistiniiliirse, bu noktalarda hipotezin aksine R > ¢ dir. Bu nedenle
H > 0 kabul edilir. Ric(M) < (n—1)c ve (3.3.1) esitliginden \; > 0 dir. Boylece
h pozitif semi-definittir. Eger Ric(M) < (n—1)c ise \; > 0 olacagindan h pozitif
definittir.

Teorem 3.3.2. M, M (c) de Sitter uzaymda spacelike hiperyiizey olsun.
H? < c¢— R ise M total umbiliktir (Zheng, 1996).
Ispat. M spacelike hiperyiizeyi icin
o —nH>=> (hij— H6;)* >0 (3.3.3)
.3
dir ve M total umbiliktir ancak ve ancak esitlik vardir. Hipotezden ve (3.3.2)

esitliginden, ¢ < nH? dir. Boylece ¢ = nH? dir, yani M total umbiliktir.

Lemma 3.3.3. M(c) de Sitter uzaymda M spacelike hiperhiizeyi total umbilik
ise M, ¢ — H? sabit kesit egriligine sahiptir (Zheng, 1996).

Teorem 3.3.4. M (¢) nin, sabit skalar egrilikli ve pozitif kesit egrilikli, kompakt
spacelike hiperyiizeyi M olsun. M nin ikinci temel formu semi-definit ise M total

umbiliktir (Zheng, 1996).

Ispat. M spacelike hiperyiizeyi sabit skalar egrilige ve pozitif kesit egriligine
sahip olsun. (3.2.6) ve (3.2.7) esitliklerinden M nin ikinci temel formunun

uzunlugunun karesi o nin laplasyani

%AU = Z(hijk)Q +nzhsz¢j + Z hijim Rkt + Z Pij P R

1,0,k 0,9 1,5,k,m 1,0, k,m

= Z(hl]k + nzhmHu + Z hzyhszmkjk + Z hzyhkaijk
i3,k 2,9, k,m 1,,5,k,m

= Z(hz]k + nz)\ Hu + Z huhuRzkzk + Z hwhkkRk”k
ijk i=j=m,k i=jk=m

= Z(h”k + nz)\ Hu + Z)\ Rzkzk: + Z)\ AkRkuk (334)
W5,k ik ik
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bi¢iminde yazilir. Burada

Riiir = c(0idir — Orrdii) — MeXi(Oindix — Oprdis)

ve

Riir. = c(0:i0kk — 0ir0ki) — NiMe(04i0kk — 0inlks)

esitliklerinden

dir. Bu esitlik (3.3.4) esitliginde yerine yazihirsa

%Aa = > (hip)’?

1,5,k

- E zgk

1,5,k

= E ij

NN

= Z(hmk

1,5,k

= E z]k

4,5,k

+ TLZ)\ Hm + Z)\ le‘lk + Z)\ )\kRZk‘lk

i,k

24 nZ)\ Hy + ZRM — i)

2
+ nZ)\ H;; + ZRZM — NiAg + )\2 )

— nZ)\ Hy + ZRM (A — M)

2+ nZ)\ Hy + ZRW 5 A)? (3.3.6)

elde edilir. Ayrica M nin skalar egriligi sabit oldugundan, (3.3.2) esitligi geregince

nH? —oc=0=n’H’>=0¢

dir. Boylece

%Aa = %TﬂAHQ = %nQZ {eei(H?) — Vei(H?)}
_ %n S {ei(2Hei(H)) — 2HY . e:(H)}

= w3 (e (HeiH)) = HV.e (1)

:ngel

+n2HZ {eiei(H) — Veei(H)}

- n ZHiHi +n2HAH

— n2Z(H) +n2HZHu

— 2{2

2, HZ H (3.3.7)
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dir. Burada H;, H nin kovaryant tiirevidir. —Boylece (3.3.6) ve (3.3.7)

esitliklerinden

nzHZHu‘ - nz)\iHii = Z(hia‘k)Q - WQZ(Hi)Z + %ZRiﬁj(}‘i - /\j)2

i i irj,k i irj
nQ(%Z)\j)ZHM —ny NH = Zk<hijk>2 —n?y (H;)? + %ZRU‘U(}‘%’ —A)?

j i i irj, i irj
ng)\szn’ - HZAiZHn’ = Zk(hijk)Q - ”QZ(Hi)Q + %ZRiﬁj(Ai - )‘j)z

j#i i i i irj, i irj
nz<;/\j)Hii = Z;(hijk)Q - H2Z(Hi)2 + %ZRW(% - )

i g irj, i irj

(3.3.8)

elde edilir. M spacelike hiperyiizeyi kompakt oldugundan, 6yle bir P noktasi icin

H maximum degere sahiptir ve bu noktada

dir. Diger taraftan, teoremin hipotezinden, )\; > 0 alabiliriz. Boylece M nin
pozitif kesit egrilikli oldugu goz éniine alimir ve (3.3.8) esitliginde (3.3.9) egitligi

kullanilirsa P noktasinda
ZRZ.].U.()\Z. —))?=0 (3.3.10)
,J

elde edilir. Bu esitlik P nin M nin bir umbilik noktasi oldugunu gosterir. Boylece
P noktasinda, Gauss esitliginden H? = ¢ — R dir. Bu ise H? nin P noktasinda
maximum degere sahip oldugunu gosterir. O halde M nin her noktasinda

H? < ¢ — R dir. Teorem 3.3.2 den M total umbiliktir.

Teorem 3.3.1 ve Teorem 3.3.4 iin bir sonucu olarak agagidaki sonug verilebilir.

Sonug. M, M (c) de Sitter uzayinda sabit skalar egrilikli, kompakt spacelike
hiperytiizey olsun. Eger M

K(M) > 0,
Ric(M) < (n—1)c,
R < ¢

ozeliklerine sahip ise M total umbiliktir (Zheng, 1996).
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