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1: G·IR·IŞ......................................................................................................... 1

2: TEMEL KAVRAMLAR............................................................................. 3

2:1: Simetrik Bilineer Formlar......................................................................... 3

2:2: Semi-Riemann Manifoldlar...................................................................... 6

2:3: Semi-Riemann Altmanifoldlar................................................................. 12

3: DE SITTER UZAYINDA SPACELIKE H·IPERYÜZEYLER..................... 16

3:1: De Sitter Uzay¬nda Yap¬Denklemleri ve Lokal Formüller....................... 16

3:2: De Sitter Uzay¬nda Total Geodezik Spacelike Hiperyüzeyler.................. 22

3:3: De Sitter Uzay¬nda Total Umbilik Spacelike Hiperyüzeyler..................... 32

4: KAYNAKLAR............................................................................................ 36
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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

DE SITTER UZAYINDA H·IPERYÜZEYLER·IN GEOMETR·IS·I

P¬nar GÜRBÜZ

Süleyman Demirel Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Jüri: Prof. Dr. A. Aziz ERG·IN

Prof. Dr. A. Ceylan ÇÖKEN (Dan¬̧sman)

Yrd. Doç. Dr. Ahmet YÜCESAN

Tez üç bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölümde, konunun tarihi geli̧simi ifade edilmi̧stir.

·Ikinci bölümde, simetrik bilineer formlar, semi-Riemann manifoldlar ve

semi-Riemann altmanifoldlar ile ilgili temel tan¬m ve teoremler verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, indeksi 1 olan de Sitter uzay¬nda genel spacelike hiperyüzeyler

ele al¬nm¬̧s ve böyle hiperyüzeyler için yap¬denklemleri elde edilmi̧stir. Ayr¬ca

böyle hiperyüzeylerin total geodezik ve total umbilik olmas¬için gerek ve yeter

şartlar verilmi̧stir. Son olarak Total geodezik olma şartlar¬Einstein spacelike

hiperyüzeye uygulanm¬̧st¬r.

Anahtar Kelimeler: Sabit Ortalama E¼grilik, De Sitter Uzay, Einstein Hiperyüzey,

Skalar E¼grilik, Spacelike Hiperyüzey, Total Geodezik, Total Umbilik.

2007, 38 sayfa
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S·IMGELER D·IZ·IN·I

R Reel say¬lar cismi

V Reel vektör uzay¬

Rn Öklid n-uzay

Rn� �-indeksli semi-Öklid n-uzay

g Skalar çarpma

� Semi-Riemann manifoldunun indeksi

�(M) M manifoldu üzerindeki vektör alanlar¬n¬n uzay¬

TPM P 2M noktas¬ndaki tanjant uzay

T �PM P 2M noktas¬ndaki kotanjant uzay

r Koneksiyon

� Laplasyan operatörü

R Riemann e¼grilik tensörü

Ric Ricci e¼grilik tensörü

M; fM Semi-Riemann manifoldlar

� Skalar e¼grilik

R Normalleştirilmi̧s skalar e¼grilik

N Hiperyüzeyin birim normali

S N birim normali ile birleştirilmi̧s şekil operatörü

B ·Ikinci temel form tensörü

h ·Ikinci temel form

� ·Ikinci temel formunun uzunlu¼gunun karesi

H Ortalama e¼grilik

K Kesit e¼grili¼gi

" N birim normalinin i̧sareti
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1: G·IR·IŞ

De Sitter uzay, Riemann geometrisindeki n-kürenin Lorentz kaŗs¬l¬¼g¬olarak ifade

edilebilir. De Sitter uzay¬n¬n hiperyüzeyleri ile ilgili baz¬çal¬̧smalar S. Y. Cheng,

S. T. Yau, A. J. Goddard, S. Nishikawa, K. Akutagawa, J. Ramanathan, S.

Montiel, Q. M. Cheng, Y. Zheng, H. D. Pang, S. L. Xu ve S. Dai gibi mate-

matikçiler taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smalar daha çok spacelike hiperyüzeyler

üzerinde yo¼gunlaşm¬̧st¬r.

Spacelike hiperyüzeyler üzerinde ilk çal¬̧sma 1976 y¬l¬nda S. Y. Cheng ve S. T.

Yau taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smada, Lorentz uzay¬nda bir hiperyüzeyin

ortalama e¼grili¼gi tan¬mlanm¬̧s ve hiperyüzeyin maximal olmas¬ durumunda

ortalama e¼grilik vektörünün s¬f¬r oldu¼gu gösterilmi̧stir. Buna ba¼gl¬ olarak,

spacelike hiperyüzey, Lorentz uzay¬nda kapal¬altküme olmak üzere, hiperyüzeyin

ortalama e¼grili¼ginin sabit olmas¬ durumunda hiperyüzey üzerine indirgenmi̧s

metri¼gin tam Riemann metrik ve hiperyüzeyin ikinci temel formunun

uzunlu¼gunun s¬n¬rl¬oldu¼gu ispat edilmi̧stir.

1977 y¬l¬ndaA. J. Goddard, sabit ortalama e¼grilikli spacelike hiperyüzeylerin daha

genel durumu üzerine çal¬̧sma yapm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smas¬nda, sabit ortalama

e¼grilikli de Sitter uzay¬n¬n spacelike hiperyüzeylerinin Lorentz uzay¬ndaki baz¬

hiperyüzeyler ile de Sitter uzay¬n¬n arakesiti şeklinde verilebilece¼gini göstermi̧stir.

1987 y¬l¬nda J. Ramanathan, A. J. Goddard�¬n bu çal¬̧smas¬n¬ortalama e¼grili¼gin

[0; 1] aral¬¼g¬nda verilmesi durumunda, özel spacetime S31 , 3- boyutlu de Sitter

uzay¬na taş¬m¬̧st¬r.

De Sitter uzay¬nda spacelike hiperyüzeylerin total geodeziklik durumu ilk olarak

1970 y¬l¬nda E. Calabi (n � 4) ve daha sonra 1976 y¬l¬nda S. Y. Cheng ve

S. T. Yau taraf¬ndan incelenmi̧stir. Çal¬̧smalar¬nda �at Lorentz

(n + 1)-uzayda, tam maximal spacelike hiperyüzeyin total geodezik oldu¼gu

gösterilmi̧stir. 1984 y¬l¬nda, S. Nishikawa yapt¬¼g¬çal¬̧smada, Lorentz manifoldunda

maximal spacelike hiperyüzeylerin total geodezik olma koşullar¬n¬ vermi̧stir.
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2002 y¬l¬nda, H. D. Pang, S. L. Xu ve S. Dai, 1- indeksli de Sitter uzay¬nda genel

spacelike hiperyüzeyler üzerine çal¬̧sm¬̧s ve böyle hiperyüzeylerin total geodezik

olma koşullar¬n¬incelemi̧slerdir.

De Sitter uzay¬nda spacelike hiperyüzeylerin total umbiliklik durumu ilk kez 1987

y¬l¬nda K. Akutagawa taraf¬ndan incelenmi̧stir. K. Akutagawa çal¬̧smas¬nda,

(n + 1)- boyutlu, c pozitif sabit e¼grilikli Lorentz manifoldunun, H sabit

ortalama e¼grilikli tam spacelike hiperyüzeyinde, n = 2 için jHj � c1=2 ve n � 3

için jHj < 2[(n � 1)c]1=2=n koşullar¬sa¼glan¬yor ise spacelike hiperyüzeyin total

umbilik oldu¼gunu göstermi̧stir. 1988 y¬l¬nda, S. Montiel yapt¬¼g¬ çal¬̧smada de

Sitter uzay¬nda kompakt spacelike hiperyüzeyler için integral eşitsizliklerini

kullanarak A. J. Goddard�¬n çal¬̧smas¬n¬ortalama e¼grili¼gi s¬n¬rlamadan ele alm¬̧s

ve K. Akutagawa�n¬n verdi¼gi total umbilik olma şartlar¬n¬elde etmi̧stir. Q. M.

Cheng, 1991 y¬l¬nda K. Akutagawa�n¬n çal¬̧smas¬n¬inde�nit uzay formda genel

altmanifoldlar üzerine uygulam¬̧s ve K. Akutagawa� n¬n verdi¼gi koşullar¬n

sa¼glanmas¬durumunda paralel ortalama e¼grilik vektörlü de Sitter uzay¬nda tam

spacelike altmanifoldun total umbilik oldu¼gunu göstermi̧stir. Total umbiliklik ile

ilgili bir di¼ger çal¬̧sma ise 1996 y¬l¬nda Y. Zheng taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r. Y. Zheng

çal¬̧smas¬nda, Sn+11 , (n+ 1)- boyutlu, 1- indeksli de Sitter uzay¬na gömülmüş, R

normalleştirilmi̧s skalar e¼grilikli kompakt spacelike hiperyüzeyinin R � 0

olmas¬durumunda total umbilik oldu¼gunu göstermi̧stir.

Bu çal¬̧smada, de Sitter uzay¬nda hiperyüzeylerin geometrisi ad¬alt¬nda spacelike

hiperyüzeylerinin total geodezik ve total umbilik olma koşullar¬ incelenmi̧s

ve total geodezik olma koşullar¬Einstein spacelike hiperyüzeylere uygulanm¬̧st¬r.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde çal¬̧smaya esas olan tan¬m ve teoremler verilecektir.

2:1: Simetrik Bilineer Formlar

Tan¬m 2:1:1: V bir reel vektör uzay¬olsun.

g : V � V ! R

dönüşümü 8a, b 2 R ve 8!u, !v , !w 2 V için

i) g(
!
u;

!
v ) = g(

!
v ;

!
u);

ii) g(a
!
u + b

!
v ;

!
w) = ag(

!
u;

!
w) + bg(

!
v ;

!
w);

g(
!
u; a

!
v + b

!
w) = ag(

!
u;

!
v ) + bg(

!
u;

!
w)

özeliklerine sahip ise g dönüşümüne V reel vektör uzay¬ üzerinde bir simetrik

bilineer form denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2:1:2: V reel vektör uzay¬üzerinde bir simetrik bilineer form g olsun.

i) 8!v 2 V ve
!
v 6=

!
0 için g(

!
v ;

!
v ) > 0 ise g simetrik bilineer formuna pozitif

de�nit,

ii) 8!v 2 V ve
!
v 6=

!
0 için g(

!
v ;

!
v ) < 0 ise g simetrik bilineer formuna negatif

de�nit,

iii) 8!v 2 V için g(
!
v ;

!
v ) � 0 ise g simetrik bilineer formuna pozitif semi-de�nit,

iv) 8!v 2 V için g(
!
v ;

!
v ) � 0 ise g simetrik bilineer formuna negatif semi-de�nit,

v) 8!w 2 V için g(
!
v ;

!
w) = 0 iken

!
v =

!
0 olmak zorunda ise g simetrik bilineer

formuna non-dejenere, aksi halde dejeneredir denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2:1:3: V bir reel vektör uzay¬ve

g : V � V ! R

bir simetrik bilineer form olsun.

gjW : W �W ! R

3



negatif de�nit olacak şekildeki en büyük boyutlu W altuzay¬n¬n boyutuna

g simetrik bilineer formun indeksi denir ve � ile gösterilir (O�Neill, 1983).

Teorem 2:1:4: V bir reel vektör uzay¬ve V üzerinde simetrik bilineer form g

olsun. Bu durumda,

i) g(�i; �j) = 0; i 6= j

ii) g(�i; �i) = 1; 1 � i � 
;

iii) g(�i; �i) = �1; 
 + 1 � i � 
 + �

iv) g (�i; �i) = 0; 
 + � + 1 � i � n = 
 + � + �

olacak şekilde V nin f�1; :::; �ng baz¬vard¬r (Duggal ve Bejancu, 1996).

Teorem 2:1:5: Bir g simetrik bilineer formun non-dejenere olmas¬için gerek ve

yeter şart g nin herhangi bir baza göre ters matrisinin olmas¬d¬r (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2:1:6: Bir V reel vektör uzay¬üzerinde non-dejenere simetrik bilineer

forma V reel vektör uzay¬üzerinde bir skalar çarpma denir. V üzerindeki bir

skalar çarpma g ise (V; g) ikilisine skalar çarp¬ml¬ vektör uzay¬ denir

(O�Neill, 1983).

Tan¬m 2:1:7: 8!v , !w 2 V için
!
v 6=

!
0 ve

!
w 6=

!
0 iken g(

!
v ;

!
w) = 0 ise

!
v ve

!
w

vektörleri diktir denir ve
!
v? !

w şeklinde gösterilir.

V reel vektör uzay¬n¬n bir altuzay¬W ise W? =
n
!
v 2 V

���!v?Wo olsun. W?

altuzay¬na V nin dik altuzay¬ denir. W � W? genellikle V nin tamam¬

olmad¬¼g¬ndan, W? altuzay¬na W n¬n ortogonal kompleman¬ denilemez

(O�Neill, 1983).

Teorem 2:1:8: W bir V skalar çarp¬m uzay¬n¬n altuzay¬olsun. O zaman,

i) boyW + boyW? = boyV ,

ii)
�
W?�? = W

özelikleri vard¬r (O�Neill, 1983).

4



Tan¬m 2:1:9: V reel vektör uzay¬üzerinde bir skalar çarpma g veW da V nin bir

altuzay¬olsun. E¼ger g, W üzerinde non-dejenere ise W ya non-dejenere altuzay,

non-dejenere de¼gil ise dejenere altuzayd¬r denir (O�Neill, 1983).

Teorem 2:1:10: V bir skalar çarp¬m uzay¬ve W , V nin bir altuzay¬olsun. W

n¬n non-dejenere altuzay olmas¬için gerek ve yeter şart V = W �W? olmas¬d¬r

(O�Neill, 1983).

Tan¬m 2:1:11: Bir V reel vektör uzay¬üzerindeki skalar çarpma g olsun. Bir
!
v 2 V vektörünün normu 


!v


 =r���g(!v ;!v )���
olarak tan¬mlan¬r. Normu bir birim olan vektöre birim vektör ve ortogonal birim

vektörlerin cümlesine de ortonormal sistem denir (O�Neill, 1983).

Teorem 2:1:12: Bir V 6= f
!
0g skalar çarp¬m uzay¬bir ortonormal baza sahiptir

(O�Neill, 1983).

Teorem 2:1:13: V reel vektör uzay¬için bir ortonormal baz fe1 ; e2 ; :::; eng olsun.

"
i
= g(e

i
; e

i
) olmak üzere 8!v 2 V vektörü

!
v =

nX
i=1

"
i
g(
!
v ; e

i
)e

i

olacak şekilde tek türlü yaz¬labilir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2:1:14: V bir skalar çarp¬m uzay¬olsun. V nin indeksi � olmak üzere

� = 1 ve boyV � 2 ise V skalar çarp¬m uzay¬na bir Lorentz uzay¬denir (O�Neill,

1983).

Tan¬m 2:1:15: V bir Lorentz uzay¬olsun.
!
v 2 V olmak üzere,

i) g(
!
v ;

!
v ) > 0 veya

!
v = 0 ise

!
v vektörüne spacelike,

ii) g(
!
v ;

!
v ) < 0 ise

!
v vektörüne timelike,

iii) g(
!
v ;

!
v ) = 0,

!
v 6= 0 ise

!
v vektörüne lightlike (null) denir (O�Neill, 1983).
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2:2: Semi-Riemann Manifoldlar

Tan¬m 2:2:1: M bir C1 manifold olsun. 8P 2 M noktas¬ndaki tanjant uzay

TPM olmak üzere

g
P
: TPM � TPM ! R

(XP ; YP ) ! g
P
(X

P
; YP )

biçiminde tan¬ml¬sabit indeksli, simetrik, bilineer, non-dejenere (0; 2) tensörüne

M üzerinde bir metrik tensör denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2:2:2: M bir C1 manifold olsun. M bir g metrik tensör ile donat¬lm¬̧ssa,

M ye bir semi-Riemann manifoldu denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2:2:3: Bir M semi-Riemann manifoldu üzerinde g metrik tensörünün

indeksine semi-Riemann manifoldun indeksi denir ve indM ile gösterilir.

E¼ger indeks � ise 0 � � � boyM dir. Özel olarak, � = 0 ise 8P 2M için g
P
, TPM

üzerinde pozitif tan¬ml¬bir iç çarp¬m oldu¼gundan,M birRiemann manifoldu olur.

� = 1 ve n � 2 olmas¬durumunda ise,M ye bir Lorentz manifoldu denir (O�Neill,

1983).

Tan¬m 2:2:4: Rn Öklid n�uzay verilsin. 0 � � � n, olmak üzere � tamsay¬s¬

için, Rn üzerinde,

g(X
P
; Y

P
) = �

�X
i=1

xiyi +

nX
i=�+1

xiyi

ile verilen metrik tensör göz önüne al¬n¬rsa, elde edilen uzay semi-Öklid n�uzay

olarak adland¬r¬l¬r ve Rn� ile gösterilir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2:2:5: M ve N birer semi-Riemann manifold ve

f :M �! N

bir C1 fonksiyon olsun. E¼ger f nin f� jakobiyen matrisi 8P 2 M noktas¬nda

regüler ise f ye M den N içine bir immersiyon denir. Bir başka ifade ile

rankf = boyM ise f ye bir immersiyon denir (Hac¬saliho¼glu, 2000).
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Tan¬m 2:2:6: M bir C1 manifold ve P 2M noktas¬ndaki kotanjant uzay T �P (M)

olsun. Buna göre, bir

! :M �! [
P2M

T �PM

fonksiyonu için,

� � ! :M özdeşlik�! M

olacak şekilde bir

� : [
P2M

T �P (M) �!M

fonksiyonu mevcut ise ! ya M üzerinde bir 1-form denir (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2:2:7: u1 ; :::; un, Rn� üzerinde do¼gal koordinat fonksiyonlar¬olsun. V ve

W =
P
W

i
@i, Rn� üzerinde vektör alanlar¬iseler

rVW =
nX
i=1

V (W
i
)@i

vektör alan¬na W n¬n V ye göre kovaryant türevi denir. Burada, f@ij 1 � i � ng,

�(Rn� ) vektör alanlar¬ uzay¬n¬n standart baz¬d¬r (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2:2:8: M bir C1 manifold olsun. M üzerinde bir r koneksiyonu

i) rVW , V ye göre C1(M;R) lineerdir,

ii) rVW , W ye göre R lineerdir,

iii) rV (fW ) = V (f)W + frVW , 8f 2 C1(M;R)

olacak şekilde bir

r : �(M)� �(M)! �(M)

fonksiyonudur (O�Neill, 1983).

Teorem 2:2:9: M semi-Riemann manifoldu üzerinde 8X; Y; Z 2 �(M) için

i) [X; Y ] = rXY �rYX

ii) Xg(Y; Z) = g(rXY; Z) + g(Y;rXZ)

olacak şekilde bir tek r koneksiyonu vard¬r. r yeM nin Levi-Civita koneksiyonu

denir ve Levi-Civita koneksiyonu,

2g(rXY; Z) = Xg(Y; Z) + Y g(Z;X)� Zg(X; Y )

�g(X; [Y; Z]) + g(Y; [Z;X]) + g(Z; [X; Y ])

7



Kozsul formülü ile karekterize edilir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2:2:10: M bir semi-Riemann manifold veM nin bir A bölgesinde tan¬ml¬

C1 fonksiyon f olsun.

df(X) = X[f ] = g(rf;X)

biçiminde tan¬mlanan df 1-formuna f nin A daki d¬̧s türevi denir.

A üzerinde w bir C1 1-form olmak üzere, w nin dw ile gösterilen d¬̧s türevi A

üzerinde 2-form olarak

dw(X; Y ) =
1

2
(X[w(Y )]� Y [w(X)]� w[X; Y ])

biçiminde tan¬mlan¬r ve bu eşitli¼ge Ricci denklemi denir (Hac¬saliho¼glu, 2003).

Tan¬m 2:2:11: M bir semi-Riemann manifold, r M üzerinde bir lineer

koneksiyon olsun. U �M üzerinde C1 vektör alanlar¬n¬n bir baz¬fe1; e2; :::; eng

ve bu baz¬n duali w1; w2; ::wn olmak üzere, 1 � i; j � n için

wij : �(U) �! C1(U;R)

X �! wij(X) = wi(rXej)

şeklinde tan¬ml¬wij fonksiyonlar¬na, U üzerinde fe1; e2; :::; eng baz¬na göre r

koneksiyonunun koneksiyon 1 -formlar¬denir (Hac¬saliho¼glu, 2003).

Tan¬m 2:2:12: M semi-Riemann manifold ve x1; x2; ::; xn U � M de koordinat

fonksiyonlar¬olsun. Bu koordinat fonksiyonlar¬için Christo¤el sembolleri, U da

�kij reel de¼gerli fonksiyonlar¬d¬r, öyleki
@
@xi
= ei , 1 � i � n olmak üzere

rei(ej) =
nX
k=1

�kijek , (1 � i; j � n)

dir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2:2:13: Levi-Civita koneksiyonu r olan bir semi-Riemann manifold M

olsun. 8X; Y; Z 2 �(M) için

R : �(M)� �(M)� �(M) ! �(M)

(X; Y; Z) ! R(X; Y )Z = rXrYZ �rYrXZ �r[X;Y ]Z
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şekinde tan¬mlanan R fonksiyonuM üzerinde (1; 3) tensördür. Bu tensöreM nin

Riemann e¼grilik tensörü denir (O�Neill, 1983).

Teorem 2:2:14: M bir semi-Riemann manifold ve R, M nin Riemann e¼grilik

tensörü olsun. 8X; Y; Z;W 2 �(M) için

i) g(R(X; Y )Z;W ) = �g(R(Y;X)Z;W );

ii) g(R(X; Y )Z;W ) = �g(R(X;Y )W;Z);

iii) g(R(X; Y )Z;W ) = g(R(Z;W )X; Y )

dir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tan¬m 2:2:15: M bir semi-Riemann manifold ve P 2 M noktas¬ndaki X, Y

tanjant vektörlerinin gerdi¼gi TPM tanjant uzay¬n¬n 2�boyutlu bir non-dejenere

altuzay¬� olsun.

K(�) =
g(R(X; Y )Y;X)

g(X;X)g(Y; Y )� g(X; Y )2

şeklinde tan¬mlanan K(�) reel say¬s¬na � nin kesit e¼grili¼gi denir (O�Neill, 1983).

Teorem 2:2:16: M bir semi-Riemann manifold olsun. M manifoldu c sabit

e¼grili¼gine sahip ise M nin e¼grilik tensörü 8X,Y ,Z 2 �(M) için

R(X; Y )Z = c fg(Y; Z)X � g(X;Z)Y g

şeklindedir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tan¬m 2:2:17: M , (n + 1)-boyutlu, p-indeksli ve c sabit e¼grilikli ba¼glant¬l¬

semi-Riemann manifoldu olsun. Bu semi-Riemann manifolduna p-indeksli

inde�nite uzay formu denir ve p = 0 ise sadece uzay formu denir (Zheng, 1996).

Tan¬m 2:2:18: n � 2 ve 0 � � � n olmak üzere;

(i) Sn� (r) = fX 2 Rn+1� : g(X;X) = r2g hiperquadri¼gine Rn+1� de r > 0 yar¬çapl¬,

n-boyutlu ve �-indeksli pseudo-küre denir.

(ii) Hn
� (r) = fX 2 Rn+1�+1 : g(X;X) = �r2g ile verilen hiperquadri¼ge Rn+1�+1 de

r > 0 yar¬çapl¬, n-boyutlu ve �-indeksli pseudo-hiperbolik uzay denir

(O�Neill, 1983).
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Teorem 2:2:19: n � 2 ve 0 � � � n olsun.

(i) Sn� (r) pseudo-küre, c = 1=r2 sabit pozitif e¼grilikli, tam semi-

Riemann manifoldudur.

(ii) Hn
� (r) pseudo-hiperbolik uzay, c = �1=r2 sabit negatif e¼grilikli, tam semi-

Riemann manifoldudur (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2:2:20: M(c), p-indeksli inde�nite uzay formu olsun. c > 0 ve p = 1 ise

M uzay¬na 1-indeksli de Sitter uzay¬denir (Zheng, 1996).

Tan¬m 2:2:21: M bir semi-Riemann manifold ve P 2 M noktas¬ndaki

tanjant uzay TPM olsun. TPM nin ortonormal baz¬fe1; e2; :::; eng olmak üzere

f 2 C1(M;R) için

� : C1(M;R) �! C1(M;R)

f �! �f = div(gradf)

=
P
i

"i(eiei(f)�reiei(f))

şeklinde tan¬mlanan � operatörüne laplasyan operatörü ve �f e ise f

fonksiyonunun laplasyan¬denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2:2:22: M bir semi-Riemann manifold ve R, M nin Riemann e¼grilik

tensörü olsun. fe1 ; :::; eng, TPM nin bir ortonormal baz¬olmak üzere

Ric : TPM � TPM ! R

(X; Y ) ! Ric(X; Y ) =
nP
i=1

"
i
g(R(e

i
; X)Y; e

i
)

veya

Ric(X; Y ) = izfZ ! R(X;Z)Y g

şeklinde tan¬ml¬Ric tensörüne Ricci e¼grilik tensörü ve Ric(X; Y ) de¼gerine de

Ricci e¼grili¼gi denir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tan¬m 2:2:23: M bir semi-Riemann manifold ve R, M nin Riemann e¼grilik

tensörü olsun. fe1 ; :::; eng, TPM nin bir ortonormal baz¬olmak üzere

� =
nX
i=1

"iRic(ei ; ei)
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de¼gerine M nin skalar e¼grili¼gi denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2:2:24: M bir semi-Riemann manifold olsun. E¼ger � 2 R için

Ric(XP ; YP ) = �g(XP ; YP )

ise M ye Einstein manifoldu denir (Hac¬saliho¼glu, 2003).

Lemma 2:2:25 (Cartan Lemmas¬). M , n-boyutlu Riemann manifoldu, r � n

ve M de 8P 2 M için lineer ba¼g¬ms¬z 1-formlar w1; w2; :::; wr olsun. M de

rX
i=1

�i ^ wi = 0

olacak şekilde �1; �2; ::; �r 1-formlar¬var ise,M üzerinde hij = hji özeli¼gini sa¼glayan

C1 hij fonksiyonlar¬ mevcuttur, öyleki 1 � i � r olmak üzere

�i =
rX
j=1

hijwj

yaz¬l¬r (Willmore, 1993).

Tan¬m 2:2:26: M , n-boyutlu Riemann manifoldu olsun. M de herhangi iki nokta

aras¬ndaki uzunlu¼gun supremum de¼gerineM nin diameteri denir ve diam(M) ile

gösterilir. d, M de Riemann metrik ve 8P;Q 2M için

diam(M) = supfd(P;Q) : P;Q 2Mg

dir (O�Neill, 1983).

Teorem 2:2:27 (Bonnet-Myers Teoremi). M , n-boyutlu Riemann

manifoldu olsun. E¼ger M nin Ricci e¼grili¼gi, 8P 2 M ve 8v 2 Tp(M) için

RicP (v) �
1

r2
> 0

şeklinde yaz¬labiliyor ise M kompaktt¬r ve diam(M) � �r dir (O�Neill, 1983).
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2:3: Semi-Riemann Altmanifoldlar

Tan¬m 2:3:1: fM semi-Riemann manifoldunun bir C1 altmanifolduM ve fM daki

metrik eg olsun.
' : M ! fM

P ! '(P ) = P

inclusion (dald¬rma) dönüşümü için P 2 M noktas¬ndaki türev dönüşümü

TPM
'�jP�! TPfM

ve ek dönüşümü de

TPM
� '�jP � TPfM�

olmak üzere,

'� jP (gP )(XP ; YP ) = eg('�(Xp); '�(Yp))P ; 8XP ; YP 2 TPM

eşitli¼gi ile tan¬ml¬ '� jP (eg
P
); M üzerinde bir metrik ise M ye fM n¬n bir

semi-Riemann altmanifoldu denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2:3:2: M; fM n¬n bir semi-Riemann altmanifoldu olsun. 8P 2 M için

TPM
? uzay¬n¬n boyutuna M nin dik tümleyeninin boyutu (codimension), TPM?

in indeksine de M nin dik tümleyenin indeksi (co-indeksi) denir ve coindM ile

gösterilir (O�Neill, 1983).

M; fM n¬n bir semi-Riemann altmanifoldu olsun. Buna göre,

TPfM = TPM � TPM?

oldu¼gundan, XP 2 TPfM için tanjant ve normal bileşenleri yard¬m¬yla,

XP = tanXP + norXP

yaz¬l¬̧s¬tek türlüdür. Burada, tanXP 2 TPM; norXP 2 TPM? dir. Ortogonal

izdüşümlerin sonucu olarak,
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tan : TPfM �! TPM

ve

nor : TPfM �! TPM
?

dönüşümleri R-lineerdirler (O�Neill, 1983).

Teorem 2:3:3: M; fM n¬n bir semi-Riemann altmanifoldu olsun. O zaman

indfM = indM + coindM

dir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2:3:4: M , fM nin bir semi-Riemann altmanifoldu olsun. f(fM) = M

olacak şekilde bir

f : fM �!M

immersiyonu mevcut ise M ye fM nin bir gömülmüş altmanifoldu denir

(Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2:3:5: M; fM nin bir semi-Riemann altmanifoldu ve fM üzerinde

Levi-Civita koneksiyonu er olsun.
r : �(M)� �(M) ! �(M)

(X; Y ) ! rXY = tan erXY
indirgenmi̧s fonksiyonuna M semi-Riemann altmanifoldu üzerine indirgenmiş

koneksiyon denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2:3:6: 8 X; Y 2 �(M) için,

B : �(M)� �(M) ! �(M)?

(X;Y ) ! B(X; Y ) = norerXY
şeklinde tan¬ml¬B dönüşümü 2�lineer ve simetriktir. B dönüşümüneM nin şekil

tensörü veya ikinci temel tensörü denir (O�Neill, 1983).
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Tan¬m 2:3:7: M , fM n¬n bir semi-Riemann altmanifoldu olsun. er ver, s¬ras¬yla,fM ve M üzerindeki Levi-Civita koneksiyonlar¬ olmak üzere

8X; Y 2 �(fM) için, erXY = rXY +B(X; Y )
eşitli¼gine M nin Gauss formulü denir (O�Neill, 1983).

Teorem 2:3:8: M; fM n¬n bir semi-Riemann altmanifoldu olsun. R ve eR, s¬ras¬yla,
M ve fM nin Riemann e¼grilik tensörleri ve 8V ,W ,X,Y 2 �(M) için

g(RVWX; Y ) = eg( eRVWX;Y )� eg(B(V;X); B(W;Y )) + eg(B(V; Y ); B(W;X))
dir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2:3:9: M; fM n¬n bir n-boyutlu semi-Riemann altmanifoldu olsun.

P 2 M noktas¬ndaki TPM tanjant uzay¬n¬n bir ortonormal baz¬fe1; e2; :::; eng

olmak üzere
1

n

nX
i=1

"iB(ei; ei)

şeklinde tan¬ml¬ vektör alan¬na M nin ortalama e¼grilik vektör alan¬ ve

H =





 1n nP
i=1

"iB(ei; ei)





 say¬s¬na ise M nin ortalama e¼grili¼gi denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2:3:10: fM; n�boyutlu bir semi-Riemann manifold olsun. fM n¬n dik

tümleyeninin boyutu (codimension) 1 olan altmanifolduna fM n¬n bir semi-

Riemann hiperyüzeyi denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2:3:11: fM n¬n M semi-Riemann hiperyüzeyinin " i̧sareti;8<: +1; e¼ger coindM = 0

�1; e¼ger coindM = 1

biçimindedir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2:3:12: M , fM n¬n semi-Riemann hiperyüzeyi olsun. N , M nin birim

normal vektör alan¬olmak üzere 8X; Y 2 �(M) için

h : �(M)� �(M) �! C1(M;R)

( X ; Y ) �! h(X; Y ) = "eg(B(X; Y ); N)
14



şeklinde tan¬ml¬ h, bilineer formuna M nin ikinci temel formu denir

(Hac¬saliho¼glu, 2003).

Tan¬m 2:3:13: M , (n+1)-boyutlu fM semi-Riemannmanifoldunun içine gömülmüş

n-boyutlu Riemann manifoldu olsun. fM üzerindeki semi-Riemann metri¼gi, M

deki Riemann metri¼gine indirger ve M ye spacelike hiperyüzey ad¬ verilir

(Zheng, 1996).

Tan¬m 2:3:14: M , fM n¬n bir semi-Riemann hiperyüzeyi olsun. r; M

üzerinde Levi-Civita koneksiyon ve N de birim normal vektör alan¬olmak üzere,

8X 2 �(M) için

g(S(X); Y ) = eg(B(X; Y ); N)
şeklinde tan¬ml¬

S : �(M)! �(M)

lineer dönüşümüne M nin N den türetilmi̧s şekil operatörü denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2:3:15: M; fM n¬n bir semi-Riemann hiperyüzeyi olmak üzere, M nin

ikinci temel tensörü s¬f¬r ise M ye total geodeziktir denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2:3:16: M; fM n¬n bir semi-Riemann hiperyüzeyi olmak üzere, M nin

ikinci temel tensörü skalar ise M ye total umbiliktir denir (O�Neill, 1983).

Lemma 2:3:17 (Cauchy-Shwartz Eşitsizli¼gi). 8ai; bj 2 R, 1 � i; j � n

ve � 2 R sabit olmak üzere,

(
X
i

aibi)
2 �

X
i

(ai)
2
X
j

(bj)
2

dir. Eşitlik ancak ve ancak ai = �bi veya bi = �ai olmas¬durumunda mevcuttur

(Pang, Xu ve Dai, 2002).

15



3: DE SITTER UZAYINDA SPACELIKE H·IPERYÜZEYLER

Bu bölümde, de Sitter uzay¬nda spacelike hiperyüzeyler ele al¬nacakt¬r. Burada,

indeksi 1 olan de Sitter uzay¬nda spacelike hiperyüzeyler için yap¬denklemleri

elde edilecek ve spacelike hiperyüzeylerin total geodezik ve total umbilik

olmas¬için gerek ve yeter şartlar verilecektir. Ayr¬ca total geodezik olma koşulu

Einstein spacelike hiperyüzeylere uygulanacakt¬r.

3:1: De Sitter Uzay¬nda Yap¬Denklemleri ve Lokal Formüller

fM(c), 1-indeksli, (n + 1)-boyutlu de Sitter uzay¬ve M de, fM(c) nin spacelike
hiperyüzeyi olsun. fM(c) de fe1; e2; :::; en; en+1g bir ortonormal baz ve bu
ortonormal baz¬n dual baz¬fw1;w2; :::; wn+1g olmak üzere fM(c) deki semi-Riemann
metri¼gi

ds2 =
nX
i=1

(wi)
2 � (wn+1)2 =

X
A

"A(wA)
2

dir. Burada, A;B;C; ::: 2 f1; :::; n + 1g ve i; j; k; ::: 2 f1; :::; ng indis s¬ralamas¬

göz önüne al¬n¬rsa , "i = 1 ve "n+1 = �1 dir. Buna göre fM(c) nin yap¬denklemleri
aşa¼g¬daki gibidir.

Bir formun d¬̧s türevi tan¬m¬ndan

dwA(eC ; eD) =
1

2
feC [wA(eD)]� eD[wA(eC)]� wA ([eC;eD])g

=
1

2

n
eC ["A�AD]� eD["A�AC ]� wA

�ereCeD � ereDeC�o
= �1

2
wAf

X
E

�ECDeE �
X
E

�EDCeEg

= �1
2
f
X
E

�ECDwA(eE)�
X
E

�EDCwA(eE)g

= �1
2

X
E

�
�ECD"A�AE � �EDC"A�AE

	
ise

dwA(eC ; eD) = �
1

2

X
A

"A
�
�ACD � �ADC

	
(3:1:1)
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dir. Koneksiyon 1-formlar¬tan¬m¬ndan

wAB(eC) = wA(ereCeB) = �ECBwA(eE)
biçiminde yaz¬labilir. Burada wA(eE) = "A�AE oldu¼gundan

wAB(eC) = �
A
CB = �

A
CBwC(eC)

) wAB = �
A
CBwC

dir. Buna göreX
B

(wAB ^ wB)(eC ; eD) =
1

2

X
B

fwAB(eC)wB(eD)� wAB(eD)wB(eC)g

=
1

2

X
B

fwA(ereCeB)"B�BD � wA(ereDeB)"B�BCg
=

1

2

X
B

f
X
E

�ECBwA(eE)"B�BD �
X
E

�EDBwA(eE)"B�BCg

=
1

2

X
B

"Bf
X
E

�ECB"A�AE�BD �
X
E

�EDB"A�AE�BCg

=
1

2

X
B

"Bf
X
A

�ACB"A�BD �
X
A

�ADB"A�BCg

=
1

2

X
A;B

"A"B
�
�ACB�BD � �ADB�BC

	
=

1

2

X
A;B

"A"B
�
�ACD � �ADC

	
(3:1:2)

olur. Böylece (3:1:1) ve (3:1:2) eşitliklerinden birinci yap¬denklemi

dwA = �
X
B

"BwAB ^ wB (3:1:3)

biçiminde elde edilir. Ayr¬ca

(wAB + wBA)(eC) = wAB(eC) + wBA(eC)

= wA(ereCeB) + wB(ereCeA)
= �ECBwA(eE) + �

E
CAwB(eE)

= �ECB"A�AE + �
E
CA"B�BE

= �ACB"A + �
B
CA"B
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d¬r. Burada ereCeA = �BCA"B
oldu¼gundan eg(ereCeA; eB) = �BCA"B

�eg(ereCeB; eA) = �eg(�ACBeA; eA)
) � �ACB"A = �BCA"B

dir. Böylece

(wAB + wBA)(eC) = �ACB"A + �
B
CA"B

= �ACB"A � �ACB"A

= 0

) wAB + wBA = 0 (3:1:4)

elde edilir.eR, fM(c) nin e¼grilik tensör alan¬olmak üzereX
C;D

eRABCDwC ^ wD = eRABCD
= eR(eA; eB; eC ; eD)
= eg( eR(eC ; eD)eB; eA)
= eg(ereC ereDeB � ereD ereceB � er[eC ;eD]eB; eA)
= eg(ereC (X

E

�EDBeE)� ereD(X
E

�ECBeE); eA)

�eg(er[eC ;eD]eB; eA)
= "Af

@�ADB
@eC

� @�
A
CB

@eD
+
X
E

(�EDB�
A
CE � �ECB�ADE)g

�eg(er[eC ;eD]eB; eA)
(3:1:5)

dir. Di¼ger taraftan

wAB(eN) = wA(
X
E

�ENBeE) =
X
E

�ENBwA(eE)

olmak üzere

dwAB +
X
C

"cwAC ^ wCB
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toplam¬hesaplan¬rsa

(dwAB +
X
C

"c(wAC ^ wCB))(eM ; eN)

=
1

2
feM [wAB(eN)]� eN [wAB(eM)]� wAB[eM ; eN ]g

+
1

2

X
C

"CfwAC(eM)wCB(eN)� wAC(eN)wCB(eM)g

=
1

2
feM [

X
E

�ENBwA(eE)]� eN [
X
E

�EMBwA(eE)]� eg(er[eM ;eN ]eB; eA)
+
X
C

"C(
X
E

�EMCwA(eE)
X
E

�ENBwC(eE)

�
X
E

�ENCwA(eE)
X
E

�EMBwC(eE))g

=
1

2
feM [�ANB"A]� eN [�AMB"A]� eg(er[eM ;eN ]eB; eA)

+
X
C

"C(�
A
MC"A�

C
NB"C � �ANC"A�CMB"C)g

=
1

2
f"A(

@�ADB
@eC

� @�
A
CB

@eD
+
X
E

(�ACE�
E
DB � �ADE�ECB))

� eg(er[eC ;eD]eB; eA)g
(3:1:6)

oldu¼gu görülür. (3:1:5) ve (3:1:6) eşitliklerinden

dwAB +
X
C

"cwAC ^ wCB =
1

2
eRABCD

=
1

2

X
C;D

eRABCDwC ^ wD
olur. Böylece ikinci yap¬denklemi

dwAB = �
X
C

"cwAC ^ wCB +
1

2

X
C;D

eRABCDwC ^ wD (3:1:7)

biçiminde elde edilir.fM(c), de Sitter uzay¬n¬n Riemann e¼grilik tensörünün bileşenleri
eRCDeA = cfeg(eA; eC)eD � eg(eA; eD)eCg
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oldu¼gundan

eRABCD = eg( eRCDeA; eB)
= cfeg(eA; eC)eg(eD; eB)� eg(eA; eD)eg(eC ; eB)g
= c("A�AC"B�BD � "A�AD"B�BC)

= c"A"B(�AC�BD � �AD�BC)

= c"A"B(�AC�BD � �AD�BC) (3:1:8)

dir.

Şimdi de M spacelike hiperyüzeyi için birinci ve ikinci yap¬ denklemleri ile

Riemann e¼grilik tensörünün bileşenleri elde edilecektir. Bunun için,

wn+1 = 0 (3:1:9)

ve M nin

ds2 =
X
(wi)

2

Riemann metri¼gi göz önüne al¬nacakt¬r. M spacelike hiperyüzeyinin ikinci temel

formu

h =
X

hijwi 
 wj

olmak üzere

0 = dwn+1 = �
X

wn+1;i�wi

ve Cartan lemmas¬ndan

wn+1;i =
X
j

hijwj , hij = hji (3:1:10)

yaz¬labilir. O halde fM(c) nin birinci ve ikinci yap¬ denklemlerinden , M nin

birinci ve ikinci yap¬denklemleri, s¬ras¬yla,

dwi = �
X
j

wij�wj , wij + wji = 0 (3:1:11)

ve

dwij = �
X
k

wik�wkj +
1

2

X
k;l

Rijklwk�wl (3:1:12)
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şeklinde elde edilir. 8P 2 M için, (hij) simetrik oldu¼gundan uygun ortonormal

bazlar seçilerek

hij = �i�ij (3:1:13)

biçiminde yaz¬labilir. Bu eşitlikler göz önüne al¬n¬rsa,M spacelike hiperyüzeyinin

Riemann e¼grilik tensörünün bileşenleri

Rijkl = g(Rklei; ej)

= eg( eRklei; ej) + eg(h(ek; ei); h(el; ej))� eg(h(ek; ej); h(el; ei))
= c(�ik�jl � �il�jk) + eg(hiken+1; hjlen+1)� eg(hjken+1; hilen+1)
= c(�ik�jl � �il�jk) + hikhjleg(en+1; en+1)� hjkhileg(en+1; en+1)
= c(�ik�jl � �il�jk) + (hikhjl � hjkhil)eg(en+1; en+1)
= c(�ik�jl � �il�jk)� (hikhjl � hilhjk)

= c(�ik�jl � �il�jk)� (�i�ik�j�jl � �j�jk�i�il)

= c(�ik�jl � �il�jk)� �i�j(�ik�jl � �il�jk) (3:1:14)

elde edilir.

Son olarak,M nin ikinci temel formunun bileşenleri olan hij nin laplasyan¬için bir

eşitlik verilecektir. M spacelike hiperyüzeyinde hij ikinci temel formun

bileşenlerinin kovaryant türev ve ikinci kovaryant türevi, s¬ras¬yla, hijk ve hijkl

olmak üzere X
k

hijkwk = dhij �
X
k

hikwkj �
X
k

hjkwki; (3:1:15)

X
l

hijklwl = dhijk �
X
l

hijlwlk �
X
l

hilkwlj �
X
l

hljkwli (3:1:16)

biçiminde tan¬mlan¬r. Böylece

hijk � hikj = 0 (3:1:17)

hijkl � hijlk =
X
m

himRmjkl +
X
m

hjmRmikl (3:1:18)

elde edilir.

hij nin laplasyan¬, �hij =
X
k

hijkk oldu¼gundan, bu eşitli¼ge

�
X
k

hikjk +
X
k

hikjk �
X
k

hikkj +
X
k

hikkj �
X
k

hkkij +
X
k

hkkij = 0
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ifadesi eklenirse sonuç de¼gi̧smedi¼ginden

�hij =
X
k

hijkk �
X
k

hikjk +
X
k

hikjk �
X
k

hikkj +
X
k

hikkj �
X
k

hkkij +
X
k

hkkij

=
X
(

k

hijkk � hikjk) +
X
k

(hikjk � hikkj) +
X
k

(hikkj � hkkij) +
X
k

hkkij

(3:1:19)

dir. Burada hij = hji ve hijk = hikj oldu¼gundan hijkk = hikjk ve hikkj = hkkij dir.

M spacelike hiperyüzeyinin ortalama e¼grili¼gi

H =
1

n

X
i

hii

nin ikinci kovaryant türevi

nHij =
X
k

hkkij (3:1:20)

dir. (3:1:20) eşitli¼gi göz önüne al¬n¬rsa

�hij = nHij +
X
m;k

himRmkjk +
X
m;k

hkmRmijk (3:1:21)

elde edilir.

3:2: De Sitter Uzay¬nda Total Geodezik Spacelike Hiperyüzeyler

Bu alt böümde, de Sitter uzay¬nda spacelike hiperyüzeylerin total geodezik

olmas¬için gerek ve yeter şartlar verilecektir. Ayr¬ca bu şartlar Einstein spacelike

hiperyüzeylere uygulanacakt¬r.

Lemma 3:2:1: M , fM(c) de Sitter uzay¬nda spacelike hiperyüzey olsun. E¼ger
M nin ikinci temel formu, uygun ortonormal bazlar seçilerek, herhangi bir P

noktas¬nda 0BBBBBB@
�(P ) 0 � � � 0

0 0 � � � 0
...

...
...

...

0 0 � � � 0

1CCCCCCA
biçiminde yaz¬labiliyor ise M total geodeziktir. Burada �, M de fonksiyondur

(Pang vd., 2002).
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·Ispat. M spacelike hiperyüzeyinin ortalama e¼grili¼gi

H =

�
1

n

�X
i

hii

biçiminde tan¬ml¬oldu¼gundan

H(P ) =

�
1

n

�X
i

hii(P ) =
1

n
�(P ) (3:2:1)

dir. H(P ) ortalama e¼grilik fonksiyonu C1 oldu¼gundan �(P ) fonksiyonu daM de

C1 olacakt¬r. Böylece (3:2:1) eşitli¼ginden

�(P ) = nH(P )

yaz¬labilir. Kabul edelim ki

5�(P ) =
X
i

�i(P )wi

52�(P ) =
X
i;j

�ij(P )wi 
 wj

ve

5h =
X
i;j;k

hijkwi 
 wj 
 wk

olsun. (3:1:13), (3:1:14) eşitlikleri ve hipotezden

h11 = �(P ) , hij = 0 (i; j) 6= (1; 1) (3:2:2)

olmak üzere

h11 = �1�11

dir. hij = 0 oldu¼gundan

hij = �i�ij = 0) �i = 0

olur. Buna göre (3:1:14) eşitli¼ginde

�i�j = 0 ; (i; j) 6= (1; 1) ve �1 = 1

de¼geri yerine yaz¬l¬rsa

Rijkl = c(�ik�jl � �il�jk) (3:2:3)
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elde edilir. M nin skalar e¼grili¼gi

� =
X
i;j

Rijij

= c
X
i;j

(�ii�jj � �ij�ji)

= c
X
i;j

�ii�jj � c
X
i;j

(�ij)
2

= cn
X
j

�jj � c
X
i=j

(�jj)
2

= cn(n� 1) (3:2:4)

dir.

·Ikinci temel formun uzunlu¼gunun karesi � =
P
i;j

(hij)
2 olmak üzere, � laplasyan¬

1

2
�� =

1

2

X
k

fekek(�)�rekek(�)g

=
1

2

X
k

fekek(
X
i;j

(hij)
2)�rekek(

X
i;j

(hij)
2)g

=
1

2

X
k

fek(2
X
i;j

hijek(hij))� 2
X
i;j

hijrekek(hij)g

=
X
k

fek(
X
i;j

hijek(hij))�
X
i;j

hijrekek(hij)g

=
X
i;j;k

fek(hij)ek(hij) + hijekek(hij)� hijrekek(hij)g

=
X
i;j;k

ek(hij)ek(hij) +
X
i;j;k

hijekek(hij)�
X
i;j;k

hijrekek(hij)

dir. Son iki ifade
P
i;j

hij parantezine al¬n¬rsa,

1

2
�� =

X
i;j;k

ek(hij)ek(hij) +
X
i;j

hijf
X
k

(ekek(hij)�rekek(hij))g (3:2:5)

elde edilir. Burada X
k

(ekek(hij)�rekek(hij)) = �hij

ve

rhij(ek) =
X
k

hijkwk(ek) = ek(hij) = hijk
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eşitlikleri göz önüne al¬n¬rsa,

1

2
�� =

X
i;j;k

(hijk)
2 +

X
i;j

hij�hij (3:2:6)

d¬r. Di¼ger taraftan,
X
i;;j

hij�hij ifadesi (3:1:21) eşitli¼ginden

X
i;;j

hij�hij =
X
i;;j

hij(nHij +
X
m;k

himRmkjk +
X
m;k

hkmRmijk)

= n
X
i;j

hijHij +
X
i;j;k;m

hijhimRmkjk +
X
i;;j;k;m

hijhkmRmijk

biçiminde yaz¬l¬r. Böylece (3:2:6) eşitli¼gi

1

2
�� =

X
i;;j;k

(hijk)
2 + n

X
i;j

hijHij +
X
i;j;k;m

hijhimRmkjk +
X
i;;j;k;m

hijhkmRmijk (3:2:7)

olur. (3:2:2), (3:2:3) eşitlikleri ve ortalama e¼grili¼gin ikinci türevinden (3:2:7)

eşitli¼gi

1

2
�� =

X
i;;j;k

(hijk)
2 + n

X
i

hiiHii +
X
i;j;k;m

hijhimc(�mj�kk � �mk�kj)

+
X
i;;j;k;m

hijhkmc(�mj�ik � �mk�ij)

=
X
i;;j;k

(hijk)
2 + �(P )

X
i

�ii(P ) +
X

k;i=j=m=1

hiihiic(�ii � �ik�ki)

=
X
i;;j;k

(hijk)
2 + �(P )

X
i

�ii(P ) +
X

k;i=j=m=1

�2(P )c(1� (�ik)2)

=
X
i;;j;k

(hijk)
2 + �(P )

X
i

�ii(P ) +
X
k;i

�2(P )c�
X
k;i

�2(P )c(�ik)
2

=
X
i;;j;k

(hijk)
2 + �(P )

X
i

�ii(P ) + c(n� 1)�2(P ) (3:2:8)

biçiminde yaz¬l¬r. Ayr¬ca � = �2(P ) oldu¼gundan

1

2
�� =

1

2
��2(P )

dir. O halde,

1

2
��2(P ) =

1

2

X
i

�
eiei(�

2(P ))�5eiei(�
2(P ))

	
=

1

2

X
i

fei (2�(P )ei(�(P ))� 2�(P )5ei ei(�(P ))g
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1

2
��2(P ) =

X
i

fei(�(P )ei(�(P )))� �(P )5ei ei(�(P ))g

=
X
i

f�(P )ei(ei(�(P ))) + ei(�(P ))ei(�(P ))� �(P )5ei ei(�(P ))g

=
X
i

ei(�(P ))ei(�(P )) + �(P )
X
i

feiei(�(P ))�5eiei(�(P ))g

elde edilir. BuradaX
i

feiei(�(P ))�5eiei(�(P ))g = ��(P );

ei(�(P )) = �i(P )

ve

��(P ) =
X
i

�ii(P )

eşitlikleri göz önüne al¬n¬rsa

1

2
��2(P ) =

X
i

ei(�(P ))ei(�(P )) + �(P )��(P )

=
X
i

(�i(P ))
2 + �(P )

X
i

�ii(P )

dir. Böylece

1

2
�� =

1

2
��2(P ) =

X
i

(�i(P ))
2 + �(P )

X
i

�ii(P ) (3:2:9)

biçiminde yaz¬l¬r. (3:2:8) ve (3:2:9) eşitliklerindenX
i

(�i(P ))
2 =

X
i;;j;k

(hijk)
2 + c(n� 1)�2(P ) (3:2:10)

olur. Son olarak, Ricci e¼grili¼ginin bileşenleri (3:2:3) eşitli¼gi kullan¬larak

Rij =
X
k

Rkikj

=
X
k

c(�kk�ij � �kj�ik)

=
X
k

c(�ij � �kj�ik)

=
X
k

c�ij � c
X
k

�kj�ik

= c(n� 1)�ij
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şeklinde elde edilir. Ricci e¼grili¼ginin bileşenleri Rijler sabit oldu¼gundan Ricci

e¼grili¼gi s¬n¬rl¬d¬r ve Bonnet-Myers teoreminden Ricci e¼grili¼gi s¬n¬rl¬ ise M

kompaktt¬r. Buna göre öyle bir P vard¬r ki, �(P ) bu noktada maksimum de¼gere

sahip olur ve bu noktada

�ii � 0 , �i(P ) = 0 (3:2:11)

d¬r. (3:2:10) eşitli¼ginden görülür ki

max
P2Mn

�(P ) = 0

ve ayn¬düşünceyle

min
P2Mn

�(P ) = 0

elde edilir. Böylece

�(P ) � 0

olur ve M total geodeziktir.

Teorem 3:2:2M , fM(c) de Sitter uzay¬n¬n bir spacelike hiperyüzeyi olsun. Ric(M)
ve �, s¬ras¬yla, M nin Ricci e¼grili¼gi ve skalar e¼grili¼gi olmak üzere

jRic(M)j2 � 2c�(n� 1)� c2n(n� 1)2

dir (Pang vd., 2002).

·Ispat. M , spacelike hiperyüzeyinin Ricci e¼grilik tensörünün bileşenleri (3:1:14)

eşitli¼gi kullan¬larak

Rij =
X
k

Rkikj

=
X
k

fc(�kk�ij � �kj�ik)� �k�i(�kk�ij � �kj�ik)g

=
X
k

fc(�ij � �kj�ik)� �k�i(�ij � �kj�ik)g

= �
X
k

�k�i�ij +
X
k

�k�i�kj�ik + c
X
k

(�ij � �kj�ik)

= ��i�ij
X
k

�k + �i�j�ij + c�ij � c
X
k

�ki�kj

= ��i�ij
X
k

�k + �i�j�ij + c�ij � c
X
k=i

�ii�ij

= ��i�ij
X
k

�k + �i�j�ij + c(n� 1)�ij (3:2:12)
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elde edilir. Böylece

jRic(M)j2 =
X
i;j

R2ij =
X
i;j

f��i�ij
X
k

�k + �i�j�ij + c(n� 1)�ijg2

=
X
i;j

f�2i (
X
k

�k)
2�ij + �

2
i�
2
j�ij + c

2(n� 1)2�ij � 2�2i�j�ij
X
k

�k

�2c(n� 1)�i�ij
X
k

�k + 2c(n� 1)�i�j�ijg

=
X
i;j

(�2i (
X
k

�k)
2�ij) +

X
i;j

�
�2i�

2
j�ij
�
+ c2(n� 1)2

X
i;j

�ij

�2
X
i;j

(�2i�j�ij
X
k

�k)� 2c(n� 1)
X
i;j

(�i�ij
X
k

�k)

+2c(n� 1)
X
i;j

(�i�j�ij)

= (
X
i

�2i )(
X
k

�k)
2 +

X
i

�4i + c
2n(n� 1)2 � 2

X
i

�3i
X
k

�k

�2c(n� 1)(
X
i

�i)
2 + 2c(n� 1)

X
i

�2i (3:2:13)

dir. M spacelike hiperyüzeyinin skalar e¼grili¼gi ise

� =
X
i;j

Rijij

=
X
i;j

fc(�ii�jj � �ij�ji)� �i�j(�ii�jj � �ij�ji)g

=
X
i;j

fc(1� �2ij)� �i�j(1� �2ij)g

=
X
i;j

c(1� �2ij)�
X
i;j

�i�j(1� �2ij)g

= cn(n� 1)�
X
i;j

�i�j +
X
i;j

�i�j�
2
ij

= cn(n� 1)� (
X
i

�i)
2 +

X
i

�2i

= �(
X
i

�i)
2 +

X
i

�2i + cn(n� 1) (3:2:14)

dir. Böylece

(
X
i

�i)
2 =

X
i

�2i + cn(n� 1)� � (3:2:15)

olur. (3:2:13) eşitli¼ginde (3:2:15) eşitli¼gi yerine yaz¬l¬rsa

28



jRic(M)j2 = (
X
i

�2i )(
X
i

�2i + cn(n� 1)� �) +
X
i

�4i + c
2n(n� 1)2

�2
X
i

�3i
X
k

�k � 2c(n� 1)(
X
i

�2i + cn(n� 1)� �)

+2c(n� 1)
X
i

�2i

= (
X
i

�2i )(
X
i

�2i + cn(n� 1)� �) +
X
i

�4i + c
2n(n� 1)2

�2
X
i

�3i
X
k

�k � 2c(n� 1)
X
i

�2i � 2c2n(n� 1)2 + 2c(n� 1)�

+2c(n� 1)
X
i

�2i

= (
X
i

�2i )(
X
i

�2i + cn(n� 1)� �) +
X
i

�4i � 2
X
i

�3i
X
k

�k

+2c(n� 1)�� c2n(n� 1)2

elde edilir. Di¼ger taraftan Cauchy Shwartz eşitsizli¼gi göz önüne al¬n¬rsa

jRic(M)j2 = (
X
i

�2i )(
X
i

�2i + cn(n� 1)� �) +
X
i

�4i � 2
X
i

�3i
X
k

�k

+2c(n� 1)�� c2n(n� 1)2

� (
X
i

�2i )(
X
i

�2i + cn(n� 1)� �) +
X
i

�4i

�2(
X
i

�4i )
1=2(
X
i

�2i )
1=2(
X
i

�2i + cn(n� 1)� �)1=2

+2c(n� 1)�� c2n(n� 1)2

= f(
X
i

�4i )
1=2 � (

X
i

�2i )
1=2(
X
i

�2i + cn(n� 1)� �)1=2g2

+2c(n� 1)�� c2n(n� 1)2

= f(
X
i

�4i )
1=2 � (

X
i

�2i )
1=2(
X
i

�2i + cn(n� 1)� �)1=2g2

+2c(n� 1)�� c2n(n� 1)2

� 2c(n� 1)�� c2n(n� 1)2 (3:2:16)

elde edilir. Böylece teorem ispatlanm¬̧s olur.

Teorem 3:2:3: M , fM(c) de Sitter uzay¬n¬n spacelike hiperyüzeyi olsun. Ric(M)
ve �; s¬ras¬yla, M nin Ricci e¼grili¼gi ve skalar e¼grili¼gi olmak üzere

jRic(M)j2 = 2c�(n� 1)� c2n(n� 1)2 ,M total geodeziktir
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(Pang vd.; 2002).

·Ispat. (() M spacelike hiperyüzeyi total geodezik olsun. O halde �i = 0 ,

1 � i � n dir. (3:2:13) ve (3:2:14) eşitliklerinden

jRic(M)j2 = c2n(n� 1)2 ve � = cn(n� 1) (3:2:17)

elde edilir. Böylece

jRic(M)j2 = 2c2n(n� 1)2 � c2n(n� 1)2

= 2ccn(n� 1)(n� 1)� c2n(n� 1)2

= 2c�(n� 1)� c2n(n� 1)2

dir.

())M spacelike hiperyüzeyi için (3:2:16) eşitsizli¼gi eşitlik olsun. Cauchy Shwartz

eşitsizli¼gi göz önüne al¬n¬rsa, belli bir � de¼geri için

�2i = ��i , i = 1; 2; :::; n

veya

��2i = �i , i = 1; 2; :::; n

biçiminde yaz¬labilir.

Burada

�i = � , i = 1; 2; :::; k

ve

�j = 0 , j = k + 1; k + 2; :::; n

şeklinde kabul edilirse � = 0 ve � 6= 0 durumlar¬n¬incelemek yeterli olur.

� = 0 ise M total geodeziktir. � 6= 0 ise (3:2:16) eşitli¼ginde

f(
X
i

�4i )
1=2 � (

X
i

�2i )
1=2(
X
i

�2i + cn(n� 1)� �)1=2g2 = 0

olmal¬d¬r. Böylece �i de¼gerleri yerine yaz¬l¬rsa

(k�4)1=2 � (k�2)1=2(k�2 + cn(n� 1)� �)1=2 = 0
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(k�4)1=2 = (k�2)1=2(k�2 + cn(n� 1)� �)1=2

k�4 = (k�2)(k�2 + cn(n� 1)� �)

= k2�4 + k�2cn(n� 1)� k�2�

k�2� = k2�4 � k�4 + k�2cn(n� 1)

� = (k � 1)�2 + cn(n� 1) (3:2:18)

elde edilir. Ayr¬ca (3:2:3) ve (3:2:13) eşitliklerinden

� = �(
P
i

�i)
2 +

P
i

�2i + cn(n� 1)

= �(k�)2 + k�2 + cn(n� 1)

= (k � k2)�2 + cn(n� 1)
(3:2:19)

dir. (3:2:18) ve (3:2:19) eşitliklerinden

(k � 1)�2 + cn(n� 1) = (k � k2)�2 + cn(n� 1)

(k � 1)�2 = (k � k2)�2

) k = 1

dir. Bu ise � = �1 6= 0 ve di¼ger durumlarda � n¬n s¬f¬r oldu¼gunu gösterir. O halde

Lemma 3:2:1: den M total geodeziktir.

Sonuç. M , Ric(M) = c(n � 1)g eşitli¼gi ile verilen, fM(c) de Sitter uzay¬n¬n
spacelike Einstein hiperyüzeyi olsun. Bu durumda M total geodeziktir

(Pang vd.; 2002).

·Ispat. M , fM(c) da Spacelike Einstein hiperyüzey ve Ric(M) = c(n� 1)g olsun.
O halde � = cn(n � 1) ve jRic(M)j2 = c2n(n � 1)2 = 2c�(n � 1) � c2n(n � 1)2

dir. Böylece Teorem 3:2:2 den M total geodeziktir.
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3:3: De Sitter Uzay¬nda Total Umbilik Spacelike Hiperyüzeyler

Bu alt bölümde, de Sitter uzay¬nda spacelike hiperyüzeylerin total umbilik olmas¬

için gerek ve yeter şartlar verilecektir.

Teorem 3:3:1: M , fM(c) de n-boyutlu spacelike hiperyüzey olsun. E¼ger

Ric(M) � (n � 1)c ve R < c ise M nin ikinci temel formu semi-de�nit ve e¼ger

sadece Ric(M) < (n � 1)c ise M nin ikinci temel formu de�nittir. Burada R,

M nin normalleştirilmi̧s skalar e¼grili¼gidir (Zheng, 1996).

·Ispat. fe1; e2; :::; eng M nin ortonormal baz¬olmak üzere M nin Ricci e¼grilik

tensörünün bileşenleri (3:2:12) eşitli¼ginden

Rij =
X
k

Rikjk

= ��i�ij
X
k

�k + �i�j�ij + c(n� 1)�ij

biçiminde yaz¬l¬r. X
k

�k =
X
i

hii = nH

eşitli¼gi göz önüne al¬n¬rsa

Ric(i) = c(n� 1)� �inH + �2i

elde edilir. Böylece

n�iH � �2i = (n� 1)c�Ric(i) (3:3:1)

dir. Burada Ric(i), M nin ei yönündeki Ricci e¼grili¼gidir.

(3:2:14) eşitli¼ginden ve

(
X
i

�i)
2 = (

X
i

hii)
2 = n2H2

X
i

�2i =
X
i

(hii)
2 = �

eşitliklerinden

� = cn(n� 1)� n2H2 + �
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elde edilir. Ayr¬ca M nin normalleştirilmi̧s skalar e¼grili¼gi R < c oldu¼gundan

n2H2 � � = n(n� 1)(c�R) (3:3:2)

dir. Böylece, (3:3:2) eşitli¼gi göz önüne al¬narak ortalama e¼grili¼gin baz¬noktalarda

s¬f¬r oldu¼gu düşünülürse, bu noktalarda hipotezin aksine R � c dir. Bu nedenle

H > 0 kabul edilir. Ric(M) � (n� 1)c ve (3:3:1) eşitli¼ginden �i � 0 d¬r. Böylece

h pozitif semi-de�nittir. E¼ger Ric(M) < (n� 1)c ise �i > 0 olaca¼g¬ndan h pozitif

de�nittir.

Teorem 3:3:2: M , fM(c) de Sitter uzay¬nda spacelike hiperyüzey olsun.

H2 � c�R ise M total umbiliktir (Zheng, 1996).

·Ispat. M spacelike hiperyüzeyi için

� � nH2 =
X
i;j

(hij �H�ij)2 � 0 (3:3:3)

d¬r ve M total umbiliktir ancak ve ancak eşitlik vard¬r. Hipotezden ve (3:3:2)

eşitli¼ginden, � � nH2 dir. Böylece � = nH2 dir, yani M total umbiliktir.

Lemma 3:3:3: fM(c) de Sitter uzay¬nda M spacelike hiperhüzeyi total umbilik

ise M , c�H2 sabit kesit e¼grili¼gine sahiptir (Zheng, 1996).

Teorem 3:3:4: fM(c) nin, sabit skalar e¼grilikli ve pozitif kesit e¼grilikli, kompakt
spacelike hiperyüzeyiM olsun. M nin ikinci temel formu semi-de�nit iseM total

umbiliktir (Zheng, 1996).

·Ispat. M spacelike hiperyüzeyi sabit skalar e¼grili¼ge ve pozitif kesit e¼grili¼gine

sahip olsun. (3:2:6) ve (3:2:7) eşitliklerinden M nin ikinci temel formunun

uzunlu¼gunun karesi � n¬n laplasyan¬

1

2
�� =

X
i;;j;k

(hijk)
2 + n

X
i;j

hijHij +
X
i;j;k;m

hijhimRmkjk +
X
i;;j;k;m

hijhkmRmijk

=
X
i;j;k

(hijk)
2 + n

X
i

hiiHii +
X
i;j;k;m

hijhimRmkjk +
X
i;;j;k;m

hijhkmRmijk

=
X
i;j;k

(hijk)
2 + n

X
i

�iHii +
X

i=j=m;k

hiihiiRikik +
X

i=j;k=m

hiihkkRkiik

=
X
i;j;k

(hijk)
2 + n

X
i

�iHii +
X
i;k

�2iRikik +
X
i;k

�i�kRkiik (3:3:4)
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biçiminde yaz¬l¬r. Burada

Rkiik = c(�ki�ik � �kk�ii)� �k�i(�ik�ik � �kk�ii)

ve

Rikik = c(�ii�kk � �ik�ki)� �i�k(�ii�kk � �ik�ki)

eşitliklerinden

) Rkiik = �Rikik (3:3:5)

dir. Bu eşitlik (3:3:4) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

1

2
�� =

X
i;j;k

(hijk)
2 + n

X
i

�iHii +
X
i;k

�2iRikik +
X
i;k

�i�kRikik

=
X
i;j;k

(hijk)
2 + n

X
i

�iHii +
X
i;k

Rikik(�
2
i � �i�k)

=
X
i;j;k

(hijk)
2 + n

X
i

�iHii +
X
i;k

Rikik(
�2i
2
� �i�k +

�2k
2
)

=
X
i;j;k

(hijk)
2 + n

X
i

�iHii +
X
i;k

Rikik
1

2
(�i � �k)2

=
X
i;j;k

(hijk)
2 + n

X
i

�iHii +
X
i;j

Rijij
1

2
(�i � �j)2 (3:3:6)

elde edilir. Ayr¬caM nin skalar e¼grili¼gi sabit oldu¼gundan, (3:3:2) eşitli¼gi gere¼gince

n2H2 � � = 0) n2H2 = �

dir. Böylece

1

2
�� =

1

2
n2�H2 =

1

2
n2
X
i

�
eiei(H

2)�reiei(H2)
	

=
1

2
n2
X
i

fei(2Hei(H))� 2Hreiei(H)g

= n2
X
i

fei(Hei(H))�Hreiei(H)g

= n2
X
i

ei(H)ei(H) + n
2H
X
i

feiei(H)�reiei(H)g

= n2
X
i

HiHi + n
2H�H

= n2
X
i

(Hi)
2 + n2H

X
i

Hii

= n2f
X
i

(Hi)
2 +H

X
i

Hiig (3:3:7)
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dir. Burada Hi, H nin kovaryant türevidir. Böylece (3:3:6) ve (3:3:7)

eşitliklerinden

n2H
X
i

Hii � n
X
i

�iHii =
X
i;j;k

(hijk)
2 � n2

X
i

(Hi)
2 +

1

2

X
i;j

Rijij(�i � �j)2

n2(
1

n

X
j

�j)
X
i

Hii � n
X
i

�iHii =
X
i;j;k

(hijk)
2 � n2

X
i

(Hi)
2 +

1

2

X
i;j

Rijij(�i � �j)2

n
X
j 6=i

�j
X
i

Hii � n
X
i

�i
X
i

Hii =
X
i;j;k

(hijk)
2 � n2

X
i

(Hi)
2 +

1

2

X
i;j

Rijij(�i � �j)2

n
X
i

(
X
j 6=i

�j)Hii =
X
i;j;k

(hijk)
2 � n2

X
i

(Hi)
2 +

1

2

X
i;j

Rijij(�i � �j)2

(3:3:8)

elde edilir. M spacelike hiperyüzeyi kompakt oldu¼gundan, öyle bir P noktas¬için

H maximum de¼gere sahiptir ve bu noktada

Hii � 0 , Hi = 0 (3:3:9)

d¬r. Di¼ger taraftan, teoremin hipotezinden, �ii � 0 alabiliriz. Böylece M nin

pozitif kesit e¼grilikli oldu¼gu göz önüne al¬n¬r ve (3:3:8) eşitli¼ginde (3:3:9) eşitli¼gi

kullan¬l¬rsa P noktas¬nda X
i;j

Rijij(�i � �j)2 = 0 (3:3:10)

elde edilir. Bu eşitlik P ninM nin bir umbilik noktas¬oldu¼gunu gösterir. Böylece

P noktas¬nda, Gauss eşitli¼ginden H2 = c � R dir. Bu ise H2 nin P noktas¬nda

maximum de¼gere sahip oldu¼gunu gösterir. O halde M nin her noktas¬nda

H2 � c�R dir. Teorem 3:3:2 den M total umbiliktir.

Teorem 3:3:1 ve Teorem 3:3:4 ün bir sonucu olarak aşa¼g¬daki sonuç verilebilir.

Sonuç. M , fM(c) de Sitter uzay¬nda sabit skalar e¼grilikli, kompakt spacelike
hiperyüzey olsun. E¼ger M

K(M) > 0;

Ric(M) � (n� 1)c;

R < c

özeliklerine sahip ise M total umbiliktir (Zheng, 1996).
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