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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

2-BANACH UZAYLARI

Iş¬l AÇIK

Süleyman Demirel Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Jüri: Prof. Dr. Veli KURT

Prof. Dr. Serpil PEHL·IVAN

Yrd. Doç. Dr. Mehmet GÜRDAL (Dan¬̧sman)

Bu yüksek lisans tezi dört bölümden oluşmaktad¬r.

·Ilk bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde, s¬ras¬yla 2-normlu uzaylarda yak¬nsakl¬k ve Cauchy dizisi, 2-Banach

uzaylar, n-normlu uzaylarda yak¬nsakl¬k ve Cauchy dizisi ve n-Banach uzaylar¬kavram-

lar¬tan¬t¬l¬p bunlara ili̧skin baz¬bilinen sonuçlar hat¬rlat¬lm¬̧st¬r.

Orjinal sonuçlar üçüncü ve dördüncü bölümde yer almaktad¬r.

Üçüncü bölümde, 2-Banach uzaylarda lineer operatörler dizisi yard¬m¬yla T -yak¬nsakl¬k

kavram¬tan¬t¬lm¬̧s ve lineer operatörlerde kararl¬l¬k koşulu ve yaklaş¬m koşulu yard¬m¬yla

sonuçlar elde edilmi̧stir.

Son bölümde ise, 2-Banach uzaylar¬ve s¬n¬rl¬lineer 2-fonksiyonel kavramlar¬geli̧stirilmi̧s

ve bu teoride bilinen baz¬temel sonuçlar¬n n durumundaki benzerleri elde edilmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: Yak¬nsakl¬k, Cauchy dizisi, 2-normlu uzaylar, 2-Banach uzay-

lar¬, n-normlu uzaylar, n-Banach uzaylar¬, T -yak¬nsakl¬k, s¬n¬rl¬lineer 2-fonksiyonel.

2007, 44 sayfa
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ABSTRACT

M.Sc. Thesis

2-BANACH SPACES

Iş¬l AÇIK

Süleyman Demirel University Graduate School of Applied and Natural

Sciences

Mathematics Department

Thesis Committee: Prof. Dr. Veli KURT

Prof. Dr. Serpil PEHL·IVAN

Asst.Prof. Mehmet GÜRDAL (Supervisor)

This thesis consists of four chapters.

The �rst chapter is devoted to the introduction of the subject.

In the second chapter, the concepts of convergence and Cauchy sequence in 2-normed

spaces, 2-Banach spaces, convergence and Cauchy sequence in n-normed spaces, and n-

Banach spaces are considered respectively. Also, some known results concerning these

concepts are considered.

Our original results are presented in Chapters 3 and 4:

In the third chapter, the concept of T -convergence in 2-Banach spaces is introduced

with the help of a sequence of linear operators. Furthermore, some results have been

obtained by the approach condition and the stability condition of linear operators.

In the last chapter, the concepts of 2-Banach spaces and the bounded linear 2-functional

have been developed. Meanwhile, we have examined n analogs of some basic known

results of this theory.

Key Words: Convergence, Cauchy sequence, 2-normed spaces, 2-Banach spaces,

n-normed spaces, n-Banach spaces, T -convergence, bounded linear 2-functional.

2007, 44 pages

iii
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S·IMGELER D·IZ·IN·I

N Pozitif tamsay¬lar kümesi

R Reel say¬lar kümesi

C Kompleks say¬lar kümesi

R2 2-boyutlu reel Öklid uzay¬

Rd d-boyutlu reel Öklid uzay¬

C[a; b] [a; b] aral¬¼g¬üzerindeki sürekli fonksiyonlar uzay¬

k�; �k 2-norm fonksiyonu

k�kp 1 � p � 1 olmak üzere baz ile elde edilen norm

k�k1 2-normlar¬n maksimumu olan sonsuz norm

k�; :::; �k n-norm fonksiyonu

k�; :::; �k1 (n� 1) -boyutlu norm fonksiyonu

k�; :::; �kS Standart n-norm

L Vektör uzay¬n¬n lineer manifoldu

fu1; :::; udg d-boyutlu baz

Bfu1;:::;udg (x; r) fu1; :::; udg baz¬alt¬ndaki x merkezli r yar¬çapl¬aç¬k yuvar

F S¬n¬rl¬lineer 2-fonksiyonel

Fnfonk S¬n¬rl¬lineer n-fonksiyonel

h�; �i ·Iç çarp¬m fonksiyonu

X Sonsuz boyutlu 2-Banach uzay¬

Xn Sonlu boyutlu 2-Banach uzay¬�
Xn

	
Sonlu boyutlu 2-Banach uzaylar¬dizisi

Tn K¬s¬tlama operatörü

T2norm 2-normlu uzaylarda T -yak¬nsakl¬k

L
�
X;Xn

�
S¬n¬rl¬lineer operatörler dönüşümü

k�; �kC[0;`] C [0; `] nin standart 2-normu

AT A matrisinin transpozu

izA A matrisinin köşegen elemanlar¬n¬n toplam¬
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1. G·IR·IŞ

·Ilk olarak 1963 y¬l¬nda Gähler taraf¬ndan tan¬t¬lan ve yine iki y¬l sonra Gäh-

ler (1965) taraf¬ndan geli̧stirilen "2-Normlu Uzaylar" kavram¬, 2-Metrik Uza-

ylar (Gähler, 1965; Ehret, 1969), Non-Archimedean 2-Normlu Uzaylar (Ingle-

ton, 1952; Gähler 1965), 2-Banach Uzaylar (White, 1968; 1969), 2-Fonksiyonel

(Lal ve Das, 1982), Lineer 2-Normlu Uzaylarda Tamlaşt¬rma (Ehret, 1969), 2-·Iç

Çarp¬m Uzay¬(Diminnie vd., 1973; 1974; 1977), 2-Konvekslik (Diminnie, 1956;

Diminnie ve White, 1978), Kombinatorik Teorisi (Grant, 1968) ve son zaman-

larda ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k (Gürdal ve Pehlivan, 2004) ve n-Normlu Uzaylarda

Yak¬nsakl¬k ve n-Banach Uzaylar (Gunawan ve Mashadi, 2001(b)) gibi mate-

mati¼gin temel alanlar¬yla ve klasik Fonksiyonel Analiz ile olan ili̧skisi nedeniyle

bir çok matematikçinin ilgilendi¼gi önemli bir konu haline gelmi̧stir. Özellikle

2001 y¬l¬nda Gunawan ve Mashadi taraf¬ndan "2-normlu Uzaylarda Yak¬nsakl¬k

ve Cauchy" kavram¬verilerek bir çeşit yeni bir analiz kavram¬ortaya konulmuş-

tur. Bununla birlikte yine ayn¬y¬lda Gunawan ve Mashadi (2001(b)) yapt¬k-

lar¬ çal¬̧smada "n-normlu uzaylar ve n-Banach Uzaylar" kavramlar¬n¬vererek

2-normlu uzaylar¬daha da genelleştirmi̧slerdir. 2-normlu uzaylarda istatistiksel

yak¬nsakl¬k kavram¬Gürdal ve Pehlivan (2004) taraf¬ndan son zamanlarda ince-

lenerek yeni bir çal¬̧sma alan¬oluşturulmuştur.

Bu Yüksek Lisans tezinde, 2-Banach uzaylarda lineer operatörleri kullanarak

bir k¬s¬tlama operatörüne göre yak¬nsakl¬k kavram¬tan¬mlayaca¼g¬z ve 2-Banach

uzaylarda ki yak¬nsakl¬k kavram¬n¬n genelleştirilmesini gösterece¼giz. 2-Banach

uzaylar¬dizisi ile bir 2-Banach uzay¬na yaklaş¬m yöntemleri incelenecek ve bu

incelemeler sayesinde uzay¬n yap¬s¬n¬belirleyece¼giz. Ayr¬ca yaklaş¬m ve karar-

l¬l¬k koşullar¬yard¬m¬yla say¬sal hesaplamalarda yaklaş¬k çözümler dizisinin o-

peratöre göre tam çözüme yak¬nsak olmas¬probleminin incelenmesinde kullan¬la-

bilecek baz¬yöntemler geli̧stirece¼giz. Son olarak, 2-normlu uzaylarda bilinen baz¬

sonuçlar¬n n durumundaki benzerlerini elde edece¼giz.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, yüksek lisans tezi olarak yap¬lan bu çal¬̧smada kullan¬lacak olan

baz¬bilinen tan¬m, teorem ve notasyonlar verilecektir. Daha sonra "2-Normlu

Uzaylarda Yak¬nsakl¬k" ve "2-Banach Uzaylar¬" kavramlar¬tan¬t¬larak bunlar¬n

yard¬m¬yla elde edilen temel teoremler hat¬rlat¬lacak ve sonra da 2-normlu u-

zaylar ve 2-Banach uzaylardan daha genel olan s¬ras¬yla, "n-Normlu Uzaylarda

Yak¬nsakl¬k" ve "n-Banach Uzaylar¬" kavramlar¬hakk¬nda genel bilgiler verile-

cektir.

2.1. 2-Normlu Uzaylarda Yak¬nsakl¬k ve 2-Banach Uzaylar

·Ilk olarak lineer 2-normlu uzaylara taban teşkil eden lineer uzay kavram¬n¬vere-

lim.

Tan¬m 2.1.1. Bir X kümesi bir K cismi üzerinde X �X ! X ve K�X ! X

olacak şekilde aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼gl¬yorsa X e bir lineer uzay denir:

(i) (x+ y) + z = x+ (y + z);

(ii) x+ y = y + x;

(iii) x+ 0 = 0 + x = x; 8x 2 X için X de bir 0 eleman¬vard¬r;

(iv) Her x 2 X için x+(�x) = (�x)+x = 0 olacak şekilde bir �x 2 X eleman¬

vard¬r;

(v) � (x+ y) = �x+ �y;

(vi) (�+ �)x = �x+ �x;

(vii) � (�x) = (��)x;

(viii) Her x; y; z 2 X ve �; � 2 K için 1:x = x dir.

Burada R üzerindeki bir lineer uzaya reel lineer uzay ve C üzerindeki bir lineer

uzaya kompleks lineer uzay denir.

Ayr¬ca (i)-(iv) özellikleri de X in toplama i̧slemi alt¬nda bir abel (de¼gişmeli) grup

oldu¼gunu belirtir (Raymond vd., 2001).

Lineer uzay¬n bilinen bir örne¼gini verirsek,

2



Örnek 2.1.2. n-boyutlu Vn (R) reel Öklid uzay¬reel say¬lar¬n n-lilerinin kümesi

olsun. Her x = (�1; :::; �n) için toplam ve skalerle çarp¬m özellikleriyle

x+ y = (�1; :::; �n) + (�1; :::; �n) = (�1 + �1; :::; �n + �n)

x =  (�1; :::; �n) = (�1; :::; �n)

elde edilir. Burada Vn (R), R üzerinde, Vn (C) ise C üzerinde bir lineer uzayd¬r

(Raymond vd., 2001).

Şimdi baz¬literatürlerde lineer alt uzay olarak da geçen lineer manifold kavram¬n¬

tan¬mlay¬p ikisi aras¬ndaki fark¬inceleyelim:

Tan¬m 2.1.3. V bir vektör uzay¬ve L de V nin boştan farkl¬bir alt kümesi

olsun. E¼ger

L+ v = fl + v : l 2 Lg

V nin bir alt vektör uzay¬olacak şekilde bir v 2 V mevcut ise o zaman L ye

V nin bir lineer manifoldu denir. Burada L nin boyutu L + v nin boyutudur

(Cristescu, 1977).

Tan¬m 2.1.4. boy L =boy V � 1 oldu¼gu durumda bir V vektör uzay¬n¬n

tüm lineer manifoldlar¬n¬n oluşturdu¼gu düzleme hiperdüzlem denir. Yani L ye

hiperdüzlem ad¬verilir (Cristescu, 1977).

Tan¬m 2.1.5. X bir lineer uzay ve M de X in boş olmayan bir alt kümesi

olsun. Her �; � 2 C ve x; y 2 M için �x + �y 2 M ise M ye X in bir alt

uzay¬d¬r denir (Maddox, 1970).

Şimdi Bölüm 4 de kullan¬lacak olan bir lineer manifold örne¼gi verelim:

Örnek 2.1.6. y = 2x do¼grusunun R2 de bir lineer manifold olup olmad¬¼g¬n¬

inceleyelim. R2 � R2 oldu¼gundan (0; 0) 2 R2 alal¬m. (x; 2x) 2 R2 olarak

tan¬mlan¬rsa, Tan¬m 2:1:3 den (0; 0) + (x; 2x) 2 R2 elde edilir. Yani, R2 nin

L = R2 : y = 2x do¼grusu bir lineer manifolddur. Ayr¬ca a; b 2 R2 olacak şekilde
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a = (a1; a2) ve b = (b1; b2) al¬n¬rsa, her �; � 2 R için

� (a1; a2) + � (b1; b2) = (�a1 + �b1; �a2 + �b2)

�a2 + �b2 = 2 (�a1 + �b1) 2 R2

oldu¼gundan �a+�b 2 R2 koşulu sa¼glan¬r. Böylece y = 2x do¼grusu ayn¬zamanda

bir lineer alt uzayd¬r.

Örnek 2.1.7. y = x+ 1 do¼grusunun R2 de bir lineer manifold olup olmad¬¼g¬n¬

inceleyelim. Öncelikle lineer alt uzay olup olmad¬¼g¬na bak¬l¬rsa: a = (a1; a2) ve

b = (b1; b2) 2 R2 olsun. �a+ �b 2 R2 için

� (a1; a2) + � (b1; b2) = (�a1 + �b1; �a2 + �b2)

elde edilir. Buradan y = x + 1 do¼grusunu y = x do¼grusuna (0;�1) 2 R2

noktas¬yla ötelersek bir lineer alt uzay elde ederiz. Böylece y = x + 1 do¼grusu

R2 de bir lineer alt uzay de¼gildir. Fakat bir lineer manifolddur.

Şimdi de adi anlamdaki normun tan¬m¬n¬hat¬rlatal¬m:

Tan¬m 2.1.8. Verilen bir X uzay¬üzerinde tan¬mlanan X ! R; k�k fonksiyonu

aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glar ise

(N1) kxk = 0, x = 0;

(N2) k�xk = j�j kxk ;

(N3) Her x; y 2 X ve � 2 K için kx+ yk � kxk+ kyk ;

k�k fonksiyonuna bir norm, k�k normu üzerinde tan¬mlanan X lineer uzay¬na

normlu lineer uzay denir ve (X; k�k) ile gösterilir. k�k fonksiyonu reel de¼gerli

fonksiyondur (Kreyszig, 1989).

Örnek 2.1.9. Vn (R) n-boyutlu Öklid uzay¬R üzerinde bir normlu lineer uzayd¬r

ve Vn (R) üzerindeki norm 8x = (x1; :::; xn) 2 Vn (R) için, kxk =
p
x21 + :::+ x2n

norm koşullar¬n¬sa¼glad¬¼g¬ndan (Vn (R) ; k�k) bir normlu lineer uzayd¬r (Raymond

vd. , 2001).

Örnek 2.1.10. C [a; b] R üzerinde bir normlu lineer uzayd¬r. f 2 C [a; b] nin

4



normu kfk = max
x2[a;b]

jf (x)j olup norm koşullar¬n¬sa¼glad¬¼g¬ndan (C [a; b] ; k�k) bir

normlu lineer uzayd¬r (Raymond vd. , 2001).

Şimdi Gähler (1963; 1965) ve Gunawan ve Mashadi (2001(a)) de verilen 2-normlu

uzaylar ve bu uzaylar üzerinde ifade edilen yak¬nsakl¬k tan¬m¬n¬hat¬rlatal¬m.

Tan¬m 2.1.11. X; 2 � d <1 boyutlu bir reel vektör uzay¬olsun. X üzerinde

k�; �k : X � X ! R fonksiyonu aşa¼g¬daki dört koşulu sa¼gl¬yorsa k�; �k fonksi-

yonuna bir 2-norm ve (X; k�; �k) ikilisine de bir 2-normlu uzay denir:

(i) kx; yk = 0 olmas¬için gerek ve yeter koşul x ve y nin lineer ba¼g¬ml¬olmas¬d¬r;

(ii) kx; yk = ky; xk ;

(iii) k�x; yk = j�j kx; yk ; � 2 R;

(iv) kx; y + zk � kx; yk+ kx; zk :

2-normun bir standart örne¼gi

0; x ve y vektörlerinin oluşturdu¼gu üçgenin alan¬

veya

x ve y vektörlerinin oluşturdu¼gu paralelkenar¬n alan¬n¬n yar¬s¬

d¬r. Her x; y 2 X ve � 2 R için her (X; k�; �k) 2-normlu uzayda kx; yk � 0

ve kx; y + �xk = kx; yk özellikleri sa¼glan¬r. Ayr¬ca, x; y ve z lineer ba¼g¬ml¬

ise (örne¼gin, d = 2 oldu¼gunda), kx; y + zk = kx; yk + kx; zk veya kx; y � zk =

kx; yk+ kx; zk dir (Gähler 1963; 1965; Gunawan ve Mashadi, 2001(a)).

2-normlu (X; k�; �k) uzay¬verilsin. Aşa¼g¬da tan¬mlanan bir dizinin limiti kavram¬n-

dan faydalanarak bir topoloji elde edilebilir.

Tan¬m 2.1.12. Her y 2 X için lim
n!1

kxn � x; yk = 0 ise X deki bir (xn) dizisine

x de¼gerine yak¬nsakt¬r denir. Böyle bir durumda, lim
n!1

xn := x ile gösterilir ve

(xn) dizisinin limiti x dir denir (Gunawan ve Mashadi, 2001(a)).

Şimdi 2-normlu uzaylarda yak¬nsak bir dizinin limitinin tek oldu¼gunu göstere-

lim; (xn) dizisinin X deki iki farkl¬x ve y limitlerine yak¬nsad¬¼g¬n¬kabul edelim.
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kx� y; zk 6= 0 olacak şekilde z 2 X seçelim ve kxN � x; zk < 1
2
kx� y; zk ve

kxN � y; zk < 1
2
kx� y; zk olacak şekilde yeteri kadar büyük N 2 N alal¬m. O

zaman, üçgen eşitsizli¼ginden,

kx� y; zk � kx� xN ; zk+ kxN � y; zk

<
1

2
kx� y; zk+ 1

2
kx� y; zk = kx� y; zk

elde edilir. Bu mümkün olmad¬¼g¬ndan lim
n!1

xn tek olmal¬d¬r.

Şimdi ise bir 2-normlu uzayda yak¬nsak dizileri tan¬mlayal¬m. Boyutu 2 � d �

1 olan X 2-normlu uzay¬ için fu1; :::; udg bir baz olsun. Tan¬mlanan bu baz

yard¬m¬yla 2-normlu uzaylardaki yak¬nsakl¬k kavram¬için baz¬karakterizasyon-

lar hat¬rlat¬lm¬̧st¬r.

Yard¬mc¬Teorem 2.1.13. X deki bir (xn) dizisinin X deki bir x eleman¬na

yak¬nsak olmas¬için gerek ve yeter koşul her i = 1; :::; d için lim
n!1

kxn � x; uik = 0

olmas¬d¬r (Gunawan ve Mashadi, 2001(a)).

Yard¬mc¬Teorem 2:1:13 ün devam¬ndan aşa¼g¬daki ifade elde edilir.

Yard¬mc¬Teorem 2.1.14. X deki bir (xn) dizisi X deki x eleman¬na yak¬n-

sak olmas¬ için gerek ve yeter koşul lim
n!1

max fkxn � x; uik : i = 1; :::; dg = 0

olmas¬d¬r (Gunawan ve Mashadi, 2001(a)).

Bu basit gerçek bizi Gunawan ve Mashadi (2001(a)) taraf¬ndan tan¬mlanan X

üzerindeki bir norm tan¬m¬na götürür. X üzerinde fu1; :::; udg baz¬yla bir norm

tan¬mlayabiliriz. k:k1 normunu

kxk1 := max fkx; uik : i = 1; :::; dg

şeklinde tan¬mlayabiliriz. Gerçekten, (i) kxk1 = 0 olmas¬ için gerek ve yeter

koşul x = 0 olmas¬d¬r, (ii) k�xk1 = j�j kxk1 ; ve (iii) 8x; y 2 X ve � 2 R için

kx+ yk1 � kxk1 + kyk1 oldu¼gundan k:k1 norm koşullar¬n¬sa¼glar.

Genelde 1 � p � 1 için, X üzerinde k�kp normu

kxkp :=
(

dX
i=1

kx; uikp
)1=p

6



biçiminde tan¬mlayabiliriz. S¬ras¬yla bu normlara sonsuz normu ve p normu

olarak tan¬mlayaca¼g¬z. Daha sonra bu iki normu Bölüm 3 de kullanaca¼g¬z. X

sonlu boyutlu oldu¼gunda tüm bu normlar denktir. Burada üzerinde durmam¬z

gereken önemli di¼ger durum, bu normlar¬n adi norm özelliklerini sa¼glamas¬na

ra¼gmen de¼ger olarak adi normlardan farkl¬olmas¬d¬r.

Ayr¬ca burada baz¬n seçimi önemli de¼gildir. X için başka fv1; :::; vdg şeklinde bir

baz seçilir ve k�k1 normu bu baza ait olarak tan¬mlan¬rsa, sonuçta elde edilen

norm fu1; :::; udg baz¬na ait olan tan¬mlamaya denk olacakt¬r.

Böylece k�k1 normu için bir başka karakterizasyon aşa¼g¬daki gibi verilmi̧stir.

Yard¬mc¬Teorem 2.1.15. X de bir (xn) dizisinin X de x e yak¬nsak olmas¬

için gerek ve yeter koşul lim
n!1

kxn � xk1 = 0 olmas¬d¬r (Gunawan ve Mashadi,

2001(a)).

Tan¬mlanan k�k1 normu yard¬m¬yla, x noktas¬nda r yar¬çapl¬ (x; r) merkezli

Bfu1;:::;udg aç¬k yuvar¬

Bfu1;:::;udg (x; r) := fy : kx� yk1 < rg

şeklinde tan¬mlan¬r. Bu yuvarlar¬kullanarak, Yard¬mc¬Teorem 2:1:15 aşa¼g¬daki

şekilde verilebilir.

Yard¬mc¬Teorem 2.1.16: X de bir (xn) dizisinin X de x e yak¬nsak olmas¬

için gerek ve yeter koşul 8" > 0 9 N 2 N öyle ki n � N ) xn 2 Bfu1;:::;udg (x; ")

olmas¬d¬r (Gunawan ve Mashadi, 2001(a)).

Dolay¬s¬yla yukar¬da verilen düşünceleri de kullan¬rsak şunu yazabiliriz: Her

sonlu boyutlu 2-normlu uzay bir normlu uzayd¬r ve bunlar¬n topolojileri ile k�k1
normu aras¬nda bir ili̧ski vard¬r. Bu durumu bir örnekle inceleyelim.

Örnek 2.1.17. X = R2; kx; yk := x ve y vektörlerinden meydana gelen

paralelkenar¬n alan¬olarak alal¬m. Bu aç¬kça

kx; yk = jx1y2 � x2y1j ; x = (x1; x2) ; y = (y1; y2)
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formülüyle verilebilir. R2 için fi; jg standart baz¬al¬ns¬n. O zaman, kx; ik =

jx2j ve kx; jk = jx1j ; ve fi; jg baz¬na ait k�k1 normu

kxk1 = max fjx1j ; jx2jg ; x = (x1; x2)

şeklinde tan¬mlan¬r. Böylece, burada tan¬mlanan k�k1 normu R2 üzerindeki

düzgün norm ile tamamen ayn¬d¬r. Bundan dolay¬, Bfi;jg (x; r) yuvar¬x merkezli

r yar¬çapl¬bir karedir. Elde edilen norm R2 üzerindeki Öklid normuna denk

oldu¼gu için, yukar¬daki 2-normu ile donat¬lan R2 Öklid düzleminden başka bir

şey ifade etmez sonucuna var¬r¬z.

Daha genel olarak Gunawan ve Mashadi (2001(a)) taraf¬ndan aşa¼g¬daki teorem

elde edilmi̧stir.

Teorem 2.1.18. kx; yk := x ve y den meydana gelen paralelkenar¬n alan¬nda�
Rd; k�; �k

�
2-normlu uzay¬bir normlu uzayd¬r ve bunun normu Öklid normuna

eşittir (Gunawan ve Mashadi, 2001(a)).

Şimdi de bu k¬s¬mda Raymond vd. (2001) ne göre lineer 2-normlu uzaylardaki

Cauchy dizisi ve dizi yak¬nsakl¬¼g¬üzerine baz¬tan¬mlar¬ve 2-Banach uzaylar¬n¬n

temel baz¬özelliklerini ve örneklerini hat¬rlatal¬m.

Tan¬m 2.1.19. X lineer 2-normlu uzay¬nda herhangi bir (xn) dizisi ve her

z 2 X için

lim
n; m!1

kxn � xm; zk = 0

ise (xn) dizisine bir Cauchy dizisi denir (Raymond vd., 2001).

Tan¬m 2.1.20. E¼ger lineer 2-normlu X uzay¬nda her Cauchy dizisi X de bir

x de¼gerine yak¬nsak ise (X; k:; :k) ikilisine 2-Banach uzay¬denir (Raymond vd.,

2001).

Yukar¬da verilen tan¬ma ve Gunawan ve Mashadi (2001(a)) nin elde etti¼gi k�k1
normuna göre aşa¼g¬daki ili̧skiyi verebiliriz.

Yard¬mc¬Teorem 2.1.21. (X; k�; �k) 2-normlu uzay¬n bir 2-Banach uzay ol-

mas¬için gerek ve yeter koşul (X; k�k1) bir Banach uzay olmas¬d¬r (Gunawan
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ve Mashadi, 2001(a)).

Teorem 2.1.22. (X; k�; �k) bir lineer 2-normlu uzay olmak üzere a; b de¼gerlerine

göre (xk) ve (yk) 2-normlu X uzay¬nda Cauchy dizileri ise,

(i) (kxk; ak) ve (kxk; bk) birer reel Cauchy dizileridir.

(ii) (�k) bir reel Cauchy dizisi olmak üzere (xk + yk) ve (�kxk) dizileri X de

Cauchy dizileridir (Raymond vd., 2001).

Teorem 2.1.23. Her (X; k�; �k) lineer 2-normlu uzayda, aşa¼g¬daki özellikler

sa¼glan¬r:

(i) xk ! x; k !1 ve yk ! y; k !1 ise, k !1 için xk + yk ! x+ y;

(ii) xk ! x; k !1 ve �k ! �; k !1 ise, k !1 için �kxk ! �x;

(iii) boy X � 2 ve k !1 için xk ! x ve xk ! y ise, x = y

dir (Raymond vd., 2001).

Teorem 2.1.24. 2 boyutlu her lineer 2-normlu uzay tan¬mland¬¼g¬cisim alt¬nda

tam ise bir 2-Banach uzay¬d¬r (Raymond vd., 2001).

Teorem 2.1.25. (X; k�; �k) bir lineer 2-normlu uzay olsun.

lim
n!1

kxn � x; dk = 0

ise, her bir x 2 X için (kxn � x; dk) bir yak¬nsak dizidir (Raymond vd., 2001).

Teorem 2.1.26. E¼ger lim
n!1

kxn � x; dk = 0 ise lim
n!1

kxn; dk = kx; dk dir (Ray-

mond vd., 2001).

Şimdi Ehret (1969) in doktora tezinde tan¬mlanan 2-fonksiyonel kavram¬n¬hat¬r-

layal¬m.

Tan¬m 2.1.27. A ve C lineer 2-normlu uzay üzerinde lineer manifoldlar olsun.

A � C tan¬m kümesi üzerindeki bir reel de¼gerli dönüşüme 2-fonksiyonel denir

(Ehret, 1969).

Tan¬m 2.1.28. F; A�C tan¬m kümesindeki bir 2-fonksiyonel olsun. F fonksi-

yoneli

9



(i) F (a+ c; b+ d) = F (a; b) + F (a; d) + F (c; b) + F (c; d)

(ii) Verilen cisim alt¬nda �; � için F (�a; �b) = ��F (a; b)

koşullar¬n¬sa¼glarsa F de¼gerine lineer 2-fonksiyonel veya bilineer 2-fonksiyonel

denir (Ehret, 1969).

Tan¬m 2.1.29. F , D (F ) tan¬m kümesi üzerinde bir 2-fonksiyonel olsun. Her

(a; b) 2 D (F ) için jF (a; b)j � K ka; bk olacak şekilde bir K � 0 reel sabiti var

ise F fonksiyoneline s¬n¬rl¬d¬r denir (Ehret, 1969).

F fonksiyoneli s¬n¬rl¬ise F ifadesinin normu

kFk = inf fK : jF (a; b)j � K ka; bk ; (a; b) 2 D (F ) içing

şeklinde tan¬mlan¬r. F s¬n¬rl¬de¼gil ise, kFk = +1 dur.

Yard¬mc¬Teorem 2.1.30. F bir s¬n¬rl¬ lineer 2-fonksiyonel, (a; b) 2 D (F )

olmak üzere a ve b lineer ba¼g¬ml¬ise F (a; b) = 0 d¬r (Ehret, 1969).

Teorem 2.1.31. F; D (F ) üzerinde bir s¬n¬rl¬ lineer 2-fonksiyonel olsun. O

zaman,

kFk = sup fjF (x; y)j : kx; yk = 1; (x; y) 2 D (F )g

= sup

�
jF (x; y)j
kx; yk : kx; yk 6= 0; (x; y) 2 D (F )

�
dir (Ehret, 1969).

Tan¬m 2.1.32. Verilen " > 0 için ka� c; bk < � ve kc; b� dk < � veya

ka� c; dk < � ve ka; b� dk < � olacak şekilde bir � > 0 say¬s¬var ve

jF (a; b)� F (c; d)j < "

ise F 2-fonksiyonel ifadesine (a; b) noktas¬nda süreklidir denir (Raymond vd.,

2001).

Teorem 2.1.33. k�; �k 2-normu bir sürekli 2-fonksiyoneldir (Raymond vd.,

2001).
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Teorem 2.1.34. F lineer 2-fonksiyoneli (0; 0) noktas¬nda sürekli ise F fonksiyo-

neli D (F ) tan¬m kümesindeki her bir noktada süreklidir (Raymond vd., 2001).

Teorem 2.1.35. F lineer 2-fonksiyonelin sürekli olmas¬için gerek ve yeter koşul

s¬n¬rl¬olmas¬d¬r (Raymond vd., 2001).

2.2. n-Normlu Uzaylarda Yak¬nsakl¬k ve n-Banach Uzaylar

Bu k¬s¬mda n-normlu uzaylarda yak¬nsakl¬k kavram¬n¬hat¬rlataca¼g¬z. Gunawan

ve Mashadi (2001(b)) n � 2 için verilen bir n-normlu uzaydan (n� 1)-norm elde

etmenin basit bir yolunu sunmuş ve her n-normlu uzay¬n bir (n� 1)-normlu uzay

oldu¼gunu göstermi̧stir. Ayr¬ca belirli baz¬koşullar alt¬nda, n-normdan (n� 1)-

norm elde edilebilir oldu¼gunu ve bu yolla n-normdaki yak¬nsakl¬¼g¬n ve taml¬¼g¬n

elde edilen (n� 1)-normdakine denk oldu¼gu gösterilecektir.

Tan¬m 2.2.1. n 2 N için X; d � n boyutlu bir reel vektör uzay¬olsun (Burada,

d yi sonsuz olarak alabiliriz). Xn üzerindeki bir reel de¼gerli k�; :::; �k fonksiyonu

(i) kx1; :::; xnk = 0 olmas¬için gerek ve yeter koşul x1; :::; xn lerin lineer ba¼g¬ml¬

olmas¬;

(ii) kx1; :::; xnk permütasyon alt¬nda de¼gi̧smez;

(iii) Her � 2 R için kx1; :::; xn�1; �xnk = j�j kx1; :::; xnk;

(iv) kx1; :::; xn�1; y + zk � kx1; :::; xn�1; yk+ kx1; :::; xn�1; zk

koşullar¬n¬sa¼glarsa k�; :::; �k fonksiyonunaX üzerinde bir n-norm ve (X; k�; :::; �k)

ikilisine de bir n-normlu uzay denir (Gunawan ve Mashadi, 2001(b)).

n-normlu bir uzay¬n bilinen örne¼gi X = Rn dir ve her i = 1; :::; n için xi =

(xi1; :::; xin) 2 Rn olmak üzere n-norm

kx1; :::; xnkE := mutlak

0BBB@
���������
x11 ::: x1n
...

. . .
...

xn1 ::: xnn

���������

1CCCA
şeklinde tan¬mlan¬r (E Öklid uzay¬n¬belirtir). Dikkat edilirse, (X; k�; :::; �k) n-

normlu uzay¬nda, her x1; :::; xn 2 X ve �1; :::; �n�1 2 R için kx1; :::; xnk � 0
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ve

kx1; :::; xnk = kx1; :::; xn�1; xn + �1x1 + :::+ �n�1xn�1k

özellikleri sa¼glan¬r.

Uyar¬2.2.2. n-normlu (X; k�; :::; �k) uzay¬nda fa1; :::; ang bir lineer ba¼g¬ms¬z

kümesini alal¬m. Xn�1 üzerinde tan¬mlanan k�; :::; �k1 fonksiyonu,

kx1; :::; xn�1k1 := max fkx1; :::; xn�1; aik : i = 1; :::; ng ;

ile tan¬mlan¬r. Bu tan¬mlanan k�; :::; �k1 normuna göre aşa¼g¬daki teorem elde

edilir.

Teorem 2.2.3. X üzerinde k�; :::; �k1 fonksiyonu bir (n� 1)-norm tan¬mlar

(Gunawan ve Mashadi, 2001(b)).

Sonuç 2.2.4. Her r = 1; :::; n�1 için her n-normlu uzay bir (n� r)-normlu uza-

yd¬r. Özel olarak, her n-normlu uzay bir normlu uzayd¬r (Gunawan ve Mashadi,

2001(b)).

Uyar¬2.2.5. Genelde 1 � p � 1 olmak üzere

kx1; :::; xn�1kp :=
(

nX
i=1

kx1; :::; xn�1; aikp
) 1

p

fonksiyonu ayn¬zamanda X üzerinde bir (n� 1)-norm tan¬mlar. Bu (n� 1)-

normlar n tane a1; :::; an vektörlerinin ayn¬ kümesini kullanmam¬z koşuluyla

k�; :::; �k1 normuna denktir. Baz¬durumlarda, e¼ger n vektörlerin farkl¬kümeleri

kullan¬l¬rsa (n� 1)-norma denk olmas¬mümkün olmayabilir.

Şimdi de n-norm kavram¬ için standart durumu ele alal¬m. X uzay¬ d � n

boyutlu bir reel iç çarp¬m uzay¬olsun. X deki standart n-norm

kx1; :::; xnkS :=

���������
hx1; x1i ::: hx1; xni
...

. . .
...

hxn; x1i ::: hxn; xni

���������

1
2
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ile Gunawan ve Mashadi (2001(b)) taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧st¬r. Burada X = Rn

ise, bu n-norm Öklid n-norm ile tamamen ayn¬d¬r.

Şimdi verilen yukar¬daki norma göre geometrik yap¬y¬verelim. Üstte verdi¼gimiz

n-norm,

(i) n = 1 için, kx1kS = hx1; x1i
1
2 adi normu, yani x1 in uzunlu¼gunu,

(ii) n = 2 için, kx1; x2kS =
�
kx1k2S kx2k

2
S � hx1; x2i

2	 1
2 standart 2-normu, yani

x1 ve x2 taraf¬ndan gerilen paralelkenar¬n alan¬n¬,

(iii) n = 3 için kx1; x2; x3kS = kx1; x2; x3kE normunu, yani x1; x2 ve x3 taraf¬n-

dan gerilen Şekil 2:2:1 deki paralelyüzün hacmini

Ş ek il 2 .2 .1

verir. Genelde, kx1; :::; xnkS ; X deki x1; :::; xn ler taraf¬ndan gerilen n-boyutlu

paralelyüzün hacmini belirtir.

Şimdi fe1; :::; eng ; X üzerinde bir ortogonal küme olsun. O halde, Teorem 2:2:3

ifadesinden

kx1; :::; xn�1k1 := max fkx1; :::; xn�1; eikS : i = 1; :::; ng

fonksiyonu X üzerinde bir (n� 1)-norm tan¬mlar. Bu norma göre, aşa¼g¬daki

teorem elde edilir.

Teorem 2.2.6. Bir X standart n-norm üzerinde fe1; :::; eng baz¬na göre tan¬m-

lanan k�; :::; �k1 (n� 1)-normu standart k�; :::; �kS (n� 1)-normuna denktir. Yani,

her x1; :::; xn�1 2 X için

kx1; :::; xn�1k1 � kx1; :::; xn�1kS �
p
n kx1; :::; xn�1k1
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dur (Gunawan ve Mashadi, 2001(b)).

Şimdi sonlu boyutlu durum için n-norm kavram¬n¬ inceleyelim. (X; k�; :::; �k)

sonlu boyutlu n-normlu uzaylar için n-norm dan bir (n� 1)-normun elde edilme-

sini hat¬rlayal¬m. X de n � m � d olacak şekilde bir lineer ba¼g¬ms¬z fa1; :::; amg

kümesi alal¬m. fa1; :::; amg ifadesine göre,

kx1; :::; xn�1k1 := max fkx1; :::; xn�1; aik : i = 1; :::;mg

ile Xn�1 üzerinde k�; :::; �k1 fonksiyonu tan¬mlan¬r.

Bu sebeple, Teorem 2:2:3 den, k�; :::; �k1 fonksiyonuX üzerinde bir (n� 1)-norm

tan¬mlar.

Tan¬m 2.2.7. (X; k�; :::; �k) n-normlu uzaydaki bir (xk) dizisi her z1; :::; zn�1 2

X için

lim
k!1

kxk � x; z1; :::; zn�1k = 0

koşulunu sa¼glarsa x 2 X eleman¬na n-normda yak¬nsakt¬r denir (Gunawan ve

Mashadi, 2001(b)).

Aşa¼g¬daki önerme n-normdaki yak¬nsakl¬ktan (n� 1)-normdaki k�; :::; �k1 yak¬n-

sakl¬¼g¬n elde edilmesini verir.

Önerme 2.2.8. (xk) dizisi n-normda bir x 2 X eleman¬na yak¬nsak ise (xk) ayn¬

zamanda k�; :::; �k1 (n� 1)-normda x eleman¬na yak¬nsakt¬r, yani her z1; :::; zn�2 2

X için

lim
k!1

kxk � x; z1; :::; zn�2k1 = 0

d¬r (Gunawan ve Mashadi, 2001(b)).

Teorem 2.2.9. Bir X standart n-normlu uzayda bir dizinin n-normda yak¬nsak

olmas¬ için gerek ve yeter koşul k�; :::; �k1 (n� 1)-normda yak¬nsak olmas¬d¬r

(Gunawan ve Mashadi, 2001(b)).

Sonuç 2.2.10. Bir standart n-normlu uzayda bir dizinin n-normda yak¬nsak

olmas¬için gerek ve yeter koşul standart (n� 1)-normda yak¬nsak olmas¬d¬r ve
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tümevar¬m metodu ile her r = 1; :::; n�1 için standart (n� r)-normda yak¬nsak

olmas¬d¬r. Özellikle, standart n-normlu uzayda bir dizinin n-normda yak¬nsak

olmas¬ için gerek ve yeter koşul k�kS := h�; �i
1
2 adi normda yak¬nsak olmas¬d¬r

(Gunawan ve Mashadi, 2001(b)).

(X; k�; :::; �k) sonlu boyutlu n-normlu uzay¬için de benzer sonuç elde edilir. X

için bir baz fb1; :::; bdg olsun. fb1; :::; bdg ile Xn�1 üzerinde k�; :::; �kon fonksiyonu

kx1; :::; xn�1kon := max fkx1; :::; xn�1; bik : i = 1; :::; dg :

şeklinde tan¬mlans¬n. O zaman, k�; :::; �kon fonksiyonu X üzerinde bir (n� 1)-

norm tan¬mlar.

Önerme 2.2.11. X sonlu boyutlu n-normlu uzayda bir dizinin n-normda yak¬n-

sak olmas¬için gerek ve yeter koşul k�; :::; �kon (n� 1)-normda dizinin yak¬nsak

olmas¬d¬r (Gunawan ve Mashadi, 2001(b)).

Sonuç 2.2.12. Bir standart X n-normlu uzay üzerinde k�; :::; �k1 ; k�; :::; �kon
(n� 1)-normlar¬ve k�; :::; �kS standart (n� 1)-normu denktir. Sonuç olarak, bir

standart X n-normlu uzay üzerinde tan¬ml¬bir dizinin n-normda yak¬nsak ol-

mas¬ için gerek ve yeter koşul bu tan¬mlanan üç tane (n� 1)-normun birinde

yak¬nsak olmas¬d¬r (Gunawan ve Mashadi, 2001(b)).

Şimdi Gunawan ve Mashadi (2001(b)) taraf¬ndan verilen n-normlu uzaylarda

Cauchy dizisi ve taml¬k kavramlar¬n¬hat¬rlatal¬m.

Tan¬m 2.2.13. Her z1; :::; zn�1 2 X için

lim
k;m!1

kxk � xm; z1; :::; zn�1k = 0

ise (X; k�; :::; �k) n-normlu uzaydaki bir (xk) dizisine n-norma göre bir Cauchy

dizisi denir. E¼ger X de her Cauchy dizisi bir x 2 X de¼gerine yak¬nsak ise n-

norma göre X uzay¬na tamd¬r denir. Tam n-normlu uzaya bir n-Banach uzay¬

denir (Gunawan ve Mashadi, 2001(b)).

Gunawan ve Mashadi (2001(a)) nin 2-normlu uzaylarda verdi¼gi aşa¼g¬daki iki
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sonucu n-normlu uzaylar¬n genelleştirilmesi olarak benzer metodlarla verebiliriz.

Yard¬mc¬Teorem 2.2.14. (X; k�; :::; �k) bir n-normlu uzay olsun. X deki bir

(xk) dizisinin X deki bir x eleman¬na yak¬nsak olmas¬için gerek ve yeter koşul

her i = 1; :::; n için lim
k!1

kxk � x; x1; :::; xn�2; aik = 0 olmas¬d¬r.

·Ispat. Her i = 1; :::; n için lim
k!1

kxk � x; x1; :::; xn�2; aik = 0 olsun. O zaman her

x1; :::; xn�2 2 X ve i = 1; 2; :::; n için lim
k!1

kxk � x; x1; :::; xn�2; aik = 0 d¬r. Her

z 2 X ve �1; :::; �n 2 R için z = �1a1 + :::+ �nan yaz¬labilir. Üçgen eşitsizli¼gini

kullanarak, her k 2 N için

kxk � x; x1; :::; xn�2; zk � j�1j kxk � x; x1; :::; xn�2; a1k+ :::

+ j�nj kxk � x; x1; :::; xn�2; ank

elde edilir. Yani her x1; :::; xn�2 2 X ve z 2 X için

lim
k!1

kxk � x; x1; :::; xn�2; zk = 0

d¬r. Teoremin gereklili¼gi aç¬kt¬r.

Yard¬mc¬Teorem 2:2:14 ün devam¬ndan aşa¼g¬daki ifadeyi elde ederiz.

Yard¬mc¬Teorem 2.2.15. (X; k�; :::; �k) bir n-normlu uzay olsun. X deki

bir (xk) dizisinin X deki x eleman¬na yak¬nsak olmas¬için gerek ve yeter koşul

lim
k!1

kxk � x; x1; :::; xn�2k1 = 0 olmas¬d¬r.
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3. 2-BANACH UZAYLARDA YAKLAŞIM TEOR·IS·I

Yaklaş¬mlar teorisi, polinomlar¬n yaklaş¬m¬nda, fonksiyonel analizin çeşitli alan-

lar¬nda, diferansiyel ve integral denklemlerin nümerik çözümlerinde önemli uygu-

lamalara sahiptir. Bu bölümdeki amac¬m¬z 2-Banach uzay¬lar¬n¬yaklaş¬m teorisi

içerisinde incelemektir. Bunun için 2-Banach uzaylarda lineer operatörler dizisi

yard¬m¬yla T -yak¬nsakl¬k kavram¬n¬ tan¬mlay¬p lineer operatörlerde kararl¬l¬k

koşulu ve yaklaş¬m koşulu yard¬m¬yla sonuçlar elde edece¼giz ve konuyla ilgili

baz¬uygulamalar üzerinde duraca¼g¬z.

3.1. 2-Banach Uzaylarda T -Yak¬nsakl¬k

�
Xn

	1
1
2-Banach uzaylar¬ dizisini gözönüne alal¬m. Bu uzaylar dizisi ile X

uzay¬na yaklaş¬m problemini inceleyece¼giz. Xn ve X uzaylar¬aras¬ndaki ili̧ski

Tn 2 L
�
X;Xn

�
; n = 2; 3; ::: lineer operatörler dizisinin yard¬m¬yla verilecektir.

Burada TnX = Xn; yani Tn nin de¼ger kümesi R (Tn) = Xn dir. Tn operatör-

lerine k¬s¬tlama operatörleri diyece¼giz. Uygulamalarda Xn nin sonlu boyutlu

oldu¼gu durum çok önemli olacakt¬r, çünkü n ! 1 iken boy Xn ! 1 dur.

Xn uzay¬n¬n elemanlar¬n¬X uzay¬n¬n elemanlar¬na yaklaş¬m yapmak için kul-

lanaca¼g¬z ve xn 2 Xn eleman¬ile x 2 X de¼gerine yaklaş¬m¬kxn � Tnx; zkXn
ile

tan¬mlayaca¼g¬z. Her Xn uzay¬nda xn eleman¬alal¬m. Bu elemanlardan bir fxng

dizisi oluşturaca¼g¬z.

Tan¬m 3.1.1. E¼ger her z 2 Xn için

lim
n!1

kxn � Tnx; zkXn
= 0

(veya n ! 1 için xn
T2norm! x) ise fxng dizisi x 2 X de¼gerine T -yak¬nsakt¬r

denir.

E¼ger Xn = X; n = 2; 3; ::: ise T -yak¬nsakl¬k X deki 2-norm anlam¬ndaki yak¬n-

sakl¬k ile çak¬̧s¬r.

Yard¬mc¬Teorem 3.1.2. xn; yn 2 Xn; x; y 2 X; � skaler ve n ! 1 için
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xn
T2norm! x; yn

T2norm! y olsun. O zaman

(i) Her � ve n!1 için (�xn)
T2norm! (�x) :

(ii) (xn + yn)
T2norm! x+ y; n!1

dir.

·Ispat. � skaler ve n!1 için xn
T2norm! x olsun. Her z 2 Xn için

k�xn � Tn (�x) ; zkXn
� k� (xn � Tnx) ; zkXn

= j�j kxn � Tnx; zkXn

olup, her � ve n!1 için (�xn)
T2norm! (�x) elde edilir. Benzer olarak (ii) ifadesi

de ispatlan¬r.

Aşa¼g¬da verece¼gimiz örnek T -limitin tek olmad¬¼g¬n¬gösterir.

Örnek 3.1.3. X = `2 ve Xn = `
(n)
2 olsun. Burada `2 ve `

(n)
2 ifadeleri üzerinde

tan¬ml¬2-normlar¬verelim. Burada detA :=

������ xj xk

yj yk

������ olmak üzere `2 üzerinde
standart 2-norm

kx; yk =
"
1

2

X
j

X
k

jdetAj2
# 1
2

olarak ve `(n)2 üzerinde standart 2-norm

kxk2 :=
(

nX
k=1

kx; ukk2
)1=2

olarak verelim. Tn k¬s¬tlama operatörlerini x = (�k)
1
k=1 2 `2 için Tnx =

�
�k+1

�n
k

olarak tan¬mlayal¬m. Şimdi �(0)1 = 0 olmak üzere x0 =
�
�
(0)
k

�1
k=1

2 `2 ifadesini

gözönüne alal¬m. O halde n ! 1 için xn =
�
�
(0)
k+1

�n
k=1

T2norm! x0 d¬r. Benzer

şekilde �(0)1 key� say¬olmak üzere x00 =
�
�
(0)
k

�1
k=1

ise xn
T2norm! x00 d¬r. Böylece

fxng dizisi sonsuz çoklukta T -limitlerine sahiptir. Dolay¬s¬yla limit tek de¼gildir.

Verilen örnekte T -limitin tek olmamas¬n¬n nedeni Tnx uzaylar¬n¬n X uzay¬na

çok kötü yaklaş¬m yapmas¬ndan dolay¬d¬r.

Tan¬m 3.1.4. E¼ger her z 2 Xn için

lim
n!1

kTnx; zkXn
= 0

18



olmas¬ndan kx; zk = 0 durumu; ayn¬zamanda x ve z lineer ba¼g¬ms¬z ise x = 0

durumu elde edilirse Xn deki 2-normlar regülerdir denir.

Bu 2-normlar¬n regülerlik koşulu alt¬nda aşa¼g¬da verece¼gimiz teoreme göre T -

limitin tekli¼gi için gerek ve yeter koşul elde edilir.

Teorem 3.1.5. T -limitin tek olmas¬ için gerek ve yeter koşul Xn nin 2-

normlar¬n¬n regüler olmas¬d¬r.

·Ispat. Yeterlilik. fxng dizisi x0 ve x00 2 X elemanlar¬na T -yak¬nsak olsun. O

halde her z 2 Xn için,

kTn (x0 � x00) ; zkXn
� kTnx0 � xn; zkXn

+ kxn � Tnx
00; zkXn

olup lim
n!1

kTn (x0 � x00) ; zkXn
= 0 d¬r. Buradan 2-normun regüler olmas¬tan¬m¬

gere¼gi kx0 � x00; zk = 0 durumu ve ayn¬zamanda (x0 � x00) ve z lineer ba¼g¬ms¬z

ise x0 � x00 = 0 yani x0 = x00 elde edilir. O halde T -limit tektir.

Gereklilik. T -limit tek olsun. O zaman her z için lim
n!1

kTnx; zkXn
= 0 olmas¬

n!1 için Tnx
T2norm! 0 anlam¬na gelir. Di¼ger taraftan T nin lineer olmas¬ndan

dolay¬x = 0 d¬r. Yani Xn nin 2-normlar¬regülerdir.

Tan¬m 3.1.6. E¼ger her x 2 X; y 2 Xn ve z 2 X için

lim
n!1

kTnx; ykXn
= kx; zk

ise Xn deki 2-normlar X uzay¬n¬n 2-normuyla uyumludur denir.

Tn ve Xn operatörlerini uygun bir şekilde seçmekle 2-normlar¬n¬n uyumlulu¼gunu

sa¼glayabiliriz. Yukar¬da verdi¼gimiz uyumluluk ve regülerlik tan¬mlar¬gözönüne

al¬n¬rsa, 2-normlar¬n uyumlulu¼gundan Xn uzaylar¬n¬n regülerli¼gi elde ediliyor

sonucunu verebiliriz. Burada uyumluluk koşulunu veren bir tan¬m verece¼giz,

fakat bu bölümde inceleyece¼gimiz konularla ili̧skisini kurmayaca¼g¬z.

Tan¬m 3.1.7. E¼ger

kTnkL(X;Xn) �M; n = 2; 3; ::: (3.1)
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olacak şekilde bir M > 0 say¬s¬bulunursa Xn uzaylar¬ndaki normlar düzgün

s¬n¬rl¬d¬r denir.

Normlar¬n düzgün s¬n¬rl¬l¬k koşulu 2-normlar¬n uyumluluk koşulundan kolayca

elde edilir. Bunuda yapmak için aşa¼g¬daki genelleştirilmi̧s düzgün s¬n¬rl¬l¬k pren-

sibi kullan¬labilir.

Teorem 3.1.8. E¼ger her x 2 X ve her z 2 Xn için
�
kTnx; zkXn

	
s¬n¬rl¬ isen

kTnkL(X;Xn)

o
s¬n¬rl¬d¬r.

Yukar¬da verdi¼gimiz kavramlar¬örneklerle inceleyelim. X = C [0; `] aral¬¼g¬nda

0 � t
(n)
1 < ::: < t

(n)
n � ` noktalar¬n¬ alal¬m. Aşa¼g¬daki şekilde Tn k¬s¬tlama

operatörünü kural¬m.

Tnx =
�
x
�
t
(n)
k

��n
k=1

: (3.2)

Yani Tn operatörü her x = x (t) 2 C [0; `] fonksiyonuna kaŗs¬l¬k Tnx fonksi-

yonunun t(n)k noktalar¬ndaki de¼gerlerinden oluşan sütun vektörleridir.

Böylece Tn operatörü X uzay¬n¬n-boyutlu Xn = Rn sütun vektörlerin lineer

uzay¬na dönüştürüyor. Xn elemanlar¬xn = (xk)
n
k=1 olsun.

Xn deki normu çeşitli yöntemlerle verebiliriz. Biz burada aşa¼g¬daki iki çeşit

normu kullanaca¼g¬z. Önce, fu1; u2; :::; ung baz¬na göre

kxnk1 := max fkxn; ukk : 1 � k � ng (3.3)

tan¬ml¬ sonsuz normunu inceleyelim. Burada sonsuz normu s ile gösterirsek

Xn = sn alm¬̧s oluyoruz. fxng =
�
x
(n)
k

�n
k=1

2 sn; n = 2; :::; k dizisinin [0; `] de

x (t) sürekli fonksiyonuna T -yak¬nsak olmas¬n!1 için

kxn � Tnxk1 := max
nx(n)k � x

�
t
(n)
k

�
; uk

 : 1 � k � n
o
! 0 (3.4)

olmas¬demektir.

Burada (3.4) eşitsizli¼ginden gözüküyor ki sn deki 2-normlar C [0; `] de tan¬m-

lanan 2-normla uyumludur. Bu sebeple T -yak¬nsakl¬¼g¬n tekli¼gi garantilenmi̧s
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olur. Burada C [0; `] üzerindeki iç çarp¬m hx; yi :=
Z̀
0

x (t) y (t) dt olmak üzere,

C [0; `] deki standart 2-norm

kx; ykC[0;`] :=

������ hx; xi hx; yi

hy; xi hy; yi

������
1
2

=

������������

Z̀
0

x (t)x (t) dt

Z̀
0

x (t) y (t) dt

Z̀
0

y (t)x (t) dt

Z̀
0

y (t) y (t) dt

������������

1
2

dir. Şimdi ikinci bir norma geçelim. Xn yi En e dönüştüren 2-normu

kxnk2;Xn :=

vuut `

n (n� 1)

nX
k=1

kxn; ukk2 (3.5)

ile ifade edelim. Burada `
n(n�1) çarpan¬n¬ aşa¼g¬daki muhakemelerden tan¬m-

layaca¼g¬z. [0; `] de x (t) � 1 ise Tnx = (1)nk=1 ifadesi yard¬m¬yla (3.5) e göre

kTn:1k2;Xn =
p
` elde edilir.

Buna göre fxng nin x (t) 2 C [0; `] ye T -yak¬nsak olmas¬

kxn � Tnxk22;Xn =
`

n (n� 1)

nX
k=1

x�t(n)k �� x
(n)
k ; uk

2 ! 0; n!1 (3.6)

koşulunu sa¼glanmas¬ile mümkündür.

Say¬sal hesaplamalarda fxng dizisinin x de¼gerine T -yak¬nsak olmas¬gerçe¼gi ve

bunun yan¬s¬ra yak¬nsakl¬¼g¬n h¬z¬n¬n da belirlenmesi çok önemlidir.

Tan¬m 3.1.9. Negatif olmayan sonsuz küçük f'ng dizisini gözönüne alal¬m.

E¼ger her z 2 Xn için

kxn � Tnx; zkXn
� 'n; n = 2; 3; ::: (3.7)

ise fxng dizisi x eleman¬na 'n h¬z¬yla T -yak¬nsakt¬r denir.

Tan¬m 3.1.10. f ng herhangi bir pozitif bir dizi olsun. E¼ger her z 2 Xn için

lim
n!1

 �1n kxn � Tnx; zkXn
= 0 (3.8)
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ise fxng dizisi x eleman¬na o ( n) h¬z¬yla T -yak¬nsakt¬r denir.

Özel durumda o (1) h¬z¬yla xn
T2norm! x önermesi sadece xn

T2norm! x anlam¬na gelir.

Tan¬m 3:1:9 ve Tan¬m 3:1:10 durumlar¬nda x eleman¬n¬n xn dizisine yaklaş¬m

mertebesi s¬ras¬yla 'n ve o ( n) dir. X = C [0; `] ; xn =
�
x
(n)
k

�n
k=1

2 Rn olsun.

Her xn 2 Xn = Rn içins
`

n (n� 1) kxnk1 � kxnk2;Xn
� kxnk1 (3.9)

dur. (3.9) eşitsizli¼gi sonsuz ve 2 normun Rn de denkli¼gini gösteriyor. Rn de,

i) fxng dizisinin sonsuz norm anlam¬nda sürekli x (t) fonksiyonuna T -yak¬nsak

olmas¬n¬düzgün T -yak¬nsakl¬k,

ii) fxng dizisinin x de¼gerine 2 norm anlam¬nda T -yak¬nsakl¬¼g¬n¬ ise ortalama

T -yak¬nsakl¬k

olarak adland¬ral¬m. Normun uyumlulu¼gu tan¬m¬ve (3.4) ifadesinden aşa¼g¬daki

önerme elde edilir.

Önerme 3.1.11. fxng nin x e düzgün T -yak¬nsakl¬¼g¬ndan ortalama T -yak¬nsakl¬k

elde edilir.

Bu verilen önermenin tersinin do¼gru olmad¬¼g¬n¬bir örnekle verelim.

Örnek 3.1.12. fxng dizisini 0 < � < 1=2 için x
(n)
1 = n� ve x(n)k = 0;

k = 2; :::; n seçelim. O halde n ! 1 için kxnk2;Xn
=
p
`
q

n2��1
n�1 ! 0 elde

edilir. Yani ortalama anlam¬nda n ! 1 için xn
T2norm! 0 d¬r. Fakat n ! 1 için

kxnk1 = (n2� � 1)
1=2 !1 olup düzgün T -yak¬nsak de¼gildir.

Fakat buna ra¼gmen aşa¼g¬daki önerme sa¼glan¬yor.

Önerme 3.1.13. E¼ger n!1 için xn
T2norm! x ifadesi o

�
1=
p
n (n� 1)

�
h¬z¬yla

ortalama T -yak¬nsak ise o zaman n ! 1 için xn
T2norm! x ifadesi düzgün T -

yak¬nsakl¬kt¬r.

Gerçekten (3.9) eşitsizli¼ginin sol taraf¬na göre ve Tan¬m 3:1:10 gere¼gi

kxn � Tnxk1 �
p
n (n� 1) `�1 kxn � Tnxk2;Xn

! 0; n!1
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elde edilir.

Sonuç 3.1.14. Aşa¼g¬daki ifadeler sa¼glan¬r.

(i) E¼ger fxng
T2norm! x ifadesi 'n h¬z¬yla düzgün T -yak¬nsak ise fxng

T2norm! x

ifadesi ayn¬h¬zla T -yak¬nsakt¬r.

(ii) E¼ger fxng
T2norm! x e 'n = o

�
1=
p
n (n� 1)

�
h¬z¬yla ortalama T -yak¬nsak ise

fxng
T2norm! x de¼gerine

�p
n (n� 1)'n

�
h¬z¬yla T -yak¬nsakt¬r.

3.2. 2-Banach Uzaylarda Lineer Operatörlerin Yaklaş¬mlar¬

X ve Y ifadeleri 2-Banach uzaylar olsun. Bu uzaylar¬n s¬ras¬yla fTng ve fT 0ng

k¬s¬tlama operatörleri dizisi,
�
Xn

	
ve
�
Y n

	
de¼gerlerine yaklaş¬m yapan 2-Banach

uzaylar¬

TnX = Xn ve T 0nY = Y n; n = 2; 3; :::

yaklaş¬mlar¬ile temsil edilir.

Tan¬m kümesi D (A) � X ve de¼ger kümesi R (A) � Y olan A lineer operatörünü

gözönüne alal¬m. Burada genel olarak A y¬ s¬n¬rs¬z alaca¼g¬z. A operatörüne

tan¬m kümeleri D
�
An
�
� Xn ve de¼ger kümesi R

�
An
�
� Y n olan An lineer

operatörleri dizisi ile yaklaşaca¼g¬z. n = 2; 3; ::: iken

Tn (D (A)) � D
�
An
�

(3.10)

için koşulun sa¼gland¬¼g¬n¬kabul edelim. Tüm bu sembolik dildeki ifadeleri aşa¼g¬-

daki şekilde gösterelim:

Ş ek il 3 .2 .1
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Tan¬m 3.2.1. (Yaklaş¬m Koşulu) E¼ger n!1 ve her z 2 Y n için

lim
n!1

AnTnx� T 0nAx; z

Y n
= 0 (3.11)

ise x 2 D (A) eleman¬üzerinde yaklaş¬m koşulu sa¼glan¬yor veya
�
An
	
dizisini A

ya x üzerinden yaklaşt¬r¬yor denir.

Buradan görüldü¼gü gibi (3.10) koşulu AnTnx 2 Y n ifadesine anlam kazand¬r¬yor.

(3.11) yaklaş¬m koşulu ise n!1 için

AnTnx
T 02norm! Ax (3.12)

oldu¼gunu gösterir.

Yani yaklaş¬m koşulu ile lineer operatörler dizisinin kuvvetli veya noktasal yak¬n-

sakl¬¼g¬aras¬nda bir ba¼glant¬mevcuttur.

Her n = 2; 3; ::: için Xn � X ve Y n � Y olsun. O halde IX ; X deki birim

operatör ve IY ; Y deki birim operatör olmak üzere Tn = IX ve T 0n = IY alal¬m.

Ayr¬ca (3.12) de An yerine An yazal¬m. Şimdi yaklaş¬m koşulu x 2 D (A) ele-

manlar¬n¬n bir M kümesi üzerinde her z 2 Y için

lim
n!1

kAnx� Ax; zkY = 0;

olup bu ifade ayn¬ zamanda M üzerinde fAng nin A ya kuvvetli yak¬nsak

oldu¼gunu gösteriyor. Böylece yaklaş¬m koşulu kuvvetli yak¬nsakl¬k koşulunun

genelleştirilmesidir. (3.11) yaklaş¬m koşulunu k¬saca şöyle yazal¬m:

An
T2norm! A; x üzerinde.

Ço¼gu durumlarda yaklaş¬m koşulu aşa¼g¬daki güçlendirilmi̧s şekilde sa¼glan¬r: yal-

n¬z x e ba¼gl¬n den ba¼g¬ms¬z sabit olarak öyle bir � (x) ve 'n � 0; 'n ! 0; n!1

olacak şekilde bir f'ng dizisi vard¬r ki her z 2 Yn içinAnTnx� T 0nAx; z

Yn
� � (x)'n (3.13)

dir. E¼ger 'n =
1
nk
; k > 0 ise x eleman¬üzerinde A operatörünün

�
An
	
dizisiyle

yaklaş¬m mertebesi k ya eşittir.
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3.3. 2-Banach Uzaylarda Kararl¬l¬k Koşulu ve Uygulamalar

Önceki k¬s¬mda verilen Şekil 3:2:1 e göre D
�
An
�
� Xn; R

�
An
�
� Y n; TnX =

Xn; T
0
nY = Y n ve herhangi bir A operatöründen ba¼g¬ms¬z olacak şekilde

�
An
�

lineer operatör dizisini gözönüne alal¬m.

Tan¬m 3.3.1. (Kararl¬l¬k Koşulu) Her xn 2 D
�
An
�
; y 2 Y n ve z 2 Xn için

öyle bir n > N indis numaras¬ndan başlat¬larak

Anxn; yY n �  kxn; zkXn
(3.14)

olacak şekilde  > 0 sabiti mevcutsa
�
An
�
dizisi kararl¬l¬k koşulunu sa¼gl¬yor

denir.

Teorem 3.3.2. A; 2-Banach X uzay¬nda yo¼gun D (A) tan¬m kümesine ve 2-

normlu Y uzay¬nda R (A) de¼ger kümesine sahip kapal¬ lineer operatör olsun.

E¼ger her x 2 D (A) ; y 2 Y ve z 2 X için

kAx; yk �  kx; zk ;  > 0 (3.15)

sa¼glan¬yorsa R (A) kapal¬d¬r.

Üstteki teoreme göre (3.14) koşulundan belli bir n > N için aşa¼g¬daki sonuçlar

elde edilir:

1) Rn = R
�
An
�
; Y n de bir altuzayd¬r.

2) Rn de A
�1
n tan¬ml¬d¬r.

3) Her z için
A�1n ; z


L(Rn;Xn)

� �1 dir.

Baz¬durumlarda kararl¬l¬k koşulunun sa¼gland¬¼g¬n¬kolayca görmek için aşa¼g¬daki

şekilde yorum yapabiliriz.

Uyar¬3.3.3. E¼ger her n > N için An operatörlerinin tersi var ve sürekli yani,

her z için
A�1n 1 � c; n = 2; 3; :::ise kararl¬l¬k koşulu  = c�1 için sa¼glan¬r.
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Örnek 3.3.4. Xn = Rn ve An de

An =

0BBBBBBBBB@

n 0 0 � � � 0 0

�n n 0 � � � 0 0

0 �n n � � � 0 0
...

. . . n 0

0 0 0 � � � �n n

1CCCCCCCCCA
n�n

ile verilsin. n � n tipindeki A ve B matrisleri üzerindeki iç çarp¬m hA;Bi =

iz
�
BTA

�
olmak üzere matris üzerindeki standart 2-normu

kA;Bk :=

������ hA;Ai hA;Bi

hB;Ai hB;Bi

������
1
2

=

������ iz
�
ATA

�
iz
�
BTA

�
iz
�
ATB

�
iz
�
BTB

�
������
1
2

ile tan¬mlayabiliriz. Burada AT matrisi A n¬n transpozu ve iz kavram¬da mat-

risin esas köşegen üzerindeki elemanlar¬n¬n toplam¬na eşittir. O halde Rn deki

standart baza göreA�1n 1 := maxnA�1n ; uk

 : 1 � k � n2
o
=

p
2n� 1
n

� 1

elde edilir. Buna göre Uyar¬3:3:3 gere¼gi
�
An
	
kararl¬l¬k koşulunu sa¼glar.

Şimdi al¬nan operatöre göre yaklaş¬k çözümler dizisi yard¬m¬yla bir tam çözümünü

elde edece¼gimiz T -yak¬nsakl¬k durumunu inceleyelim. Bunun için aşa¼g¬daki

denklemi gözönüne alal¬m.

Ax = y; y 2 R (A) (3.16)

olsun. A; D (A) � X den R (A) � Y ye dönüşen bir lineer operatör ve X ve Y

2-Banach uzaylar olsun. Burada A s¬n¬rl¬olmayabilir.

(3.16) denklemine esas denklem diyelim ve y 2 R (A) koşulu alt¬nda mevcut

çözümlerine de bu denklemin tam çözümleri diyelim.

Şimdi X uzay¬(Tn) : TnX = Xn k¬s¬tlama operatörleri yard¬m¬yla Xn 2-Banach

uzaylar¬yla yaklaşt¬r¬ls¬n. Y uzay¬da benzer şekilde (T 0n) : T
0
nY = Y n k¬s¬tlama
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operatörleri yard¬m¬yla Y n 2-Banach uzaylar¬yla yaklaşt¬r¬ls¬n.

X = �(A)
A�! Y

#Tn #T 0n
Xn = �

�
An
� An�! Y n

Şekil 3.3.1

Sonra yaklaş¬k denklemler dizisini n = 2; 3; ::: için

Anxn = yn; yn 2 R
�
An
�

(3.17)

şeklinde tan¬mlayal¬m. Burada An; yukar¬daki Şekil 3.3.1 den de görülece¼gi gibi

D
�
An
�
� Xn denR

�
An
�
� Y n ye dönüşen lineer operatördür. Şimdi verdi¼gimiz

denklem ve dönüşümlere isim vermek gerekirse,

i) (3.17) denkleminin xn çözümüne (3.16) denkleminin yaklaş¬k çözümü,

ii) (3.17) denklemlerine yaklaş¬k sistem,

iii) E¼ger her yaklaş¬k çözüm dizisi bir tam çözüme T -yak¬nsak ise (3.17) yaklaş¬k

sistemi yak¬nsakt¬r veya di¼ger bir de¼gi̧sle (3.17) de xn dizisi (3.16) deki x e T -

yak¬nsak ise (3.17) sistemi yak¬nsakt¬r,

diyelim. Burada i) deki yaklaş¬k çözüm mevcuttur, çünkü yn 2 R
�
An
�
dir.

Şimdi (3.17) yaklaş¬k sisteminin yak¬nsakl¬¼g¬ile ilgili aşa¼g¬daki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.3.5. Aşa¼g¬daki koşullar sa¼glans¬n. (i) xn deki 2-normlar regüler ol-

sun. (ii)
�
An
�
her tam çözüm üzerinde A n¬n yaklaş¬m¬olsun ((3.11) dekiyle

ayn¬). (iii)
�
An
�
dizisi için  sabiti ile kararl¬l¬k koşulu sa¼glans¬n. (iv) yn

T2norm! y

olsun. O halde

(a) Tam çözüm tektir.

(b) Yeterince büyük n ler için yaklaş¬k çözüm tektir.

(c) Yaklaş¬k sistem yak¬nsakt¬r ve her z 2 Xn ve m 2 Y n için

kxn � Tnx; zkXn
� �1

�
kyn � Tny;mkY n +

T 0nAx� AnTnx;m

Y n

�
(3.18)

dir.

27



·Ispat. (a) (3.16) denkleminin iki farkl¬çözümü x1 ve x2 olsun. Yani Ax1 = y ve

Ax2 = y alal¬m. O halde üçgen eşitsizli¼gi ve kararl¬l¬k koşulu gözönüne al¬narak

yeterince büyük n ler ve her m 2 Y n ve z 2 Xn içinAnTnx1 � T 0nAx1;m

Y n
+
AnTnx2 � T 0nAx2;m


Y n

�
AnTn (x1 � x2) ;m


Y n
�  kTn (x1 � x2) ; zkXn

elde edilir. Bu eşitsizli¼gin sol taraf¬(ii) koşuluna göre n ! 1 için s¬f¬ra yak¬n-

sakt¬r. O halde kTn (x1 � x2) ; zkXn

T2norm! 0; n!1; d¬r. (i) regülerlik koşuluna

göre kx1 � x2; zk = 0 durumu; ayn¬zamanda (x1 � x2) ve z lineer ba¼g¬ms¬z ise

x1 � x2 = 0; yani x1 = x2 dir.

(b) Kararl¬l¬k koşulu ve (3.15) formülünden yeterince büyük n ler için yaklaş¬k

çözüm tektir.

Şimdi (c) yi ispatlayal¬m. x ve xn s¬ras¬yla tam ve yaklaş¬k çözümler olsunlar.

Kararl¬l¬k koşulu ve üçgen eşitsizli¼gini gözönünde bulundurarak, (3.16) ve (3.17)

denklemlerinden yeterince büyük n ler ve her z 2 Xn ve m 2 Y n için

kxn � Tnx; zkXn
� �1

An (xn � Tnx) ;m

Y n
= �1

yn � AnTnx;m

Y n

� �1
h
kyn � T 0ny;mkY n +

T 0nAx� AnTnx;m

Y n

i
elde edilir. (ii) ve (iv) yaklaş¬m koşullar¬yard¬m¬yla n ! 1 için bu eşitsizli¼gin

sa¼g taraf¬s¬f¬ra yaklaş¬r. Buna göre n!1 için xn
T2norm! x dir.
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4. n-BANACH UZAYLARI VE SINIRLI n-FONKS·IYONEL

Bu bölümde 2-Banach uzaylar¬ ve s¬n¬rl¬ lineer 2-fonksiyonel kavramlar¬n¬ n-

Banach uzaylar¬ve s¬n¬rl¬lineer n-fonksiyonellerine genelleştirece¼giz. Bu sayede

2-normlu uzaylar teorisindeki bilinen baz¬klasik sonuçlar¬yeni verilecek tan¬m-

lar ¬̧s¬¼g¬alt¬nda geli̧stirece¼giz.

4.1. n-Banach Uzaylarda Temel Sonuçlar

Bölüm 2 deki 2:2 k¬sm¬nda verilen n-normda yak¬nsakl¬k ve n-normda Cauchy

dizileri için aşa¼g¬da elde edece¼gimiz teoremler 2-Banach uzaylar¬n bir geni̧sle-

mesini vermektedir.

Teorem 4.1.1. (X; k�; :::; �k) bir n-normlu uzay olmak üzere a1; :::; an�1 de¼ger-

lerine göre (xk) ve (yk) n-normlu X uzay¬nda Cauchy dizileri ise,

(i) (kxk; a1; :::; an�1k) bir reel Cauchy dizisidir.

(ii) (�k) bir reel Cauchy dizisi olmak üzere (xk + yk) ve (�kxk) X de Cauchy

dizileridir.

·Ispat. Öncelikle (i) durumunu ispatlayal¬m. n-normun tan¬m¬nda verdi¼gimiz

(iv) koşulundan

kxk; a1; :::; an�1k = k(xk � xm) + xm; a1; :::; an�1k

� kxk � xm; a1; :::; an�1k+ kxm; a1; :::; an�1k ;

elde ederiz. Buradan

kxk; a1; :::; an�1k � kxm; a1; :::; an�1k � kxk � xm; a1; :::; an�1k

dir. Yani

jkxk; a1; :::; an�1k � kxm; a1; :::; an�1kj � kxk � xm; a1; :::; an�1k (4.1)

eşitsizli¼gi elde edilir. (xk) n-normlu X uzay¬nda Cauchy dizisi oldu¼gundan (4.1)

eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬s¬f¬ra yak¬nsar. O halde (kxk; a1; :::; an�1k) de¼geri bir reel

29



Cauchy dizisidir. Şimdi de (ii) ifadesini ispatlayal¬m.

k(xk + yk)� (xm + ym) ; a1; :::; an�1k = k(xk � xm) + (yk � ym) ; a1; :::; an�1k

� kxm � xk; a1; :::; an�1k

+ kyk � ym; a1; :::; an�1k

! 0; k;m!1

oldu¼gundan (xk + yk) ; n-normlu X uzay¬nda bir Cauchy dizisidir. (�k) ve

(kxk; a1; :::; an�1k) reel Cauchy dizilerinin s¬n¬rl¬olmas¬gere¼gi,

k(�kxk � �mxm) ; a1; :::; an�1k = k(�kxk � �kxm)+

+ (�kxm � �mxm) ; a1; :::; an�1k

� k(�kxk � �kxm) ; a1; :::; an�1k

+ k(�kxm � �mxm) ; a1; :::; an�1k

� K1 k(xk � xm) ; a1; :::; an�1k+K2 j�k � �mj

! 0 (k; m!1 and for K1; K2 � 0)

d¬r. Böylece (�kxk) X de bir Cauchy dizisidir.

Şimdi de n-normlu uzayda toplama ve çarpma i̧slemlerine göre baz¬limit özel-

liklerini veren aşa¼g¬daki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.1.2. Her (X; k�; :::; �k) lineer n-normlu uzayda, aşa¼g¬daki özellikler

sa¼glan¬r:

i) xk ! x; k !1 ve yk ! y; k !1 ise, k !1 için xk + yk ! x+ y,

ii) xk ! x; k !1 ve �k ! �; k !1 ise, k !1 için �kxk ! �x,

iii) boy X � n ve k !1 için xk ! x ve xk ! y ise, x = y.

·Ispat. Önce i) ifadesini ispatlayal¬m. n-normun tan¬m¬nda verdi¼gimiz (iv)

koşuluna göre

k(xk + yk)� (x+ y) ; a1; :::; an�1k = k(xk � x) + (yk � y) ; a1; :::; an�1k

� kxk � x; a1; :::; an�1k

+ kyk � y; a1; :::; an�1k

! 0 (k !1)
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elde edilir. Şimdi de ii) yi ispatlayal¬m. Bir reel yak¬nsak dizinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬

kullanarak baz¬K � 0 için

k(�kxk � �x) ; a1; :::; an�1k � k(�kxk � �kx) ; a1; :::; an�1k

+ k(�kx� �x) ; a1; :::; an�1k

= j�kj k(xk � x) ; a1; :::; an�1k

+ j�k � �j kx; a1; :::; an�1k

� K k(xk � x) ; a1; :::; an�1k

+ j�k � �j kx; a1; :::; an�1k

! 0 (k !1)

d¬r. Son olarak n-normun (iv) koşulunu kullan¬rsak

kx� y; a1; :::; an�1k � kx� xk; a1; :::; an�1k+ kxk � y; a1; :::; an�1k

eşitsizli¼ginden kx� y; a1; :::; an�1k = 0 durumunu elde ederiz. Burada x � y

ve her a1; :::; an�1 2 X için a1; :::; an�1 lineer ba¼g¬ml¬d¬r. Böylece n-normun (i)

koşulundan x� y = 0 elde edilir.

Daha önce bahsetti¼gimiz gibi lineer n-normlu uzayda her Cauchy dizisi ayn¬

uzayda yak¬nsak ise n-Banach uzay¬ olarak tan¬mlanm¬̧st¬r. Şimdi n-Banach

uzay¬na bir örnek verelim.

Örnek 4.1.3. En; n-boyutlu lineer Öklid uzay¬olsun.

x1 = x11e1 + :::+ x1nen;

x2 = x21e1 + :::+ x2nen;

...

xn = xn1e1 + :::+ xnnen

olmak üzere

kx1; :::; xnk := mutlak

0BBB@
���������
x11 ::: x1n
...

. . .
...

xn1 ::: xnn

���������

1CCCA
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ile tan¬mlan¬rsa (En; k�; :::; �k) ikilisi bir n-Banach uzay¬d¬r.

Bu verilen örne¼gin n-Banach uzay¬ oldu¼gunu n = 3 durumu için gösterelim.

Yani E3 3-boyutlu Öklid lineer uzay¬için inceleyelim. x = a1e1 + b1e2 + c1e3,

y = a2e1 + b2e2 + c2e3 ve z = a3e1 + b3e2 + c3e3 olsun.

kx; y; zk = mutlak

0BBB@
���������
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

���������

1CCCA
= ja1 (b2c3 � c2b3) + a2 (b3c1 � c3b1) + a3 (b1c2 � c1b2)j

tan¬mlans¬n. O zaman (E3; k�; �; �k) bir 3-Banach uzay¬d¬r. E3 de xk = ake1 +

bke2 + cke3 bir Cauchy dizisi olsun. Böylece lim
k;m!1

k(xk � xm) ; y; zk = 0 olacak

şekilde E3 de bir y = a2e1 + b2e2 + c2e3 ve z = a3e1 + b3e2 + c3e3 lineer ba¼g¬m-

s¬z vektörleri mevcut olsun. (ak) ; (bk) ve (ck) reel Cauchy dizileri oldu¼gunu

gösterece¼giz.

kxk � xm; y; zk = mutlak

0BBB@
���������
ak � am bk � bm ck � cm

a2 b2 c2

a3 b3 c3

���������

1CCCA
= j(ak � am) (b2c3 � c2b3) + (bk � bm) (a3c2 � c3a2)

+ (ck � cm) (a2b3 � b2a3)j :

Böylece, lim
k;m!1

kxk � xm; y; zk = 0 olmas¬için gerek ve yeter koşul

� : lim
k;m!1

j(ak � am) (b2c3 � c2b3)j = 0;

� : lim
k;m!1

j(bk � bm) (a3c2 � c3a2)j = 0;

 : lim
k;m!1

j(ck � cm) (a2b3 � b2a3)j = 0

olmas¬d¬r. (ak) n¬n bir Cauchy dizisi olmad¬¼g¬n¬kabul edelim. O zaman b2c3 =

c2b3 ve buradan b2
c2
= b3

c3
olur ki bu y ve z lineer ba¼g¬ms¬z oldu¼gundan mümkün

de¼gildir. Böylece (ak) bir Cauchy dizisidir. Benzer şekilde (bk) ve (ck) da birer

Cauchy dizisidir. Ayr¬ca , R tam oldu¼gundan, lim
k!1

ak = a, lim
k!1

bk = b ve lim
k!1

ck =

c olacak şekilde a; b ve c reel say¬lar¬vard¬r. x = ae1 + be2 + ce3 olsun. xk ! x
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(k !1) oldu¼gunu göstermeliyiz. y = a2e1+b2e2+c2e3 ve z = a3e1+b3e2+c3e3

E3 ün birer eleman¬olsun. O zaman,

lim
k!1

k(xk � x) ; y; zk = lim
k!1

mutlak

0BBB@
���������
ak � a bk � b ck � c

a2 b2 c2

a3 b3 c3

���������

1CCCA
= lim

k!1
[(ak � a) (b2c3 � c2b3) + (bk � b) (a3c2 � c3a2)

+ (ck � c) (a2b3 � b2a3)

= 0

elde ederiz. Böylece, (E3; k�; �; �k) bir 3-Banach uzay¬d¬r. Benzer şekilde

(En; k�; :::; �k) nin bir n-Banach uzay oldu¼gu gösterilebilir.

Son olarak bu k¬s¬mdaki son iki teoremi verelim.

Teorem 4.1.4. (X; k�; :::; �k) bir lineer n-normlu uzay olsun.

lim
k;m!1

kxk � xm; d1; :::; dn�1k = 0 (4.2)

ise, her bir x 2 X için (kxk � x; d1; :::; dn�1k) bir yak¬nsak dizidir.

·Ispat. k�; :::; �k ; n-normun (iv) özelli¼ginden,

kxk � x; d1; :::; dn�1k = kxk � xm + xm � x; d1; :::; dn�1k

� kxk � xm; d1; :::; dn�1k+ kxm � x; d1; :::; dn�1k

elde ederiz ve

kxk � x; d1; :::; dn�1k � kxm � x; d1; :::; dn�1k � kxk � xm; d1; :::; dn�1k :

yaz¬l¬r. Gerçekten,

jkxk � x; d1; :::; dn�1k � kxm � x; d1; :::; dn�1kj � kxk � xm; d1; :::; dn�1k

olur. Böylece (4.2) den, (kxk � x; d1; :::; dn�1k) bir yak¬nsak dizidir.

Teorem 4.1.5. E¼ger lim
k!1

kxk � x; d1; :::; dn�1k = 0 ise, lim
k!1

kxk; d1; :::; dn�1k =
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kx; d1; :::; dn�1k dir.

·Ispat. Teorem 4:1:1 den

jkxk; d1; :::; dn�1k � kx; d1; :::; dn�1kj � kxk � x; d1; :::; dn�1k

dir. Eşitsizli¼gin her iki taraf¬n¬n k !1 için limiti al¬nd¬¼g¬nda ispat tamamlan¬r.

Buradan, lim
k!1

kxk; d1; :::; dn�1k = kx; d1; :::; dn�1k bulunur.

4.2. S¬n¬rl¬Lineer n-Fonksiyonel

Bu k¬s¬mda klasik Fonksiyonel Analiz den hat¬rlayaca¼g¬m¬z s¬n¬rl¬ lineer fonk-

siyoneller kavram¬n¬n n�normdaki durumunu inceleyece¼giz ve s¬n¬rl¬ lineer

n�fonksiyonel kavram¬ile ilgili baz¬temel özellikleri verece¼giz.

Tan¬m 4.2.1. Lineer n-normlu uzay¬n lineer manifoldlar¬ A1; :::; An olsun.

A1� :::�An tan¬m kümesinden reel say¬lara olan dönüşüme n-fonksiyonel denir.

Tan¬m 4.2.2. Lineer n-normlu uzay¬n lineer manifoldlar¬A1; :::; An ve tan¬m

kümesi A1 � :::� An olmak üzere F; n-fonksiyonel olsun. E¼ger

(i)

F (x1 + x01; :::; xn + x0n) = F (x1; :::; xn) + F (x1; x
0
2; x3; :::; xn)

+F (x1; x2; x
0
3; x4; :::; xn) + :::+ F (x1; :::; x

0
n)

+F (x1; x
0
2; x

0
3; x4; :::; xn) + F (x1; x

0
2; x3; x

0
4; x5; :::; xn)

+:::+ F (x1; x
0
2; x3; :::; x

0
n) + :::+ F (x1; :::; x

0
n�1; x

0
n)

+F (x1; x
0
2; x

0
3; x

0
4; x5; :::; xn) + :::

+F (x1; x
0
2; x

0
3; x4; :::; x

0
n)

+F (x1; x
0
2; x3; x

0
4; x

0
5; x6; :::; xn) + :::

+F (x1; x
0
2; x3; :::; x

0
n�1; x

0
n)

+:::+ F (x1; :::; xn�3; x
0
n�2; x

0
n�1; x

0
n) + :::

+F (x1; x
0
2:::; x

0
n�1; x

0
n)
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+F (x01; x2; :::; xn) + F (x01; x
0
2; x3; :::; xn) + :::+

+F (x01; x2; :::; x
0
n) +

+F (x01; x
0
2; x

0
3; x4; :::; xn) + F (x01; x

0
2; x3; x

0
4; x5; :::; xn)

+:::+ F (x01; x
0
2; x3; :::; x

0
n) + :::

+F (x01; x2; :::; x
0
n�1; x

0
n)

+F (x01; x
0
2; x

0
3; x

0
4; x5; :::; xn) + :::

+F (x01; x
0
2; x

0
3; x4; :::; x

0
n)

+F (x01; x
0
2; x3; x

0
4; x

0
5; x6; :::; xn) + :::

+F (x01; x
0
2; :::; x

0
n�1; x

0
n);

ii) Her �1; :::; �n için F (x1; :::; xn) fonksiyoneli tan¬mland¬¼g¬ cisim alt¬nda

F (�1x1; :::; �nxn) = �1:::�nF (x1; :::; xn)

ise F e bir lineer n-fonksiyonel veya n lineer n-fonksiyonel denir.

Tan¬m 4.2.3. D (F ) tan¬m kümesi ile F bir n-fonksiyonel olsun. E¼ger her

(x1; :::; xn) 2 D (F ) için

jF (x1; :::; xn)j � K kx1; :::; xnk

olacak şekilde K � 0 bir sabit mevcut ise F s¬n¬rl¬d¬r denir. E¼ger F s¬n¬rl¬ise

F in normu

kFk = sup fK : jF (x1; :::; xn)j � K kx1; :::; xnk ; 8(x1; :::; xn) 2 D (F ) içing

ile tan¬mlan¬r.

Örnek 4.2.4. fe1; :::; eng standart baz¬ile (X; k�; :::; �k) bir lineer n-normlu uzay

olsun. a1 = �11e1 + :::+ �1nen; :::; an = �n1e1 + :::+ �nnenile

F (a1; :::; an) = mutlak

0BBB@
���������
�11 ::: �1n
...

. . .
...

�n1 ::: �nn

���������

1CCCA
şeklinde tan¬mlan¬r. b1 = �11e1 + ::: + �1nen; :::; bn = �n1e1 + ::: + �nnen olsun.
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O zaman

F (a1 + b1; :::; an + bn)

= mutlak

0BBB@
���������
�11 + �11 ::: �1n + �1n

...
. . .

...

�n1 + �n1 ::: �nn + �nn

���������

1CCCA
= F (a1; :::; an) + F (a1; b2; a3; :::; an)

+F (a1; a2; b3; a4; :::; an) + :::+ F (a1; :::; bn)

+F (a1; b2; b3; a4; :::; an) + F (a1; b2; a3; b4; a5; :::; an)

+:::+ F (a1; b2; a3; :::; bn) + :::+ F (a1; :::; bn�1; bn)

+F (a1; b2; b3; b4; a5; :::; an) + :::

+F (a1; b2; b3; a4; :::; bn)

+F (a1; b2; a3; b4; b5; a6; :::; an) + :::

+F (a1; b2; a3; :::; bn�1; bn)

+:::+ F (a1; :::; an�3; bn�2; bn�1; bn) + :::

+F (a1; b2; :::; bn�1; bn)

+F (b1; a2; :::; an) + F (b1; b2; a3; :::; an) + :::+

+F (b1; a2; :::; bn) +

+F (b1; b2; b3; a4; :::; an) + F (b1; b2; a3; b4; a5; :::; an)

+:::+ F (b1; b2; a3; :::; bn) + :::

+F (b1; a2; :::; bn�1; bn)

+F (b1; b2; b3; b4; a5; :::; an) + :::

+F (b1; b2; b3; a4; :::; bn)

+F (b1; b2; a3; b4; b5; a6; :::; an) + :::

+F (b1; b2; :::; bn�1; bn);

36



ve

F (c1a1; :::; cnan) = mutlak

0BBB@
���������
c1�11 ::: c1�1n
...

. . .
...

cn�n1 ::: cn�nn

���������

1CCCA

= (c1:::cn)mutlak

0BBB@
���������
c1�11 ::: c1�1n
...

. . .
...

cn�n1 ::: cn�nn

���������

1CCCA
= (c1:::cn)F (a1; :::; an)

elde ederiz. Böylece, Tan¬m 4:2:2 ye göre F s¬n¬rl¬lineer n-fonksiyoneldir.

Yard¬mc¬Teorem 4.2.5. F s¬n¬rl¬lineer n-fonksiyonel ve x1; :::; xn 2 D (F )

olmak üzere x1; x2; :::; xn ler lineer ba¼g¬ml¬ise F (x1; :::; xn) = 0 d¬r.

·Ispat. F s¬n¬rl¬ oldu¼gu için, her (x1; :::; xn) 2 D (F ) için jF (x1; :::; xn)j �

kFk kx1; :::; xnk dir. Ayn¬ zamanda x1; :::; xn ler lineer ba¼g¬ml¬ oldu¼gundan

kx1; :::; xnk = 0 d¬r. Bu sebeple,

jF (x1; :::; xn)j � kFk :0 = 0

elde edilir.

Teorem 4.2.6. D (F ) tan¬m kümesi ile F s¬n¬rl¬lineer n�fonksiyonel olsun. O

halde,

kFk = sup fjF (x1; :::; xn)j : kx1; :::; xnk = 1; (x1; :::; xn) 2 D (F )g

= sup

�
jF (x1; :::; xn)j
kx1; :::; xnk

: kx1; :::; xnk 6= 0; (x1; :::; xn) 2 D (F )
�

dir.

·Ispat.

A = sup fjF (x1; :::; xn)j : kx1; :::; xnk = 1; (x1; :::; xn) 2 D (F )g

olsun. Her (x1; :::; xn) 2 D (F ) için jF (x1; :::; xn)j � kFk kx1; :::; xnk dir. Böylece

A � kFk olur. kx1; :::; xnk 6= 0 oldu¼gunu kabul edelim. Buradan, x1
kx1; :::; xnk

; x2; :::; xn

 = 1 ve ����F ( x1
kx1; :::; xnk

; x2; :::; xn)

���� � A
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d¬r. Bu sebeple, kx1; :::; xnk 6= 0 oldu¼gunda her (x1; :::; xn) 2 D (F ) için

jF (x1; :::; xn)j � A kx1; :::; xnk d¬r. E¼ger kx1; :::; xnk = 0 ise x1; :::; xn ler lineer

ba¼g¬ml¬olup Yard¬mc¬Teorem 4:2:5 den F (x1; :::; xn) = 0 elde edilir. Böylece,

(x1; :::; xn) 2 D (F ) için jF (x1; :::; xn)j � A kx1; :::; xnk ve kFk � A d¬r.

C = sup

�
jF (x1; :::; xn)j
kx1; :::; xnk

: kx1; :::; xnk 6= 0; (x1; :::; xn) 2 D (F )
�

olsun. kFk in tan¬m¬ndan, kx1; :::; xnk 6= 0 olmak üzere her (x1; :::; xn) 2 D (F )

için jF (x1; :::; xn)j = kx1; :::; xnk � kFk elde edilir. Yani C � kFk dir. Yard¬mc¬

Teorem 4:2:5 ve C nin tan¬m¬ndan her (x1; :::; xn) 2 D (F ) için, jF (x1; :::; xn)j �

C kx1; :::; xnk dir. Sonuç olarak, kFk � C dir.

Tan¬m 4.2.7. E¼ger verilen " > 0 için kx1 � y1; x2; :::; xnk < �;

ky1; x2 � y2; x3; :::; xnk < �; :::; ky1; :::; yn�1; xn � ynk < �; ky1 � x1; y2; :::; ynk <

�; kx1; y2 � x2; y3; :::; ynk < �; :::; kx1; :::; xn�1; yn � xnk < � oldu¼gunda

jF (x1; :::; xn)� F (y1; :::; yn)j < "

olacak şekilde � > 0 varsa bir F n-fonksiyoneli (x1; :::; xn) de süreklidir denir.

F , tan¬m kümesindeki her bir noktada sürekli ise F süreklidir.

Teorem 4.2.8. k�; :::; �k n-normu bir sürekli n-fonksiyoneldir.

·Ispat. k�; :::; �k n-normun tan¬m¬ndan,

kx1; :::; xnk = k(x1 � y1) + y1; x2; :::; xnk

� kx1 � y1; x2; :::; xnk+ ky1; x2; :::; xnk

= kx1 � y1; x2; :::; xnk+ ky1; (x2 � y2) + y2; x3; :::; xnk

� kx1 � y1; x2; :::; xnk+ ky1; x2 � y2; x3; :::; xnk

+ ky1; y2; x3; :::; xnk
...

= kx1 � y1; x2; :::; xnk+ ky1; x2 � y2; x3; :::; xnk

+:::+ ky1; :::; yn�1; (xn � yn) + ynk

� kx1 � y1; x2; :::; xnk+ ky1; x2 � y2; x3; :::; xnk

+:::+ ky1; :::; yn�1; xn � ynk+ ky1; :::; yn�1; ynk
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olup

kx1; :::; xnk � ky1; :::; ynk � kx1 � y1; x2; :::; xnk

+ ky1; x2 � y2; x3; :::; xnk

+ ky1; y2; x3 � y3; x4; :::; xnk+ :::+

ky1; :::; yn�1; xn � ynk

elde edilir. Di¼ger taraftan,

ky1; :::; ynk = ky1; :::; yn�1; (yn � xn) + xnk

� ky1; :::; yn�1; yn � xnk+ ky1; :::; yn�1; xnk

= ky1; :::; yn�1; yn � xnk+ ky1; :::; yn�2; (yn�1 � xn�1) + xn�1; xnk

� ky1; :::; yn�1; yn � xnk+ ky1; :::; yn�2; yn�1 � xn�1; xnk

+ ky1; :::; yn�2; xn�1; xnk
...

= ky1; :::; yn�1; yn � xnk+ ky1; :::; yn�2; yn�1 � xn�1; xnk

+:::+ ky1 � x1; x2; :::; xnk+ kx1; :::; xnk

oldu¼gundan,

ky1; :::; ynk � kx1; :::; xnk � kx1 � y1; x2; :::; xnk

+ ky1; x2 � y2; x3; :::; xnk

+ ky1; y2; x3 � y3; x4; :::; xnk+ :::+

ky1; :::; yn�1; xn � ynk

d¬r. Bu şekilde

jkx1; :::; xnk � ky1; :::; ynkj � kx1 � y1; x2; :::; xnk

+ ky1; x2 � y2; x3; :::; xnk (4.3)

+ ky1; y2; x3 � y3; x4; :::; xnk+ :::+

ky1; :::; yn�1; xn � ynk

elde edilir. (4.3) ve Tan¬m 4:2:7 den k�; :::; �k n-norm bir sürekli n-fonksiyoneldir.
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Teorem 4.2.9. E¼ger bir F lineer n-fonksiyonel (0; :::; 0) da sürekli ise o zaman

D (F ) tan¬m kümesinin her bir noktas¬nda F süreklidir.

·Ispat. E¼ger F lineer ise F (0; :::; 0) = 0 d¬r. Ayr¬ca F n-fonksiyoneli

(0; :::; 0) da sürekli oldu¼gundan verilen " > 0 için ka1; :::; ank < � oldu¼gunda

jF (a1; :::; an)j < "
n
olacak şekilde bir � > 0 vard¬r. (x1; :::; xn) 2 D (F ) olsun. O

zaman kx1 � a1; x2; :::; xnk < �; ka1; x2 � a2; x3; :::; xnk < �; :::;

ka1; :::; an�1; xn � ank < � oldu¼gunda

jF (x1; :::; xn)� F (a1; :::; an)j = jF (x1; :::; xn)� F (a1; x2; :::; xn)

+F (a1; x2; :::; xn)� F (a1; a2; x3; :::; xn)

+F (a1; a2; x3; :::; xn) + :::+ F (a1; :::; an�1; xn)

�F (a1; :::; an)j

� jF (x1; :::; xn)� F (a1; x2; :::; xn)j

+ jF (a1; x2; :::; xn)� F (a1; a2; x3; :::; xn)j

+:::+ jF (a1; :::; an�1; xn)� F (a1; :::; an)j

= jF (x1 � a1; x2; :::; xn)j

+ jF (a1; x2 � a2; x3; :::; xn)j

+:::+ jF (a1; :::; an�1; xn � an)j

� "

n
+ :::+

"

n
= "

olacak şekilde bir � > 0 vard¬r. Böylece F n�fonksiyoneli (x1; :::; xn) de süreklidir.

Teorem 4.2.10. Bir lineer F n-fonksiyonelin sürekli olmas¬için gerek ve yeter

koşul F in s¬n¬rl¬olmas¬d¬r.

·Ispat. F in sürekli oldu¼gunu kabul edelim. (x1; :::; xn) 2 D (F ) için kx1; :::; xnk <

� oldu¼gunda jF (x1; :::; xn)j < 1 olacak şekilde bir � > 0 mevcuttur. Lineer

ba¼g¬ms¬z olan y1; :::; yn ler ile (y1; :::; yn) 2 D (F ) için�
y1

ky1; :::; ynk

�
�

2

�
; y2; :::; yn

�
ifadesini dikkate alal¬m. O halde y1

ky1; :::; ynk
�

2
; y2; :::; yn

 = 1

ky1; :::; ynk
�

2
ky1; :::; ynk =

�

2
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elde ederiz. Buradan, F ((y1� ky1; :::; ynk) (��2) ; y2; :::; yn) < 1 dir, yani

jF (y1; :::; yn)j <
�
2

�

�
ky1; :::; ynk

elde edilir. kx1; :::; xnk < �n oldu¼gunda jF (x1; :::; xn)j < 1
n
olacak şekilde bir

�n > 0 mevcuttur. E¼ger x1; :::; xn ler lineer ba¼g¬ml¬ise ky1; :::; ynk = 0 < �n ve

jF (y1; :::; yn)j = 0 d¬r. Bu sebeple F s¬n¬rl¬d¬r.

Tersine, F s¬n¬rl¬olsun. Her (a1; :::; an) 2 D (F ) için jF (a1; :::; an)j � K ka1; :::; ank

olacak şekilde bir K � 0 vard¬r. Verilen " > 0 için � = "
K+1

olsun. O zaman

ka1; :::; ank < � oldu¼gunda

jF (a1; :::; an)j � K ka1; :::; ank < K
"

K + 1

elde ederiz. Böylece F n-fonksiyoneli (0; :::; 0) da süreklidir ve Teorem 4:2:9 dan

F süreklidir.
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