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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
CIZGELERIN SPERNER SAYILARI
Giilnur BASER

Siileyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danisman: Doc. Dr. Yusuf CIVAN

Dort boliimden olusan bu tezde Cizgelerin Sperner sayilari tanitilmig ve incelenmigtir.

Bu calismaya gerekli olan bazi temel Cizgeler teorisi ile ilgili tanimlarla giris yapilmistir.

ik boliimde galigmamizla ilgili olan Milner'in bir teoremine yer verilmistir (Milner,

1968). Bu calismada Milner’in bu teoreminin Ispati Scott’dan alinmistir (Scott, 1999).

Ikinci boliimde arakesit cizgesi ve bir cizgenin Sperner sayisi tanitilmistir ve her sonlu
¢izgenin bir Sperner sayisi oldugu ispatlanmigtir. Milner’in teoremi yardimiyla tam ¢iz-
genin Sperner sayis1 hesaplanmigtir; ayrica iki-coklu ¢izgenin de Sperner sayis1 burada
verilmistir. Bir G ¢izgesinin verilen herhangi bir v kosgesi i¢in v’nin Sperner derecesi
tanitilmig ve v’nin Sperner derecesi ile v’nin komsguluklarinin indirgedigi altgizgenin

tamsal o6rtiim sayisi arasindaki iligkiyi veren bir teorem ispatlanmigtir.

Ucgiincii boliimde, bu calisma cizgelerin regiiler gerenleriyle genigletilmistir ve regiiler
Sperner sayilari tanimlanmigtir. Verilen bir ¢izgenin bir k-regiiler gereninin hangi
durumlarda mevcut oldugu incelenmistir. Sperner sayisi ile regiiler Sperner sayisi
arasinda iligkiye deginilmistir. Ornek olarak tam cizgenin ve tam iki-coklu cizgenin

regiiler Sperner sayilar: hesaplanmistir.

Son boéliimde gizgelerin Sperner sayilari igin gesitli sinirlar bulmanin iizerinde durul-
mustur. Ilk 6nce bir cizgenin Sperner sayismim bagimsizlik sayisinin iki katindan daha
biiyiik veya egit oldugu ifade ve ispat edilmigtir. Ardindan bu ifadenin egitlik duru-

muna bakilmistir; yani bir ¢izgenin Sperner sayisinin, bagimsizlik sayisinin iki katina



esit oldugu durumlar incelenmistir. Daha sonra da bagimsizlik sayisinin iki katin-
dan daha biiyiik oldugu durumlara bakilmistir. Bunlarin ardinda ise bir ¢izgenin bir
kenarinin atilmasiyla ve bir kenarinin biiziilmesiyle Sperner sayisinin nasil degisiklik
gosterdigi incelenmigtir. Son olarak bir ¢izgenin Sperner sayisi ile biitiinleyeninin kro-
matik sayisi arasindaki iligki aciklanmig, bunun bir sonucu olarak bir ¢izgenin Sperner

sayisinin tamsal ortiim sayisindan daha biiyiik veya esit oldugu goriilmiigtiir.

Anahtar Kelimeler: Cizge, Sperner sayisi, geren, bagimsizlik sayisi.

2009, 50 sayfa
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis
SPERNER NUMBER OF GRAPHS
Giilnur BASER

Siileyman Demirel University
Graduate School of Applied and Natural Sciences

Mathematics Department

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Yusuf CIVAN

In this thesis that consists of four chapters we introduce and study the Sperner
numbers of graphs. We begin our work with providing some basic definitions of graph

theory that are needed throughout our thesis.

Apart from the common terminologies of graph theory, we supply some of the known
results such as Milner’s theorem (Milner, 1968, Katona, 1998) that are related to our
work in the first chapter. The proof of Milner’s theorem that we state here is due to

Scott (Scott, 1999).

The definition of the Sperner number of a graph is given in the second chapter, where
we also prove that it is well-defined, that is, every finite graph has a Sperner number.
We there compute the Sperner number of complete graphs (by use of Milner’s theorem)
and complete bipartite graphs. For any given vertex v of a graph G, we introduce the
Sperner degree of v, and prove a theorem that relates the Sperner degree of v to the

clique-covering number of the subgraph induced by the neighborhoods of v.

In chapter three, we extend our work to include uniform realizers of graphs, and define
the regular Sperner numbers. We investigate the existence of a k-regular realizer of a
given graph, and discuss the relation between k-regular Sperner numbers and ordinary
Sperner numbers of graphs. As examples, we compute k-regular Sperner numbers of

complete and complete bipartite graphs.

The final chapter is devoted to find various bounds on the Sperner numbers of graphs.



We prove that the Sperner number of a graph is bounded below by the twice of the
independence number of that graph. In the case of equality, we offer a detailed analysis
of graphs satisfying this condition. Moreover, we also study those graphs such that this
bound is strict. We there also investigate how the Sperner number is effected under
some graph operations, such as edge-contractions. Finally, we explain the relation
between the Sperner number of a graph and the chromatic number of its complement.
As a result, we prove that the Sperner number of a given graph is greater than or equal

to the clique-covering number of the graph.

Keywords: Graph, Sperner number, realizer, independence number.

2009, 50 pages
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1. GIRIS

Bu tez caligmasinda, Sperner aileleri kullanilmigtir ve bundan yola gikarak arakesit

gizgesi yardimiyla bir ¢izgenin Sperner sayisi hesaplanmigtir.

Sperner aileleri, bu caligmada oldugu gibi pek ¢ok yerde kullamilmigtir. Katona bir
makalesinde Sperner ailesinin maksimum eleman sayisini vermis ve bu ailelerden elde
ettigi vektorlerle bir ¢alisma yapmustir (Katona, 1997). Bey vd. (2002) arakasit
Sperner ailelerinin eleman sayilarini incelemigtir. Pek ¢ok kitapta da Sperner ailelerine

ve bu ailelerle ilgili 6zelliklere yer verilir.

Yapilan bu galigmada ise Sperner aileleri ¢izge elde etmek i¢in kullanilmigtir. Lite-
ratiirde kiimeler ailesinden ¢izge olusturarak yapilan pek ¢ok calisma vardir. Bunlar-
dan biri Kong ve Yaokun (2009)’nun arakesit ¢izge kullanarak yaptiklar: ¢aligmadir.
Arakesit ¢izgeyi olugturan aileler yardimiyla ¢izgelerin arakesit sayilarini tanimlamiglar
ve bu sayilarin gesitli tiirleri arasindaki iligkiyi incelemiglerdir. Jukna (2009) da bir
makalesinde ¢izgelerin kogelerine kiimeler karsilik getirerek bir tanimlama yapmis ve
bu tanimlamaya gore iki-coklu cizgeleri incelemigtir. Jukna, Yapilan tez caligmasin-
dan farkh olarak cizgenin koselerine kargilik gelen kiimelerin arakesitlerinin eleman
sayilarina gore ¢izgenin kenarlarim belirlemigtir. Hamburger vd. (2009) sonlu bir
kiimenin k-elemanli altkiimelerinden olugan bir aile yardimiyla cizgeler elde ederek
bir galigma yapmiglardir. Bu ailede ayrik olan kiimeler arasinda kenar olusturarak
cizgeler meydana getirilmistir ve olusabilecek ¢izgelere gore k-tamsayisinin durumu in-

celenmisgtir.

Bu galigmada ise Sperner aileleri yardimiyla ¢izgeler elde edilerek basit bir ¢izgenin
Sperner sayisi incelenmis ve buna iligkin sinirlar elde edilmigtir. Bunun igin Sperner
ailesi ve geren tanmimlarinin yani sira ¢alismada gerekli olan cizgeler teorisiyle ilgili
temel kavramlar verilmistir. Bu temel kavramlar igin West (1996)’in ve Balakrishnan

ve Ranganathan (2000)"1n kitaplarindan yararlanilmigtir.



1.1. Temel Kavramlar

Tanim 1.1.1. X bostan farkli bir kiime ve P(X) kiimesi X’in kuvvet kiimesi olmak
tizere agagidaki iki ozellik saglaniyor ise A = {4; : i € I} C P(X) alt ailesine bir (tam)
Sperner ailesi denir.

i) (Tamlik ozelligi:) X = iLeJIAi’

it) (Sperner ozelligi:) Her i,5 € I, 1 # j igin A; € A;.

Ornegin, X = {a,b,c,d} kiimesi iizerinde A = {{a, c},{b,d},{c,d}} ailesi bir Sperner

ailesidir.

Tanim 1.1.2. V sonlu bir kiime ve E C V x V bir altkiime olmak iizere G = (V, E)
ikilisine bir ¢izge denir. Eger E C V x V\{(v,v) : v € V'} ise G’ye basit ¢izge denir.
G’nin koselerinin kiimesi V(G), kenarlarinin kiimesi E(G) ile gosterilir. Ayrica u ve
v arasinda bir kenar e = (u,v) seklinde belirtilir. G'nin mertebesi (késelerinin sayist)

|G| ile; G'nin kenarlarimin sayise |G| ile gosterilir.

Tanim 1.1.3. G ve H iki ¢izge olsun. Buna gére V(H) C V(G) ve E(H) C E(G) ise
H cizgesine G ¢izgesinin alt¢izgesi denir. Ayrica V (H ) deki kogelerin G’de olugturdugu
her kenar F(H)’ye ait ise H ¢izgesine G ¢izgesinin indirgenmis alt¢izgesi denir. H

gizgesi G ¢izgesinin indirgenmis altgizgesi ise H < G ile gosterilir.

Tanim 1.1.4. G = (V, E) bir ¢izge ve S C V olsun. Her u,v € S igin (u,v) ¢ E ise

S kiimesine G ¢izgesinde bir bagimsiz kiime denir. Ayrica
a(G) :=maks{|S|| S CV kiimesi G gizgesinde bagimsiz kiime}
sayisia G ¢izgesinin bagimsizlik sayist denir.
Tanim 1.1.5. Bir G ¢izgesi i¢in
N @) ={weV|(v,w) e E}
kiimesine v'nin G’deki (a¢ik) komsulugu denir.

Tanim 1.1.6. Bir G gizgesinde bulunan bir v kosesi igin |N (v)| sayisima v kogesinin
derecesi denir ve dg (v) (veya d(v)) ile gosterilir. Biitiin koselerinin derecesi k olan
gizgelere k—regiiler ¢izge denir. Ayrica A(G) := maks{d(v) | v € V(G)} sayisina G'nin

maksimum derecesi ve 6(G) := min{d(v) | v € V(G)} sayisina da G’nin minimum



derecesi denir.

Tanmim 1.1.7 {v1,v9,...,v,} koselerin bir kiimesi olsun. Her 2 < i < n igin (v;—1,v;)
bir kenar ise birbirinden farkli v, vs, ..., v, koselerinin siralanmig bir listesine yol denir.
Benzer sekilde (v;—1,v;) ve (v,,v1) kenar ise vy, vg, ..., v, kogelerinin siralanmsg listesine
bir déngi denir. n-kogeli bir yol P, ile, n-koseli bir déngii C), ile gosterilir. Her iki
kosesi arasinda bir kenar bulunan basit cizgelere tam ¢izge denir ve n-koseli bir tam

cizge K, ile gosterilir. Yani K, = ([n], [n]@)dir.

Tanim 1.1.8. Bir G ¢izgesinde herhangi iki a, b kosgesi i¢in bir a,b-yolu mevcut ise G

cizgesine baglantili ¢izge denir.
Tanim 1.1.9. Dongii icermeyen cizgelere orman, baglantili bir ormana agag¢ denir.
Tanim 1.1.10. G = (V, E) bir ¢izge olsun. Buna gore
(u,v) € E <= (u,v) ¢ E(G)
kosulunu saglayan G = (V, E,) gizgesine G ¢izgesinin bitinleyeni denir.

Tanim 1.1.11. G ve H birer ¢izge olmak iizere, f : V (G) — V (H) fonksiyonu
i¢gin (u,v) € E(G) oldugunda (f (u), f (v)) € E(H) saglamyorsa f fonksiyonuna G

cizgesinden H c¢izgesine bir homomorfizma denir.

Tamim 1.1.12. G ve H birer ¢izge olmak iizere f : V (G) — V (H) birebir ve érten
fonksiyonu icin

(u,v) € E(G) < (f (u), f(v)) € E(H)
saglaniyorsa f fonksiyonuna G ¢izgesinden H ¢izgesine bir izomorfizma denir. Eger G
gizgesinden H c¢izgesine bir izomorfizma varsa G ¢izgesi H ¢izgesine izomorfiktir denir

ve G = H geklinde gosterilir.

Tanim 1.1.13. G = (V, E) ¢izgesinin indirgenmis bir tam altgizgesine G ¢izgesinin
bir tamsale denir. Bir S C V kiimesi igin G [S] = K, ise S kiimesine bir k—tam denir.
Ayrica

w (G) :== maks{k € N| G bir k — tama sahip}

sayisina G ¢izgesinin tamsal sayist denir.

Tanim 1.1.14. G bir ¢izge olsun. G’nin koselerini 6rten tamsallara tamsal ortim,



minimal elemanli bir tamsal ¢rtiimiin eleman sayisina da tamsal értiim sayist denir.

Bir G ¢izgesinin tamsal ortiim sayis1 k(G) ile gosterilir.

Tanim 1.1.15. G gizgesindeki kogeler n-tane bos olmayan bagimsiz kiimeye parcala-
nabiliyorsa G’ye n-¢oklu ¢izge denir.

G ¢izgesi n-¢oklu ¢izge olmak iizere Vi, Va, ..., V,, bu ¢izgedeki bagimsiz kiimeler olsun.
Buna gore 1 <14 < j < n olmak iizere, her v; € V; ve her v; € Vj i¢in (v;,v;) € E(G)
ise G’ye tam n-¢oklu ¢izge denir. G tam n-¢oklu ¢izgesi, her i = 1,2, ..., n igin |V;| = p;

olmak tizere, Ky, p,. .. p, seklinde gosterilir.

Tanim 1.1.16. G = (V, E) bir ¢izge olsun. Bu takdirde x (v) = &k (w) oldugunda,
(v,w) ¢ E olacak sekildeki orten bir k : V. — [n] = {1,2,...,n} fonksiyonuna G
gizgesinin n-renklendirilmesi denir. Ayrica, G ¢izgesini renklendirmek igin gerekli olan

minimum renk sayisina G ¢izgesinin kromatik sayist denir ve x (G) ile gosterilir.

Tanim 1.1.17. G bir gizge olsun. G ¢izgesindeki e = (u,v) kenar1 yardimiyla koge
kiimesi V(H) = (V(G) \ {u,v}) U {uv} ve kenar kiimesi

EH) = {f€EG)|ug fvevd [}
U{(w,uv) | w € Ng(u) UNg (v) ve uv € V(H)}

olan H = (G/e g¢izgesini olugturan operasyona e kenarmin bizilmesi denir.

Tanim 1.1.18. [n] = {1,2,...,n} kiimesinin altkiimelerinden olusan bir F ailesi
verilmis olsun. Eger her F,G € F i¢in F ¢ G ve F NG # @ ise F ailesine arakesit
Sperner ailesi denir. [n] 'nin k-elemanh altkiimelerinin kiimesini [n]" ile gosterelim.
F C [n]" i¢in

0T F = {G € [n](k+1) | bir F' € F igin G D F}

kiimesine JF’nin st gélgest denir.
0" F := {G e [n)*Y | bir F € Figin G C F}

kiimesine ise F'nin alt golgesi denir.

k<% ise |[0FF| > |F| ve k> % ise |0~ F| > | F|'dir.

Teorem 1.1.19. (Sperner, 1928). A ailesi n-elemanli S kiimesi iizerinde bir Sperner

ailesi olsun. Bu durumda |A| < ([Zw)’dir.
2



Ispat (Lubell, 1966): Oncelikle S kiimesinin elemanlarindan olugan n!-tane permiita-
syon oldugunu aklimizda tutalim.
S’nin elemanlarindan olugan bir 7w permiitasyonunun ilk | A|-elemanli kismi, A kiimesinin
elemanlarindan olusuyor ise 7 permiitasyonuna A kiimesi ile baglar denilebilir. A ile
baglayan permiitasyonlarin sayisi |A|! (n — |A])! olmahdir.
Bir permiitasyon, A ailesindeki iki farkl kiime ile baglayamaz, ¢iinkii bu kiimelerin
biri digerini kapsayabilir; ayrica A ailesindeki farkl kiimelerle baglayan permiitasyon-
lar birbirinden farkhdir. Boylece

> Al (n — A <l

AcA

olur. Buna gore, A'nin k-elemanlh kiimelerinin sayisi pj ile gosterilirse

> Kl (n—k)p, < nl
k
olup
Pk
<1
2

elde edilir. Boylece

|A|=§pk=< 2)

M
Z?
A

i< ()= ()

n
v (13)

bulunur.l

Tanim 1.1.20. X = {a1,as,...,a,} kiimesi iizerinde tanimh bir permiitasyon 7 ve

1 <r <nolsun. Eger 7(ay) = ag,7w(a2) = as,...,n(ar—1) = ar,7(a,) = aj ve her

a € X\{a1,az,...,a,;} i¢gin w(a) = a ise w’ye uzunlugu r olan devirli permitasyon ya

da kisaca r-devirli denir ve m = (ajaz...a;)(ar41) ... (an) = (a1az2. .. a,) ile gosterilir.

Teorem 1.1.21. (Milner, 1968) [n] iizerindeki bir arakesit Sperner ailesi en fazla

nt17) elemana sahiptir.
(ro17 p

Ispat: (Scott, 1999) F C P(n) maksimum N biiyiiklitkte bir arakasit Sperner ailesi
olsun. Eger n-tek say1 ise F ailesi Teorem 1.1.19’dan dolay1 |F| < ([%W)Hir.

Simdi n = 2k oldugu durumu inceleyelim. r» = min{|A| | A€ F} ve 0 < k < n i¢in
Fr = FN[n]" olsun. Buradan r < L =kise F' = (F\F,) UOtF, ailesini goz oniine
alahm. Bu, en az F kadar genig bir arakesit Sperner ailesidir; ¢iinkii |0 F,| > | F,'dir.

Kabul edelim ki, A € F igin |[A| > § ve r = maks{|A|| A € F} olsun. Buradan



r>k+1ise F' = (F\F,) U0~ F, ailesini diigiinelim. F ailesindeki biitiin kiimeler en
az g-elemana sahip oldugundan bu bir arakesit Sperner ailesidir. Diger taraftan |F'| >
|F|'dir; ¢tinkii |0~ F,| > |F,|’dir. Bu sekilde devam edildiginde, F C [n]® U [n]*+Y
olacaktir.

G = 0t F olsun. G ve Fryq ayrik ve |Fri1| + |G| sayist ((%1) ile sinirlandigindan
|G| > |Fi| oldugunu gostermeliyiz.

[n)'nin bir c-devirli permiitasyonunu diistinelim ve Fj'nin f(c)-elemani, G'nin g(c)-
elemani c-devirli permiitasyon iizerinde, sirasiyla, k-uzunluklu ve k + 1-uzunluklu a-
raliklar olarak olugsun. Buna gore, c-devirli permiitasyonundaki k-uzunluklu bir aralik
Fi’'nin elemani ise bu araligin biitiinleyeni Fj’ya ait degildir. Bu yiizden

f(c) £ § = Kdir. Ayrica, k-uzunluklu her aralik (k + 1)-uzunluklu bir arahga iki

sekilde uzatilabilir. Bu durumda

00> 10 +12 (57 1)

olur. Fj'nmn herbir elemani k!?-tane devirli permiitasyonda ve G'nin herbir elemam
(k+1)! (k — 1)!-tane devirli permiitasyonda olusur. Boylece, biitiin devirli permiitas-
yonlar iizerinden toplam

(h+ 1)1 (k= 1)) = 3 g(e ’““Zf = 2 e 5

C

oldugunu gosterir ve buradan |Fy| < |G| elde edilir.H

Teorem 1.1.22. (Erdos-Ko-Rado (EKR) Theorem). Ajp, Ag,..., A, kiimeleri n-
elemanli bir S kiimesinin k-elemanli altkiimeleri olmak {izere k < %n ve her

1<i,j <micin A;NA; # & olsun. Bu durumda m < (Z:})’dir.

Ispat (Katona, 1972): Kabul edelim ki S = {1,2,...,n} olsun. 1,2,...,n’nin herbir

« devirli permiitasyonu ve her bir A; kiimesi i¢in

1, « devirli permiitasyonu A;’yi igeriyorsa,

0, aksi takdirde,

f(Oé,Ai) =

olarak tanimlansin. Z fla, A;)'yi iki farkh sekilde sayabiliriz. 1lki

[NeY

D flasd) =3 > 1



dir. (Burada ikinci toplam A;’yi iceren « devirli permiitasyonlar: iizerindedir.) Herbir
a, ardigik elemanlarin n-tane k-elemanh kiimesine sahiptir. (n — 1)!-tane devirli per-
miitasyonun tiimii diisiiniildiigiinde, S’nin (Z)—tane k-elemanl altkiimelerinin herbiri

sirali elemanlar olarak olugacaktir. Buna gore

_n(n—l)!zl!
N

k

olur. Boylece

S e A = T (1)

elde edilir.
Eger herhangi bir o devirli permiitasyonunun A; kiimelerinin en fazla k-tanesini icerdigi-

ni gosterebilirsek (bu Teorem 1.1.23’de gosterilecek.)

Zf(a,Ai) => Z 1<) k= (n-1)k (1.2)

(Aj,o’da)

olur. (1.1) ve (1.2) karsilagtinnldiginda
m.n! <n - 1)
S
(k) k—1
m < kfn\ _(n-1
“n\k) \k-1

Teorem 1.1.23. (Katona, 1972). Eger [n]'nin devirli bir permiitasyonu « ve [n]|’nin

bulunur; yani

olur.ll

A; kiimeleri Teorem 1.1.22°deki gibi ise v devirli permiitasyonu A; kiimelerinin en fazla

k-tanesini igerebilir.

ispat: Kabul edelim ki Aj kiimesi o’'nin ardisik 1, 29, . . ., 25 elemanlar olarak olus-
sun. Buna gore A;’lerin arakesit ozelliginden dolay1 « tizerinde olugan diger kiimeler-
den sadece (k — 1)-tanesi x; (1 < i < k) ile baglayan A; kiimeleri ve (k — 1)-tanesi x;
(1 <i<k-—1)ile biten B; kiimeleridir. Fakat A; = By’dir ve 1 <1 < k— 1 oldugunda
Aiq1 ve Bi’den en fazla biri ailede bulunabilir; ¢iinkii A;41 N B; = @’dir. Bu yiizden

aile bu kiimelerin en fazla 1 4 (k — 1) = k-tanesini igerebilir.ll



2. CIZGELERIN SPERNER SAYILARI

Bu béliimde, bir (basit) gizgenin Sperner sayisi tamimlanarak ornekler verilecektir.
Ayrica, Sperner sayisi ile ilgili inceledigimiz bazi1 6zelliklerden bahsedilecektir. Son
olarak da bir v kogesinin Sperner derecesi kavrami tanimlanarak, bu tanimla ilgili bir

teorem verilecektir. Bu tamim ve teorem sonraki boliimlerde kullanilacaktir.

Tanim 2.1. A bostan farkh kiimelerin bir ailesi, G(.A) ise kose kiimesi A’'nin eleman-
larindan olusan bir ¢izge olsun. Eger, G(.A)’da iki farkli kosenin bir kenar olugturmasi
i¢in gerek ve yeter sart bu iki kogeye karsilik gelen kiimelerin kesisiminin bogtan farklh

olmasi ise G(A)’ya A'min arakesit ¢izgesi denir.

Tanim 2.2. G = (V, E) basit ¢izge olmak iizere, A bir X kiimesi {izerinde bir Sperner
ailesi olsun. Bu durumda, eger G ¢izgesi A'nin kesigim gizgesine izomorfik ise A’ya

G’nin gereni denir. Yani, A ailesi G'nin gereni ise
(u,v) € E<Yu,v €V icin p(u) Np(v) # @

sartini saglayan bir p : V' — A birebir érten fonksiyonu vardir. Bu durumda, (X, A, u)’ye

G’nin bir gereni, p’ye de germe fonksiyonu denir.
Ornek 2.3. X = {a,b,c,d,e, f} ve A = {{a,b,c},{a,d},{b,e},{c, f}} olsun. A, asag:-

daki sekildeki ¢izgenin bir gerenidir.

{c.f
{b,e} 1

a0 bl

Sekil 2.1. G(.A) arakesit ¢gizgesine izomorfik bir ¢izge



Tanim 2.4. G basit bir ¢izge olsun. Bu takdirde
Sp(G) = min{k | G’nin bir ([k], A, u) gereni vardir}
sayisina G'nin Sperner sayist denir.

Ornek 2.5. Sp(K,) = 4'diir. Ayrica X = {a,b,c,d} ve
A ={{a,b,c},{a,d},{b,d},{c,d}} olmak iizere A ailesi K ’iin bir gerenidir.

{a,b,c}

{a,d}

{c,d} {b,d}

Sekil 2.2. Bir gereni ile verilmis K4 tam ¢izgesi

Ornek 2.6. Sekil 2.3’deki gibi verilen G cizgesi i¢in Sp(G) = 6’dir. G’nin bu sart:
saglayan bir gereni A = {{a,b},{a,c},{a,d},{b,e},{b, f}} dur.

{a,d} {b.f}

{a,b}
{a,c} {b,e}

Sekil 2.3. Sperner sayisi 6 olan bir ¢izge



Teorem 2.7. Her basit cizgenin bir Sperner sayis1 vardir.

Ispat: G bir basit cizge olsun. G’nin en az bir gereninin oldugunu gosterelim.
U={ueV|du) =1}, V ={weV|dw)=0} ve Z ={z€V]|d(z)>1} olarak
alalim. Ayrica di(G) = |U| ve do(G) = |W]| ile gosterelim. Bu durumda

V =UuWuZdir. Ayrica X = EU{auw,; Qs - - - 5 Gy U {aul,am, . .,au‘U‘} olsun.
Buradan her z € Z i¢in F(z) :=={e€ E | z € e} ve her w € W i¢in E(w) := {ay} ve
her u € U i¢in u € e, € E olmak iizere E(u) := {ey, a,} olarak tanimlansin. Buradan
e(@) == {E(v) | v € V} olarak tammlayalim. Buna gore kg : V — £(G) fonksiyonu

kg(v) == E(v) olarak tanimlamrsa (X, e(G), kg) tigliisit G'nin bir gereni olur. Ayrica,
Sp(G) < (|G + di(G) + do(G)
elde edilir. Buna gore her basit G ¢izgesinin bir Sperner sayisi vardir.ll
Sonug 2.8. G = (V, E) basit ¢izge olsun. Bu durumda her v € V igin d(v) > 1 ise
Sp(G) < |G|
olur.

Ispat: Her v € V i¢in E(v) := {e € E : v € e} olmak iizere £(G) := {E(v) :v € V'}
olsun. kg : V — ¢(G) fonksiyonu kg (v) := E(v) olacak sekilde tanimlanirsa, d(v) > 1

oldugundan (E,e(G), k) ticliisti G'nin gereni olur. Boylece
Sp(G) < |Gl
oldugu goriiliir.H

Ornek 2.9. G = K, alahm. Her v € V(K}) icin d(v) > 1’dir. Buna gore
Sp(K4) =4<6= HK4H’dﬁI‘.

10



Ornek 2.10. Sekil 2.4’deki G ¢izgesi icin Sp(G) = 7 ve |G| = 11, ayrica
d(u) = Udir.

{a,b,cd} {f.a}

{a,e} {d,e.f}

{b.e} {c.e}

Sekil 2.4. Derecesi 1 olan kosesi olmasina ragmen

Sperner sayisi kenar sayisindan kiiciik olan bir ¢izge

Tanim 2.11. G = (V, E) basit bir ¢izge ve her v € V igin d(v) > 1 olsun. Buna gore

(E,e(Q), kg) tigliistine G'nin kenar-gereni denir.

Teorem 2.12. G = (V, E) basit bir ¢izge olsun. Her v € V igin
Sp(G —v) < Sp(G)

olur. Eger d(v) = 0 veya 1 ise egitsizlik kesindir.

Ispat: Sp(G) =t diyelim ve p : V — A fonksiyonu, G icin t-elemanh bir X kiimesi
tizerindeki germe fonksiyonu olsun. G’den keyfi bir v kogesi attigimizda d(v)-tane
kenar1 da v’nin beraberinde G’den silmis oluruz. Fakat G’nin diger koseleri arasindaki

kenarlar ayni kalir. O halde A\ {1 (v)} Sperner ailesi G — v’yi gerer. Boylece
Sp(G —v) < Sp(G)
elde edilir.

11



d(v) = 0ise her v € V\ {v}igin p (v)Np (u) = @’dur. O halde X'\ p (v) kiimesi iizerinde

tanimlanan Sperner ailesi G — v’yi gerer ve
Sp(G —v) < Sp(G)

oldugu goriiliir.
d(v) =1 ise bir a € pu (v) vardwr dyle ki her v € V\{v} igin a ¢ p (u)’dur. Buna gore
| X\ {a}|-tane eleman (G — v)’yi germek igin yeterlidir. O halde

Sp(G —v) < Sp(G)
olur.ll

Ornek 2.13. G gizgesi Sekil 2.5°deki gibi verilmis olsun. Sp(G) =7, Sp(G —{3,4}) =
6 <7veSp(G—-3)=06<T7dir. X ={a,b,c,d,e,f,g} olmak iizere G'nin bir gereni
./4,:{{a/,b}7{0176},{b’c7d}’{d,e’f},{e,g},{f’g}}’dir

1 6
G= —
2 5
1 6
1 6
3= G{3.4)=
4
2 5 2 5

Sekil 2.5. G gizgesinden koseleri silinerek elde edilen ¢izgeler

Teorem 2.12.’den dolay1 agsagidaki sonug verilebilir.

12



Sonug 2.14. G basit bir ¢izge ve H de G'nin indirgenmis altcizgesi olsun. Buna goére
Sp(H) < Sp(G)
olur.

Ispat: H altcizgesi G'nin indirgenmis altcizgesi oldugundan V(H) C V(G) ve
E(H)={e=(u,v) € E(G) | u,v € V(H)} dir. Buna gore

V(G)\V(H) = {v1,v2,...,v:} olmak tizere H = G — {v1,va,...,v} dir.

Her v € V igin Sp(G — v) < Sp(G) oldugundan G’den t-tane koge atilirsa

Sp(G) > Sp(G —wv1) > Sp(G — {v1,v2})

> Sp(G—{vi,ve,...,v:}) = Sp(H)
elde edilir.ll
Uyar1: Bir G cizgesinin tamsal sayis1 w(G) = w olmak iizere
Sp(G) = Sp(K.)

oldugu Sonug 2.14’den kolaylikla goriilebilir.
w(G) = w, oldugundan G’deki en biiyiik tamsal K, ’dir ve bu G’nin indirgenmis alt¢iz-

gesidir.

Teorem 2.15. G = (V, E) iiggen icermeyen bir ¢izge ve her v € V i¢in d(v) > 1 ise
Sp(@) = |G|

olur.

Ispat: Lemma 2.8.’den (E,¢(G), kg) iicliisti G'nin bir gerenidir ve Sp(G) < ||G||’dir.
Iddiay1 ispat etmek igin G'nin keyfi bir (X,.A, ) gereni icin ||G|| < |X| oldugunu
gostermek yeterlidir.

G iiggen icermediginden her v € V i¢in |kg(v)| < |p(v)|’dir. Ayrica, G'nin bir gereninin

en fazla iki farkli elemani bostan farkli bir arakesite sahip olabilir; yani her u,v € V

13



i¢in [k (v) N ke (u)| < T'dir. Bu nedenle,

U ke

veV

1G]]

|El =

= | D ke = D lke() Nraw)

veV (u,v)EE
< (D@l = D0 u) np@)] | =) =X
veV (u,w)EE veV

elde edilir.l

Ornek 2.16. n > 3 icin C, dongiisii iicgen icermediginden ve her v € C, icin
d(v) =2 > 1 oldugundan
Sp(Cp) = [|Cnll = n

olur.

Teorem 2.17. G = (V, E) liggen icermeyen baglantili bir ¢izge ve di(G) := [{v € V : d(v) = 1}|
olmak tizere

Sp(G) = di(G) + |G

olur.

Ispat: ||G|| tizerinden tiimevarim yapalim. |G| = 0 ise yani G hig kenar icermiyorsa,
G baglantili oldugundan |G| = 1 olup Sp(G) = 1’dir.

|G|l = n > 0 igin Sp(G) = di(G) + ||G|| ifadesinin dogru oldugunu kabul edelim.
G baglantili, {iggen igermeyen bir ¢izge, ||G|| = n + 1 ve di(G) = m olsun. Eger
v kogesi G'nin derecesi 1 olan bir kogesi ise G — v baglantili ve {iggen icermeyen bir
cizgedir ve |G — v|| = n'dir. Ayrica, u € V(G) kosesi v ile kenar olusturan tek kose ise
G — v’de w'nun derecesinin bir olup olmamasina bagh olarak Sp(G —v) = m + n veya
m — 14 n’dir.

Ik olarak, G — v’de d(u) = 1 kabul edelim ve (m + n)-elemanli bir X kiimesi tizerinde
G — v i¢in k : V(G —v) — A bir germe fonksiyonu olsun. Bu durumda, G — v’de
d(u) = 1 oldugundan bir z,, € X eleman sadece k(u) tarafindan kapsanir. Bir xg ¢ X
icin X' := X U{zo} ve A" := AU {{zy,x0}} olmak iizere w # v ve k'(v) = {xy,x0}
olacak sekilde k' : V(G) — A’ fonksiyonu '(w) := k(w) ile tamimlansin. Bu durumda
k' fonksiyonu (m + n + 1)-elemanl bir kiime iizerinde G igin bir germe fonksiyonudur.

Buna gore Sp(G) = m +n + 1'dir.

14



Ikinci olarak, G — v’de d(u) > 1 kabul edelim. Bu durumda, Sp(G —v) =m +n — 1
olur. Ayrica, (m + n — 1)-elemanh bir Y kiimesi iizerinde bir germe fonksiyonu p :
V(G — v) — B verilsin. Herhangi iki yo,y1 ¢ Y i¢in Y /' := Y U {yo,y1} ve B’ :=
B\ {p(u)} U {u(uw) U{yo},{vo,y1}} alalim. Buna gore y' : V(G) — B’ fonksiyonu;
w # u,v, p'(u) := p(u) U{yo} ve p'(v) := {yo, 1} olacak sekilde p/(w) := pu(w) olarak
tamimlansin. Bu durumda, g fonksiyonu (m + n + 1)-elemanli bir kiime iizerinde G

i¢in bir germe fonksiyonudur. O halde Sp(G) = m +n + 1 olur.l

Ornek 2.18. n > 1 icin P, yolu iicgen icermeyen baglantil bir cizgedir. Her i €
{2,3,...,n—1}i¢in d(v;) =2 > 1 ved(vi) = d(v,) = 1 olup di(Fy,) = [{v1,vn}| = 2'dir.
Buna gore Sp(P,,) = || Pu|l + di(Pn) =n — 142 =n+ 1'dir.

Ornek 2.19. Asagidaki gibi verilen G cizgesi icgen icermeyen bir ¢izge olup, ||G|| = 8
ve di(G) = 1’dir. Buna gore, Sp(G) =8+ 1 = 9’dur.

{a,d} {a,b,c} {c.g,h} {I‘I‘I}

{d,'&} {b,e,f} {f1g}

Sekil 2.6. Derecesi 1 olan kige ve kenar sayisi ile

Sperner sayisi hesaplanabilen bir ¢izge

Ornek 2.20. T cizgesi n-koseli bir agac ve T’nin yapraklarnm sayis1 m olsun.
T bir agag oldugundan ii¢gen icermez. O halde, | T|| = n—1 ve di1(T") = m oldugundan
Sp(T) =n+m — Idir.

Ornegin Sekil 2.7°deki agacin kenar sayisi 6, yaprak sayisi1 5 olup Sperner sayisi

15



6+ 5 = 11"dir.

{b.f} {c,d} {1}

(a8 {abodr {Ahd (k)

Sekil 2.7. Bir gereni ile birlikte verilmis bir agag

Ornek 2.21. Sekil 2.8’deki gibi resmedilmis zarf seklindeki ¢izge; Sperner sayisi,

mertebesinden kiiciik olabilen bir ¢izgenin var oldugunu gosterir.

{a,b} {b.d}

ib,c}

{ac} {c.d}

Sekil 2.8. Sperner sayis1 mertebesinden kiigiik olan bir ¢izge

Sp(G) =4 < 5 = |G| dir.

Simdi Milner (1968)’1n teoremi olan Teorem 1.1.21’in bir sonucu olarak, tam ¢izgenin

Sperner sayisini ve ardindan iki-¢oklu ¢izgenin Sperner sayisini verelim.

Teorem 2.22. Her n,m > 1 icin

i) Sp(K,) = t(n)’dir. Burada t(n),

t(n)
e

16



kosulunu saglayan en kiiciik tamsayidir.

1) Sp(Ky,m) = nm/’dir.

ispat: i) Teorem 1.1.21’den m-elemanl bir kiime iizerinde ingaa edilebilecek mak-

m
simum elemanli arakesit Sperner ailesi ) -elemanhdir. Boyle bir Sperner
5]
2
ailesinin bir tam c¢izgeyi germesi miimkiindiir. Eger n-koseli bir tam c¢izgeyi geren
t(n)

A Sperner ailesi igin |A] < {M

2
t(n) pozitif tamsayis1 n-koseli tam ¢izgenin Sperner sayisidir.

.‘ oluyor ise bu esitsizligi saglayan en kiigiik

ii) n <molsun. V = {v1,...,v,} ve U = {uq, ..., up, } olmak iizere K, ,, nin kogelerinin
kiimesini V (K,,m) = V UU olarak alalim.
(X, A, k) iicliisii Ky, 'nin herhangi bir gereni ise 1 < i < n i¢in |k (v;)| > m’dir.

1<i<nvel <j<mign p(y) = {x’l,%,,xﬁn} ve p(uj) == {x},x?,@?}

olarak tanimlayalim.

_ 1 1 2 2 n n
Y—{ml,...,mm,xl,...,x iy Ly s T }

kiimesi tizerindeki
B:={pu(;):1<i<n}U{p(u;):1<j<m}
Sperner ailesi K, ,, nin gerenidir.ll

Ornek 2.23. Sekil 2.9’daki K3 4 cizgesi, bir 2-¢oklu tam ¢izgeye 6rnek olup Sperner

say1s1 12’dir ve K3 4’tin bu sart1 saglayan bir gereni

{{G’?b?C}’{d?eﬂf}?{g?h?Z}7{j7k7l}7{a7d7g7j}7{b7€7h7k}7{c7f7z7l}}
ailesidir.

{a,b,c}

(def {adgj}
{b,c,hk}

h,
ta.nt {c.fLI}

Ukl

Sekil 2.9. Bir gereni ile verilmis K3 4 iki-¢oklu cizge

17



Ornek 2.24. Asagidaki cizge bir K¢ belirtir ve Teorem 2.22.(i)’den dolay1
Sp(Kg) = 5dir.

{a,b,c} {a,b.d}

{b,c,d} {a,b,e}

{c,d,e} {b,c.e}

Sekil 2.10. Bir gereni ile verilmig Kg tam ¢izgesi

Uyari: Teorem 1.1.19’dan s-elemanli bir S kiimesinin altkiimelerinin bir A Sperner
ailesi igin |A| < (ﬁ}) oldugunu biliyoruz. Bunun bir sonucu olarak, n-koseli bir G
2

gizgesi igin n < ((gw) esitsizligini saglayan en kiigiik s pozitif tamsayisi i¢in Sp(G) >
2

s

2] -elemanl altkiimelerinden

s oldugu soylenebilir. Ayrica s-elemanli bir kiimenin {

olugan arakesit ¢izgesinin Sperner sayisi s’dir

Ornek 2.25. Yukandaki uyariya gore 6-koseli cizgeler arasinda Sperner sayisi en

4

kiigtik olan cizge Koo 9'dir.n = 6 < (2

) = 6’dir ve 4-elemanl bir X kiimesi iizerinde
Ks92’yi geren, Sekil 2.11°de belirtildigi gibi bir Sperner ailesi bulunabilir. Bundan

dolay1 Sp(K222) = 4 olur.
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{a, b} {c,d}

{ac} {b,c}

{b,d} {a,d}

Sekil 2.11. 6-koseli ¢izgeler arasinda Sperner sayisi en kiiciik olan K3 22 cizgesi

Ornek 2.26. G cizgesi Sekil 2.12°deki gibi verilmis olsun. Burada, G cizgesi ii¢gen
igermeyen bir ¢izgedir ve her kenarinin derecesi birden biiytiktiir. Bu durumda, Teorem

2.15."e gore Sp(G) = ||G|| = 9’dur.

{a,b,c} {c.fi}

{a,d.g} {g,h,1}

{d,e.f} {b.e,h}

Sekil 2.12. Sperner sayisi kenar sayisina esit olan bir ¢izge

Tanim 2.27. G = (V, E) basit bir gizge olsun. Verilen bir v € V kdgesi i¢in
dsp (v) :==min {|A,| | (X, A, ) tcliisit G "yi geren bir Sperner ailesi ve 9(v) = A,}
sayisina v kogesinin G ¢izgesindeki Sperner derecesi denir.
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Teorem 2.28. G bir ¢izge olsun. Herhangi bir v € V(G) igin
dsp(v) = k(G N (v)])

olur. Burada, k(G [N (v)]) sayis1 Tamim 1.1.14’de tammlandigi gibi tamsal 6rtiim

sayisidir.

Ispat: Kabul edelim ki dg,(v) < k (G [N (v)]) olsun. (X, A, ) ticliisiit G’nin bir gereni
ve ¥(v) = dgp (v) = d olsun. Bu durumda

() = {x1,x2,...,24} diyelim. k(G [N (v)]) = k says1 G [N (v)] alt¢izgesinin tamsal
ortiim sayisi ise G [N (v)]'nin {K71, Ko, ..., K} seklinde bir tamsal értiimii vardir. Bu-
radaki herbir K ¢izgesi G [NV (v)]'nin tamsahdir ve her i, j € [k], ¢ # j icin K; £ K, dir.
d < k oldugundan s,r € [k]| vardir 6yle ki her w € V(KU K, ) i¢in x; € ¢ (w) olacak
sekilde bir z; € ¢ (v) vardir. Fakat, Ky £ K, ve K, ¢ K, oldugundan en az bir
us € V(K) vardir oyle ki her u, € V(K,) i¢in ¢(us) N ¢ (u,) = & olmahdir. Ayrica,
x; € Y(us) ve x; € Y(u,) oldugundan ¢ (us) N Y(u,) # & olur. Bu da geligkidir. O
halde, kabuliimiiz yanlistir ve dgy(v) > k(G [N (v)])’dir.®
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3. CIZGELERIN REGULER SPERNER SAYILARI

Tanim 3.1. G = (V, E) bir ¢izge ve k € N olsun. Eger (X, A4, ) iigliisit G'nin bir
gereni ve her A € A igin |A| = k ise (X, A, ) iicliisiine G'nin bir k-regiiler gereni
denir. Bir G ¢izgesinin gereni ile k-regiiler gereninin karigmamasi i¢in G'nin k-regiiler
gerenini (X, 4,1, k) dortliisii ile de gosterecegiz.

G bir basit ¢izge ve X bogtan farkli bir kiime olsun. Buna gore

min | X|, (X,A, ) iicliisii G’nin k-regiiler gereni,
RSPH(G) = X1, ( Y) tg giiler g
0, aksi takdirde,

sayisia G'nin k-regiiler Sperner sayist denir. Buradan da anlasilacagi tizere her A € A
icin |A| = k olacak sekilde G ¢izgesine bir k-regiiler gereni bulamiyorsak RSp*(G) = oo

olur. Bununla ilgili olarak agagidaki ifadeleri ispat edebiliriz.
Teorem 3.2. RSp'(G) < oo olmasi igin gerek ve yeter kosul G = [En olmasidir.

Ispat: Ilk olarak yeter kosulu gosterelim, yani RSp'(G) < oo oldugunu kabul edelim.
Bu durumda en az bir (X, A, 1) gereni vardir dyle ki her A € A i¢in |A| = 1 'dir.
Buna gore (X, A, ) iigliisii G'nin bir 1-regiiler gereni oldugundan ve her A,B € A
igin A # B ve AN B = @ oldugundan G’nin hig¢ kenar1 yoktur. Boylece G = [En olur.
Simdi gerek kosulu gosterelim. Kabul edelim ki G = K,'dir. Buna gore E(G) = @dir.
G’nin her (X, A,v) gereni i¢gin her A,B € A igin AN B = & olmahdir. Buna gore
her A € Aigin |A| = 1 olacak sekilde bir (X, .A,) gereni bulabiliriz. Bu durumda
(X, A, 1) ticliisit G'nin 1-regiiler gereni olur. Buradan da RSp'(G) < oo’dir. Ayrica
RSp'(G) = |A| = |G| oldugu kolayca goriilebilir.H

Teorem 3.3. k > A(G) ise RSp*(G) < oco’dur.

Ispat: k> A(G) olsun. G icin en az bir k-regiiler geren bulunabilecegini gésterelim.

Her v; € V igin d(v;) = d; olmak {izere
E(v)):={e€ E|v;, €e}U {a2i+1,a3i+2, - ,a}’;}

olarak tanimlansim. Bu tanimlamaya gore |E(v;)| > A(G) olur. Buna gore

e(G) == {E(v;) | vi € V} olmak tizere pg : V. — (G) fonksiyonu pg(vi) := E(v;)
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olarak tanimlandiginda, (X, e(G), puq, k) ifadesi G icin bir k-regiiler gerendir. Burada

V|

X=EFU U{adi+1vadi+27“-aak}
i=1

olmalidir. O halde k£ > A(G) oldugunda G i¢in en az bir k-regiiler geren bulunabilir.

Bu da
RSp*(G) < o0

oldugunu gosterir.ll

Tanim 3.4. Yukaridaki teoremde kenar gereni tanimindan yararlanarak tanimlanan

(X,e(Q), pg, k) gerenine k-regiiler kenar gereni denir.

Teorem 3.5. G iicgen icermeyen bir cizge ise k < A(G) icin RSp*(G) = oo’dur

Ispat: G iicgen icermeyen bir cizge olsun. Bu durumda her u € V(G) igin
Ne(u) ={v e V(G) | (u,v) € E(G)}

kiimesi G i¢in bir bagimsiz kiime belirtir. d(u) = A(G) olsun. Buna gore |[Ng(u)| =
A(G)’dir. Ayrica k € N olmak iizere (X, A, 1)) tigliisii G'nin bir k-regiiler gereni ol-
sun. Keyfi v,w € Ng(u) koselerini alalm. Buna gore (v,w) ¢ E(G) oldugundan
Y(v) NY(w) = @ olmaldir. Ayrica her v € Ng(u) igin ¢(v) N (u) # @’dir. O halde
¥(u) 'da en az |Ng(u)| kadar eleman olmalidir. Buna gore k = [¢(u)| > [Ng(u)| =
A(G)’dir. O halde k < A(G) i¢in G’nin bir k-regiiler gereni yoktur. Oyleyse k < A(G)
i¢in RSP*(G) = oo olur.W

Teorem 3.6. G basit bir ¢izge olsun. Buna gore r < maks {k (G [Ng(v)]) | v € V(G)}
ise RSp"(G) = oo’dur.

Ispat: v; € V(G) olmak iizere maks {k (G [Ng()]) |v € V(G)} = k(G [Ng(v1)])
ve (X, A, ¢, r) dortliisii G'nin r-regiiler gereni olsun. Bu durumda Teorem 2.28’den
[ (n1)] > dsp(v1) > k(G [Ng(v1)]) olmast gerekir. Buna gore (X, A, ¢, r) dortlisi
G’nin r-regiiler gereni oldugundan her v € V(G) igin [ (v)| > k(G [Ng(v1)])’dir. O
halde r > k(G [Ng(v1)]) oldugunda (X, A, 1, r) seklinde bir r-regiiler geren mevcut-
tur. Boylece r < k(G [Ng(v1)]) elde edilir ki bu geligkidir. Buradan RSp"(G) = oo
olur.l
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Not: Regiiler Sperner sayis1 tanimi ile Sperner sayisi tanimi karsilagtirildiginda, her-

hangi bir G cizgesi i¢in RSp*(G) > Sp(G) oldugu soylenebilir.

Regiiler Sperner sayisi ile ilgili agagidaki érnekleri verebiliriz.
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Ornek 3.7.

i) G = Py alalim.

Sekil 3.1. P yolu

Buna gore RSp'(P;) = oo ve RSp?(P) = 3'diir. Bu durumda X = {a,b,c} kiimesi

iizerinde tanimh A = {{a, b}, {b, c}} ailesi P'nin bir 2-regiiler gerenidir.

ii) G = K3 alahm. Bu durumda RSp?(K3) = 3'diir. Buna gore X = {a,b,c} kiimesi
iizerinde tammh A = {{a, b}, {b, c}, {a, c}} ailesi K3’iin bir 2-regiiler gerenidir. Ayrica
X' = {a,b,c,d} kiimesi iizerinde tammh A = {{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d}} ailesi K3
icin bir 3-regiiler geren olup RSp3(K3) = 4'diir.

Bu sekilde 6rnekleri cogaltmamiz miimkiindiir. Simdi regiiler Sperner sayisi ile Sperner

sayisi arasindaki iligkiyi inceleyen teoremleri verelim.

Teorem 3.8. G iiggen icermeyen bir ¢izge olsun. Buna gore G ¢izgesi r-regiiler bir

cizge ise RSpP"(G) = Sp(G)’dir.

Ispat: |X| = Sp(G) olmak iizere (X, A,1)) ticliisii G’nin bir gereni olsun. G cizgesi
r-regiiler ise her v € V(G) igin d(u) = r’dir. Her v € V(G) i¢in 2 < |9(u)] < r
dir. @ iiggen igermeyen bir ¢izge oldugundan her v € V(G) igin Ng(u) bagimsiz
kiime belirtir. Keyfi v,w € Ng(u) koseleri aldigimizda, (v,w) ¢ FE(G) oldugundan
»(v) NY(w) = @ olmahdir. Ayrica, her v € Ng(u) i¢in ¥ (v) N (u) # @’dir. O halde
|(u)| = |[Ng(uw)| = r olmahdir. Dolaywsiyla her v € V(G) igin |¢(u)| = r oluyorsa
(X, A, ) iigliisit G’nin ayn1 zamanda r-regiiler gereni olur. Bu da RSp"(G) = Sp(G)

oldugunu gosterir.ll
Bu teoremi kullanarak asagidaki ¢rnekleri inceleyelim.

Ornek 3.9.

i) n-koseli C,, dongiisii 2-regiilerdir ve ii¢gen igermeyen bir ¢izgedir. Buna gore

RSp*(C,) = Sp(C,,) = n'dir.
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i1) n-koseli P,, yolunu diisiinelim.
RSp%(P,) = Sp(P,) = n+ 'dir fakat P, regiiler bir ¢izge degildir. Bu da bize gosterir

ki yukaridaki teoremin tersi daima dogru degildir.

Teorem 3.10. G, kose sayis1 n > 2 olan iiggen icermeyen bir ¢izge olsun. Buna gore

dy :=|{u € V(G) | d(u) = 1}| ve k > A(G) olmak iizere
RSp*(G) > Sp(G) + (k — 2)d;
olur.

Ispat: Sp(G) = s olmak iizere ([s],.A,) ticliisii G’nin bir gereni olsun. Ayrica

W = {veV(G)|dw) =1} diyelim. Her v € V(G) i¢in |[¢(u)| > 2’dir. Bununla
birlikte, A ailesi olabilecek en az elemanla ingaa edilen bir geren ailesi oldugundan her
u € W igin [¢(u)| = 2'dir. (Derecesi 1 olan u € W kogesi i¢in [¢(u)| = 2 yeterlidir.)
RSp*(G) = r olmak iizere ([r], B, i, k) dortliisii de G'nin k-regiiler gereni olsun.

(k > A(G) oldugundan Teorem 3.3’den dolay1 boyle bir k-regiiler geren mevcuttur.)
r > s+ (k — 2)d; oldugunu gostermeliyiz. RSp*(G) > Sp(G) oldugundan r > s
olup [s] C [r] olur. Ayrica |A| = |B| oldugunu biliyoruz. Bunun yam sira G iiggen
icermeyen bir ¢izge oldugundan her v € V(G) i¢in eger d(v) > 2 ise d(v) = | (v)| ve
eger d(v) = 1 ise |¢(v)| = 2'dir. Buna gore | (v)| < A(G) < k = |u(v)| olur. Oyleyse
her v € V(G) igin ¥(v) C p(v) olabilecegini gosterelim. iy, i, ..., 1, € [s] olmak tizere
P(v) = {i1,i2,...,1p} diyelim. Buna gore, N'(v) = {v1,v2,...,vp} olmak iizere her
J € [p] i¢in ¢ (v) N(vj) = {i;} olsun. (G ii¢gen igermeyen bir ¢izge oldugundan ) (v)
ile herbir 1) (v;) nin arakesitinden farklh bir eleman gelir. Bu yiizden ¢ (v)N(v;) = {i;}
denilebilir.) Her j,1 € [p] icin p(v)Np(vj) # p(v)Np(vy)’dir. Buna gore {iy, ia,...,4,} C
w(v) alimabilir. Bu durumda ¥ (v) C p(v) olur. Her w € W igin u(u) = k ve ¥(u) = 2
olduguna gore ¥ (v) C p(v) olup wp(u)\¢(u) = A, olacak sekilde bir A, C [r] vardir
ve |Ay| = k — 2dir. Ayrnica |G| > 2 ise her u,w € W i¢in (u,w) ¢ E(T) olup
A, N Ay = @dir. Boylece her u € W igin A, N [s] = &’dir.

Kabul edelim ki A, N[s] # @ olsun. En az bir = € [s] eleman1 vardir 6yle ki € A, N[s]
dir ve x ¢ ¥ (u)’'dir. Ayrica d(u) = 1 oldugundan (v,u) € E(G) olacak sekilde bir ve
yalniz bir v € V(G) kosesi vardir. Buv € V(G) kosesi icin « € ¥ (v) *dir. Ayricav ¢ W
oldugundan d(v) > 2’dir. En az bir z € V(G) vardir 6yle ki (v, z) € E(G) ve z # w’dur
ve x € 1(z)’dir. Ancak (z,u) ¢ E(G) oldugundan x ¢ A, olup =z ¢ A, N [s]’'dir. Buna
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gore, A, N [s] = @’dir. O halde her v € W i¢in A, kiimesinde [s]’den ve diger A,

kiimelerinden ayrik (kK — 2)-eleman bulunur. Bu durumda
1 2 1lsl + (k= 2) [W] = 7 > s + (k — 2)dy

= RSp"(G) > Sp(G) + (k — 2)d;

elde edilir.l
Ornek 3.11.

i) Ty, Sekil 3.2’deki gibi verilmis olsun.
{a,b .k} {f.9,m}

{b,c.e} {h,,n}
{e.f,h}

=
I

{c,d,l} {1,n}

Sekil 3.2. 3-regiiler gereni verilmis 77 agaci

RSp*(T1) =14 > 10 + (3 — 2).4 = 14 'diir.

ii) Ty agac asagidaki gibi verilsin. Buna gore RSp?(T3) = 15 > 10+ (3—2).4 = 14’diir.

{a,b.k} {g.1,n}

{e.fm}
{b,c.e} {f.ah}

{c.d l} {h,j,0}

Sekil 3.3. 3-regiiler gereni ile verilmig 75 agaci
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Teorem 3.12. k < [M—‘ olsun. Bu durumda t; dogal sayis1 n < (22:11) esit-

sizligini saglayan en kiiciitk tam say1 olmak tizere RSp*(K,) = to’dir.

ispat: (X, A, p, k) dortliisii K,’nin k-regiiler gereni olsun. En az eleman sayisina
sahip X kiimesini bulmaya calisalim ve bulmaya c¢aligtigimiz bu X kiimesinin eleman
sayisina da to diyelim. Ayrica k < [M-| olsun. RSp*(K,) > Sp(K,) oldugunu

biliyoruz. Buna gore

k< [Sp( 2)—1-1“ < "RSp (2 )+1w < FQJFW

2

olur. Buradan k < {%1 oldugundan k < %2 yazilabilir. Buna gore (X, A, u, k)
dortliisii K,’nin k-regiiler gereni oldugundan, A ailesi X {izerinde tanimh her A, B € A
igin AN B # @ sartim saglayan bir k-regiiler Sperner ailesidir ve her A € A i¢in

Al =k < %’dir. Oyleyse Teorem 1.1.22'nin sartlar1 saglandigindan

to — 1
K,| = =n<
Kol =4l =n< (32])

olur. Bu esitsizligi saglayan en kiigiik ¢ degeri ise RSp*(K,,) = to’yi verir.ll

Ornek 3.13. Kg tam cizgesini diisiinelim. Buna gore RSp?(Kg) = 7'dir.

{a,b} {a,c}

{a,a} {a,d}

{af} {ae}

Sekil 3.4. 2-regiiler gereni ile verilmis Kg tam ¢izgesi

k=2< [M—‘ = [i1 = 3 oldugundan yukaridaki teoremi kullanabiliriz. Buna

2
gore |Kg| =6 < (17]) = (§) = 6°dur.
Teorem 3.14. k = { —‘ ise bu durumda RSp*(K,,) = Sp(K,,)dir.
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Ispat: Sp(K,) = t diyelim ve k = [%W olsun. Ayrica A ailesi de K,,’'nin bir k-regiiler
gereni olsun. RSp*(K,) > Sp(K,) oldugunu biliyoruz. Ayrica, Teorem 1.1.21 ve Teo-
rem 2.22’den dolay1 n < ([%1) = (;)’dir. Buna gore |A| = n olup |A| < (}) 'dir. Bu
ise A ailesinin t-elemanli bir kiimenin k-elemanl alt kiimelerinden olusturulabilecegini
gosterir. Ayrica her A, B € A i¢cin AN B # @ olur; yani A ailesinin arakesit Sperner
ailesi olma o6zelligi de saglanir. Boylece A ailesi t-elemanli bir kiimenin k-elemanh
altkiimelerinden insaa edildiginde K, ’'nin bir k-regiiler gereni olur. O halde A ailesi
t-elemanli bir kiime iizerinde tanimh oldugundan RSp*(K,) <t = Sp(K,) olur. Bu-
radan da RSp*(K,) = Sp(K,,) elde edilir.®

Ornek 3.15. Kg tam cizgesi icin & = 3 almirsa [%1 = {%1 =3 =k olup
Teorem 3.14’den RSp3(Kg) = Sp(Kg) = 5'dir.

Teorem 3.16. k > [%")H-‘ olsun. t; pozitif tamsayisi

i) k> [15]

ii) n < (3)

esitsizliklerinin her ikisini de saglayan en kiiciik tam say1 olmak {izere

RSpk(Kn) =t "dir.

Ispat: (X, A,p, k) dortlisii K,’'nin k-regiiler gereni olsun. En az eleman sayisina

sahip X kiimesini bulmaya calisalim ve bulmaya c¢aligtigimiz bu X kiimesinin eleman

t+1

; ] olsun. Buna gore

sayisina da t; diyelim. Aynica Sp(K,) = ¢ diyelim ve k > |
(,i) < ((é 1) olur. Burada iki durum s6z konusudur:

2
1. Durum: n < (}) < ([%1) ise |A| < (;) olup A ailesi t-elemanh bir kiimenin k-
elemanl alt kiimelerinden insaa edilebilir. Buna gére ¢; = t; yani RSp*(K,,) = Sp(K,)
olur.

2. Durum: (,’;) <n< ( (éw) ise t-elemanli bir kiimenin k-elemanl altkiimeleri A
2

ailesini ingaa etmek icin yeterli degildir. Buna gore t; > t’dir. Bu durumda, k£ > [%1

oldugundan k > Plé" 1] olacak sekilde bir veya daha fazla t; > t tansayilar1 vardir. Oy-

leyse k > [%1 esitsizligini saglayan, tamsayilarin kiimesini T' = {tl €EZ|k> [%]}

ile gosterelim. Buna gore tj-elemanli bir kiimenin k-elemanli alt kiimelerinden A

ailesini olusturabilmemiz i¢in [A] = n < (°!) olmas: gerekir. Simdi [A] = n < (})

esitsizligini saglayan en az bir ¢t; € T elemaninin mevcut oldugunu gosterelim. Her
. t+1 IESRERT t t1

ty € Tigint; >t ve [T] < [171 dir ve buradan n < ([%1) < ([%W) olur. Buna

gore k = (%] oldugunda t; € T’dir ve n < (tkl) sart1 saglanir. Oyleyse n < (tkl)
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esitsizligini saglayan en az bir t; € T bulabiliriz.
O halde |A] < (tkl) esitsizligini saglayan en kiigiik ¢; € T elemam igin ¢1-elemanli bir
kiimenin k-elemanl altkiimeleriyle A ailesi olusturulabilir ve A arakesit Sperner ailesi

olur. Bu durumda RSp*(K,,) = t; olur.l

Ornek 3.17. K5 tam cizgesini ele alahm.

{a,b,c,d}

{a,c,d.e} {a,b,c.e}

{b,c.d,e} {a,b,d,e}

Sekil 3.5. 4-regiiler gereni ile verilmis K5 tam c¢izgesi

k = 3 oldugunda {%—‘ = [53L] =3 = k olup RSp3(K5) = Sp(K5) = 5'dir.

k =4 oldugunda k =4 > {M—‘ = 3’diir. Teorem 3.16.(7)’den dolay1

k=4> {%] olduguna gore t; = 5 olabilir. Buna gore t; = 5 degeri i¢in Teorem
3.16.(7¢)’'nin saglanip saglanmadigina bakalim. n = 5 < (i) = 5 olup (iz) saglanir.
Buna gore, RSp?(Ks5) = Sp(K5) = 5'dir. Sekil 3.6’da da K5’in bir 4-regiiler gereni
verilmigtir.

k =5 icin 5> [%—‘ = 3’diir. Yine Teorem 3.16’dan yararlanalim. ¢; = 5 degeri
igin k > (%1 = 3’diir fakat 5 £ (g) = 1 oldugundan RSp°®(K3) # 5'dir. t; = 6 degeri
igin 5 > [%W =4veb < (g) = 6 olup Teorem 3.16'nin gartlar: saglanir. Buna goére

RSp®(K5) = 6'dir.
Teorem 3.18. m,n,k € N ve k > m > n olmak tizere RSp*(K,, ) = m.k’dir.
Ispat: K., cizgesinin kogelerini U = {uy,ug,...,um}, W = {wi,wa,...,w,} ve

V(G) = U UW olarak tammlayalim ve m > n olsun. Ayrica (X, A, u, k) dortliisii
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K, n'nin k-regiiler gereni olmak tizere her v € V(G) igin |pu(v)| = k’dir. Her u;,u; € U
icin p(w;) N p(uj) = @ oldugundan

m

()

i=1

m

=D lulwi)| =m.k
1

1=

olur. Bu durumda |X| > m.k olur.
Benzer sekilde her w;, w; € W icin p(w;) N p(w;) = @ oldugundan

n

Jwws)

=1

= lu(wi)| = nk
i=1

elde edilir. Buna gore Wnin kogelerine kargilik gelen kiimeler igin toplam (n.k)-eleman
gerekir. Bunun yam sira n < m oldugundan her w; € W ve her u; € U i¢in

p(u;) N p(wj) # @ oldugundan bu p(w;) kiimelerini, p(u;) kiimelerini ingaa ettigimiz
(m.k)-elemandan olugturabiliriz. Buna gore her u; € U i¢in p(u;) := {a;1, a2, ..., ai}
olarak tanimlanirsa her w; € W icin p(w;) := {a1;, a2, .., @mj,Gjm+1, - - -, aji} bigi-
minde alinir. Bu durumda X kiimesi icin m.k-eleman yeterli olur. Yani RSp*(Kn») =

m.k elde edilir.H

Ornek 3.19.

U,
Vi
u,
Vy
U,
Vi
Uy

Sekil 3.6. Ky 3 iki-¢oklu cizge

X = {a1,az,a3,a4,as5,b1,b2,b3,b4, b5, 1, C2, €3, C4, C5,d1, d2, d3, dg, ds } kiimesi tizerindeki
A Sperner ailesi A = {{a1, a2, a3,a4,as},{b1,b2,b3,b4,b5}, {c1,c2,c3,c4,c5},
{dl, dg, d3, d4, d5}, {al, bl, C1, dl, a5}, {ag, b2, Cco, dQ, b5}, {ag, bg, Cc3, d3, 65}} olarak tanim-

landiginda, Ky 3 igin bir geren ailesi belirtir ve RSp3(Ky3) = 4.5 = 20'dir.
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4. SPERNER SAYISI iCiN SINIRLAR

Bu boliimde; bir ¢izgenin Sperner sayisi i¢in bululunan alt sinirlar verilecektir. Bunun
igin bir ¢izgenin bagimsizlik sayisi ve cesitli ¢izge operasyonlari kullanilmigtir. Ayrica,
bir ¢izgenin Sperner sayisi ile biitiinleyeninin kromatik sayisi arasindaki iligkiye de

deginilmigtir.
Teorem 4.1. Herhangi bir G ¢izgesi igin

Sp(G) = 2a(G)
olur.

Ispat: G keyfi bir ¢izge ve a(G) = « olmak iizere U = {uy,us,...,us} en genis
bagimsiz kiime olsun. X kiimesi iizerinde tanimli, G’yi geren Sperner ailesine de A
diyelim. Buna gore, A ailesinde U kiimesindeki kogelere kargilik gelen kiimeler vardir.
Bu kiimelerin her biri en az iki elemanhdir ve U bagimsiz kiime oldugundan bu kiimeler

ayriktir. Bu kiimelerde toplam en az 2 |U| = 2a(G) eleman vardir. O halde
|X| > 2a(G) = Sp(G) > 2a(G)
oldugu goriiliir.H

Elde edilen bu alt sinirdan sonra akla gelen ”bir ¢izgenin Sperner sayisi bagim-sizlik
sayisiin iki katina ne zaman esit olur?” sorusudur. Simdi agagidaki teoremlerle yukari-

daki alt sinirin egitlik durumunu irdelemeye caligalim.

Teorem 4.2. G = (V, E) ii¢gen igermeyen bir ¢izge, a(G) = a ve U en genig bagimsiz
kiime olsun. Buna gore Sp(G) = 2a(G) olmast igin gerek ve yeter kogul

i) G gizgesi iki-¢oklu ¢izge,

i) Her w € U igin d(u) < 2,

ii1) Her v € V\U igin d(v) > 2

sartlarinin saglanmasidir.

Ispat: Once teoremin ilk kisminm dogru oldugunu kabul edelim ve 7),ii),ii7) nin dogru-
lugunu gosterelim. G iiggen icermeyen bir ¢izge, a(G) = « ve U en genig bagimsiz kiime

ve Sp(G) = 2a(G) olsun.
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i) G ¢izgesinin iki-¢oklu ¢izge oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in V\U’nun bagimsiz
kiime oldugunu gostermeliyiz.

Kabul edelim ki V\U bagimsiz kiime olmasin. Bu durumda v,w € V\U koseleri
vardir dyleki (v,w) € E’dir. Buna gore (X,.A4,) iigliisii G'nin gereni olmak iizere
P(v) NY(w) # @’dir. Bu durumda bir a € ¥(v) N (w) elemant vardir.

U = {u1,us,...,uq} deki kogelere karsilik gelen kiimeler v (u1), ¥ (ug), ..., ¥ (uq)
kiimeleridir ve 1 < 4,5 < a icin ¢ (u;) N Y(u;) = @’dir. Ayrica Sp(G) = 2a(G)
oldugundan her u; € U igin [¢(u;)| = 2 ve 0¢(Uz) = 2a’dir. Buna gore en az bir
i € [a] vardir 6yle ki a € 1(u;)’dir. O halde 11;(:121) NY(v) # @ ve Y(u;) N(w) # &’dir.
Bu durumda G’de bir (u;, v, w) tiggeni olugur. Bu ise G'nin ii¢ggen igermeyen bir ¢izge
olusuyla celisir. Oyleyse V\U bagimsiz kiimedir.

1) Her u; € U i¢in d(u;) < 2 oldugunu gosterelim.

d(u;) > 2 oldugunu kabul edelim. Bu durumda vy, ve,v3 € V\U koseleri vardir dyle ki
(ui, v1), (Ui, v2), (ui,v3) € E’dir. Buna gore V\U bagimsiz kiime oldugundan vy, vg, v3
kogeleri arasinda hi¢ kenar yoktur, bu nedenle 1(v1),1(v2), 1 (vs) kiimeleri ayriktir.
Oyleyse (u;) N (1) # @, (u;) N p(v2) # D, (ui) N1p(vs) # @ olup bu iig arake-
sitteki elemanlar birbirinden farklidir. Buna gore bu kesigimlerden dolay1 |9 (u;)| > 3
olur. Bu ise geligkidir, ¢iinkii Sp(G) = 2a(G) oldugundan |¢(u;)| = 2 olmasi gerekir.
O halde her u; € U i¢in d(u;) < 2’dir.

i41) Her v € V\U igin d(v) > 2 oldugunu gosterelim.

d(v) = 1 olsun. Bu durumda sadece bir u; € U kosesi i¢in (u;,v) € E’dir ve
P(u;) NY(v) # @’dir Bu arakesitteki elemana a € 1(u;) N ¢ (v) diyelim. Buna gore
|t)(v)| > 2 olmas: gerektiginden en az bir b € ¥(v) vardwr dyle ki a # b’dir. Fakat her
u; € U i¢in b ¢ 1(u;)’dir. Buna gore Sp(G) > 2a(G) olur. Bu bir celigki olup d(v) =1
kabuliimiiz yanhstir. Oyleyse her v € V\U igin d(v) > 2'dir.

G ¢izgesi teoremin 7) ,ii), i47) sartlarini saglasin. Gostermemiz gereken Sp(G) = 2a(G)
oldugudur. Yani A ailesi X kiimesi iizerinde tamimli, G’yi geren Sperner ailesi olmak
iizere | X| = 2a oldugunu gostermeliyiz.

X = {x1,x2,...,29,} kiimesini alahm ve bu kiime ile G’yi geren bir A Sperner ailesi
ingaa etmeye galisalm. Her u; € U igin A; = {z;,x44;} kiimesini karsihik getire-

lim. V\U’daki kogelere kargilik gelecek sekilde By, Bo, ..., B, kiimeleri tanimlayalim.
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(m =G| —a ). Her bir v; € V\U kosesine karsilik gelen kiime

B; : ={xz;|i€ 2], (uiv5) € E,d(u;) =1}
Uz, | 7€ [a], (ur,vj) € E,d(uy) = 2, N(u,) = {vj,vr},j < k}

U{zayi |1 €[], (u,v5) € E,d(w) = 2,N(u) = {vj, v}, k < j}

olarak tamimlansin. Bu durumda A = {Ay, Ag,..., Ay, B1, B, ..., By} seklindedir.
Simdi A'min G’yi gerdigini gostermeliyiz.

U bagimsiz kiime oldugundan A;’ler ayrik olmali ve her u; € U igin d(u;) < 2 oldugun-
dan |A4;| = 2 olmalidir. Her 4, j € [o] icin ¢ # j oldugunda (x;, Ta+i) , (%, Zay;) ikilileri
birbirinden farklidir ve ortak elemanlari yoktur. Buna gore A; ’ler ayriktir, ayrica
|A;| = 2dir.

V\U’nun bagimsiz kiime oldugunu biliyoruz. O halde By, By, ..., By, kiimelerinin ayrik
oldugunu gostermeliyiz. Keyfi Bj, By € A kiimelerini alahm. Bu kiimeleri sirasiyla
vj, v € V\U koselerine karsilik gelen kiimeler olarak tanimlamistik. Buna gore
N(v;) "N (vg) = @ ise Bj’lerin tammina gore B; N By, = @’dir. N (v;) NN (vg) # @

ise hem v; hem de vy, ile kenar yapan en az bir u; € U vardir oyle ki

j>k::>$a+i€Bj,mi€Bk

k>j:>:ca+i€Bk,xi€Bj

olur. Dolayisiyla Bj ile By'nin ortak elemani yoktur, yani ayriktir. Her v; € V\U
icin d(v;) > 2 ve V\U ile U bagimsiz kiime olduklarindan |B;| = d(v;) > 2 olmahdur.
Gergekten Bj'nin tanimina gore v;'nin kenar yaptig1 kose sayis1 kadar eleman vardir.
Bu da |B;| > 2 oldugunu gosterir. Ayrica, herbir B; kiimesi A;’deki en fazla bir eleman
igerdiginden B; € A; ve A; ¢ B;’dir. O halde herbir u; € U kosesine A; € A ve herbir
vj € V\U kogesine B; € A karsilik getirildiginde A ailesi G’yi gerer diyebiliriz. A ailesi
de X kiimesi {izerinde tanimlandigina gore | X| = 2« oldugundan Sp(G) = 2a(G) elde
edilir.

Ornek 4.3.

i) n = 2k olmak iizere a(Cy) = k ve C), iki c¢oklu cizgedir. Her u € V(C,) i¢in
d(u) = 2’dir. Buna gore Sp(C,,) = 2k’dr.
n = 2k + 1 ise C,, iki ¢oklu gizge degildir. Bu nedenle V(C,,)’den a(C),) = k-elemanh

bagimsiz bir U kiimesi aldigimizda V' (C),)\U bagimsiz kiime degildir.
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Sp(Cr) =n =2k + 1 # 2a(C)) dir.

1) T agaci Sekil 4.1’deki gibi verilmig olsun.

Sekil 4.1. Sperner sayisi bagimsizlik sayisinin iki katina esit olmayan bir ¢izge

a(T) = 7dir ve U = {uq, uz, us, ug, us, ug, uy } kiimesi 7’nin en genig bagimsiz kiime-
sidir. V(T)\U kiimesi de T"nin bir bagimsiz kiimesidir. Ancak u; € U igin
d(ur) = 3 > 2 oldugundan Sp(T") # 2a/(T")’dir ve Sp(T") = 15’dir.

iii) P, iki-goklu ¢izgedir. Burada n = 2k olsun. Bu durumda a(P,) = k’dir.

P, . » ’ e — 9
u, u, Us Uy U,
Sekil 4.2. n-koseli yol
P,’nin en genig bagimsiz kiimesi olarak U = {uy,us,us,...,uy—1} kiimesini alalim.

Bu durumda wu,, € V(P,)\U i¢in d(u,) = 1’dir.
En genis bagimsiz kiimesi olarak U'= {ua, u4, ug, - . . , up } kitmesi alimrsa u; € V(P,)\U’

icin d(u;) = 1'dir. Bu ytizden Sp(P,) # 2a(P,)’dir ve Sp(P,) = 2k + 1’dir.

Teorem 4.4. G = (V, E) iicgen igeren bir ¢izge, a(G) = a ve U en genig bagimsiz
kiime olsun. Buna gére Sp(G) = 2a(G) ise

i) Her (v,w) € E(G[V\U]) kenar1 i¢in en az bir u € U vardir 6yle ki (u,v), (u,w) € E,
diger bir ifadeyle G[V'\U]’daki her kenarin U’da bir komsgusu vardur,
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ii) Her v € VAU icin u;,u; € U kosgeleri vardir oyle ki (v,u;), (v,u;) € E, diger bir
ifadeyle V\U’nun her kogesinin U’da en az iki komsusu vardur,

iti) W C V\U bagmsiz kiime olmak iizere her v € U kosesi igin [Ny (u)] < 2'dir,
diger bir ifadeyle U’nun her kosesinin W’de en fazla iki komgusu vardir.

(Burada Ny (u) = {v e W | (u,v) € E}dir.)

ispat: G = (V, E) ii¢gen igeren bir ¢izge olsun. Bu durumda w,v,w € V kogeleri
vardir oyle ki (u,v,w) tigliisii G’de bir iicgen belirtir. «a(G) = « olmak tizere U =
{ui,ug,...,ua} ve Sp(G) = 2a(@G) olsun. Ayrica A ailesi 2a-elemanl X kiimesi iiz-
erinde taniml bir Sperner ailesi olmak iizere

Aq, Ay, ..., Ay € A kiimeleri U’daki koselere karsilik gelen kiimeler olsun. Oncelikle
i)’nin dogrulugunu gosterelim.

i) Keyfi bir (v,w) € E(G[V\U]) kenar1 alahm. Buna gére v,w € V\U koseler-
ine karsihik gelen kiimeler B,, B, € A olmak iizere B, N B,, # @’dir. O halde bir
a € B, N By, elemani vardir. Buna gore Sp(G) = 2a(G) oldugundan en az bir u; € U
vardir oyle ki a € A;’dir. (A; kiimesi u; kogesine karsilik gelen kiimedir.) Buradan
B,NA; #@,B, NA; # @ olur. Boylece (u;,v), (u;, w) € E’dir.

i) v € V\U alalim ve v kosesine karsilik gelen kiimeye B, € A diyelim. Buna gore

B, # @ oldugundan bir b € B, vardir. Sp(G) = 2a(G) oldugundan UAi = 2a’dur.

Bundan dolay1 en az bir A; vardir oyle ki b € A;’dir. Buna gore BvlrzﬁlAj # @& olup
(v,u;) € E’dir. |By| > 2 oldugundan en az bir ¢ € B, vardir dyle ki ¢ # b'dir ve
boylece en az bir Ay, vardir 6yle ki ¢ € A, # A; oldugundan B, N A, # @’dir. O halde
(v,ug) € E’dir. 4i7) W C V\U altkiimesi G’nin bagimsiz bir kiimesi olsun ve u; € U
alahm. Bu kogeye kargsilik gelen kiime A; olup |A;| = 2'dir. Bu durumda A; = {a, b}
diyebiliriz. |Nw (u;)| > 2 oldugunu kabul edelim. Buna gore v1,v2,v3 € Ny (u;) diye-
biliriz. Bu kogelere karsilik gelen kiimeler Bj, Ba, Bs olsun. Bu durumda W bagimsiz
kiime oldugunda bu ii¢ kiime ayriktir. Oyleyse BiNA; # @, BoNA; # @, B3NA; # @
olup ii¢ kesisimde de birbirinden farklh elemanlar vardir. Bu da |4;| > 2 oldugunu

gosterir. Bu ise geligkidir. Bu yiizden [Ny (u;)| < 2 olmaldir.H

Uyar1: Bu teoremin tersi her zaman dogru degildir, yani bir ¢izge icin ), i), i)

saglandiginda Sp(G) = 2a(G) olmak zorunda degildir. Fakat bu teoremden 7), i7), i7)
saglanmiyorsa Sp(G) > 2a(G) oldugu sdylenebilir.
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Ornek 4.5.

i) Sekil 4.3’deki G ¢izgesi i), ii), i4i)’yi saglar fakat Sp(G) # 2a(G) dir.

{a,b,c}

{a,d} {b.e}

{b.d}

Sekil 4.3. Teorem 4.4%iin tersinin her zaman dogru olmadigini gésteren bir ¢izge

a(G) =2,5p(G) =5 > 4diir.

i1) G gizgesi Sekil 4.4’deki gibi olsun. Buna gore G {iggen igeren bir ¢izgedir.

Sekil 4.4. Ucgen iceren ve Teorem 4.4’tin bir sartin1 saglamayan bir cizge

U = {u1,u2,us,us} en genig bagimsiz kiime ve v; € V(G1)\U igin (u1,v1) € E(Gy)’dir

ve U’da vy ile kenar yapan bagka bir koge yoktur. Buna gore Sp(G1) = 9 # 2.a(G1) dir.
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ii1) G gizgesi Sekil 4.5’deki gibi olsun.

Sekil 4.5. Ucgen icermeyen ve Teorem 4.4’iin bir sartim saglamayan bir cizge

U = {u1,u2,us,us} en genig bagimsiz kiime ve (va,v4) € E(G2) dir, fakat

(ui, v2), (us,v4) € E(G2) olacak gekilde bir u; € U yoktur. Sp(Ga) =9 # 2.a(G3) dir.

Teorem 4.6. G = (V, E) bir gizge, a(G) = a ve U bir en genig bagimsiz kiime olsun.
F = {e1,ea,...,ex,} C E(G[V\U]) kenar kiimesi 1 < i,7 < ky,i # j icin her bir
{e;,e;} farkli tamsallarin kenarlar1 olacak sekildeki kenarlardan olusan en genis kiime
olsun. Her i € [k1] igin e; = (y;, 2;) olmak iizere (y;,u), (z;,u) € E olacak sekilde bir
u € U bulunamiyorsa

Sp(G) > 2a(G) + ku

olur.

Ispat: Sp(G) =t diyelim ve A ailesi t-elemanh bir X kiimesi iizerindeki G’yi geren
bir Sperner ailesi olsun. Bununla birlikte U = {uj,ug,...,u} kiimesindeki koselere
kargilik gelen kiimeler Aj, Ag,..., Ay € A olsun. Her i € [o] i¢in |4;| = 2 oldugunda
t > 2a oldugunu biliyoruz. Simdit > 2a+1 oldugunu gostermeliyiz. F' = {e1,e2,..., €k }
olsun ve e; € F alalim. Ayrica e; = (y;, z;) kenarindaki koselere kargilik gelen kiimelere
By,,B., € A diyelim. Bu durumda By, N B,, # @’dir. Buna gore en az bir a € X
vardir dyle ki a € By, N B,,’dir. e; € F icin (y;,u), (2;,u) € E olacak sekilde bir u € U
olmadigindan her j € [a] i¢in a ¢ A;’dir. O halde |X| =1t > 2a + 1'dir. Yani e; € F
kenarinin Sperner sayisina etkisi 1’dir.

Keyfi e;,e; € F kenarlar alindiginda iki durum s6z konusudur:

1.Durum: e;,e; kenarlarimin koseleri birbirinden farkhdir, yani ayriktir.
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2.Durum: e;, e; kenarlarinin bir kogeleri ortaktir.

Once ¢; ile e;nin ayrik oldugunu kabul edelim.

Sekil 4.6. Bir ¢izgenin ayrik iki kenari

ei = (Yi,2i),ej = (yj,2j) olmak tizere By, B,,, By, B,;, € A sirasiyla e; ve e;nin
koselerine kargilik gelen kiimeler olsun. Buna gére By, N B,, # @, B, N B, # &’dir
ve bu dort kiimenin kendi aralarindaki diger arakesitleri bogtur. En az iki a,b € X
elemani vardir 6yle ki a € By, N B;,.b € By, N B, ’dir. Ayrica e; ve e; ayr tamsallarda
oldugundan a # b’dir ve her [ € [a] i¢in a,b ¢ A;’dir. ¢;’'nin t’ye etkisi 1'di, e;'den ayrik
olan bir e; kenarmin ¢’ye etkisi de yine 1 olup ¢ > 2« + 2 olur.

Simdi e; ile e;nin ortak bir kogesi oldugunu diigiinelim.

Sekil 4.7. Bir ¢izgenin ortak koseleri olan iki kenari

Bu durumda, B;, = By, olup By, N B, # & ve B,, N B,, # @’dir. Bu iki arakesitteki
elemanlar birbirinden farkhdir. Yine, a € By, N B,,;, b € B, N B;; olup e; ve e; ayr1
tamsallarda oldugundan a # b’dir.

Buna gore, e;’den farkl bir e; kenarmin t’ye etkisi 1’dir. F’de ki-tane kenar vardir,

herbirinin t’ye etkisi 1 olduguna gore t > 2a + k;’dir.H
Ornek 4.7.

i) G cizgesi Sekil 4.8'deki gibi ve F' = {ey, €2, e3} olsun.
U = {ui,us,usz,us} en genig bagimsiz kiime olmak iizere a(G) = 4’diir. Oyleyse

Sp(G) > 2.4 + 3 = 11'dir.
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u, Vq A u,

Sekil 4.8. Teorem 4.6’y1 saglayan bir agag

1) G ¢izgesi agagidaki gibi olsun.

u;

Sekil 4.9. Teorem 4.6’y1 saglayan iiggen iceren bir ¢izge
F ={e1} ve a(G) = 4'diir. Sp(G) >2.4+1=9dur.
Teorem 4.8. G = (V, E) bir gizge, a(G) = «, U en genig bagimsiz kiime ve W C V\U

altkiimesi G ’nin bir bagimsiz kiimesi olsun. Ayrica

Nw (u;) = {v € W | (u;,v) € E} olmak iizere t; = | Ny (u;)| olsun. Bu durumda

«

ko = Z (t; — 2) olmak {izere

Sp(G) > 2a(G) + ko
olur.
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ispat: Sp(G) = t olmak tizere t > 2a oldugunu biliyoruz. A ailesi t-elemanli bir
X kiimesi iizerindeki G’yi geren bir Sperner ailesi, U = {uj,uq,...,us} kiimesindeki
kogelere kargilik gelen kiimeler Ay, As, ..., Ay € Aolsun. Buna gore, 1 <1i,j < o, i # j
icin A; N A; = @'dir. W = {wy,wa,...,w,} C V\U altkiimesi G’nin bagimsiz bir
kiimesi olsun. Herbir w; € W kosesine kargilik gelen kiimeyi B; € A ile gosterelim.
Buna gore 1 < 4,j < a,4 # j i¢in B; N Bj = @’dir. Aynica t; = [Ny (u;)| diyelim.
Bu durumda A; kiimesinin B; kiimelerinden ¢;-tanesiyle arakesiti bogtan farklidir ve
herbir arakesitde birbirinden farkhi elemanlar vardir.(Ciinkii B;’ler ayriktir.) O halde
|A;| > t;’dir. Buna gore t; > 2 ise Sperner sayisi t; — 2 artar. Bu durumda 2’den biiyiik
veya esit olan biitiin ¢;’ler diisiiniildiigiinde
@
Sp(G) > 20(G) + Y (ti —2)

=1
t;7#0,1

olur. (t; = 0 veya 1 ise t; toplama katilmaz. Ciinkii 0 veya 1 olmas1 durumunda yine

|A;| > 2’dir.)l
Ornek 4.9. G iki coklu cizgesi Sekil 4.10’daki gibi verilsin.

u,

Sekil 4.10. Teorem 4.8’1 saglayan bir iki-¢oklu gizge

a(G) =5vet; = 3,ty = 1,t3 = 2,t4 = 1, t5 = 4'diir Buna gore, t2 = t4 = 1 oldugundan
toplama katilmaz. Oyleyse Sp(G) = 14 > 2.5+ (3 — 2) + (2 — 2) + (4 — 2) = 13'diir.

Teorem 4.10. G = (V, E) bir ¢izge, a(G) = a ve U en genis bagimsiz kiime olmak
tizere k3 = |[{v € V\U | d(v) = 1}| olsun. Bu durumda

Sp(G) > 2a(G) + ks
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olur.

Ispat: Sp(G) = t olmak iizere, A ailesi t-elemanli bir X kiimesi tizerinde taniml
G’yi geren bir Sperner ailesi ve U = {uy,ug,...,us} kiimesindeki koselere kargilik
gelen kiimeler de Aj, Ag,..., Ay € Aolsun. Ayrica Z = {v € V\U | d(v) =1} CV\U
olsun. z; € Z alalm ve A ailesinde z;’ye kargiik gelen kiimeye B; diyelim. Bu
durumda |B;| = 2'dir. Ayrica Sp(G) > 2a(G) oldugundan 2a(G) eleman var ve
bunlar A; kiimelerinde bulunan elemanlardir. Buna goére d(z;) = 1 oldugundan en az
bir a; € Bj vardir 6yle ki her A € A, (A # B;) icin a; ¢ A’dir. O halde herbir j € [ks]
i¢in sadece Bj’de olan bir a; elemani vardir. Yani bu sekilde ks-tane aq,as,...,ax,
elemanlar1 vardir. Oyleyse

Sp(G) > 2a(G) + k3

elde edilir.H

Teorem 4.11. Bir G = (V, E) ¢izgesi Teorem 4.6, 4.8, 4.10’daki durumlarin hepsini

gergekliyorsa, ki1, ko, k3 yukarida tanimlandigi gibi olmak tizere
Sp(G) > QQ(G) + k1 + ko + k3
olur.

Ispat: Sp(G) = t olmak tizere A ailesi t-elemanl bir X kiimesi iizerinde tanimh
G’yi geren bir Sperner ailesi ve U = {uj,ug,...,uqs} kiimesindeki kogelere kargilik
gelen kiimeler de A1, Ao, ..., Ay € A olsun. Teorem 4.6’daki F' kiimesindeki eleman-
larin koselerine karsilik gelen kiimeler B;’ler olsun. Bu durumda F’deki kenarlara
gore B;’'lerdeki elemanlarin hepsi A;’lerde bulunmaz. A;’lerde bulunmayan en az
|F| = ki-tane eleman vardir. W C V\U bagimsiz bir kiime olmak iizere Teorem

4.8’ gore W’daki kogeler A;’lerin e-leman sayisim etkiler ve 2a(G)’den farkh olarak
«
ko = Z (t; — 2) eleman bulundugunu goriiriiz.

=1
;70,1

F’den gelen ki-elemanla bu ko-eleman birbirinden farkhidir. Ciinkii ki-tane eleman

A;’lerde bulunmayan elemanlardir, ko-eleman ise A;’lerdeki elemanlardir. Bu durumda
Sp(G) > 2a(G) + k1 + k2

elde edilir. Z = {v e V\U |d(v) =1} C V\U olmak iizere bir z; € Z alahm. Buna

gore z; igin sadece bir e = (z;,u) € E kenar1 vardir ve burada v € U’dur. (Eger u ¢ U
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olursa U U {z;} en genig bagimsiz kiime olur.) O halde e ¢ F’dir. Herbir z; € Z igin
sadece B;,’de olan bir a; € X vardir. (Burada B,, kiimesi z; kogesine karsilik gelen
kiimedir.) Bu sekilde ks-eleman vardir ve bu elemanlar diger kogelere karsilik gelen
kiimelerde bulunmazlar. Ciinkii z; € Z elemani ne F’deki kenarlara ait bir kosedir, ne

de U’ya aittir. O halde bu ks-eleman k; + ko-elemandan farklidir. Dolayisiyla
Sp(G) > 20&(G) + k1 + ko + k3
olur.H

Teorem 4.12. G bir gizge ve a(G) = « olmak iizere U = {wvy,vs,...,v,} kiimesi

G’nin en genis bagimsiz kiimesi olsun. Bu durumda

Zk: Na(vs)]

olur.

Ispat: (X, A,) iicliisit G’nin keyfi bir gereni olsun. U kiimesi G’nin en genis bagimsiz
kiimesi oldugundan, U’nun koégelerine karsilik gelen v (v1), 9 (v2), ..., % (vq) kiimeleri
ayriktir. Ayrica bir kdgenin Sperner derecesi tanimi (Tanim 2.27) ve Teorem 2.28’den
her i € [a] icin ¢ (v;) > dgp (vi) > k (G [Ng(v;)])’dir. Buna gore,

SIIRIES LIS
=1 =1

«

v ()

=1

[ X] >

olur. O halde N
SP(G) = Yk (G INa(w)

elde edilir.®

Bu boliimde su ana kadar, bir ¢izgenin Sperner sayisinin bagimsizlik sayis1 kullanilarak
elde edilen altsinirlar: verildi. Bundan sonra ise bir ¢izgenin bir kenarinin biiziilmesiyle
ve atilmasiyla Sperner sayisinin nasil degisiklik gosterecegine bakacagiz. Ardindan
da bir ¢izgenin Sperner sayisi ile biitiinleyeninin kromatik sayisi1 arasindaki iligkiyi

inceleyecegiz.

Teorem 4.13. G = (V, FE) basit bir ¢izge ve e € E olsun. Eger e kenar1 G’de bir

tiggen igerisinde bulunmuyorsa
Sp(G/e) < Sp(G)
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olur.

Ispat: e = (u,v) € E olmak tizere uv € V(G/e) olsun. Bu durumda
Nae(uww) = Na(u) U NG (v)\ {u, v}
dir. Buna gore
duv) < d(u) —1+d(v) —1=d(u) +d(v) — 2

olacaktir. Ayrica e kenar1 G ’de bir {iggen igerisinde bulunmadigindan Ng(u)NNg(v) =

@’dir. Bundan dolay1
‘Ng/e(uv)‘ =d(uv) = d(u) +d(v) — 2
elde edilir.

Bu durumda (X, A, p) iicliisii G'nin bir gereni olmak iizere her wy € Ng(u) i¢in

pu(wi) N p(v) = @ ve her wy € Ng(v) igin p(wz) N p(u) = @ oldugundan her w €
Ne(u) U Ng()\ {u, v} i¢in p(w) € p(u) U p(v) olur. Buna gore G/e tizerindeki v
germe fonksiyonunu her w € V(G/e)\ {uv} i¢in ¢ (w) = p(w) ve ¥(uv) = p(u) U p(v)

olarak tanimlayabiliriz. Bu da
Sp(G/e) < Sp(G)
oldugunu gosterir.ll

Teorem 4.14. G = (V, E) basit bir ¢izge ve e € F olsun. Eger e kenar1 G’de sadece
bir tiggenin igerisinde ise

Sp(G/e) < Sp(G)

olur.

Ispat: e kenar1 G’de sadece bir ii¢genin icerisinde bulunsun. Bu durumda
e = (u,v) € E olmak iizere |Ng(u) N Ng(v)| = 1'dir. Oyleyse w € Ng(u) N Ng(v)

diyelim.
w

Sekil 4.11. Bir gizgenin ortak komsular olan iki kogesi
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(X, A, p) iicliisti G'nin bir gereni olsun. Buna gore p(u) N p(v) # &, p(u) N p(w) #
5, 1(0) O a(w) # S

Eger ,u(u)ﬂ,u(v)ﬂ,u(w) # & ise en az bir a € X vardir 6yle ki a € p(u)Np(v)Np(w)’dir
ve p(w) € p(u), p(w) € p(v) oldugundan p(w) € u(u )’dir. Bu durumda G/e igin
1 germe fonksiyonunu her w € V(G/e)\ {uv} icin w(w) = ,u(w) ve Y (uv) = p(u)Uu(v)
olarak tamimlayabiliriz. Boylece (X, B, ) iigliisii G/e igin bir gerendir ve Sp(G/e) <
Sp(G) olur.

Eger p(u) N p(v) Np(w) = @ ise a,b, c € X elemanlar1 vardir dyle ki

a € p(u) N p(v),b € p(u) N p(w),c € p(v) N p(w)

olur. Buna gore
a,b € p(u);a,c € p(v);b, c € p(w)

olup a,b,c € p(u) U p(v)'dir, buradan pu(w) C p(u) U p(v) olma ihtimali vardir. Bu
durumda ¢ (uv) = p(u) U p(v)\ {b} ve ¥(w) = p(w) alirsak ¢(w) € 1 (uv) olur, hatta
P(w) NY(uwv) # @ durumu da korunur. Ancak b € pu(y) olacak sekilde bir y € V(G)
varsa (y,u), (y, w) € E’dir ve ayn zamanda (y,uv), (y,w) € E(G/e)’dir. Bu durumda
P(y) NY(uww) # @ olmast i¢in P(y) = u(y) U {a} olarak tamimlanabilir. (a sadece
¥ (uv) kiimesinde bulunan elemandir. Ciinkii ¢ = (u,v) kenar1 yalmiz bir iicgende
bulunur. a elemaninin ¢ (uv) kiimesi diginda bagka bir kiimede daha bulunmasi e’nin iki
farkli tiggende bulunmas: anlamina gelir.) a sadece ¥ (uv) kiimesinde bulundugundan
Y(y) = p(y) U {a} seklinde tammlanmasinda bir sakinca yoktur. Hatta b € pu(y)
olan her y € V(G/e) i¢in bu gekilde tanimlanabilir. Bu durumda b ¢ u(y) olan her
y € V(G/e) igin ¥(y) = u(y) olarak tammlamak yeterlidir. Buna gore (X, B, ) iigliisii
G /e i¢in bir geren olur. Boylece Sp(G/e) < Sp(G)’dir.l

Ornek 4.15. G ve G/(u,v) gizgeleri Sekil 4.12’deki gibi olsun. Buna gére Sp(G) =7
ve Sp(G/(u,v)) = 7'dir.

{be} A{cdy {de}

u W

{fab} {cgr {dg} {e.f}
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{becy {cdr {deg}

Gi{u,v)=
{a,b} u fc.q} {e.f}

Sekil 4.12. Gerenleri verilen G ¢izgesinin bir kenar1 biiziilerek elde edilen ¢izge

Uyari: e kenar1 G’de birden fazla iiggenin igerisinde ise Sp(G/e) < Sp(G) esitsizligi

her zaman dogru degildir.

Ornek 4.16. G ve G/(u,v) cizgeleri Sekil 4.13’deki gibi oldugunda
Sp(G) =8 < Sp(G/(u,v)) = 9’dur.

=
u v
"
Gl{u,v)=
uv
L

Sekil 4.13. G gizgesinin bir kenarinin biiziilmesiyle olusan cizge

Teorem 4.17. G = (V, E) basit bir ¢izge ve e € E olsun.
di1(G) :=|{v € V | dg(v) = 1}| olarak tanimlansin.
i) di(G =€) > di(G) ise Sp(G —e) = Sp(G),
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1) di(G —e) < di(G) ise Sp(G —e) < Sp(G),
ii1) G iicgen icermeyen ¢izge ve di(G — e) = di(G) ise Sp(G — e) = Sp(G) — dir.

Ispat: i) e = (u,v) € E ve di(G — €) > di(G) olsun. Buna gore G ’den e kenarimi
attigimizda derecesi 1 olan koge sayisi artiyorsa dg—.(u) = 1 veya dg—.(v) = 1’dir. Bu
durumda dg(u) = 2 veya dg(v) = 2’dir. Simdi G — e’nin her gereninin G'nin de gereni
olabilecegini gosterelim. (X, .4, i) iigliisiit G — e’nin bir gereni olsun.

1. Durum: dg_.(u) = 1 ve dg_e(v) > 1 olsun. Buna gore en az bir a € X vardir
oyle ki a € p(u) ve her w € V(G — e)\ {u} i¢in a ¢ p(w)’'dir. Simdi G i¢in X iiz-
erinde bir 1) germe fonksiyonu tanmimlamaya galisalim. F(G)\ {e} = F(G —e) oldugun-
dan her w € V(G)\{u,v} i¢in ¢(w) = p(w) olmasmin bir sakincas1 yoktur. Ayrica
e = (u,v) € FE oldugundan ¢ (u) N1 (v) # & olmas: gerekir. Buna gore ¥(u) = u(u) ve
P(v) = p(v)U{a} olarak tanimlanirsa a € ¥ (u)N(v) olur. Boylece G ¢izgesi i¢in X {iz-
erinde taniml bir ¢ germe fonksiyonu olugturulmug olur. Buradan Sp(G —e) > Sp(G)
elde edilir.

2. Durum: dg_.(u) = dg—e(v) = 1 olsun. Bu durumda da en az iki a,b € X ele-
mani vardir 6yle ki a € p(u),b € p(v) (a ¢ p(v),b ¢ u(uw)) ve her w € V(G — e)\ {u, v}
icin a,b ¢ p(w)’'dir. Yine G igin X iizerinde tanimlamaya ¢aligtigimiz ¢ germe fonk-
siyonunda her w € V(G)\ {u,v} igin ¥(w) = p(w) alnabilir Ayrica,. dg_(u) =
dg—e(v) =1 ve e = (u,v) € E oldugundan, ¥(u) = p(u) ve ¥(v) = (u(v)\ {b}) U {a}
seklinde tanimlanabilir. Bu durumda 1 germe fonksiyonu X — {b} iizerinde tanimlan-
mis olur. Buna gore Sp(G — e) > Sp(G) olur. O halde d; (G — e) < d1(G) oldugunda
Sp(G — e) < Sp(G) olur.

i) e = (u,v) € E ve di(G — e) < d1(G) olsun. Buna gore iki durum soz kunusudur:
1. Durum: dg(u) = dg(v) =1 ve

2. Durum: dg(u) = 1,dg(v) > 2 veya dg(u) > 2,dg(v) =1

olmasidir. Once 1. duruma sonra 2. duruma bakalim.

1. Durum: dg(u) = dg(v) = 1 olsun. e = (u,v) € E oldugundan G = Ky’dir.

= —s - = »
K= § v Ke u

=

Sekil 4.14. Iki kogesinin de derecesi 1 olan kenar ve

bu kenarin silinmesiyle olugan yeni ¢izge
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Sp(K32) =3 > Sp(K2 — e) = 2'dir.

2. Durum: dg(u) = 1,dg(v) > 2 olsun.

Sekil 4.15. Bir kosesinin derecesi 1 olan bir kenar

(X, A, ) ticliisii G'nin bir gereni olsun. Bu durmda e € E(G) oldugundan

Y(u) N(v) # @’dir. Buna gore en az bir a € X vardir dyle ki

a € Y(u) NY(v) # @’dir. Ayrica dg(u) = 1 oldugundan w’'nun tek komsusu vardir, o
da v'dir. Oyleyse a € ¥(u) oldugundan her w € V(G — e)\ {u,v} i¢in a ¢ p(w)'dir.
Simdi G — e icin X iizerinde bir p germe fonksiyonu tanimlamaya c¢aligalm. Her
fE€EG),f+#eign f € E(G—e) oldugundan pu(w) = ¢(w) alinabilir. Ayrica

e ¢ E(G — e) oldugundan p(u) N pu(v) = @’dir. Buna gore pu(v) = 1(v) ve

w(u) = P(u)\ {a} almirsa p(u) ile p(v) ayrik olur. Buradan da Sp(G — e) < Sp(G)
oldugu goriiliir.

i11) G tiggen icermeyen bir ¢izge ve d1 (G —e) = d1(G) olsun. Ayrica G ii¢gen igermeyen
bir ¢izge ise Sp(G) = ||G|| + d1(G) oldugunu biliyoruz. Buna gore di(G — e) = d1(G)

oldugundan

Sp(G —e) |G| — 1+ di(G)

= |G|+ di(G) —1=8p(G) -1
elde edilir.H
Ornek 4.18.

i) n-kogeli C), dongiisii alahm. Bu durumda e € E(C,) olmak iizere C,, — e = P,
dir. Oyleyse di(Cy) = 0 < di(Py,) = 2'dir ve Sp(C,) =n < Sp(C,, — e) = Sp(P,) =
n + 1’dir.
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1) G ¢izgesi Sekil 4.16’daki gibi olsun.

Sekil 4.16. e kenarinin silinmesiyle Sperner sayisi artan ¢izge

Buna gore d;(G) =0 < d1(G —e) =1 olup Sp(G) =4 < Sp(G — e) = 5'dir.

i11) G ¢izgesi agagidaki gibi olsun.

Sekil 4.17. e kenarinin silinmesiyle Sperner sayisi azalan ¢izge

Buna gore di1(G1) =1 > d1(G1 — e) = 0 olup Sp(G1) =5 > Sp(G1 — e) = 4'diir.

iv) Sekil 4.18deki gibi verilmig olan G ¢izgesi i¢in di(G2) = d1(G2 —e) = 0 olup
Sp(Ga) =7 ve Sp(Ga — €) = 6'dur.

G, = e

Sekil 4.18. Bir kenar silindiginde Sperner sayis1 1 azalan ¢izge

Uyari: Sperner sayisi ile kromatik sayisi arasinda da bir iligki kurulabilir.
Sp(G) > x(C_?) oldugunu gormek kolaydir. Bunun i¢in (X, A4, ) tigliisii G'nin keyfi bir

gereni olmak iizere v € V(G) = V(G) kogesine karsihik gelen (v) kiimesinden bir a

eleman1 G’de v kogesine atanirsa ve bu atama her v kosesi i¢in tekrarlanirsa G'nin her
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kogesine bir eleman atanmig olur. Bu atamaya gore her (u,v) € E( G) kenar igin u
kosesine atanan elemanla v kosgesine atanan eleman aym degildir. Ciinkii (u,v) € E(
é) ise (u,v) ¢ E( G) olur ve buradan da ¢ (u) N (v) = &’dir. Bundan dolay: u ile
v’ye atanan elemanlar birbirinden farkhidir. Bylece G'nin (X, A, ) gereni yardimiyla
G'nin bir renklendirmesini elde etmis oluruz. Buradan | X| > X(C_?)’dir. O halde G’nin
her gereni i¢in G'nin bir renklendirmesi olusturulabileceginden

Sp(G) > x(G)dir.

Uyar:: Bir cizgenin tamsal 6rtiim sayisi, biitiinleyeninin kromatik sayisina esit oldugun-

dan; yani k(G) = x(G) oldugundan yukaridaki uyaridan yola g¢ikarak Sp(G) > k(G)
oldugu goriiliir.

Ornek 4.19. G cizgesi ve biitiinleyeni Sekil 4.19’daki gibi olsun. Sp(G) = 6 ve
X(C:’) = 3'diir. Buna gore V(G) = {1,2,3,4,5} olmak iizere G 'nin bir gereni

A = {{a,b},{b,c, f},{c,d},{d,e},{e, f}} ailesidir. Bu aileye gore G'nin bir 5-

renklendirilmesi sekildeki gibidir.

dr {b.c, b
{ca} { Ef} {a1}

.
=
4 5

(dey {ef

a d b

1 4 2

_ * .
3 5
c e

Sekil 4.19. Bir gereni verilmis G ¢izgesi ve 5-renklendirilmesi verilmig biitiinleyeni

49



5. KAYNAKLAR
Anderson, 1., 2002. Combinatorics of Finite Sets. Dover Publications, 250. New York.

Balakrishnan, R., Ranganathan, K., 2000. A Textbook of Graph Theory. Springer,
227. New York.

Bey, C., Engel, K., Katona, G.O.H., Leck, U., 2002.
On the Average Size of Sets in Intersecting Sperner Families. Discrete

Mathematics, 257, 259-266.

Hamburger, P., Por, A., Walsh, M., 2009. Kneser Representations of Graphs. STAM
Journal on Discrete Mathematics, Volume 23, No:2, 1071-1081.

Jukna, S., 2009. On Set Intersection Representations of Graphs. Journal of Graph
Theory, Volume 61, Issue 1, 55-75.

Katona, G.O.H., 1997. Extremal Problems for Finite Sets and Conveks Hulls.
Discrete Mathematics, 164, 175-185.

Katona, G.O.H., 1998. A Simple Proof of a Theorem of Milner. Journal of
Combinatorial Theory, A83, 138-140.

Kong, J., Yaokun, W., 2009. On Economical Set Representations of Graphs.
Discrete Mathematics and Theoretical Computer Science, Volume 11:2,

71-96.

Milner, E.C., 1968. A Combinatorial Theory on System of Sets. Journal of the
London Mathematical Society, 43,204-206.

Scott, A.D., 1999. Another Simple Proof of a Theorem of Milner. Journal of
Combinatorial Theory, A87, 379-380.

West, D.B., 1996. Introduction to Graph Theory. Prentice Hall, 512. USA.

50



OZGECMIS

Ad1 Soyadi : Giilnur Baser
Dogum Yeri ve Yili - ISPARTA 1985
Medeni Hali : Bekar

Yabanci Dili : Ingilizce

Egitim Durumu (Kurum ve Y1l)

Lise : Antalya Gazi Lisesi 1999-2002
Lisans : Siileyman Demirel Universitesi Fen Edebiyat
Fakiiltesi

Matematik Bolimii 2003-2007
Yiiksek Lisans : Siileyman Demirel Universitesi Fen Bilimleri
Enstitlisii

Matematik Boliimii 2007-...

Yayinlar1 (SCI ve diger makaleler)
1-Bager, G. and Taylan, D. “Linear N-graphs” Undergraduate Math. Journal, RHIT,
Vol. 8, No:1, (2007), 1-6.

51



	İçindekiler
	1.-2. Bölüm
	3. Bölüm
	4. Bölüm
	gulnur ozgeçmis

