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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

Ç·IZGELER·IN SPERNER SAYILARI

Gülnur BAŞER

Süleyman Demirel Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Doç. Dr. Yusuf C·IVAN

Dört bölümden oluşan bu tezde Çizgelerin Sperner say¬lar¬tan¬t¬lm¬̧s ve incelenmi̧stir.

Bu çal¬̧smaya gerekli olan baz¬temel Çizgeler teorisi ile ilgili tan¬mlarla giri̧s yap¬lm¬̧st¬r.

·Ilk bölümde çal¬̧smam¬zla ilgili olan Milner�¬n bir teoremine yer verilmi̧stir (Milner,

1968). Bu çal¬̧smada Milner�¬n bu teoreminin ·Ispat¬Scott�dan al¬nm¬̧st¬r (Scott, 1999).

·Ikinci bölümde arakesit çizgesi ve bir çizgenin Sperner say¬s¬tan¬t¬lm¬̧st¬r ve her sonlu

çizgenin bir Sperner say¬s¬oldu¼gu ispatlanm¬̧st¬r. Milner�¬n teoremi yard¬m¬yla tam çiz-

genin Sperner say¬s¬hesaplanm¬̧st¬r; ayr¬ca iki-çoklu çizgenin de Sperner say¬s¬burada

verilmi̧stir. Bir G çizgesinin verilen herhangi bir v köşesi için v�nin Sperner derecesi

tan¬t¬lm¬̧s ve v�nin Sperner derecesi ile v�nin komşuluklar¬n¬n indirgedi¼gi altçizgenin

tamsal örtüm say¬s¬aras¬ndaki ili̧skiyi veren bir teorem ispatlanm¬̧st¬r.

Üçüncü bölümde, bu çal¬̧sma çizgelerin regüler gerenleriyle geni̧sletilmi̧stir ve regüler

Sperner say¬lar¬ tan¬mlanm¬̧st¬r. Verilen bir çizgenin bir k-regüler gereninin hangi

durumlarda mevcut oldu¼gu incelenmi̧stir. Sperner say¬s¬ ile regüler Sperner say¬s¬

aras¬nda ili̧skiye de¼ginilmi̧stir. Örnek olarak tam çizgenin ve tam iki-çoklu çizgenin

regüler Sperner say¬lar¬hesaplanm¬̧st¬r.

Son bölümde çizgelerin Sperner say¬lar¬ için çeşitli s¬n¬rlar bulman¬n üzerinde durul-

muştur. ·Ilk önce bir çizgenin Sperner say¬s¬n¬n ba¼g¬ms¬zl¬k say¬s¬n¬n iki kat¬ndan daha

büyük veya eşit oldu¼gu ifade ve ispat edilmi̧stir. Ard¬ndan bu ifadenin eşitlik duru-

muna bak¬lm¬̧st¬r; yani bir çizgenin Sperner say¬s¬n¬n, ba¼g¬ms¬zl¬k say¬s¬n¬n iki kat¬na
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eşit oldu¼gu durumlar incelenmi̧stir. Daha sonra da ba¼g¬ms¬zl¬k say¬s¬n¬n iki kat¬n-

dan daha büyük oldu¼gu durumlara bak¬lm¬̧st¬r. Bunlar¬n ard¬nda ise bir çizgenin bir

kenar¬n¬n at¬lmas¬yla ve bir kenar¬n¬n büzülmesiyle Sperner say¬s¬n¬n nas¬l de¼gi̧siklik

gösterdi¼gi incelenmi̧stir. Son olarak bir çizgenin Sperner say¬s¬ile bütünleyeninin kro-

matik say¬s¬aras¬ndaki ili̧ski aç¬klanm¬̧s, bunun bir sonucu olarak bir çizgenin Sperner

say¬s¬n¬n tamsal örtüm say¬s¬ndan daha büyük veya eşit oldu¼gu görülmüştür.

Anahtar Kelimeler: Çizge, Sperner say¬s¬, geren, ba¼g¬ms¬zl¬k say¬s¬.

2009, 50 sayfa

v



ABSTRACT

M.Sc. Thesis

SPERNER NUMBER OF GRAPHS

Gülnur BAŞER

Süleyman Demirel University

Graduate School of Applied and Natural Sciences

Mathematics Department

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Yusuf C·IVAN

In this thesis that consists of four chapters we introduce and study the Sperner

numbers of graphs. We begin our work with providing some basic de�nitions of graph

theory that are needed throughout our thesis.

Apart from the common terminologies of graph theory, we supply some of the known

results such as Milner�s theorem (Milner, 1968, Katona, 1998) that are related to our

work in the �rst chapter. The proof of Milner�s theorem that we state here is due to

Scott (Scott, 1999).

The de�nition of the Sperner number of a graph is given in the second chapter, where

we also prove that it is well-de�ned, that is, every �nite graph has a Sperner number.

We there compute the Sperner number of complete graphs (by use of Milner�s theorem)

and complete bipartite graphs. For any given vertex v of a graph G, we introduce the

Sperner degree of v, and prove a theorem that relates the Sperner degree of v to the

clique-covering number of the subgraph induced by the neighborhoods of v.

In chapter three, we extend our work to include uniform realizers of graphs, and de�ne

the regular Sperner numbers. We investigate the existence of a k-regular realizer of a

given graph, and discuss the relation between k-regular Sperner numbers and ordinary

Sperner numbers of graphs. As examples, we compute k-regular Sperner numbers of

complete and complete bipartite graphs.

The �nal chapter is devoted to �nd various bounds on the Sperner numbers of graphs.
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We prove that the Sperner number of a graph is bounded below by the twice of the

independence number of that graph. In the case of equality, we o¤er a detailed analysis

of graphs satisfying this condition. Moreover, we also study those graphs such that this

bound is strict. We there also investigate how the Sperner number is e¤ected under

some graph operations, such as edge-contractions. Finally, we explain the relation

between the Sperner number of a graph and the chromatic number of its complement.

As a result, we prove that the Sperner number of a given graph is greater than or equal

to the clique-covering number of the graph.

Keywords: Graph, Sperner number, realizer, independence number.

2009, 50 pages
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TEŞEKKÜR
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Derece Degree
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Germe fonksiyonu Realizing map

Sperner say¬s¬ Sperner number
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Kn n-köşeli tam çizge
_
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G=e G�de e kenar¬n¬n büzülmesi
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[n](k) [n]�nin k-elemanl¬altkümelerinin ailesi
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1: G·IR·IŞ

Bu tez çal¬̧smas¬nda, Sperner aileleri kullan¬lm¬̧st¬r ve bundan yola ç¬karak arakesit

çizgesi yard¬m¬yla bir çizgenin Sperner say¬s¬hesaplanm¬̧st¬r.

Sperner aileleri, bu çal¬̧smada oldu¼gu gibi pek çok yerde kullan¬lm¬̧st¬r. Katona bir

makalesinde Sperner ailesinin maksimum eleman say¬s¬n¬vermi̧s ve bu ailelerden elde

etti¼gi vektörlerle bir çal¬̧sma yapm¬̧st¬r (Katona, 1997). Bey vd. (2002) arakasit

Sperner ailelerinin eleman say¬lar¬n¬incelemi̧stir. Pek çok kitapta da Sperner ailelerine

ve bu ailelerle ilgili özelliklere yer verilir.

Yap¬lan bu çal¬̧smada ise Sperner aileleri çizge elde etmek için kullan¬lm¬̧st¬r. Lite-

ratürde kümeler ailesinden çizge oluşturarak yap¬lan pek çok çal¬̧sma vard¬r. Bunlar-

dan biri Kong ve Yaokun (2009)�nun arakesit çizge kullanarak yapt¬klar¬çal¬̧smad¬r.

Arakesit çizgeyi oluşturan aileler yard¬m¬yla çizgelerin arakesit say¬lar¬n¬tan¬mlam¬̧slar

ve bu say¬lar¬n çeşitli türleri aras¬ndaki ili̧skiyi incelemi̧slerdir. Jukna (2009) da bir

makalesinde çizgelerin köşelerine kümeler karş¬l¬k getirerek bir tan¬mlama yapm¬̧s ve

bu tan¬mlamaya göre iki-çoklu çizgeleri incelemi̧stir. Jukna, Yap¬lan tez çal¬̧smas¬n-

dan farkl¬ olarak çizgenin köşelerine karş¬l¬k gelen kümelerin arakesitlerinin eleman

say¬lar¬na göre çizgenin kenarlar¬n¬ belirlemi̧stir. Hamburger vd. (2009) sonlu bir

kümenin k-elemanl¬ altkümelerinden oluşan bir aile yard¬m¬yla çizgeler elde ederek

bir çal¬̧sma yapm¬̧slard¬r. Bu ailede ayr¬k olan kümeler aras¬nda kenar oluşturarak

çizgeler meydana getirilmi̧stir ve oluşabilecek çizgelere göre k-tamsay¬s¬n¬n durumu in-

celenmi̧stir.

Bu çal¬̧smada ise Sperner aileleri yard¬m¬yla çizgeler elde edilerek basit bir çizgenin

Sperner say¬s¬incelenmi̧s ve buna ili̧skin s¬n¬rlar elde edilmi̧stir. Bunun için Sperner

ailesi ve geren tan¬mlar¬n¬n yan¬ s¬ra çal¬̧smada gerekli olan çizgeler teorisiyle ilgili

temel kavramlar verilmi̧stir. Bu temel kavramlar için West (1996)�in ve Balakrishnan

ve Ranganathan (2000)�¬n kitaplar¬ndan yararlan¬lm¬̧st¬r.
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1:1: Temel Kavramlar

Tan¬m 1.1.1. X boştan farkl¬bir küme ve P(X) kümesi X�in kuvvet kümesi olmak

üzere aşa¼g¬daki iki özellik sa¼glan¬yor ise A = fAi : i 2 Ig � P(X) alt ailesine bir (tam)

Sperner ailesi denir.

i) (Taml¬k özelli¼gi:) X = [
i2I
Ai,

ii) (Sperner özelli¼gi:) Her i; j 2 I, i 6= j için Ai * Aj .

Örne¼gin, X = fa; b; c; dg kümesi üzerinde A = ffa; cg ; fb; dg ; fc; dgg ailesi bir Sperner

ailesidir.

Tan¬m 1.1.2. V sonlu bir küme ve E � V � V bir altküme olmak üzere G = (V;E)

ikilisine bir çizge denir. E¼ger E � V � V n f(v; v) : v 2 V g ise G�ye basit çizge denir.

G�nin köşelerinin kümesi V (G), kenarlar¬n¬n kümesi E(G) ile gösterilir. Ayr¬ca u ve

v aras¬nda bir kenar e = (u; v) şeklinde belirtilir. G�nin mertebesi (köşelerinin say¬s¬)

jGj ile; G�nin kenarlar¬n¬n say¬s¬ kGk ile gösterilir.

Tan¬m 1.1.3. G ve H iki çizge olsun. Buna göre V (H) � V (G) ve E(H) � E(G) ise

H çizgesine G çizgesinin altçizgesi denir. Ayr¬ca V (H)�deki köşelerin G�de oluşturdu¼gu

her kenar E(H)�ye ait ise H çizgesine G çizgesinin indirgenmiş altçizgesi denir. H

çizgesi G çizgesinin indirgenmi̧s altçizgesi ise H � G ile gösterilir.

Tan¬m 1.1.4. G = (V;E) bir çizge ve S � V olsun. Her u; v 2 S için (u; v) =2 E ise

S kümesine G çizgesinde bir ba¼g¬ms¬z küme denir. Ayr¬ca

� (G) := maks fjSj j S � V kümesi G çizgesinde ba¼g¬ms¬z kümeg

say¬s¬na G çizgesinin ba¼g¬ms¬zl¬k say¬s¬denir.

Tan¬m 1.1.5. Bir G çizgesi için

N (v) = fw 2 V j (v; w) 2 Eg

kümesine v�nin G�deki (aç¬k) komşulu¼gu denir.

Tan¬m 1.1.6. Bir G çizgesinde bulunan bir v köşesi için jN (v)j say¬s¬na v köşesinin

derecesi denir ve dG (v) (veya d(v)) ile gösterilir. Bütün köşelerinin derecesi k olan

çizgelere k�regüler çizge denir. Ayr¬ca�(G) := maksfd(v) j v 2 V (G)g say¬s¬na G�nin

maksimum derecesi ve �(G) := minfd(v) j v 2 V (G)g say¬s¬na da G�nin minimum

2



derecesi denir.

Tan¬m 1.1.7 fv1; v2; :::; vng köşelerin bir kümesi olsun. Her 2 � i � n için (vi�1; vi)

bir kenar ise birbirinden farkl¬v1; v2; :::; vn köşelerinin s¬ralanm¬̧s bir listesine yol denir.

Benzer şekilde (vi�1; vi) ve (vn; v1) kenar ise v1; v2; :::; vn köşelerinin s¬ralanm¬̧s listesine

bir döngü denir. n-köşeli bir yol Pn ile, n-köşeli bir döngü Cn ile gösterilir. Her iki

köşesi aras¬nda bir kenar bulunan basit çizgelere tam çizge denir ve n-köşeli bir tam

çizge Kn ile gösterilir. Yani Kn =
�
[n]; [n](2)

�
�dir.

Tan¬m 1.1.8. Bir G çizgesinde herhangi iki a, b köşesi için bir a,b-yolu mevcut ise G

çizgesine ba¼glant¬l¬çizge denir.

Tan¬m 1.1.9. Döngü içermeyen çizgelere orman, ba¼glant¬l¬bir ormana a¼gaç denir.

Tan¬m 1.1.10. G = (V;E) bir çizge olsun. Buna göre

(u; v) 2 E0 () (u; v) =2 E(G)

koşulunu sa¼glayan
�
G =

�
V;E

0
�
çizgesine G çizgesinin bütünleyeni denir.

Tan¬m 1.1.11. G ve H birer çizge olmak üzere, f : V (G) ! V (H) fonksiyonu

için (u; v) 2 E (G) oldu¼gunda (f (u) ; f (v)) 2 E (H) sa¼glan¬yorsa f fonksiyonuna G

çizgesinden H çizgesine bir homomor�zma denir.

Tan¬m 1.1.12. G ve H birer çizge olmak üzere f : V (G) ! V (H) birebir ve örten

fonksiyonu için

(u; v) 2 E (G), (f (u) ; f (v)) 2 E (H)

sa¼glan¬yorsa f fonksiyonuna G çizgesinden H çizgesine bir izomor�zma denir. E¼ger G

çizgesinden H çizgesine bir izomor�zma varsa G çizgesi H çizgesine izomor�ktir denir

ve G �= H şeklinde gösterilir.

Tan¬m 1.1.13. G = (V;E) çizgesinin indirgenmi̧s bir tam altçizgesine G çizgesinin

bir tamsal¬denir. Bir S � V kümesi için G [S] �= Kk ise S kümesine bir k�tam denir.

Ayr¬ca

! (G) := maks fk 2 N j G bir k � tama sahipg

say¬s¬na G çizgesinin tamsal say¬s¬ denir.

Tan¬m 1.1.14. G bir çizge olsun. G�nin köşelerini örten tamsallara tamsal örtüm,

3



minimal elemanl¬bir tamsal örtümün eleman say¬s¬na da tamsal örtüm say¬s¬ denir.

Bir G çizgesinin tamsal örtüm say¬s¬k(G) ile gösterilir.

Tan¬m 1.1.15. G çizgesindeki köşeler n-tane boş olmayan ba¼g¬ms¬z kümeye parçala-

nabiliyorsa G�ye n-çoklu çizge denir.

G çizgesi n-çoklu çizge olmak üzere V1; V2; :::; Vn bu çizgedeki ba¼g¬ms¬z kümeler olsun.

Buna göre 1 � i < j � n olmak üzere, her vi 2 Vi ve her vj 2 Vj için (vi; vj) 2 E(G)

ise G�ye tam n-çoklu çizge denir. G tam n-çoklu çizgesi, her i = 1; 2; :::; n için jVij = pi

olmak üzere, Kp1;p2;:::;pn şeklinde gösterilir.

Tan¬m 1.1.16. G = (V;E) bir çizge olsun. Bu takdirde � (v) = � (w) oldu¼gunda,

(v; w) =2 E olacak şekildeki örten bir � : V ! [n] = f1; 2; :::; ng fonksiyonuna G

çizgesinin n-renklendirilmesi denir. Ayr¬ca, G çizgesini renklendirmek için gerekli olan

minimum renk say¬s¬na G çizgesinin kromatik say¬s¬denir ve � (G) ile gösterilir.

Tan¬m 1.1.17. G bir çizge olsun. G çizgesindeki e = (u; v) kenar¬yard¬m¬yla köşe

kümesi V (H) = (V (G)r fu; vg) [ fuvg ve kenar kümesi

E(H) = ff 2 E(G) j u =2 f ve v =2 fg

[ f(w; uv) j w 2 NG(u) [NG (v) ve uv 2 V (H)g

olan H = G=e çizgesini oluşturan operasyona e kenar¬n¬n büzülmesi denir.

Tan¬m 1.1.18. [n] = f1; 2; : : : ; ng kümesinin altkümelerinden oluşan bir F ailesi

verilmi̧s olsun. E¼ger her F;G 2 F için F * G ve F \ G 6= ? ise F ailesine arakesit

Sperner ailesi denir. [n] �nin k-elemanl¬altkümelerinin kümesini [n]k ile gösterelim.

F � [n]k için

@+F :=
n
G 2 [n](k+1) j bir F 2 F için G � F

o
kümesine F�nin üst gölgesi denir.

@�F :=
n
G 2 [n](k�1) j bir F 2 F için G � F

o
kümesine ise F�nin alt gölgesi denir.

k < n
2 ise j@

+Fj � jFj ve k > n
2 ise j@

�Fj � jFj�dir.

Teorem 1.1.19. (Sperner, 1928). A ailesi n-elemanl¬S kümesi üzerinde bir Sperner

ailesi olsun. Bu durumda jAj �
� n
dn2 e

�
�dir.
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·Ispat (Lubell, 1966): Öncelikle S kümesinin elemanlar¬ndan oluşan n!-tane permüta-

syon oldu¼gunu akl¬m¬zda tutal¬m.

S�nin elemanlar¬ndan oluşan bir � permütasyonunun ilk jAj-elemanl¬k¬sm¬,A kümesinin

elemanlar¬ndan oluşuyor ise � permütasyonuna A kümesi ile başlar denilebilir. A ile

başlayan permütasyonlar¬n say¬s¬jAj! (n� jAj)! olmal¬d¬r.

Bir permütasyon, A ailesindeki iki farkl¬ küme ile başlayamaz, çünkü bu kümelerin

biri di¼gerini kapsayabilir; ayr¬ca A ailesindeki farkl¬kümelerle başlayan permütasyon-

lar birbirinden farkl¬d¬r. BöyleceX
A2A

jAj! (n� jAj)! � n!

olur. Buna göre, A�n¬n k-elemanl¬kümelerinin say¬s¬pk ile gösterilirseX
k

k! (n� k)!pk � n!

olup X
k

pk�
n
k

� � 1
elde edilir. Böylece

jAj =
X
k

pk =

�
n�
n
2

��X
k

pk� n
dn2 e

� � � n�
n
2

��X
k

pk�
n
k

� � � n�
n
2

��
bulunur.�

Tan¬m 1.1.20. X = fa1; a2; : : : ; ang kümesi üzerinde tan¬ml¬bir permütasyon � ve

1 � r � n olsun. E¼ger �(a1) = a2; �(a2) = a3; : : : ; �(ar�1) = ar; �(ar) = a1 ve her

a 2 Xnfa1; a2; : : : ; arg için �(a) = a ise ��ye uzunlu¼gu r olan devirli permütasyon ya

da k¬saca r-devirli denir ve � = (a1a2 : : : ar)(ar+1) : : : (an) = (a1a2 : : : ar) ile gösterilir.

Teorem 1.1.21. (Milner, 1968) [n] üzerindeki bir arakesit Sperner ailesi en fazla� n
dn+12 e

�
elemana sahiptir.

·Ispat: (Scott, 1999) F � P(n) maksimum N büyüklükte bir arakasit Sperner ailesi

olsun. E¼ger n-tek say¬ise F ailesi Teorem 1.1.19�dan dolay¬jFj �
� n
dn+12 e

�
�dir.

Şimdi n = 2k oldu¼gu durumu inceleyelim. r = min fjAj j A 2 Fg ve 0 � k � n için

Fk = F \ [n]k olsun. Buradan r < n
2 = k ise F 0 = (FnFr) [ @+Fr ailesini göz önüne

alal¬m. Bu, en az F kadar geni̧s bir arakesit Sperner ailesidir; çünkü j@+Frj � jFrj�dir.

Kabul edelim ki, A 2 F için jAj � n
2 ve r = maks fjAj j A 2 Fg olsun. Buradan
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r > k+ 1 ise F 0 = (FnFr)[ @�Fr ailesini düşünelim. F ailesindeki bütün kümeler en

az n2 -elemana sahip oldu¼gundan bu bir arakesit Sperner ailesidir. Di¼ger taraftan jF
0j �

jFj�dir; çünkü j@�Frj � jFrj�dir. Bu şekilde devam edildi¼ginde, F � [n](k) [ [n](k+1)

olacakt¬r.

G = @+Fk olsun. G ve Fk+1 ayr¬k ve jFk+1j + jGj say¬s¬
� n
dn+12 e

�
ile s¬n¬rland¬¼g¬ndan

jGj � jFkj oldu¼gunu göstermeliyiz.

[n]�nin bir c-devirli permütasyonunu düşünelim ve Fk�n¬n f(c)-eleman¬, G�nin g(c)-

eleman¬c-devirli permütasyon üzerinde, s¬ras¬yla, k-uzunluklu ve k + 1-uzunluklu a-

ral¬klar olarak oluşsun. Buna göre, c-devirli permütasyonundaki k-uzunluklu bir aral¬k

Fk�n¬n eleman¬ise bu aral¬¼g¬n bütünleyeni Fk�ya ait de¼gildir. Bu yüzden

f(c) � n
2 = k�d¬r. Ayr¬ca, k-uzunluklu her aral¬k (k + 1)-uzunluklu bir aral¬¼ga iki

şekilde uzat¬labilir. Bu durumda

g(c) � f(c) + 1 �
�
k + 1

k

�
f(c)

olur. Fk�n¬n herbir eleman¬k!2-tane devirli permütasyonda ve G�nin herbir eleman¬

(k + 1)! (k � 1)!-tane devirli permütasyonda oluşur. Böylece, bütün devirli permütas-

yonlar üzerinden toplam

(k + 1)! (k � 1)! jGj =
X
c

g(c) � k + 1

k

X
c

f(c) =
k + 1

k
k!2 jFkj

oldu¼gunu gösterir ve buradan jFkj � jGj elde edilir.�

Teorem 1.1.22. (Erdös-Ko-Rado (EKR) Theorem). A1; A2; : : : ; Am kümeleri n-

elemanl¬bir S kümesinin k-elemanl¬altkümeleri olmak üzere k � 1
2n ve her

1 � i; j � m için Ai \Aj 6= ? olsun. Bu durumda m �
�
n�1
k�1
�
�dir.

·Ispat (Katona, 1972): Kabul edelim ki S = f1; 2; : : : ; ng olsun. 1; 2; : : : ; n�nin herbir

� devirli permütasyonu ve her bir Ai kümesi için

f(�;Ai) =

8<: 1; � devirli permütasyonu Ai�yi içeriyorsa,

0; aksi takdirde,

olarak tan¬mlans¬n.
X
i;�

f(�;Ai)�yi iki farkl¬şekilde sayabiliriz. ·Ilki

X
i;�

f(�;Ai) =
X
i

X
�

1
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dir. (Burada ikinci toplam Ai�yi içeren � devirli permütasyonlar¬üzerindedir.) Herbir

�, ard¬̧s¬k elemanlar¬n n-tane k-elemanl¬kümesine sahiptir. (n� 1)!-tane devirli per-

mütasyonun tümü düşünüldü¼günde, S�nin
�
n
k

�
-tane k-elemanl¬altkümelerinin herbiri

s¬ral¬elemanlar olarak oluşacakt¬r. Buna göre

X
�

1 =
n(n� 1)!�

n
k

� =
n!�
n
k

�
olur. Böylece X

i;�

f(�;Ai) =
m:n!�
n
k

� (1.1)

elde edilir.

E¼ger herhangi bir � devirli permütasyonununAi kümelerinin en fazla k-tanesini içerdi¼gi-

ni gösterebilirsek (bu Teorem 1.1.23�de gösterilecek.)

X
i;�

f(�;Ai) =
X
�

X
i

(Ai;��da)

1 �
X
�

k = (n� 1)!:k (1.2)

olur. (1.1) ve (1.2) karş¬laşt¬r¬ld¬¼g¬nda

m:n!�
n
k

� �
�
n� 1
k � 1

�
bulunur; yani

m � k

n

�
n

k

�
=

�
n� 1
k � 1

�
olur.�

Teorem 1.1.23. (Katona, 1972). E¼ger [n]�nin devirli bir permütasyonu � ve [n]�nin

Ai kümeleri Teorem 1.1.22�deki gibi ise � devirli permütasyonu Ai kümelerinin en fazla

k-tanesini içerebilir.

·Ispat: Kabul edelim ki Ah kümesi ��n¬n ard¬̧s¬k x1; x2; : : : ; xk elemanlar¬olarak oluş-

sun. Buna göre Ai�lerin arakesit özelli¼ginden dolay¬� üzerinde oluşan di¼ger kümeler-

den sadece (k � 1)-tanesi xi (1 � i � k) ile başlayan Ai kümeleri ve (k � 1)-tanesi xi
(1 � i � k�1) ile biten Bi kümeleridir. Fakat A1 = Bk�d¬r ve 1 � i � k�1 oldu¼gunda

Ai+1 ve Bi�den en fazla biri ailede bulunabilir; çünkü Ai+1 \ Bi = ?�dir. Bu yüzden

aile bu kümelerin en fazla 1 + (k � 1) = k-tanesini içerebilir.�
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2: Ç·IZGELER·IN SPERNER SAYILARI

Bu bölümde, bir (basit) çizgenin Sperner say¬s¬ tan¬mlanarak örnekler verilecektir.

Ayr¬ca, Sperner say¬s¬ ile ilgili inceledi¼gimiz baz¬ özelliklerden bahsedilecektir. Son

olarak da bir v köşesinin Sperner derecesi kavram¬tan¬mlanarak, bu tan¬mla ilgili bir

teorem verilecektir. Bu tan¬m ve teorem sonraki bölümlerde kullan¬lacakt¬r.

Tan¬m 2.1. A boştan farkl¬kümelerin bir ailesi, G(A) ise köşe kümesi A�n¬n eleman-

lar¬ndan oluşan bir çizge olsun. E¼ger, G(A)�da iki farkl¬köşenin bir kenar oluşturmas¬

için gerek ve yeter şart bu iki köşeye karş¬l¬k gelen kümelerin kesi̧siminin boştan farkl¬

olmas¬ise G(A)�ya A�n¬n arakesit çizgesi denir.

Tan¬m 2.2. G = (V;E) basit çizge olmak üzere, A bir X kümesi üzerinde bir Sperner

ailesi olsun. Bu durumda, e¼ger G çizgesi A�n¬n kesi̧sim çizgesine izomor�k ise A�ya

G�nin gereni denir. Yani, A ailesi G�nin gereni ise

(u; v) 2 E , 8u; v 2 V için �(u) \ �(v) 6= ?

şart¬n¬sa¼glayan bir � : V ! A birebir örten fonksiyonu vard¬r. Bu durumda, (X;A; �)�ye

G�nin bir gereni, ��ye de germe fonksiyonu denir.

Örnek 2.3. X = fa; b; c; d; e; fg veA = ffa; b; cg ; fa; dg ; fb; eg ; fc; fgg olsun. A, aşa¼g¬-

daki şekildeki çizgenin bir gerenidir.

Şekil 2.1. G(A) arakesit çizgesine izomor�k bir çizge
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Tan¬m 2.4. G basit bir çizge olsun. Bu takdirde

Sp(G) = minfk j G�nin bir ([k];A; �) gereni vard¬rg

say¬s¬na G�nin Sperner say¬s¬denir.

Örnek 2.5. Sp(K4) = 4�dür. Ayr¬ca X = fa; b; c; dg ve

A = ffa; b; cg ; fa; dg ; fb; dg ; fc; dgg olmak üzere A ailesi K4�ün bir gerenidir.

Şekil 2.2. Bir gereni ile verilmi̧s K4 tam çizgesi

Örnek 2.6. Şekil 2.3�deki gibi verilen G çizgesi için Sp(G) = 6�d¬r. G�nin bu şart¬

sa¼glayan bir gereni A = ffa; bg ; fa; cg ; fa; dg ; fb; eg ; fb; fgg�d¬r.

Şekil 2.3. Sperner say¬s¬6 olan bir çizge
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Teorem 2.7. Her basit çizgenin bir Sperner say¬s¬vard¬r.

·Ispat: G bir basit çizge olsun. G�nin en az bir gereninin oldu¼gunu gösterelim.

U = fu 2 V j d(u) = 1g, V = fw 2 V j d(w) = 0g ve Z = fz 2 V j d(z) > 1g olarak

alal¬m. Ayr¬ca d1(G) = jU j ve d0(G) = jW j ile gösterelim. Bu durumda

V = U [W [Z�dir. Ayr¬ca X = E[faw1 ; aw2 ; : : : ; awjW jg[
n
au1 ; au2 ; : : : ; aujUj

o
olsun.

Buradan her z 2 Z için E(z) := fe 2 E j z 2 eg ve her w 2 W için E(w) := fawg ve

her u 2 U için u 2 eu 2 E olmak üzere E(u) := feu; aug olarak tan¬mlans¬n. Buradan

"(G) := fE(v) j v 2 V g olarak tan¬mlayal¬m. Buna göre �G : V ! "(G) fonksiyonu

�G(v) := E(v) olarak tan¬mlan¬rsa (X; "(G); �G) üçlüsü G�nin bir gereni olur. Ayr¬ca,

Sp(G) � kGk+ d1(G) + d0(G)

elde edilir. Buna göre her basit G çizgesinin bir Sperner say¬s¬vard¬r.�

Sonuç 2.8. G = (V;E) basit çizge olsun. Bu durumda her v 2 V için d(v) > 1 ise

Sp(G) � kGk

olur.

·Ispat: Her v 2 V için E(v) := fe 2 E : v 2 eg olmak üzere "(G) := fE(v) : v 2 V g

olsun. �G : V ! "(G) fonksiyonu �G(v) := E(v) olacak şekilde tan¬mlan¬rsa, d(v) > 1

oldu¼gundan (E; "(G); �G) üçlüsü G�nin gereni olur. Böylece

Sp(G) � kGk

oldu¼gu görülür.�

Örnek 2.9. G = K4 alal¬m. Her v 2 V (K4) için d(v) > 1�dir. Buna göre

Sp(K4) = 4 � 6 = kK4k�dür.
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Örnek 2.10. Şekil 2.4�deki G çizgesi için Sp(G) = 7 ve kGk = 11, ayr¬ca

d(u) = 1�dir.

Şekil 2.4. Derecesi 1 olan köşesi olmas¬na ra¼gmen

Sperner say¬s¬kenar say¬s¬ndan küçük olan bir çizge

Tan¬m 2.11. G = (V;E) basit bir çizge ve her v 2 V için d(v) > 1 olsun. Buna göre

(E; "(G); �G) üçlüsüne G�nin kenar-gereni denir.

Teorem 2.12. G = (V;E) basit bir çizge olsun. Her v 2 V için

Sp(G� v) � Sp(G)

olur. E¼ger d(v) = 0 veya 1 ise eşitsizlik kesindir.

·Ispat: Sp(G) = t diyelim ve � : V ! A fonksiyonu, G için t-elemanl¬bir X kümesi

üzerindeki germe fonksiyonu olsun. G�den key� bir v köşesi att¬¼g¬m¬zda d(v)-tane

kenar¬da v�nin beraberinde G�den silmi̧s oluruz. Fakat G�nin di¼ger köşeleri aras¬ndaki

kenarlar ayn¬kal¬r. O halde Anf� (v)g Sperner ailesi G� v�yi gerer. Böylece

Sp(G� v) � Sp(G)

elde edilir.
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d(v) = 0 ise her u 2 V n fvgiçin � (v)\� (u) = ?�dur. O halde Xn� (v) kümesi üzerinde

tan¬mlanan Sperner ailesi G� v�yi gerer ve

Sp(G� v) < Sp(G)

oldu¼gu görülür.

d(v) = 1 ise bir a 2 � (v) vard¬r öyle ki her u 2 V n fvg için a =2 � (u)�dur. Buna göre

jXn fagj-tane eleman (G� v)�yi germek için yeterlidir. O halde

Sp(G� v) < Sp(G)

olur.�

Örnek 2.13. G çizgesi Şekil 2.5�deki gibi verilmi̧s olsun. Sp(G) = 7, Sp(G�f3; 4g) =

6 < 7 ve Sp(G � 3) = 6 < 7�dir. X = fa; b; c; d; e; f; gg olmak üzere G�nin bir gereni

A = ffa; bg ; fa; cg ; fb; c; dg ; fd; e; fg ; fe; gg ; ff; ggg�dir

Şekil 2.5. G çizgesinden köşeleri silinerek elde edilen çizgeler

Teorem 2.12.�den dolay¬aşa¼g¬daki sonuç verilebilir.
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Sonuç 2.14. G basit bir çizge ve H de G�nin indirgenmi̧s altçizgesi olsun. Buna göre

Sp(H) � Sp(G)

olur.

·Ispat: H altçizgesi G�nin indirgenmi̧s altçizgesi oldu¼gundan V (H) � V (G) ve

E(H) = fe = (u; v) 2 E(G) j u; v 2 V (H)g�d¬r. Buna göre

V (G)nV (H) = fv1; v2; : : : ; vtg olmak üzere H �= G� fv1; v2; : : : ; vtg�dir.

Her v 2 V için Sp(G� v) � Sp(G) oldu¼gundan G�den t-tane köşe at¬l¬rsa

Sp (G) � Sp(G� v1) � Sp(G� fv1; v2g)
...

� Sp (G� fv1; v2; : : : ; vtg) = Sp(H)

elde edilir.�

Uyar¬: Bir G çizgesinin tamsal say¬s¬!(G) = ! olmak üzere

Sp(G) � Sp(K!)

oldu¼gu Sonuç 2.14�den kolayl¬kla görülebilir.

!(G) = !, oldu¼gundan G�deki en büyük tamsal K!�dir ve bu G�nin indirgenmi̧s altçiz-

gesidir.

Teorem 2.15. G = (V;E) üçgen içermeyen bir çizge ve her v 2 V için d(v) > 1 ise

Sp(G) = kGk

olur.

·Ispat: Lemma 2.8.�den (E; "(G); �G) üçlüsü G�nin bir gerenidir ve Sp(G) � kGk�dir.
·Iddiay¬ ispat etmek için G�nin key� bir (X;A; �) gereni için kGk � jXj oldu¼gunu

göstermek yeterlidir.

G üçgen içermedi¼ginden her v 2 V için j�G(v)j � j�(v)j�dir. Ayr¬ca, G�nin bir gereninin

en fazla iki farkl¬eleman¬boştan farkl¬bir arakesite sahip olabilir; yani her u; v 2 V
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için j�G(v) \ �G(u)j � 1�dir. Bu nedenle,

kGk = jEj =
����� [
v2V

�G(v)

�����
=

0@X
v2V

j�G(v)j �
X

(u;v)2E
j�G(v) \ �G(u)j

1A
�

0@X
v2V

j�(v)j �
X

(u;v)2E
j�(v) \ �(u)j

1A =

����� [
v2V

�(v)

����� = jXj
elde edilir.�

Örnek 2.16. n > 3 için Cn döngüsü üçgen içermedi¼ginden ve her v 2 Cn için

d(v) = 2 > 1 oldu¼gundan

Sp(Cn) = kCnk = n

olur.

Teorem 2.17. G = (V;E) üçgen içermeyen ba¼glant¬l¬bir çizge ve d1(G) := jfv 2 V : d(v) = 1gj

olmak üzere

Sp(G) = d1(G) + kGk

olur.

·Ispat: kGk üzerinden tümevar¬m yapal¬m. kGk = 0 ise yani G hiç kenar içermiyorsa,

G ba¼glant¬l¬oldu¼gundan jGj = 1 olup Sp(G) = 1�dir.

kGk = n > 0 için Sp(G) = d1(G) + kGk ifadesinin do¼gru oldu¼gunu kabul edelim.

G ba¼glant¬l¬, üçgen içermeyen bir çizge, kGk = n + 1 ve d1(G) = m olsun. E¼ger

v köşesi G�nin derecesi 1 olan bir köşesi ise G � v ba¼glant¬l¬ve üçgen içermeyen bir

çizgedir ve kG� vk = n�dir. Ayr¬ca, u 2 V (G) köşesi v ile kenar oluşturan tek köşe ise

G� v�de u�nun derecesinin bir olup olmamas¬na ba¼gl¬olarak Sp(G� v) = m+ n veya

m� 1 + n�dir.
·Ilk olarak, G� v�de d(u) = 1 kabul edelim ve (m+ n)-elemanl¬bir X kümesi üzerinde

G � v için � : V (G � v) ! A bir germe fonksiyonu olsun. Bu durumda, G � v�de

d(u) = 1 oldu¼gundan bir xu 2 X eleman¬sadece �(u) taraf¬ndan kapsan¬r. Bir x0 =2 X

için X 0 := X [ fx0g ve A0 := A [ ffxu; x0gg olmak üzere w 6= v ve �0(v) = fxu; x0g

olacak şekilde �0 : V (G)! A0 fonksiyonu �0(w) := �(w) ile tan¬mlans¬n. Bu durumda

�0 fonksiyonu (m+n+1)-elemanl¬bir küme üzerinde G için bir germe fonksiyonudur.

Buna göre Sp(G) = m+ n+ 1�dir.
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·Ikinci olarak, G � v�de d(u) > 1 kabul edelim. Bu durumda, Sp(G � v) = m + n � 1

olur. Ayr¬ca, (m + n � 1)-elemanl¬bir Y kümesi üzerinde bir germe fonksiyonu � :

V (G � v) ! B verilsin. Herhangi iki y0; y1 =2 Y için Y 0 := Y [ fy0; y1g ve B0 :=

Bn f�(u)g [ f�(u) [ fy0g ; fy0; y1gg alal¬m. Buna göre �0 : V (G) ! B0 fonksiyonu;

w 6= u; v, �0(u) := �(u) [ fy0g ve �0(v) := fy0; y1g olacak şekilde �0(w) := �(w) olarak

tan¬mlans¬n. Bu durumda, �0 fonksiyonu (m + n + 1)-elemanl¬bir küme üzerinde G

için bir germe fonksiyonudur. O halde Sp(G) = m+ n+ 1 olur.�

Örnek 2.18. n > 1 için Pn yolu üçgen içermeyen ba¼glant¬l¬bir çizgedir. Her i 2

f2; 3; :::; n�1g için d(vi) = 2 > 1 ve d(v1) = d(vn) = 1 olup d1(Pn) = jfv1; vngj = 2�dir.

Buna göre Sp(Pn) = kPnk+ d1(Pn) = n� 1 + 2 = n+ 1�dir.

Örnek 2.19. Aşa¼g¬daki gibi verilen G çizgesi üçgen içermeyen bir çizge olup, kGk = 8

ve d1(G) = 1�dir. Buna göre, Sp(G) = 8 + 1 = 9�dur.

Şekil 2.6. Derecesi 1 olan köşe ve kenar say¬s¬ile

Sperner say¬s¬hesaplanabilen bir çizge

Örnek 2.20. T çizgesi n-köşeli bir a¼gaç ve T�nin yapraklar¬n¬n say¬s¬ m olsun.

T bir a¼gaç oldu¼gundan üçgen içermez. O halde, kTk = n�1 ve d1(T ) = m oldu¼gundan

Sp(T ) = n+m� 1�dir.

Örne¼gin Şekil 2.7�deki a¼gac¬n kenar say¬s¬6, yaprak say¬s¬5 olup Sperner say¬s¬
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6 + 5 = 11�dir.

Şekil 2.7. Bir gereni ile birlikte verilmi̧s bir a¼gaç

Örnek 2.21. Şekil 2.8�deki gibi resmedilmi̧s zarf şeklindeki çizge; Sperner say¬s¬,

mertebesinden küçük olabilen bir çizgenin var oldu¼gunu gösterir.

Şekil 2.8. Sperner say¬s¬mertebesinden küçük olan bir çizge

Sp(G) = 4 < 5 = jGj�dir.

Şimdi Milner (1968)�¬n teoremi olan Teorem 1.1.21�in bir sonucu olarak, tam çizgenin

Sperner say¬s¬n¬ve ard¬ndan iki-çoklu çizgenin Sperner say¬s¬n¬verelim.

Teorem 2.22. Her n;m > 1 için

i) Sp(Kn) = t(n)�dir. Burada t(n),

n �

0@ t(n)l
t(n)+1
2

m
1A
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koşulunu sa¼glayan en küçük tamsay¬d¬r.

ii) Sp(Kn;m) = nm�dir.

·Ispat: i) Teorem 1.1.21�den m-elemanl¬ bir küme üzerinde inşaa edilebilecek mak-

simum elemanl¬ arakesit Sperner ailesi

0@ m�
m+1
2

�
1A-elemanl¬d¬r. Böyle bir Sperner

ailesinin bir tam çizgeyi germesi mümkündür. E¼ger n-köşeli bir tam çizgeyi geren

A Sperner ailesi için jAj �

0@ t(n)l
t(n)+1
2

m
1A oluyor ise bu eşitsizli¼gi sa¼glayan en küçük

t(n) pozitif tamsay¬s¬n-köşeli tam çizgenin Sperner say¬s¬d¬r.

ii) n � m olsun. V = fv1; :::; vng ve U = fu1; :::; umg olmak üzere Kn;m�nin köşelerinin

kümesini V (Kn;m) = V [ U olarak alal¬m.

(X;A; �) üçlüsü Kn;m�nin herhangi bir gereni ise 1 � i � n için j� (vi)j � m�dir.

1 � i � n ve 1 � j � m için � (vi) :=
�
xi1; x

i
2; :::; x

i
m

	
ve � (uj) :=

n
x1j ; x

2
j ; :::; x

n
j

o
olarak tan¬mlayal¬m.

Y =
�
x11; :::; x

1
m; x

2
1; :::; x

2
m; :::; x

n
1 ; :::; x

n
m

	
kümesi üzerindeki

B := f�(vi) : 1 � i � ng [ f�(uj) : 1 � j � mg

Sperner ailesi Kn;m�nin gerenidir.�

Örnek 2.23. Şekil 2.9�daki K3;4 çizgesi, bir 2-çoklu tam çizgeye örnek olup Sperner

say¬s¬12�dir ve K3;4�ün bu şart¬sa¼glayan bir gereni

ffa; b; cg ; fd; e; fg ; fg; h; {g ; fj; k; lg ; fa; d; g; jg ; fb; e; h; kg ; fc; f; {; lgg

ailesidir.

Şekil 2.9. Bir gereni ile verilmi̧s K3;4 iki-çoklu çizge
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Örnek 2.24. Aşa¼g¬daki çizge bir K6 belirtir ve Teorem 2.22.(i)�den dolay¬

Sp(K6) = 5�dir.

Şekil 2.10. Bir gereni ile verilmi̧s K6 tam çizgesi

Uyar¬: Teorem 1.1.19�dan s-elemanl¬bir S kümesinin altkümelerinin bir A Sperner

ailesi için jAj �
� s
d s2e
�
oldu¼gunu biliyoruz. Bunun bir sonucu olarak, n-köşeli bir G

çizgesi için n �
� s
d s2e
�
eşitsizli¼gini sa¼glayan en küçük s pozitif tamsay¬s¬için Sp(G) �

s oldu¼gu söylenebilir. Ayr¬ca s-elemanl¬ bir kümenin
�
s
2

�
-elemanl¬ altkümelerinden

oluşan arakesit çizgesinin Sperner say¬s¬s�dir

Örnek 2.25. Yukar¬daki uyar¬ya göre 6-köşeli çizgeler aras¬nda Sperner say¬s¬ en

küçük olan çizge K2;2;2�dir.n = 6 �
�
4
2

�
= 6�dir ve 4-elemanl¬bir X kümesi üzerinde

K2;2;2�yi geren, Şekil 2.11�de belirtildi¼gi gibi bir Sperner ailesi bulunabilir. Bundan

dolay¬Sp(K2;2;2) = 4 olur.
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Şekil 2.11. 6-köşeli çizgeler aras¬nda Sperner say¬s¬en küçük olan K2;2;2 çizgesi

Örnek 2.26. G çizgesi Şekil 2.12�deki gibi verilmi̧s olsun. Burada, G çizgesi üçgen

içermeyen bir çizgedir ve her kenar¬n¬n derecesi birden büyüktür. Bu durumda, Teorem

2.15.�e göre Sp(G) = kGk = 9�dur.

Şekil 2.12. Sperner say¬s¬kenar say¬s¬na eşit olan bir çizge

Tan¬m 2.27. G = (V;E) basit bir çizge olsun. Verilen bir v 2 V köşesi için

dSp (v) := min fjAvj j (X;A;  ) üçlüsü G �yi geren bir Sperner ailesi ve  (v) = Avg

say¬s¬na v köşesinin G çizgesindeki Sperner derecesi denir.
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Teorem 2.28. G bir çizge olsun. Herhangi bir v 2 V (G) için

dSp(v) � k (G [N (v)])

olur. Burada, k(G [N (v)]) say¬s¬ Tan¬m 1.1.14�de tan¬mland¬¼g¬ gibi tamsal örtüm

say¬s¬d¬r.

·Ispat: Kabul edelim ki dSp(v) < k (G [N (v)]) olsun. (X;A;  ) üçlüsü G�nin bir gereni

ve  (v) = dSp (v) = d olsun. Bu durumda

 (v) = fx1; x2; : : : ; xdg diyelim. k (G [N (v)]) = k say¬s¬G [N (v)] altçizgesinin tamsal

örtüm say¬s¬ise G [N (v)]�nin fK1;K2; : : : ;Kkg şeklinde bir tamsal örtümü vard¬r. Bu-

radaki herbirKi çizgesiG [N (v)]�nin tamsal¬d¬r ve her i; j 2 [k] ; i 6= j içinKi � Kj�dir.

d < k oldu¼gundan s; r 2 [k] vard¬r öyle ki her w 2 V (Ks [Kr) için xi 2  (w) olacak

şekilde bir xi 2  (v) vard¬r. Fakat, Ks � Kr ve Kr � Ks oldu¼gundan en az bir

us 2 V (Ks) vard¬r öyle ki her ur 2 V (Kr) için  (us) \  (ur) = ? olmal¬d¬r. Ayr¬ca,

xi 2  (us) ve xi 2  (ur) oldu¼gundan  (us) \  (ur) 6= ? olur. Bu da çeli̧skidir. O

halde, kabulümüz yanl¬̧st¬r ve dSp(v) � k (G [N (v)])�dir.�
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3: Ç·IZGELER·IN REGÜLER SPERNER SAYILARI

Tan¬m 3.1. G = (V;E) bir çizge ve k 2 N olsun. E¼ger (X;A;  ) üçlüsü G�nin bir

gereni ve her A 2 A için jAj = k ise (X;A;  ) üçlüsüne G�nin bir k-regüler gereni

denir. Bir G çizgesinin gereni ile k-regüler gereninin kar¬̧smamas¬için G�nin k-regüler

gerenini (X;A;  ; k) dörtlüsü ile de gösterece¼giz.

G bir basit çizge ve X boştan farkl¬bir küme olsun. Buna göre

RSpk(G) :=

8<: min jXj , (X;A;  ) üçlüsü G�nin k-regüler gereni,

1, aksi takdirde,

say¬s¬na G�nin k-regüler Sperner say¬s¬denir. Buradan da anlaş¬laca¼g¬üzere her A 2 A

için jAj = k olacak şekilde G çizgesine bir k-regüler gereni bulam¬yorsak RSpk(G) =1

olur. Bununla ilgili olarak aşa¼g¬daki ifadeleri ispat edebiliriz.

Teorem 3.2. RSp1(G) <1 olmas¬için gerek ve yeter koşul G �=
�
Kn olmas¬d¬r.

·Ispat: ·Ilk olarak yeter koşulu gösterelim, yani RSp1(G) <1 oldu¼gunu kabul edelim.

Bu durumda en az bir (X;A;  ) gereni vard¬r öyle ki her A 2 A için jAj = 1 �dir.

Buna göre (X;A;  ) üçlüsü G�nin bir 1-regüler gereni oldu¼gundan ve her A;B 2 A

için A 6= B ve A \B = ? oldu¼gundan G�nin hiç kenar¬yoktur. Böylece G �=
�
Kn olur.

Şimdi gerek koşulu gösterelim. Kabul edelim ki G �=
�
Kn�dir. Buna göre E(G) = ?�dir.

G�nin her (X;A;  ) gereni için her A;B 2 A için A \ B = ? olmal¬d¬r. Buna göre

her A 2 A için jAj = 1 olacak şekilde bir (X;A;  ) gereni bulabiliriz. Bu durumda

(X;A;  ) üçlüsü G�nin 1-regüler gereni olur. Buradan da RSp1(G) < 1�dir. Ayr¬ca

RSp1(G) = jAj = jGj oldu¼gu kolayca görülebilir.�

Teorem 3.3. k � �(G) ise RSpk(G) <1�dur.

·Ispat: k > �(G) olsun. G için en az bir k-regüler geren bulunabilece¼gini gösterelim.

Her vi 2 V için d(vi) = di olmak üzere

E(vi) := fe 2 E j vi 2 eg [
�
aidi+1; a

i
di+2

; : : : ; aik
	

olarak tan¬mlans¬n. Bu tan¬mlamaya göre jE(vi)j � �(G) olur. Buna göre

"(G) := fE(vi) j vi 2 V g olmak üzere �G : V ! "(G) fonksiyonu �G(vi) := E(vi)
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olarak tan¬mland¬¼g¬nda, (X; "(G); �G; k) ifadesi G için bir k-regüler gerendir. Burada

X = E [

0@ jV j[
i=1

�
aidi+1; a

i
di+2

; : : : ; aik
	1A

olmal¬d¬r. O halde k � �(G) oldu¼gunda G için en az bir k-regüler geren bulunabilir.

Bu da

RSpk(G) <1

oldu¼gunu gösterir.�

Tan¬m 3.4. Yukar¬daki teoremde kenar gereni tan¬m¬ndan yararlanarak tan¬mlanan

(X; "(G); �G; k) gerenine k-regüler kenar gereni denir.

Teorem 3.5. G üçgen içermeyen bir çizge ise k < �(G) için RSpk(G) =1�dur

·Ispat: G üçgen içermeyen bir çizge olsun. Bu durumda her u 2 V (G) için

NG(u) = fv 2 V (G) j (u; v) 2 E(G)g

kümesi G için bir ba¼g¬ms¬z küme belirtir. d(u) = �(G) olsun. Buna göre jNG(u)j =

�(G)�dir. Ayr¬ca k 2 N olmak üzere (X;A;  ) üçlüsü G�nin bir k-regüler gereni ol-

sun. Key� v; w 2 NG(u) köşelerini alal¬m. Buna göre (v; w) =2 E(G) oldu¼gundan

 (v) \  (w) = ? olmal¬d¬r. Ayr¬ca her v 2 NG(u) için  (v) \  (u) 6= ?�dir. O halde

 (u) �da en az jNG(u)j kadar eleman olmal¬d¬r. Buna göre k = j (u)j � jNG(u)j =

�(G)�dir. O halde k < �(G) için G�nin bir k-regüler gereni yoktur. Öyleyse k < �(G)

için RSpk(G) =1 olur.�

Teorem 3.6. G basit bir çizge olsun. Buna göre r < maks fk (G [NG(v)]) j v 2 V (G)g

ise RSpr(G) =1�dur.

·Ispat: v1 2 V (G) olmak üzere maks fk (G [NG(v)]) j v 2 V (G)g = k (G [NG(v1)])

ve (X;A;  ; r) dörtlüsü G�nin r-regüler gereni olsun. Bu durumda Teorem 2.28�den

j (v1)j � dSp(v1) � k (G [NG(v1)]) olmas¬ gerekir. Buna göre (X;A;  ; r) dörtlüsü

G�nin r-regüler gereni oldu¼gundan her v 2 V (G) için j (v)j � k (G [NG(v1)])�dir. O

halde r � k (G [NG(v1)]) oldu¼gunda (X;A;  ; r) şeklinde bir r-regüler geren mevcut-

tur. Böylece r < k (G [NG(v1)]) elde edilir ki bu çeli̧skidir. Buradan RSpr(G) = 1

olur.�
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Not: Regüler Sperner say¬s¬tan¬m¬ile Sperner say¬s¬tan¬m¬karş¬laşt¬r¬ld¬¼g¬nda, her-

hangi bir G çizgesi için RSpk(G) � Sp(G) oldu¼gu söylenebilir.

Regüler Sperner say¬s¬ile ilgili aşa¼g¬daki örnekleri verebiliriz.
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Örnek 3.7.

i) G = P2 alal¬m.

Şekil 3.1. P2 yolu

Buna göre RSp1(P2) = 1 ve RSp2(P2) = 3�dür. Bu durumda X = fa; b; cg kümesi

üzerinde tan¬ml¬A = ffa; bg; fb; cgg ailesi P2�nin bir 2-regüler gerenidir.

ii) G = K3 alal¬m. Bu durumda RSp2(K3) = 3�dür. Buna göre X = fa; b; cg kümesi

üzerinde tan¬ml¬A = ffa; bg; fb; cg; fa; cgg ailesi K3�ün bir 2-regüler gerenidir. Ayr¬ca

X 0 = fa; b; c; dg kümesi üzerinde tan¬ml¬A = ffa; b; cg; fa; b; dg; fa; c; dgg ailesi K3

için bir 3-regüler geren olup RSp3(K3) = 4�dür.

Bu şekilde örnekleri ço¼galtmam¬z mümkündür. Şimdi regüler Sperner say¬s¬ile Sperner

say¬s¬aras¬ndaki ili̧skiyi inceleyen teoremleri verelim.

Teorem 3.8. G üçgen içermeyen bir çizge olsun. Buna göre G çizgesi r-regüler bir

çizge ise RSpr(G) = Sp(G)�dir.

·Ispat: jXj = Sp(G) olmak üzere (X;A;  ) üçlüsü G�nin bir gereni olsun. G çizgesi

r-regüler ise her u 2 V (G) için d(u) = r�dir. Her u 2 V (G) için 2 � j (u)j � r

dir. G üçgen içermeyen bir çizge oldu¼gundan her u 2 V (G) için NG(u) ba¼g¬ms¬z

küme belirtir. Key� v; w 2 NG(u) köşeleri ald¬¼g¬m¬zda, (v; w) =2 E(G) oldu¼gundan

 (v) \  (w) = ? olmal¬d¬r. Ayr¬ca, her v 2 NG(u) için  (v) \  (u) 6= ?�dir. O halde

j (u)j = jNG(u)j = r olmal¬d¬r. Dolay¬s¬yla her u 2 V (G) için j (u)j = r oluyorsa

(X;A;  ) üçlüsü G�nin ayn¬zamanda r-regüler gereni olur. Bu da RSpr(G) = Sp(G)

oldu¼gunu gösterir.�

Bu teoremi kullanarak aşa¼g¬daki örnekleri inceleyelim.

Örnek 3.9.

i) n-köşeli Cn döngüsü 2-regülerdir ve üçgen içermeyen bir çizgedir. Buna göre

RSp2(Cn) = Sp(Cn) = n�dir.
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ii) n-köşeli Pn yolunu düşünelim.

RSp2(Pn) = Sp(Pn) = n+1�dir fakat Pn regüler bir çizge de¼gildir. Bu da bize gösterir

ki yukar¬daki teoremin tersi daima do¼gru de¼gildir.

Teorem 3.10. G, köşe say¬s¬n > 2 olan üçgen içermeyen bir çizge olsun. Buna göre

d1 := jfu 2 V (G) j d(u) = 1gj ve k � �(G) olmak üzere

RSpk(G) � Sp(G) + (k � 2)d1

olur.

·Ispat: Sp(G) = s olmak üzere ([s];A;  ) üçlüsü G�nin bir gereni olsun. Ayr¬ca

W = fv 2 V (G) j d(v) = 1g diyelim. Her u 2 V (G) için j (u)j � 2�dir. Bununla

birlikte, A ailesi olabilecek en az elemanla inşaa edilen bir geren ailesi oldu¼gundan her

u 2W için j (u)j = 2�dir. (Derecesi 1 olan u 2W köşesi için j (u)j = 2 yeterlidir.)

RSpk(G) = r olmak üzere ([r];B; �; k) dörtlüsü de G�nin k-regüler gereni olsun.

(k � �(G) oldu¼gundan Teorem 3.3�den dolay¬böyle bir k-regüler geren mevcuttur.)

r � s + (k � 2)d1 oldu¼gunu göstermeliyiz. RSpk(G) � Sp(G) oldu¼gundan r � s

olup [s] � [r] olur. Ayr¬ca jAj = jBj oldu¼gunu biliyoruz. Bunun yan¬s¬ra G üçgen

içermeyen bir çizge oldu¼gundan her v 2 V (G) için e¼ger d(v) � 2 ise d(v) = j (v)j ve

e¼ger d(v) = 1 ise j (v)j = 2�dir. Buna göre j (v)j � �(G) � k = j�(v)j olur. Öyleyse

her v 2 V (G) için  (v) � �(v) olabilece¼gini gösterelim. i1; i2; : : : ; ip 2 [s] olmak üzere

 (v) = fi1; i2; : : : ; ipg diyelim. Buna göre, N (v) = fv1; v2; : : : ; vpg olmak üzere her

j 2 [p] için  (v) \  (vj) = fijg olsun. (G üçgen içermeyen bir çizge oldu¼gundan  (v)

ile herbir  (vj)�nin arakesitinden farkl¬bir eleman gelir. Bu yüzden  (v)\ (vj) = fijg

denilebilir.) Her j; l 2 [p] için �(v)\�(vj) 6= �(v)\�(vl)�dir. Buna göre fi1; i2; : : : ; ipg �

�(v) al¬nabilir. Bu durumda  (v) � �(v) olur. Her u 2 W için �(u) = k ve  (u) = 2

oldu¼guna göre  (v) � �(v) olup �(u)n (u) = Au olacak şekilde bir Au � [r] vard¬r

ve jAuj = k � 2�dir. Ayr¬ca jGj > 2 ise her u;w 2 W için (u;w) =2 E(T ) olup

Au \Aw = ?�dir. Böylece her u 2W için Au \ [s] = ?�dir.

Kabul edelim ki Au\ [s] 6= ? olsun. En az bir x 2 [s] eleman¬vard¬r öyle ki x 2 Au\ [s]

dir ve x =2  (u)�dir. Ayr¬ca d(u) = 1 oldu¼gundan (v; u) 2 E(G) olacak şekilde bir ve

yaln¬z bir v 2 V (G) köşesi vard¬r. Bu v 2 V (G) köşesi için x 2  (v) �dir. Ayr¬ca v =2W

oldu¼gundan d(v) � 2�dir. En az bir z 2 V (G) vard¬r öyle ki (v; z) 2 E(G) ve z 6= u�dur

ve x 2  (z)�dir. Ancak (z; u) =2 E(G) oldu¼gundan x =2 Au olup x =2 Au \ [s]�dir. Buna
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göre, Au \ [s] = ?�dir. O halde her u 2 W için Au kümesinde [s]�den ve di¼ger Aw

kümelerinden ayr¬k (k � 2)-eleman bulunur. Bu durumda

j[r]j � j[s]j+ (k � 2) jW j ) r � s+ (k � 2)d1

) RSpk(G) � Sp(G) + (k � 2)d1

elde edilir.�

Örnek 3.11.

i) T1, Şekil 3.2�deki gibi verilmi̧s olsun.

Şekil 3.2. 3-regüler gereni verilmi̧s T1 a¼gac¬

RSp3(T1) = 14 � 10 + (3� 2):4 = 14 �dür.

ii) T2 a¼gac¬aşa¼g¬daki gibi verilsin. Buna göre RSp3(T2) = 15 � 10+(3�2):4 = 14�dür.

Şekil 3.3. 3-regüler gereni ile verilmi̧s T2 a¼gac¬
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Teorem 3.12. k <
l
Sp(Kn)+1

2

m
olsun. Bu durumda t2 do¼gal say¬s¬n �

�
t2�1
k�1

�
eşit-

sizli¼gini sa¼glayan en küçük tam say¬olmak üzere RSpk(Kn) = t2�dir.

·Ispat: (X;A; �; k) dörtlüsü Kn�nin k-regüler gereni olsun. En az eleman say¬s¬na

sahip X kümesini bulmaya çal¬̧sal¬m ve bulmaya çal¬̧st¬¼g¬m¬z bu X kümesinin eleman

say¬s¬na da t2 diyelim. Ayr¬ca k <
l
Sp(Kn)+1

2

m
olsun. RSpk(Kn) � Sp(Kn) oldu¼gunu

biliyoruz. Buna göre

k <

�
Sp(Kn) + 1

2

�
�
�
RSpk(Kn) + 1

2

�
�
�
t2 + 1

2

�
olur. Buradan k <

�
t2+1
2

�
oldu¼gundan k � t2

2 yaz¬labilir. Buna göre (X;A; �; k)

dörtlüsüKn�nin k-regüler gereni oldu¼gundan, A ailesi X üzerinde tan¬ml¬her A;B 2 A

için A \ B 6= ? şart¬n¬ sa¼glayan bir k-regüler Sperner ailesidir ve her A 2 A için

jAj = k � t2
2 �dir. Öyleyse Teorem 1.1.22�nin şartlar¬sa¼gland¬¼g¬ndan

jKnj = jAj = n �
�
t2 � 1
k � 1

�
olur. Bu eşitsizli¼gi sa¼glayan en küçük t2 de¼geri ise RSpk(Kn) = t2�yi verir.�

Örnek 3.13. K6 tam çizgesini düşünelim. Buna göre RSp2(K6) = 7�dir.

Şekil 3.4. 2-regüler gereni ile verilmi̧s K6 tam çizgesi

k = 2 <
l
Sp(K6)+1

2

m
=
�
5+1
2

�
= 3 oldu¼gundan yukar¬daki teoremi kullanabiliriz. Buna

göre jK6j = 6 �
�
7�1
2�1
�
=
�
6
1

�
= 6�d¬r.

Teorem 3.14. k =
l
Sp(Kn)+1

2

m
ise bu durumda RSpk(Kn) = Sp(Kn)�dir.

27



·Ispat: Sp(Kn) = t diyelim ve k =
�
t+1
2

�
olsun. Ayr¬ca A ailesi de Kn�nin bir k-regüler

gereni olsun. RSpk(Kn) � Sp(Kn) oldu¼gunu biliyoruz. Ayr¬ca, Teorem 1.1.21 ve Teo-

rem 2.22�den dolay¬n �
� t
d t+12 e

�
=
�
t
k

�
�d¬r. Buna göre jAj = n olup jAj �

�
t
k

�
�dir. Bu

ise A ailesinin t-elemanl¬bir kümenin k-elemanl¬alt kümelerinden oluşturulabilece¼gini

gösterir. Ayr¬ca her A;B 2 A için A \ B 6= ? olur; yani A ailesinin arakesit Sperner

ailesi olma özelli¼gi de sa¼glan¬r. Böylece A ailesi t-elemanl¬ bir kümenin k-elemanl¬

altkümelerinden inşaa edildi¼ginde Kn�nin bir k-regüler gereni olur. O halde A ailesi

t-elemanl¬bir küme üzerinde tan¬ml¬oldu¼gundan RSpk(Kn) � t = Sp(Kn) olur. Bu-

radan da RSpk(Kn) = Sp(Kn) elde edilir.�

Örnek 3.15. K6 tam çizgesi için k = 3 al¬n¬rsa
l
Sp(K6)+1

2

m
=
�
5+1
2

�
= 3 = k olup

Teorem 3.14�den RSp3(K6) = Sp(K6) = 5�dir.

Teorem 3.16. k >
l
Sp(Kn)+1

2

m
olsun. t1 pozitif tamsay¬s¬

i) k �
�
t1+1
2

�
ii) n �

�
t1
k

�
eşitsizliklerinin her ikisini de sa¼glayan en küçük tam say¬olmak üzere

RSpk(Kn) = t1�dir.

·Ispat: (X;A; �; k) dörtlüsü Kn�nin k-regüler gereni olsun. En az eleman say¬s¬na

sahip X kümesini bulmaya çal¬̧sal¬m ve bulmaya çal¬̧st¬¼g¬m¬z bu X kümesinin eleman

say¬s¬na da t1 diyelim. Ayr¬ca Sp(Kn) = t diyelim ve k >
�
t+1
2

�
olsun. Buna göre�

t
k

�
<
� t
d t+12 e

�
olur. Burada iki durum söz konusudur:

1. Durum: n �
�
t
k

�
<
� t
d t+12 e

�
ise jAj �

�
t
k

�
olup A ailesi t-elemanl¬bir kümenin k-

elemanl¬alt kümelerinden inşaa edilebilir. Buna göre t1 = t; yani RSpk(Kn) = Sp(Kn)

olur.

2. Durum:
�
t
k

�
< n �

� t
d t+12 e

�
ise t-elemanl¬bir kümenin k-elemanl¬altkümeleri A

ailesini inşaa etmek için yeterli de¼gildir. Buna göre t1 > t�dir. Bu durumda, k >
�
t+1
2

�
oldu¼gundan k �

�
t1+1
2

�
olacak şekilde bir veya daha fazla t1 > t tansay¬lar¬vard¬r. Öy-

leyse k �
�
t1+1
2

�
eşitsizli¼gini sa¼glayan, tamsay¬lar¬n kümesini T =

�
t1 2 Z j k �

�
t1+1
2

�	
ile gösterelim. Buna göre t1-elemanl¬ bir kümenin k-elemanl¬ alt kümelerinden A

ailesini oluşturabilmemiz için jAj = n �
�
t1
k

�
olmas¬gerekir. Şimdi jAj = n �

�
t1
k

�
eşitsizli¼gini sa¼glayan en az bir t1 2 T eleman¬n¬n mevcut oldu¼gunu gösterelim. Her

t1 2 T için t1 > t ve
�
t+1
2

�
<
�
t1+1
2

�
�dir ve buradan n �

� t
d t+12 e

�
<
� t1l

t1+1
2

m� olur. Buna
göre k =

�
t1+1
2

�
oldu¼gunda t1 2 T�dir ve n �

�
t1
k

�
şart¬ sa¼glan¬r. Öyleyse n �

�
t1
k

�
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eşitsizli¼gini sa¼glayan en az bir t1 2 T bulabiliriz.

O halde jAj �
�
t1
k

�
eşitsizli¼gini sa¼glayan en küçük t1 2 T eleman¬için t1-elemanl¬bir

kümenin k-elemanl¬altkümeleriyle A ailesi oluşturulabilir ve A arakesit Sperner ailesi

olur. Bu durumda RSpk(Kn) = t1 olur.�

Örnek 3.17. K5 tam çizgesini ele alal¬m.

Şekil 3.5. 4-regüler gereni ile verilmi̧s K5 tam çizgesi

k = 3 oldu¼gunda
l
Sp(K5)+1

2

m
=
�
5+1
2

�
= 3 = k olup RSp3(K5) = Sp(K5) = 5�dir.

k = 4 oldu¼gunda k = 4 >
l
Sp(K5)+1

2

m
= 3�dür. Teorem 3.16.(i)�den dolay¬

k = 4 >
�
5+1
2

�
oldu¼guna göre t1 = 5 olabilir. Buna göre t1 = 5 de¼geri için Teorem

3.16.(ii)�nin sa¼glan¬p sa¼glanmad¬¼g¬na bakal¬m. n = 5 �
�
5
4

�
= 5 olup (ii) sa¼glan¬r.

Buna göre, RSp3(K5) = Sp(K5) = 5�dir. Şekil 3.6�da da K5�in bir 4-regüler gereni

verilmi̧stir.

k = 5 için 5>
l
Sp(K5)+1

2

m
= 3�dür. Yine Teorem 3.16�dan yararlanal¬m. t1 = 5 de¼geri

için k >
�
5+1
2

�
= 3�dür fakat 5 �

�
5
5

�
= 1 oldu¼gundan RSp5(K5) 6= 5�dir. t1 = 6 de¼geri

için 5 �
�
6+1
2

�
= 4 ve 5 �

�
6
5

�
= 6 olup Teorem 3.16�n¬n şartlar¬sa¼glan¬r. Buna göre

RSp5(K5) = 6�d¬r.

Teorem 3.18. m;n; k 2 N ve k � m � n olmak üzere RSpk(Km;n) = m:k�d¬r.

·Ispat: Km;n çizgesinin köşelerini U = fu1; u2; : : : ; umg ;W = fw1; w2; : : : ; wng ve

V (G) = U [ W olarak tan¬mlayal¬m ve m � n olsun. Ayr¬ca (X;A; �; k) dörtlüsü
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Km;n�nin k-regüler gereni olmak üzere her v 2 V (G) için j�(v)j = k�d¬r. Her ui; uj 2 U

için �(ui) \ �(uj) = ? oldu¼gundan�����
m[
i=1

�(ui)

����� =
mX
i=1

j�(ui)j = m:k

olur. Bu durumda jXj � m:k olur.

Benzer şekilde her wi; wj 2W için �(wi) \ �(wj) = ? oldu¼gundan�����
n[
i=1

�(wi)

����� =
nX
i=1

j�(wi)j = n:k

elde edilir. Buna göreW�nin köşelerine karş¬l¬k gelen kümeler için toplam (n:k)-eleman

gerekir. Bunun yan¬s¬ra n � m oldu¼gundan her wj 2W ve her ui 2 U için

�(ui) \ �(wj) 6= ? oldu¼gundan bu �(wj) kümelerini, �(ui) kümelerini inşaa etti¼gimiz

(m:k)-elemandan oluşturabiliriz. Buna göre her ui 2 U için �(ui) := fai1; ai2; : : : ; aikg

olarak tan¬mlan¬rsa her wj 2 W için �(wj) := fa1j ; a2j ; : : : ; amj;ajm+1; : : : ; ajkg biçi-

minde al¬n¬r. Bu durumda X kümesi içinm:k-eleman yeterli olur. Yani RSpk(Km;n) =

m:k elde edilir.�

Örnek 3.19.

Şekil 3.6. K4;3 iki-çoklu çizge

X = fa1; a2; a3; a4; a5; b1; b2; b3; b4; b5; c1; c2; c3; c4; c5; d1; d2; d3; d4; d5g kümesi üzerindeki

A Sperner ailesi A = ffa1; a2; a3; a4; a5g; fb1; b2; b3; b4; b5g; fc1; c2; c3; c4; c5g;

fd1; d2; d3; d4; d5g; fa1; b1; c1; d1; a5g; fa2; b2; c2; d2; b5g; fa3; b3; c3; d3; c5gg olarak tan¬m-

land¬¼g¬nda, K4;3 için bir geren ailesi belirtir ve RSp5(K4;3) = 4:5 = 20�dir.
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4: SPERNER SAYISI ·IÇ·IN SINIRLAR

Bu bölümde; bir çizgenin Sperner say¬s¬için bululunan alt s¬n¬rlar verilecektir. Bunun

için bir çizgenin ba¼g¬ms¬zl¬k say¬s¬ve çeşitli çizge operasyonlar¬kullan¬lm¬̧st¬r. Ayr¬ca,

bir çizgenin Sperner say¬s¬ ile bütünleyeninin kromatik say¬s¬ aras¬ndaki ili̧skiye de

de¼ginilmi̧stir.

Teorem 4.1. Herhangi bir G çizgesi için

Sp(G) � 2�(G)

olur.

·Ispat: G key� bir çizge ve �(G) = � olmak üzere U = fu1; u2; : : : ; u�g en geni̧s

ba¼g¬ms¬z küme olsun. X kümesi üzerinde tan¬ml¬, G�yi geren Sperner ailesine de A

diyelim. Buna göre, A ailesinde U kümesindeki köşelere karş¬l¬k gelen kümeler vard¬r.

Bu kümelerin her biri en az iki elemanl¬d¬r ve U ba¼g¬ms¬z küme oldu¼gundan bu kümeler

ayr¬kt¬r. Bu kümelerde toplam en az 2 jU j = 2�(G) eleman vard¬r. O halde

jXj � 2�(G)) Sp(G) � 2�(G)

oldu¼gu görülür.�

Elde edilen bu alt s¬n¬rdan sonra akla gelen �bir çizgenin Sperner say¬s¬ba¼g¬m-s¬zl¬k

say¬s¬n¬n iki kat¬na ne zaman eşit olur?�sorusudur. Şimdi aşa¼g¬daki teoremlerle yukar¬-

daki alt s¬n¬r¬n eşitlik durumunu irdelemeye çal¬̧sal¬m.

Teorem 4.2. G = (V;E) üçgen içermeyen bir çizge, �(G) = � ve U en geni̧s ba¼g¬ms¬z

küme olsun. Buna göre Sp(G) = 2�(G) olmas¬için gerek ve yeter koşul

i) G çizgesi iki-çoklu çizge,

ii) Her u 2 U için d(u) � 2,

iii) Her v 2 V nU için d(v) � 2

şartlar¬n¬n sa¼glanmas¬d¬r.

·Ispat: Önce teoremin ilk k¬sm¬n¬n do¼gru oldu¼gunu kabul edelim ve i),ii),iii)�nin do¼gru-

lu¼gunu gösterelim. G üçgen içermeyen bir çizge, �(G) = � ve U en geni̧s ba¼g¬ms¬z küme

ve Sp(G) = 2�(G) olsun.
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i) G çizgesinin iki-çoklu çizge oldu¼gunu gösterece¼giz. Bunun için V nU�nun ba¼g¬ms¬z

küme oldu¼gunu göstermeliyiz.

Kabul edelim ki V nU ba¼g¬ms¬z küme olmas¬n. Bu durumda v; w 2 V nU köşeleri

vard¬r öyleki (v; w) 2 E�dir. Buna göre (X;A;  ) üçlüsü G�nin gereni olmak üzere

 (v) \  (w) 6= ?�d¬r. Bu durumda bir a 2  (v) \  (w) eleman¬vard¬r.

U = fu1; u2; : : : ; u�g�deki köşelere karş¬l¬k gelen kümeler  (u1);  (u2); : : : ;  (u�)

kümeleridir ve 1 � i; j � � için  (ui) \  (uj) = ?�dir. Ayr¬ca Sp(G) = 2�(G)

oldu¼gundan her ui 2 U için j (ui)j = 2 ve

�����
�[
i=1

 (ui)

����� = 2��d¬r. Buna göre en az bir

i 2 [�] vard¬r öyle ki a 2  (ui)�dir. O halde  (ui)\ (v) 6= ? ve  (ui)\ (w) 6= ?�d¬r.

Bu durumda G�de bir (ui; v; w) üçgeni oluşur. Bu ise G�nin üçgen içermeyen bir çizge

oluşuyla çeli̧sir. Öyleyse V nU ba¼g¬ms¬z kümedir.

ii) Her ui 2 U için d(ui) � 2 oldu¼gunu gösterelim.

d(ui) > 2 oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda v1; v2; v3 2 V nU köşeleri vard¬r öyle ki

(ui; v1); (ui; v2); (ui; v3) 2 E�dir. Buna göre V nU ba¼g¬ms¬z küme oldu¼gundan v1; v2; v3

köşeleri aras¬nda hiç kenar yoktur, bu nedenle  (v1);  (v2);  (v3) kümeleri ayr¬kt¬r.

Öyleyse  (ui) \  (v1) 6= ?;  (ui) \  (v2) 6= ?;  (ui) \  (v3) 6= ? olup bu üç arake-

sitteki elemanlar birbirinden farkl¬d¬r. Buna göre bu kesi̧simlerden dolay¬j (ui)j � 3

olur. Bu ise çeli̧skidir, çünkü Sp(G) = 2�(G) oldu¼gundan j (ui)j = 2 olmas¬gerekir.

O halde her ui 2 U için d(ui) � 2�dir.

iii) Her v 2 V nU için d(v) � 2 oldu¼gunu gösterelim.

d(v) = 1 olsun. Bu durumda sadece bir ui 2 U köşesi için (ui; v) 2 E�dir ve

 (ui) \  (v) 6= ?�d¬r Bu arakesitteki elemana a 2  (ui) \  (v) diyelim. Buna göre

j (v)j � 2 olmas¬gerekti¼ginden en az bir b 2  (v) vard¬r öyle ki a 6= b�dir. Fakat her

ui 2 U için b =2  (ui)�dir. Buna göre Sp(G) > 2�(G) olur. Bu bir çeli̧ski olup d(v) = 1

kabulümüz yanl¬̧st¬r. Öyleyse her v 2 V nU için d(v) � 2�dir.

G çizgesi teoremin i) ,ii), iii) şartlar¬n¬sa¼glas¬n. Göstermemiz gereken Sp(G) = 2�(G)

oldu¼gudur. Yani A ailesi X kümesi üzerinde tan¬ml¬, G�yi geren Sperner ailesi olmak

üzere jXj = 2� oldu¼gunu göstermeliyiz.

X = fx1; x2; : : : ; x2�g kümesini alal¬m ve bu küme ile G�yi geren bir A Sperner ailesi

inşaa etmeye çal¬̧sal¬m. Her ui 2 U için Ai = fxi; x�+ig kümesini karş¬l¬k getire-

lim. V nU�daki köşelere karş¬l¬k gelecek şekilde B1; B2; : : : ; Bm kümeleri tan¬mlayal¬m.
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( m = jGj � � ). Her bir vj 2 V nU köşesine karş¬l¬k gelen küme

Bj : = fxi j i 2 [2�] ; (ui; vj) 2 E; d(ui) = 1g

[ fxr j r 2 [�] ; (ur; vj) 2 E; d(ur) = 2;N (ur) = fvj ; vkg ; j < kg

[ fx�+l j l 2 [�] ; (ul; vj) 2 E; d(ul) = 2;N (ul) = fvj ; vkg ; k < jg

olarak tan¬mlans¬n. Bu durumda A = fA1; A2; : : : ; A�; B1; B2; : : : ; Bmg şeklindedir.

Şimdi A�n¬n G�yi gerdi¼gini göstermeliyiz.

U ba¼g¬ms¬z küme oldu¼gundan Ai�ler ayr¬k olmal¬ve her ui 2 U için d(ui) � 2 oldu¼gun-

dan jAij = 2 olmal¬d¬r. Her i; j 2 [�] için i 6= j oldu¼gunda (xi; x�+i) ; (xj ; x�+j) ikilileri

birbirinden farkl¬d¬r ve ortak elemanlar¬ yoktur. Buna göre Ai �ler ayr¬kt¬r, ayr¬ca

jAij = 2�dir.

V nU�nun ba¼g¬ms¬z küme oldu¼gunu biliyoruz. O haldeB1; B2; : : : ; Bm kümelerinin ayr¬k

oldu¼gunu göstermeliyiz. Key� Bj ; Bk 2 A kümelerini alal¬m. Bu kümeleri s¬ras¬yla

vj ; vk 2 V nU köşelerine karş¬l¬k gelen kümeler olarak tan¬mlam¬̧st¬k. Buna göre

N (vj) \ N (vk) = ? ise Bj�lerin tan¬m¬na göre Bj \ Bk = ?�d¬r. N (vj) \ N (vk) 6= ?

ise hem vj hem de vk ile kenar yapan en az bir ui 2 U vard¬r öyle ki

j > k ) x�+i 2 Bj ; xi 2 Bk
k > j ) x�+i 2 Bk; xi 2 Bj

olur. Dolay¬s¬yla Bj ile Bk�n¬n ortak eleman¬yoktur, yani ayr¬kt¬r. Her vj 2 V nU

için d(vj) � 2 ve V nU ile U ba¼g¬ms¬z küme olduklar¬ndan jBj j = d(vj) � 2 olmal¬d¬r.

Gerçekten Bj�nin tan¬m¬na göre vj�nin kenar yapt¬¼g¬köşe say¬s¬kadar eleman¬vard¬r.

Bu da jBj j � 2 oldu¼gunu gösterir. Ayr¬ca, herbir Bj kümesi Ai�deki en fazla bir eleman¬

içerdi¼ginden Bj * Ai ve Ai * Bj�dir. O halde herbir ui 2 U köşesine Ai 2 A ve herbir

vj 2 V nU köşesine Bj 2 A karş¬l¬k getirildi¼ginde A ailesi G�yi gerer diyebiliriz. A ailesi

de X kümesi üzerinde tan¬mland¬¼g¬na göre jXj = 2� oldu¼gundan Sp(G) = 2�(G) elde

edilir.�

Örnek 4.3.

i) n = 2k olmak üzere �(Cn) = k ve Cn iki çoklu çizgedir. Her u 2 V (Cn) için

d(u) = 2�dir. Buna göre Sp(Cn) = 2k�d¬r.

n = 2k + 1 ise Cn iki çoklu çizge de¼gildir. Bu nedenle V (Cn)�den �(Cn) = k-elemanl¬

ba¼g¬ms¬z bir U kümesi ald¬¼g¬m¬zda V (Cn)nU ba¼g¬ms¬z küme de¼gildir.
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Sp(Cn) = n = 2k + 1 6= 2�(Cn)�dir.

ii) T a¼gac¬Şekil 4.1�deki gibi verilmi̧s olsun.

Şekil 4.1. Sperner say¬s¬ba¼g¬ms¬zl¬k say¬s¬n¬n iki kat¬na eşit olmayan bir çizge

�(T ) = 7�dir ve U = fu1; u2; u3; u4; u5; u6; u7g kümesi T�nin en geni̧s ba¼g¬ms¬z küme-

sidir. V (T )nU kümesi de T�nin bir ba¼g¬ms¬z kümesidir. Ancak u7 2 U için

d(u7) = 3 > 2 oldu¼gundan Sp(T ) 6= 2�(T )�dir ve Sp(T ) = 15�dir.

iii) Pn iki-çoklu çizgedir. Burada n = 2k olsun. Bu durumda �(Pn) = k�d¬r.

Şekil 4.2. n-köşeli yol

Pn�nin en geni̧s ba¼g¬ms¬z kümesi olarak U = fu1; u3; u5; : : : ; un�1g kümesini alal¬m.

Bu durumda un 2 V (Pn)nU için d(un) = 1�dir.

En geni̧s ba¼g¬ms¬z kümesi olarak U�= fu2; u4; u6; : : : ; ung kümesi al¬n¬rsa u1 2 V (Pn)nU�

için d(u1) = 1�dir. Bu yüzden Sp(Pn) 6= 2�(Pn)�dir ve Sp(Pn) = 2k + 1�dir.

Teorem 4.4. G = (V;E) üçgen içeren bir çizge, �(G) = � ve U en geni̧s ba¼g¬ms¬z

küme olsun. Buna göre Sp(G) = 2�(G) ise

i) Her (v; w) 2 E(G [V nU ]) kenar¬için en az bir u 2 U vard¬r öyle ki (u; v); (u;w) 2 E,

di¼ger bir ifadeyle G[V nU ]�daki her kenar¬n U�da bir komşusu vard¬r,
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ii) Her v 2 V nU için ui; uj 2 U köşeleri vard¬r öyle ki (v; ui); (v; uj) 2 E, di¼ger bir

ifadeyle V nU�nun her köşesinin U�da en az iki komşusu vard¬r,

iii) W � V nU ba¼g¬ms¬z küme olmak üzere her u 2 U köşesi için jNW (u)j � 2�dir,

di¼ger bir ifadeyle U�nun her köşesinin W�de en fazla iki komşusu vard¬r.

(Burada NW (u) = fv 2W j (u; v) 2 Eg�dir.)

·Ispat: G = (V;E) üçgen içeren bir çizge olsun. Bu durumda u; v; w 2 V köşeleri

vard¬r öyle ki (u; v; w) üçlüsü G�de bir üçgen belirtir. �(G) = � olmak üzere U =

fu1; u2; : : : ; u�g ve Sp(G) = 2�(G) olsun. Ayr¬ca A ailesi 2�-elemanl¬X kümesi üz-

erinde tan¬ml¬bir Sperner ailesi olmak üzere

A1; A2; : : : ; A� 2 A kümeleri U�daki köşelere karş¬l¬k gelen kümeler olsun. Öncelikle

i)�nin do¼grulu¼gunu gösterelim.

i) Key� bir (v; w) 2 E(G [V nU ]) kenar¬ alal¬m. Buna göre v; w 2 V nU köşeler-

ine karş¬l¬k gelen kümeler Bv; Bw 2 A olmak üzere Bv \ Bw 6= ?�d¬r. O halde bir

a 2 Bv \ Bw eleman¬vard¬r. Buna göre Sp(G) = 2�(G) oldu¼gundan en az bir ui 2 U

vard¬r öyle ki a 2 Ai�dir. (Ai kümesi ui köşesine karş¬l¬k gelen kümedir.) Buradan

Bv \Ai 6= ?; Bw \Ai 6= ? olur. Böylece (ui; v); (ui; w) 2 E�dir.

ii) v 2 V nU alal¬m ve v köşesine karş¬l¬k gelen kümeye Bv 2 A diyelim. Buna göre

Bv 6= ? oldu¼gundan bir b 2 Bv vard¬r. Sp(G) = 2�(G) oldu¼gundan
�����
�[
i=1

Ai

����� = 2��d¬r.
Bundan dolay¬en az bir Aj vard¬r öyle ki b 2 Aj�dir. Buna göre Bv \ Aj 6= ? olup

(v; uj) 2 E�dir. jBvj � 2 oldu¼gundan en az bir c 2 Bv vard¬r öyle ki c 6= b�dir ve

böylece en az bir Ak vard¬r öyle ki c 2 Ak 6= Aj oldu¼gundan Bv \Ak 6= ?�dir. O halde

(v; uk) 2 E�dir. iii) W � V nU altkümesi G�nin ba¼g¬ms¬z bir kümesi olsun ve ui 2 U

alal¬m. Bu köşeye karş¬l¬k gelen küme Ai olup jAij = 2�dir. Bu durumda Ai = fa; bg

diyebiliriz. jNW (ui)j > 2 oldu¼gunu kabul edelim. Buna göre v1; v2; v3 2 NW (ui) diye-

biliriz. Bu köşelere karş¬l¬k gelen kümeler B1; B2; B3 olsun. Bu durumda W ba¼g¬ms¬z

küme oldu¼gunda bu üç küme ayr¬kt¬r. Öyleyse B1\Ai 6= ?; B2\Ai 6= ?; B3\Ai 6= ?

olup üç kesi̧simde de birbirinden farkl¬ elemanlar vard¬r. Bu da jAij > 2 oldu¼gunu

gösterir. Bu ise çeli̧skidir. Bu yüzden jNW (ui)j � 2 olmal¬d¬r.�

Uyar¬: Bu teoremin tersi her zaman do¼gru de¼gildir, yani bir çizge için i), ii), iii)

sa¼gland¬¼g¬nda Sp(G) = 2�(G) olmak zorunda de¼gildir. Fakat bu teoremden i), ii), iii)

sa¼glanm¬yorsa Sp(G) > 2�(G) oldu¼gu söylenebilir.
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Örnek 4.5.

i) Şekil 4.3�deki G çizgesi i), ii), iii)�yi sa¼glar fakat Sp(G) 6= 2�(G)�dir.

Şekil 4.3. Teorem 4.4�ün tersinin her zaman do¼gru olmad¬¼g¬n¬gösteren bir çizge

�(G) = 2; Sp(G) = 5 > 4�dür.

ii) G1 çizgesi Şekil 4.4�deki gibi olsun. Buna göre G1 üçgen içeren bir çizgedir.

Şekil 4.4. Üçgen içeren ve Teorem 4.4�ün bir şart¬n¬sa¼glamayan bir çizge

U = fu1; u2; u3; u4g en geni̧s ba¼g¬ms¬z küme ve v1 2 V (G1)nU için (u1; v1) 2 E(G1)�dir

ve U�da v1 ile kenar yapan başka bir köşe yoktur. Buna göre Sp(G1) = 9 6= 2:�(G1)�dir.
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iii) G2 çizgesi Şekil 4.5�deki gibi olsun.

Şekil 4.5. Üçgen içermeyen ve Teorem 4.4�ün bir şart¬n¬sa¼glamayan bir çizge

U = fu1; u2; u3; u4g en geni̧s ba¼g¬ms¬z küme ve (v2; v4) 2 E(G2)�dir, fakat

(ui; v2); (ui; v4) 2 E(G2) olacak şekilde bir ui 2 U yoktur. Sp(G2) = 9 6= 2:�(G2)�dir.

Teorem 4.6. G = (V;E) bir çizge, �(G) = � ve U bir en geni̧s ba¼g¬ms¬z küme olsun.

F = fe1; e2; : : : ; ek1g � E(G [V nU ]) kenar kümesi 1 � i; j � k1; i 6= j için her bir

fei; ejg farkl¬tamsallar¬n kenarlar¬olacak şekildeki kenarlardan oluşan en geni̧s küme

olsun. Her i 2 [k1] için ei = (yi; zi) olmak üzere (yi; u); (zi; u) 2 E olacak şekilde bir

u 2 U bulunam¬yorsa

Sp(G) � 2�(G) + k1

olur.

·Ispat: Sp(G) = t diyelim ve A ailesi t-elemanl¬bir X kümesi üzerindeki G�yi geren

bir Sperner ailesi olsun. Bununla birlikte U = fu1; u2; : : : ; u�g kümesindeki köşelere

karş¬l¬k gelen kümeler A1; A2; : : : ; A� 2 A olsun. Her i 2 [�] için jAij = 2 oldu¼gunda

t � 2� oldu¼gunu biliyoruz. Şimdi t � 2�+1 oldu¼gunu göstermeliyiz. F = fe1; e2; : : : ; ek1g

olsun ve ei 2 F alal¬m. Ayr¬ca ei = (yi; zi) kenar¬ndaki köşelere karş¬l¬k gelen kümelere

Byi ; Bzi 2 A diyelim. Bu durumda Byi \ Bzi 6= ?�d¬r. Buna göre en az bir a 2 X

vard¬r öyle ki a 2 Byi \Bzi�dir. ei 2 F için (yi; u); (zi; u) 2 E olacak şekilde bir u 2 U

olmad¬¼g¬ndan her j 2 [�] için a =2 Aj�dir. O halde jXj = t � 2� + 1�dir. Yani ei 2 F

kenar¬n¬n Sperner say¬s¬na etkisi 1�dir.

Key� ei; ej 2 F kenarlar¬al¬nd¬¼g¬nda iki durum söz konusudur:

1:Durum: ei; ej kenarlar¬n¬n köşeleri birbirinden farkl¬d¬r, yani ayr¬kt¬r.
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2:Durum: ei; ej kenarlar¬n¬n bir köşeleri ortakt¬r.

Önce ei ile ej�nin ayr¬k oldu¼gunu kabul edelim.

Şekil 4.6. Bir çizgenin ayr¬k iki kenar¬

ei = (yi; zi); ej = (yj ; zj) olmak üzere Byi ; Bzi ; Byj ; Bzj 2 A s¬ras¬yla ei ve ej�nin

köşelerine karş¬l¬k gelen kümeler olsun. Buna göre Byi \ Bzi 6= ?; Byj \ Bzj 6= ?�d¬r

ve bu dört kümenin kendi aralar¬ndaki di¼ger arakesitleri boştur. En az iki a; b 2 X

eleman¬vard¬r öyle ki a 2 Byi \Bzi :b 2 Byj \Bzj�dir. Ayr¬ca ei ve ej ayr¬tamsallarda

oldu¼gundan a 6= b�dir ve her l 2 [�] için a; b =2 Al�dir. ei�nin t�ye etkisi 1�di, ei�den ayr¬k

olan bir ej kenar¬n¬n t�ye etkisi de yine 1 olup t � 2�+ 2 olur.

Şimdi ei ile ej�nin ortak bir köşesi oldu¼gunu düşünelim.

Şekil 4.7. Bir çizgenin ortak köşeleri olan iki kenar¬

Bu durumda, Bzi = Byj olup Byi \Bzi 6= ? ve Bzi \Bzj 6= ?�d¬r. Bu iki arakesitteki

elemanlar birbirinden farkl¬d¬r. Yine, a 2 Byi \ Bzi , b 2 Bzi \ Bzj olup ei ve ej ayr¬

tamsallarda oldu¼gundan a 6= b�dir.

Buna göre, ei�den farkl¬bir ej kenar¬n¬n t�ye etkisi 1�dir. F�de k1-tane kenar vard¬r,

herbirinin t�ye etkisi 1 oldu¼guna göre t � 2�+ k1�dir.�

Örnek 4.7.

i) G çizgesi Şekil 4.8�deki gibi ve F = fe1; e2; e3g olsun.

U = fu1; u2; u3; u4g en geni̧s ba¼g¬ms¬z küme olmak üzere �(G) = 4�dür. Öyleyse

Sp(G) � 2:4 + 3 = 11�dir.
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Şekil 4.8. Teorem 4.6�y¬sa¼glayan bir a¼gaç

ii) G çizgesi aşa¼g¬daki gibi olsun.

Şekil 4.9. Teorem 4.6�y¬sa¼glayan üçgen içeren bir çizge

F = fe1g ve �(G) = 4�dür. Sp(G) � 2:4 + 1 = 9�dur.

Teorem 4.8. G = (V;E) bir çizge, �(G) = �, U en geni̧s ba¼g¬ms¬z küme veW � V nU

altkümesi G �nin bir ba¼g¬ms¬z kümesi olsun. Ayr¬ca

NW (ui) = fv 2W j (ui; v) 2 Eg olmak üzere ti = jNW (ui)j olsun. Bu durumda

k2 =
�X
i=1
ti 6=0;1

(ti � 2) olmak üzere

Sp(G) � 2�(G) + k2

olur.
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·Ispat: Sp(G) = t olmak üzere t � 2� oldu¼gunu biliyoruz. A ailesi t-elemanl¬ bir

X kümesi üzerindeki G�yi geren bir Sperner ailesi, U = fu1; u2; : : : ; u�g kümesindeki

köşelere karş¬l¬k gelen kümeler A1; A2; : : : ; A� 2 A olsun. Buna göre, 1 � i; j � �; i 6= j

için Ai \ Aj = ?�dir. W = fw1; w2; : : : ; wrg � V nU altkümesi G�nin ba¼g¬ms¬z bir

kümesi olsun. Herbir wi 2 W köşesine karş¬l¬k gelen kümeyi Bi 2 A ile gösterelim.

Buna göre 1 � i; j � �; i 6= j için Bi \ Bj = ?�dir. Ayr¬ca ti = jNW (ui)j diyelim.

Bu durumda Ai kümesinin Bj kümelerinden ti-tanesiyle arakesiti boştan farkl¬d¬r ve

herbir arakesitde birbirinden farkl¬elemanlar vard¬r.(Çünkü Bj�ler ayr¬kt¬r.) O halde

jAij � ti�dir. Buna göre ti > 2 ise Sperner say¬s¬ti�2 artar. Bu durumda 2�den büyük

veya eşit olan bütün ti�ler düşünüldü¼günde

Sp(G) � 2�(G) +
�X
i=1
ti 6=0;1

(ti � 2)

olur. (ti = 0 veya 1 ise ti toplama kat¬lmaz. Çünkü 0 veya 1 olmas¬durumunda yine

jAij � 2�dir.)�

Örnek 4.9. G iki çoklu çizgesi Şekil 4.10�daki gibi verilsin.

Şekil 4.10. Teorem 4.8�i sa¼glayan bir iki-çoklu çizge

�(G) = 5 ve t1 = 3; t2 = 1; t3 = 2; t4 = 1; t5 = 4�dür Buna göre, t2 = t4 = 1 oldu¼gundan

toplama kat¬lmaz. Öyleyse Sp(G) = 14 � 2:5 + (3� 2) + (2� 2) + (4� 2) = 13�dür.

Teorem 4.10. G = (V;E) bir çizge, �(G) = � ve U en geni̧s ba¼g¬ms¬z küme olmak

üzere k3 = jfv 2 V nU j d(v) = 1gj olsun. Bu durumda

Sp(G) � 2�(G) + k3
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olur.

·Ispat: Sp(G) = t olmak üzere, A ailesi t-elemanl¬ bir X kümesi üzerinde tan¬ml¬

G�yi geren bir Sperner ailesi ve U = fu1; u2; : : : ; u�g kümesindeki köşelere karş¬l¬k

gelen kümeler de A1; A2; : : : ; A� 2 A olsun. Ayr¬ca Z = fv 2 V nU j d(v) = 1g � V nU

olsun. zj 2 Z alal¬m ve A ailesinde zj�ye karş¬l¬k gelen kümeye Bj diyelim. Bu

durumda jBj j = 2�dir. Ayr¬ca Sp(G) � 2�(G) oldu¼gundan 2�(G) eleman var ve

bunlar Ai kümelerinde bulunan elemanlard¬r. Buna göre d(zj) = 1 oldu¼gundan en az

bir aj 2 Bj vard¬r öyle ki her A 2 A; (A 6= Bj) için aj =2 A�d¬r. O halde herbir j 2 [k3]

için sadece Bj�de olan bir aj eleman¬vard¬r. Yani bu şekilde k3-tane a1; a2; : : : ; ak3

elemanlar¬vard¬r. Öyleyse

Sp(G) � 2�(G) + k3

elde edilir.�

Teorem 4.11. Bir G = (V;E) çizgesi Teorem 4.6, 4.8, 4.10�daki durumlar¬n hepsini

gerçekliyorsa, k1; k2; k3 yukar¬da tan¬mland¬¼g¬gibi olmak üzere

Sp(G) � 2�(G) + k1 + k2 + k3

olur.

·Ispat: Sp(G) = t olmak üzere A ailesi t-elemanl¬ bir X kümesi üzerinde tan¬ml¬

G�yi geren bir Sperner ailesi ve U = fu1; u2; : : : ; u�g kümesindeki köşelere karş¬l¬k

gelen kümeler de A1; A2; : : : ; A� 2 A olsun. Teorem 4.6�daki F kümesindeki eleman-

lar¬n köşelerine karş¬l¬k gelen kümeler Bi�ler olsun. Bu durumda F�deki kenarlara

göre Bi�lerdeki elemanlar¬n hepsi Ai�lerde bulunmaz. Ai�lerde bulunmayan en az

jF j = k1-tane eleman vard¬r. W � V nU ba¼g¬ms¬z bir küme olmak üzere Teorem

4.8�e göre W�daki köşeler Ai�lerin e-leman say¬s¬n¬etkiler ve 2�(G)�den farkl¬olarak

k2 =

�X
i=1
ti 6=0;1

(ti � 2) eleman bulundu¼gunu görürüz.

F�den gelen k1-elemanla bu k2-eleman birbirinden farkl¬d¬r. Çünkü k1-tane eleman

Ai�lerde bulunmayan elemanlard¬r, k2-eleman ise Ai�lerdeki elemanlard¬r. Bu durumda

Sp(G) � 2�(G) + k1 + k2

elde edilir. Z = fv 2 V nU j d(v) = 1g � V nU olmak üzere bir zi 2 Z alal¬m. Buna

göre zi için sadece bir e = (zi; u) 2 E kenar¬vard¬r ve burada u 2 U�dur. (E¼ger u =2 U
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olursa U [ fzig en geni̧s ba¼g¬ms¬z küme olur.) O halde e =2 F�dir. Herbir zi 2 Z için

sadece Bzi�de olan bir ai 2 X vard¬r. (Burada Bzi kümesi zi köşesine karş¬l¬k gelen

kümedir.) Bu şekilde k3-eleman vard¬r ve bu elemanlar di¼ger köşelere karş¬l¬k gelen

kümelerde bulunmazlar. Çünkü zi 2 Z eleman¬ne F�deki kenarlara ait bir köşedir, ne

de U�ya aittir. O halde bu k3-eleman k1 + k2-elemandan farkl¬d¬r. Dolay¬s¬yla

Sp(G) � 2�(G) + k1 + k2 + k3

olur.�

Teorem 4.12. G bir çizge ve �(G) = � olmak üzere U = fv1; v2; : : : ; v�g kümesi

G�nin en geni̧s ba¼g¬ms¬z kümesi olsun. Bu durumda

Sp(G) �
�X
i=1

k (G [NG(vi)])

olur.

·Ispat: (X;A;  ) üçlüsü G�nin key�bir gereni olsun. U kümesi G�nin en geni̧s ba¼g¬ms¬z

kümesi oldu¼gundan, U�nun köşelerine karş¬l¬k gelen  (v1) ;  (v2) ; : : : ;  (v�) kümeleri

ayr¬kt¬r. Ayr¬ca bir köşenin Sperner derecesi tan¬m¬(Tan¬m 2.27) ve Teorem 2.28�den

her i 2 [�] için  (vi) � dSp (vi) � k (G [NG(vi)])�dir. Buna göre,

jXj �
�����
�[
i=1

 (vi)

����� =
�X
i=1

j (vi)j �
�X
i=1

k (G [NG(vi)])

olur. O halde

Sp(G) �
�X
i=1

k (G [NG(vi)])

elde edilir.�

Bu bölümde şu ana kadar, bir çizgenin Sperner say¬s¬n¬n ba¼g¬ms¬zl¬k say¬s¬kullan¬larak

elde edilen alts¬n¬rlar¬verildi. Bundan sonra ise bir çizgenin bir kenar¬n¬n büzülmesiyle

ve at¬lmas¬yla Sperner say¬s¬n¬n nas¬l de¼gi̧siklik gösterece¼gine bakaca¼g¬z. Ard¬ndan

da bir çizgenin Sperner say¬s¬ ile bütünleyeninin kromatik say¬s¬ aras¬ndaki ili̧skiyi

inceleyece¼giz.

Teorem 4.13. G = (V;E) basit bir çizge ve e 2 E olsun. E¼ger e kenar¬G�de bir

üçgen içerisinde bulunmuyorsa

Sp(G=e) � Sp(G)

42



olur.

·Ispat: e = (u; v) 2 E olmak üzere uv 2 V (G=e) olsun. Bu durumda

NG=e(uv) = NG(u) [NG(v)n fu; vg

dir. Buna göre

d(uv) � d(u)� 1 + d(v)� 1 = d(u) + d(v)� 2

olacakt¬r. Ayr¬ca e kenar¬G �de bir üçgen içerisinde bulunmad¬¼g¬ndan NG(u)\NG(v) =

?�dir. Bundan dolay¬

��NG=e(uv)�� = d(uv) = d(u) + d(v)� 2

elde edilir.

Bu durumda (X;A; �) üçlüsü G�nin bir gereni olmak üzere her w1 2 NG(u) için

�(w1) \ �(v) = ? ve her w2 2 NG(v) için �(w2) \ �(u) = ? oldu¼gundan her w 2

NG(u) [ NG(v)n fu; vg için �(w) * �(u) [ �(v) olur. Buna göre G=e üzerindeki  

germe fonksiyonunu her w 2 V (G=e)n fuvg için  (w) = �(w) ve  (uv) = �(u) [ �(v)

olarak tan¬mlayabiliriz. Bu da

Sp(G=e) � Sp(G)

oldu¼gunu gösterir.�

Teorem 4.14. G = (V;E) basit bir çizge ve e 2 E olsun. E¼ger e kenar¬G�de sadece

bir üçgenin içerisinde ise

Sp(G=e) � Sp(G)

olur.

·Ispat: e kenar¬G�de sadece bir üçgenin içerisinde bulunsun. Bu durumda

e = (u; v) 2 E olmak üzere jNG(u) \NG(v)j = 1�dir. Öyleyse w 2 NG(u) \ NG(v)

diyelim.

Şekil 4.11. Bir çizgenin ortak komşular¬olan iki köşesi
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(X;A; �) üçlüsü G�nin bir gereni olsun. Buna göre �(u) \ �(v) 6= ?; �(u) \ �(w) 6=

?; �(v) \ �(w) 6= ?�d¬r.

E¼ger �(u)\�(v)\�(w) 6= ? ise en az bir a 2 X vard¬r öyle ki a 2 �(u)\�(v)\�(w)�dir

ve �(w) * �(u); �(w) * �(v) oldu¼gundan �(w) * �(u)[�(v)�dir. Bu durumda G=e için

 germe fonksiyonunu her w 2 V (G=e)n fuvg için  (w) = �(w) ve  (uv) = �(u)[�(v)

olarak tan¬mlayabiliriz. Böylece (X;B;  ) üçlüsü G=e için bir gerendir ve Sp(G=e) �

Sp(G) olur.

E¼ger �(u) \ �(v) \ �(w) = ? ise a; b; c 2 X elemanlar¬vard¬r öyle ki

a 2 �(u) \ �(v); b 2 �(u) \ �(w); c 2 �(v) \ �(w)

olur. Buna göre

a; b 2 �(u); a; c 2 �(v); b; c 2 �(w)

olup a; b; c 2 �(u) [ �(v)�dir, buradan �(w) � �(u) [ �(v) olma ihtimali vard¬r. Bu

durumda  (uv) = �(u) [ �(v)n fbg ve  (w) = �(w) al¬rsak  (w) *  (uv) olur, hatta

 (w) \  (uv) 6= ? durumu da korunur. Ancak b 2 �(y) olacak şekilde bir y 2 V (G)

varsa (y; u); (y; w) 2 E�dir ve ayn¬zamanda (y; uv); (y; w) 2 E(G=e)�dir. Bu durumda

 (y) \  (uv) 6= ? olmas¬ için  (y) = �(y) [ fag olarak tan¬mlanabilir. (a sadece

 (uv) kümesinde bulunan elemand¬r. Çünkü e = (u; v) kenar¬ yaln¬z bir üçgende

bulunur. a eleman¬n¬n  (uv) kümesi d¬̧s¬nda başka bir kümede daha bulunmas¬e�nin iki

farkl¬üçgende bulunmas¬anlam¬na gelir.) a sadece  (uv) kümesinde bulundu¼gundan

 (y) = �(y) [ fag şeklinde tan¬mlanmas¬nda bir sak¬nca yoktur. Hatta b 2 �(y)

olan her y 2 V (G=e) için bu şekilde tan¬mlanabilir. Bu durumda b =2 �(y) olan her

y 2 V (G=e) için  (y) = �(y) olarak tan¬mlamak yeterlidir. Buna göre (X;B;  ) üçlüsü

G=e için bir geren olur. Böylece Sp(G=e) � Sp(G)�dir.�

Örnek 4.15. G ve G=(u; v) çizgeleri Şekil 4.12�deki gibi olsun. Buna göre Sp(G) = 7

ve Sp(G=(u; v)) = 7�dir.
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Şekil 4.12. Gerenleri verilen G çizgesinin bir kenar¬büzülerek elde edilen çizge

Uyar¬: e kenar¬G�de birden fazla üçgenin içerisinde ise Sp(G=e) � Sp(G) eşitsizli¼gi

her zaman do¼gru de¼gildir.

Örnek 4.16. G ve G=(u; v) çizgeleri Şekil 4.13�deki gibi oldu¼gunda

Sp(G) = 8 < Sp(G=(u; v)) = 9�dur.

Şekil 4.13. G çizgesinin bir kenar¬n¬n büzülmesiyle oluşan çizge

Teorem 4.17. G = (V;E) basit bir çizge ve e 2 E olsun.

d1(G) := jfv 2 V j dG(v) = 1gj olarak tan¬mlans¬n.

i) d1(G� e) > d1(G) ise Sp(G� e) � Sp(G),
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ii) d1(G� e) < d1(G) ise Sp(G� e) � Sp(G),

iii) G üçgen içermeyen çizge ve d1(G� e) = d1(G) ise Sp(G� e) = Sp(G)� 1�dir.

·Ispat: i) e = (u; v) 2 E ve d1(G � e) > d1(G) olsun. Buna göre G �den e kenar¬n¬

att¬¼g¬m¬zda derecesi 1 olan köşe say¬s¬art¬yorsa dG�e(u) = 1 veya dG�e(v) = 1�dir. Bu

durumda dG(u) = 2 veya dG(v) = 2�dir. Şimdi G� e�nin her gereninin G�nin de gereni

olabilece¼gini gösterelim. (X;A; �) üçlüsü G� e�nin bir gereni olsun.

1: Durum: dG�e(u) = 1 ve dG�e(v) > 1 olsun. Buna göre en az bir a 2 X vard¬r

öyle ki a 2 �(u) ve her w 2 V (G � e)n fug için a =2 �(w)�dir. Şimdi G için X üz-

erinde bir  germe fonksiyonu tan¬mlamaya çal¬̧sal¬m. E(G)n feg = E(G�e) oldu¼gun-

dan her w 2 V (G)n fu; vg için  (w) = �(w) olmas¬n¬n bir sak¬ncas¬yoktur. Ayr¬ca

e = (u; v) 2 E oldu¼gundan  (u)\ (v) 6= ? olmas¬gerekir. Buna göre  (u) = �(u) ve

 (v) = �(v)[fag olarak tan¬mlan¬rsa a 2  (u)\ (v) olur. Böylece G çizgesi içinX üz-

erinde tan¬ml¬bir  germe fonksiyonu oluşturulmuş olur. Buradan Sp(G�e) � Sp(G)

elde edilir.

2: Durum: dG�e(u) = dG�e(v) = 1 olsun. Bu durumda da en az iki a; b 2 X ele-

man¬vard¬r öyle ki a 2 �(u); b 2 �(v) (a =2 �(v); b =2 �(u)) ve her w 2 V (G� e)n fu; vg

için a; b =2 �(w)�dir. Yine G için X üzerinde tan¬mlamaya çal¬̧st¬¼g¬m¬z  germe fonk-

siyonunda her w 2 V (G)n fu; vg için  (w) = �(w) al¬nabilir Ayr¬ca,. dG�e(u) =

dG�e(v) = 1 ve e = (u; v) 2 E oldu¼gundan,  (u) = �(u) ve  (v) = (�(v)n fbg) [ fag

şeklinde tan¬mlanabilir. Bu durumda  germe fonksiyonu X �fbg üzerinde tan¬mlan-

m¬̧s olur. Buna göre Sp(G � e) > Sp(G) olur. O halde d1(G � e) < d1(G) oldu¼gunda

Sp(G� e) � Sp(G) olur.

ii) e = (u; v) 2 E ve d1(G� e) < d1(G) olsun. Buna göre iki durum söz kunusudur:

1: Durum: dG(u) = dG(v) = 1 ve

2: Durum: dG(u) = 1; dG(v) > 2 veya dG(u) > 2; dG(v) = 1

olmas¬d¬r. Önce 1: duruma sonra 2: duruma bakal¬m.

1: Durum: dG(u) = dG(v) = 1 olsun. e = (u; v) 2 E oldu¼gundan G = K2�dir.

Şekil 4.14. ·Iki köşesinin de derecesi 1 olan kenar ve

bu kenar¬n silinmesiyle oluşan yeni çizge
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Sp(K2) = 3 > Sp(K2 � e) = 2�dir.

2: Durum: dG(u) = 1; dG(v) > 2 olsun.

Şekil 4.15. Bir köşesinin derecesi 1 olan bir kenar

(X;A;  ) üçlüsü G�nin bir gereni olsun. Bu durmda e 2 E(G) oldu¼gundan

 (u) \  (v) 6= ?�d¬r. Buna göre en az bir a 2 X vard¬r öyle ki

a 2  (u) \  (v) 6= ?�dir. Ayr¬ca dG(u) = 1 oldu¼gundan u�nun tek komşusu vard¬r, o

da v�dir. Öyleyse a 2  (u) oldu¼gundan her w 2 V (G � e)n fu; vg için a =2 �(w)�dir.

Şimdi G � e için X üzerinde bir � germe fonksiyonu tan¬mlamaya çal¬̧sal¬m. Her

f 2 E(G); f 6= e için f 2 E(G� e) oldu¼gundan �(w) =  (w) al¬nabilir. Ayr¬ca

e =2 E(G� e) oldu¼gundan �(u) \ �(v) = ?�d¬r. Buna göre �(v) =  (v) ve

�(u) =  (u)n fag al¬n¬rsa �(u) ile �(v) ayr¬k olur. Buradan da Sp(G � e) � Sp(G)

oldu¼gu görülür.

iii) G üçgen içermeyen bir çizge ve d1(G�e) = d1(G) olsun. Ayr¬ca G üçgen içermeyen

bir çizge ise Sp(G) = kGk+ d1(G) oldu¼gunu biliyoruz. Buna göre d1(G� e) = d1(G)

oldu¼gundan

Sp(G� e) = kGk � 1 + d1(G)

= kGk+ d1(G)� 1 = Sp(G)� 1

elde edilir.�

Örnek 4.18.

i) n-köşeli Cn döngüsü alal¬m. Bu durumda e 2 E(Cn) olmak üzere Cn � e �= Pn

�dir. Öyleyse d1(Cn) = 0 < d1(Pn) = 2�dir ve Sp(Cn) = n � Sp(Cn � e) = Sp(Pn) =

n+ 1�dir.
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ii) G çizgesi Şekil 4.16�daki gibi olsun.

Şekil 4.16. e kenar¬n¬n silinmesiyle Sperner say¬s¬artan çizge

Buna göre d1(G) = 0 < d1(G� e) = 1 olup Sp(G) = 4 < Sp(G� e) = 5�dir.

iii) G1 çizgesi aşa¼g¬daki gibi olsun.

Şekil 4.17. e kenar¬n¬n silinmesiyle Sperner say¬s¬azalan çizge

Buna göre d1(G1) = 1 > d1(G1 � e) = 0 olup Sp(G1) = 5 > Sp(G1 � e) = 4�dür.

iv) Şekil 4.18�deki gibi verilmi̧s olan G2 çizgesi için d1(G2) = d1(G2 � e) = 0 olup

Sp(G2) = 7 ve Sp(G2 � e) = 6�d¬r.

Şekil 4.18. Bir kenar¬silindi¼ginde Sperner say¬s¬1 azalan çizge

Uyar¬: Sperner say¬s¬ile kromatik say¬s¬aras¬nda da bir ili̧ski kurulabilir.

Sp(G) � �(
�
G) oldu¼gunu görmek kolayd¬r. Bunun için (X;A;  ) üçlüsü G�nin key� bir

gereni olmak üzere v 2 V (G) = V (
�
G) köşesine karş¬l¬k gelen  (v) kümesinden bir a

eleman¬
�
G�de v köşesine atan¬rsa ve bu atama her v köşesi için tekrarlan¬rsa

�
G�nin her
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köşesine bir eleman atanm¬̧s olur. Bu atamaya göre her (u; v) 2 E(
�
G) kenar¬için u

köşesine atanan elemanla v köşesine atanan eleman ayn¬de¼gildir. Çünkü (u; v) 2 E(
�
G) ise (u; v) =2 E( G) olur ve buradan da  (u) \  (v) = ?�dir. Bundan dolay¬u ile

v�ye atanan elemanlar birbirinden farkl¬d¬r. Böylece G�nin (X;A;  ) gereni yard¬m¬yla
�
G�nin bir renklendirmesini elde etmi̧s oluruz. Buradan jXj � �(

�
G)�dir. O halde G�nin

her gereni için
�
G�nin bir renklendirmesi oluşturulabilece¼ginden

Sp(G) � �(
�
G)�dir.

Uyar¬: Bir çizgenin tamsal örtüm say¬s¬, bütünleyeninin kromatik say¬s¬na eşit oldu¼gun-

dan; yani k(G) = �(
_
G) oldu¼gundan yukar¬daki uyar¬dan yola ç¬karak Sp(G) � k(G)

oldu¼gu görülür.

Örnek 4.19. G çizgesi ve bütünleyeni Şekil 4.19�daki gibi olsun. Sp(G) = 6 ve

�(
�
G) = 3�dür. Buna göre V (G) = f1; 2; 3; 4; 5g olmak üzere G �nin bir gereni

A = ffa; bg ; fb; c; fg ; fc; dg ; fd; eg ; fe; fgg ailesidir. Bu aileye göre
�
G�nin bir 5-

renklendirilmesi şekildeki gibidir.

Şekil 4.19. Bir gereni verilmi̧s G çizgesi ve 5-renklendirilmesi verilmi̧s bütünleyeni
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