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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

KENDINE ES OLMAYAN STURM-LIOUILLE OPERATORLERININ
SPEKTRAL ANALIZi

Havva Sule TUNCER

Siileyman Demirel Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Jiiri: Prof.Dr. Sadulla JAFROV
Prof. Dr. Bilender PASAOGLU (Danigman)
Yrd.Dog¢.Dr. Suna SALTAN

Bu tezde Sturm-Liouville diferansiyel denklemleri i¢in simnir deger problemleri
incelenmistir. Regliler ve Singiiler Sturm-Liouville smir deger problemlerinin
siniflandirilmasi yapilmistir. Singiiler Sturm-Liouville denklemleri i¢in kendine es
olan ve kendine es olamayan smir kosullar1 arastirilarak Green fonksiyonu
kurulmustur.

Daha sonra smir deger problemlerine karsilik gelen operatoriin spektral 6zellikleri
incelenmistir. Sinir deger problemlerinin 6zdeger ve 6zfonksiyonlar1 arastirilmis ve
Ozellikleri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Regiiler ve singiiler Sturm-Liouville Operatorleri, Kendine Es
Olmayan Sturm-Liouville Operatorleri, Sinir Deger Problemleri, Sturm-Liouville
Operatorlerinin Spektrumu
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ABSTRACT

M. Sc. Thesis
SPECTRAL ANALYSIS OF NON SELF ADJOINT STURM-LIOUVILLE
OPERATORS

Havva Sule TUNCER

Siileyman Demirel University Graduate School of Applied and Natural
Sciences

Mathematics Department

Thesis Committee: Prof.Dr. Sadulla JAFAROV
Prof. Dr. Bilender PASAOGLU ( Supervisor)
Asst. Prof. Dr. Suna SALTAN

In this thesis we examined the boundary value problems for Sturm-Liouville
differantial equations. Regular and singular Sturm-Liouville boundary value
problems are classificationed. Adjoint and self adjoint boundary condiations are
studied for singular Sturm-Liouville equqtions. And obtained Green function.

Spectral property are studied to operator for boundary value problems. Eigenvalues
and eigenfunctions are obtain for boundary value problems and examined their
properties.

Key Words: Regular and singular Sturm-Liouville Operators, Non Self Adjoint
Sturm-Liouville Operators, Boundary Value Problems, Spectrum of Sturm-Liouville
Operators.
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TESEKKUR

Tez calismasinin belirlenmesinde, kaynaklarin bulunmasinda ve temin edilmesinde,
karsilagtigim her tiirlii problemin ¢oziimiinde yardimlarini esirgemeyen ve bana
devamli destek veren, ufkumu acan, gelecege umutla bakmami saglayan degerli

hocam Prof. Dr. Bilender PASAOGLU na tesekkiir ederim.

Ayrica Ingilizce kaynak kitaplarinin temin edilmesinde destek ve yardimlarimni
gordiigiim basta Siileyman Demirel Universitesi olmak iizere, Orta Dogu Teknik
Universitesi ve Istanbul Teknik Universitesi Kiitiiphanesi ¢alisanlarina da tesekkiir

ederim.
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SIMGELER DiZIiNi

: Reel sayilar kiimesi

: Kompleks sayilar kiimesi

: Hilbert uzay1

: z-Kompleks sayisinin reel kismi
: z-Kompleks sayisinin sanal kismi
: A nin tanim kiimesi

: A nin goriintii kiimesi

: Diferensiyel ifade

: Maksimal operator

: Minimal simetrik operator

: Green fonksiyonu

: Weyl-Titchmarsh Fonksiyonu

: A Operatdriiniin rezolventi

: Ozdeger



1. GIRIS

Matematiksel fizigin ve miihendisligin pek ¢ok problemi Sturm-Liouville sinir deger
problemleri ile baglantilidir. Genellikle kismi tlirevli denklemlerde degiskenlerin
ayrilmas1 yontemi kullanildiktan sonra Sturm-Liouville denklemleri ile baglantili

sinir deger problemleri ortaya ¢ikmustir.

Tezde regiiler ve singiiler Sturm-Liouville smir deger problemlerinin
siniflandirilmas:  yapilmigtir.  Kendine es Sturm-Liouville operatoriiniin  sinir
kosullari, Green fonksiyonu kurulmustur. Sinir deger problemine karsilik gelen
operatoriin spektral Ozellikleri incelenmistir. Rezolvent kiime, rezolvent operatdr,
spektrum islenmistir. Daha sonra problemin 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlar
incelenmistir. Kendine es olmayan Sturm-Liouville smir deger probleminin

spektrumu aragtirilmstir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Tamm 2.1 (Hilbert uzayi) : x,y,z elemanlarindan olusan herhangi bir kiime H

olsun ve asagidaki aksiyomlar1 saglasin.
1. H lineer kompleks bir uzay

2. H nin her x,y ikili elemanina karsilik gelen (X, y) kompleks sayis1 i¢in ,
a) (X, y) =(Y,X)
b) (X %, Y) = (X, ) + (X, ) (%, %, e H)

c) (AX, ¥) =AX,Y) (Her A kompleks sayisi igin)

d)(x)20 5 (xXx)=0x=0 ; (|x]=+(x,x))
3. d(x,y)= ||X - y|| metrigi anlaminda H tamdir.

4. Her n dogal sayisi i¢in H de n sayida lineer bagimsiz eleman vardir. Yani H

sonsuz boyutludur.

Bu taktirde, 1-4 sartlarim1 saglayan uzaya Soyut Hilbert uzayi, 1-3 sartlarin

saglayan uzaya ise iiniter Hilbert uzay1 denir (Liusternik, 1961).

Tamm 2.2 ( Lineer Operator ) : H Hilbert uzayinin her hangi bir D c H lineer

alt uzay1 ve bir L operatorii igin,

L:DcH—>H

dontistimil verilsin. Eger her ¢;,a, €C ve her X, X, € D igin,



L(a X, +a,X,) = a,LX + o, LX,

esitligi saglaniyorsa L doniisiimiine lineer operatér, D ye ise L operatoriiniin
tanim bolgesi denir ve D(L) ile gosterilir. L operatoriiniin deger kiimesi de Im(L)

veya R(L) ile gosterilir (Naimark, 1968).

Tamm 2.3 : X ve Y birer normlu uzay ve D(L) < X bir L operatoriiniin tanim

kiimesi olsun. Eger,
[xl<Clx|

olacak sekilde bir C reel sayis1 varsa L ye sinirli operator denir (Kreyszig, 1978).

Tammm 2.4 (Eslenik Operator) : H Hilbert uzayr ve L bu uzayda lineer bir
operatér olmak iizere, L nin tanim kiimesi D(L), H uzayinda yogun olsun.

f e D(L) igin,

(Lf,g)=(f,Lg)

esitligini saglayan L operatdriine L nin adjoint (eslenik) operatdrii denir. Bu
esitligi saglayan g € H vektorler kiimesine L~ 1 tanim kiimesi denir ve D(L")

ile gosterilir (Naimark, 1968).

Eger L =L ise L operatoriine self adjoint (kendine es) operatdr denir (Kreyszig,

1978).

Tamm 2.5 : [a,b] aralifinda tanimli, kompleks degerli ve Lebesgue anlaminda
oOl¢iilebilir olan f(x) fonksiyonu i¢in |1:(X)|2 fonksiyonu bu aralikta Lebesgue

anlaminda integrallenebilir ise f(x) fonksiyonuna [a,b] araliginda karesi

integrallenebilir fonksiyon denir.



(a,b) araliginin (sonlu veya sonsuz) iizerinde Lebesgue anlaminda olgiilebilir ve
kare integrallenebilir tiim komleks degerli f(x) fonksiyonlar kiimesini L’(a,b) ile

gosterecegiz.

Her f(x),g(x)eL’(a,b) icin;

b

<f,g>:ff(x)ﬁdx

seklinde bir i¢ ¢carpim tanimlanabilir [Jorgens, 1964].
Tanim 2.6: L, D(L) tanim bdlgesinde sinirl lineer bir operatdr olmak {izere ,
Ly =A4y

esitligini saglayan y=0 vektéri mevcut ise A sayisina L operatoriiniin

Ozdegeri, y vektoriine ise 6zvektorii denir [Kostyuchenko, Sargsyan 1979].

Tanmm 2.7: p(x), q(x) ve s(x) fonksiyonlar1 [a,b] araliginda Olciilebilir olmak

lizere,

d d
L= —&( p(x)&j+ a(x)

seklinde tanimli L ye Sturm-Liouville ifadesi,
L(y)+As(x)y=0
seklinde tanimli denkleme ise Sturm-Liouville diferansiyel denklem denir.

Sturm-Liouville diferansiyel operatoriiniin spektral 6zellikleri arastirilirken

genellikle asagidaki li¢ grup sinir sartlar1 ele alinir.



a) Ayrilan smir kosullari,
y(@)cosa+Yy'(a)sina =0, y(b)cos S+ y'(b)sin =0,
a,p e (—o,»).
b) Periyodik siir kosullari,
y@=yb) . y@=yb)
antiperiyodik sinir kosullart,
y@=-yb) ., y@=-y(b).
¢) Uclar1 baglanmig sinir kosullari,

y@=yb)=0 , y(a=y(b)=0.

Tanmm 2.8: [a,b] kapali aralig1 sonlu , % ve q(x) fonksiyonlar1 [a,b] de
p(Xx

integrallenebilir ise o zaman L Sturm-Liouville ifadesine regiiler, aksi taktirde ise

singiiler Sturm-Liouville ifadesi denir.

Tamm 2.9: Sturm-Liouville ifadesi regiiler iken ,

L(y)=-y"+q(x)y=A4y a<x<b 2.1
denklemi ve

y(@)cosa + y'(a)sina =0 0<asr (2.2)

y(b)cos B+ y'(b)sin B =0 0<p<r (2.3)



siir kosullarina birlikte Sturm-Liouville problemi denir. A kompleks say1 olmak
tizere (2.1)- (2.3) Sturm-Liouville probleminin ¢dziimii olan ve sifirdan farkli
y(x) fonksiyonu varsa o zaman A ya problemin 6zdegeri, y(x) e ise 4 6zdegerine

karsilik gelen 6zfonksiyon denir.

Tamm 2.10 (Simetrik Operator): H-Hilbert uzay1 olmak tizere , A: D(A) > H

lineer bir operatér ve D(A) = H olsun. Her f,ge D(A) i¢in,

(A1.g) = (1.Ag)
ise A ya simetrik operator denir.

Tanmm 2.11 (Simetrik Operatoriin Defekt Uzaylar1) : A , H Hilbert uzayinda

simetrik operatdr ve A keyfi kompleks say1 olsun. Ry ve R sirasiyla (A- A1) ve

(A- Al ) operatorlerinin deger kiimesi olmak iizere ,
N,=HOR, ve N.=HOR.
uzaylarina defekt uzaylar1 denir.

Tamim 2.12 (indis Defekt): Im A > 0 olmak iizere , m=dimN, ve n=dim N

seklinde ifade edildiginde (m,n) ikilisine A operatoriiniin indis defekti denir.

Tamm 2.13 (Disipatif Operator): H Hilbert uzayinda doniisiim yapan A lineer

operatoriiniin D(A) tanim kiimesi H de yogun olmak iizere her f € D(A) igin,
Im(Af, f)>0

ise A operatdriine disipatif operatdr denir.



3. REGULER STURM-LIOUVILLE PROBLEMIi

3.1. Regiiler Sturm-Liouville Probleminin Temel Ozellikleri
Asagidaki Sturm-Liouville diferansiyel ifadesini ele alalim
0(y)==y"(x)+a(x)y(x),—o<a<x<b<ow (3.1
burada ¢ ( X) fonksiyonunun [a,b] kapali araliginda tanimli, reel degerli ve bu aralikta

stirekli oldugunu kabul edelim. (3.1) ifadesi i¢in asagidaki Sturm-Liouville problemini

inceleyecegiz.
((y)==y"(x)+a(x)y(x) =2y(x) . xel[ab] , (3.2)
y(a)cosa+Yy'(a)sina =0 , (3.3)
y(b)cos B +y'(b)sin =0 , (3.4)

burada «,f e (—0,x) ve L e C
(3.2) denklemine indirgenebilen daha genel Sturm-Liouville denklemleri vardir.
Ornegin;

d

_& dx

(p(x)ﬂJ+h(x)y=ﬂr(x)y , a<x<b (3.5)
Sturm-Liouville denklemini ele alalim. Burada p(x) >0,r ( X) >0, Xe [a,b] ve
p(x) fonksiyonunun [a,b] de birinci mertebeden tiirevi siirekli fonksiyon ve

p(x) r(x) in ikinci mertebeden tiirevi [a,b] de siirekli fonksiyondur.

Bu durumda

75 \ p(x)

a
dontistimleri yardimiyla (3.5) denklemi

; 2
c:l (m) dx (3.6)

2

d-u
—F+q(z)u=yu (3.7)



kanonik sekle indirgenebilir. Burada

z () —czh(x) 2)=(r(x) p(x))*
q( ) H(Z) I'(X) ’9( ) ( ( )p( ))

olmak iizere bu donlisimler yapilirken [a,b] araligi [0,7] araligina

doniismektedir.(Levitan, Sargsyan, 1991)

Boylece (3.2) — (3.4) Sturm-Liouville problemini ele aldigimizda genelligi bozmadan

a=0,b = alinabilir. Gergekten t= Fﬂ' donlisimii [a,b] araligmi [0,7]

araligina  doniistirmekte olup, (3.3), (3.4) smir kosullarin ifadeleri

degismemektedir.

Lemma 3.1.1 A, # A4, sayilan (3.2) — (3.3) smur deger problemlerinin dzdegerleri
olmak iizere bu Ozdegerlere karsilik gelen y(x,/L)V@ y(x,ﬂ,z) ozfonksiyonlari

ortogonaldir, yani

y(X,4)y(x,4,)dx=0

S =y

dir.

Ispat: f (X) ve ¢ (X) fonksiyonlarmin ikinci mertebeden tiirevleri [0,7] de siirekli
olsun. O halde
Lf = f"(x)—-g(x) f(x)

olmak {izere, iki defa kismi integrasyonla asagidaki esitlik elde edilir:

s

TLf.g(x)dx:wﬁ[f,g]—wo[f,g]+j f(x).Lgdx , (3.8)

0
burada W, [f.g]=f(x)g'(x)-f'(x)g(x) dir. Bu ifadeye f(x)ve g(X)
fonksiyonlarinin Wronskiyeni denir.

f(x)=y(x.4)ve g(x)=y(x,4)olsun. (3.3) — (3.4) smir kosullarma gore

W,(f,g9)=W,(f,g)=0 oldugu gosterilebilir =~ O halde (3.8) den

(=2) [y(xA)y(62)dx=0



bulunur. 4, # A4, oldugundan Lemma 3.1.1 ispatlanmis olur.

Lemma 3.1.2: (3.2) — (3.3) sinir deger problemlerinin 6zdegerleri reel sayilardir.

Ispat: A =u+iv kompleks sayis1 (3.2) — (3.3) smir deger problemlerinin 6zdegeri
olsun. q(x) reel degerli fonksiyon ve a,f reel sayilar oldugundan 4, = 4, =u—iv

sayist da ayni simir deger probleminin 6zdegeri olup y(x,ﬂq) buna karsilik gelen

ozfonksiyondur. O halde Lemma 3.1.1 e gore

v

[ly(x.4) =0

0

bulunur. Buradan da y(x,ﬂq) =0 bulunur ve demek ki smir deger probleminin

kompleks 6zdegerlerinin mevcut olmadig goriiliir ve ispat tamamlanir.

3.2 Sturm-Liouville Probleminin Ozfonksiyonlarina Gére Fourier A¢ilimi

Asagidaki Sturm-Liouville problemini ele alalim.

y"(x)+{ﬂ—q(x)}y(x):0, xe[0,7] , (3.9)
y(0)cosa +y'(0)sina =0, (3.10)
y(7)cos B+ Y (7)sinf=0, (3.11)

burada o, e (—o,0)ve 1eC
dir. (3.9) denkleminin asagidaki baslangi¢c kosullarini saglayan ¢oziimleri u (X,ﬂ) ve
v(x,4) olsun.

u(0,4) =siner, u'(0,4)=—coser ,

v(0,4) =sinf, V'(0,4)=—cosp
u(x,/”t)ve V(X,ﬂ) ¢Oziimleri lineer bagimsiz ise, yani u(x,/i) fonksiyonu (3.9) -
(3.11) probleminin 6zfonksiyonu olmamakla birlikte W [u,v] #0 bulunur. Eger
W u,v]=0 ise o halde u(x,4)=cv(x,4) bulunur ve u(x,A) fonksiyonu (3.9) -

(3.11) probleminin 6zfonksiyonu olur. Bdylece (3.9) - (3.11) probleminin



0zdegerleri Wronskiyenin sifirlar ile ¢akisir. W [u,v] Wronskiyeni x den bagimsiz
olup W, [u,v]=@(4) bulunur.

1
(2)
1

(2)

olsun. G(x,t,4) fonksiyonuna (3.9) - (3.11) probleminin Green fonksiyonu denir.

u(x,A)v(t,1), x<t
G(x.t,4)=

u(t,A)v(x,4), x>t

Bu fonksiyon x ve t ye gore simetrik olup her reel A degeri igin reel degerli

fonksiyondur.
y(x,4)=[G(xt,2)f (t)t (3.12)
0
olsun. y(X,/i) fonksiyonuna (3.9) - (3.11) probleminin rezolventi denir. Bu
fonksiyonun
Y +{A=a(x)}y = f(x) (3.13)

denklemini ve (3.10) - (3.11) kosullarin1 sagladigin1 gosterelim. Gergekten
G (X,t, Z) nin tanimina gore y(x,/i) fonksiyonu i¢in su ifade yazilabilir

y(x2) :ﬁ{v(x,z)iu(t,z) f(t)dtu(x ) [v(t 2) (t)dt}

X

Buradan ikinci mertebeden tiirev alinirsa,

y'(x,4)= w(l/l){v”(x,ﬂ)iu(t,/l)f (t)dt+u"(x,/1)fv(t,/1) f(t)dt+Vv'(x,A)u(x,2)f(x)-
, _q(x)-4 X f
—U' (X, A)v(x,4) f (x)}— (1) {v(x,i){u(t,ﬂ) f (t)dt+u(x,/1)'[v(t,/1)f(t)dt}+

+f(x)={a(x)-2}y(x,2)+ f(x)

bulunur. Buradan da,
y'+{2-a(x)fy=1(x)
oldugu goriiliir. Ayrica y(X,/l) nin (3.10) - (3.11) smr kosullarin1 sagladigi

gosterilebilir. O halde asagidaki teorem ispat edilmis olur.

10



Teorem 3.2.1: Eger Asayist (3.9) - (3.11) sinir deger probleminin 6zdegeri
degilse, (3.10) - (3.11) , (3.13) homojen olmayan sinir deger probleminin her
f (X) i¢in ¢Oziimii vardir ve bu ¢6zliim (3.12) formiilii ile ifade edilir.

A =0 sayis1 (3.9) - (3.11) sinir deger probleminin 6zdegeri olmasin. O halde

G (X,t,O) =G (X,t) olmak tizere

y(x)=[G(xt) f (t)it

0

fonksiyonu
y'=a(x)y=f(x)
denklemini ve (3.10) ve (3.11) siir kosullarini saglar. (3.13) denklemini
y'—q(x)y=f(x)-1y
seklinde yazalim. O halde (3.10) , (3.11) ve (3.13) smir deger problemi asagidaki

integral denkleme esdegerdir.

y(x)+ A[S (%) y(t)dt = [G(x,t) f (t)ct.

Ozel olarak homojen ( f (X) = 0) sinir deger problemi

Va

y(x)+/1jG(x,t)y(t)dt=O (3.14)

0
Integral denklemine esdegerdir.

(3.9)-(3.11) Sturm-Liouville sinir deger probleminin dzdegerleri A,4,4,,...,4,,...

olsun. Bu oOzdegerlere karsilik gelen ortonormal o6zfonksiyonlar ise VO(X),
Vi (%), Vy (X),V5(X),.., vy (X),.. olsun.

Vo (X)Vn (6)
oA

n

H(x, &)=

fonksiyonunu olusturalim. O halde
Q(x.£)=G(x.¢)+H(x.$)
seklinde tanimlanan fonksiyon simetrik ve siireklidir. Bu durumda Q(X, & ) =0

oldugunda A, 6zdeger olmak iizere,
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s

u(x)+ 4 [Q(x.&(£)dE=0 (3.15)

denkleminin u(x) == 0 ¢éziimii vardir.

Lemma 3.2.2:

G(X,é‘):—gw (3.16)

n

formiili gegerlidir.

Ispat: (3.13) denkleminden

T

[G(xéN, (¢)de = —%vn(x) , N=0,1,2,3..

0 n

bulunur. Buradan da

s

[Q(x.ep,(£)de=0 . n=0,123...

0

elde edilir, yani Q(X,l) fonksiyonun (3.9) - (3.11) smir deger probleminin tiim

6zfonksiyonlarina ortogonal olur.

(3.14) denkleminin ¢6ziimii u(x) olsun. u(x) fonksiyonunun tiim Vn(X)

fonksiyonlarina ortogonal oldugunu gosterelim. Gergekten (3.15) den

0:;fu(x)vn(x)dx+/IOIVH(X){IQ(X,g)u(f)df}dX

= G0V, (9dk+ 4, [u() {f@(x@w(x)dx}df = JuOov, (00
bulunur. Buradan da
0=U(X)+ 4 [ Q. EUE)IE = u(X)+ 4, [ G(X, Eu(&)dE

elde edilir. O halde sonuncu esitlige gore u(x) fonksiyonunun (3.9)-(3.11)

probleminin  dzfonksiyonu oldugu  goriiliir.  u(x) fonksiyonu tim V. (X)

Ozfonksiyonlarina ortogonal oldugundan, kendine de ortogonal olur ve buradan

12



u(x)=0 bulunur. Bu durumda (3.15) nin 6zfonksiyonu mevcut degildir. O halde

Q(x,4) =0 bulunur ve buradan

G(X’é):_H(X’é):_iM

n

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.3 : f(x) fonksiyonun ikinci mertebeden tiirevi [0,n] de siirekli fonksiyon
olmak {izere f(x) fonksiyonu (3.3)-(3.4) sinir kosullarini saglasin. O halde f(x)
fonksiyonu (3.2)-(3.4) Sturm-Liouville probleminin 6zfonksiyonlarinin Fourier

serisine agilabilir ,yani
FO0 =2, (%),a, = [ f (v, (x)dx (3.17)
n=0 0

seri acilimi gecerlidir.

Ispat: f"(x)—q(x)f(x)=h(x) olsun. O halde (3.12) ve (3.16) e gore

f(0 =[G HN(&)dE =

© 1 T 3
==V, 00— [V, (HNE)AE =D a,v,(X)
n=0 ﬁ“n 0 n=0
bulunur. V, (X) fonksyonlarinin ortonormal sistem olusturdugundan dolay1

a, =]£ f (X)v, (x)dx

bulunur ve ispat tamamlanir.
Teorem 3.2.4: Her f e L*[0, 7] fonksiyonu igin

[200dx=3 (3.18)

Parseval esitligi saglanir.

Ispat : f(x) fonksiyonu Teorem 3.2.2 nin kosullarin1 saglarsa (3.18) esitliginin

saglandig1 kolayca goriilebilir, yani

13



jfz(x)dx:zanj f(x)v,(x)dx =" a’ (3.19)
0 n=0 0 n=0
bulunur.
Simdi bu esitligin keyfi f e ° [O, 7z] fonksiyonu icin gecerli oldugunu gosterecegiz.
Bu amagla L’ [0,7[] metriginde f(x) e yakinsak olan f,(X)( k=1,2,...) fonksiyon
dizisi segebiliriz. Buradaki f,(X) ( k=1,2,...) fonksiyonlarinin her mertebeden tiirevi

vardir ve bu fonksiyonlar 0 ve m noktalarinin komsuluklarinda 6zdes olarak sifira

esitler (Levitan, Sargsjan,1991). O halde (3.19) e gore

(£,00=f,00) d=3(a% —a® ) (3.20)

n=0

O ==y

bulunur. Burada
af(}k) :J' f.)Vv,(x) , (0=0,1,2,...;k=1,2,...)
0

(3.20) nin sol tarafindaki ifadede k,| — o« olmak iizere limite ge¢ilirse bu ifade sifira

yakinsar; o halde sag taraftaki ifade de sifira yakinsar.

Cauchy-Schwartz esitsizligine gore

a<k>\<ﬁ f () f,.(x)) ]

0

bulunur. O halde L*[0,7]|normuna gére f (x) dizisinin f(x) e yakmsadigim
dikkate alirsak, &im ar(]k) =a, ,Nn=0,1,2,... bulunur. N> 0 olmak iizere , (3.20) ye

gore

N V4

> (a - a“> ) <[(f.00-f,00)

(=}

elde edilir. Bu esitsizlikte kK — oo igin limite gegilirse

(an —aff))

bulunur. Burada N — oo i¢in limite gegilirse

(an —aff))

Mz

(00— f,(0) dx

O‘—-.ka

>
Il
=]

NgE

(00— f,00) dx

O‘—-.ka

>
Il
=]

14



elde edilir. Bu esitsizlikten

2
an

NgE

1l
f=}

n

serisinin yakinsaklig1 elde edilebilir. Ote yandan Cauchy-Schwartz esitsizligine gore

> - ()| =X (3 -a”) (. +al)
n=0

n=0 n=0

< (Z j (z a +a" ]

bulunur. Bu esitsizlikten ¢ — o0 igin

S -3
n=0

n=0

<

)
a, —a,

oldugu goriilir. L*[0,7] normuna gore £ — coigin f,(X) = f(X) olduguna gore
I f2(x)dx —>j f2(x)dx
0 0

bulunur. O halde

f £2(x) dx=§(aﬁ” )2

n=0

esitliginde / — coigin limite gecilirse
I f2(xdx=>"a;
0 n=0

bulunur ve ispat tamamlanir.
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4. SINGULER STURM-LIOUVILLE PROBLEMIi

4.1. Weyl Limit-Cemberi ve Weyl Limit —Noktasi

Asagidaki singiiler Sturm-Liouville denklemini ele alalim, —-y”+q(x)y=A4y,
0 < X<+, burada [0,00] araliginda tanimli q(x) fonksiyonun her bir sonlu aralikta

siirekli oldugunu varsayalim.

f(x) ve g(x) fonksiyonlar1 sirasiyla,

d*f
™ +{A-q(x)} f =0,
d’g (.
5o A -aofg =0 *D

diferansiyel denkleminin ¢oziimleri olsun. O halde kismi integrasyon yardimiyla,

b

(2 =) £00g00dx =[| £00{a00g00 -9 (0} =g {a00) F (0 - F'(0} dx

a

b

=—[{F(09' (0= f (0} dx =W, (f,9)-W,(f,Q) (4.2)

oldugu gosterilebilir.

Burada W(f,g), f ve g fonksiyonlarinin Wronski determinantin1 (Wronskiyenini)

gosterir.

Eger A=u+iv, A'=A=u-iv, a=0 ve g="f iseozaman (4.2) den,

2[| o[ dx=iW,(F, F)—iw,(f, ) (4.3)
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elde edilir.
(4.1) denkleminin ¢(Xx) =g(X,4) , 6(x)=86(x,1) ¢oziimleri,
#(0)=sina , ¢'(0)=-cosa
0(0)=cosa , 6'(0)=sina (4.4)

baslangi¢ kosullarinda saglasin. Burada « 6[0,72'] dir. O zaman, W, (¢,0)

Wronskiyeni igin
W, (4,0) =W, (4,0) =sin’ a +cos’ a =1
bulunur.

(4.1) denkleminin genel ¢oziimii 8(x)+14(x) seklindedir. x=b noktasinda,
{0(b) +14(b)} cos B +{0'(b) +4(b)} sin B =0

sinir kosulunu saglayan bu ¢oziimii géz Oniine alalim. Burada ﬂe[O,ﬂ] dir. Bu

denklemden,

0(b)cot B +6'(b)
g(b)cot B +¢ (b)

| =1(A)=— (4.5)

elde edilir.

Her b igin cot B degisirken | kompleks diizlemde C, ile gosterilen bir ¢ember

belirtir. cot S yerine z kompleks degiskeni konursa,

O(b)z+6 (b)

=D = b g b)

17



bulunur.

Burada | = iken,

__40
#(b)

olur.

O halde kesir, lineer doniisiimiin bilinen o6zelliginden C, nin merkezi z nin
eslenigine karsilik gelir [Conway, 1978].

__Jb)

¢(0)
Bu esitlik | de yerine konulursa;

— _Wb (9’?)
Wb (¢5 ¢)

elde edilir. Ayrica,

m{_@}_li O $O|_ 1, WD -W,(9)
#b)| 2| 4(o)

$(b) 2 (o)
__LW¢9)
2 g’

oldugundan f =¢ iken sonuncu ifade v ile ayni isarete sahiptir.

Burada W, (4, &) =0 oldugunu gbz 6niinde bulundurulmustur.

Boylece asagidaki lemma ispatlanmis oldu.
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Lemma 4.1.1: Eger V>0 ise Cy, ¢gemberinin disi, z diizleminin {ist yar1 diizlemine

karsilik gelir.
40 o |
A(b) noktas1 Cy, ¢emberi iizerinde (z = 0 i¢in) oldugundan C, nin yarigap1
I, icin,
- %9 0)_W,0.9)|_[W@.9)|_ 1 -

9O WD W@ D], T o

formiilii gecerlidir.

Eger Imz <0 veya i(z—E) >0 ise;

1 m+0® Igm+om|_,
lg(b)+6(b)  1g(b)+O(b) ’

bulunur. Buradan da

{17 W, (6, )+ W, (4,0 + W, (6,0) + W, (6,0)] =

=iW, (0+19,0+1¢) >0

elde edilir. O halde (4.1.3) de f =@+ 1¢ alinirsa,
b 5 o
2[|0+14]" dx < W, (0 +14,0+14)
0

elde edilir.

W, (4,0) =1 , W,(2,0)=0,W,(6,0)=0 , W,(6,9)=1 oldugundan
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W0(0+I¢,5+I3)= I—1=2i Im1
olur.

O halde eger V>0 ise

[lo+19] dx < —"\T/‘—' (4.7)

0

bulunur. Ayni sonu¢ V<0 igin de gegerlidir. Her durumda Iml nin isareti v nin

isaretinin tersidir.

Bu durumda I, Cy, nin igindeyse ve 0 <b’<b ise, o halde

f 2 p 2 Im |
[lo+14]" dx < [|o+1g] dx < ——
0 0 v

bulunur.

O halde | noktas1 , C, nin de i¢indedir. Dolayisiyla eger b’<b iseC,, ¢emberi, Cy

yi i¢ine alir.

Buradan anlagildigi gibi b — o iken C, ¢emberi limit noktasi veya limit gemberine
yakinsar. Eger m =m(4), limit noktas1 ya da limit ¢cemberinde herhangi bir nokta

ise b nin tiim degerleri i¢in,

b
[|6+mg dxs—'me (4.8)
0

bulunur. Buradan,
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)
16+ mgf dx<—|me (4.9)
0

elde edilir.
O halde asagidaki teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.1.2 : Reel degerlerden farkli her A4 igin (4.1) denklemi

w(X,4) =0(x,4) +m(A)p(X, 1)
¢oziimiine sahiptir ve bu ¢oziim L*(0,00) uzayina aittir.

Limit ¢cember durumunda I, b — oo iken pozitif limite sahiptir. Buradan ve (4.6)
dan ¢(x) fonksiyonunun L*(0,0) a ait oldugu gorilir. Bu durumda (4.1)

denkleminin her ¢6ziimii L*(0,00) a aittir.
4.2. Weyl Coziimii ve Weyl Fonksiyonun Ozellikleri

Teorem 4.1.2. de sozii gegen w(x,4) c¢oziimiine Weyl ¢oziimii denir. Goriildiigii

gibi her bir B i¢in |=1(1), A nin analitik fonksiyonudur. Aslinda reel eksende

kutup noktalart hari¢ I(1) holomorf fonksiyondur. I(4) nin kutup noktalari da,

#(b,A)cos B+ (b, A)sin
fonksiyonuna sifir yapan degerlerdir.

Ayrica, Cy, (Vv > 0) ¢emberinde,
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esitsizligi ve
¢ 2 Lyp e A
[lo+1g]" dx = I [|g]" dx—[|6] dx
0 2 0 0

esitsizligi saglanir.
Bunu ispatlayalim;

0+1g[ =(0+ |¢)(§+i&) =6 +61p+8g+|1g[
=[] +2Re(01¢)+|Igf

>0’ —2(9i$)+||¢|2

6 0o+ o
2
(6 —2lep g
2
g’
K

bulunur. O halde

2
6+1g 2@—|@|

2

elde edilir. Buradan da

b b b
[lo+16 dx= < lof" ax—]|6f x
0 2 0 0
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elde edilir.
Bu esitsizlik |I| ya gore ¢oziillirse;

I < L, +

oo o | Jioc o

2] of

elde edilir. Fakat A degeri igin yukaridaki esitsizlik C, gemberiyle kapli | diizlem

bolgesinin, b artarken daralacagini gosterir. Boylece 1(1) , A4 diizleminin ist veya

alt yarisina ait her bir simirli bolgesinde b — oo iken bir limite yakinsar. O halde

limit noktasi durumunda, limiti olan m(A) her iki bolgede de analitiktir. Limit
¢emberi durumunda, limit gemberi tizerindeki m(A) noktalar1 b — oo iken I(4,b, )
nin limiti seklinde yazilabilir. Burada /£, b nin uygun bir fonksiyonudur. Limit

noktas1 durumuna Weyl noktasi, limit cemberi durumuna ise Weyl ¢emberi denir.

m(A) fonksiyonuna ise Weyl-Titchmarsh fonksiyonu denir.

vV—0 iken yukaridaki esitsizligin sag tarafi her hangi sabit b degeri i¢in o(1/v)

mertebesinde oldugu i¢in m(4) =0(1/v) oldugu goriilmektedir.
Lemma 4.2.1: Reel olmayan herhagi Ave A sayilari igin

limW (W D).p(x,2)} =0 (4.10)

olur.
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Ispat:

O(x,A)+1(A)g(x,A) ifadesi x =b de 4 nin her degeri i¢in asagidaki sinir kosulunu

saglar.
W, {0(x, 2) + 1(A)B(%, 2),0(%, A) +1(A)g(x, A)} =0
veya
W, {7 (x,2) + {1(2) =MD} 4X. )y (3, 2) + {1 () =m(A)(x. )} =0 (411)
buradan
W, {w (X, A). 1 (%, )} +{{1(2) =m(D) W, {#(x, D), pr (x, A) ) +
1) = mA) W, {w (X, 4), p(x, A) | +

+{1() = mD)}HI(A) = m(A)|W, {$(x, 1), ¢(x, )} =0
elde edilir.

b—o0 iken A ve A’ sabit tutuldugunda,

W, {#(06A), (6 2D} = (A= 2) [ g6 A (6, A )dx+ W, { (%, 1), 17 (%, 4)}

= o{j|¢(x,/1|2 dx}z +0(1)

bulunur. Weyl nokta durumunda,
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-1
2dx}

I(A)-m(A)|<2r, = {vj|¢(x,/1
elde edilir. O halde
lim {1(2) ~m(D)}W, {#(x, 1),y (x,2)} =0

esitligi Weyl cember durumunda da saglanir. Eger (1) > m(4) ise o zaman

? dx integrali yakinsaktir.

[lox.2

Lemma 4.2.2 : f (X) (n=1,2,...) fonksiyonlar dizisinin,

0

[If.00 dx<K (n=123,..)

0

olmak tiizere her sonlu aralikta kuadratik anlamda formuna gore f(x) fonksiyonuna

yakinsadigmi varsayalim. Bu takdirde f(x) fonksiyonu L*(0,00) uzayma aittir ve

g(x) € L*(0,0) igin
im | 1,008 000 = [ (990

esitligi saglanir.

Ispat: Her sonlu x>0 igin,

[If00f dx=1im []f (0f dx <K
0 0

bulunur. Buradan f(X) e L*(0,) oldugu goriiliir. Diger taraftan
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1

2

< +

1
s{ﬁf —f,[ de|g|2 olx}2 +{_[|f — f,[" dx[|gf dx}
0 0 0 X

J(t~1,)gx

|

I

elde edilir. Burada ikinci terim tiim n degerleri i¢in x in se¢imiyle verilen bir &
degerinden daha kiiclik yapilabilir. x sabit tutularak birinci terim N — oo iken sifira

yakinsar. Boylece ispat tamamlanir.

(4.2) den,
(A =D w6 Ay (%, 2) =W, { (%, 20,1 (A =W, {y (%, ),y (%, 4)

bulunur.

Sagdaki ilk terim,

{cosa + m(/l)sina} {sina -~ m(/T )cosa} -

{cosa +m(/1')sina} {sina —m(ﬂ)cosa} = m(/i) —m(/f)
ifadesine esittir.

Eger 4 ve A reel degil ise, ikinci terim Lemma (4.1) den b — oo iken sifira gider.

Oyleyse,

m(4)-m(4)

, 4.12
P (4.12)

Tgy(x,i)y/(x,/l')dx =

bulunur.

Ozel olarak A’ = A almirsa,
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Im{m(4)}
v

[ly o6 A dx=- (4.13)

bulunur. Buradan (4.9) esitsizliginin saglandig1 goriiliir.

Simdi A, 6zdeger olsun. v—0 iken A =1 +iv oldugunu kabul edelim. O halde
herhangi sabit x igin,

X

”vv/(x, A)+irg(x,4,)

0

2dx—>0

bulunur. Sol taraftaki ifade
”v¢§?(x,/1')+{vm(/1')+irn}¢$(x,/1')—irn {¢(x,/1')—¢(x,/1n)}‘2 dx
0
ifadesine esittir. Burada her terimin sifira gittigi aciktir. Ayrica (4.13) den v—0

iken,

]

”vl,//(x,/l')‘2 dx < ‘vm(/l')‘ =0(1)

0

bulunur. m(A) nin A, deki kutuplari basit kutuptur.

(4.2.4) esitligini, iv/r, ile carpip, V— 0 i¢in ve Lemma (4.10) i kullanarak ¢(X,A,)

nin L*(0,00) a ait oldugu goriiliir ve

1
A=A

n

[0 2%, 2, )k = “4.14)

olur. Eger A sayisini A, 6zdegerine yakinsatirsak (4.14) i iv/r, ile carpip V—0 a

gotiirerek,
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T¢(X’/1m)¢(X,in)dx =0

bulunur.
Eger A sayisii A, 6zdegerine yakinsatirsak

2

T{(,/ﬁ(x,/ln)} dx =ri

elde ederiz.

Buradan,

1
y(X)=12p(X, 4,)
fonksiyonlarinin ortonormal sistem olusturdugu goriiliir.

O halde (4.14) i

N =

° r
A (X)dx = —n
!l//(x W (X)dx =

n

seklinde yazabiliriz.

f(y) fonksiyonu L’(0,00) uzayina ait olsun ve

D(x,4) =y (%, 4) [ ¢y, 2) f (Y)dy + 0% y) [ ¢y, 1) F (¥)dly

olarak tanimlansin. Buradaki ¢ ve y yukarida tanimlanmstir.
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Her x igin ®(x, y) fonksiyonu, A nin analitik fonksiyonudur. Ayrica ImA >0 veya

Im A <0 icin bu fonksiyon regiilerdir. Ayrica f(y) siirekli ise

D'(x,4) =y'(X, /I)E #(y, ) F(y)dy +¢'(x, Y)]jl//(y,/i) f(y)dy
bulunur. Buradan da

D'(x,4) = w”(x,l)iqﬁ(y, A)F(y)dy +¢"(x, Y)Iw(y, A)f(y)dy +

' (6 P, 2) =4 (%, Dy (X, )} T(%)
={q(x)- A} D(x, )+ f (%) (4.20)

elde edilir.

O halde ®(x,4) fonksiyonu

®(0,2) = 4(0,) [y (y, ) F (y)dy

©'(0,2) = ¢ (0, 1) [w(y, D) (y)dy

baslangi¢ kosullarin1 ve diferansiyel denklemi saglar. Bu durumda ® fonksiyonu
®(0,A)cosa+d'(0,4)sina =0 (4.21)
siir kosulunu saglar.

Eger ®@,(X,4) ; y > x i¢in f(y) = 0 a kars1 gelen fonksiyon ise; o halde,
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D, (%, 4) = 0%, ) [ $(y, ) f (y)dy +$(x, 1) [ ¢y, 1) f (y)dy +

+M(A)P(X, /1)[ #(y, A1) F(y)dy

bulunur.

Fonksiyonun ifadesinden agik¢a goriiliir ki, bu fonksiyon; A=A4;,4,,... noktalari
hari¢ biitiin diizlemde regiilerdir. Ayrica bu fonksiyon r ¢(x,4,) J #(y,A,) f(y)dy
0

reziidiileriyle basit kutuplara sahiptir.

Cile A, lariicermeyen & <Rez<¢, , -y <Imz <p, dikdortgen bolgeyi gosterelim.

Eger A, C nin igindeyse Cauchy in integral formiiliine gore,

D, (X, A) = ”IJM

bulunur. Eger A reel degilse @, (X,4) > D(X,1) ve A dzdeger olmayan bir degerse
(4.13)den v=1ImA — 0 iken ;

®, (%, 4)= 0{ Jry. a1 (y)dy} = 0{ [ty nF dy}z =0(v %)

bulunur. Béylece X — oo iken,

CI)(xz)I

o[

C
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elde edilir.

Buradan goziikiir ki ®(x,4), C boyunca analitiktir. Yani iist ve alt yar1 diizlemde
tanimlanan fonksiyonlar birbirlerinin analitik devamlaridir. Eger C, bir A, noktasi
igeriyorsa, rezlidiisii orada ®(x,4) nin reziidiisiiniin limitine esit oldugundan benzer
sekilde ®(x,4) nin A, noktasinda basit kutuba sahip oldugunu bulabiliriz ve

®, (X,A) nin rezidisiiniin limiti ®(x,4) nin reziidiisiine esittir. Yani,

L0 A) [ #(Y,2) (DAY =17, (0w, (1) F (V)dy =, ()

bulunur.
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5. SINIR KOSULUNDA SPEKTRAL PARAMETRE BULUNDURAN
KENDINE ES OLMAYAN STURM-LIOUVILLE PROBLEMI

5.1 Sturm-Liouville Probleminin Temel Ozellikleri

Asagidaki singular Sturm-Liouville diferansiyel ifadesini ele alalim.
1 :
I(y) ::W[_(py )(X)+q)Y(X) |, xeR, =[0,) . (5.1)

Burada w, p ve q reel degerli, R da Lebesgue olgiilebilir fonksiyonlar ve

"(R),p(X)>0,w(x)>0 olsun. | diferansiyel ifadesinden operatore

loc

w,l,qeL
p

gecmek i¢in
(v.2) = [ yeOzOOW(x)dx

i¢ carpimini saglayan;

]

I|y(x)|2 W(X)dx < oo

0

seklindeki kompleks degerli tim y fonksiyonlariin olusturdugu L *(R,) Hilbert

uzayini olusturalim.

(5.1) ifadesi ile gosterilen minimal simetrik operatorii L, ile gosterelim. D, bdlgesi
L, operatdriiniin tanim bolgesi olsun. D ile L,’(R,) uzaymdaki y fonksiyonlarinin
olusturdugu Syle kiime olsun ki y, py lokal mutlak siirekli, 1(y) e L,’(R,) olsun.

O halde D kiimesi L maksimal operatriiniin tanim bolgesi olup, L=1L, dir [

Naimark, 1968 ].
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L, minimal operatoriinin indis defektinin (2,2) oldugunu kabul edelim. Yani |

diferansiyel ifadesi i¢in Weyl limit-gember durumu saglansin. Weyl limit-cember
durumunu gergeklestiren bir ¢ok uygun yeterli sartlar mevcuttur (Titchmarsh 1946,
Akhizer ve Glazman 1963, Atkinson 1964, Jorgens 1964, Naimark 1968, Weidman
1980, Levitan ve Sargsjan 1991, Stakgold 1998).

I(y)=0 , xeR

+

denklemini asagidaki baslangi¢

u(0)=1,(pu)(0)=0, v(0)=0, (pv)(0)=1 (5.2)

kosullarimi1 saglayan c¢ozliimleri u(x) ve v(x) ile gosterelim. u(x) ve Vv(x)

fonksiyonlarinin lineer bagimsiz ve Wronskiyenlerinin 1 oldugu agiktir. Yani,

W, (u,v):

(upv' = puv) |, =W, [uv]=1 , xeR

+

olur. L, operatdriiniin indis defekti (2,2) oldugundan u, v € D dir.

Tamm 5.1.1: Her y,z € D i¢in

(Ly,2), = (y,L2),, = Il(y)zwdt —JX. yl(z)wdt =W, [y,ﬂ -W, [y,ﬂ

0 0

esitligi saglanir ve bu formiile Green formiilii ad1 verilir. Ayrica

W [y,EL = lim W, [y,ﬂ

X—>+0
sonlu limitlerinin var oldugu gosterilebilir.

Lemma 5.1.2 : Her y,z e D fonksiyonlar i¢in

Wx[y,f]zwx[y,u]wX [E,v}—wx[y,v]wX [E,u] , xeR,
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esitligi saglanir.

Ispat : u ve v reel degerli fonksiyonlar oldugundan, W, [u,v]=1 ve xR, i¢in

W, [y,u]w, [E,v] -W,[y,v]w, [E,u] = (ypu'— py'u)(zpv' - pz V)

X

—(ypv' - py'v)(zpu’ - pz u)

— (YpU'zpv' - Ypu'pz v - py'uzpyv’
+ py'up?v —ypv'zpu’ + ypv’p?u +py'vzpu' - py'vp?u)
= (—yp? + py’EJ( pu'v—upv’)|
“w [y
bulunur ve ispat tamamlanmis olur.

Asagidaki sinir deger problemini ele alalim:

I(y)=4y , yeD , Xxel,

(py)(©0)~hy(0)=0,  Imh>0

aW [y.v], —aW[y.u], =A(aW[y.v], —a,W [ya“]w)

burada A, kompleks spektral parametre, a,,a,,a, ,a, € R= (—o0,0) ve
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alinmigtir. (M.Y. Ongun, 2004). Bu boéliimde M.Y.Ongun’un doktora tezinden
(M.Y.Ongun,2004) faydalanilmistir.

Asagidaki kabulleri yapalim:

R,(Y)=aW][y,v] —aW[y,u]

B (y)=W][y.u],

R, (y)=By(y)—hB/(y).

Her y,zeD icin Rw(E)sz(z) : Rw'(z)sz'(z) , Bf’(E):Bf(z)

By (z)=BJ(2) olmak iizere,

wly.z] =—é[Rm(y)Rw'(z)—Rw'(y)m} (5.6)

W [y,E]o =B’ (y)B(2)-B/(z)B(y) (5.7)

esitlikleri saglanir. Gergekten

1 - . -
—E[Rw(y)Rw (2)-R. (y)Rw(z)J
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_ _%[(alw [y,v] —aW [y,u]w)(aIW [E,VL)—(O{ZW [E,UL)

—(aIW [y.v], —a,W [y,u]w)(alw [E,v] )—(a2W [E,ul@)}

Ir .
=_;[ala2 (W[y,v]wW

-, (W [y,v] W [E, u

0

:E,ulo -W [y,u] W [E,VL)

:w —W[y,u]wW[E,vL)}

_%[(afaz - alazv)(w vl wlzu] -wy.ulwlzv] )}

W[y

bulunur ve buradan

w0 70| &)
py (0) pz () [BI(y) BI(z)
:Bf(y)Bg(E)-Bf(E)Bg(y)
elde edilir.

5.2. Siir Deger Probleminin Hilbert Uzayinda Urettigi Lineer Operator

f,(0)

f(x) el R,), f,(x)eC olmak iizere ?:( )
2

j seklindeki iki bilesenli

vektorlerinin lineer uzaymi H =L *(R,)®C seklinde gosterelim.
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a o
a, a,

;:(fl(x)j, éz(gmjeH
f, 9,

vektorleri i¢in

a= > (0 olmak iizere,

(fgj = [ fl(x)mw(x)dx+$fzg_2 (5.8)

formiilii H lineer uzayinda bir i¢ ¢arpim tanimlar. Bu i¢ ¢carpima gore H lineer uzay1

bir Hilbert uzayi olur.
(5.3)-(5.5) smir deger problemine karsilik gelen
A:H—->H

operatoriiniin tanim kiimesini

f '
D<Ah>={R;(<Xf)I)J H\ﬂ(x)eD,Ro(fl):o,fz:Rw<f1>} (59

olmak tlizere

— >

A

(?j;:[RL(, II:I)] (5.10)

seklinde tanimlayalim.

Lemma 5.2.1: H=L/(R,)®C Hilbert uzayinda (5.9) ve (5.10) esitlikleri ile

tanimlanmig A, operatdrii igin
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esitligi gecerlidir.
Ispat: A, operatoriiniin tanimina gore
AA 2 ' N 1 R
(Ah f, gj = J.(_( pfl )+ qf1)g1dx+; fz 9,
0

o0

= —I( pf, )'g_ldx+qu1g_ldx+é f,0,
0

0

bulunur. Bu esitliginin sag tarafindaki iki integrale iki defa kismi integral uygularsak

(/x ?,éj =—(pf)00g, 00+ f,00(pg Y05 — [ f,(pg, ) dx+ qflg_ldx% f,0,

= (P08, 00 + F,0(pa 07 + [ ~((pg'y +ag,) T+ fog,

~~(pf 008,09+ F,0(PA)O0]; + (F. A, 9)-— £, +— F,3;

elde edilir. O halde

(/% ?,éj—(?,/% 9)= 1,(p0)) (P, ) 3] +~] 1,0, - .0, ]

a
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bulunur ve ispat tamamlanur.

Teorem 5.2.2 : A, operatorii H uzayinda disipatiftir.

(5.11)

ispat : §/e D(A,) ve D(A,)=H olmak iizere (5.7) ve (5.11) esitliklerinden

(/% y. 9)—(§A 9)=W[y],ﬂw W[y, v ],

o ROOR B0-R ()R]
= [yv]
=-B(y,)B} (v,)+B/(v)B (v)
bulunur. Buradan daRy(y,)=0 ise BY(y,)=hB}(y,) olacagindan,
(A 0y =34 5] - ()0 (v)+he ()20 ()
(=) ()
=2i Imh [BY (y,)[

elde edilir. O halde buradan
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Im(Ah Y, §/j:1mh\Bl°(yl)\2 >0

bulunur ve ispat tamamlanir.

5.3. A, Operatoriiniin Ozdegerleri ve Ozvektorleri

(5.3) denkleminin asagidaki kosullar1 saglayan
B (¢,)=¢,(0)=1 (5.13)
B, (¢,)=(p4, )(0)=h
B (x,)=a,—2a, (5.14)
By (x,)=a -4,

coziimleri ¢, ve y, olsun.

O halde (5.7) den, sifirdaki Wronskiyen A, (1) igin ,
AO(’l)::W [7(/1’(‘51”0 =-W [4’54»7(1”0
=-B'(4,)-B, (1,)+B/(1,) B, (¢:)
=-B,(x,)+hB(7,)

=-R, (Z/l)

bulunur. Benzer sekilde (5.6) dan sonsuzdaki Wronskiyen A, (A) igin
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A, (/’i’):zw[llﬁ¢ﬂ]|oo =-W [415/197(/1“00

~—[R.(#)R. (2:)-R. ()R (2,)]

—— (B (4)-aB? (8))( @B (1)~ 87 (1)
= (B (4,)- .87 (4,))( @B (2,)-,B7 (x,) ]
zé[ala;sf(@)Bf(zl)—alaz'sf(zi)Bf(@)

o a,B; (¢,)B7 (1,)+ 2, BY (4,)B7 (1,)

o, B (4,)B7 (1,)+ e, B (¢,)B7 (1)

+2,0,B; (4,)B" (1,) -2, B (4,)B, (7,) ]

= e - ) (37 ()85 ()85 (487 (2.)]
=B7(¢,) (@~ 4a, )~ BY (4,) (@~ Aat,)

=B (4,)- 0,87 (4,)~ (B (4,) -, B7 (4,))

=R.(4:)-2R. (¢:)

esitligi bulunur.
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Lemma 5.3.1: (5.3)- (5.5) smur deger problemlerinin 6zdegeri ile A(A) min sifir

yerleri ¢akisirlar. (A(/l) =A, (/”L) =A, (/1))

Ispat: 4, sayis1 A, (/”L) nin bir sifirt olsun. Bu durumda,

Ay (%)=, (0(p1;, )0 =(Pg;, )02, () =0

bulunur. A, (/1) fonksiyonu ¢, (X)Ve X, (X) fonksiyonlarnin Wronskiyeni

oldugundan sonuncu esitlik geregi ¢, (X) ve y, (X) lineer bagimhidir. O halde

¢,10(X): k-lzo(x) (5.15)

olacak sekilde k=0 sabit sayis1 vardir. (5.13) geregi ¢, (X) (5.4) sartin, (5.14)
geregi y, (X) (5.5) sartini saglayacagindan (5.3)-(5.5) suur deger probleminin
A =4, i¢in bir ¢dziimii olur. O halde A =4, bir 6zdegerdir. Benzer sekilde A (/1)

nin sifir yerlerinin (5.3)-(5.5) smir deger probleminin bir 6zdegeri oldugu

gosterilebilir.

Bunun tersinin de dogru oldugunu gosterebiliriz. Yani A=4, Ozdeger ise

Ay (4)=0 veya A_(4,)=0 oldugunu gdsterelim.

A=2, ozdegerleri i¢in A (4)#0 ve A, (4)#0 olsun. A (4,)=0 ve
A, (/10) #0 oldugundan ¢, (X) ve g, (X) ¢Oziimleri lineer bagimsiz olur. Bu

durumda (5.3) denkleminin genel ¢ézimii
y(X, 4) =C¢ (%)%0 (X)+c, (/10 ) X (X)
seklinde yazilabilir. (5.4) sinir kosulu saglanacagindan

(py')(O)—hy(O):O
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esitligi saglanir. O halde

¢ ((pe,,)(0)-hg, (0) ) +c,((p, ) (0)-z, (0))=0

bulunur. Bu esitlikte ¢, (x) ¢6ziiminin (5.4) sinir kosulunu sagladigr gz oniinde

bulundurulursa
c.((p2)(0)h(0) 2, (0)) = (1) =0

elde edilir. Kabuliimiize gore A,(4,)#0 oldugundan ¢, =0 olur. (5.5) kosulundan

ve C, =0 oldugundan

GO 0,] (- W] o)

bulunur. Buradan da A (/10) # 0 oldugundan ¢, =0 olur.

Bu durumda y(x,4,)=0 olur. Buise 4, mn 6zdeger olmas ile gelisir. O halde ispat

tamamlanir.

A, (/1) ve A (/1) fonksiyonlarmimn sifirlarii 4, (n=0,1,2,...) ile gosterirsek

n

; [ @, (X)

= eD
R;(% )J (A)

vektorleri Ahg;ﬁn =1, g;ﬁn esitligini  saglar. Yani g;ﬁn ler A, operatoriiniin

ozvektorleridir.
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Tamm 5.3.2: A, 6zdegerine karsilik gelen Y, Y,,..., Y, vektorleri

1(Yo) = 4Yo

R, (Yo) = 4R, (¥,) =0

Ro(%) =0 (5.16)
1Y) —4Ys — Y5 =0

R.(¥) = 4R, (¥9) =R, (¥;,) =0

R,(y,)=0,5=12,...,n

kosullarin1 sagliyorsa Y,,Y,,Y,,....Y, vektorler sistemine (5.3)-(5.5) smr deger

probleminin 6z ve birlestirilmis ( asosye ) vektorler zinciri denir.

Lemma 5.3.3 : (5.3)-(5.5) smur deger probleminin 6zdegerleri ile A, disipatif
operatoriiniin  6zdegerleri ¢akisir. Yani (5.3)-(5.5) smur deger probleminin A,
6zdegerine karsilik gelen her bir 6zvektorler zinciri ve birlestirilmis 6zvektorleri, A,
disipatif operatoriniin aynm1 A, Ozdegerine karsilik gelen Y., Y,,Y,,-., Y,

birlestirilmis vektorler ve 6zvektorler zincirine karsilik gelir. Bu durumda
yo=| Yo lk=o012..n (5.17)
k ROO' ( yk ) s 9Ly &geeey .

esitligi saglanir.

Ispat : Eger y, e D(A,) ve Ay, =4, Y, ise 1(¥) =AY, R.(Y)=4R. (¥)=0,

R,(Y,) =0 bulunur. O halde (5.3)-(5.5) sinir deger probleminin 6zvektori Y, olur.
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Tersine eger (5.16) kosulu saglanirsa, buradan (R ,)Eoy )j = §/0 eD(A) ve
0 0

A, )A/O =1, ;10 bulunur. O halde 90, A, operatdriiniin 6zvektorudiir.

Bunun diginda, eger A, operatoriiniin A, 6zdegerine karsilik gelen Y,,Y,,Y,,-.» ¥,

O0zvektorleri ve birlestirilmis vektorleri zinciri 1se buradan
Yy, €D(A) (k=0,1,2,...,n) ve A Yy, =4 Yy, A Y. =4 Y+Y.,>» s = 1,2,..n

kosullart ile birlikte (5.16) esitligi bulunur. Buradaki Yy, Y,, Yy»ess Vi, 15 Yo, Y1ens Y,
vektorlerinin birinci bilesenleridir. Tersine (5.3)-(5.5) problemine karsilik gelen

Yo, ¥i» ¥ss-es ¥, bilesenleri g,k :(R ,)Eky )je D(A), k=0,1,2,...,n ve A 90 =, )A/O,
0 k

AY. =4 Y.+Y.,, S=12,...n esitliklerinden elde edilebilir. O halde Lemma 5.2.3

ispatlanir.

5.4. Simir Deger Problemin Green Fonksiyonu

(5.3) denklemi ve (5.13) ve (5.15) kosullarini saglayan ¢oziimleri g, ve X, olsun.

A €C parametresi (5.3)-(5.5) probleminin bir 6zdegeri degilse, A(/i) #0 olur. O

halde ¢, ve y, fonksiyonlar1 lineer bagimsiz olacagindan, (5.3) denkleminin genel

¢Oziimil
y(X, ) =¢,(2)3,(X)+¢, (1) 7,(X) (5.18)

seklinde yazilabilir. Sabitin degisimi yontemini uygularsak

~(py') +a(x)y=2ay-f(x) (5.19)

denkleminin genel ¢oziimiinii
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y(X,4)=¢,(%,2)¢,(X)+C, (X, 4) x,(X) (5.20)
seklinde arayabiliriz. (5.19) ifadesinin x-e gore tiirevi alinirsa
y (%,4)=¢, (%,2)¢,(X)+C, (%,1), )+C, (X, 4) x,(X)+C, (X, 2) 7, (X)

bulunur. Buradaki C;(X,4), i =1,2 fonksiyonlarini dyle se¢ilebilir ki

¢ (x,2)g,(x)+c, (X,4) 7,(x)=0 (5.21)

esitligi saglansin. y'(x,4) ifadesinin bir kez daha tirevini alip I(y)=Ay

diferansiyel denkleminde yerine yazip diizenlersek
¢ (% A)g, (x)+¢, (x,2) 7, ()= f(X) (5.22)

bulunur. (5.4.4) ve (5.4.5) ifadelerine, ¢ (X,4)ve C, (X,A)degiskenlerine gdre

lineer denklem sistemi olarak alinirsa

¢/ (x4)= —ﬁm(x) f()

C2, (Xvﬂ) = ﬁ@()() f(x)

bulunur. Buradan da

cl(x,/i):ﬁjzﬂ(x)f(x)dxml(ﬂ)

c,(x,4)= ﬁj@(x) f(x)dx+c, (1)
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elde edilir.

C(X,4),i=1,2 ler A nin keyfi fonksiyonu oldugundan

1 0 V4
y(x,m:m{@(x) j 2, EF(EOAE+ 1,(x) j @(é)f(ﬁ)dé}

+¢,(4), (0 +¢, (4) 7, (%) (5.23)

olur. Bu genel ¢ozimii sinir sartlarinda yerine yazarak C(A) fonksiyonlart

bulunabilir. Bunun i¢in (5.23) ifadesinin x e gore tiirevi alinirsa

y'(x,A) =¢,(2)g, () +¢, (1) 2, (%)
1 ' p , V1
' A(4) {@ (X)Ilﬂ(@ f(&)dE+ 7, (X)Q@(f) f (f)di}

+¢,(2)8,(0+¢,(2) 7,(%) (5.24)

bulunur. Buradan ve (5.1.4) kosulundan ( py’)(0)—hy(0)=0 esitliginin saglandig:

goriiliir. O halde

3 (/1){( pg,')(0)-"g, (o)} +e, (g){( p.')(0)-hz, (o)} (5.25)

+ﬁ{(( o4, ) (0) g, (o))fmé)f(zﬂdr:}: 0

olur. R)(¢,) =0 oldugundan yukaridaki ifade —c, (ﬂ)AO (Z) =0 seklini alir. A bir

dzdeger olmadigindan ve A, (4)#0 olacagindan
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c,(2)=0 (5.26)

bulunur. (5.5) kosuluna gore

C (l){W [¢ﬂ,av]w (al - /1051') -W [¢m U]w (0!2 - laz,)}

te, (z){w [1:V], (@ —Aa))-W [1,.u]. (e, —/Iaz')}

+M{W [Zﬂav]oo (al —/lal')—W [/Y,bu]oo (az _ﬂazl)!¢i(é‘) f (g)dé:}: 0

Bulunur. Buradan Cl(/l)Aw(/l):Oelde edilir ve A bir 6zdeger olmadigindan

A, (4)#0 olmak iizere
¢, (2)=0 (5.27)

bulunur. Boylece (5.3)-(5.5) sinir deger probleminin genel ¢dzimii
1 0 V4
y(x,4) = m{(/&(x)! 2,(&)F(5)dS+ M(X)g (& (&) f} (5.28)

seklinde bulunur. Burada

¢,(¥)-2,8) | £
G(x,&,4) = Al%) (5.29)
Zﬂ(x)¢l(§) E<X
A(4) T

olarak alirsak (5.23) esitligi asagidaki gibi yazilabilir
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y(X, A) = TG(x,g,/i)f (6)de =R, (5.30)

Bu durumda (5.3)-(5.5) smir deger probleminin Green fonksiyonu olusturulmus

olur ve G(X,.,4) fonksiyonu (5.3) denklemini ve (5.4)-(5.5) sinir kosullarini saglar.

5.5. A, Operatoriiniin Rezolventi

A, operatdriiniin rezolventini hesaplamak amaciyla

(A-A)d=Yy (531)

denklemini g6z 6niinde bulunduralim. Burada

~ [ P(X) ~(Y(X)
¢—(Rw,(¢)JeD(A1) ve y—( y, jeH

olmak tizere (5.31) denklemini

Ap=1(4)=y,(%) (5.32)

~AR, () +R.(#) =Y, (5.33)

sinir deger problemi seklinde yazabiliriz. (5.32)-(5.33) probleminin ¢dziimiinii

bulabiliriz. Bu problemin genel ¢6ziimii (5.23) seklindedir. ;ﬁe D(A1) oldugundan

#(x) fonksiyonu (5.4) ve (5.33) kosullarim1 saglar. (5.4) kosulu geregi
(py)(0)—(hy)(0)=0 olacagindan Green fonksiyonunun hesaplanmasindaki

yontemi uygularsak

c,(1)=0
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bulunur. (5.33) kosuluna gore

¢,(4) {W [4,.V], (& - Aa)-W [¢,.u]. (, —/1052')}

1 , y
+M{W (2] (¢, —Aa))-W ][ x,,u] (o, - e, )!@(s) f (e)dg}z Y,

elde edilir. Buradan C,(4)A_(A) =Y, olmak iizere

¢, (4) ZAy—&)

bulunur. Diger taraftan

' ol 8,0 | ()4 ~uX
R, (G(X,.,ﬂ,))— R, ( A(l) J— A(Z) R, (%)_—A(/l) Qo

elde edilir. O halde (5.32) ve (5.33) ifadelerini (5.23) da yerine yazarsak

__ ¥
9, (% A) =~ (ﬂ)@(x)

0

+

1 0 V4
A0) {@(x) J 2, EFEAE+ 1, (%) j (&) f @dcf}

4,02 = [BOEDFEHE+— VR, (B(x.2)

bulunur. (5.8) i¢ carpimi geregi

4,(x,2)=(G,, A.y)
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elde edilir. Burada

G(X,., A)

éuz[ G(X,.,A) j: e
TR (G(%,.,2) m.a

olur. Bu durumda (5.5.1)-(5.5.3) probleminin ¢6ziimii

6Ly

- [ERAEA)Y
R, (Gx,ﬂ,,yj

seklinde bulunmus olur.
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