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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

PARABOLIK KUANTUM NOKTALARINDA ELEKTRONLARIN ENERJI
SPEKTRUMU

Turgut Fatih KASALAK

Siileyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Fizik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Arif BABANLI

Bu tez calismasinda, parabolik saklayici potansiyele sahip iki es merkezli farki
yariiletkenden yapilmis kuantum noktalarinda elektronlarinin enerji spektrumlari
Bastard sinir kosullarindan yararlanilarak hesaplanmistir. Enerji spektrumlarinin

kuantum noktalarinin yarigaplarina baglh olarak degisimi incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Nano yapi, kuantum nokta, enerji spekturum, parabolik

saklayic1 potansiyel.

2011, 34 sayfa



ABSTRACT

M.Sc. Thesis

ENERGY SPECTRUM OF ELECTRONS IN PARABOLIC QUANTUM
DOTS

Turgut Fatih KASALAK

Siilleyman Demirel University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Physics Department

Supervisor: Prof. Dr. Arif BABANLI

In this study, with a parabolic confinement potential difference of two concentric
semiconductor quantum dots has been calculated energy spectrum of electrons by
using the Bastard boundary conditions. We calculated the size dependence of energy

value in quantum dots for electrons.

Key Words: Nano-structure, quantum dots, energy spectrum, parabolic confinement

potential

2011, 34 pages



TESEKKUR

Siileyman Demirel Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii’ne yiiksek lisans tezi olarak
sunulan “Parabolik kuantum noktalarinda elektronlarin enerji spektrumu” adindaki
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Ogretim iyelerinden Prof. Dr. Arif BABANLI’ in rehberliginde gergeklestirildi.
Calismam boyunca yardimlarini esirgemeyen hocam Prof. Dr. Arif BABANLI’ ya

tesekkiirlerimi sunarim.
Ayrica yliksek lisans arkadasim Mustafa BALCI ya tesekkiirlerimi sunarim

Tezimin her asamasinda beni yalniz birakmayan esime, anneme ve babama sevgi ve

saygilarimi sunarim.
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1. GIRIS

Nano her hangi bir fiziksel biiyiikliigiin bir milyarda biri anlamina gelmektedir.
Nanoyapilar uzunluk olarak bakildiginda yaklasik 10-100 atomik sistemlere (107
metre) karsilik gelmektedir. Bu boyutlarda sistemlerin fiziksel davraniglarinda
normal sistemlere kiyasla farkli oOzellikler gozlenmektedir. Bir 6rnek vermek
gerekirse kiilge seklindeki altin baska maddelerle reaksiyona girmek istemezken,
nanoboyuttaki altinda tam tersi gozlenmektedir. 1974 de Nario Taniguchi’nin
yaymladigr makalede ilk kez bahsedilen Nanoteknoloji kelimesinin tanimini su
sekilde yapmaktaydi. “Nanoteknoloji genel olarak malzemelerin atom atom yada

molekiil molekiil islenmesi, ayrilmasi, birlestirilmesi ve bozulmasidir” (Wikipedia).

Nano-6l¢ek seviyesinde malzemelerin 6zellikleri makroskopik 6lgekten tamamen
farkli olup nano-6lgege yaklastikga birgok 6zel ve yararli olaylar bunlarla dogru
orantili olarak yeni o&zellikler ortaya cikmaktadir. Ornegin, iletim &zellikleri
(momentum, enerji ve kiitle) artik siirekli olarak degil ancak kesikli olarak tarif
edilmektedir. Benzer sekilde, optik, elektronik, manyetik ve kimyasal davraniglar
klasik degil kuantum olarak tanimlanmaktadir. Tarama tiinelleme mikroskoplar1 ve
atomik kuvvet mikroskoplart kullanilarak yiizey iizerinde atomlar1 birbirlerinden
ayirmak ve istenilen sekilde dizmek miimkiin olmaktadir. Giiniimiizde maddeyi
nanometre seviyesinde islenmekte ve bu sekilde degisik 6zelikte yeni teknolojik
nano-olgcekte aygitlar ve malzemeler yapmak miimkiin olmustur. Biitiin bu
gelismeler, 19. Yiizyilda diinyay1 yeniden sekillendiren sanayi devrimine es deger bir
bilimsel ve teknoloji devrimi baslatmistir. Bu sekilde atom ve molekiiller ile
oynayarak tek molekiilden olusan transistér ve elektronik aygitlar yapilmis ve

diinyada bir¢ok grubun aktif ¢alismalar1 bu alanda gerceklesmeye baslamistir.

Malzemelerin nano olgeklerde kazandiklar degislik 6zellikler, bunlara giderek artan
bir endistriyel deger kazandirniyor. Bazi sirketler, siradan plastigin tizerine nano
Olgekli ¢ubuklar yerlestirilerek malzemenin giiciini ve darbeye direncini
giiclendirmeye calisiyorlar. Askeri laboratuvarlar, anthrax gibi biyolojik silahlart
belirleyen nanodlgekli sondalar gelistiriyorlar. Ayni zamanda bir-iki nanometre

capinda, kamis bi¢imli molekiiller olan karbon nanotiipler bi¢imlerine bagl olarak



elektrigi metal ya da yar1 iletken 6zellik tasiyabiliyor ve daha simdiden transistor ve
diyot gibi elektrik malzemelerinde yaygin sekilde kullanilir hale gelmistir
(Giirdilek,2001).

Gelecekte de nanoteknoloji sayesinde bilgisayar islemcileri mikroskop altinda
goriilebilecek diizeye ulasacak, insan viicudunun i¢inde hastalikli dokuyu bulup
iyilestiren, ameliyat yapan nanorobotlar yapilacak, insan beyninin kapasitesi ek
hafizalarla giliclendirilecek, gilinlimiizdekilerden ¢ok daha hafif ve dayanikli
malzemeler iiretilecek, giinlilk hayatimizda kullanilan tekstil iiriinleri degisecektir

(Ozbay, 2008).

Nanometre mertebesindeki diisiik boyutlu sistemler, yogun madde fiziginde yeni bir
arastirma alani olusturmaktadir. Kuantum kuyulari, kuantum telleri ve kuantum
noktalar1 gibi bu diisiik boyutlu sistemlerin tiretimindeki son teknolojik ilerlemeler,
bu sistemlerin yalniz ¢esitli 6zelliklerinin altinda yatan temel fizikten dolay1 degil,
ayn1 zamanda cihaz teknolojisinde, Ornegin, c¢ok hizli bilgisayarlarda
uygulanmalarindan dolayr hem deneysel ve hem de teorik arastirmalara tesvik
etmektedir (Demel et al.; 1990, Lorke et al., 1990; Johnson, 1995). Yar iletken
aygitlar iizerinde kuantum sinirlandirilmasinin etkisi tartigmalart 1950 li yillarda
Schrieffer (1957) bir potansiyel kuyu igerisinde hapsedilmis elektronlarin klasik
olarak davranamayacaklarini ve bu elektronlarin enerji seviyelerinin sinirlandirmanin
oldugu boyutta kesikli degerler alacagini ileri siirmesi ile baglamis. Kuantum kuyusu
olarak adlandirilan iki boyutta smirlandirilmig elektronik yapilar iizerine bir¢ok
calisma ile devam etmistir. Literatiirde kuantum kuyularinin enerji seviyelerinin
kesikli olduguna dair ¢esitli calismalar yapilmistir. Kuantum kuyusunun cok ince
yaptya sahip olmasi sebebiyle ve elektronun bu yapi i¢inde tutulmasi sistemin
elektronik ozeliklerinin incelenmesi ile yari iletken teknolojisinin hizli bir sekilde

gelismesine yol agmistir (Cakir, 2007).

Yart iletken malzemelerin yasak enerji araliklarinin farkliliklar ara yiizeyde bir
potansiyel engel olusturur. Bu potansiyel engeli yari iletken yiik tasiyicilarinin
hareketlerini sinirlandirabilir. Sekil 1.1 de goriildiigii gibi yasak enerji araligi (Egs)
biiyiik olan bir yariiletken malzeme igerisine, daha diisiik yasak enerji araligina (Eg,)

sahip baska bir yar1 iletken malzeme atom katmanlar1 olarak biiyiitiiliir. Boylece



yasak enerji araliklarinin farkli olmasi sebebiyle ara yiizeyde potansiyel engel
olusacaktir. Bu engel, elektronlarin ve desiklerin bu bdlgede sinirlanmasina sebep
olur. Giinlimiizde bir¢ok farkli yar1 iletken malzeme, teknolojinin degisik alanlarinda
yaygin sekilde kullanilmakta ve teknolojiye yon veren énemli bir etken olmaktadir.
Bu yar iletkenlere 6rnek vermek gerekirse GaAs, AlAs, InSb, AlGaAs ve CdSe ve

bunun gibi bir¢ok yari iletken malzemeyi sayabiliriz.

Kesikli enerji

seviyeleri
! : !
E E
el GaAs E &l
ol
v
AlGaAs AlGaAs

Valans bandi

Sekil 1. 1. Kuantum heteroyapilar

Ince film biiyiitme tekniklerindeki gelismeler farkli boyutlarda ve sekillerde kuantum
yapilarinin {iretilmesine imkan saglamistir. Bu gelismeler kisa siire igerisinde
kuantum tel dedigimiz tek boyutlu yapilarin tiretilmesini saglamistir (Petroff ve ark.
1982, Smith 1987, Hansen 1987, Akt: Cakir; 2007). Kuantum telleri teknolojik
olarak litografik yontemlerle kuantum kuyusu i¢eren bir malzemeden ¢ok dar seritler

kesilerek veya elektron hareketi kisitlanarak elde edilir (Tandon ve Khokle, 1994).

Elektronlarin serbest hareketinin tiim boyutlarda sinirlandirilmasi, kuantum nokta
yapilar1 olarak adlandirilan sifir boyutlu nano yapilarin ortaya ¢ikmasina yol
agmugtir. ilk kuantum nokta yapist 250 nm uzunlugunda kare yapida Reed ve ark.
(1986) tarafindan iiretilmistir. Zaman igerisinde farkli geometrik (kiibik, ellipsoid,
kiiresel ve piramit) sekillerde ve daha kiiclik boyutlarda kuantum nokta yapilar
olusturulmustur (Cibert ve ark., 1992; Murray ve ark., 1993; Katari ve ark., 1994).



Ince bir yar1 iletken tabakada elektronlarin (veya desiklerin) sinirlandirilmas: onlarin

davraniglarinda degisiklige yol acacaktir. Bu degisiklikler enerji durum yogunlugu

ifadelerinde gozlenir. Elektronun iki boyutlu bir kuyuda, bir boyutlu telde ve

boyutsuz kuantum noktasinda sinirlandirmak miimkiindiir. Elektronun serbestlik

derecesini Df ve sinirlama yonlerini D ile gosterirsek biitiin kati sistemler igin

Di#+D=3 seklindedir. Dort boyutsal sistem i¢in bu durum asagidaki gibi

gozetlenebilir (Harrison, 1999).

Cizelge 1.1. Serbestlik derecesi Df ve sinirlandirma 6lgiisii Dc olmak tizere dort

temel sistem
Sistem Ds D¢
Bulk 0 3
Kuantum Kuyusu 1 2
Kuantum Teli 2 1
Kuantum Noktasi 3 0
Bulk Kuantum Kuantum Kuantum
. Kuyusu Teli Noktas1
1 1
1 1
1 1
1 / 1 o
rd )- I rd )- I .

Enerji Enerji

Enerji Enerji

Sekil 1. 2. Kuantum nanoyapilar ve bu yapilara gore durum yogunlugunun degisimi

Sistemin boyutu Sekil 1.2 de belirtildigi gibi dort fakli sekilde tanimlanmustir.

Bunlar;



1) Bulk yap1; Elektron hareketi genellikle serbest ve enerji spektrumu siireklidir.
Bunun sonucunda, birim enerji araligindaki izinli durumlarin sayisini veren
durum yogunlugu da siirekli olur.

2) Iki boyutlu kuantum kuyusu; Toplam enerji, smirlandirilmis dogrultudaki
kuantumlanmig seviyeler ile, sinirlandirilmis dogrultuya dik olan diizlemdeki
kinetik enerjinin toplamina esittir. Durum yogunlugu, her bir basamagi n. alt
banda karsilik gelen bir merdiven gibidir.

3) Bir boyutlu kuantum teli; Enerji, iki boyutta sinirlandirilmis seviyeler ile, tel
uzunlugu boyunca siirekli olan enerjinin toplamina esittir. Durum yogunlugu
farklidir. Durum yogunlugu her bir altbandin tabaninda birbirinden ayrilir daha
sonra enerjinin artmasiyla birlikte azalir.

4) Sifir boyutlu kuantum noktasi; Elektron enerjisi tamamen kuantumlanmistir. Bu
yapilarin boyutlari, de Broglie dalga boyu mertebesinde oldugundan enerji
kuantumlanir ve boyuta gore kuantumlanmis pek ¢ok sayida enerji seviyesi

olusur (Bimberg vd., 2001).

Tim boyutlarda sinirlandirma sonucu elde edilen kuantum noktalari, yapilarindaki
yiik tastyicilarinin kesikli enerji seviyelerine sahip olduklarindan dolay1, yapay atom
olarak da adlandirilirlar (Kazaryan ve ark., 2001). Yapay kuantum sistemleri aslinda
A3B5 ve A2B6 tipli yariiletkenlerden (Kane tipi yariiletkenler) tiretilir. Dolayisiyla
A3B5 ve A2B6 tipli yariiletkenlerden {iretilmis kuantum yapilarinda, yukarida
bahsedilen kuantum hadiselerini incelemek ¢ok 6nemlidir. Giiniimiizde bu yapay
atomlarin dizayn edilmesi ve kontrolii ile bir¢ok yeni cihazin olusumu
saglanmaktadir. Diisiik boyutlu sistemlere ait deneysel calismalarda, yasak enerji
aralign kiigiik olan yariiletkenler kullanilirken, bu yariiletkenlere ait gercek bant
yapisinin dikkate alinmasi gerekmektedir. Zira, basit parabolik bant yapisi gercek
yariiletkenlerin optik ve elektronik 6zellikleri i¢in ayrintili bir tanimlama yapamaz,

sadece nitel bir tanimlama elde etmek adina kullanishdir.

Son yillarda yapilan calismalar genellikle kuantum nanoyapilarin enerji spektrumu
ve optik oOzellikleri {izerinedir. Bu ¢alismalar hem teorik hem de deneysel sekilde
yuriitiilmekte ve popiler fizigin gozde konulari arasinda yer almaktadir (Bimberg

vd., 2001).



Tez bes boliim olarak hazirlanmistir. Girig boliimiinden sonra ikinci bdliimde,
kaynak ozetleri verilmektedir. Ugiincii béliimdeki materyal yontem kisminda kiiresel
koordinatlarda Radyal Schrodinger denkleminin elde edilisi ele alindi. Dordiincii
bolim olan bulgular kisminda ise es merkezli iki farkli yariletken kuantum
noktasinda elektronlarin enerji spektrumlart bulmak i¢in Bastard sinir kosullarindan
yararlanildi. Enerjinin kuantum noktasinin yarigapina bagli olarak degismesi

incelendi.

Tez c¢alismasi, tartisma ve sonug¢ boliimiinden sonra kaynaklar kismi ile sona
ermektedir.



2. KAYNAK OZETLERI

1873 yilinda selenyumun foto iletkenliginin kesfedilmesiyle yar1 iletken bilmi
baslamis oldu (Smith, 1873)

Haberlesme ve iletisim tek yari iletken aygitlar tizerinde kuantum sinirlandirmasinin
etkileri ile ilgili tartismalar 1950 li yillarda baslar. Schrieffer (1957), bir potansiyel
kuyu igerisinde hapsedilmis elektronlarin klasik olarak davranamayacaklarini ve bu
elektronlarin enerji seviyelerinin sinirlandirmanin oldugu boyutta kesikli degerler
alacagini ileri stirmiistiir. 1975 yilinda Cho ve Arthur (1975) tarafindan molekiiler
demet kaplama (Molecular Beam Epitaxy (MBE)) yonteminin bulunusu ¢oklu eklem

kuantum yapilarinda 6nemli gelismelere 151k tutmustur.

Hall ve arkadaslar1 (1962) tarafindan yari iletken lazerin icat edilmesi, birbirinden
farkli en az iki yar iletken kullanilarak olusturulan heteroeklemlerin ortaya ¢ikisi
(Anderson., 1962) 1960 yillarda kuantum mekaniginin katihal elektronigi tizerinde

daha etkin bir rol oynamasina neden olmustur.

Elektronlarin serbest hareketinin tiim boyutlarda sinirlandirilmasi, kuantum nokta
yapilar1 olarak adlandirilan sifir boyutlu nano yapilarin ortaya g¢ikmasina yol
agmugtir. Ik kuantum nokta yapisi Reed ve ark. (1986) tarafindan iiretilmis olup, 250
nm kenar uzunlugu olan kare bigiminde bir geometrik yapiya sahiptir. Daha sonra
30-45 nm boyutlarma kadar kuantum nokta yapilari farkli geometrik (kiibik,
ellipsoid, kiiresel ve piramit) sekillerde tiretilmistir (Cibert ve ark., 1986; Temkin ve
ark. 1987; Bimberg ve ark., 1999).

Constantinou ve Ridley (1989), bir boyutlu silindirik kuantum noktalar1 igin
sinirlayict sonlu potansiyel etkilerinin bir aragtirmasini, elektron-bulk-polar-optik
fonon sacilma orani ve alt bant enerjilerinde, efektif kiitle yaklasimi aracilig ile
sunmuslardir. Niimerik sonuc¢lar GaAs/AlxGal-xAs sistemi i¢in verilmistir. Burada
elektron-bulk-polar-optik-fonon sa¢ilma orani ve sinirlanan enerji yaygin kullanilan

sonsuz-sinirlayici potansiyel yaklasimina gore indirgendigi bulunmustur.

Efros ve Rosen (1998), kuantum enerji seviyeleri i¢in iletkenlik ve valans bantlarinin

etkilesimini dikkate alan ve kiiresel sekiz bantli Pidgeon ve Brown modelini igeren



analitik bir kuram gelistirmislerdir. Yasak enerji aralig1 kiiciik olan yariiletkenlerde

bantlar arasi etkilesimin muhakkak dikkate alinmas1 gerektigini gostermislerdir.

Zakharova vd., (2004) farkli bir ¢alismalarinda InAs/GaSb kuantum kuyularinin
elektronik bant yapilarim1 ara yilizeylere dik manyetik ve elektrik alan altinda
arastirmak icin sacilma matris yontemi ve Burt zarf fonksiyonu kuramin
uygulamiglardir. InAs ve GaSb vyariletkenleri {izerinde biiyiitiilen kuantum
kuyularini 6rgli uyumsuzluk zorunu dikkate alarak arastirmislardir. Landau seviye
pozisyonlar1 ve Landau seviyelerine ait spin yarilmalarinin 6rgii uyumsuzluk zoru ve

uygulanan gerilime duyarli olduklarint bulmuslardir.



3. MATERYAL VE YONTEM

3 boyutlu uzayda bir V() = V(x,y, z) potansiyelinde hareket eden bir pargacigin

toplam enerjisinin

1
E=—(pi+pj+p:)+V(xy2) (3.0)

ve buna karsilik gelen Schrédinger denklemi asagidaki gibidir.

~Zy2y@ + V@) = EBp@ (32

Potansiyel fonksiyon kiiresel simetriye sahip ise

V@) =V(@), r=x%+y2+ 22 (3.3)

degerini alir. Kiiresel simetriyi en iyi ifade edilebilecek koordinat sistemi kiiresel

koordinatlardir. Sekil 3.1 de kiiresel koordinatlar (r,0,¢) verilmistir. Burada

r : radyal uzaklik ,
0 : kutup acis1,
¢ : azimut veya boylam agisidir.

N

z r

v
X
Sekil 3. 1.Kutupsal Koordinatlar
X = rsinfcosg (3.4)
y = rsinfsing (3.5)
Z =1rcosf (3.6)



cosf = ; =0 = cos‘l(f) (3.7)

tang = % =>¢ = tan‘l(%) (3.8)
, 92 8% 92
Vo= Py + 52 + 3z olduguna gore, Schrodinger denklemini kutupsal

koordinatlarda yazabilmek i¢in dnce kismi tiirevleri (1,0,¢) cinsinden yazilmalidir.

X degiskeni ile (r,0,¢) degiskenleri arasinda zincir kurali uygulanirsa

9 _dor 996 9 3
ax_6r6x+696x+6¢> dx (3.9)

Denklem (3.4),(3.5) ve (3.6) daki koordinat doniisiim ele alinarak r ye gore tiirev
alindiginda (dy=dz=0)

=L (fxZyTt22) =5 =" singoosg (3.10)

a ox

Bulunur. Benzer sekilde (3.7) ve (3.8) ifadelerinden 6 ve ¢ degiskenlerinin kismi

tirevleri

0 _ 0 -1 (E) __cosBcoso
7% — 3. C0S =— (3.11)
2 _ 2 -1 (2) = 2
ax  ox tan x)  rsing (3.12)
¢ikar. Denklem (3.9) da yerine yazildiginda
0 _ . i cochosqbi —sin¢)i
ax singcos¢ or + r 00  rsin@ 9¢ (3.13)

olur. Denklem (3.9) ifadesinin 2. mertebeden kismi tiirevi almak igin yerine

yazildiginda

9> _ 9 (d\_ d0r(d 9 26 (9 9 9 (0
ox2  ox (ax) ~ orox (ax) t 36 0x (ax) t 5 ox (6x) (3.14)

ve (3.13) deki ifadeyi (3.14) denkleminde yeri konuldugunda

02 , 0 [ 0 cosOcos¢p & —sing 0
ok sinfcos¢ ar (schosq’) ar + - 30 + —<in %)
+cost9cosqb d (sianos¢i+ COSQCOS¢i+ —sing i)

or r 060  rsinf d0¢

r a6

10



sing 0
rsinf d¢

(SlTlHCOSqﬁ n cosecos¢i —sing i)

T a6 rsinf d¢
(3.15)

seklinde bulunur. 2.mertebeden kismi tiirevleri alindiginda

62 i 92 2 62
— = \{Sn coSs -—
0x? ( ¢ or?

cos@sinfcos?¢p 0 cos¢psing 9 ) n
T2 a0 T ¢

(coszecosqu 0 _ cosfsinfcos’¢p 9 n cos?0cos*¢p 92 cos@cospsing d ) +
T or T2 a0 T2 002 r2sin20  d¢

Sinchi sinqucosei sinqbcosd)i_l_ Sin2¢ 6_2
roor résingd 00 y25in%g 09 125in®H o¢p°

(3.16)

sonucu bulunur. y degiskeni iginde ayni islemleri uygulanirsa (dz=dx=0)

d 0 or Jd 06 d 0
2 _ 0 099,099 (3.17)
dy odrdy 06030y 0¢ dy

Olur. Buna gore (3.17) tlirevi uygulanirsa

or _ __ rsinfcos¢p .
P (\/x2 +y2+22) = =———— = sinfcos$  (3.18)

% _ i -1 (E) . yz r2sin@singcosf __ cosBsing
dy 9y ¢ r)  r3sinf r3sind - r (3.19)
1
¢ _ a 1 (X) % _ r?sinfcos¢ _ cos¢p
dy  dy tan x) 1+3’_2 " r2sin20  rsinf (3.20)
x2
elde edilir. (3.18), (3.19) ve (3.20) tiirev ifadeleri yerine konuldugunda
0> osi 6( 0 qu,')cose 0 +cosq.’) 6)
dy? = sinfsing or sin qub r r 96 ' rsinf d¢
singcosf 0 ( p smqbcosQ d coso 6)
r a0 sin Sm(p r r 40 ' rsinf daop
cos¢p 0 singcosd 0 | cos¢p 0
rsinf 39 (smesmqb t— 5%t e a¢) (3.21)

11



sonucu bulunur.

Ikinci mertebeden kismi tiirevler alindiginda

62
32 = <sin265in2q.’>

0%  sin¢pcosfsin® d  singcos¢p 0
ar? r? a6 r2  0d¢

N cos?0sin’¢p @  sin¢cosfsind 0 +sin2q,’>cosz6? 0%  cosOcos¢psing 0
r ar r? a0 r? 067 r2sin?6  0d¢

+(c052¢ 0  cos’pcosd 0 cos¢sing 0 | cos’d 62) (3.22)

r or risinf 06 r2sin20 9¢  r2sin20 0¢2

z ye gore kismi tlirevleri alinirsa

a a 0

a_Z — E(\/xz +y2 4 ZZ) = ; = rc‘;s = cos6 (3.23)
% _ 2 o571 (2)
. = 3505 (2 (3.24)

(3.24) denkleminden tiirev ifadesi

- (3.25)
oz
)
elde edilir. (3.25) denklemi diizenlendiginde
12
r r3
— = (3.26)
T
bulunur. 0 nin tirevi ise
20 —siné
Py (3.27)

dir. ¢ nin tiirevi



9% _ 0 tan—1 (%) =
P aztan ()—O (3.28)

dir.

0 _00r 008, 009
9z oroz t 96 oz t d¢ 9z (3.29)

oldugundan (3.15), (3.18) ve (3.20) ifadeleri yerlerine konulursa

d ] —sinf, 0
5—c0565+( - —+0— (3.30)

(3.30) denklemi ¢ikar. 2. Mertebeden kismi tiirev alindiginda

92 2p 0% | cosfsing 8 | sin*@ 3 | sinfcosd 3 | sin’*6 9*
9z2 (cos®6 ar? + r? + r or + r? + r? 692) (3.31)
92
Bulunan - 37 337 72 |fadeler| V¥ de yerine yazip diizenlenirse
92 92 92
22 47 4+ °
v Py + >+ Py (3.32)

kismi tiirev ifadeleri yerine konuldugunda

2
= (sin*@cos*¢ + sin*Osin*¢p + cos*6) ﬁ
r

2 2 20 cin2 02 02 .2 2 92
_I_(cos Ocos“¢ +cos Osin“¢ sin 9)_+( sin“¢ cos“0 )

2 . . 2
r2 r2 r2 /06 r2sin26 = r2sin26/ 0¢

cos?0cos’¢p sin*¢p cos?Osin®¢p cos’¢p sin?¢p\ 0
+ + + + + r
r r r r r r

+<—cos€sin9€osz¢ sinfcosOcos?¢p  sin¢pcosh sm@cosesmz(p)
- a0

r2 2 r2sin@ 2

+ (cosecosq’) n cos?Ocos¢psing n singcos  cosOcospsing cosqbsinqb)i
T2 r2sind T2 r2sind r2sin9 / 0¢

(3.33)

veya
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V2o 6(r2 )+ 1 a<,ga>+ 1 0?2
“r2ar\" ar) " r2sin6ag \°"™ a9 r2sin?6 d¢?

olur.

Schrédinger denkleminin kutupsal koordinatlardaki ifadesi

1 0 2 6) 1 0 ( . a )
— — r — — —
n? |r2 ar ( ar + r2sinf 00 sint +

2m 1 o2 Y+VyY =EY (3.34)

2m

r2sin?6 r2 o2
v dalga fonksiyonu (r,0,4) koordinatlarinin bir fonksiyonu olur.

Degisken ayrimi1 yontemini burada uygulandiginda

Y(r,0,¢) = R(r)Y (6, ¢) (3.35)

Kismi tiirevleri aldiktan sonra, esitligin iki tarafi (RY) ile boliiniir ve r ye bagh

terimler bir tarafa ayrilirsa

9 (sinQ a_y) +

1d 2 dR 2mr? _ __ 1|sin6 06 00
R dr (T dr) T h2 [E V(T‘)] Ty 1 0%

sin20 o¢?

(3.36)

olur. Sol tarafa yalmiz r degiskenine bagl bir ifade, sag tarafa yalmz (0,0)
degiskenlerine bagli bir ifadeye esit olmalidir. (3.36) Denkleminin saglanabilmesi

icin denklemin iki tarafin1 da A sabitine esitlendiginde buradan

2
f—r(rzi—f) + Zr;zr [E-V(@)IR-AR =0 (3.37)
0 . A 0Y 1 9%Y
598 (510 5) + g age + AV =0 (3.38)

cikar. Bu denklemlerden (3.37) denklemi sadece r ye bagli olup Radyal Schrodinger
Denklemi olarak adlandirilir. Radyal denklemde A = [(l + 1) 6zdegerlerini yerine

konuldugunda denklem

14



d (5 dR 2mr? 1(1+1)h? _
E(r E)+ = [E—V(r)— — ]R(r) =0 (3.39)

seklinde olur.

L(1+1)h? . o .
Radyal denklemde Tor? degeri Merkezkag potansiyelidir. Bu denklemin

¢Oziimiiniin bulunabilmesi ig¢in V(r) potansiyeli bilinmelidir. (Karaoglu,1997,5.116)
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Tezin bu kisminda es merkezli iki farkli yariiletken kuantum noktasinda elektronlarin
enerji spektrumlart bulmak i¢in Bastard sinir kosullari kullanilmistir. Enerjinin

kuantum noktasinin yarigapina bagli olarak degisimi incelenmistir.

GaAs

Ga,_, Al As

Sekil 4. 1.1ki Farkli Yariletken Kuantum Noktasi

v (T‘ T‘O) N
——— r<m
V=:""\1, r 0
0 r>T,
Sekil 4.1. de r <1, durumunda i¢ bolgede kesikli spektrum s6z konusudur. I¢

bolgede GaAs yariiletkenin kiitle degeri m; gbz Oniinde bulundurularak Radyal
Schrédinger Denklemi (3.39) ifadesindeki gibi olur.

%(7"2 (011_}:) 2m1r [E V( ) _ l(l+1)h2] R( ) -0 (3.39)

2
(3.39) denkleminde V(r) =V, (rL — rr—o) potansiyel degeri yerine konuldugunda
0

denklem
d ( dR 2m1r Vor V(,r0 l(l+1)h2
E(T’ E) +2VO ]R()—O (41)

16



(4.1) de belirtildigi gibi ¢ikar. Burada A = Vor¢, B = é ve E' = E + 2V,

olarak tanimlandiginda bu durumda denklem;

4R 2dR L 2my (g RAHD A ) R(r) =
dr? R dr + h2 (E 2m1r2 r2 Br R(r) — 0 (42)

2m.B
&= T:I r“ degiskeni tanimlanirsa ve (4.2) denkleminde yerine konup r ye gore

tirev alinmasi i¢in, (4.2) ifademizdeki birinci dereceden tiirevin degerlerini bulmasi

gereklidir.
dr _ dR df
dr — dE dr (4.3)

(4.3) ifadesinde r ye gore tiirev alindiginda

y2? 1B 2r (4.4)

dr E
seklinde olur. Simdi de ikinci derecen tiirevli ifade bulunmasi gereklidir

d?R d .dR
— ) (4.5)

(4.4) deki deger yerine yazildiginda

(VzmlB 2r Z’; a8 (4.6)

dr2 o

. . d . . . .
(4.6) ifadesinde d_i tiirevinin degeri yerine yazilirsa

2B, Ry 2B ) 4.7)

h

d
G

(4.7) deki ifadenin ikinci kez tiirevi alindiginda

2
,/2mlB o ar dar dR 1/ZmlB 2 d I: \/2m4B 2 (4.8)

h d& dE n 3 h

dar . 1 qess
— ifadesi ters ¢evrildigi zaman

d¢

|ty (4.9)

n

[2,/2m113 1 ,/ miB d?R
h \/2m1Bd§ i dg?

17



e

r? degiskeni yazilirsa

( fdgz )2 § (4.10)

(4.2) ifadesindeki Radyal Schrodinger denklemi igerisindeki ikinci dereceden tiirevli
ifadesinin degeri (4.11) deki sekilde ¢ikar.

452 d’?R | 2&dR

Tt (4.11)

. 2dR . .
(4.2) Radyal Schrodinger denklemindeki — ifadesine dontisiim uygulandiginda

2dR _ 2dRdé

rar ~ragar (4.12)
olur. (4.4) de bulunan deger (4.12) ifadesinde yerine yazildiginda
2 dR 2.2m.B dR
i e T~ (4.13)
rdr r h dé
seklinde olur. f degeri yerine yazdigimizda
4 dR 4.14

(4.11) ve (4.14) ifadelerini (4.2) deki ifademizde yerine yerlestirirsek denklem

482 d?R | 6&dR

__+__+_(E’—2————Br2) (4.15)

(4.15) ifadesi ﬁ parantezine alindiginda

4 £d?R 3dR 2m1r2 ,_hzl(l+1)_i_ 2
r2<d52 toae T e a (E Br )) (4.16)

denklem (4.16) daki gibi ¢ikar. (4.16) ifadesinde asagidaki isaretlemeleri
yapildiginda

2m1

= =4(n+s)+3 (4.17)

18



2m1A

I[(l+1)+ =2s(2s+ 1) (4.18)
§ =10, (4.19)
(4.19) ifadesi (4.16) denkleminde konuldugunda
2m,B r _ ﬁ _ ¢
T hz 4 4 4 (4.20)

2

cikar. (4.16) denkleminde parantez igindeki ifadesi denklem disina

2

myr
cikarildiginda
2my 2 h%1(1+1)
2m4A
——(l(l +1) + "“ ) (4.22)
cikar. (4.18) ifadesindeki doniistim uygulandiginda
1
1 __s(s+1) _ _5(5+5)
v (2s2s+ 1)) = T ; (4.23)
seklinde olur. (4.16) denkleminde parantez i¢indeki son ifade de acildiginda
2miE' r? _ E'2myr? h
h2 4§ A2 4 2m,Br? (4.24)
ifadesi yazilir. Sadelestirme yapilip (4.24) ifadesi diizenlendiginde
E'm; 1 E'my? 1 (4.25)

2h J2m;B  4h%? 2myB

cikar. (4.25) denkleminde (4.17) déniisiimii uygulandiginda

M _ 2myr _ %<_x/2ml E_> _ %(4(71 +5)+3 (4.26)

8hZB 16Ah2%B h B

seklinde cikar. (4.20), (4.23) ve (4.26) ifadelerini (4.16) denkleminde yerlerine

konuldugunda denklem

at (gazr  3ar [ s(s+3) 3| o) _
T2<d€2+2d€+[ " : +n+s+4R =0 (4.27)
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. 4 . . .
cikar. (4.27) denkleminde T—i ifadesi 0 esit olacagindan denklem diizenlenip

yazildiginda denklem

1

+_

fR" +3R +R —§—M+n+s+3 =0 (4.28)
2 4 & 4

-p
seklinde olur. Aradigimiz ¢éziim & — 00 oldugunda e / 2, & - 0 oldugunda ise

&® gibi davranir. Bu nedenle dalga fonksiyonu

¢
R=e 28w (4.29)

elde edilir. Burada

2m1

I+ 1)+

=2s(2s+ 1) (4.30)

(4.30) denkleminin koklerinden s degeri asagidaki ifadede ki sekilde olur.

% —1+ \/ 21+ 12 + 8mlA] (4.31)
w fonksiyonu i¢in
fw”+(25+§—€)w’+nw =0 (4.32)
denklemi bulunur. Buradan da
w=F(-n,2s +>,8) (4.33)

elde edilir. Burada w degeri Hipergeometrik fonksiyona bagl ifadedir (Landau ve
Lifshitz,2000,s.198).

Sekil 4.1 de i¢ bolgede (r <r1y) GaAs yar iletken kuantum noktasinin dalga

fonksiyonu
G — 2m.B 14 /(21+1)2+8m1A) J2m.B
R=e =2 (‘/ 7:1 r2) Gl- F(—n,25+§, 1:1 r?)
(4.34)
cikar.
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Sekil 4.1 de r > r, durumunda dis bolgede birbirine ¢ok yakin yasak band araliklar
olan esmerkezli iki farkli yariiletken se¢gmemiz nedeniyle potansiyel degeri O
olacaktir. Bu nedenle (3.39) daki Radyal Schrodinger denkleminde yerine

konuldugunda

%(TZ Z_}:) 2m2r [E l(l+1)h2]R( y=0 (3.39)

buradan dalga fonksiyonu Kiiresel Bessel fonksiyonu olur. Dis bolge dalga

fonksiyonu

Y = Y (k) (4.35)

Zsz

olur. Kiiresel bessel fonksiyonumuzda k? = degerini alir. Burada m; degeri

Ga;xAlxAs yariiletkeninde elektronlarin etkin kiitlesidir. Sekil 4.1 de belirtilen
sistemin i¢ ve dis bolgelerin dalga fonksiyonlarini bulduktan sonra Bastard’in sinir

kosullarin1 uygulanirsa

1 R 1y
R - (4.36)
mq R T'=T'6|- mj ll} r:ro_
Siir kosullarin1 almadan once islem kolayligi saglanmasi amaciyla degisken
dontigimleri uygulandi. Buradan elektron enerjisini iceren ifadeyi boyutsuz hale

getirmek i¢in X degiskeni tanimlandiginda

E
h2
2m1a(2)

X =

(4.37)

olur. Potansiyel enerji ifadelerini boyutsuz hale getirmek amaciyla b degiskeni

tanimlandiginda

Vo
h2
2m1a(2)

(4.38)

olur. Denklem (4.17) ifademizden n degerini bulmak istenirse

/2’;“5 =4(n+s)+3 4.17)

(4.1) ifadesinde E' = E + 2V,, degiskeni (4.17) denkleminde yerine konuldugunda
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/ 2 B Zmlﬂ =4(n+s) +3 (4.39)

b degiskeni yerine yazildiginda denklem

2mq E 2mq 2V,
Tl Bl o 4(n+s) +3 (4.40)
= 2

cikar. (4.37) ifadesinden enerji degeri bulunarak (4.40) denkleminde yazildiginda

2
(2 »22myré 2 2
myag mqry 4V0 _
Vo + / = 4(n+s)+3 (4.41)

(4.38) ifadesindeki degisken doniisiimii denkleme yerlestirildiginde

2m ré4( i
170" mq a2
———=4n+s)+3 (4.42)
olur. (4.42) ifadesi diizenlendiginde
2 b
X—T—O \/4 5 4(n+s)+3 (4.43)
b a0 0

veya

X1 2Vbr
\/3a0+ - a0—4(n+s)+3 (4.44)

seklinde olur. n degeri

X T
=—2vb)-2-4s-3
n= s za" (4.45)

elde edilir. Ayni sekilde s degerini

2.2
s=1[-1+ \/(21+1)Z oot (4.46)

4brd

s==[- 1+\/(21+1)2+ ] (4.47)

2
ag
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seklinde bulunur. (4.19) ifadesini b degiskeni cinsinden yazildiginda

2mqV, 2m,Vyad T
E=Y—"—"r2= |22 =4/b
hrg h2af agTo

(4.48)

Sekil 4.1 de belirtigimiz sistemin i¢ bolgede dalga fonksiyonu

-1+ /(21+1)2+4br"l
ag

F(_ (\/_3_2\/5‘)}2_2—45 3 < l 1+\/(21+1)2 4br0]>+ \/— ) (4.49)

cikar. D1s bolgede ise (1 > 1) dalga fonksiyonu

R = e“@ <\/Zr_2>i

aopTo

P = Yo ( [z 7) (4.50)

seklindedir. Burada F olarak belirtilen fonksiyon Hipergeometrik fonksiyondur.

(4.50) dalga fonksiyonu ifadesini X degiskeni cinsinden yazildiginda

—Zr) (4.51)

(4.52)

(4.36) ifadesinde sinir kosulari yazilmisti buradan i¢ ve dis bolgedeki dalga

fonksiyonlarini yerine yazdigimizda;

r2 1 4br3 —-2vb r—0—4s 3
_(‘/anro> 2 71+ (21+1)2+a—60 (W e _1+ (21+1)2+_ %
e 2 (ﬁa > F
070
1 F ao‘ro /
T
my 2\/—)——45 -3 \ |r=r0
2
(‘/Bagm) 2 Yot (214+1)2 + 2
e ? (‘/anro) \2(—[—” (21+1)2+ “""D%\/E pe
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mpX
Ylm(l' mla(z)‘f‘)
10
=—= |r:r0 (4.53)

M2 Y1, '"2" 1)

(4.53) denkleminde iki tarafinda tiirevleri alinarak diizenlenirse

s (105 o2 E) 43 (cn g2 )

r
G +49)F (~n 3 25 Y07 g
4sF (- n2+2 V_T)
_.l_

3 +49F (-n,3 + 2

)
o)

=3 + - % (4.54)
2Y (L5 o
seklinde ¢ikar. (4.54) denkleminin iki tarafini 2r ile garpildiginda
2vbr [_4"F(1 -n3+2s \/_T)HF( ny+2s \grﬂ
4s + N 0
3 +49)F (-n 3+ 25,527 ag
+45F< n,2 + 2s \/_r)
G +49)F (0,3 + 25 %27) ag
[Xmy Xmy
r ylm<_1+z,r#>_ylm<1+z,r%> Emy
=—-1+ (4.55)

Yim( )ao

Xmy
T —m1
aop

(4.55) ifadesini (3 + 4)F (—n,2 + 25,2) 4, ile garpildiginda
0
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2vbr (—4nF (1 — n,; + 25’@> + 3F <—n,; + 25,@)

Qo Qo
+ 4sF (—n,E + 2s, @> +4s(3 + 4s)F (—n,E + 2s, @> ag
2 ay 2 ao
3 Vbr
= —(3 + 4s)F <—n,— +2s, —) a
2 a

ao

- [Xm2 r (Xm2
r(3+4s)F<—n,g+25,\/Er) Yim[—1+], 1 1=Yim[1+], ml] Xz

_|_

Xmo
mi1
ap

Yim(L |

(4.56)

Xm
ro[22

(4.56) ifadesini Y}, [, a—ml] ile garpilirsa
0

| my

1
2Yyn | L,
N

<\/ET (—4nF <1 — n,; + 2s, @> + (3 + 4s)F <—n,; + 2s, @>>

Qo Qg

+ 25(3 + 4s)F <—n,; + 2s, @> a0>

Qg

3 Vbr
= (3+4s)F (—n,— +2s, —)
2 ay

r ﬂ T m Tr m
mp \’ mp \’ myp X 1
(=Yiull,——lao + r(Yym[-1 + 1, | = Y1 +1, D ,Z: )

QAo Ao (43]

(4.57)
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(4.57) ifadesinden enerjinin yarigapa bagh degisimlerini bulmak ig¢in denklemdeki
degiskenleri bulunmasi gerekir. (4.38) ifadesinden b degerini bulmak istersek;

b= (4.38)

Vo = 350mev = 350 x 0.001 x 1.602 x 10719
my; = 0.067m, = 0.067 X 9.11 x 10731 kg  (GaAs kiitlesi)

a, = 0.53 x 10~8m (Bohr Yarigapi)

h:£:1054x10‘34]s
—=1 .

5 2 % 350 x 0.001 x 3.602 x 10719 x 0.067 x 9.11 x 10731 x (0.53 x 10~8)°
(1.054 x 10734’

b= 17.3071

olur. Sinir kosullarini incelerken yarigapin enerjiye bagh degisimi incelendigi i¢in
yaricap degerlerini degistirerek enerji degerini bulunur. Enerji degerini bulmak
amaciyla (4.45) ve (4.47) ifadelerinden n ve s degiskenlerinin r ye bagh degerini

bulmasi gerekir. Burada elektronlarin yaricap degerleri Bohr yarigapi cinsinden

tanimlandi.
[=0 o =71 = 100qa,
1 4bré
s=1-1+ \/(21 1) + 2008 (4.47)
0
s = 207.759
X r
(7z-2Vb)2-45-3
n =~ % (4.45)
4
1
n= 7(-2.0006 +24.0374X)
m, = (0.067 + 0.083x)m, (Gay,_, Al As nin kiitlesi)
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Birbirlerine ¢ok yakin degerlikteki iki farkli yariiletken se¢gmemiz nedeniyle Al

konsantrasyonu x degerini x = 0.001 olarak aldik. Bu durumda Ga,_,Al, As yar
iletkenin kiitle degeri;

m, = (0.067 + 0.083 X x) X 9.11 X 10731 = 6.11126 x 1073%kg

¢ikar. (4.57) denkleminde degerler yerine yazilip ¢oziildiigiinde X degeri;

X =0.000247014

elde edilir. Yarigap degerleri i¢in X enerji ifadesinin degerlerini Cizelge 4.1 de

belirtilmistir.

Cizelge 4. 1. 1=0 i¢in r’ye bagl X enerji degerleri

r X r X

50a, |0.000990335 275a, |0.0000326145

75a, |0.000439475 300a, |0.0000274033

100a, |0.000247014 325a, |0.0000233481

125a, |0.000158015 350a, |0.0000201308

150a, |0.000109699 375a, |0.0000175353

175a, |0.0000805771 | 400a, |0.0000154113

200a, |0.0000616815| 425a, |0.0000136511

225a, (0.0000487297 | 450a, |0.000012176

250a, |[0.0000394669 | 475a, |0.0000109278

500a, |0.00000986208
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Sekil 4.2

X

0.00035
0.00030
0.00025
000020 |
000015 |
000010 |

0.00005 |

grafiginde

enerjinin

yarigapa

bagl

degisimi

r/ao

verilmistir.

Sekil 4. 2. 1 = 0 i¢in Gads - Ga,_,Al,As kuantum noktalarinda elektronlarin enerji
spektrumunun yarigapa bagl degisimi

Islemler I =1 ve l=2 degerleri icin tekrarlatildiginda sonuglar Cizelge 4.2.

belirtildigi gibi ¢ikmistir.

Cizelge 4. 2. 1=1 ve I=2 i¢in r’ye baglh X enerji degerleri

l = 1 icin enerji ve yaricap degerleri
R X R X

50a, |0.0031431 275a, |0.000103511
75a, ]0.00139479 300a, |0.0000869717
100a, |0.000783965 325a, |0.0000741016
125a, |0.000501505 350a, |0.0000638904
150a, |0.000348159 375a, |0.0000556532
175a, |0.000255733 400a, |0.000048912
200a, |0.000195763 425a, |0.0000433254
225a, [0.000154657 450a, |0.000038644
250a, |0.000125259 475a, |0.0000346823
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500a, |0.0000313

l = 2 igin enerji ve yaricap degerleri

50a, |0.0062926 275a, |0.000207232

75a, |0.00279242 300a, |0.00017412

100a, |0.00156953 325a, |0.000148354

125a, |0.00100403 350a, |0.000127911

150a, |0.000697026 375a, |0.00011142

175a, |0.000511987 400a, |0.0000979235

200a, |0.000391924 425a, |0.0000867389

225a, |0.000309628 450a, |0.0000773666

250a, |0.000250773 475a, |0.0000694351

500a, |0.0000626636

l=0,1=1vel =2 degerleri i¢in elektronlarin enerji spektrumunun yarigapa bagl

degisim grafigi

X 0.0012

T

0.0010

L S

0.0008

Ty

= 0.0006

T

0.0004 -

ot o )

0.0002

100 200 300 400 500
r/ao

Sekil 4. 3. 1= 0,1 = 1vel = 2 degerleri i¢in Gads — Ga,_,AlLAs kuantum noktalarinda
elektronlarin enerji spektrumunun yaricapa bagl degisimi

cikar.
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Sekil 4.3 de belirtilen denklem (4.57) ¢6ziimiinden bulunan sonuglarin yarigapa bagli
degisimleri gosterilmektedir. Burada diisiiniilen sistem GaAS yari iletkeni Ga;_,Al As
yariiletkeni tarafindan ¢evrelenip heteroyapida bir kuantum noktasi olusturmaktadir. Burada

x=0.001 olarak alinarak yasak band araliklar1 birbirlerine ¢ok yakin bir yap1 olusturulmustur.
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5. TARTISMA VE SONUC

Es merkezli farkli yari iletkenler GaAs / Gaj.xAlxAs olusan kuantum noktalarinda
elektronlarin  enerji spektrumlarimin  yarigapa bagli degisimi Bastard smir
kosullarindan yararlanarak incelenmistir. Diisliniilen kuantum heteroyap1 sisteminin
i¢ bolgesinde GaAs yariiletkeninin ele alimirken, dis bolgesinde ise GajxAlxAsS
yariiletkenin ele alinmistir. Elektronlarin i¢ bolgede dalga fonksiyonu confluent
hypergeometrik fonksiyonu ve dis bolgede dalga fonksiyonu ise Bessel fonksiyonu

cinsinden bulunmustur.

Cizelge 4.1 ve 4.2. deki degerler kuantum noktalarinda yaricap degeri artik¢a
elektronlarin enerjisi azalmakta tersi durumda ise enerji degeri artmakta oldugunu
gostermektedir. Cizelge 4.1 ve 4.2 deki sonuglara gore cizilen sekil 4.3. grafigi
gostermistir ki makro yapilarda (Bulk yap1), enerji seviyeleri siirekliyken
nanoyapilara gidildik¢e enerji seviyeleri kuantumlanmakta ve buna bagli olarak

farkl fiziksel o6zellikler gozlenmektedir.
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