T.C.
SULEYMAN DEMIREL UNiVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTIiTUSU

KABA YAKINSAKLIK

Fatma GECIT

Danigsman: Dog. Dr. Salih AYTAR

YUKSEK LiSANS TEZi
MATEMATIK ANABILiM DALI
ISPARTA — 2012



TEZ ONAYI

Fatma GECIT tarafindan hazirlanan “Kaba Yakinsaklik” adli tez caligmas
asagidaki  juri tarafindan oy birligi / oy ¢oklugu ile Siileyman Demirel
Universitesi Matematik Anabilim Dali'nda YUKSEK LISANS TEZI olarak
kabul edilmistir.

Danigman : Dog. Dr. Salih AYTAR

Siileyman Demirel Universitesi, Matematik Anabilim Dal

Jiiri Uyeleri :
Doc. Dr. Mehmet GURDAL

Siileyman Demirel Universitesi, Matematik Anabilim Dal

Yrd. Doc. Dr. Celaleddin SENCIMEN
Mehmet Akif Ersoy Universitesi, Matematik Anabilim Dali

Prof. Dr. Mehmet Cengiz Kayacan
Enstitii Miidiirii

Not: Bu tezde kullanilan 6zgiin ve bagka kaynaktan yapilan bildirisglerin, cizelge, sekil
ve fotograflarin kaynak gosterilmeden kullanimi, 5846 sayili Fikir ve Sanat Eserleri

Kanunundaki hiikiimlere tabidir.



ICINDEKILER

Sayfa
ICINDEKILER ......oooiii e i
OZET . .o i
ABSTRACT .. )
TESEKKUR ..o i
SIMGELER DIZINI. ... v
SEKILLER DIZINT ... Vi
L GIRIS . o 1
2. NORMLU UZAYLARDA KABA YAKINSAKLIK ....... 3
2.1. Kaba Limit Kiimelerinin Baz1 Ozellikleri............... 4
2.2. Kaba Yakinsaklhigin Klasik Yakinsaklik ile Iligkisi....... 10

2.3. Kaba Limit Kiimesinin Yakinsaklik Derecesinin Baglilig 15
3. BULANIK SAYI DIiZILERININ KABA YAKINSAKLIGI 19

3.1. Bulanik Kiimeler Teorisinin Baz1 Temel Kavramlari .. .. 19
3.2. Bulanik Say1 Dizilerinde Temel Sonuglar ............... 22
4. KAYNAKLAR ..o 34
OZGECMIS. ... 36



OZET
Yiiksek Lisans Tezi
KABA YAKINSAKLIK
Fatma GECIT

Siileyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danisman: Dog¢. Dr. Salih AYTAR

Bu tez calismasi ii¢ boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde konunun literatiirdeki yerinin belirlenmesi amaciyla literatiir

ozeti verilmigtir.

Ikinci boliimde sonsuz boyutlu normlu uzaylardaki kaba yakinsaklik kavram iic
alt boliimde incelenmistir. Ilk olarak kaba yakinsaklik tanimi verilmistir. Daha,
sonra kaba yakinsaklik ile klasik yakinsaklik arasindaki iligki incelenmigtir. Son

olarak r—limit kiimesinin r kabalik derecesine baglhligi arastirilmistir.

Uciincii boliimde ise ilk olarak bulanik sayilar teorisinin temel kavramlar: hatir-
latilmigtir. Sonra bulanik say1 dizilerinin kaba yakinsakligi kavrami tanimlanmig
ve r—limit kiimesiyle dizinin limit infimumu, limit supremumu arasindaki iligki
incelenmigtir. Son olarak bulanik say1 dizilerinin kaba limit kiimelerinin baz1 6zel-

liklerine yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Bulanik say1 dizileri; Kaba Yakinsaklik; Kaba limit kiimesi.

2012, 36 sayfa
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ABSTRACT

M.Sc. Thesis
ROUGH CONVERGENCE

Fatma GECIT

Siileyman Demirel University
Graduate School of Applied and Natural Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Salih AYTAR

This thesis consists of third section.

In the first section, a summary of literature was given to determine place of the

topic in the literature.

In the second chapter, the concept of rough convergence in infinite dimensional
normed spaces was investigated in three sub-sections. Firstly, the definition of
rough convergence of a sequence was given. Later, the relation between rough
convergence and ordinary convergence was investigated. Then the dependence of

the r—limit set on the roughness » was introduced.

In the third chapter, some of the basic consepts in the theory of fuzzy numbers
were recalled. Then the definition of rough convergence of a sequence of fuzzy
numbers was introduced. Later the relation between the rough limit set and the
set of extreme limit points of a sequence of fuzzy numbers were investigated.
Finally, some properties of the rough limit set of a sequence of fuzzy numbers

were investigated.

Key Words: Sequence of fuzzy numbers; Rough convergence; Rough limit set.

2012, 36 pages
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1. GIRIS

Sonlu boyutlu normlu uzaylarda kaba yakimsaklik tanimi ilk olarak Phu (2001)
tarafindan verilmistir. Fakat Burgin (2000) bu kavrami daha énce bagka bir isimle

(bulanik limit olarak) adlandirmigtir.

Bu tez galigmasinda Phu (2001)’nun gosterimleri kullanilmigtir. Phu (2001) sonlu
boyutlu uzaylardaki galigmasinda bir {z;} dizisinin kaba limit kiimesi olarak tanim-
lanan LIM" z; kiimesinin sinirli, kapali ve konveks oldugunu gostererek kaba Cauchy
dizisi kavramim tanimlamigtir. Phu (2002) bir bagka makalesinde, lineer operator-
lerin kaba siirekliligini tanimlayarak, eger Y uzay1 sonlu boyutlu ise f : X — Y
seklindeki lineer operatorlerin @ X in her bir noktasinda r—siirekli oldugunu
ispatlamigtir. Phu (2003), kendisinin bu konuyla ilgili son galigmasinda ise sonlu
boyutlu uzaylardaki sonuclar1 sonsuz boyutlu normlu uzaylara tagimistir. Son
yillarda Aytar (2008a), bir reel say1 dizisinin ¢ekirdeginin 2¢g—limit kiimesine esit
oldugunu gostermisgtir. Buradaki ¢ reel sayisi, dizinin r—limit kiimesi bog olma-
yacak gekildeki 7 sayilarinin infimumu olarak tammhdir. Aytar (2008a) bu galig-
masinda bir dizinin kaba yakinsakligi ile klasik cekirdegi arasinda iligkiyi ortaya
koymugtur. Ayrica, Aytar (2008b), normlu uzaylarda kaba istatistiksel yakinsak-
lik kavraminmi tanimlayarak, kaba istatistiksel limit kiimesinin temel 6zelliklerini

incelemigtir.

Kaba yakinsaklik teorisinde bir dizinin limit kiimesi olarak adlandirilan kavram
ortaya c¢iktigl icin bu kiimenin yapisi hakkindaki bilgiler oldukca degerlidir. Bu
nedenle bu caligmadaki ilk iki boliimde bu kiime tizerine odaklanilmistir. Ilk olarak
bu kiimenin bazi topolojik ve analitik 6zellikleri aragtirilmigtir. Ayrica yeni bir
yakinsaklik kavrami ortaya giktiginda ilk akla gelen soru, bu yeni kavram ile klasik
yakinsaklik arasindaki iliskinin ne oldugudur. Bu sorunun cevabina da bu calis-
mada yer verilmeye caligilmustir. Ilk iki boliimiin temel hedefi, sonlu ve sonsuz
boyutlu normlu uzaylardaki kaba yakinsaklik ile ilgili sonuglar1 kargilagtirmaktir.

Buraya kadar olan kisim genel olarak literatiir taramasi niteligindedir.

Son boliimde, su ana kadar sonsuz boyutlu normlu uzaylarda tanimlanmig olan

kaba yakinsaklik fikri, vektor uzayi olmadigi icin klasik normlu uzay kategorisinde

1



degerlendirilemeyen bulanik sayilar uzayna tagimmistir. Ilk olarak bulamk say1
dizisinin yakinsaklik durumuna, yigilma noktalarina veya alt ve iist limit nok-
talarina gore limit kiimesi karakterize edilmistir. Daha sonra, bir bulanik say1

dizisinin kaba limit kiimesinin temel 6zellikleri incelenmigtir.



2. NORMLU UZAYLARDA KABA YAKINSAKLIK

Tamim 2.1. (X, ||.||) ikilisi bir normlu uzay olmak tizere, r > 0 ve {z;} ise X

uzayimda bir dizi olsun. Eger her bir € > 0 sayisina karsilik, ¢ > i. oldugunda
|z — x| <T+e€ (2.1)
kosulunu saglayacak sekilde bir 7. sayis1 bulunabiliyorsa veya buna denk olarak,

limsup [|z; — z.|| <7 (2.2)
kogulu saglaniyor ise {x;} dizisi x, noktasina r—yakinsaktir denir. i — oo iken,
r; — x, seklinde gosterilir. Bu kosulu saglayan bir x, noktasi, {z;} dizisinin bir

r—limit noktas: olarak adlandirihir (Phu, 2001). Ayrica,
LIM'z; = {7, € X : 7; & 2.}

kiimesine {x;} dizisinin r—/limit kiimesi (ya da kisaca r—Ilimiti) denir. Eger
r—limit kiimesi bogtan farkh (LIM"z; # @) ise {z;} dizisi r—yakinsak olarak
adlandirihr. Burada r sayisi, {x;} dizisinin bir yakinsaklik derecesidir. Herhangi

bir S C X kiimesindeki r—limitlerinin kiimesi de asagidaki sekilde diisiiniilebilir:
LIM®"z; == {x, € S: 2; = z,}.

Bu ¢alismada iglemler genelde » > 0 durumu i¢in yapilacaktir. Ciinkii » = 0
durumu i¢in r—limit kiimesi bog kiime ya da tek nokta kiimesi olur. Bu halde

boyle bir kiimenin 6zelliklerini incelemenin bir anlami yoktur.

Kaba yakinsakhigin ortaya c¢ikis nedenini su sekilde aciklayabiliriz: Bir z, nok-
tasina yakinsak oldugu ¢ngoriilen bir {y;} dizisinin terimleri kesin olarak belirle-
nemeyebilir (yani, 6lgiilemeyebilir ya da hesaplanamayabilir). Terimleri kesin
belirlenemeyen dizinin yerine, iglemleri kolaylagtiracak ve terimleri bilinen bir {z;}
yaklagim dizisinden yararlamlabilir. {x;} yaklasim dizisi her ¢ i¢in ||z; — y;|| < r

olacak gekilde belirlenir. Burada r > 0 sayisi, yaklasim hatasinin bir tist siniridir.



{z;} dizisi klasik anlamda x, noktasina yakinsak degildir. Fakat
s = 2l < flas = gill + llys =zl <7+ [l — 2]

oldugundan {x;} dizisi x, noktasina r—yakinsaktur.
2.1. Kaba Limit Kiimesinin Baz1 Ozellikleri

Bir dizi klasik anlamda yakinsak ise sinirhidir, limiti tektir ve yakinsak dizinin her
bir altdizisi aynmi limit noktasina yakinsar. Kaba yakinsaklik icin bu 6zelliklerin

karsiligr olarak asagidaki cnerme verilecektir.

Onerme 2.1.1. a) r—limit kiimesinin ¢ap1 2r den biiyiik degildir. Genelde bir
en kiiciik sinir1 yoktur.

b) {zy,}, {x;} dizisinin bir altdizisi ise LIM"z; CLIM "z, dir.

c) {x;} dizisi smirhdir < LIM"z; # @ olacak gekilde bir » > 0 vardur.

d) Eger C' C X goreceli kompakt ve r > 0 ise
B,(0):={z€X:|z]| <r}

olmak {izere

C+B.(0)={r+z:2€C,z¢c B,(0)}

kiimesindeki her bir {z;} dizisi, her 7" > r igin
LIMz;, # @ ve LIMUSH 2+ @

ozelliklerini saglayan bir {z;, } altdizisi igerir (Phu, 2003).

Ispat: a)
diam(LIM"z;) = sup{|ly — z|| : y, 2 € LIM"z;} < 2r

oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki bu énerme yanhg olsun, yani diam(LIM"x;) >

2r olsun. Bu durumda, supremum tanimindan,

Jy,z € LIM"z; oyleki d:=|y—z| >2r

A



yazilabilir. Simdi ¢ € (0, ¢ — r) keyfi (isteksel) olsun. z; = y oldugundan,

Ji. e N oyleki her i >4, icin ||z —y|| <r+e
yazilabilir ve z; = z oldugu icin

Ji. €N oyleki her i>i. icin ||z; —z|| <r+e
yazlabilir. i, := max{i_,i_} olmak tizere her i > i. i¢in

d
ly =zl < |lwi—yl| + ||lzs —z|| <r+e+r+e=2(r+e) < 27’—|—2(§ —r)=d,

yani ||y — z|| < |ly — z|| elde edilir. Bu ise bir geligkidir. O halde bir dizinin

r—limitlerinin kiimesinin ¢ap1 2r den biiyiik olamaz.

Simdi de bu kiimenin genelde bir en kiiciik sinira sahip olmadigini gosterelim.

Yakinsak bir {x;} dizisi alimirsa,

Br(z.) ={y € X: |ly -zl <r}
olmak iizere y € B,(z,) i¢in
[z = yll < llwi = zull + lzs = yll < flzs — 2l + 7
dir. Burada i — oo i¢in x; — x, oldugundan yeterince biiyiik ¢ ler i¢in

e —yl| <e+r

yazilabilir. Bu da her y € B,(z,) icin saglandigindan LIM"z; = B,(z,) yazilabilir.
diam(B,(z,)) = 2r oldugundan genelde r—limit kiimesinin ¢apinin iist simir1 olan
2r artik azalmayabilir. Daha acik soylemek gerekirse, LIM"x; kiimesinin ¢apini

2r den kiigiik alamayiz.

b) z. €LIM"z; olsun. O halde, yeterince biiyiik i ler igin ||z; —z.|| < 7+ ¢

yazilabilir. {zy,}, {z;} dizisinin altdizisi oldugundan yeterince biiyiik ¢ ler igin

=



|lxk, — || <7+ e dur. Yani xz, €LIM"zy, olur ve ispat tamamlanir.

c¢) 3. Boliimde bulanik say1 dizileri igin verilen Teorem 3.2.9 un ispatina benzer

sekilde ispatlanabilir.

d) {x;} dizisi, C+B,(0) kiimesine ait bir dizi oldugu i¢in z; = y;+2; (i = 1,2,3,...)
olacak sekilde, {y;} € C ve ||z < r sartlari saglayan {y;} ve {z;} gibi iki dizi

bulunabilir. C' kiimesi goreceli kompakt oldugundan {y;} dizisinin, i; — oo igin
Yi, — Y« € cl(C)

sartini saglayan bir {y%} altdizisi vardir. O halde her bir € > 0 igin bir 7. sayist

bulunabilir 6yle ki her ¢; > i. i¢in

Hxia’ — Y| = Hxh - yin + Hyh T || <7 e
yazilabilir, yani y, €LIM"z;, dir. Ayrica,
M = {wy, : HyZJ —ull <r =71}

kiimesi, {m,]} dizisinin bogtan farkh bir alt kiimesidir ve i; > i. ve z, € M ise

+||y*_$*||<7’+8+7“,—r:r/+5

”xh — T = Hx%a — Y
olur, yani & # M crimies b x;; dir. Boylelikle, her bir {z;} dizisinin bir alt-
dizisi igin y, €LIM"z;; ve M LMz b z;, ozelliklerinin saglandig1 gosterilmis
oldu.

Klasik anlamda yakinsak bir dizinin limit noktalarinin kiimesi, tek nokta kiimesi
oldugundan, bu kiimenin 6zelliklerini incelemenin bir anlami yoktur. Fakat kaba
yakinsaklikta limit noktalarinin kiimesi genelde tek nokta kiimesinden farkli oldugu
icin asagidaki ozellikler incelenebilir. Bu 6zellikleri incelemeye baglamadan 6nce
Onerme 2.1.5 de yer verilecek olan kesin konvekslik ve diizgiin konvekslik tanimlar:
hatirlatilacaktir. Daha sonra, Onerme 2.1.5 in ispatinda kullanilacak ve diizgiin

konvekslik taniminin denk ifadelerini iceren bir yardimci teorem verilecektir.

A



Tamim 2.1.2. X uzaymnda ||zl = ||21|| = 1 ve zp # 21 kosulunu saglayan z, ve 2
elemanlar1 ve 0 < \ < 1 skaleri igin ||(1 — \)zo + Az1]| < 1 oluyorsa X uzay1 kesin
konvekstir denir (Morrison, 2000).

Tamim 2.1.3. X uzaymnda her bir ¢ € (0,2] reel sayist ve ||2] = ||z1]] = 1,
|20 — 21|| > € sartim saglayan her g, 2; € X igin ||271(zo + 21)|| < 1 —d(¢) olacak

sekilde bir §(g) > 0 sayisi varsa X uzay1 dizgiin konvekstir denir (Morrison, 2000).

Yardimci Teorem 2.1.4. Asagidaki ifadeler denktir.
a) X uzayi diizgiin konvekstir.

b) X uzayindan alinan herhangi iki {zo;} ve {z1;} dizileri i¢in
||ZOZ|| = ||le|| =1 (Z = 172,3, )7111)123 H2_1(ZOi + ZlZ)H =1ise Z]l}rg) ||ZOZ — le” =0

dir.

c) Her bir 7 > 0 ve X uzaymndan aliman herhangi iki {z¢;} ve {zy;} dizileri i¢in

max {hm HZOZH N hm HZlZ”} S hm ||2_l(20i + le)” =7
11— 00 1—00 11— 00
ise
lim ||z0; — 21| = 0
1—00
dir.

d) Her bir 7 > 0 ve her ¢ € (0,2r] igin bir §(¢) > 0 vardir dyle ki X uzayn-
dan alan keyfi {z;} ve {21;} dizileri i¢in limsup [[2o;]| < 7, limsup [[2;] < 7,

llz0i — z1il] = ¢ (1 = 1,2,3,...) ise limsup||2’1(zol-+zli)|| < r —d(e) dir (Phu,
2003).

Onerme 2.1.5. {z;}, X uzaymnda bir dizi ve r, 7,7, > 0 olsun. Bu durumda,
a) LIM"x; kiimesi kapali ve konvekstir.
b) Eger yo eLIM"z; ve y; €eLIM™z; ise \ € [0,1] igin

ya = (1= Nyo + Ayr € LIMU-VrotAng,

dir.



c) Eger X sonlu boyutlu ve kesin konveks bir uzay ise LIM"x; kesin konvekstir.
d) Eger X sonsuz boyutlu ve diizgiin konveks bir uzay ise LIM"x; kesin konvekstir.

Yani
Yo, y1 € LIM"x; ve yo # y; ise VA € (0,1) igin yy € int(LIM"z;)

dir (Phu, 2001; 2003).

Ispat: a) 3. Boliimde bulanik say1 dizileri icin verilecek olan Teorem 3.2.10 ve

Teorem 3.2.11 in ispatina benzer sekilde yapilabilir.

b) yo €LIM™z; ve y; €LIM™z; oldugundan her ¢ > 0 sayis1 ve i > i. igin
lxi — yol| < 10 + € ve ||z; —y1|| < r1 + € olacak sekilde bir i. sayis1 bulunabilir.

Buradan

lzi —all < (L= [|lzi —yoll + Mz — w1
< (IT=XN(ro+¢e)+ Ar1+¢)

= (1—)\)T0+)\7’1+8

elde edilir. Dolayisiyla i, €LIMI~MrotAm . olur,

) Yo, y1 ELIM x; ve yo # y; elemanlar igin

1 . -
Yo5 = 5(?/0 + yl) € it (LIM LEZ)

oldugu gosterilirse LIM"x; kiimesinin kesin konveksligi ispatlanmig olur. Ciinkii
0 < A < 1 araligindaki her bir A sayisina kargilik gelen y, noktalar icin y, # ¥,
ve y\ = % (y[,) + y’l) olacak sekilde y(l), y, €LIM"z; bulunabilir.

L, kiimesi {z;} dizisinin yi1gilma noktalarimin kiimesi olsun. L, kiimesi kapalidir.
{z;} dizisi, LIM"z; kiimesi bog kiime olmadigindan sinirhidir. X bir sonlu boyutlu
normlu uzay ve {x;} dizisi sinirh oldugundan L, bog olmayan ve siirh bir kiimedir.

O halde bir ¢ € L, elemani igin

1€ — yos|l = max lc — yosl|

Q



yazilabilir. Ayrica o, y; €LIM"x; oldugundan

l€=goll <7 ve [le=nl <7

olur. X uzay1 kesin konveks oldugundan,

1€ —=wosll = 10.5(€—wo) +0.5C—u)

< max{[lc = ol llc = wll} <7

yazilabilir. Simdi o := r—||¢ — yo5|| > 0 seklinde tanimlansin. Boylece her ¢ € L,

ve her y € B, (yo5) igin

IN

e =y e = yosll + llyos — |l

A

¢ —yosl| +o =7

olur. Buradan y €LIM"x; elde edilir. Sonug olarak, yg5 noktasinin, LIM"z;
kiimesinin bir i¢ noktasi oldugu soylenebilir. Dolayisiyla LIM"z; kiimesi kesin

konvekstir.

d) LIM"z; kiimesinin kesin konveks oldugunu ispatlamak igin

Yo,vh € LIM'z; ve yo # u1 (2.3)

ise

27 (yo +y1) € int(LIM ;)

oldugu gosterilmelidir. Ciinkii 0 < A < 1 oldugunda her bir y, icin
Yo 7 U1 Ve yx = 27 (o + v1)

olacak sekilde y(l), y, €ELIM"z; vardir.

200 = Yo — T; ve z; = y1 — x; seklinde tanimlarsak (2.2) esitsizligi ve (2.3)



ifadesinden

limsup [|zo;| <7, limsup[[2i;]| <7, 200 — 20ll = [[yo —wl >0 (1 =1,2,3,...)

1—00 1—00

olur. Yardimci Teorem 2.1.2 (d) geregince,
liIiIiilolp 127 (o + 31) — @i = liririilolp 127 (20i + 200) || <7 — 6
olacak gekilde bir § > 0 vardir. Yine (2.2) esitsizliginden,
Yo.5 = 271(90 + 1) € LIM™x;

ifadesi elde edilir. Boylece Onerme 2.2.1 e gore ||y — 05| < 0 olacak sekilde tiim
y elemanlarn i¢in y €LIM"z; oldugu soylenebilir. O halde o5 € int(LIM"x;) dir.

Kaba limit kiimesinin her zaman kesin konveks olmadigini gostermek icin asagi-

daki ornek verilebilir.

Ornek 2.1.6. R? uzaymda z; := ((—1)%,0) seklinde tanimlanan {z;} dizisini goz

oniine alalim. R? iizerinde, maksimum normu taniml ise
LIM"z; = {(0,n) € R?: |n] < 1}

kiimesi kesin konveks degildir. Ashnda, z; = (0,1), xo = (0,—1), 21 # x5 ve
21, To €ELIM"x; dir. Fakat \ = % icin Ax; + Azy = (0,0) noktasi bu kiimenin bir
i¢ noktas1 degildir. Hatta bu kiimenin higbir i¢ noktas1 yoktur (Phu, 2003).

2.2. Kaba Yakinsakhigin Klasik Yakinsaklik ile Iligkisi

Bu boliimde kaba yakinsaklik ve klasik yakinsaklik arasindaki iligkiler aragtirila-

caktr.

Onerme 2.2.1. r; > 0 ve 1, > 0 olsun. X uzayndaki bir {z;} dizisinin, z, nok-
tasia (r; +72)—yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart, y; — @, ve ||2; — v < 7o

(1 = 1,2,3,...) olacak sekilde, X uzaymda bir {y;} dizisinin var olmasidir (Phu,
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2003).

Ispat: (<) y; = x, ve ||, —yi|| <72 (1 =1,2,3,...) olsun. y; > x, oldugundan
her € > 0 sayist ve her ¢ > i. i¢in ||y; — x.|| < r1 + & olacak gekilde bir i. sayisi

bulunabilir. ||z; — y;|| < r2 oldugundan, her i > i. igin

s =zl < Nl = wll + llys — 2.l

< (T1+7’2)+8

olur. Buradan {x;} dizisinin x, noktasina (r; + r9)—yakinsak oldugu goriiliir.

(=) {z;} dizisi 2, noktasma (r; + ry)—yakinsak olsun. {y;} dizisini

T i = 2] < 7o

Ty—T;
llzs —ill

T+ 79 s — 2| > 72

seklinde tanimlayalim. Bu durumda

9 Hmz - x*H S T2

[ — .l <
[ = x| = o 2 = @] > 72
dir. Burada ||z; — z.|| < ro kisminda ||z; — yi|| = ||z — x| < reve ||z — x| > 72
kisminda ||z; — ;|| = 72 oldugundan her i i¢in ||x; — y;|| < 7o yazilabilir. (2.2)

esitsizliginden z, eLIM"™ "2z, oldugundan

limsup ||x; — x| < rqp+ 72

1—00

dir. |lz; — v < 72 oldugundan limsup ||y; — .|| < r; dir. O halde y; = =,
yazilabilir.
ry = 0 ve ro = r > 0 alinmas1 durmunda, eger her bir ¢ = 1,2, 3, ... igin y; — =z,

ve ||lz; —y;|| < r olacak sekilde bir {y;} dizisi varsa {z;} dizisi x, noktasma

r—yakinsaktir sonucuna ulagilir.

Benzer sekilde, eger {z;} dizisi z, noktasina r—yakinsak ise {x;} nin civarinda

(her 7 i¢in ||z; — ;|| < r ) x. noktasina klasik anlamda yakisak olan bir {y;}
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dizisi vardir sonucuna ulagilir.

Onerme 2.2.2. a) {z;} C X olmak tizere {2;} dizisi x, noktasina yakmsak ise
LIM"z; = B,(x,) dir.

b) {x;} dizisi, X uzaymin baz kompakt kiimeleri tarafindan igeriliyorsa ve
LIM"2; = B,(x.) ise {x;} dizisi r, noktasina yakisaktir.

c) {z;} dizisi, sonlu boyutlu kesin konveks bir X uzayinda bir dizi ve yo, y; €LIM"z;
olmak tizere ||yo — y1|| = 2r ise {z;} dizisi, 27 (yo + y1) noktasima yakisaktir.

d) {z;} dizisi, sonsuz boyutlu diizgiin konveks bir X uzaymda bir dizi ve

0,71 €ELIM"z; olmak {izere ||yo — y1|| = 2r ise {x;} dizisi, 27 (yo + 1) noktasima
yakinsaktir (Phu, 2001; 2003).

Ispat: a) Onerme 2.1.1 in (a) maddesi geregince ispat1 aciktir.

b) Tersini kabul edelim, yani LIM"z; = B,.(x.) olsun fakat {z;} dizisi, x, noktasia
yakinsak olmasin. Bu durumda {x;} dizisi en az bir kompakt kiime tarafindan

icerildigi icin x, noktasindan farkl bir 2, yigilma noktasina sahiptir.

T ’

T =T+ ———— (1, — 1)
[
seklinde tanimlanan 7, noktasi,
_ ’ ’
Te — X || =T+ ||Te —2,|| >T

esitsizligini saglar. z, bir yigilma noktasi oldugu icin 7, ¢LIM"z; dir. Bu ise
LIM"z; = B,.(x,) ve ||T, — .|| = 7 esitlikleri ile celigir. Boylece x, noktasi, bazi
kompakt kiimeler tarafindan igerilen {x;} dizisinin tek yigilma noktasidir. Sonug

olarak, {z;} dizisi, x, noktasina yakinsaktir.

c) ¢ noktasi, {z;} dizisinin bir yigilma noktasi olsun. Bu durumda y;, yo €LIM"z;
icin

lyr —cll <7 ve Jlyz—cl <7
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yazilabilir. Ote yandan,

2r = [lyr = v2ll <llyr = el + lly2 = ll

dir. O halde
lyr —cll = llya =l =7
yazilabilir. Ayrica,
1 1 1
5@2—91) = 5((c—y1)+(y2—c)) ve §(y2—y1) =T
oldugundan, uzayin kesin konveks oldugu dikkate alinirsa
1
§(y2—y1) =C—Yy1=Y2—C
yazilabilir. Boylece, ¢ = 3 (y1 +y2) olur. Bu ise ¢ noktasmm, {z;} dizisinin

tek yigilma noktasi olmasi anlamima gelir. LIM"z; # @ oldugundan {xz;} dizisi
simirhidir. Dolayisiyla, uzayin sonlu boyutlu oldugu dikkate alinirsa i — oo igin

z; — % (Y1 + yo) elde edilir.

d) zo; = yo — x; ve z1; = x; — y; olarak tammlansin. (2.2) esitsizliginden,

Yo, y1 ELIM"z; ve ||y — y1|| = 2r igin

limsup || < 7, limsup |z < 7.

127 (20i + 2z10) || =27 lwo —wall =7, (i =1,2,3,...)
yazilabilir. Yardimc1 Teorem 2.1.2 (c) geregince,
Tim {]27 (o + 1) — ]| = 27" Jim [|20; — 21| = 0

olup, {z;} dizisi, 27! (yo + y1) noktasina yakinsaktir.

Ozel olarak, yukaridaki énermenin (b) maddesi, sonlu boyutlu normlu uzaylarda

goz oniine alindiginda, dizinin kompakt bir kiime tarafindan igerilmesi sartina
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gerek duyulmaz. Bu sart, sonsuz boyutlu normlu uzaylarda dizinin bir bagka
yigilma noktasina sahip oldugunu soyleyebilmek icin gereklidir. Sonlu boyutlu
normlu uzaylarda bu sart olmaksizin dizi bir bagka yigilma noktasina sahip olur

ve ispatin devami benzer sekilde yapilir.

Ornek 2.2.3. R? uzaymnda genel terimi z; := ((—1)?,0) olan bir dizi verilsin ve
R? {izerinde maksimum normu tanimlansi. O halde y; = (0,1) ve y» = (0, —1)
icin y1,y, €LIM'z; ve |ly1 —vo| = 2 dir. Fakat {z;} dizisi yakinsak degildir.
Bunun nedeni, Onerme 2.2.2 de kabul edilen diizgiin konveksligin, R? uzaymda

maksimum normuna gore saglanmamasidir (Phu, 2003).

Onerme 2.2.2 de yakinsak bir diziyle o dizinin r—limit noktalar1 arasindaki iligki
incelenmisti. Simdi ise bir dizinin y1g1lma noktalari ile bu dizinin r—limit noktalar:

arasindaki iligski incelenecektir.

Onerme 2.2.4. {z;} C X olmak iizere, {z;} dizisinin y1g1lma noktalarmm kiimesi
L, olsun. Bu durumda,
a) L, # O ise

LIM"z; C () B(c) (2.4)

cEL,
dir.

b) {xz;} dizisi, X uzayimn baz kompakt kiimeleri tarafindan igeriliyorsa

LIM"z; = (] Br(c) = {x. € X : Ly C B,(z.)} (2.5)

c€Ly
dir (Phu, 2003).

Ispat: a) {z;} dizisinin her bir yigilma noktas: ¢ ve her z, €LIM"z; icin
[ —cll <7
dir. Aksi takdirde, sonsuz sayida z; igin € := (||x, — ¢|| — 7)/2 > 0 oldugunda
|z — || > 7+ ¢
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olur. Bu ise (2.1) ifadesi ile geligir. O halde (2.4) bagmtis1 saglanir.

b) Eger y € ﬂ B,(c) ise her ¢ € L, i¢in ||y — ¢|| < r dir, yani L, C B,(y) olup,
cel,

dir. Eger y ¢LIM"z; ise en az bir £ > 0 sayws1 vardir ve sonsuz sayidaki x; igin
|lzi — y|| > 7 + € esitsizligi saglamir. {x;} dizisi baz1 kompakt kiimeler tarafindan
icerildiginden dolay1, ||y — c|| > r + ¢ kosulunu saglayacak sekilde bir ¢ yigilma
noktasi vardir. Yani L, € B,(y) vey ¢ {z. € X : L, C B,(.)} dir. Béylelikle,
y€{r, € X :L, CB,(r,)} oldugundan y €LIM"z; dir, yani

{r,€ X:L, C B,(v,)} C LIM"x;
olup (a) maddesi geregince,

LIM"z; = () Br(c) = {x. € X : Ly C B,(z.)}
cEL,
dir.
Onerme 2.2.4 iin (b) maddesi sonlu boyutlu normlu uzaylarda, dizinin kompakt bir

kiime tarafindan icerilmesi sartina gerek duyulmadan ifade edilip ispatlanabilir.
2.3. Kaba Limit Kiimesi ve Kabalik Derecesi

Bu kesimde sabit bir {z;} dizisinin degisen r—parametrelerine gore LIM"z; kiimesi

incelenecektir.

Onerme 2.3.1. a) Eger 0 <’ < r ise LIM" z; CLIM"z; dir.
b) Eger 7 > 0 ve o > 0 ise LIM"z; + B,(0) CLIM"*x; dir.
c) Eger {x;} dizisi, X uzaymin bazi kompakt kiimeleri tarafindan igeriliyorsa ve

B, (y) CLIMz; ise y ELIM' 7z, dir (Phu, 2001; 2003).

ispat: a) ., cLIM” x; ise her bir ¢ > 0 i¢in ¢ > i. oldugunda

o, — x| <7 +e<r+e (0<7r <)
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olacak gekilde bir 7. € N bulunabildiginden x, € LIM"z; olur.

b) y ELIM"z; ve z € B,(0) olsun. Tamimdan, her bir £ > 0 i¢in 7 > i, oldugunda
|z; — y|| < 7 + ¢ olacak sekilde bir i. € N bulunabilir. Ayn1 zamanda, z € B,(0)

oldugundan ||z|| < o dir. Boylece her i > i. igin
lzi =+ 2 <z =yl + 2zl <r+e+o

elde edilir. Dolayisiyla, y + 2 €eLIM" "7 x; dir.

c) X sonsuz boyutlu uzaymda {x;} dizisi kompakt bir kiime tarafindan igerildigin-
den yig1lma noktalarinin kiimesi bogtan farklidir. ¢ noktasi, {z;} dizisinin keyfi

bir yigilma noktasi olsun. Eger ||y —¢| > r — o ise

L(:H(y—C)

Ty =Y+
ly —

noktasi i¢in

lee —cll =0+ ly—cll >0+ (r—0)=r

esitsizligi saglanir. (2.4) bagmtisi geregince, LIM"z; C B,(c) oldugundan z, ¢LIM"x;
olmahdir. Bu ise ||z, — y|| = ¢ ve B,(y) CLIM"z; olmasi ile celisir. Boylece her

¢ € L, yigilma noktasi i¢in ||y — ¢|| < r — o yazilabilir. Sonug olarak, (2.5) esitligi
geregince,

y € () Br—o(c) = LIM" "z

cELy

yazilabilir.

Onerme 2.3.2. a) o [ | ] LIM"z; | CLIM™z, = () LIM" 2, dir.

!
0<r'<r r>r

b) r =7 :=inf {r € R" : LIM"z; # &} olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,
LIM'z; #2 ve int(LIM'z;) =@ (2.6)

olmasidir.
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c) X uzayi, sonlu boyutlu kesin konveks bir uzay olmak iizere;
r=7:=inf {r e R" : LIM"; # @}

olmasi icin gerek ve yeter kosul, LIM"z; kiimesinin tek nokta kiimesi olmasidir.
d) Eger X diizgiin konveks ve y € int(LIM"x;) ise y cLIM” x; olacak gekilde bir
r' € [0,7) vardir (Phu, 2001; 2003).

Ispat: a) Onerme 2.3.1 (a) geregince ve r—limit kiimesinin kapahligindan,

d| |J LMz, | CLIM'z, C (\LIM 2,
0<r’ <r r'>r
yazilir. Keyfi bir y € X—LIM"z; secelim. Tanim geregi, en az bir ¢ > 0 sayisi
vardir 6yle ki herhangi bir £ € N verildiginde bir ¢ > k (¢ € N) bulunabilir ve bu i
dogal sayisi icin ||z; — y|| > r olur. Bu durumdar’ < r+eigine :=r+e—7 >0
ve her k € N icin en az bir ¢ > k bulunabilir 6yle ki ||z; — y|| > 7" 4+ ¢ yazlabilir.
Boylece ' < r+¢icin y éLIMT, x; yazlabilir. Buradan y ¢ () LIM" x; elde edilir.

r'>r
Dolayisiyla, LIM 2, = () LIM" 2 dir.

/
T >r

b) (=) r =T olsun. Onermenin (a) maddesi gergince, LIM"z; = ) LIM' ; dir.
' >F

Dolayisiyla 7 > 7 icin LIMTliUZ- # @ olup bu kiime kapalidir. Onerme 2.3.1 (a)
geregince,

ALIM 2= (] LIM &

' >F r<r <r+1
yazilabilir ve LIMT,:UZ-, r' € (7,7 + 1] sonlu kesisim ozelligine sahip LIM™'z; kom-
pakt kiimesinde bostan farkli kapali kiimelerin bir ailesidir.  Boylece onlarin

kesigimleri de bog degildir. Dolayisiyla LIM"z; # & olur.

Simdi int (LIM"z;) = @ oldugunu gosterelim. Tersine, int (LIM"x;) # @ oldugunu
kabul edelim. Bu durumda bu kiime, ¢ > 0 yarigaph bir B,(y) yuvarin igerir.
Onerme 2.3.1 (c) geregince LIM"°x; # @ yazlabilir. Buradan r > 7 oldugu

goriiliir. Boylece r = 7 olmasi, int (LIM"x;) = & olmasim gerektirir.
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(<) (2.6) saglansm. LIM"z; # @ oldugundan r > 7 dir.  Diger taraftan,

int (LIM"z;) = @ ise r < T oldugundan r = 7 dir.
c) (=) r =7 ise (b) maddesi geregince (2.6) saglanir. X uzayi, sonlu boyutlu
kesin konveks bir uzay oldugundan LIM"z; kiimesi de kesin konvekstir. Yani

Yo, y1 € LIM z; ve yo # w1 icin yy = Ayo + (1 — N)y; € int (LIMFx,-)

dir. int (LIMFa:i) = @ oldugundan boyle bir y, € int (LIMF%-) bulunamaz. Yani

LIM"z; kiimesinde birbirinden farkl iki tane eleman olamaz.
(<) Eger LIM"z; tek nokta kiimesi ise (2.6) saglanir. Dolayisiyla r = 7 dir.

d) LIM"z; nin bir i¢ noktas: y ise ||yo — v1|| > 0 ve y = 27 (yo+y1) olacak bigimde
Yo, y1 ELIM"x; vardir. zg; := yo — z; ve z1; := y; — z; seklinde tanimlanarak (2.2)
esitsizliginden limsup ||zo;|| < 7, limsup ||z1:]| < 7, ||z0i — 21l = ||lvo — w1l > 0

(1=1,2,3,...) elde edilir. X uzay: diizgiin konveks oldugundan Yardimc: Teorem
2.1.2 (d) geregince bir v’ € [0,7) vardir dyle ki
limsup |27 (yo + y1) — @i = lim sup 127 (200 — 211) || < r

1—00

yazilabilir. Buradan y = 27 (yo + y1) = 27 (20; — 214) cLIM" x; elde edilir.
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3. BULANIK SAYI DIiZiLERININ KABA YAKINSAKLIGI

Bu boliimde, normlu bir uzay olmayan bulanik sayilar uzayindaki diziler icin kaba
yakinsaklik kavrami tanimlanacak ve kaba limit kiimesinin temel 6zellikleri ince-
lenecektir. Orijinal sonuclara ge¢gmeden once, bulanik sayilarla ilgili bazi 6n

bilgilere yer verilecektir.
3.1. Bulanik Kiimeler Teorisinin Baz1 Temel Kavramlari

Tanim 3.1.1. Reel sayilar kiimesinden [0, 1] araligina taniml ve agagidaki kogullar:
saglayan bir X fonksiyonuna bulanik say: denir:

» X normaldir, yani X (zg) = 1 olacak sekilde en az bir 2y € R vardir,

» X bulanik konvekstir, yani her x,y € R ve A € [0, 1] i¢in X(A\x + (1 — \)y) >
min{ X (z), X(y)} dir,

» X iistten yari siireklidir,

» {r € R: X(x) > 0} bigiminde tanimlanan X° kiimesinin kapanigi kompakttir
(Chang ve Zadeh, 1972).

Yukaridaki dort ozellik, her o € (0,1] i¢in, X bulamk sayisimin a—kesimi olarak
tamimlanan X% := {z € R : X(z) > a} = [&0‘,7&] kiimesinin, R nin bog
olmayan kompakt ve konveks bir altkiimesi olmasi anlamini tagir. Benzer durum
X0 i¢in de soylenebilir. Ayrica X° = lim,_,o+ X seklinde de yazilabilir (Diamond
ve Kloeden, 1994). Tiim bulank sayilarm kiimesi L(R) ile gosterilir.

Her bir reel sayiya bir karakteristik fonksiyon karsilik getirilebilir. Ayrica yukari-
daki bulanik say1 tanimina gore, her bir karakteristik fonksiyonun bir bulanik
say1 oldugu aciktir. Bu diisiince yardimiyla reel sayilar kiimesi, bulanik sayilar
kiimesi i¢ine gomiilebilir. Bu nedenle, bulanik sayilar i¢in verilen biitiin sonuclar
reel sayilar icin verilen sonuclarin bir genellemesi olacaktir ve bulanik sayilar i¢in
saglanan biitiin 6zellikler, reel sayilar (karakteristik fonksiyonlar1 goz oniine ali-
narak) i¢in de saglanacaktir. Fakat bulanik sayilar kiimesi kismi sirali olup grup
yapisi olusturmayan bir kiime oldugundan bazi sonuglar R deki sonuclardan farkli

gikacaktir. Bu farkhiliklar da bu ¢alismay1 6zgiinlestirmektedir.
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L(R) iizerindeki supremum metrigi olarak adlandirilan metrik,

Diu,v) = sup max(|u® — 17|, [7* - 7°])
a€(0,1]
seklinde tammlanmigtir. Puri ve Ralescu (1983), (L(R), D) ikilisinin bir tam
metrik uzay oldugunu ispatlamiglardir. Ayrica bu metrigin, karakteristik fonksi-
yonlar goz oniine alindiginda R iizerindeki mutlak deger metrigine indirgendigi
goriilebilir. Bu nedenle, D metriginin, R tizerindeki mutlak deger metriginin iyi

bir geniglemesi oldugu soylenebilir.

Bulanik sayilar kiimesi iizerinde cok farkli siralama bagintilariyla karsilasmak
miimkiindiir. Bu ¢alismada, bulanik sayilar teorisinde en ¢ok benimsenen tanim-

lamalar kullanilmigtir. Bu siralama bagintilar: agagidaki sekildedir:

p,v € L(R) igin
pv e Yael0l] a* <7 vep® <v

seklinde tanmimlanan < bagintis1 bir kismi siralama bagintisidir. Kesin kiigiikliik

bagintisi ise
p=v & p=vvedac|0,1] oyle ki g% <7” veya p < *

seklindedir (Diamond ve Kloeden, 1994). Eger u < v ve v =< p bagmtilarindan
her ikisi de gerceklenmiyor ise p ve v kargilastirilamaz denir ve p ~ v semboliiyle

gosterilir.

Simdi £ C L(R) olsun. Eger her X € F i¢gin X =< p olacak sekilde bir g bulanik
sayis1 varsa F kiimesi dstten sinirlidir denir ve p bulanmik sayisi, E kiimesinin
bir st sinridir denir. Eger E kiimesinin biitiin g’ iist smurlar igin g < 4/
oluyorsa p bulanik sayisina E kiimesinin en kii¢tik tst sinare (supremumu) denir.
Alttan siirhilik ve en biiyiik alt simir kavramlar1 da benzer sekilde tanimlanir
(Nanda, 1989). Congxin ve Cong (1997) siirh bir £ C L(R) kiimesinin infimum

ve supremumunun mevcut oldugunu ve nasil hesaplanabilecegini gostermislerdir.
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Zadeh’in Genigleme Prensibi yardimiyla p ve v bulanik sayilarinin toplami

(n+v)(z) = sup min{z(y), v(z)} (3.1)
ve farki
(n—v)(z) = wszgrjzmin{u(y% v(z)} (3.2)

seklinde tanimlanir (Dubois ve Prade, 1980). a—kesimlere gore toplam ve fark ise

Her a € [0,1] i¢in (p + )" == p* + 1% ve (n+v) =p"+7%, (3.3)

(&

Her a € [0,1] igin (p —v)* :=p*=7% ve (n—v) =n%—1° (3.4)

=

bigiminde tammlanir. Burada (3.1) ile (3.3) ve (3.2) ile (3.4) tanimlar1 birbirlerine
denktir (Diamond ve Kloeden, 1994).

p € L(R) bulank sayisinin karakteristik fonksiyonla toplam ve fark: da, yukari-
daki islemde v bulanik sayis1 bir karakteristik fonksiyon seklinde alinarak asagidaki

gibi tamimlanir: a € R sayisina kargilik gelen karakteristik fonksiyon

1 , eger x = a ise
() = -
0 ,diger

olmak {izere
(1 +a)® = [p*, 7% + [a,a] = [p* + a, " + a],

(1= a1) = [p, %] = [a,a] = [p* — a, 7" — a

dir (Kaufmann ve Gupta, 1984). Burada (u+ a1),(u —a1) € L(R) dir. Ayrica,
siralamanin tanimina gore, eger a > 0 ise 4 — a; < p < p + a7 yazilabilir. Bu ise

D (p,u+ a1) = D (p, up — a1) = a demektir.
X,Y € L(R) olmak iizere, L (R) kiimesinde bir siralama araligy
X,Y]:={Ze€L(R): X <Z=<Y)} (3.5)
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seklinde tamimlanir. Buradaki siralama araligi, elemanlar: bulanik sayilar (yani
ozel fonksiyonlar) olan klasik bir kiimedir, yani bulamk kiime degildir. Dolayisiyla

bu kiimenin kapalilig1 ve konveksligi i¢in klasik teorideki kavramlar kullanilacaktir.

Klasik teoride oldugu gibi, bulanik sayilardan olusan bir E kiimesinin konveks

olabilmesi i¢in gerek ve yeter kogul, her A € [0, 1] ve py, 1y € E igin
M+ (1 =A)py € E

olmasidir (Rockafellar ve Tyrrell, 1997). O halde L (R) nin konveks ve kapal

kiimelerinin (3.5) formunda oldugu sylenebilir.
Simdi de bulanik say1 dizileri i¢in tanimlanmig baz kavramlar verilecektir.

Tamim 3.1.2. Eger {X; € L(R) : i € N} kiimesi sinirh ise {X;} bulanik say1 dizi-
sine sinarlidir denir (Matloka, 1986).

Tanim 3.1.3. Eger her bir ¢ > 0 i¢in i > i. oldugunda D(X;, Xy) < € olacak
sekilde bir i. sayis1 bulunabiliyorsa {X;} bulamk say:1 dizisi X, bulanik sayisina
yakinsaktir denir ve limX; = Xy veya i — oo igin X; — X yazilir (Kaleva, 1985;

Matloka, 1986).

Tamim 3.1.4. L (R) kiimesinde bir {X;} dizisinin limit infimum ve limit supre-

mum kavramlari,

Ax ={p e L(R): {i e N: X; < u} kiimesi sonsuz elemanhdir }
Bx :={peLR):{i e N: X, > pn} kiimesi sonsuz elemanhdir }

olmak iizere
liminfX; :=inf Ay

71— 00

lim supX; := sup By

seklinde tanimlanir (Aytar, 2008).

3.2. Bulanik Say1 Dizilerinde Temel Sonuclar

[k olarak Phu (2001) tarafindan normlu uzaylarda tanimlanan kaba yakimsaklik
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kavrami bulanik say1 dizileri i¢in tamimlanacaktir. Bu kisimda r > 0 alinacak ve

{X;} dizisi de L(R) uzayinda bir dizi olarak kabul edilecektir.

Tanim 3.2.1. Her bir ¢ > 0 sayisina karsilik bir 7. sayis1 bulunabiliyor ve her

1 > 1. igin
D(X;, X,) <r+e (3.6)
oluyorsa, ya da
limsupD(X;, X)) <r (3.7)

kosulu saglaniyor ise {X;} dizisi, X, bulamk sayisina r—yakinsaktir denir ve
i — oo igin X; > X, yazihr. Buradaki X, noktasi, {X;} dizisinin bir r—limit

noktas: olarak adlandirilir.
LIM"X; := {X, € L(R) : X; N X, i — o0}

kiimesine, {X;} dizisinin r—limit kiimesi denir. Eger LIM" X # & ise {X;} dizisi
r—yakinsak olarak adlandirihr. Bu durumda r sayisi, { X;} dizisinin bir yakinsak-

lik derecesidir.
Buradaki iglemler genellikle » > 0 durumu icin yapilacaktir.

Ornek 3.2.2. {X;} dizisi

n(x) , i tek ise
p(z) -, diger

seklinde tanimlansi buradaki 7 ve p bulanik sayilar:

x , x €[0,1]
n(x) := —r+2 , x€ (1,2
0 . diger
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ve

r—3 , x€l3,4]
p(r) =< —x+5 , xc (4,5
0 , diger

egitlikleri ile verilsin. 7 ve p bulanik sayilarimin grafikleri Sekil 3.1 deki gibidir.

Sekil 3.1: p ve n bulanik sayilar

{X;} dizisinin r—limit kiimesi,

, T <3/2
LIM"X; =
[ —ry,n+ri] ,diger yerlerde

bi¢imindedir.

Bulanik say1 dizilerinin kaba yakinsakligina neden ihtiya¢ duyuldugu su sekilde
agiklanabilir. Bir X, bulanik sayisima yakinsak olan herhangi bir {Y;} dizisinin
elemanlar ile iglemler yapmak, ticgensel bulanik sayilarla iglemler yapmaktan
daha zor olabilir. Dolayisiyla bu dizinin herbir elemamn i¢in D(X;,Y;) < r olacak
sekilde iiggensel bulanik sayilardan olugan bir {X;} yaklagim dizisi elde edilebilir.

Burada r > 0 yaklagim hatasimn bir tist simridir ve {X;} dizisi X, noktasina
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yakinsak degildir. Fakat

esitsizligi saglandigindan {X;} dizisi X, noktasma r—yakinsaktir. Sonug olarak
tiggensel bulanik sayilarin {X;} yaklagim dizisini elde etmek iglemleri oldukga

kolaylaylagtirir.

Teorem 3.2.5 in ispatinda kullanilacak olan bir dizinin r—limit noktalariyla limit
supremumu ve limit infumumu arasindaki iligkiyi veren bir yardimeci teorem agagi-

daki gekilde ifade edilebilir.

Yardimc: Teorem 3.2.3. Her X, €LIM"X; i¢cin D(limsup X;, X,) < r ve
D(liminf X;, X,) < r dir.

D(limsup X;,X«)—r
2

Ispat: Tersine, D(limsup X;, X,) > 7 oldugunu kabul edelim. Z :=

secelim. Limit supremum tanimindan
D(limsup X;, X;) <&

olacak sekilde, her bir 2»/5 € N den daha biiyiik en az bir ¢ vardir. Diger taraftan,

r—yakinsaklik tanimindan en az bir zg € N vardir 6yle ki her ¢ > Zg igin
D(X;, X.)<r+¢

yazilabilir. 7z := max {z'g, Zg} olmak {izere ¢ > iz olacak sekilde bir ¢ € N vardir ve

bu 7 icin

D(limsup X;, X,) < D(limsup X;, X;) + D(X;, X,) <r+2¢
= 7+ D(limsup X;, X,) —r = D(limsup X;, X,)

yazilabilir. D(limsup X;, X,) < D(limsup X;, X,.) geligkisi ispat1 tamamlar.

Yukaridaki yardimci teoremin tersinin dogru olmadigi basit bir érnekle goriilebilir.
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Ornek 3.2.4. {X;} C L(R) olmak iizere,

(1), , @tekise
(—1)1 ,diger

Xi =

seklinde tamimlansin. Burada limsup X; = (1); ve liminf X; = (—1); dir. » = 2 ve
3

2
X, = (g)l oldugunda D(limsup X;, X,) = 5 < r dir. Fakat X, = (g)l Q’LIM%Xi
dir.

2

Asgagida, bir bulanik say1 dizisinin r—limit kiimesiyle alt ve iist limit noktalar:

arasindaki iligkiyi veren teorem verilmistir.

Teorem 3.2.5. Eger LIM"X; # @ ise LIM"X; C [limsup X; — 71, liminf X; + 7]
dir.

ispat: Keyfi bir X, €LIM"X; i¢gin X, € [limsup X; — r1,liminf X; + ], yani
limsup X; — r1 < X, =< liminf X; + r; oldugunu gostermeliyiz. Ilk olarak,

limsup X; — r; < X, esitsizliginin saglanmadigini kabul edelim. Bu durumda

en az bir oy € [0, 1] i¢in

lim sup X;*° —r > X, veya Imsup X; ~ —r > X, °
olmalidir. Buradan

limsup X;* — X, > r veya Imsup X, = X, >r
yazilabilir. Diger taraftan Yardimc1 Teorem 3.2.3 e gore, her a € [0, 1] igin

@0

lim sup X;*° — &0‘0} <r ve |limsup Xiao - X,

<r

oldugundan bir celigki elde edilir. O halde limsup X; — r» < X, olmaldir.
Simdi ise X, = liminf X; + r; olmadigim kabul edelim. Yani en az bir aq € [0, 1]
icin

X% > liminf X;*° +r veya X" > Iminf X, 4+ r
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olsun. Buradan

X, — liminf X;%° > r veya X, — liminf Xl-a0 >

yazilabilir. Diger taraftan, Yardimc1 Teorem 3.2.3 e gore, her a € [0, 1] igin

liminf X;*° — X, *°| <7r ve ‘lim inf Xiao - X, <r

oldugundan bir celigki elde edilir. Bu durumda X, < liminf X; + r; olmalidir.
O halde LIM"X; C [limsup X; — ry, liminf X; + 7] dir.

Yukaridaki teoremin tersi reel say1 dizileri i¢in dogru olmasina ragmen asagidaki

ornekten goriilecegi iizere bulanik say1 dizileri i¢in dogru degildir.

Ornek 3.2.6. {X;} bulanik say: dizisini,

—sr+1 , z€(0,1]

Xi(z) :=
0 , diger
ve X, bulanik sayisini,
1 ,2€|0,1
Xi(z) == 0,1]
0 , diger

seklinde tammlayalim. {X;} dizisinin ilk 3 teriminin ve X, bulamk sayisimmn
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grafikleri Sekil 3.2 deki gibidir.

3/4
1/2.

\

Sekil 3.2: X, X5, X3, X, bulanik sayilar

Her 7 € Nigin ‘Yi — 721 = |1 — 0| = 1 oldugundan D(X;, X,) > 1dir. Dolayisiyla

{X;} dizisi X, bulanik sayisina yakinsak degildir. limsup X; = liminf X; = X,
oldugundan X, € [limsup X;—(1/2), liminf X;4(1/2)1] dir. Fakat X, ¢LIMY/2X;
dir.

Teorem 3.2.7. r—limit kiimesinin ¢ap1 2r den biiyiik degildir.

Ispat: sup{D(Y,Z) : Y, Z €LIM"X;} < 2r oldugunu gosterelim. Tersini kabul

edersek, supremum tanimindan Y, Z €LIM" X, vardir 6yle ki
AN=DY,Z)>2r

yazilabilir. € € (O, % — 7") keyfi olsun. i — oo i¢in X; — Y oldugundan en az bir

i. € N vardir 6yle ki her i > i_ igin

D(XZ,Y> <r-+e
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ve i — oo icin X; = Z oldugundan bir zg € N vardir oyle ki her ¢ > zg igin
DX, Z)<r+e
yazlabilir. i, := max{i_,i. } olmak tizere her i > i. i¢in

D(Y,Z) < D(X,Y)+D(X;,Z)<r+e+r+e=2r+e)

< 27"—}—2(%—7") = A=D(,2)

olur. D(Y, Z) < D(Y, Z) bulundugundan bir geligki elde edilir. O halde bir dizinin

r—limitlerinin kiimesinin ¢api 2r den biiyiik olamaz.

Bulanik sayilarin klasik yakinsakligi geregince bir bulanik say1 dizisinin limit
noktasi, bu dizinin bir altdizisinin de limit noktasidir. Kaba yakinsaklikta da
dizinin her r—limiti bir altdizinin r—limiti olmasina ragmen, altdizi, dizinin r—limit

noktalarindan bagka r—limitlere sahip olabilir.

Teorem 3.2.8. {X;,} dizisi, {X;} dizisinin bir altdizisi ise LIM"X; CLIM" X},
dir.

ispat: X, €LIM"X; olsun. Buradan her € > 0 igin bir 7. € N vardir 6yle ki
her ¢ > i. i¢in D(X;, X\) < r + € yazbilir. {Xj,} dizisi, {X;} dizisinin altdizisi
oldugundan k; > i. i¢gin D(Xg,, X.) <7+ ¢ olur. Yani X, €eLIM"X}, dir.

Agagidaki teoremde bir dizinin r—yakinsak olabilmesi i¢in bir kriter verilmistir.

Teorem 3.2.9. Bir {X;} dizisinin simirh olmasi igin gerek ve yeter kosul,

LIM" X, # @ olacak sekilde bir r > 0 sayisinin var olmasidir.

Ispat: (=){X;} dizisi stirli olsun. O halde s := sup{D(X;,0;) : i € N} < oo
yazilabilir. r = s alinirsa 0; € LIM"X; olur. Yani LIM" X, # & dir.

(<) En az bir r > 0 igin LIM"X; # & ise X, €LIM"X; yazbilir. Tamimdan her

e >0 i¢in en az bir . € N vardir 6yle ki her ¢ > i, icin

D(Xi, X,)<r+e
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dir, yani {X;} dizisinin sonlu sayidaki terimleri hari¢ diger terimleri X, merkezli

r 4 ¢ yarigaph yuvarin icerisindedir.
t:.= maX{D(X*, 01), D(Xl, 01), D(Xg, 01), ceey D(Xis, 01)}

seklinde tanimlanirsa {X;} dizisi 0; merkezli ¢ yaricapl yuvar ile simrlandirilir.

Klasik limit kiimeleri ya tek noktadan olusacagindan ya da bog kiime olacagindan
bu kiimelerin ¢zelliklerini incelemenin bir anlami yoktur. Fakat r» > 0 i¢in r—limit
kiimesinin genellikle tek nokta kiimesi olmadig: bilinmektedir. Bu sebeple asagida

ifade edilen o6zellikleri incelemekte fayda vardir.
Teorem 3.2.10. LIM" X, kapal1 bir kiimedir.

Ispat: LIM’X; kiimesinde yakinsak keyfi bir {Y;} dizisi alimmasi durumunda, bu
dizinin limiti, LIM" X, kiimesinin eleman olursa LIM" X; kiimesinin kapali oldugu
gosterilmis olur. Simdi bir € > 0 verilsin ve {Y;} dizisi Y, bulank sayisina yakisak

olsun. O halde bir j. € N vardir 6yle ki her j > j. i¢in
A(Y;,Y.) < /2

yazilabilir. {Y;} CLIM"X, oldugundan Y; €LIM"X; dir. Bu durumda bir 7. € N

vardir oyle ki her ¢ > 7. icin
D(X,,Y;.) <r+¢/2
olur. Boylece i. := max {Jje,is} olmak iizere her i > . icin

D<Xi7Y:k) < D(Xiay}e) + D(Y;‘HY;)
<r+e/2+e/2=r+¢

olur. Dolayisiyla Y, €LIM"X; elde edilir. Sonug olarak LIM" X; kiimesi kapali bir

kiimedir.
Teorem 3.2.11. LIM"X; konveks bir kiimedir.
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Ispat: 6, A €LIM'X; keyfi olsun. r—yakinsaklik tamimimdan her € > 0 icin bir

te € N vardir oyle ki her ¢ > i, i¢in
D(X;,0) <r+e ve D(X;,\) <r+e¢

yazilabilir. Eger ¢ > i. ve t € [0,1] igin D(X;,td + (1 — t)A\) < r + € oldugu

gosterilirse ispat tamamlanir:

D(X,td+ (1 —t)\) = D(X; —tX; +tX;,td6+ (1 —t)N)

Y

—  sup max{ (X; — tX; + X)) — (6 + (1 — )A)”

a€l0,1]

— sup max{ (X, — X)) + (EX)" — (1 — N — ()"

a€l0,1]

‘(XZ- X, X)) o (A=)

?

‘(Xl- ) X)) — (=N — ) }

< asel[Jbl”)l] max{ (X; —tX)" = (1=t + ‘@a - @a )
‘(XZ- —tX) - (1 - t))\)a’ + (X)) = (t6)" }
< asel[lol,)l] {max {‘(XZ —tX;)" = (1 =)\, ‘(Xz — th‘)a—
(1 —t))\)a‘} + max{‘@a — (t6)", (tX3)" — ()" }}
< (00wl )
o o 517}
< (1 —t)D(X;, A\) +tD(X;,9)

< (I=-t)(r+e)+tlr+e)=r+e.

Asagidaki teoremlerde bulanik say1 dizilerinin kaba yakinsakligi ve klasik yakin-

sakligi arasindaki iligkiler incelenecektir.

Teorem 3.2.12. Y; — X, olmak iizere her i € Nigin D(X;,Y;) <r (i =1,2,3,...)
olacak sekilde bir {Y;} dizisi varsa {X;} dizisi X, bulanik sayisina r—yakinsaktir.

Ispat: i — oo icin Y; — X, oldugundan her bir & > 0 i¢in bir i. € N vardir 6yle
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ki her 7 > i, igin
D(Y;, X,) <e

yazilabilir. Hipotezden D(X;,Y;) < r oldugundan her ¢ > i. i¢in
D(X;, X.) < DX, Y;))+ D(Y;, X,) <r+e

olur. Sonug olarak {X;} dizisi X, bulamk sayisina r—yakinsaktir.

Asagidaki teoremde, yakinsak bir bulanik say1 dizisinin r—limit kiimesi karakterize

edilmigtir.

Teorem 3.2.13. Eger {X;} dizisi X, bulanik sayisina yakimsak ise LIM"X; =
B,(X,) dir.

Ispat: {X;} dizisi X, bulanik sayisina yakisak oldugundan her bir ¢ > 0 igin

bir 7. € N vardir 6yle ki her ¢ > i, ic¢in
D(X;, X,) <e
yazilabilir. Keyfi bir Y € B,(X,) := {u € L(R) : D(p, X,) < r} almrsa, i > i,

icin

D(X;,Y)< D(X:, X,) + D(X.,Y) <e+r

elde edilir. Boylece Y €LIM"X; dir. Simdi de keyfi bir Y €LIM"X; elemani

alalim. O halde her bir £ > 0 icin bir 7. € N vardir 6yle ki her 7 > 4_ icin
DX, Y)<r+e

yazilabilir. Aym zamanda {X;} dizisi X, bulanik sayisina yakinsak oldugundan

bir i. € N vardir &yle ki her i > 4. icin

D(X;, X.) <e
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yazilabilir. 7. := max {7,;, zg} seklinde tanimlanirsa her ¢ > 7. icin

D(Y,X,) < D(X;,Y) + D(X;, X,) <r+2¢

elde edilir. ¢ sayis1 keyfi oldugundan D(Y, X,) < r dir. Dolaysiyla Y € B,(X,)
dir. O halde LIM"X; = B,.(X,) dir.

Teorem 3.2.14. {X;} dizisinin yigilma noktalarimin kiimesi Lx olsun. Lx # @&
ise

LIM"X; C (1) B(c) (3.8)

ceLx
dir.
Ispat: {X;} dizisinin her bir yigilma noktasi ¢ ve her X, €LIM"X; icin
D(X,,c)<r
dir. Aksi takdirde, € := (D(X,,¢) —r)/2 > 0 olmak iizere sonlu sayida X; i¢in

D(X,, X)) >r+¢

olur. Bu ise (3.6) ifadesi ile ¢eligir. Yani (3.8) bagntisi saglanir.
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