
T.C.

SÜLEYMAN DEM·IREL ÜN·IVERS·ITES·I

FEN B·IL·IMLER·I ENST·ITÜSÜ

KABA YAKINSAKLIK

Fatma GEC·IT

Dan¬̧sman: Doç. Dr. Salih AYTAR

YÜKSEK L·ISANS TEZ·I

MATEMAT·IK ANAB·IL·IM DALI

ISPARTA � 2012



TEZ ONAYI

Fatma GEC·IT taraf¬ndan haz¬rlanan �Kaba Yak¬nsakl¬k�adl¬tez çal¬̧smas¬
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ve foto¼gra�ar¬n kaynak gösterilmeden kullan¬m¬, 5846 say¬l¬ Fikir ve Sanat Eserleri

Kanunundaki hükümlere tabidir.



·IÇ·INDEK·ILER

Sayfa

·IÇ·INDEK·ILER . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . i

ÖZET. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ii

ABSTRACT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . iii
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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

KABA YAKINSAKLIK

Fatma GEC·IT

Süleyman Demirel Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Doç. Dr. Salih AYTAR

Bu tez çal¬̧smas¬üç bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölümde konunun literatürdeki yerinin belirlenmesi amac¬yla literatür

özeti verilmi̧stir.

·Ikinci bölümde sonsuz boyutlu normlu uzaylardaki kaba yak¬nsakl¬k kavram¬üç

alt bölümde incelenmi̧stir. ·Ilk olarak kaba yak¬nsakl¬k tan¬m¬verilmi̧stir. Daha

sonra kaba yak¬nsakl¬k ile klasik yak¬nsakl¬k aras¬ndaki ili̧ski incelenmi̧stir. Son

olarak r�limit kümesinin r kabal¬k derecesine ba¼gl¬l¬¼g¬araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Üçüncü bölümde ise ilk olarak bulan¬k say¬lar teorisinin temel kavramlar¬hat¬r-

lat¬lm¬̧st¬r. Sonra bulan¬k say¬dizilerinin kaba yak¬nsakl¬¼g¬kavram¬tan¬mlanm¬̧s

ve r�limit kümesiyle dizinin limit in�mumu, limit supremumu aras¬ndaki ili̧ski

incelenmi̧stir. Son olarak bulan¬k say¬dizilerinin kaba limit kümelerinin baz¬özel-

liklerine yer verilmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: Bulan¬k say¬dizileri; Kaba Yak¬nsakl¬k; Kaba limit kümesi.

2012, 36 sayfa
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ABSTRACT

M.Sc. Thesis

ROUGH CONVERGENCE

Fatma GEC·IT

Süleyman Demirel University

Graduate School of Applied and Natural Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Salih AYTAR

This thesis consists of third section.

In the �rst section, a summary of literature was given to determine place of the

topic in the literature.

In the second chapter, the concept of rough convergence in in�nite dimensional

normed spaces was investigated in three sub-sections. Firstly, the de�nition of

rough convergence of a sequence was given. Later, the relation between rough

convergence and ordinary convergence was investigated. Then the dependence of

the r�limit set on the roughness r was introduced.

In the third chapter, some of the basic consepts in the theory of fuzzy numbers

were recalled. Then the de�nition of rough convergence of a sequence of fuzzy

numbers was introduced. Later the relation between the rough limit set and the

set of extreme limit points of a sequence of fuzzy numbers were investigated.

Finally, some properties of the rough limit set of a sequence of fuzzy numbers

were investigated.

Key Words: Sequence of fuzzy numbers; Rough convergence; Rough limit set.

2012, 36 pages
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Bu çal¬̧sma için beni yönlendiren, kaŗs¬laşt¬¼g¬m her zorlukta bilgi ve tecrübelerini,

manevi deste¼gini esirgemeyen, her konuda yard¬m ald¬¼g¬m de¼gerli dan¬̧sman
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S·IMGELER D·IZ·IN·I

fxig � X X uzay¬nda bir dizi

fXig Bulan¬k say¬dizisi

int(A) A kümesinin içi

cl(A) A kümesinin kapan¬̧s¬

R Reel say¬lar kümesi

N Do¼gal say¬lar kümesi

L(R) Bulan¬k say¬lar kümesi

xi ! x fxig dizisi x noktas¬na yak¬nsar

xi
r! x fxig dizisi x noktas¬na r�yak¬nsar

Br(x�) x� merkezli, r yar¬çapl¬kapal¬yuvar

LIMrxi fxig dizisinin kaba limit noktalar¬n¬n kümesi

r r�yak¬nsak dizinin en küçük yak¬nsakl¬k derecesi

Lx fxig dizisinin y¬¼g¬lma noktalar¬n¬n kümesi

LX fXig bulan¬k say¬dizisinin y¬¼g¬lma noktalar¬n¬n kümesi

R+ Pozitif reel say¬lar kümesi

X� X bulan¬k say¬s¬n¬n ��kesimi

X0 X bulan¬k say¬s¬n¬n dayana¼g¬n¬n kapan¬̧s¬
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1: G·IR·IŞ

Sonlu boyutlu normlu uzaylarda kaba yak¬nsakl¬k tan¬m¬ilk olarak Phu (2001)

taraf¬ndan verilmi̧stir. Fakat Burgin (2000) bu kavram¬daha önce başka bir isimle

(bulan¬k limit olarak) adland¬rm¬̧st¬r.

Bu tez çal¬̧smas¬nda Phu (2001)�nun gösterimleri kullan¬lm¬̧st¬r. Phu (2001) sonlu

boyutlu uzaylardaki çal¬̧smas¬nda bir fxig dizisinin kaba limit kümesi olarak tan¬m-

lanan LIMrxi kümesinin s¬n¬rl¬, kapal¬ve konveks oldu¼gunu göstererek kaba Cauchy

dizisi kavram¬n¬tan¬mlam¬̧st¬r. Phu (2002) bir başka makalesinde, lineer operatör-

lerin kaba süreklili¼gini tan¬mlayarak, e¼ger Y uzay¬sonlu boyutlu ise f : X ! Y

şeklindeki lineer operatörlerin X in her bir noktas¬nda r�sürekli oldu¼gunu

ispatlam¬̧st¬r. Phu (2003), kendisinin bu konuyla ilgili son çal¬̧smas¬nda ise sonlu

boyutlu uzaylardaki sonuçlar¬ sonsuz boyutlu normlu uzaylara taş¬m¬̧st¬r. Son

y¬llarda Aytar (2008a), bir reel say¬dizisinin çekirde¼ginin 2q�limit kümesine eşit

oldu¼gunu göstermi̧stir. Buradaki q reel say¬s¬, dizinin r�limit kümesi boş olma-

yacak şekildeki r say¬lar¬n¬n in�mumu olarak tan¬ml¬d¬r. Aytar (2008a) bu çal¬̧s-

mas¬nda bir dizinin kaba yak¬nsakl¬¼g¬ile klasik çekirde¼gi aras¬nda ili̧skiyi ortaya

koymuştur. Ayr¬ca, Aytar (2008b), normlu uzaylarda kaba istatistiksel yak¬nsak-

l¬k kavram¬n¬tan¬mlayarak, kaba istatistiksel limit kümesinin temel özelliklerini

incelemi̧stir.

Kaba yak¬nsakl¬k teorisinde bir dizinin limit kümesi olarak adland¬r¬lan kavram

ortaya ç¬kt¬¼g¬için bu kümenin yap¬s¬hakk¬ndaki bilgiler oldukça de¼gerlidir. Bu

nedenle bu çal¬̧smadaki ilk iki bölümde bu küme üzerine odaklan¬lm¬̧st¬r. ·Ilk olarak

bu kümenin baz¬topolojik ve analitik özellikleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Ayr¬ca yeni bir

yak¬nsakl¬k kavram¬ortaya ç¬kt¬¼g¬nda ilk akla gelen soru, bu yeni kavram ile klasik

yak¬nsakl¬k aras¬ndaki ili̧skinin ne oldu¼gudur. Bu sorunun cevab¬na da bu çal¬̧s-

mada yer verilmeye çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. ·Ilk iki bölümün temel hede�, sonlu ve sonsuz

boyutlu normlu uzaylardaki kaba yak¬nsakl¬k ile ilgili sonuçlar¬kaŗs¬laşt¬rmakt¬r.

Buraya kadar olan k¬s¬m genel olarak literatür taramas¬niteli¼gindedir.

Son bölümde, şu ana kadar sonsuz boyutlu normlu uzaylarda tan¬mlanm¬̧s olan

kaba yak¬nsakl¬k �kri, vektör uzay¬olmad¬¼g¬için klasik normlu uzay kategorisinde

1



de¼gerlendirilemeyen bulan¬k say¬lar uzay¬na taş¬nm¬̧st¬r. ·Ilk olarak bulan¬k say¬

dizisinin yak¬nsakl¬k durumuna, y¬¼g¬lma noktalar¬na veya alt ve üst limit nok-

talar¬na göre limit kümesi karakterize edilmi̧stir. Daha sonra, bir bulan¬k say¬

dizisinin kaba limit kümesinin temel özellikleri incelenmi̧stir.

2



2: NORMLU UZAYLARDA KABA YAKINSAKLIK

Tan¬m 2:1: (X; k:k) ikilisi bir normlu uzay olmak üzere, r � 0 ve fxig ise X

uzay¬nda bir dizi olsun. E¼ger her bir " > 0 say¬s¬na kaŗs¬l¬k, i � i" oldu¼gunda

kxi � x�k < r + " (2.1)

koşulunu sa¼glayacak şekilde bir i" say¬s¬bulunabiliyorsa veya buna denk olarak,

lim sup
i!1

kxi � x�k � r (2.2)

koşulu sa¼glan¬yor ise fxig dizisi x� noktas¬na r�yak¬nsakt¬r denir. i ! 1 iken,

xi
r! x� şeklinde gösterilir. Bu koşulu sa¼glayan bir x� noktas¬, fxig dizisinin bir

r�limit noktas¬olarak adland¬r¬l¬r (Phu, 2001). Ayr¬ca,

LIMrxi := fx� 2 X : xi
r! x�g

kümesine fxig dizisinin r�limit kümesi (ya da k¬saca r�limiti) denir. E¼ger

r�limit kümesi boştan farkl¬ (LIMrxi 6= ?) ise fxig dizisi r�yak¬nsak olarak

adland¬r¬l¬r. Burada r say¬s¬, fxig dizisinin bir yak¬nsakl¬k derecesidir. Herhangi

bir S � X kümesindeki r�limitlerinin kümesi de aşa¼g¬daki şekilde düşünülebilir:

LIMS;rxi := fx� 2 S : xi
r! x�g:

Bu çal¬̧smada i̧slemler genelde r > 0 durumu için yap¬lacakt¬r. Çünkü r = 0

durumu için r�limit kümesi boş küme ya da tek nokta kümesi olur. Bu halde

böyle bir kümenin özelliklerini incelemenin bir anlam¬yoktur.

Kaba yak¬nsakl¬¼g¬n ortaya ç¬k¬̧s nedenini şu şekilde aç¬klayabiliriz: Bir x� nok-

tas¬na yak¬nsak oldu¼gu öngörülen bir fyig dizisinin terimleri kesin olarak belirle-

nemeyebilir (yani, ölçülemeyebilir ya da hesaplanamayabilir). Terimleri kesin

belirlenemeyen dizinin yerine, i̧slemleri kolaylaşt¬racak ve terimleri bilinen bir fxig

yaklaş¬m dizisinden yararlan¬labilir. fxig yaklaş¬m dizisi her i için kxi � yik � r

olacak şekilde belirlenir. Burada r > 0 say¬s¬, yaklaş¬m hatas¬n¬n bir üst s¬n¬r¬d¬r.

3



fxig dizisi klasik anlamda x� noktas¬na yak¬nsak de¼gildir. Fakat

kxi � x�k � kxi � yik+ kyi � x�k � r + kyi � x�k

oldu¼gundan fxig dizisi x� noktas¬na r�yak¬nsakt¬r.

2:1: Kaba Limit Kümesinin Baz¬Özellikleri

Bir dizi klasik anlamda yak¬nsak ise s¬n¬rl¬d¬r, limiti tektir ve yak¬nsak dizinin her

bir altdizisi ayn¬limit noktas¬na yak¬nsar. Kaba yak¬nsakl¬k için bu özelliklerin

kaŗs¬l¬¼g¬olarak aşa¼g¬daki önerme verilecektir.

Önerme 2:1:1: a) r�limit kümesinin çap¬2r den büyük de¼gildir. Genelde bir

en küçük s¬n¬r¬yoktur.

b) fxkig, fxig dizisinin bir altdizisi ise LIMrxi �LIMrxki dir.

c) fxig dizisi s¬n¬rl¬d¬r , LIMrxi 6= ? olacak şekilde bir r � 0 vard¬r.

d) E¼ger C � X göreceli kompakt ve r � 0 ise

Br(0) := fz 2 X : kzk � rg

olmak üzere

C +Br(0) = fx+ z : x 2 C; z 2 Br(0)g

kümesindeki her bir fxig dizisi, her r
0
> r için

LIMrxij 6= ? ve LIMfxijg;r
0

xij 6= ?

özelliklerini sa¼glayan bir
�
xij
	
altdizisi içerir (Phu, 2003).

·Ispat: a)

diam(LIMrxi) = supfky � zk : y; z 2 LIMrxig � 2r

oldu¼gunu gösterelim. Kabul edelim ki bu önerme yanl¬̧s olsun, yani diam(LIMrxi) >

2r olsun. Bu durumda, supremum tan¬m¬ndan,

9y; z 2 LIMrxi öyle ki d := ky � zk > 2r

4



yaz¬labilir. Şimdi " 2 (0; d
2
� r) keyfî (isteksel) olsun. xi

r! y oldu¼gundan,

9i0" 2 N öyle ki her i � i0" için kxi � yk < r + "

yaz¬labilir ve xi
r! z oldu¼gu için

9i00" 2 N öyle ki her i � i00" için kxi � zk < r + "

yaz¬labilir. i" := maxfi
00
" ; i

0
"g olmak üzere her i � i" için

ky � zk � kxi � yk+ kxi � zk < r + "+ r + " = 2(r + ") < 2r + 2(
d

2
� r) = d;

yani ky � zk < ky � zk elde edilir. Bu ise bir çeli̧skidir. O halde bir dizinin

r�limitlerinin kümesinin çap¬2r den büyük olamaz.

Şimdi de bu kümenin genelde bir en küçük s¬n¬ra sahip olmad¬¼g¬n¬ gösterelim.

Yak¬nsak bir fxig dizisi al¬n¬rsa,

Br(x�) = fy 2 X : ky � x�k � rg

olmak üzere y 2 Br(x�) için

kxi � yk � kxi � x�k+ kx� � yk � kxi � x�k+ r

dir. Burada i!1 için xi ! x� oldu¼gundan yeterince büyük i ler için

kxi � yk < "+ r

yaz¬labilir. Bu da her y 2 Br(x�) için sa¼gland¬¼g¬ndan LIMrxi = Br(x�) yaz¬labilir.

diam(Br(x�)) = 2r oldu¼gundan genelde r�limit kümesinin çap¬n¬n üst s¬n¬r¬olan

2r art¬k azalmayabilir. Daha aç¬k söylemek gerekirse, LIMrxi kümesinin çap¬n¬

2r den küçük alamay¬z.

b) x� 2LIMrxi olsun. O halde, yeterince büyük i ler için kxi � x�k < r + "

yaz¬labilir. fxkig, fxig dizisinin altdizisi oldu¼gundan yeterince büyük i ler için
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kxki � x�k < r + " dur. Yani x� 2LIMrxki olur ve ispat tamamlan¬r.

c) 3. Bölümde bulan¬k say¬dizileri için verilen Teorem 3:2:9 un ispat¬na benzer

şekilde ispatlanabilir.

d) fxig dizisi, C+Br(0) kümesine ait bir dizi oldu¼gu için xi = yi+zi (i = 1; 2; 3; :::)

olacak şekilde, fyig 2 C ve kzik � r şartlar¬n¬sa¼glayan fyig ve fzig gibi iki dizi

bulunabilir. C kümesi göreceli kompakt oldu¼gundan fyig dizisinin, ij !1 için

yij ! y� 2 cl(C)

şart¬n¬sa¼glayan bir
�
yij
	
altdizisi vard¬r. O halde her bir " > 0 için bir i" say¬s¬

bulunabilir öyle ki her ij � i" için



xij � y�

 � 

xij � yij

+ 

yij � y�

 < r + "
yaz¬labilir, yani y� 2LIMrxij dir. Ayr¬ca,

M := fxij :


yij � y�

 < r0 � rg

kümesi,
�
xij
	
dizisinin boştan farkl¬bir alt kümesidir ve ij > i" ve x� 2M ise



xij � x�

 � 

xij � y�

+ ky� � x�k < r + "+ r0 � r = r0 + "
olur, yani ? 6= M �LIMfxijg;r

0

xij dir. Böylelikle, her bir fxig dizisinin bir alt-

dizisi için y� 2LIMrxij ve M �LIMfxijg;r
0

xij özelliklerinin sa¼gland¬¼g¬gösterilmi̧s

oldu.

Klasik anlamda yak¬nsak bir dizinin limit noktalar¬n¬n kümesi, tek nokta kümesi

oldu¼gundan, bu kümenin özelliklerini incelemenin bir anlam¬yoktur. Fakat kaba

yak¬nsakl¬kta limit noktalar¬n¬n kümesi genelde tek nokta kümesinden farkl¬oldu¼gu

için aşa¼g¬daki özellikler incelenebilir. Bu özellikleri incelemeye başlamadan önce

Önerme 2:1:5 de yer verilecek olan kesin konvekslik ve düzgün konvekslik tan¬mlar¬

hat¬rlat¬lacakt¬r. Daha sonra, Önerme 2:1:5 in ispat¬nda kullan¬lacak ve düzgün

konvekslik tan¬m¬n¬n denk ifadelerini içeren bir yard¬mc¬teorem verilecektir.

6



Tan¬m 2:1:2: X uzay¬nda kz0k = kz1k = 1 ve z0 6= z1 koşulunu sa¼glayan z0 ve z1
elemanlar¬ve 0 < � < 1 skaleri için k(1� �)z0 + �z1k < 1 oluyorsa X uzay¬kesin

konvekstir denir (Morrison, 2000).

Tan¬m 2:1:3: X uzay¬nda her bir " 2 (0; 2] reel say¬s¬ ve kz0k = kz1k = 1;

kz0 � z1k � " şart¬n¬sa¼glayan her z0; z1 2 X için k2�1(z0 + z1)k � 1� �(") olacak

şekilde bir �(") > 0 say¬s¬varsaX uzay¬düzgün konvekstir denir (Morrison, 2000).

Yard¬mc¬Teorem 2:1:4: Aşa¼g¬daki ifadeler denktir.

a) X uzay¬düzgün konvekstir.

b) X uzay¬ndan al¬nan herhangi iki fz0ig ve fz1ig dizileri için

kz0ik = kz1ik = 1 (i = 1; 2; 3; :::); lim
i!1



2�1(z0i + z1i)

 = 1 ise lim
i!1

kz0i � z1ik = 0

d¬r.

c) Her bir r > 0 ve X uzay¬ndan al¬nan herhangi iki fz0ig ve fz1ig dizileri için

max
n
lim
i!1

kz0ik ; lim
i!1

kz1ik
o
� lim

i!1



2�1(z0i + z1i)

 = r
ise

lim
i!1

kz0i � z1ik = 0

d¬r.

d) Her bir r > 0 ve her " 2 (0; 2r] için bir �(") > 0 vard¬r öyle ki X uzay¬n-

dan al¬nan keyfî fz0ig ve fz1ig dizileri için lim sup
i!1

kz0ik � r; lim sup
i!1

kz1ik � r;

kz0i � z1ik � " (i = 1; 2; 3; :::) ise lim sup
i!1

k2�1(z0i + z1i)k < r � �(") d¬r (Phu,

2003).

Önerme 2:1:5: fxig ; X uzay¬nda bir dizi ve r; r0; r1 � 0 olsun. Bu durumda,

a) LIMrxi kümesi kapal¬ve konvekstir.

b) E¼ger y0 2LIMr0xi ve y1 2LIMr1xi ise � 2 [0; 1] için

y� := (1� �)y0 + �y1 2 LIM(1��)r0+�r1xi

dir.
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c) E¼ger X sonlu boyutlu ve kesin konveks bir uzay ise LIMrxi kesin konvekstir.

d) E¼gerX sonsuz boyutlu ve düzgün konveks bir uzay ise LIMrxi kesin konvekstir.

Yani

y0; y1 2 LIMrxi ve y0 6= y1 ise 8� 2 (0; 1) için y� 2 int(LIMrxi)

dir (Phu, 2001; 2003).

·Ispat: a) 3. Bölümde bulan¬k say¬dizileri için verilecek olan Teorem 3:2:10 ve

Teorem 3:2:11 in ispat¬na benzer şekilde yap¬labilir.

b) y0 2LIMr0xi ve y1 2LIMr1xi oldu¼gundan her " > 0 say¬s¬ ve i > i" için

kxi � y0k < r0 + " ve kxi � y1k < r1 + " olacak şekilde bir i" say¬s¬bulunabilir.

Buradan

kxi � y�k � (1� �) kxi � y0k+ � kxi � y1k

< (1� �)(r0 + ") + �(r1 + ")

= (1� �)r0 + �r1 + "

elde edilir. Dolay¬s¬yla y� 2LIM(1��)r0+�r1xi olur.

c) y0; y1 2LIMrxi ve y0 6= y1 elemanlar¬için

y0:5 =
1

2
(y0 + y1) 2 int (LIMrxi)

oldu¼gu gösterilirse LIMrxi kümesinin kesin konveksli¼gi ispatlanm¬̧s olur. Çünkü

0 < � < 1 aral¬¼g¬ndaki her bir � say¬s¬na kaŗs¬l¬k gelen y� noktalar¬için y
0
0 6= y

0
1

ve y� = 1
2

�
y
0
0 + y

0
1

�
olacak şekilde y

0
0; y

0
1 2LIMrxi bulunabilir.

Lx kümesi fxig dizisinin y¬¼g¬lma noktalar¬n¬n kümesi olsun. Lx kümesi kapal¬d¬r.

fxig dizisi, LIMrxi kümesi boş küme olmad¬¼g¬ndan s¬n¬rl¬d¬r. X bir sonlu boyutlu

normlu uzay ve fxig dizisi s¬n¬rl¬oldu¼gundan Lx boş olmayan ve s¬n¬rl¬bir kümedir.

O halde bir ec 2 Lx eleman¬için
kec� y0:5k = max

c2Lx
kc� y0:5k
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yaz¬labilir. Ayr¬ca y0; y1 2LIMrxi oldu¼gundan

kec� y0k � r ve kec� y1k � r
olur. X uzay¬kesin konveks oldu¼gundan,

kec� y0:5k = k0:5 (ec� y0) + 0:5 (ec� y1)k
< max fkec� y0k ; kec� y1kg � r

yaz¬labilir. Şimdi � := r�kec� y0:5k > 0 şeklinde tan¬mlans¬n. Böylece her c 2 Lx
ve her y 2 B� (y0:5) için

kc� yk � kc� y0:5k+ ky0:5 � yk

� kec� y0:5k+ � = r
olur. Buradan y 2LIMrxi elde edilir. Sonuç olarak, y0:5 noktas¬n¬n, LIMrxi

kümesinin bir iç noktas¬ oldu¼gu söylenebilir. Dolay¬s¬yla LIMrxi kümesi kesin

konvekstir.

d) LIMrxi kümesinin kesin konveks oldu¼gunu ispatlamak için

y0; y1 2 LIMrxi ve y0 6= y1 (2.3)

ise

2�1(y0 + y1) 2 int(LIMrxi)

oldu¼gu gösterilmelidir. Çünkü 0 < � < 1 oldu¼gunda her bir y� için

y
0

0 6= y
0

1 ve y� = 2
�1(y

0

0 + y
0

1)

olacak şekilde y
0
0; y

0
1 2LIMrxi vard¬r.

z0i = y0 � xi ve z1i = y1 � xi şeklinde tan¬mlarsak (2:2) eşitsizli¼gi ve (2:3)
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ifadesinden

lim sup
i!1

kz0ik � r; lim sup
i!1

kz1ik � r; kz0i � z1ik = ky0 � y1k > 0 (i = 1; 2; 3; :::)

olur. Yard¬mc¬Teorem 2:1:2 (d) gere¼gince,

lim sup
i!1



2�1(y0 + y1)� xi

 = lim sup
i!1



2�1(z0i + z1i)

 � r � �
olacak şekilde bir � > 0 vard¬r. Yine (2:2) eşitsizli¼ginden,

y0:5 = 2
�1(y0 + y1) 2 LIMr��xi

ifadesi elde edilir. Böylece Önerme 2:2:1 e göre ky � y0:5k � � olacak şekilde tüm

y elemanlar¬için y 2LIMrxi oldu¼gu söylenebilir. O halde y0:5 2 int(LIMrxi) dir.

Kaba limit kümesinin her zaman kesin konveks olmad¬¼g¬n¬göstermek için aşa¼g¬-

daki örnek verilebilir.

Örnek 2:1:6: R2 uzay¬nda xi := ((�1)i; 0) şeklinde tan¬mlanan fxig dizisini göz

önüne alal¬m. R2 üzerinde, maksimum normu tan¬ml¬ise

LIMrxi = f(0; �) 2 R2 : j�j � 1g

kümesi kesin konveks de¼gildir. Asl¬nda, x1 = (0; 1); x2 = (0;�1); x1 6= x2 ve

x1; x2 2LIMrxi dir. Fakat � = 1
2
için �x1 + �x2 = (0; 0) noktas¬bu kümenin bir

iç noktas¬de¼gildir. Hatta bu kümenin hiçbir iç noktas¬yoktur (Phu, 2003).

2:2: Kaba Yak¬nsakl¬¼g¬n Klasik Yak¬nsakl¬k ile ·Ili̧skisi

Bu bölümde kaba yak¬nsakl¬k ve klasik yak¬nsakl¬k aras¬ndaki ili̧skiler araşt¬r¬la-

cakt¬r.

Önerme 2:2:1: r1 � 0 ve r2 > 0 olsun. X uzay¬ndaki bir fxig dizisinin, x� nok-

tas¬na (r1+r2)�yak¬nsak olmas¬için gerek ve yeter şart, yi
r1! x� ve kxi � yik � r2

(i = 1; 2; 3; :::) olacak şekilde, X uzay¬nda bir fyig dizisinin var olmas¬d¬r (Phu,
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2003).

·Ispat: (() yi
r1! x� ve kxi � yik � r2 (i = 1; 2; 3; :::) olsun. yi

r1! x� oldu¼gundan

her " > 0 say¬s¬ve her i � i" için kyi � x�k < r1 + " olacak şekilde bir i" say¬s¬

bulunabilir. kxi � yik � r2 oldu¼gundan, her i � i" için

kxi � x�k � kxi � yik+ kyi � x�k

< (r1 + r2) + "

olur. Buradan fxig dizisinin x� noktas¬na (r1 + r2)�yak¬nsak oldu¼gu görülür.

()) fxig dizisi x� noktas¬na (r1 + r2)�yak¬nsak olsun. fyig dizisini

yi :=

8<: x� ; kxi � x�k � r2
xi + r2

x��xi
kx��xik ; kxi � x�k > r2

şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu durumda

kyi � x�k �

8<: 0 ; kxi � x�k � r2
kxi � x�k � r2 ; kxi � x�k > r2

dir. Burada kxi � x�k � r2 k¬sm¬nda kxi � yik = kxi � x�k � r2 ve kxi � x�k > r2
k¬sm¬nda kxi � yik = r2 oldu¼gundan her i için kxi � yik � r2 yaz¬labilir. (2:2)

eşitsizli¼ginden x� 2LIMr1+r2xi oldu¼gundan

lim sup
i!1

kxi � x�k � r1 + r2

dir. kxi � yik � r2 oldu¼gundan lim sup
i!1

kyi � x�k � r1 dir. O halde yi
r1! x�

yaz¬labilir.

r1 = 0 ve r2 = r > 0 al¬nmas¬durmunda, e¼ger her bir i = 1; 2; 3; ::: için yi ! x�

ve kxi � yik � r olacak şekilde bir fyig dizisi varsa fxig dizisi x� noktas¬na

r�yak¬nsakt¬r sonucuna ulaş¬l¬r.

Benzer şekilde, e¼ger fxig dizisi x� noktas¬na r�yak¬nsak ise fxig nin civar¬nda

(her i için kxi � yik � r ) x� noktas¬na klasik anlamda yak¬nsak olan bir fyig
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dizisi vard¬r sonucuna ulaş¬l¬r.

Önerme 2:2:2: a) fxig � X olmak üzere fxig dizisi x� noktas¬na yak¬nsak ise

LIMrxi = Br(x�) dir.

b) fxig dizisi; X uzay¬n¬n baz¬ kompakt kümeleri taraf¬ndan içeriliyorsa ve

LIMrxi = Br(x�) ise fxig dizisi x� noktas¬na yak¬nsakt¬r.

c) fxig dizisi, sonlu boyutlu kesin konveks birX uzay¬nda bir dizi ve y0; y1 2LIMrxi

olmak üzere ky0 � y1k = 2r ise fxig dizisi; 2�1(y0 + y1) noktas¬na yak¬nsakt¬r.

d) fxig dizisi, sonsuz boyutlu düzgün konveks bir X uzay¬nda bir dizi ve

y0; y1 2LIMrxi olmak üzere ky0 � y1k = 2r ise fxig dizisi; 2�1(y0 + y1) noktas¬na

yak¬nsakt¬r (Phu, 2001; 2003).

·Ispat: a) Önerme 2:1:1 in (a) maddesi gere¼gince ispat¬aç¬kt¬r.

b) Tersini kabul edelim, yani LIMrxi = Br(x�) olsun fakat fxig dizisi; x� noktas¬na

yak¬nsak olmas¬n. Bu durumda fxig dizisi en az bir kompakt küme taraf¬ndan

içerildi¼gi için x� noktas¬ndan farkl¬bir x
0
� y¬¼g¬lma noktas¬na sahiptir.

x� := x� +
r

kx� � x0�k
(x� � x

0

�)

şeklinde tan¬mlanan x� noktas¬,




x� � x0�


 = r + 


x� � x0�


 > r
eşitsizli¼gini sa¼glar. x

0
� bir y¬¼g¬lma noktas¬ oldu¼gu için x� =2LIMrxi dir. Bu ise

LIMrxi = Br(x�) ve kx� � x�k = r eşitlikleri ile çeli̧sir. Böylece x� noktas¬, baz¬

kompakt kümeler taraf¬ndan içerilen fxig dizisinin tek y¬¼g¬lma noktas¬d¬r. Sonuç

olarak, fxig dizisi, x� noktas¬na yak¬nsakt¬r.

c) c noktas¬, fxig dizisinin bir y¬¼g¬lma noktas¬olsun. Bu durumda y1; y2 2LIMrxi

için

ky1 � ck � r ve ky2 � ck � r
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yaz¬labilir. Öte yandan,

2r = ky1 � y2k � ky1 � ck+ ky2 � ck

dir. O halde

ky1 � ck = ky2 � ck = r

yaz¬labilir. Ayr¬ca,

1

2
(y2 � y1) =

1

2
((c� y1) + (y2 � c)) ve





12 (y2 � y1)




 = r

oldu¼gundan, uzay¬n kesin konveks oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa

1

2
(y2 � y1) = c� y1 = y2 � c

yaz¬labilir. Böylece, c = 1
2
(y1 + y2) olur. Bu ise c noktas¬n¬n, fxig dizisinin

tek y¬¼g¬lma noktas¬olmas¬anlam¬na gelir. LIMrxi 6= ? oldu¼gundan fxig dizisi

s¬n¬rl¬d¬r. Dolay¬s¬yla, uzay¬n sonlu boyutlu oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa i ! 1 için

xi ! 1
2
(y1 + y2) elde edilir.

d) z0i := y0 � xi ve z1i := xi � y1 olarak tan¬mlans¬n. (2:2) eşitsizli¼ginden,

y0; y1 2LIMrxi ve ky0 � y1k = 2r için

lim sup
i!1

kz0ik � r; lim sup
i!1

kz1ik � r;



2�1(z0i + z1i)

 = 2�1 ky0 � y1k = r; (i = 1; 2; 3; :::)
yaz¬labilir. Yard¬mc¬Teorem 2:1:2 (c) gere¼gince,

lim
i!1



2�1(y0 + y1)� xi

 = 2�1 lim
i!1

kz0i � z1ik = 0

olup, fxig dizisi, 2�1(y0 + y1) noktas¬na yak¬nsakt¬r.

Özel olarak, yukar¬daki önermenin (b) maddesi, sonlu boyutlu normlu uzaylarda

göz önüne al¬nd¬¼g¬nda, dizinin kompakt bir küme taraf¬ndan içerilmesi şart¬na
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gerek duyulmaz. Bu şart, sonsuz boyutlu normlu uzaylarda dizinin bir başka

y¬¼g¬lma noktas¬na sahip oldu¼gunu söyleyebilmek için gereklidir. Sonlu boyutlu

normlu uzaylarda bu şart olmaks¬z¬n dizi bir başka y¬¼g¬lma noktas¬na sahip olur

ve ispat¬n devam¬benzer şekilde yap¬l¬r.

Örnek 2:2:3: R2 uzay¬nda genel terimi xi := ((�1)i; 0) olan bir dizi verilsin ve

R2 üzerinde maksimum normu tan¬mlans¬n. O halde y1 = (0; 1) ve y2 = (0;�1)

için y1; y2 2LIM1xi ve ky1 � y2k = 2 dir. Fakat fxig dizisi yak¬nsak de¼gildir.

Bunun nedeni, Önerme 2:2:2 de kabul edilen düzgün konveksli¼gin, R2 uzay¬nda

maksimum normuna göre sa¼glanmamas¬d¬r (Phu, 2003).

Önerme 2:2:2 de yak¬nsak bir diziyle o dizinin r�limit noktalar¬aras¬ndaki ili̧ski

incelenmi̧sti. Şimdi ise bir dizinin y¬¼g¬lma noktalar¬ile bu dizinin r�limit noktalar¬

aras¬ndaki ili̧ski incelenecektir.

Önerme 2:2:4: fxig � X olmak üzere, fxig dizisinin y¬¼g¬lma noktalar¬n¬n kümesi

Lx olsun. Bu durumda,

a) Lx 6= ? ise

LIMrxi �
\
c2Lx

Br(c) (2.4)

dir.

b) fxig dizisi; X uzay¬n¬n baz¬kompakt kümeleri taraf¬ndan içeriliyorsa

LIMrxi =
\
c2Lx

Br(c) = fx� 2 X : Lx � Br(x�)g (2.5)

dir (Phu, 2003).

·Ispat: a) fxig dizisinin her bir y¬¼g¬lma noktas¬c ve her x� 2LIMrxi için

kx� � ck � r

dir. Aksi takdirde, sonsuz say¬da xi için " := (kx� � ck � r)=2 > 0 oldu¼gunda

kx� � xik > r + "
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olur. Bu ise (2:1) ifadesi ile çeli̧sir. O halde (2:4) ba¼g¬nt¬s¬sa¼glan¬r.

b) E¼ger y 2
\
c2Lx

Br(c) ise her c 2 Lx için ky � ck � r dir, yani Lx � Br(y) olup,

\
c2Lx

Br(c) � fx� 2 X : Lx � Br(x�)g

dir. E¼ger y =2LIMrxi ise en az bir " > 0 say¬s¬vard¬r ve sonsuz say¬daki xi için

kxi � yk � r + " eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. fxig dizisi baz¬kompakt kümeler taraf¬ndan

içerildi¼ginden dolay¬, ky � ck � r + " koşulunu sa¼glayacak şekilde bir c y¬¼g¬lma

noktas¬vard¬r. Yani Lx * Br(y) ve y =2 fx� 2 X : Lx � Br(x�)g dir. Böylelikle,

y 2 fx� 2 X : Lx � Br(x�)g oldu¼gundan y 2LIMrxi dir, yani

fx� 2 X : Lx � Br(x�)g � LIMrxi

olup (a) maddesi gere¼gince,

LIMrxi =
\
c2Lx

Br(c) = fx� 2 X : Lx � Br(x�)g

dir.

Önerme 2:2:4 ün (b) maddesi sonlu boyutlu normlu uzaylarda, dizinin kompakt bir

küme taraf¬ndan içerilmesi şart¬na gerek duyulmadan ifade edilip ispatlanabilir.

2:3: Kaba Limit Kümesi ve Kabal¬k Derecesi

Bu kesimde sabit bir fxig dizisinin de¼gi̧sen r�parametrelerine göre LIMrxi kümesi

incelenecektir.

Önerme 2:3:1: a) E¼ger 0 � r0 < r ise LIMr
0
xi �LIMrxi dir.

b) E¼ger r � 0 ve � > 0 ise LIMrxi +B�(0) �LIMr+�xi dir.

c) E¼ger fxig dizisi, X uzay¬n¬n baz¬kompakt kümeleri taraf¬ndan içeriliyorsa ve

B�(y) �LIMrxi ise y 2LIMr��xi dir (Phu, 2001; 2003).

·Ispat: a) x� 2LIMr
0
xi ise her bir " > 0 için i � i" oldu¼gunda

kxi � x�k < r
0
+ " < r + " (0 � r0 < r)
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olacak şekilde bir i" 2 N bulunabildi¼ginden x� 2LIMrxi olur.

b) y 2LIMrxi ve z 2 B�(0) olsun. Tan¬mdan, her bir " > 0 için i � i" oldu¼gunda

kxi � yk < r + " olacak şekilde bir i" 2 N bulunabilir. Ayn¬zamanda, z 2 B�(0)

oldu¼gundan kzk � � d¬r: Böylece her i � i" için

kxi � (y + z)k � kxi � yk+ kzk < r + "+ �

elde edilir. Dolay¬s¬yla, y + z 2LIMr+�xi dir.

c) X sonsuz boyutlu uzay¬nda fxig dizisi kompakt bir küme taraf¬ndan içerildi¼gin-

den y¬¼g¬lma noktalar¬n¬n kümesi boştan farkl¬d¬r. c noktas¬; fxig dizisinin keyfî

bir y¬¼g¬lma noktas¬olsun. E¼ger ky � ck > r � � ise

x� := y +
�

ky � ck (y � c)

noktas¬için

kx� � ck = � + ky � ck > � + (r � �) = r

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. (2:4) ba¼g¬nt¬s¬gere¼gince, LIMrxi � Br(c) oldu¼gundan x� =2LIMrxi

olmal¬d¬r. Bu ise kx� � yk = � ve B�(y) �LIMrxi olmas¬ile çeli̧sir. Böylece her

c 2 Lx y¬¼g¬lma noktas¬için ky � ck � r�� yaz¬labilir. Sonuç olarak, (2:5) eşitli¼gi

gere¼gince,

y 2
\
c2Lx

Br��(c) = LIM
r��xi

yaz¬labilir.

Önerme 2:3:2: a) cl

0@ [
0�r0<r

LIMr0xi

1A �LIMrxi =
T
r0>r

LIMr
0
xi dir.

b) r = r := inf fr 2 R+ : LIMrxi 6= ?g olmas¬için gerek ve yeter koşul,

LIMrxi 6= ? ve int (LIMrxi) = ? (2.6)

olmas¬d¬r.
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c) X uzay¬, sonlu boyutlu kesin konveks bir uzay olmak üzere;

r = r := inf
�
r 2 R+ : LIMrxi 6= ?

	
olmas¬için gerek ve yeter koşul, LIMrxi kümesinin tek nokta kümesi olmas¬d¬r.

d) E¼ger X düzgün konveks ve y 2 int(LIMrxi) ise y 2LIMr
0
xi olacak şekilde bir

r
0 2 [0; r) vard¬r (Phu, 2001; 2003).

·Ispat: a) Önerme 2:3:1 (a) gere¼gince ve r�limit kümesinin kapal¬l¬¼g¬ndan,

cl

0@ [
0�r0<r

LIMr0xi

1A � LIMrxi �
\
r0>r

LIMr
0
xi

yaz¬l¬r. Keyfî bir y 2 X�LIMrxi seçelim. Tan¬m gere¼gi, en az bir " > 0 say¬s¬

vard¬r öyle ki herhangi bir k 2 N verildi¼ginde bir i � k (i 2 N) bulunabilir ve bu i

do¼gal say¬s¬için kxi � yk � r olur. Bu durumda r
0
< r+" için "

0
:= r+"� r0 > 0

ve her k 2 N için en az bir i � k bulunabilir öyle ki kxi � yk � r
0
+ "

0
yaz¬labilir.

Böylece r
0
< r+" için y =2LIMr

0
xi yaz¬labilir. Buradan y =2

T
r0>r

LIMr
0
xi elde edilir.

Dolay¬s¬yla, LIMrxi =
T
r0>r

LIMr
0
xi dir.

b) ()) r = r olsun. Önermenin (a) maddesi ger¼gince, LIMrxi =
T
r0>r

LIMr
0
xi dir.

Dolay¬s¬yla r
0
> r için LIMr

0
xi 6= ? olup bu küme kapal¬d¬r. Önerme 2:3:1 (a)

gere¼gince, \
r
0
>r

LIMr
0
xi =

\
r<r

0�r+1

LIMr
0
xi

yaz¬labilir ve LIMr
0
xi; r

0 2 (r; r + 1] sonlu kesi̧sim özelli¼gine sahip LIMr+1xi kom-

pakt kümesinde boştan farkl¬ kapal¬ kümelerin bir ailesidir. Böylece onlar¬n

kesi̧simleri de boş de¼gildir. Dolay¬s¬yla LIMrxi 6= ? olur.

Şimdi int (LIMrxi) = ? oldu¼gunu gösterelim. Tersine, int (LIMrxi) 6= ? oldu¼gunu

kabul edelim. Bu durumda bu küme, � > 0 yar¬çapl¬bir B�(y) yuvar¬n¬içerir.

Önerme 2:3:1 (c) gere¼gince LIMr��xi 6= ? yaz¬labilir. Buradan r > r oldu¼gu

görülür. Böylece r = r olmas¬, int (LIMrxi) = ? olmas¬n¬gerektirir.
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(() (2:6) sa¼glans¬n. LIMrxi 6= ? oldu¼gundan r � r dir. Di¼ger taraftan,

int (LIMrxi) = ? ise r � r oldu¼gundan r = r dir.

c) ()) r = r ise (b) maddesi gere¼gince (2:6) sa¼glan¬r. X uzay¬, sonlu boyutlu

kesin konveks bir uzay oldu¼gundan LIMrxi kümesi de kesin konvekstir. Yani

y0; y1 2 LIMrxi ve y0 6= y1 için y� := �y0 + (1� �)y1 2 int
�
LIMrxi

�
dir. int

�
LIMrxi

�
= ? oldu¼gundan böyle bir y� 2 int

�
LIMrxi

�
bulunamaz. Yani

LIMrxi kümesinde birbirinden farkl¬iki tane eleman olamaz.

(() E¼ger LIMrxi tek nokta kümesi ise (2:6) sa¼glan¬r. Dolay¬s¬yla r = r dir.

d) LIMrxi nin bir iç noktas¬y ise ky0 � y1k > 0 ve y = 2�1(y0+y1) olacak biçimde

y0; y1 2LIMrxi vard¬r. z0i := y0 � xi ve z1i := y1 � xi şeklinde tan¬mlanarak (2:2)

eşitsizli¼ginden lim sup
i!1

kz0ik � r; lim sup
i!1

kz1ik � r; kz0i � z1ik = ky0 � y1k > 0

(i = 1; 2; 3; :::) elde edilir. X uzay¬düzgün konveks oldu¼gundan Yard¬mc¬Teorem

2:1:2 (d) gere¼gince bir r
0 2 [0; r) vard¬r öyle ki

lim sup
i!1



2�1(y0 + y1)� xi

 = lim sup
i!1



2�1(z0i � z1i)

 � r0
yaz¬labilir. Buradan y = 2�1(y0 + y1) = 2�1(z0i � z1i) 2LIMr

0
xi elde edilir.
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3: BULANIK SAYI D·IZ·ILER·IN·IN KABA YAKINSAKLI¼GI

Bu bölümde, normlu bir uzay olmayan bulan¬k say¬lar uzay¬ndaki diziler için kaba

yak¬nsakl¬k kavram¬tan¬mlanacak ve kaba limit kümesinin temel özellikleri ince-

lenecektir. Orijinal sonuçlara geçmeden önce, bulan¬k say¬larla ilgili baz¬ ön

bilgilere yer verilecektir.

3:1: Bulan¬k Kümeler Teorisinin Baz¬Temel Kavramlar¬

Tan¬m 3:1:1: Reel say¬lar kümesinden [0; 1] aral¬¼g¬na tan¬ml¬ve aşa¼g¬daki koşullar¬

sa¼glayan bir X fonksiyonuna bulan¬k say¬denir:

I X normaldir, yani X(x0) = 1 olacak şekilde en az bir x0 2 R vard¬r,

I X bulan¬k konvekstir, yani her x; y 2 R ve � 2 [0; 1] için X(�x + (1 � �)y) �

minfX(x); X(y)g dir,

I X üstten yar¬süreklidir,

I fx 2 R : X(x) > 0g biçiminde tan¬mlanan X0 kümesinin kapan¬̧s¬kompaktt¬r

(Chang ve Zadeh, 1972).

Yukar¬daki dört özellik, her � 2 (0; 1] için, X bulan¬k say¬s¬n¬n ��kesimi olarak

tan¬mlanan X� := fx 2 R : X(x) � �g =
�
X�; X

��
kümesinin, R nin boş

olmayan kompakt ve konveks bir altkümesi olmas¬anlam¬n¬taş¬r. Benzer durum

X0 için de söylenebilir. Ayr¬ca X0 = lim�!0+ X
� şeklinde de yaz¬labilir (Diamond

ve Kloeden, 1994). Tüm bulan¬k say¬lar¬n kümesi L(R) ile gösterilir.

Her bir reel say¬ya bir karakteristik fonksiyon kaŗs¬l¬k getirilebilir. Ayr¬ca yukar¬-

daki bulan¬k say¬ tan¬m¬na göre, her bir karakteristik fonksiyonun bir bulan¬k

say¬oldu¼gu aç¬kt¬r. Bu düşünce yard¬m¬yla reel say¬lar kümesi, bulan¬k say¬lar

kümesi içine gömülebilir. Bu nedenle, bulan¬k say¬lar için verilen bütün sonuçlar

reel say¬lar için verilen sonuçlar¬n bir genellemesi olacakt¬r ve bulan¬k say¬lar için

sa¼glanan bütün özellikler, reel say¬lar (karakteristik fonksiyonlar¬göz önüne al¬-

narak) için de sa¼glanacakt¬r. Fakat bulan¬k say¬lar kümesi k¬smî s¬ral¬olup grup

yap¬s¬oluşturmayan bir küme oldu¼gundan baz¬sonuçlar R deki sonuçlardan farkl¬

ç¬kacakt¬r. Bu farkl¬l¬klar da bu çal¬̧smay¬özgünleştirmektedir.
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L(R) üzerindeki supremum metri¼gi olarak adland¬r¬lan metrik,

D(�; �) := sup
�2[0;1]

max(
���� � ���� ; j�� � ��j)

şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r. Puri ve Ralescu (1983), (L(R); D) ikilisinin bir tam

metrik uzay oldu¼gunu ispatlam¬̧slard¬r. Ayr¬ca bu metri¼gin, karakteristik fonksi-

yonlar göz önüne al¬nd¬¼g¬nda R üzerindeki mutlak de¼ger metri¼gine indirgendi¼gi

görülebilir. Bu nedenle, D metri¼ginin, R üzerindeki mutlak de¼ger metri¼ginin iyi

bir geni̧slemesi oldu¼gu söylenebilir.

Bulan¬k say¬lar kümesi üzerinde çok farkl¬ s¬ralama ba¼g¬nt¬lar¬yla kaŗs¬laşmak

mümkündür. Bu çal¬̧smada, bulan¬k say¬lar teorisinde en çok benimsenen tan¬m-

lamalar kullan¬lm¬̧st¬r. Bu s¬ralama ba¼g¬nt¬lar¬aşa¼g¬daki şekildedir:

�; � 2 L(R) için

� � � :, 8� 2 [0; 1] �� � �� ve �� � ��

şeklinde tan¬mlanan � ba¼g¬nt¬s¬bir k¬smî s¬ralama ba¼g¬nt¬s¬d¬r. Kesin küçüklük

ba¼g¬nt¬s¬ise

� � � :, � � � ve 9� 2 [0; 1] öyle ki �� < �� veya �� < ��

şeklindedir (Diamond ve Kloeden, 1994). E¼ger � � � ve � � � ba¼g¬nt¬lar¬ndan

her ikisi de gerçeklenmiyor ise � ve � karş¬laşt¬r¬lamaz denir ve � � � sembolüyle

gösterilir.

Şimdi E � L(R) olsun. E¼ger her X 2 E için X � � olacak şekilde bir � bulan¬k

say¬s¬ varsa E kümesi üstten s¬n¬rl¬d¬r denir ve � bulan¬k say¬s¬, E kümesinin

bir üst s¬n¬r¬d¬r denir. E¼ger E kümesinin bütün �0 üst s¬n¬rlar¬ için � � �0

oluyorsa � bulan¬k say¬s¬na E kümesinin en küçük üst s¬n¬r¬ (supremumu) denir.

Alttan s¬n¬rl¬l¬k ve en büyük alt s¬n¬r kavramlar¬ da benzer şekilde tan¬mlan¬r

(Nanda, 1989). Congxin ve Cong (1997) s¬n¬rl¬bir E � L(R) kümesinin in�mum

ve supremumunun mevcut oldu¼gunu ve nas¬l hesaplanabilece¼gini göstermi̧slerdir.
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Zadeh�in Geni̧sleme Prensibi yard¬m¬yla � ve � bulan¬k say¬lar¬n¬n toplam¬

(�+ �) (x) := sup
x=y+z

minf�(y); �(z)g (3.1)

ve fark¬

(�� �) (x) := sup
x=y�z

minf�(y); �(z)g (3.2)

şeklinde tan¬mlan¬r (Dubois ve Prade, 1980). ��kesimlere göre toplam ve fark ise

Her � 2 [0; 1] için (�+ �)� := �� + �� ve (�+ �)
�
:= �� + ��; (3.3)

Her � 2 [0; 1] için (�� �)� := �� � �� ve (�� �)� := �� � �� (3.4)

biçiminde tan¬mlan¬r. Burada (3:1) ile (3:3) ve (3:2) ile (3:4) tan¬mlar¬birbirlerine

denktir (Diamond ve Kloeden, 1994).

� 2 L (R) bulan¬k say¬s¬n¬n karakteristik fonksiyonla toplam ve fark¬da, yukar¬-

daki i̧slemde � bulan¬k say¬s¬bir karakteristik fonksiyon şeklinde al¬narak aşa¼g¬daki

gibi tan¬mlan¬r: a 2 R say¬s¬na kaŗs¬l¬k gelen karakteristik fonksiyon

a1(x) =

8<: 1 ; e¼ger x = a ise

0 ; di¼ger

olmak üzere

(�+ a1)
� :=

�
��; ��

�
+ [a; a] =

�
�� + a; �� + a

�
;

(�� a1)� :=
�
��; ��

�
� [a; a] =

�
�� � a; �� � a

�
dir (Kaufmann ve Gupta, 1984). Burada (�+ a1) ; (�� a1) 2 L (R) dir. Ayr¬ca,

s¬ralaman¬n tan¬m¬na göre, e¼ger a > 0 ise �� a1 � � � �+ a1 yaz¬labilir. Bu ise

D (�; �+ a1) = D (�; �� a1) = a demektir.

X; Y 2 L (R) olmak üzere, L (R) kümesinde bir s¬ralama aral¬¼g¬

[X; Y ] := fZ 2 L (R) : X � Z � Y g (3.5)
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şeklinde tan¬mlan¬r. Buradaki s¬ralama aral¬¼g¬, elemanlar¬bulan¬k say¬lar (yani

özel fonksiyonlar) olan klasik bir kümedir, yani bulan¬k küme de¼gildir. Dolay¬s¬yla

bu kümenin kapal¬l¬¼g¬ve konveksli¼gi için klasik teorideki kavramlar kullan¬lacakt¬r.

Klasik teoride oldu¼gu gibi, bulan¬k say¬lardan oluşan bir E kümesinin konveks

olabilmesi için gerek ve yeter koşul, her � 2 [0; 1] ve �1; �2 2 E için

��1 + (1� �)�2 2 E

olmas¬d¬r (Rockafellar ve Tyrrell, 1997). O halde L (R) nin konveks ve kapal¬

kümelerinin (3:5) formunda oldu¼gu söylenebilir.

Şimdi de bulan¬k say¬dizileri için tan¬mlanm¬̧s baz¬kavramlar verilecektir.

Tan¬m 3:1:2: E¼ger fXi 2 L (R) : i 2 Ng kümesi s¬n¬rl¬ise fXig bulan¬k say¬dizi-

sine s¬n¬rl¬d¬r denir (Matloka, 1986).

Tan¬m 3:1:3: E¼ger her bir " > 0 için i � i" oldu¼gunda D(Xi; X0) < " olacak

şekilde bir i" say¬s¬bulunabiliyorsa fXig bulan¬k say¬dizisi X0 bulan¬k say¬s¬na

yak¬nsakt¬r denir ve lim
i
Xi = X0 veya i!1 için Xi ! X0 yaz¬l¬r (Kaleva, 1985;

Matloka, 1986).

Tan¬m 3:1:4: L (R) kümesinde bir fXig dizisinin limit in�mum ve limit supre-

mum kavramlar¬,

AX := f� 2 L(R) : fi 2 N : Xi � �g kümesi sonsuz elemanl¬d¬r g

BX := f� 2 L(R) : fi 2 N : Xi � �g kümesi sonsuz elemanl¬d¬r g

olmak üzere
lim inf
i!1

Xi := inf AX

lim sup
i!1

Xi := supBX

şeklinde tan¬mlan¬r (Aytar, 2008).

3:2: Bulan¬k Say¬Dizilerinde Temel Sonuçlar

·Ilk olarak Phu (2001) taraf¬ndan normlu uzaylarda tan¬mlanan kaba yak¬nsakl¬k
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kavram¬bulan¬k say¬dizileri için tan¬mlanacakt¬r. Bu k¬s¬mda r � 0 al¬nacak ve

fXig dizisi de L(R) uzay¬nda bir dizi olarak kabul edilecektir.

Tan¬m 3:2:1: Her bir " > 0 say¬s¬na kaŗs¬l¬k bir i" say¬s¬bulunabiliyor ve her

i � i" için

D(Xi; X�) < r + " (3.6)

oluyorsa, ya da

lim sup
i!1

D(Xi; X�) � r (3.7)

koşulu sa¼glan¬yor ise fXig dizisi, X� bulan¬k say¬s¬na r�yak¬nsakt¬r denir ve

i ! 1 için Xi
r! X� yaz¬l¬r. Buradaki X� noktas¬, fXig dizisinin bir r�limit

noktas¬olarak adland¬r¬l¬r.

LIMrXi := fX� 2 L(R) : Xi
r! X�; i!1g

kümesine, fXig dizisinin r�limit kümesi denir. E¼ger LIMrX 6= ? ise fXig dizisi

r�yak¬nsak olarak adland¬r¬l¬r. Bu durumda r say¬s¬, fXig dizisinin bir yak¬nsak-

l¬k derecesidir.

Buradaki i̧slemler genellikle r > 0 durumu için yap¬lacakt¬r.

Örnek 3:2:2: fXig dizisi

Xi(x) :=

8<: �(x) ; i tek ise

�(x) ; di¼ger

şeklinde tan¬mlans¬n buradaki � ve � bulan¬k say¬lar¬

�(x) :=

8>>><>>>:
x ; x 2 [0; 1]

�x+ 2 ; x 2 (1; 2]

0 ; di¼ger
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ve

�(x) :=

8>>><>>>:
x� 3 ; x 2 [3; 4]

�x+ 5 ; x 2 (4; 5]

0 ; di¼ger

:

eşitlikleri ile verilsin. � ve � bulan¬k say¬lar¬n¬n gra�kleri Şekil 3:1 deki gibidir.

Şekil 3.1: � ve � bulan¬k say¬lar¬

fXig dizisinin r�limit kümesi,

LIMrXi =

8<: ? ; r < 3=2

[�� r1; � + r1] ; di¼ger yerlerde

biçimindedir.

Bulan¬k say¬dizilerinin kaba yak¬nsakl¬¼g¬na neden ihtiyaç duyuldu¼gu şu şekilde

aç¬klanabilir. Bir X� bulan¬k say¬s¬na yak¬nsak olan herhangi bir fYig dizisinin

elemanlar¬ ile i̧slemler yapmak, üçgensel bulan¬k say¬larla i̧slemler yapmaktan

daha zor olabilir. Dolay¬s¬yla bu dizinin herbir eleman¬için D(Xi; Yi) � r olacak

şekilde üçgensel bulan¬k say¬lardan oluşan bir fXig yaklaş¬m dizisi elde edilebilir.

Burada r > 0 yaklaş¬m hatas¬n¬n bir üst s¬n¬r¬d¬r ve fXig dizisi X� noktas¬na
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yak¬nsak de¼gildir. Fakat

D(Xi; X�) � D(Xi; Yi) +D(Yi; X�) � r +D(Yi; X�)

eşitsizli¼gi sa¼gland¬¼g¬ndan fXig dizisi X� noktas¬na r�yak¬nsakt¬r. Sonuç olarak

üçgensel bulan¬k say¬lar¬n fXig yaklaş¬m dizisini elde etmek i̧slemleri oldukça

kolaylaylaşt¬r¬r.

Teorem 3:2:5 in ispat¬nda kullan¬lacak olan bir dizinin r�limit noktalar¬yla limit

supremumu ve limit infumumu aras¬ndaki ili̧skiyi veren bir yard¬mc¬teorem aşa¼g¬-

daki şekilde ifade edilebilir.

Yard¬mc¬Teorem 3:2:3: Her X� 2LIMrXi için D(lim supXi; X�) � r ve

D(lim infXi; X�) � r dir.

·Ispat: Tersine,D(lim supXi; X�) > r oldu¼gunu kabul edelim. e" := D(lim supXi;X�)�r
2

seçelim. Limit supremum tan¬m¬ndan

D(lim supXi; Xi) < e"
olacak şekilde, her bir i

0e" 2 N den daha büyük en az bir i vard¬r. Di¼ger taraftan,
r�yak¬nsakl¬k tan¬m¬ndan en az bir i00e" 2 N vard¬r öyle ki her i � i00e" için

D(Xi; X�) < r + e"
yaz¬labilir. ie" := max�i0e"; i00e"	 olmak üzere i � ie" olacak şekilde bir i 2 N vard¬r ve
bu i için

D(lim supXi; X�) � D(lim supXi; Xi) +D(Xi; X�) < r + 2e"
= r +D(lim supXi; X�)� r = D(lim supXi; X�)

yaz¬labilir. D(lim supXi; X�) < D(lim supXi; X�) çeli̧skisi ispat¬tamamlar.

Yukar¬daki yard¬mc¬teoremin tersinin do¼gru olmad¬¼g¬basit bir örnekle görülebilir.
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Örnek 3:2:4: fXig � L(R) olmak üzere,

Xi :=

8<: (1)1 ; i tek ise

(�1)1 ; di¼ger

şeklinde tan¬mlans¬n. Burada lim supXi = (1)1 ve lim infXi = (�1)1 dir. r = 3
2
ve

X� = (
5
2
)1 oldu¼gunda D(lim supXi; X�) =

3
2
� r dir. Fakat X� = (

5
2
)1 62LIM

3
2Xi

dir.

Aşa¼g¬da, bir bulan¬k say¬dizisinin r�limit kümesiyle alt ve üst limit noktalar¬

aras¬ndaki ili̧skiyi veren teorem verilmi̧stir.

Teorem 3:2:5: E¼ger LIMrXi 6= ? ise LIMrXi � [lim supXi � r1; lim infXi + r1]

dir.

·Ispat: Keyfî bir X� 2LIMrXi için X� 2 [lim supXi � r1; lim infXi + r1] ; yani

lim supXi � r1 � X� � lim infXi + r1 oldu¼gunu göstermeliyiz. ·Ilk olarak,

lim supXi � r1 � X� eşitsizli¼ginin sa¼glanmad¬¼g¬n¬ kabul edelim. Bu durumda

en az bir �0 2 [0; 1] için

lim supXi
�0 � r > X��0 veya lim supXi

�0 � r > X�
�0

olmal¬d¬r. Buradan

lim supXi
�0 �X�

�0 > r veya lim supXi
�0 �X�

�0
> r

yaz¬labilir. Di¼ger taraftan Yard¬mc¬Teorem 3:2:3 e göre, her � 2 [0; 1] için

��lim supXi
�0 �X�

�0
�� � r ve ���lim supXi

�0 �X�
�0
��� � r

oldu¼gundan bir çeli̧ski elde edilir. O halde lim supXi � r � X� olmal¬d¬r.

Şimdi ise X� � lim infXi + r1 olmad¬¼g¬n¬kabul edelim. Yani en az bir �0 2 [0; 1]

için

X�
�0 > lim infXi

�0 + r veya X�
�0
> lim infXi

�0
+ r
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olsun. Buradan

X�
�0 � lim infXi

�0 > r veya X�
�0 � lim infXi

�0
> r

yaz¬labilir. Di¼ger taraftan, Yard¬mc¬Teorem 3:2:3 e göre, her � 2 [0; 1] için

��lim infXi
�0 �X�

�0
�� � r ve ���lim infXi

�0 �X�
�0
��� � r

oldu¼gundan bir çeli̧ski elde edilir. Bu durumda X� � lim infXi + r1 olmal¬d¬r.

O halde LIMrXi � [lim supXi � r1; lim infXi + r1] dir.

Yukar¬daki teoremin tersi reel say¬dizileri için do¼gru olmas¬na ra¼gmen aşa¼g¬daki

örnekten görülece¼gi üzere bulan¬k say¬dizileri için do¼gru de¼gildir.

Örnek 3:2:6: fXig bulan¬k say¬dizisini,

Xi(x) :=

8<: � 1
2i
x+ 1 ; x 2 [0; 1]

0 ; di¼ger

ve X� bulan¬k say¬s¬n¬,

X�(x) :=

8<: 1 ; x 2 [0; 1]

0 ; di¼ger

şeklinde tan¬mlayal¬m. fXig dizisinin ilk 3 teriminin ve X� bulan¬k say¬s¬n¬n
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gra�kleri Şekil 3:2 deki gibidir.

Şekil 3.2: X1; X2; X3; X� bulan¬k say¬lar¬

Her i 2 N için
���X1

� �X
1

i

��� = j1� 0j = 1 oldu¼gundanD(Xi; X�) � 1 dir. Dolay¬s¬yla

fXig dizisi X� bulan¬k say¬s¬na yak¬nsak de¼gildir. lim supXi = lim infXi = X�

oldu¼gundanX� 2 [lim supXi�(1=2)1; lim infXi+(1=2)1] d¬r. FakatX� =2LIM1=2Xi

dir:

Teorem 3:2:7: r�limit kümesinin çap¬2r den büyük de¼gildir.

·Ispat: supfD(Y; Z) : Y; Z 2LIMrXig � 2r oldu¼gunu gösterelim. Tersini kabul

edersek, supremum tan¬m¬ndan Y; Z 2LIMrXi vard¬r öyle ki

� := D(Y; Z) > 2r

yaz¬labilir. " 2
�
0; �

2
� r
�
keyfî olsun. i ! 1 için Xi

r! Y oldu¼gundan en az bir

i
0
" 2 N vard¬r öyle ki her i � i

0
" için

D(Xi; Y ) < r + "
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ve i!1 için Xi
r! Z oldu¼gundan bir i

00
" 2 N vard¬r öyle ki her i � i

00
" için

D(Xi; Z) < r + "

yaz¬labilir. i" := maxfi
0
"; i

00
"g olmak üzere her i � i" için

D(Y; Z) � D(Xi; Y ) +D(Xi; Z) < r + "+ r + " = 2(r + ")

< 2r + 2

�
�

2
� r
�
= � = D(Y; Z)

olur. D(Y; Z) < D(Y; Z) bulundu¼gundan bir çeli̧ski elde edilir. O halde bir dizinin

r�limitlerinin kümesinin çap¬2r den büyük olamaz.

Bulan¬k say¬lar¬n klasik yak¬nsakl¬¼g¬ gere¼gince bir bulan¬k say¬ dizisinin limit

noktas¬, bu dizinin bir altdizisinin de limit noktas¬d¬r. Kaba yak¬nsakl¬kta da

dizinin her r�limiti bir altdizinin r�limiti olmas¬na ra¼gmen, altdizi, dizinin r�limit

noktalar¬ndan başka r�limitlere sahip olabilir.

Teorem 3:2:8: fXkig dizisi, fXig dizisinin bir altdizisi ise LIMrXi �LIMrXki

dir.

·Ispat: X� 2LIMrXi olsun. Buradan her " > 0 için bir i" 2 N vard¬r öyle ki

her i � i" için D(Xi; X�) < r + " yaz¬bilir. fXkig dizisi, fXig dizisinin altdizisi

oldu¼gundan ki > i" için D(Xki ; X�) < r + " olur. Yani X� 2LIMrXki dir.

Aşa¼g¬daki teoremde bir dizinin r�yak¬nsak olabilmesi için bir kriter verilmi̧stir.

Teorem 3:2:9: Bir fXig dizisinin s¬n¬rl¬ olmas¬ için gerek ve yeter koşul,

LIMrXi 6= ? olacak şekilde bir r � 0 say¬s¬n¬n var olmas¬d¬r.

·Ispat: ()) fXig dizisi s¬n¬rl¬olsun. O halde s := supfD(Xi; 01) : i 2 Ng < 1

yaz¬labilir. r = s al¬n¬rsa 01 2LIMrXi olur. Yani LIMrXi 6= ? dir.

(() En az bir r � 0 için LIMrXi 6= ? ise X� 2LIMrXi yaz¬bilir. Tan¬mdan her

" > 0 için en az bir i" 2 N vard¬r öyle ki her i � i" için

D(Xi; X�) < r + "
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dir, yani fXig dizisinin sonlu say¬daki terimleri hariç di¼ger terimleri X� merkezli

r + " yar¬çapl¬yuvar¬n içerisindedir.

t := maxfD(X�; 01); D(X1; 01); D(X2; 01); :::; D(Xi" ; 01)g

şeklinde tan¬mlan¬rsa fXig dizisi 01 merkezli t yar¬çapl¬yuvar ile s¬n¬rland¬r¬l¬r.

Klasik limit kümeleri ya tek noktadan oluşaca¼g¬ndan ya da boş küme olaca¼g¬ndan

bu kümelerin özelliklerini incelemenin bir anlam¬yoktur. Fakat r > 0 için r�limit

kümesinin genellikle tek nokta kümesi olmad¬¼g¬bilinmektedir. Bu sebeple aşa¼g¬da

ifade edilen özellikleri incelemekte fayda vard¬r.

Teorem 3:2:10: LIMrXi kapal¬bir kümedir.

·Ispat: LIMrXi kümesinde yak¬nsak keyfî bir fYjg dizisi al¬nmas¬durumunda, bu

dizinin limiti, LIMrXi kümesinin eleman¬olursa LIMrXi kümesinin kapal¬oldu¼gu

gösterilmi̧s olur. Şimdi bir " > 0 verilsin ve fYjg dizisi Y� bulan¬k say¬s¬na yak¬nsak

olsun. O halde bir j" 2 N vard¬r öyle ki her j � j" için

d(Yj; Y�) � "=2

yaz¬labilir. fYjg �LIMrXi oldu¼gundan Yj" 2LIMrXi dir. Bu durumda bir i" 2 N

vard¬r öyle ki her i � i" için

D(Xi; Yj") < r + "=2

olur. Böylece ei" := max fj"; i"g olmak üzere her i � ei" için
D(Xi; Y�) � D(Xi; Yj") +D(Yj" ; Y�)

< r + "=2 + "=2 = r + "

olur. Dolay¬s¬yla Y� 2LIMrXi elde edilir. Sonuç olarak LIMrXi kümesi kapal¬bir

kümedir.

Teorem 3:2:11: LIMrXi konveks bir kümedir.
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·Ispat: �; � 2LIMrXi keyfî olsun. r�yak¬nsakl¬k tan¬m¬ndan her " > 0 için bir

i" 2 N vard¬r öyle ki her i � i" için

D(Xi; �) < r + " ve D(Xi; �) < r + "

yaz¬labilir. E¼ger i � i" ve t 2 [0; 1] için D(Xi; t� + (1 � t)�) < r + " oldu¼gu

gösterilirse ispat tamamlan¬r:

D(Xi; t� + (1� t)�) = D(Xi � tXi + tXi; t� + (1� t)�)

= sup
�2[0;1]

max
n���(Xi � tXi + tXi)� � (t� + (1� t)�)�

��� ;���(Xi � tXi + tXi)
� � (t� + (1� t)�)�

���o
= sup

�2[0;1]
max

n���(Xi � tXi)� + (tXi)� � ((1� t)�)� � (t�)�
��� ;���(Xi � tXi)

�
+ (tXi)

� � ((1� t)�)� � (t�)�
���o

� sup
�2[0;1]

max
n���(Xi � tXi)� � ((1� t)�)�

���+ ���(tXi)� � (t�)���� ;���(Xi � tXi)
� � ((1� t)�)�

���+ ���(tXi)� � (t�)����o
� sup

�2[0;1]

n
max

n���(Xi � tXi)� � ((1� t)�)�
��� ; ���(Xi � tXi)

��

((1� t)�)�
���o+ maxn���(tXi)� � (t�)���� ; ���(tXi)� � (t�)����oo

� sup
�2[0;1]

n
(1� t)max

n��Xi
� � ��

�� ; ���Xi
� � ��

���oo
+ sup
�2[0;1]

n
tmax

n��Xi
� � ��

�� ; ���Xi
� � ��

���oo
� (1� t)D(Xi; �) + tD(Xi; �)

< (1� t)(r + ") + t(r + ") = r + ":

Aşa¼g¬daki teoremlerde bulan¬k say¬dizilerinin kaba yak¬nsakl¬¼g¬ve klasik yak¬n-

sakl¬¼g¬aras¬ndaki ili̧skiler incelenecektir.

Teorem 3:2:12: Yi ! X� olmak üzere her i 2 N için D(Xi; Yi) � r (i = 1; 2; 3; :::)

olacak şekilde bir fYig dizisi varsa fXig dizisi X� bulan¬k say¬s¬na r�yak¬nsakt¬r.

·Ispat: i!1 için Yi ! X� oldu¼gundan her bir " > 0 için bir i" 2 N vard¬r öyle
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ki her i � i" için

D(Yi; X�) < "

yaz¬labilir. Hipotezden D(Xi; Yi) � r oldu¼gundan her i � i" için

D(Xi; X�) � D(Xi; Yi) +D(Yi; X�) < r + "

olur. Sonuç olarak fXig dizisi X� bulan¬k say¬s¬na r�yak¬nsakt¬r.

Aşa¼g¬daki teoremde, yak¬nsak bir bulan¬k say¬dizisinin r�limit kümesi karakterize

edilmi̧stir.

Teorem 3:2:13: E¼ger fXig dizisi X� bulan¬k say¬s¬na yak¬nsak ise LIMrXi =

Br(X�) dir.

·Ispat: fXig dizisi X� bulan¬k say¬s¬na yak¬nsak oldu¼gundan her bir " > 0 için

bir i" 2 N vard¬r öyle ki her i � i" için

D(Xi; X�) < "

yaz¬labilir. Keyfî bir Y 2 Br(X�) := f� 2 L(R) : D(�;X�) � rg al¬n¬rsa, i � i"

için

D(Xi; Y ) � D(Xi; X�) +D(X�; Y ) < "+ r

elde edilir. Böylece Y 2LIMrXi dir. Şimdi de keyfî bir Y 2LIMrXi eleman¬

alal¬m. O halde her bir " > 0 için bir i
0
" 2 N vard¬r öyle ki her i � i

0
" için

D(Xi; Y ) < r + "

yaz¬labilir. Ayn¬zamanda fXig dizisi X� bulan¬k say¬s¬na yak¬nsak oldu¼gundan

bir i
00
" 2 N vard¬r öyle ki her i � i

00
" için

D(Xi; X�) < "
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yaz¬labilir. i" := max
�
i
0
"; i

00
"

	
şeklinde tan¬mlan¬rsa her i � i" için

D(Y;X�) � D(Xi; Y ) +D(Xi; X�) < r + 2"

elde edilir. " say¬s¬keyfî oldu¼gundan D(Y;X�) � r dir. Dolay¬s¬yla Y 2 Br(X�)

dir. O halde LIMrXi = Br(X�) dir.

Teorem 3.2.14. fXig dizisinin y¬¼g¬lma noktalar¬n¬n kümesi LX olsun. LX 6= ?

ise

LIMrXi �
\
c2LX

Br(c) (3.8)

dir.

·Ispat: fXig dizisinin her bir y¬¼g¬lma noktas¬c ve her X� 2LIMrXi için

D(X�; c) � r

dir. Aksi takdirde, " := (D(X�; c)� r)=2 > 0 olmak üzere sonlu say¬da Xi için

D(X�; Xi) � r + "

olur. Bu ise (3.6) ifadesi ile çeli̧sir. Yani (3.8) ba¼g¬nt¬s¬sa¼glan¬r.
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