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OZET

Doktora Tezi
(A)(C, @) TOPLANABILME METODU ICIN TAUBER TiPi TEOREMLER
Yilmaz ERDEM

Siileyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Bilender PASAOGLU

Bu ¢alisma dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, kisaca toplanabilme metotlar1 ve Tauber teorisinin tarihsel

gelisiminden bahsedilmistir.

Ikinci boliimde, tez kapsaminda kullamlacak olan tamim ve gdsterimler, Klasik

Tauber tipi teoremler ve Pati (2005) nin yapmis oldugu teoremler verilmistir.

Ucgiincii béliimde, (A)(C, o) toplanabilme metodu icin Pati (2005) nin vermis oldugu

teoremlerin bir gelistirilmesi olan Tauber tipi teoremler verilmistir.

Dérdiincii bolimde, (A)(C, a) toplanabilme metodu icin genellestirilmis bir Tauber

tipi teorem ve gerekli lemmalar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: (A)(C, ) toplanabilme metodu, (C, «) toplanabilme metodu,

Abel toplanabilme metodu, Tauber tipi teoremler.

2012, 65 sayfa



ABSTRACT

Ph.D. Thesis
TAUBERIAN THEOREMS FOR (A)(C, ) SUMMABILITY METHODS
Yilmaz ERDEM

Siileyman Demirel University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Bilender PASAOGLU

This thesis consists of four chapters.

In the first chapter, historical development of classical Tauberian theory and

summability theory are mentioned, shortly.

In the second chapter, the definitions and notations, which are going to be used
throughout the thesis, are given. Classical Tauberian theorems and the theorems in
Pati (2005) are investigated.

In the third chapter, Tauberian theorems, which are given in Pati (2005) for (A)(C, «)
summability method, are generalized.

In the fourth chapter, a generalized Tauberian type theorem and necessary lemmas
for (A)(C, o) summability method are given.

Keywords: (A)(C, @) summability method, (C, @) summability method, Abel

summability method, Tauberian theorems.

2012, 65 pages
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SIMGELER DiZziNi

s=(s,) dizisinin aritmetik ortalamalar dizisi

(s,) dizisinin sirli olmasi

(s,) dizisinin sifira yakinsak olmasi
(s,) dizisinin geri fark

Reel sayilarin bir serisi

An sayisinin tam kismi

X sayisinin gamma fonksiyonu



1. GIRIS

XVIII. yizyildan beri pek ¢ok caligmayla gelismekte olan toplanabilme teorisi,
matematik analizin ¢ok genis bir alanidir. Toplanabilme metotlarinin genel amaci,
belli kosullar altinda iraksak serilerin (dizilerin) yapilar1 hakkinda bazi bilgiler elde
edilmesini saglamaktir. Yakinsak olan bir seri, yakinsadigi noktaya bir toplanabilme
metodu tarafindan da toplanabiliyorsa, o metoda regiiler denir ve dolayisiyla
yakinsak olan bir seri yakinsadigi noktaya regiiler bir metot tarafindan toplanabilir.
Fakat bir metot tarafindan toplanabilen bir serinin yakinsak olmasi gerekmez. Bunun
saglanabilmesi, uygun kosullar altinda miimkiindiir. Bu tiirdeki ilk c¢aligmay1
A. Tauber (1897) yapmustir. Tauber (1897) in yapmis oldugu bu calisma, yeni bir
arastirma alanini ortaya ¢ikarmustir. Tauber (1897), Abel toplanabilme metodu ile
toplanabilen bir serinin yakinsak olabilmesi i¢in gereken kosullar1 gostermistir. Bu
alanda ilk c¢alismayr A. Tauber yaptigi i¢in bir toplanabilme metodundan
yakinsakligin yeniden elde edilmesini saglayan kosullara Tauber kosulu ve bu
tirdeki teoremlere Tauber tipi teorem adi verilmektedir. Bu tez kapsaminda
toplanabilme metotlarindan biri olan (A)(C, «) toplanabilme metodu ele alinacak ve

bu metot i¢in Tauber tipi teoremler verilecektir.

Literatiirdeki klasik ¢alismalarda amag, Tauber (1897) in verdigi kosullan
zayiflatmaktir. Bu alanda yapilan baslica c¢alismalar Hardy (1910),
Littlewood (1910), Landau (1910), Hardy ve Littlewood (1914), Schmidt (1925) ve

Szasz (1935) olarak siralanabilir.

Kogbetliantz (1931), Lord (1935) ve Jakimovski (1952) tarafindan birbirinden
bagimsiz olarak (A)(C, ) toplanabilme metodu, farkli gosterimlerle tanimlanmis ve
bu metot ile ilgili baz1 teoremler verilmistir. Ayrica, Bosanquet (1932), Szasz (1952),
Rajagopal (1958), Badiozzaman ve Thorpe (1996a, b) da (A)(C, «) toplanabilme

metodu ile ilgili calismalar yapmustir.

Pati (2005), Abel toplanabilme metodu i¢in verilen klasik Tauber tipi teoremleri

genellestirerek o >—1 olmak iizere (A)(C, @) toplanabilme metodunu i¢in yeni



Tauber tipi teoremler vermistir. Bu yeni teoremlerde « =0 igin klasik teoremlerin

gerceklendigini ispatlamigtir.

Yiizyili askin bir siiredir toplanabilme teorisi alaninda yapilan ¢alismalar giiniimiizde

de bir¢ok arastirmacinin ilgisini cekmeye devam etmektedir.

Hazirlanan bu doktora tezinde (A)(C, «) toplanabilme metodu i¢in yeni Tauber tipi
teoremlerden bahsedilmistir. Tezde ilk olarak (C, ), (C, 1), Abel ve (A)(C, «)
toplanabilme metotlar1 tanitilip, gerekli tanimlar ve notasyonlar verilmis, Tauber
teorisinin gelisiminden ve yapilan bazi klasik ¢alismalardan bahsedilmistir. Daha
sonra Pati (2005) nin bazi teoremleri verilerek, bu teoremlerin ve klasik Tauber tipi
teoremlerin bir genellestirilmesi olan yeni Tauber tipi teoremler verilmistir. Ayrica

elde edilen bu teoremlerin onceki ¢alismalarla karsilagtirilmasi yapilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde tezde kullanilacak olan tanim ve gosterimlere yer verilecek ve klasik

Tauber teorisi 0zetlenecektir.

Z a, reel sayilarin bir serisi i¢in bu ¢alisma boyunca Zan gosterimi kullanilacaktir.
n=0

D" a, serisinin kismi toplamlar dizisi

ile gosterilecektir.

Tamm 2.1.  Herhangi bir & > -1 i¢in,

ifadesinden A" iiretilirse,

I(a+n+1)
L(n+1)T(a+1)

A =

seklinde bulunur. Gamma fonksiyonunun I'(x+1)=XI'(x) 6zelliginden dolay,

Ay =1 ve Af’=(a+n)(a+2|_1)m(a+1) n>1,

elde edilir.
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olarak alindiginda n— oo iken (sg‘) dizisi | ye yakinsiyorsa, Zan serisi | ye a

mertebeden Cesaro metodu ile toplanabilir veya daha kisa olarak Zan serisi | ye

(C, o) toplanabilir denir ve > a, —1 (C, ) seklinde gosterilir.

Tanim 2.1 de o =0 alindiginda adi yakinsaklik elde edilir. Yani (C, 0) toplanabilme

metodu ile yakinsaklik birbirine esdegerdir.

Herhangi bir negatif olmayan n tamsayisi igin 7, = na, = nAs, seklinde tanimlansin.

(z,) dizisinin (C, &) ortalamas olan, (%) dizisi de (s) dizisine benzer sekilde

tanimlanir.

Tanim 2.1 de a =1 segilirse, (Sn) dizisinin aritmetik ortalamalar1 olan,

dizisi bulunur.

,.\
=
—
w
~
I

limo? 2.1)

ise (sn) dizisi | ye (C, 1) toplanabilir denir ve s —I (C,l) ile gosterilir
(Hardy, 1991).

Tanmm 2.2.

f(x)= Zax =(1-x isn, | x|<1
n=0



olsun. Eger,

lim f(x) =1 (2.2)

x—1"

ise > a, serisi | ye Abel toplanabilir denir ve kisaca Zah —1 (A) ile gosterilir
(Hardy, 1991).

Borwein (1958), S > a > -1 i¢in,

(C.a)c(c.p)

oldugunu, vyani (C,a) toplanabilmenin (C,p) toplanabilmeyi gerektirdigini

gostermistir.

Borwein (1958), ayrica a, 5 > -1 igin,
(C.a)(C.p)=(C.a+p)

oldugunu ispatlamigtir. Yani (C,a)(C,ﬁ) ile (C,a+ﬂ) toplanabilme birbirine

denktir.

Jakimovski (1952), her a > -1 i¢in a ne kadar biiyiik olursa olsun,
(C.a) C(A)

oldugunu gostermistir. Yani (C, «) toplanabilme Abel toplanabilmeyi gerektirir, fakat

bunun tersi her zaman dogru degildir.

Burada akla gelebilecek soru bu metotlarin sinifi ile adi yakinsaklik sinifi arasinda

nasil bir iliski oldugudur. Bu soruya su sekilde cevap verilebilir:



Bir sayitya yakinsak olan bir seri, aym sayiya o>0 icin (C,a) ve Abel
toplanabilirdir. Fakat (C, «) veya Abel toplanabilir olan bir serinin yakinsak olmasi
gerekmez (Hardy, 1991). (C, 1) ve Abel toplanabilir olan bir seri i¢in asagidaki 6rnek

incelenebilir.

0

Ornek 2.1. Z(—l)" serisi 1raksak bir seridir. Fakat hem (C, 1) hem de Abel

n=0

o0

toplanabilirdir. ~ Gergekten, Z:(—l)n serisinin  kismi  toplamlar  dizisi
n=0

(sn):(zn:(—l)k] olsun. O zaman (s, ) dizisi,

k=0

(82)= (kno(—l)kj - {; nGiftise

n tekise

seklinde yazilabilir ve (s,) dizisinin aritmetik ortalamasi alinirsa,

nt2 ncift ise
(o 6= 2 -0
n+1.7, 1 ]
=, n tek ise
2
olur. Buradan,

1

I @) _-

imo,”(s) 5

elde edilir. Yani Z:(—l)n serisi % ye (C, 1) toplanabilirdir. Diger taraftan, 0 <X <1

i¢in,



elde edilir. O halde ) (-1)" serisi % ye Abel toplanabilirdir.

n=0

Yukaridaki Ornekten de goriildiigii gibi (2.1) veya (2.2) limitlerini gergekleyen

serilerin sinifi yakinsak olan serilerin sinifindan daha genistir.

Buna ek olarak, (C, 1) toplanabilir olan bir dizi ayn1 noktaya Abel toplanabilirdir.
Fakat tersi dogru degildir. Asagida Abel toplanabilir olup, (C,1) toplanabilir

olmayan bir dizi, 6rnek olarak verilmistir.

o0

Ornek 2.2. > (-1)"n serisi raksak bir seridir. Bu seri Abel toplanabilirdir, fakat

n=0

(C, 1) toplanabilir degildir. Gergekten, z:(—l)n n serisinin kismi toplamlar dizisi

n=0

k=0

(sn)=[2n:(—l)k kj olsun. O zaman (s,) dizisi,

(Sn):(i(_l)k k]: _%, n Gift ise

l, n tek ise

seklinde yazilabilir, dolayisiyla (s,) dizisinin wraksak oldugu goriilebilir. Eger (s, )

dizisinin aritmetik ortalamasi alinirsa,

n ):L%kz ] ol, ngift.ise

—-=, ntekise
2

elde edilir. Buradan (a(l)(s)) dizisinin 1raksak oldugu goriiliir. Diger taraftan,

n

0<x<1 ig¢in,



oldugundan, bu esitlik terim terime tiirevlenirse,

- n 1
1 G p——
:0( ) (1+ X)2

n

bulunur. Esitligin her iki tarafi X ile ¢arpilirsa,

00

(-1)" nx" =— X
=0

(1+ x)2

n

elde edilir. O halde,

x—-1 = x—1"

L e "o = lim| — X :_l
Ilmnz_;(—l) nx" =1 ( (1+x)2] 1

bulunur. Yani Z(—l)" n serisi —% e Abel toplanabilirdir.

n=0

Yukaridaki Ornek 2.2 den de goriildiigii gibi (2.2) limitini gergekleyen serilerin sinifi

(2.1) limitini gergekleyen serilerin sinifindan daha genistir.

Bu caligmada negatif olmayan bir n tamsayisi igin, (Sn)reel bir say1 dizisi iken,
s,=0(1) gosterimi, (s,) dizisinin siurhligm ve s =o0(1) gosterimi, (s,)
dizisinin sifira yakinsamasini ayrica negatif olmayan bir H sayisi i¢in s, >—H ise

(s,) dizisinin tek tarafli smirliligini ifade edecektir.
Bir (s,) dizisi ve m>1 tamsayzs igin,

(nA)mSn = nA((nA)m—lsn) = (nA)m—l(nAsn)



olarak tanimlanir. Burada,
(nA),s, =5,
ve
(nA),s, =nAs, =n(s,—s,,)
olarak gosterilmektedir.

Abel (1826) tarafindan yapilmis olan asagidaki teoremin tersi pek ¢ok arastirmaci

icin merak konusu olmustur.

Eger Zan serisi | ye yakinsiyor ise bu seri ayni zamanda | ye Abel metodu ile

toplanabilir.

(2.1) veya (2.2) limitini gergekleyen serilerin sinifindan yakinsakliga gegis Serinin
genel terimi tizerine konulan uygun kosullar altinda miimkiindiir. Bu tiirdeki ilk
calisma A. Tauber (1897) tarafindan yapilmistir. Bu ylizden genel olarak bir
toplanabilme metodundan yakinsakligin yeniden elde edilmesi i¢in konulan kosullara
Tauber kosullar: ve bu kosullar1 igeren teoremlere de Tauber tipi teoremler denir. Bu

caligma alani glinlimiize kadar devam eden bir arastirma konusu olmustur.
Asagida Tauber teorisinin temelini olusturan 6nemli teoremler verilmektedir.

Abel toplanabilir olan bir serinin yakinsakliginin elde edildigi ilk teoremler,
Tauber (1897) tarafindan ispatlanmigtir. Bu teoremler literatiirde Tauber’in Birinci

ve Ikinci Teoremi olarak bilinir.

Teorem 2.1. (Tauber’in Birinci Teoremi) Eger Zan serisi | ye Abel toplanabilir

ve

7, =na, =0(1)



ise Zan serisi | ye yakinsaktir. (Hardy, 1991; Boos, 2000; Korevaar, 2004).

Tauber (1897), Teorem 2.1 kosulundan daha zayif bir kosul olan,

(#)[ 2

k=0
dizisinin sifira yakinsamasiyla degistirilebilecegini gostermistir.

Teorem 2.2. (Tauber’in Ikinci Teoremi) Eger > a, serisi | ye Abel toplanabilir

ve
7, =0(1)

ise Zan serisi | ye yakinsaktir. (Peyerimhoff, 1969; Powell ve Shah, 1972; Hardy,
1991; Korevaar, 2004).

Bundan sonra yapilan c¢alismalarda bir serinin Abel veya (C, «) toplanabilir
olmasindan yakinsakligin elde edilmesini saglayacak daha zayif kosullar bulmak

amaglanmistir. Hardy (1910), asagidaki 6nemli sonucu elde etmistir.

Teorem 2.3. Herhangi bir & >0 igin, eger Zan serisi | ye (C, «) toplanabilir ve

ise > a, serisi | ye yakinsaktir (Hardy, 1991).

Landau (1910), Teorem 2.3 deki kosulu H bir pozitif sabit olmak tizere 7, >—H ile

degistirerek daha genel bir teorem elde etmistir.

10



Teorem 2.4. Herhangi bir & >0 igin, eger Zan serisi | ye (C, a) toplanabilir ve

H bir pozitif sabit olmak iizere,
., >—-H

n

ise Zan serisi | ye yakinsaktir (Hardy, 1991; Korevaar, 2004).

Tauber’in Birinci Teoremi ile Teorem 2.3 iin bir genellestirilmesi Littlewood (1910)

tarafindan verilmistir.

Teorem 2.5. Eger Zan serisi | ye Abel toplanabilir ve

ise >a, serisi | ye yakinsar (Peyerimhof, 1969; Powel ve Shah, 1972;
Hardy, 1991; Korevaar, 2004).

Ayrica, Réyni (1946), 7, =0(1) kosulu yerine 7, =0O(1) alindiginda Abel

toplanabilmeden yakinsakligin elde edilemedigini ispatlamistir.

Littlewood (1911), yeterince biiyiik bir n sayisi igin,

oldugunda Abel toplanabilme ile (C, 1) toplanabilmenin denk oldugunu ispatlamistir.

Teorem 2.6. Eger Zan serisi | ye Abel toplanabilir ve

ise > a, serisi | ye (C, 1) toplanabilirdir.

11



Hardy ve Littlewood (1914), Landau (1910) nun verdigi kosul ile Abel toplanabilir
bir serinin yakinsak oldugunu gostermislerdir. Bu teorem Hardy-Littlewood Teoremi
olarak bilinir (Hardy, 1991; Korevaar, 2004).

Teorem 2.7. (Hardy-Littlewood Teoremi) Eger Zan serisi | ye Abel toplanabilir

ve H bir pozitif sabit olmak iizere,

ise Zan serisi | ye yakinsaktir.

Hardy ve Littlewood (1914), ayrica her n igin, S, >0 oldugunda Abel toplanabilme

ile (C, 1) toplanabilmenin denk oldugunu ispatlamistir.

Teorem 2.8. Eger Zan serisi | ye Abel toplanabilir ve yeterince biiyiik bir n

say1sl i¢in,

s >0

ise > a, serisi | ye (C, 1) toplanabilirdir.

Karamata (1930), yaptigi calismada Abel toplanabilme ile (C, 1) toplanabilme
metotlart arasindaki iligkiyi incelemis ve Abel toplanabilir bir serinin kismi toplamlar
dizisi iizerine kosul koyarak serinin (C, 1) toplanabilir oldugunu gostermistir. Bu

teorem Karamata 'nin Temel Teoreminin Sonucu olarak bilinir.

Teorem 2.9. (Karamata’nmin Temel Teoreminin Sonucu) Eger Zan serisi | ye

Abel toplanabilir ve H bir pozitif sabit olmak iizere,

s >—-H

n

12



ise > a, serisi | ye (C, 1) toplanabilirdir.
Szasz (1935), Teorem 2.7 yi genellestirerek asagidaki teoremi elde etmistir.

Teorem 2.10. Eger Zan serisi | ye Abel toplanabilir ve H pozitif bir sabit olmak

lizere,

ise Zan serisi | ye (C, 1) toplanabilirdir.

Schmidt (1925), bir (s,) dizisinin yavag saliimli olmasim asagidaki gibi

tanimlamistir (Hardy, 1991; Boos, 2000; Korevaar, 2004).

... n
Tamm 2.3. n>m—>o0 i¢in ——1 olmak iizere, s, —s, =0(1) saglaniyorsa (s,)
m

dizisine yavags salinimli dizi denir.

Stanojevi¢ (1998), yavas salinimli dizi tanimini daha islevsel olarak kullanabilmek

icin agagidaki gibi yeniden ifade etmistir.

Tamm 2.4.  Bir (s,) dizisi igin, [An], An nin tam kismi olmak iizere,

k

DA

j=n+1

limlimsup max =0

A1 n n+1<k<[An]

ise (s,) dizisine yavas salimmli dizi denir.

Yavas salmimli dizilerin smifi, yakinsak olan dizilerin sinifin1 kapsar. Yani her

yakinsak dizi yavas salinimlidir. Fakat tersi her zaman dogru degildir. Ornegin,

(s,)=(logn) dizisi yavas salimmldir fakat yakinsak degildir. Gergekten,

13



k k H
. j n+in+2 k j
E Alo E lo | |_:
j:n+]_ gj J =n+1 g ( j i 1 ( n n +1 k —1

olur. Buradan tanim uygulanirsa,

k [An]
nﬂ&){g . Iog( j log [TJ

elde edilir. Once N —>oo igin iist limit alinip ardindan A —1" igin limit alindiginda

tanimin saglandigi goriiliir. Ayrica yavas salimimliligin tanimindan, bir (Sn) dizisi

yavas salimmli ise As, =0(1), n— oo oldugu kolayca goriilebilir.

Klasik Tauber teorisinin temelini olusturan c¢aligmalarin ardindan yakinsakligin
yeniden elde edilebilmesi i¢in yeni araclara ihtiya¢ duyulmustur. Yukarida verilen

yavas salinimlilik tanimi bu araglardan biridir. Schmidt (1925), Littlewood (1910) un

verdigi kosulun (Sn) dizisinin yavas salinimli olmasi kosulu ile yer

degistirebilecegini gostermistir. Bu teorem Genellestirilmis Littlewood Teoremi

olarak bilinir (Hardy, 1991; Korevaar, 2004).

Teorem 2.11. (Genellestirilmis Littlewood Teoremi) Zan serisi | ye Abel

toplanabilir ve (s,) dizisi yavas salmimliise ) a, serisi yakinsaktir.

Stanojevi¢ (1999), bir Y a, serisi | ye (C, 1) toplanabilir ve (s,) dizisi Stanojevié

anlaminda yavas salinimli ise Zan serisinin | ye yakinsak oldugunu ispatlamistir.

Ayrica herhangi bir (s,) dizisi igin, H pozitif bir sabit olmak iizere, nAs, =0O(1)

ise (sn) dizisi yavas salinimli oldugu bilinmektedir (Boos, 2000).

Dik (2001), bir (s,) dizisinin yavas salimimli olmas: i¢in gerek ve yeter kosulun

(z'rll) dizisinin yavas salimimli ve smirli olmasi gerektigini géstermistir. Buradan
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yavag salimimli bir dizinin, aritmetik ortalamalarinin dizisinin de yavas salinimli

oldugu sdylenebilir.
Dik (2001), Abel toplanabilme metodu i¢in H bir pozitif sabit olmak tizere,
nNA Z'r11 >-H

ve

iZ(kA)zri >—H
n+1e

gibi baz1 Tauber tipi kosullar1 elde ederek, tamsayr mertebeli salinim davraniglarinin

genel kontrol modiilosunu tanitmistir.
2.1. (A)(C, a) Toplanabilme Metodu

(A)(C, a) toplanabilme metodu « >0 igin, Kogbetliantz (1931) ve Lord (1935)

tarafindan ve o > -1 i¢in Jakimovski (1952) tarafindan tanimlanmistir.

Tamm 2.5. 0<x<1 i¢in,

olsun. Eger,

ise D a, serisi | ye (A)(C,a) toplanabilir denir ve kisaca s, —>1 (A)(C, a)

seklinde gosterilir.
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Tanimdan kolayca goriilecegi gibi s, »1 (A)(C, ) ise s¢ —1 (A) dir. Ayrica

(A)(C, 0) toplanabilme ile Abel toplanabilme esdegerdir.

Pati (2005), (A)(C, &) toplanabilme metodu ig¢in yukarida listelenen bazi Klasik
Tauber tipi teoremleri gelistirerek yeni Tauber tipi teoremleri ispatlamis ve verdigi
sonuglarin 6zel durumlari olan bazi Klasik Tauber tipi teoremler i¢in kisa ispatlar

yapmistir.
2.2. Lemmalar

Bu boliimde, Pati (2005) nin g¢alismasinda kullandigi ve tezdeki teoremlerin

ispatlarinda faydalanilan lemmalar agagida listelenmektedir.
Kogbetliantz (1925, 1931), 7 ile s arasindaki iliskiyi vermistir.
Lemma?2.l. «>-1igin,

7o =nAsy =n(sy —s,)
dir.

Hardy (1910) ve Kogbetliantz (1931), r* dizisinin s” dizisi tiiriinden olan esitligini

vermistir.

Lemma?2.2. «>-1igin,

7ot =(a+1)(s: —s,ﬁ”l)

dir.

Lord (1935), (A)(C, a) ile (A)(C, p) arasindaki iliskiyi vermistir.
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Lemma23. f>a>-1 ig¢in,

(A)(C.a)=(A)(C.B)
dir.
2.3. Pati (2005) nin Teoremleri

Bu kisimda, Pati (2005) nin bazi teoremleri verilmektedir. Bu teoremler (A)(C, a)
toplanabilme metodundan (C, &) toplanabilme metoduna gecebilmek igin gerekli
kosullar1 igermektedir ve ayrica yukarida listelenen bazi klasik Tauber tipi

teoremlerin bir genellestirilmesidir.

Teorem 2.12. Herhangi bir >0 igin, eger Zan serisi | ye (A)(C, a) toplanabilir

ve H bir pozitif sabit olmak {izere,

r“>-H (2.3)

n

ise > a, serisi | ye (C, o) toplanabilirdir.

Ispat: Hipotezden, x —1" iken,

o0

1- x)isﬁ‘x” = Z(S,’f —s,‘jﬁl)x” —1, =0
n=0

n=0

elde edilir. Ayrica H pozitif bir sabit olmak {izere Lemma 2.1 ve (2.3) kosulundan,
n(s; —sgy)=z¢ >-H

oldugu goriiliir. Dolayisiyla, Hardy-Littlewood Teoremi’nden,

(s -st)

n=0

17



ifadesi | ye yakinsar veya ayni1 anlama gelen ve n — o iken,
s’ —1

n

bulunur. Bu da Zan serisinin | ye (C, o) toplanabilir olmas1 demektir.oo

Teorem 2.13. Herhangi bir a>-1 igin, Zan serisinin | ye (A)C, at+l)
toplanabilmesi, Zan serisinin | ye (C, a) toplanabilmesini gerektirmesi i¢in gerek

ve yeter sart,

r“ =0() (2.4)
olmasidir.
Ispat:

a) Yeterlilik. Hipotezden « >-1 igin, X — 1" iken,

a+l a+l n
(st s )x" |

n=0
elde edilir. Lemma 2.1 ve (2.4) kosulundan,
n (Sa+l _ Sa+1) — 2_az+1 -0 (1)

oldugu goriiliir. Dolayisiyla, Tauber’in Birinci Teoremi’nden n — oo iken,

a+l
Sn

— 1
bulunur. Lemma 2.2 den,

(a+1)(sy—sey) =7 =0(1)
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oldugundan dolay1 n — oo iken,
st — |

n

elde edilir. Yani Zan serisi | ye (C, o) toplanabilir bulunur.

b) Gereklilik.
a > -1 igin,
sy — 1, n—oo
oldugundan dolayz,
st — 1

elde edilir. Dolayisiyla Lemma 2.2 ile n — oo iken,

(a+1)(sy—siy)=7e =0(1)

bulunur.o

Teorem 2.14. a >0 ve £ >0 igin, eger Zan serisi | ye (A)(C, a+p) toplanabilir,
S >0

ve H bir pozitif sabit olmak iizere,

%> —H (2.5)

ise, Y a, serisi | ye (C, a+1) toplanabilirdir.
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Ispat: Her n icin, S“” >0 oldugundan, s*** nin tanimi geregi,
P ¢ n g n gereg

=3
oldugundan,
S
bulunur. Hipotezden,
st —1 (A)

oldugu goriiliir. Dolayisiyla yukaridaki iki ifade ve Teorem 2.8 ile,

st — 1 (C, 1)

n

elde edilir ki bu,

sst—1 (C.p). p>0

n

olmasina denktir. Simdi, (2.5) kosulu ve Lemma 2.1 den,

n

et =(a+1)(sy " —sey)>—H

oldugu goriilir ve Teorem 2.4 ile n — oo iken,

o+l

n —>I

S

olur ki bu beklenen sonuctur.oo

Teorem 2.13 iin bir sonucu olarak asagidaki teorem yazilabilir.
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Teorem 2.15. Eger o >0 i¢in, Zan serisi | ye (A)(C, a) toplanabilir ve
7, = o(1)
ise > a, serisi | ye (C, o) toplanabilirdir.
Pati (2005) nin teoremlerinde 6zel olarak o =0 alindiginda Abel toplanabilme

metodundan yakinsakligin elde edildigi bazi klasik Tauber teoremlerinden saglandigi

kolaylikla goriilebilir.
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3. (A)C,a) TOPLANABILME METODU IiCiN TAUBER TIiPi
TEOREMLER

Bu bélimde Pati (2005) tarafindan (A)(C, «) toplanabilme metodu igin verilen
Tauber tipi teoremler genellestirilerek yeni Tauber tipi teoremler elde edilmistir.
Teoremlerde kullanilan kosullar, (A)(C, @) toplanabilme metodundan, (C, a)
toplanabilme metodunun ve hatta yakinsakligin elde edilebildigi Tauber tipi
kosullardir. Ayrica bu boéliimde, teoremlerin ispatlarinda kullanilan ve Pati (2005)

deki lemmalarin bir genellestirilmesi olan yeni lemmalar verilecektir.
3.1. Lemmalar

Lemma3.l. «>-1igin,

NATS" =(a +1)(r,f’ - r“”)

dir.
Ispat: Lemma 2.2 den,

1
NAS” —nAs’™ =nA — ot
a+

bulunur. Buradan,

1
NAS? —NAs®™ = — nAze™

a+

elde edilir. Lemma 2.1 den,
Z_a _Ta+l — 1 nAZ_r:Hl

a+1

oldugu goriiliir.o
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Lemma3.2. «>-1igin,

n n n

(nA), 0% =(a+2)(« +1)(z'§’ —r‘”l)—(a +2)° (rﬁ”l —r‘”z)

dir.
Ispat: Lemma 3.1 de « yerine a +1 yazilirsa,
1
T:Jrl _ T[:HZ — nAz_r:HZ
a+2

elde edilir. Bu esitlikte her iki tarafin geri farki alinip, sonra her iki taraf n ile

carpilirsa,
(nA), 7% =(a+2)(nAzy ™ —nAzy?)
bulunur. Lemma 3.1 ile,
(nA), 7572 =(a+2)(a+1) (s —r5*) = (a+2) (¢ = 7572)

elde edilir.o

Lemma3.3. « >0 igin,

(nA), 7% =(a+ 3)[(04 +2)nA7" —(2a+5)NATI Y +(a +3) nAr;“S]
dir.
Ispat: Lemma 3.1 de « yerine a +1 yazilirsa,
nAze? =(a+2)(re™ —70*?)

n

elde edilir. Bu esitlikte her iki tarafin geri farki alinip, sonra n ile garpilirsa,
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(nA), 7o :(a+2)(nAr,§”1—nAr“+2) (3.1)

n n
bulunur. Lemma 3.1 de « yerine o+ 2 yazilirsa,
n n

NAZe™ = (ar+3) (s —2¢°) (3.2)

elde edilir. (3.2) esitliginin her iki tarafinin geri farki alinip, sonra her iki taraf n ile
carpilirsa,
(nA), 7o = (a+3)(nAzy? —nazy ™) (3.3)

n n

olur. Son olarak (3.3) esitliginde her iki tarafin geri farki aldindiktan sonra her iki

taraf n ile ¢arpilirsa,
(nA), 7% = (a+3)((nA)2 772 —(nA), rﬁ‘“)
elde edilir. (3.1) ve (3.3) ifadeleri yukaridaki esitlikte yerine konursa,
(nA), 757 = (a+3)[(a+ 2)nATet —(2a+5)nAT? +(a +3) nAr;”S]
bulunur.o

3.2. Teoremler

Simdi, (A)(C, a) toplanabilme metodu icin genellestirilmis olan yeni Tauber tipi

teoremler verilecektir.

Teorem 3.1. Herhangi bir & >0 i¢in, eger Zan serisi | ye (A)(C, «) toplanabilir
ve H pozitif bir sabit olmak iizere,
nAze™" > —H (3.4)

n

ise Zan serisi | ye (C, a) toplanabilirdir.
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Ispat: Hipotezden, s7 —1 (A)dir. Lemma 2.3 ten dolayr s/™ —1 (A) elde

edilir ve dolayistyla,
sy —s:t >0 (A)

n n

bulunur. Lemma 3.1 ve (3.4) kosulundan, H, pozitif bir sabit olmak iizere,

¢ -7 > —H,
elde edilir ve Lemma 2.1 den,
e~ =nA(sy -5t ) > —H, (3.5)

oldugu i¢in Hardy-Littlewood Teoremi’nden,

sy —srt =0(1)
oldugu goriiliir. Lemma 2.2 den,
et =0(1)

n

bulunur. (3.5) ifadesinden ve her yakinsak dizi sinirlt oldugu i¢in H, bir pozitif say1

olmak iizere,
o >—-H,

elde edilir. Bu son ifade ile Teorem 2.12 nin (2.3) kosulu saglanmaktadir. Boylece

ispat Teorem 2.12 nin ispat1 ile devam edilerek tamamlanir.o

(3.4) kosulu, (2.3) kosulundan daha geneldir. Bu nedenle Teorem 3.1 in,

Teorem 2.12 nin bir genellestirilmesi oldugu goriilmektedir.

Teorem 3.1 i¢in agagidaki sonug verilebilir.
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Sonug 3.1. Herhangi bir >0 igin, eger »_a, serisi | ye (A)(C, a) toplanabilir ve
nAz: " =0(1)

ise > a, serisi | ye (C, o) toplanabilirdir.

Eger Teorem 3.1 de @ =0 alinirsa Dik (2001) in asagidaki sonucu elde edilmis olur.

Sonug¢ 3.2. Bir Zan serisi | ye Abel toplanabilir ve H pozitif bir sabit olmak

uzere,
nA Trf >—H
ise > a, serisi | ye yakinsaktr.

Teorem 3.2. Herhangi bir & >0 i¢in, eger Zan serisi | ye (A)(C, ) toplanabilir

ve H pozitif bir sabit olmak tizere,

(nA), 72 > —H (3.6)

2 n

ise > a, serisi | ye (C, o) toplanabilirdir.

Ispat: Hipotezden, s —1 (A) dir. Lemma 2.3 ten dolayr s/ —1 (A) ve

n

s¢? —1 (A) elde edilir. Buradan,

sy —si ™ —>0(A) (3.7)
ve
syt -5 >0 (A) (3.8)
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bulunur. Lemma 3.2 ve (3.6) hipotezinden,

(a+2)(a +1)(r,f‘ - r‘”l) —(a+2)’ (T:+l - r‘”z) >-H (3.9)

elde edilir. Lemma 2.1 den,

“ _Z_:Jrl — nA(Sﬁ’ _Sa+l)

n n
ve

Z_o:+l _ Z_a+2 — nA(Sr‘f” _ Sa+2)

n n n

olur. (3.9) ifadesinden,

nA[(a +2)(a+1)(sy 55— (a+2)" (57" -5y )} >—H

n

bulunur. (3.7), (3.8) ifadeleri ve son esitsizlik, Hardy-Littlewood Teoremi’nde

kullanilirsa,

(a+2)(a+1)(ss —si™)—(a+2) (s¢™ —s5?)=0(1)

elde edilir. Dolayisiyla, Lemma 2.2 ile,

(a+ 2)(1"’+l - r,f‘*z) =0(1)

n
bulunur ve buradan da,

Tt =i =nA(syt - 50 ) =o(1)
elde edilir. Son esitlik ve (3.8) ifadesi ile Tauber’in Birinci Teoremi’nden,
Sa+l _ Sa+2 =0 (1)

n n

bulunur. Lemma 3.2 den,
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ret=o(1)

elde edilir. Yukaridaki son iki esitlik (3.9) ifadesinde kullanilirsa ve her yakinsak

dizinin smirl olmasindan dolayi, herhangi bir H, pozitif sabiti igin,
77 >—H,

bulunur. O halde, Teorem 2.12 nin (2.3) kosulu saglanmaktadir. Dolayisiyla

Teorem 3.2 nin ispat1 tamamlanmis olur.o

Teorem 3.2 i¢in agagidaki sonug verilebilir.

Sonug¢ 3.3. Herhangi bir « >0 i¢in, eger Zan serisi | ye (A)(C, «) toplanabilir ve
(nA), 772 =0(1)

ise Zan serisi | ye (C, o) toplanabilirdir.

Teorem 3.3. Herhangi bir & > -1 igin, eger Zan serisi | ye (A)(C, at+1)

toplanabilir ve

nAze"? =0(1) (3.10)
ise > a, serisi | ye (C, o) toplanabilirdir.

ispat: Hipotezden, s;™ —1 (A) dir. Lemma 2.3 ten dolayr s7*> —1 (A) elde

edilir. Dolayistyla,
syt -5 >0 (A) (3.11)

n n

bulunur. Lemma 3.1 ve (3.10) kosulundan,
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nA(sg™ —s¢?)=o0(1)
oldugu goriiliir. Yakinsak olan bir dizi sinirli oldugundan,
nA(sy" —ss?)=0(1)
elde edilir ki bu esitlik ve (3.11) ifadesi ile Teorem 2.5 den,
syt —sr?=0(1)

n n

bulunur. Lemma 3.2 de o yerine « +1 yazilirsa yukaridaki son ifadeden,

oldugu goriilir. Lemma 3.1 de « yerine « +1 yazilirsa, (3.10) hipotezinden,

NATY? =(a+ 2)(2"’“’1 — r‘“z) =0(1)

elde edilir. Dolayisiyla,

ot =0(1)

bulunur. Teorem 2.13 iin (2.4) kosulu saglanmaktadir. Bundan dolayr Teorem 3.3 iin

ispati tamamlanmis olur.o

(3.10) kosulunun (2.4) kosulundan daha genel oldugu agiktir. Dolayisiyla

Teorem 2.13 iin (3.11) kosulu yardimiyla Teorem 3.4 olarak gelistirilmis oldugu

sOylenebilir.

Teorem 3.4. Herhangi bir & > -1 igin, eger Zan serisi | ye (A)(C, a+1)

toplanabilir ve

(nA), 2% =o(1)

2N
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ise > a, serisi | ye (C, o) toplanabilirdir.

Ispat: Hipotezden, s:** —1 (A) dir. Lemma 2.3 ten dolayr s;"* —>1 (A) ve

s¢*® —1 (A) elde edilir. Dolaystyla,

n

syt -5 >0 (A) (3.13)
ve
572 =57 50 (A) (3.14)

bulunur. Lemma 3.2 ve (3.12) hipotezi kullanilarak,
(a+2)(a+3)(rs"—z¢?)—(a+3) (zr” —z¢"°)=0(1) (3.15)
elde edilir. Lemma 2.1 ile,
T o = nA(srf‘+1 - sg”z)
ve
7% — 1S = nA(sg 7 -5

n n n n

ifadeleri bulunur. (3.15) esitligi kullanilarak,
nA[(a +2)(a+3)(sy ™ =55 ) = (ar+3) (s - sﬁ‘”)} =0(1)
elde edilir. Bu esitlik ve (3.13), (3.14) ifadeleri ile Tauber’in Birinci Teoremi’nden,
(a+2)(a+3)(si™ —si?)—(a+3) (s —s:™*) =0(1)

n n n n

bulunur. Lemma 2.2 den,
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(a+2)(sa+l _Sa+2) _ Ta+2

n n

ve

elde edileceginden,

olmasi,
n n n n

z_oz+2 _ Ta+3 — nA(Sa+2 _ Sa+3) — 0(1)

olmasin1 gerektirir. Dolayisiyla, son esitlik ve (3.14) ifadesi ile Tauber’in Birinci

Teoremi’nden,

elde edilir. Lemma 2.2 ile,

bulunur. Lemma 2.3 ten dolay,
z_a+3 — 0(1)

n

elde edilir. Dolayisiyla (3.15) esitliginde yukaridaki son iki esitlik kullanilacak

olursa,
z7t = 0(1)

oldugu gorilir. Teorem 2.13 in (2.4) kosulu saglanmaktadir. Bu yiizden

Teorem 3.4 {in ispat1 tamamlanmis olur.o
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Teorem 3.3 ve Teorem 3.4 i¢in asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 3.4. Herhangi bir & >0 igin, eger Zan serisi | ye (A)(C, a+1) toplanabilir

ve 1<m <3 tamsayilari igin,

ise > a, serisi | ye (C, o) toplanabilirdir.
Simdi Teorem 2.14 iin bir genellestirmesi olan ve (A)(C, a+pf) toplanabilme
metodundan (C, a+1) toplanabilme metodunun elde edilebildigi yeni Tauber tipi bir

teoremi ele alalim.
Teorem 3.5. Eger, «>0 ve >0 igin Zan serisi | ye (A)(C, a+p) toplanabilir,
SF/ >0
ve
nA7e™t > —H (3.16)
ise Zan serisi | ye (C, a+1) toplanabilirdir.

Ispat: Her n igin, hipotezde S**” >0 verildiginden ve s?*” nin tanimindan
dolayt,
s >0

elde edilir. Hipotezden ayrica, Zan serisinin | ye (A)(C, a+p) toplanabilir olmasi

(s¢*) dizisinin | ye Abel toplanabilir olmas oldugu igin Teorem 2.8 ile,

n
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si” —>1(C1)
bulunur ki, bu,

sy —>1(C,5+1) (3.17)
ifadesine denktir. £+1>0 i¢in (C, S+1) = (A) oldugu igin, (3.17) ifadesinden,
sy —>1(A)
olur ve Lemma 2.3 ten,
sit =1 (A)
elde edilir. Dolayisiyla,
sy —s/ ™t —>0(A)
bulunur, Lemma 2.2 den,
7 >0 (A)
elde edilir. Bu son ifade ve (3.16) esitsizligi ile Hardy-Littlewood Teoremi’nden,
ot =0(1)

n

bulunur ki bu esitlik, (3.16) hipotezi ve Lemma 3.1 ile H, pozitif bir sabit olmak

uzere,
v >-H,

n

elde edilir. Dolayisiyla Teorem 2.14 in (2.5) kosulu saglanmis olur. Bu yiizden

Teorem 3.5 in ispat1 tamamlanmis olur.o
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Teorem 2.14 iin ikinci bir genellestirmesi asagida verilmistir.

Teorem3.6. a>0ve >0 igin, Zan serisi | ye (A)(C, a+p) toplanabilir olsun.

Eger,
S“ >0
ve
(nA)2 % > —H (3.18)

ise > a, serisi | ye (C, a+1) toplanabilirdir.

Ispat: Teorem 3.5 den,
s¢ 1 (C,A+1)

oldugunu biliyoruz. (3.17) ifadesinden dolay1 k =0,1ve 2 igin,

si 1 (A)
olmaktadir. Dolayistyla,
sy -5t —>0 (A) (3.19)
ve
syt -5 >0 (A) (3.20)

elde edilir. Lemma 3.2 ve (3.18) hipotezi ile,

(a+1)(a+2)(rs —75")—(a+2)" (rf" —75?) > —H (3.21)

n n
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bulunur, burada H bir pozitif sabittir. Lemma 2.1 de « yerine sirasiyla a+1 ve

a + 2 yazilarak,
o~ =nA(sy -5
ve
FoH a2 _ nA(Sa+1 _ Sa+2)

n n n n

elde edilir, dolayisiyla (3.21) ifadesi,

nA| (a+1)(a+2)(sy - 55 )~ (a+2) (si = 5?) | > -H (3.22)

n n n

sekline gelir. (3.19), (3.20) ifadeleri ve (3.22) esitsizligi ile Hardy-Littlewood

Teoremi’nden,

(a+1)(a+2)(s; —si™)—(a+2) (sy™—s¢?)=0(1) (3.23)

elde edilir. Lemma 2.2 de « yerine « +1 yazilarak,

(a+2)(syt—sg?) =25 (3.24)

n n n

bulunur. Lemma 2.2, (3.23) ve (3.24) esitliklerinden,

z_0(4—1 _TDH—Z — nA(SDH—l _ Sa+2) — 0(1)

elde edilir. (3.20) ve (3.22) ifadeleri ile Tauber’in Birinci Teoremi’nden,

soz+1 _ Soz+2 =0 (1)

n n

bulunur. Bu esitlik ve (3.24) esitliginden,

%% =0(1) (3.25)



elde edilir. (3.23) ifadesinden,

(a + 2)(2'0”1 — z"”z) = 0(1)

n n

bulunur ve (3.25) esitligi burada kullanilirsa,

elde edilir. Yukaridaki son esitlik ile (3.25) ifadesi, (3.21) esitsizliginde kullanilirsa

ve H, bir pozitif sabit olmak iizere,

a
o >—H,

n

elde edilir ki bulunan bu son esitsizlik Teorem 2.14 iin (2.5) kosulunu vermektedir.

Bundan dolay1 Teorem 3.6 nin ispat1 tamamlanmis olur.o

Teorem 3.7. Herhangi bir a >0 igin, eger (7, ) dizisi | ye (A)(C, a) toplanabilir ve

(nA), 75%° =0(1) (3.26)

3%n
ise (s,) dizisi (C, a) yavas salimmbidur.
Ispat: (z,) dizisinin | ye (A)(C, a) toplanabilir olmas1 z;" —1 (A) demektir.

Lemma2.3ten dolayt 7" —1(A), 7 >I1(A) ve 7°—>I1(A) d

Lemma 3.1 de o yerine sirasiyla o +1 ve o +2 yazilirsa,

a+2)(rt -1 ) =nATeT? (3.27)
( )( n n

n

a+3)(t7? =) =nAr (3.28)
( )( n n

n

elde edilir. k=1, 2ve3 i¢in 77" —1 (A) oldugu i¢in son iki esitlikten,
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nAZE? -0 (A) (3.29)

n

nAZE® -0 (A) (3.30)

n

bulunur. Lemma 3.1 de « yerine a+2 yazilip, her iki tarafin geri farki alindiktan

sonra yine her iki taraf n ile carpilirsa,

(oz+3)(nAr”‘+2 —nAr‘“S):(nA)2 7o (3.31)

bulunur. (3.29) ve (3.30) ifadeleri (3.31) esitliginde yerine konursa,

(nA), 22 0 (A)

elde edilir. Bu ifade ve (3.26) esitligi ile Tauber’in Birinci Teoremi’nden,

(nA), 7% =0(1) (3.32)

n

elde edilir. Benzer sekilde (3.30) ve (3.32) ifadeleri ile Tauber’in Birinci

Teoremi’nden,

nAze " =0(1) (3.33)

esitligi bulunur. Bu isleme devam edersek z;"° —1 (A) oldugundan ve (3.33)

n

esitliginden dolay1,

a+3
n

e | (3.34)

bulunur. (3.32) ve (3.33) ifadeleri, (3.31) esitliginde yerine konursa,
nAze"? =0(1) (3.35)
elde edilir. (3.33) ve (3.34) ifadeleri (3.28) esitliginde yerine konursa,

a+2

7 |

n
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olmas1 saglanir. Bu ifade ve (3.35) esitligi, (3.27) esitliginde yerine konursa,
et (3.36)
bulunur. (3.26), (3.33) ve (3.35) bilgileri Lemma 3.3 te yerlestirilirse,
nAzs™* =0(1)

n

elde edilir. Bu esitlik ve (3.36) ifadesi Lemma 3.1 de yerine yerlestirildiginde,
. —> |
olur. Lemma 2.1 den,

nAs; — |

bulunur. Bu son ifade ile nAsy =O(1) oldugu goriiliir ki Boos (2000) den de (s,)

dizisinin (C, &) yavas salinimli olmasi elde edilir. Buradan da ispat biter.o

Teorem 3.8. Herhangi bir >0 igin, eger Zan serisi | ye (A)(C, a) toplanabilir

ve H bir pozitif sabit iken,

(nA), 72 > —H (3.37)

3%n

ise Zan serisi | ye (C, o) toplanabilirdir.

Ispat: Hipotezden, s —I(A) dir. Lemma 23 ten, s —I(A),

n

si? —>1(A) ve s¢° —>1(A) elde edilir. Dolayisiyla, Lemma 2.2 de o yerine

n

sirastyla o +1 ve o+ 2 yazilirsa,

(a+2)(se =) =25

n n n
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n n

(a+3)(S:+2 _Sa+3) _ Ta+3

elde edilir. Lemma 2.2 ve son iki esitlikte k =0,1,2ve3 i¢in s?*™* —1 (A) bilgileri

kullanilirsa,

7% 50 (A) (3.38)
742 50 (A) (3.39)
7% >0 (A) (3.40)
bulunur ve Lemma 3.1 ile de,
(a+2)(z5 =757 )=nAry? (3.41)
(a+3)(ze? —z%) =nAry? (3.42)

elde edilir. Dolayisiyla (3.38), (3.39) ve (3.40) ifadelerinden,

nAze? 0 (A) (3.43)

n

nAzE? 50 (A) (3.44)

n

Lemma 3.1 de o yerine a+2 yazilip, her iki tarafin geri farki alindiktan sonra da

her iki taraf n ile carpilirsa,

(a+ 3)(nAr”‘+2 - nAr“”) =(na), 7" (3.45)

n n n

olur. (3.43) ve (3.44) ifadeleri (3.45) esitliginde kullanilirsa,

(nA), 22 0 (A)

n
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bulunur. Bu ifade ve (3.37) hipotezi ile Hardy-Littlewood Teoremi’nden,

(na), 2 =o(1)

elde edilir. (3.44) ve (3.46) ifadeleri ile Tauber’in Birinci Teoremi’nden,

nAze " =0(1)

n

olur. (3.46) ve (3.47) ifadeleri (3.45) esitliginde kullanirsa,

nA7e? =0(1)

olur. (3.47) ve (3.49) ifadeleri (3.42) esitliginde kullanilirsa,

%% =0 (1)

n

elde edilir. (3.48) ve (3.50) ifadeleri (3.41) esitliginde kullanilirsa,
ot =nAst ™ =0(1)

bulunur. s¢** —s (A)ve (3.51) ifadesi ile Tauber’in Birinci Teoremi’nden,

n

a+l
Sn

—1

olur. (3.51) ve (3.52) ifadeleri Lemma 2.2 de kullanilirsa,

sy — 1

elde edilir ki bu da ispat1 bitirir.o
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Teorem 3.8 i¢in agagidaki sonug verilebilir.

Sonug 3.5. Herhangi bir « >0 igin, eger Zan serisi | ye (A)(C, a) toplanabilir ve
(nA), 77 =0o(1)

ise Zan serisi | ye (C, o) toplanabilirdir.

Teorem 3.9. Herhangi bir >0 igin, eger Zan serisi | ye (A)(C, a+l)
toplanabilir ve
(nA), 75%° =0(1)

3°Nn

ise > a, serisi | ye (C, o) toplanabilirdir.

Ispat: Hipotezden, s‘* —1 (A) elde edilir. Lemma 23 ten dolay,

si? =1 (A), s7° =1 (A) ve s7** > 1 (A) bulunur. Dolaysiyla,

Sa+l _ S0(+2 N O (A)

n n

olur. Lemma 2.2 de o yerine sirasiyla o +1, o +2 ve a+3 yazilirsa,

(a + 2)(Sa+l _ Sa+2) — Ta+2
n

n n

a+3)(si? -7 ) =7
(er+3)( )

n n n
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(a+4)(sy®—se) =z

elde edilir k=123 ve 4 icin s** -l (A) oldugundan, yukaridaki son

n

esitliklerden,
e 50 (A)

%% 50 (A)

n

7% 50 (A)

n

bulunur. Lemma 3.1 de yukaridaki sekilde benzer islemler yapilirsa,

(a+3)(ze? =) =nAry? (3.53)
(a+4)(e5® -0 ) =nAzg (3.54)

elde edilir ve k =2,3ve 4 igin 7% -0 (A) oldugundan,

nAzE? -0 (A) (3.55)

n

nAzé** -0 (A) (3.56)

n

olur. (3.54) esitliginde her iki tarafin geri farki alindiktan sonra, her iki taraf n ile

carpilirsa,
(a+ 4)(nAT:+3 - nAT:M) =(nA), 77+

esitligi elde edilir. Son esitlikte (3.55) ve (3.56) ifadeleri kullanilirsa,

(nA), 2 -0 (A) (3.57)

n

bulunur.
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Hipotezde (nA), z7** =0(1) ve a < f i¢in (C,a) =(C, B) oldugu igin,

(nA), 7" =o(1) (3.58)
elde edilir. (3.57) ifadesi ve (3.58) esitligi ile Tauber'in Birinci Teoremi’nden,

(nA), 70 =0(1) (3.59)

olmasi saglanir. (3.56) ifadesi ve (3.59) esitligi ile Tauber'in Birinci Teoremi’nden,

nAz™ =0(1) (3.60)

bulunur, bu sekilde benzer isleme devam edilerek, 7™ —0 (A) ve (3.60) ifadeleri

n

ile Tauber'in Birinci Teoremi’nden,

elde edilir. Bu esitlik ve (3.60) ifadesi, (3.54) esitliginde kullanilirsa,
7 =0(1) (3.61)
bulunur. (3.54) esitliginin her iki tarafinin nA si1 alinirsa,

(a+4)(nAr“+3 —nAz-‘”“):(nA)2 7ot (3.62)

olur. (3.59) ve (3.60) ifadeleri, (3.62) esitliginde kullanilirsa,
nAze " =0(1) (3.63)
elde edilir. (3.62) esitliginde her iki tarafin NA s1 alinirsa,
(a+ 4)((nA)2 77 —(nA), r,f’”) =(nA), 75

ortaya ¢ikar. (3.59) ve (3.58) ifadeleri, son esitlikte kullanilirsa,
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(nA), 77 =o(1) (3.64)
bulunur. (3.61) ve (3.63) ifadeleri, (3.53) esitliginde kullanilirsa,
742 o (1) (3.65)
elde edilir. (3.53) esitliginde her iki tarafin nA s1 alinirsa,

(a+3)(nArrﬁ”2 - nAr‘”?’) =(na), 77"

bulunur. (3.63) ve (3.64) ifadeleri yukaridaki son esitlikte kullanilirsa,
nAze"? =0(1) (3.66)
elde edilir. Lemma 3.1 de o yerine a+1 yazilirsa,

a+2)(r" =47 ) =nAret?
(a+2)(z, )=naz;

n

bulunur. Bu esitlikte (3.65) ve (3.66) ifadeleri kullanilirsa,
o =0(1) (3.67)
olur. Lemma 2.1 den,

nAs; ™ =o0(1)

n

bulunur. s?+1—1 (A) ve nAs;™=o0(1) ifadeleri ile Tauberin Birinci

n

Teoremi’nden,

@il | (3.68)

n

S

elde edilir. Son olarak (3.67) ve (3.68) ifadeleri Lemma 2.2 de kullanilirsa,
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bulunur, bu da teoremin ispatin1 bitirir.o

Teorem 3.9 i¢in asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 3.6. Herhangi bir & >0 igin, eger Zan serisi | ye (A)(C, a+1) toplanabilir

ve 0<m< 3 tamsayisi i¢in,

(nA) 7™ =0(1)

ise Zan serisi | ye (C, o) toplanabilirdir.

Teorem 3.10. Herhangi bir >0 igin, eger Zan serisi | ye (A)(C, a) toplanabilir

ve
(na),z: =o(1) (3.69)
ise Zan serisi | ye yakinsar.

Ispat: Hipotezden, s? —1 (A) dir. Lemma 2.3 ile s?™ -1 (A), si? > 1 (A)

a+3
n

ve s7° —1 (A)dir. Dolayisiyla Lemma 2.2 ile,

(0( + 2)(S:+l _ sa+2) Ta+2

n n

(a+3)(sa+2 _Sa+3) _ Ta+3

n n n

elde edilir. k=1,2 ve 3 igin sy —1 (A) oldugundan Lemma 2.2 ve yukaridaki iki

esitlikten,

" >0 (A)

n
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4% >0 (A)

773 50 (A) (3.70)

bulunur. Lemma 3.1 de yukaridaki sekilde benzer islemler yapilirsa,

(a+2)(z5 ™t —75?)=nAry? (3.71)
(a+3)(ry? - =nAry™ (3.72)

elde edilir. k=12 ve 3 igin 77" —1(A) oldugundan (3.71) ve (3.72)

n

esitliklerinden,

Az 50 (A) (3.73)

n

nAzE* 0 (A) (3.74)

n

bulunur. Lemma 3.1 de o yerine a+2 yazilip, her iki tarafin geri farkini aldiktan

sonra her iki taraf n ile ¢arpilirsa,
(a+3)(nAzy? —nAz?) =(nA), 5 (3.75)
olur. (3.73) ve (3.74) ifadeleri, (3.75) esitliginde kullanilirsa,
(nA),77° >0 (A)
bulunur. Bu ifade ve (3.69) esitligi ile Tauber'in Birinci Teoremi’nden,
(nA), 77 =0(1) (3.76)
bulunur. (3.74) ifadesi ve (3.76) esitligi ile Tauber'in Birinci Teoremi’nden,
nA7 =0(1) 3.77)

n
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olur. (3.76) ve (3.77) ifadeleri, (3.75) esitliginde kullanilirsa,

nA7e? =0(1) (3.78)

%% = 0(1) (3.79)
olur. (3.78) ve (3.79) ifadeleri, (3.71) esitliginde kullanilirsa,

e =nAst ™ =0(1) (3.80)
elde edilir. s7™ —1 (A) ve (3.80) esitligi ile Tauber'in Birinci Teoremi’nden,

a+l
n

s (3.81)

bulunur. (3.80) ve (3.81) ifadeleri Lemma 2.2 de kullanilirsa,

elde edilir ki buradan da,
s, > (A)

oldugu goriiliir. Lemma 2.3 ile, s} —>1 (A), si—>1(A) ve si —1 (A) elde edilir.

Dolayisiyla Lemma 2.2 de o yerine sirasiyla 0, 1, 2 ve 3 yazilirsa,

(s,—st)=11 (3.82)



w
—
w

N
|
wn

w
SN~——"
I
(\‘
w

esitlikleri bulunur. k=0,1,2 ve 3 igin s —I (A) oldugundan yukaridaki son

esitliklerden,
7, >0 (A)
i —0 (A)
s >0 (A) (3.83)
elde edilir. Lemma 3.1 de yukaridaki sekilde benzer islemler yapilirsa,
2 —77)=nAz} (3.84)
3(75 —rﬁ): NAT’ (3.85)
olur. k=1,2ve 3 i¢in r,‘]‘ -0 (A) oldugundan, yukaridaki son esitliklerden,
nAz? >0 (A) (3.86)
nAz’ —0 (A) (3.87)

elde edilir. Lemma 3.1 de o yerine 2 yazilip, her iki tarafin geri farki alindiktan

sonra her iki taraf n ile ¢arpilirsa,
3(nAzZ —nAz])=(nA), 73 (3.88)

bulunur. (3.86) ve (3.87) ifadeleri, (3.88) esitliginde kullanilirsa,
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(nA),z; -0 (A)
olur. Bu ifade ve (3.69) esitligi ile Tauber'in Birinci Teoremi’nden,
(nA), 77 =0(1) (3.89)
elde edilir. (3.87) ifadesi ve (3.89) esitligi ile Tauber'in Birinci Teoremi’nden,
nAz. =0(1) (3.90)
bulunur. (3.89) ve (3.90) ifadeleri, (3.88) esitliginde kullanilirsa,
nAz =0(1) (3.91)

elde edilir. (3.83) ifadesi ve (3.90) esitligi ile Tauber'in Birinci Teoremi’nden,

7, =nAs; =0(1) (3.92)
elde edilir. s; —1 (A) ve (3.92) esitligi ile Tauber'in Birinci Teoremi’nden,
st (3.93)

olur. (3.92) ve (3.93) ifadeleri, (3.82) esitliginde kullanilirsa,

=

n
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elde edilir ki bu da teoremin ispatini bitirir.o

Teorem 3.10 i¢in asagidaki sonug yazilabilir.

Sonug 3.7. Herhangi bir a >0 i¢in, eger Zan serisi | ye (A)(C, a) toplanabilir ve

0 <m <3 tamsayilari igin,
(na), 7' =o(1)
ise Zan serisi | ye yakinsaktir.

Bu boliimdeki teoremlerde, « =0 alinirsa Abel toplanabilme metodundan
yakinsaklik elde edilir. Boylece bu teoremlerin, ikinci boliimde verilen bazi klasik

Tauber teoremlerinden daha genel oldugu kolaylikla goriilebilir.
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4.  (A)(C,a) TOPLANABILME METODU ICiN GENELLESTIRILMIS
BiR TAUBER TiPi TEOREM

Ikinci béliimde aciklandigi gibi Pati (2005) o >0 icin Zan serisinin | ye
(A)(C, a+l) toplanabilir olmasindan Zan serisinin | ye (C, a) toplanabilir olmasini

saglayacak gerek ve yeter kosul olan 77 = 0(1) kosulunu vermistir. Bu teoremden,

Teorem 2.15 kolaylikla goriilebilir. Ugiincii boliimde ise (A)(C, o) toplanabilir olan
herhangi bir serinin (C, ) toplanabilir veya yakinsak olmasi igin gerek kosullar
verilmis ve bu kosullar ile Pati (2005) nin teoremleri genellestirilmistir.

Teoremlerden elde edilen sonuglardan goriilebilir ki m=1,2ve 3 tamsayilar i¢in

(nA) 77" =0(1) esitligi kosul olarak kullanilmustur.

n

Bu boliimdeki amag, ikinci ve tigiincii boliimdeki (A)(C, «) toplanabilme metodu igin
verilen bazi Tauber tipi teoremlerin bir genellemesi olan asagidaki teoremin ispatini

vermektir.

Teorem 4.1. Herhangi bir >0 igin, eger Zan serisi | ye (A)(C, a) toplanabilir

ve negatif olmayan bir m tamsayisi igin,

(nA) 77" =0(1) 4.1)

ise Zan serisi | ye (C, o) toplanabilirdir.

Bu teoremin ispatinda kullanilmak iizere asagida ispatlar1 ile verilen iki lemmaya

ithtiyag vardir.

Lemma4.l. «>-1olsun, m>2 tamsayisi igin,

J:l
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dir. Burada,

m

al(@)=T](a+k)| 3 (a+t)(a+t,).(a+t,,)

k=j+1 ISt Gt <m

r<s=t, <tg

dir. Asagidaki lemma ise Lemma 4.1. de kullanilacaktir.

Lemma4.2. j=12,3,..., m olmak iizere,

(a+ ) AT (@+)+(a+ j+1) AV (a+1) = AV ()
dir.
4.1. Lemma 4.2 nin Ispat1

Yukaridaki esitligi ispatlamak i¢in esitligin sol tarafindan harakete baslanip sag taraf
elde edilmeye ¢alisilacaktir. Bunun i¢in ilk dnce Lemma 4.1. de verilen AT@ (a) nin

tanimindan yararlanilacaktir.

(a+ ) AV (a+1)+(a+ j+1) AV (a+1)
=(a+ j)[a“‘z) (a+1)+al™ (a +1)}

m

+(a+] +1)[afnj’l) (a+1)+al) (a +1)}

elde edilir. Burada Lemma 4.1 deki a!)) (o) nin esiti yazilirsa, yukaridaki esitlik,
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m

(a+ ) [] (a+1+k) > (a+l+t1)(a+1+t2)...(a+1+tj73)

K=j-1 j-1<t bty g <m
r<s=t, <tg
m
+Ha+ DN[[(a+1+k)| > (a+1+t1)(a+1+t2)...(a+1+tj72)
i
+(a+1+j) . (a+1+k) > (a+1+tl)(a+1+t2)...(a+1+tj_2)
St
+(a+1+j) ﬁ (a+1+k) > (a+1+t1)(a+1+t2)...(a+1+tH)
k=j+1 JHISt bt <m
r<s=t, <tg

sekline gelir.Yukaridaki ¢carpim ifadelerinde indis degisikligi yapilirsa,

m+1
(a+j)H(a+k) . Z (a+t1)(a+t2)...(a+tj_3)
k=j <ttty g<m+l
r<s=t, <t
m+1
+a+ ) [ (a+k) 3 > l(05+t1)(05+t2)...(05+tj_2)
k=j+1 ISt bt <m
J r<s=t, <ty
m+1
+(a+1+j) [ ] (a+k) > (a+t)(a+t). (a+t,)
k=j+1 ISt Gt <mel
r<s=t <ty
m+1
+(a+1+j) [T (a+k) > (a+t1)(a+t2)...(a+tj_1)
k=j+2 jr2st byt <m+l
r<s=t, <ty

elde edilir. Burada gerekli islemler asagidaki gibi yapilirsa,
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m+1

(a+)[[(a+k) > (oc+t1)(a+t2)...(a+tj_3)

k=j j<t.ty, ot g<m+l
r<s=t, <tg
m+1
+ [(a+k) > (a+t1)(a+t2)...(a+tj_2)
k=j ISt ot <med
r<s=t, <t
m+1
+(a+1+ ) [ (@ +k) > (a+t1)(a+t2)...(a+tj72)
=j+ JHISt b Hgm+l
o Tl
m+1
+]] (a+k) > (a+t1)(a+t2)...(a+tjfl)
k=j+1 Jr2st byt <mel
r<s=t <tg
oldugu goriiliir. Islemlere devam edilirse,
m+1
[T(e+k)|[(a+i)y > 1(a+tl)(a+t2)...(a+tj_3)
k=j j<t o g <me

r<s=t, <t

n Z (a+t1)(a+t2)...(a+tj_2)

JHISt Gt <ML

r<s=t <tg
m+1
+] ] (a+k)| (a+1+]) > (a+t1)(a+t2)...(a+tj_2)
k=j+1 JHY bt o <ma
r<s=t, <ty

+ Z (a+tl)(a+t2)...(a+tj_l)

jast by, .t <m+l

r<s=t <ty
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m+1

=[J(e+k) > (a+t1)(a+t2)...(a+tj_2)

k=j jStty .t psm+l

r<s=t, <tg

m+1

+H(a+k) Z (a+t1)(a+t2)...(a+tH)

k=j+1 JHISt b Lt <mL

r<s=t <t

bulunur. ar(nj)(a) nin Lemma 4.1. deki tanimina bakilirsa, yukaridaki son esitligin

sag tarafinin,
all) (a)+alld ()
ifadesine esit oldugu goriiliir ki bu da yine Lemma 4.1. deki tanimlamadan,
(J+)1 ( a)
ifadesine esittir. Dolayisiyla,
(a+§)AVY (a+1)+(a+ j+1) AV (a+1) =AY (a)
elde edilir ki, buradan Lemma 4.2. nin ispati tamamlanmis olur.o
4.2. Lemma4.1in ispati

Bu Lemmanin ispatinda tiimevarim ydntemi kullanilacaktir.

m =2 i¢in esitlikler kullanilirsa,
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n n

= (a;J (a)+q (a)) nAZ(* —(aé (a)+a? (a))nAz_(a+2)

2 2
= nAz'r(f”l)H(a +k)- nAz'(mz)H(a +k)

n

oldugundan dolay1r Lemma 2.2 den de goriilebilir ki bu esitlik dogrudur.

m=p i¢in,

p . . .
(nA) 2" =3 (-1)"" AP (a)nazl™) (4.2)

n

esitliginin dogru oldugu kabul edilsin.

m= p+1 i¢in,

P ; .
(), = ()" AL

p+1
j=1

(a)nAT[E‘”j)

esitliginin dogru oldugunu gosterilmesi gerekir. Bunun igin (4.2) esitliginin her iki

tarafinin geri farki alinip yine her iki tarafi n ile garpilirsa,

p . . .
(nd), .o =2 (-1 AY (@) (na), 7

j=L

oldugu goriiliir. Yukaridaki son esitlikte « yerine a+1 yazilir ve gerekli islemler

yapilirsa,
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(nA) Z_(a+1+p) _

p+l N

( 1)J+1A(J)(a+1)( ) z_r(1a:+1+j)
(- 1)J+1A(J)(a+1){(a+l+ j)(nArﬁ“”)—nAz’gmm))}

Il
M= EMv EMv

1
aN

(-1 (a+1+ ) AV (e +1)nazle)

p . )
—Z Ha+1+ ) AV (@ +2)naglet)

=

= (-1*(a +2)AY (e +1)nA T;”l)
p .
+Z Yo+ ) AV (a+ 1Azl

p-L1

—Z a+1+ i)A; ’)(a +1)nAz, (a1 ])
(D" (a+ p+1) A p)(04+1) n‘”“p)
= (@ +2) A (@ +Dnazl*™

p . . .
(1) (a+1+ j) AV (a+1)nacl™)

j=2
P . . .
—Z(—l)J (a+ j).AéH) (a+1) nAz\“)
j=2
~(-0)"" (a+ p+1) AP (@ +1)nagle )

a)nAzle +Zp: “1[ (a+j)AV Y (a+1)
p

j=2

=AY

p+l
+(a+1+ j) AV (a +1)] nAz!*)
+(=1)P AP (@) nagl

p+1

bulunur. Son esitlikte Lemma 4.2. kullanilirsa,

:(_1)1+1 A(l) a+1 +i J+1 )nAz_r(]oH—j)

p+l p+1
J:

( _1 (p+1)+1 p+1 ( )nATr(]a+p+1)

p+1

_ P+l(_1)j+l .Ar()i)l (a)nAT(aﬂ) (nA) z_(o:+p+1)

p+1 "N
j=L
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elde edilir ki, bu sonug ile Lemma 4.1 in ispati tamamlanmis olur.o

4.3. Teorem 4.1 in Ispati

Hipotezden, s’ —I (A) dir. Lemma 23 ile, s

s:™ —1 (A) elde edilir. Dolayisiyla,

n

(sv—s¢) >0 (A)

n

(S:ﬂ _Sa+2) -0 (A)

n

(S;ﬂ-m—l _ Sr(]x+m) 0 (A)

bulunur. Lemma 2.2 ile,

(a+2)(sa+l _Sa+2) =7

n n

a+m-1
n

(a+m)(s s:°™)

n

bulunur. Lemma 2.2 ve bu esitliklerden,

M 50 (A)

n
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oldugu ortaya ¢ikar. Lemma 3.1 de « yerine a +1 yazilirsa,

(a+ 2)(2}?”1 - z"”z) =nAT?

n n

elde edilir. Yukaridaki son esitlikte (4.3) ve (4.4) ifadeleri kullanilirsa,

nAZS? -0 (A)

n

bulunur. Lemma 3.1 de « yerine a +2 yazilirsa,

n

(a+3)(rﬁ‘+2 —2'0”3) =nA7"

elde edilir. (4.5) ifadesinde m=3 alinarak (4.4) ile birlikte yukaridaki son esitlikte
kullanilirsa,

NATS 50 (A)

n

olur. Bu sekilde devam edilirse Lemma 3.1 de o yerine @+ m yazildiginda,

a+m

(a+m)(r =NATZS

a+m-1 a+m
n 7y )

elde edilir. Burada da (4.3) ile (4.5) ifadeleri arasindaki bilgiler kullanilirsa,

nAz¢™ -0 (A)

n

bulunur. Lemma 4.1. de  yerine a+1 ve m yerine de m—1 yazilirsa,

m-1

(nA)W1 77" = Z:(—l)j+l .Anj;fl (0{ +l) nAz'rf‘”J'l

=1

= AL  (a+1)nAre? = A2 (a+1)nAze P+ o+ (<L) AT (a+1)nAe ™

n n

elde edilir. Bu son esitlikte j=2,3,..., m i¢cin nAz*"1 —0 (A) oldugundan dolay,

n

(nA), 7™ -0 (A) (4.6)

m-1 "N
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bulunur. (4.1) ve (4.6) ifadeleri, Tauber'in Birinci Teoremi’nde kullanilirsa,

(na), =" =0(1) (4.7)
elde edilir. Lemma 3.1 ile,
(a+ m)((nA)m_1 ™ —(nA) T:““) =(na) 7o (4.8)

esitligi bulunur. (4.1) ve (4.7) ifadeleri, (4.8) esitliginde kullanilirsa,

(nA) 7™ =0(1) (4.9)

m-1 "N

elde edilir. Lemma 4.1. de « yerine ¢ +1 ve m yerine de m—2 yazilirsa,

m-2

(na), ,zem =Y (-1)" Al (a+1)narg
i1
-1

— AL (a+)nAn - AL (D) nAr e (1) A (a4 A

n

elde edilir. Bu son esitlikte j=2,3,...,(m-1) i¢in nAzy"" —0 (A)oldugundan

n

dolayi,

(nA) 7™ 50 (A) (4.10)

m-2 N
bulunur. (4.9) ve (4.10) ifadeleri, Tauber'in Birinci Teoremi’nde kullanilirsa,
(nA) o™ =0(1) (4.11)
elde edilir. Lemma 3.1 ile,

(a+m=1)((nA), 7™ =(nA), 7™ ) =(nA), 7o

m-2 "N m-2 N m-1 N
oldugu goriiliir. Bu esitlikte (4.9) ve (4.11) ifadeleri kullanilirsa,

(nA) 5™ =0(1)

m-2 N

60



bulunur. Bu islemlere devam edilirse,

nAzs " =0(1) (4.12)

et =0(1) (4.13)

e =0(1) (4.14)
oldugu goriiliir. (4.14) ifadesi, Lemma 2.1 de kullanilirsa,
nAs; =o(1) (4.15)

bulunur. Varsayimdan s —1 (A) oldugundan ve (4.15) esitligi ile Tauber’in

Birinci Teoremi’nden,
o
sy — |

elde edilir ki bu teoremin ispatin1 bitirir.o

(4.1) kosulunda « =0 alinirsa Teorem 4.1 i¢in asagidaki sonug verilebilir.

Sonug¢ 4.1.  Herhangi bir « >0 igin, eger Zan serisi | ye (A)(C, a) toplanabilir

ve negatif olmayan bir m tamsayisi igin,
(nA), 7' =o(1)

ise Zan serisi | ye yakinsaktir.
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5.  SONUCLAR

Tezin 3. boliimiinde, Pati (2005) te verilen teoremlerin genellestirmesi olan teoremler
incelenerek yeni sonuglar elde edildigi goriilmiistiir. Yeni sonug¢ olarak elde edilen
Teorem 3.1, Teorem 3.2 ve Teorem 3.8, Teorem 2.12 nin; Teorem 3.3, Teorem 3.4
ve Teorem 3.9, Teorem 2.13 iin; Teorem 3.5 ve Teorem 3.6 ise Teorem 2.14 {in bir

genellestirmesidir. Teorem 3.7, serinin kendisinin degil, (rn) dizisinin | ye

(A)(C, a) toplanabilir olmasi durumunun incelenmesiyle ortaya ¢ikmustir.
Teorem 3.10 ise (A)(C, a) toplanabilme metodundan, yakinsakligin elde edilmesi

icin gerekli kosullarin arastirilmasiyla bulunmustur.

Tezin 4. boélimiinde, yeni sonu¢ olarak, Teorem 4.1 verilmistir ki bu teorem,
Teorem 2.15, Sonug 3.1, Sonug 3.3, Sonug 3.5 in bir genellestirmesidir. Sonug 4.1 ile
de Teorem 4.1 in, Teorem 3.10 un bir genellestirmesi oldugu goriliir. Bunlara ek
olarak Teorem 4.1 de 6zel olarak ¢ =0 ve m=0 segilirse, bu teoremin Tauber’in
Birinci Teoremi’nin aynist oldugu goriilebilir. Ayrica ispatlar yapilirken kullanilan
Lemma 3.1, Lemma 3.2, Lemma 3.3, Lemma 4.1 ve Lemma 4.2 bu ¢alismada elde

edilmistir.
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