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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

OLASILIKSAL 2-NORMLU UZAYLARDA BAZI YAKINSAKLIK

T·IPLER·I

Mualla Birgül HUBAN

Süleyman Demirel Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Doç. Dr. Mehmet GÜRDAL

Bu çal¬̧smada ilk olarak konunun tarihsel geli̧simi, literatür özeti ve konunun

amac¬ifade edilmi̧stir. ·Ikinci olarak olas¬l¬ksal normlu uzaylar, istatistiksel yak¬n-

sakl¬k ve ideal yak¬nsakl¬k teorileri ile beraber 2-normlu uzaylar ve rassal 2-

normlu uzaylar teorileri ile ili̧skili baz¬ temel kavramlara ve sonuçlara yer ve-

rilmi̧stir. Üçüncü olarak rassal 2-normlu uzaylarda çift indisli dizilerin I ve I�-

yak¬nsakl¬k kavramlar¬ile I-Cauchy kavramlar¬ve bunlara ili̧skin baz¬sonuçlar

verilmi̧stir. Son olarak, rassal 2-normlu uzaylarda limit noktalar¬ve I-y¬¼g¬lma

noktalar¬aras¬ndaki ba¼g¬nt¬lar incelenmi̧s ve baz¬sonuçlar verilmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: Olas¬l¬ksal 2-normlu uzay, rassal 2-normlu uzay, F -topoloji,

istatistiksel yak¬nsakl¬k, ideal yak¬nsakl¬k, I ve I�-çift indisli Cauchy dizileri, I

ve I�-yak¬nsakl¬k, I-limit ve I-y¬¼g¬lma noktalar¬

2012, 42 sayfa
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M.Sc. Thesis
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In the �rst section, the aim of the topic is presented following the brief information

on how the topic has evolved diachronically and the relevant literature review. In

the second section, with probabilistic normed spaces, theories of statistical and

ideal convergent, some basic principles and results of the theories of 2-normed

spaces and random 2-normed spaces are given. In the third section, I and I�-

convergents of double sequence in RTN are given. I-Cauchy and some results of

this notation are presented. In the last section, the relation between I-limit and

I-cluster points is given and some results are presented.
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S·IMGELER D·IZ·IN·I

N : Do¼gal say¬lar kümesi

R : Reel say¬lar kümesi

D : Da¼g¬l¬m fonksiyonlar¬n¬n kümesi

D+ : Uzakl¬k da¼g¬l¬m fonksiyonu

Ha : Birim basamak fonksiyonu

� : Üçgen norm

� : Üçgen fonksiyon

� (E) : E kümesinin yo¼gunlu¼gu

st� limxn : x dizisinin istatistiksel limiti

I : Pozitif tamsay¬lar¬n alt kümelerinin ideali

F (I) : Pozitif tamsay¬lar¬n alt kümelerinin süzgeci

k:; :k : 2-normlu uzay

(X;F; �) : Olas¬l¬ksal 2-normlu uzay (PNS)

(X;F; �) : Rassal 2-normlu uzay (RTN)

N� ("; �) : � n¬n ("; �) komşuluklar sistemi

AP : Sonlu toplamsall¬k özelli¼gi

L2x : RTN uzay¬nda x dizisinin limit noktalar¬kümesi

�2x : RTN uzay¬nda x dizisinin istatistiksel limit noktalar¬kümesi

�2x : RTN uzay¬nda x dizisinin istatistiksel y¬¼g¬lma noktalar¬kümesi

I (�2x) : RTN uzay¬nda x dizisinin I-limit noktalar¬

I (�2x) : RTN uzay¬nda x dizisinin I-y¬¼g¬lma noktalar¬
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1: G·IR·IŞ

Başvurulan bilimsel çal¬̧smalarda s¬kça kaŗs¬laş¬lan belirsizliklerden baz¬lar¬uzak-

l¬k, uzunluk, konum, vb kavramlara ili̧skin olarak ortaya ç¬kmaktad¬r. Dolay¬s¬yla

bu tip belirsizliklerin geometrik olarak modellenmesi gerekmektedir. Bunu gerçek-

leştiren araçlardan biri olas¬l¬ksal metrik uzaylar teorisidir. Olas¬l¬ksal metrik

uzay kavram¬ilk olarak klasik metrik uzaylar¬n bir genellemesi olacak şekilde, "is-

tatistiksel metrik uzay" ad¬alt¬nda Menger taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧st¬r (Menger,

1942). Olas¬l¬ksal metrik uzaylar teorisinde uzakl¬k ölçümü belirsiz bir say¬olarak

düşünülüp istatistiksel (olas¬l¬ksal) olarak ele al¬n¬r. Böylelikle, p ve q gibi iki

nokta aras¬ndaki uzakl¬¼g¬, bir reel say¬ile belirtmek yerine bir Fpq da¼g¬l¬m fonksi-

yonu ile belirtmek gerekti¼gi düşünülür ve herhangi bir pozitif x de¼geri için Fpq (x)

de¼geri, " p ile q aras¬ndaki uzakl¬¼g¬n x den küçük olma olas¬l¬¼g¬" olarak yorum-

lan¬r.

Olas¬l¬ksal metrik uzaylar¬n özel bir biçimi olan olas¬l¬ksal normlu uzay kavram¬

da klasik normlu uzay¬n do¼gal bir genellemesi olacak şekilde tan¬mlanm¬̧st¬r. Bir

olas¬l¬ksal normlu uzayda vektörlerin normlar¬kesin say¬sal de¼gerler yerine olas¬l¬k

da¼g¬l¬m fonksiyonlar¬ile ifade edilirler. Örne¼gin p bir vektör olmak üzere p nin

normu Np da¼g¬l¬m fonksiyonu ile gösterilir ve x 2 [0;1] olmak üzere Np (x)

de¼geri, "p nin normunun x den küçük olma olas¬l¬¼g¬" olarak yorumlan¬r. Olas¬l¬k-

sal normlu uzaylar ilk olarak �erstnev taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧st¬r (�erstnev, 1963)

fakat daha sonraki süreçte bu tan¬m¬n baz¬k¬s¬tlay¬c¬özelliklerinin oldu¼gu an-

laş¬lm¬̧s ve Alsina vd. taraf¬ndan, �erstnev �in tan¬m¬n¬da kapsayacak şekilde yeni

bir olas¬l¬ksal normlu uzay tan¬m¬verilmi̧stir (Alsina vd., 1993). Bu yeni tan¬m

önemli bir olas¬l¬ksal normlu uzay s¬n¬f¬olan Menger olas¬l¬ksal normlu uzaylar¬n¬

elde etmeye olanak tan¬m¬̧st¬r. Olas¬l¬ksal normlu uzaylarla ilgili temel nitelik-

teki çal¬̧smalardan baz¬lar¬Guill´en vd. ne aittir (Guill´en vd., 1999; Guill´en ve

Sempi, 2003). Olas¬l¬ksal normlu uzaylar teorisinin 2006 y¬l¬na kadar olan geli̧simi

Sempi taraf¬ndan detayl¬bir biçimde ele al¬nm¬̧st¬r (Sempi, 2006). Daha sonra

çeşitli alanlarda çal¬̧smalar yap¬lm¬̧st¬r (Asadollah ve Nourouzi, 2008; Constantin

ve Istr¼atescu, 1989; Rahmat ve Guill´en, 2009).
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·Istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬ise ilk kez Steinhaus taraf¬ndan Wroclaw Üniver-

sitesi�nde kat¬ld¬¼g¬ bir konferansta verilmi̧stir (Steinhaus, 1951). Bu konudaki

ilk makale ise bildi¼gimiz kadar¬yla, Fast taraf¬ndan yay¬nlanm¬̧st¬r (Fast, 1951).

·Istatistiksel yak¬nsakl¬k, toplanabilme teorisinde ve fonksiyonel analizde önemli

bir yer tutmaktad¬r. ·Istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n reel ve kompleks diziler ile ili̧s-

kisi Buck (Buck, 1953) taraf¬ndan ve toplanabilme teorisi ile ili̧skisi Schoenberg

(Schoenberg, 1959) taraf¬ndan verildi. Daha sonra 1985 y¬l¬nda Fridy ve 1994

y¬l¬nda Rath ve Tripathy istatistiksel Cauchy dizileri kavram¬n¬incelediler (Fridy,

1985; Rath ve Tripathy, 1994). Ayr¬ca Fridy, klasik limit noktas¬kavram¬ndan

yola ç¬karak, bir reel dizinin istatistiksel limit noktas¬ve istatistiksel y¬¼g¬lma nok-

tas¬kavramlar¬n¬tan¬mlam¬̧st¬r (Fridy, 1993).

·Istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n, pozitif tamsay¬kümelerinin do¼gal yo¼gunlu¼guna ili̧skin

olmas¬ve do¼gal yo¼gunlu¼gu s¬f¬r olan pozitif tamsay¬kümelerinin ailesinin bir ideal

oluşturmas¬gerçe¼ginden yola ç¬k¬larak, istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n bir genellemesi

olacak biçimde �ideal yak¬nsakl¬k (I-yak¬nsakl¬k)�, kavram¬tan¬mlanm¬̧st¬r. I-

yak¬nsakl¬k kavram¬, ilk olarak Kostyrko vd (2000) taraf¬ndan verilmi̧s olup ista-

tistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n da ötesinde oldukça genel bir yak¬nsakl¬k tipidir. Ayr¬ca

Kostyrko vd, istatistiksel limit ve istatistiksel y¬¼g¬lma noktalar¬n¬n bir genellemesi

olacak biçimde bir dizinin I-limit ve I-y¬¼g¬lma noktas¬kavramlar¬n¬tan¬mlam¬̧st¬r.

Bunun yan¬s¬ra bir I idealine ili̧skin �ltre yard¬m¬yla I�-yak¬nsakl¬k kavram¬n¬da

tan¬mlam¬̧slard¬r. 2004 y¬l¬nda doktora tezinde Gürdal; I-Cauchy ve I�-Cauchy

kavramlar¬n¬tan¬mlayarak baz¬önemli sonuçlar elde etmi̧stir (Gürdal, 2004).

·Ilk olarak 1963 y¬l¬nda Gähler taraf¬ndan tan¬t¬lan ve yine iki y¬l sonra Gähler

taraf¬ndan geli̧stirilen "2-Normlu Uzaylar" kavram¬n¬, sonras¬nda pek çok araşt¬r-

mac¬çal¬̧sm¬̧s ve önemli sonuçlar ortaya ç¬karm¬̧st¬r (Gähler, 1963; 1965). Örne¼gin,

2-Metrik Uzaylar (Gähler, 1965; Ehret, 1969), 2-Banach Uzaylar (White, 1969);

son zamanlarda ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k (Gürdal ve Pehlivan, 2004), n-Normlu

Uzaylarda Yak¬nsakl¬k ve n-Banach Uzaylar (Gunawan ve Mashadi, 2001a) gibi

matemati¼gin temel alanlar¬yla ve klasik Fonksiyonel Analiz ile olan ili̧skisi ne-

deniyle bir çok matematikçinin ilgilendi¼gi önemli bir konu haline gelmi̧stir. Özel-
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likle 2001 y¬l¬nda Gunawan ve Mashadi taraf¬ndan "2-normlu Uzaylarda Yak¬n-

sakl¬k ve Cauchy" kavram¬ verilerek bir çeşit yeni bir analiz kavram¬ ortaya

konulmuştur (Gunawan ve Mashadi, 2001b). Bununla birlikte yine ayn¬ y¬lda

Gunawan ve Mashadi (Gunawan ve Mashadi, 2001a) yapt¬klar¬ çal¬̧smada "n-

normlu uzaylar ve n-Banach Uzaylar" kavramlar¬n¬ vererek 2-normlu uzaylar¬

daha da genelleştirmi̧slerdir. 2-normlu uzaylarda istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬

Gürdal ve Pehlivan (Gürdal ve Pehlivan, 2004) taraf¬ndan incelenerek yeni bir

çal¬̧sma alan¬oluşturulmuştur ve bu alandaki çal¬̧smalar çeşitli alanlara uygula-

narak devam etmektedir (Gürdal, 2006; Şahiner vd., 2007; Gürdal ve Aç¬k, 2008;

Gürdal vd., 2009; Savaş, 2011). Özellikle son zamanlarda Golet�in bir çal¬̧smas¬yla

olas¬l¬ksal ve rassal 2-normlu uzaylar kavram¬n¬n verilmesiyle bu alanda Mur-

saleen, Karakuş, Mohiuddine ve Alotaibi taraf¬ndan bir dizi çal¬̧smalar yap¬lm¬̧st¬r

ve yap¬lmaya devam etmektedir (Golet, 2005, Karakuş, 2007; Mursaleen, 2010;

Mursaleen ve Mohiuddine, 2012; Mursaleen ve Lohani, 2011; Şencimen, 2008;

Tripathy vd., 2012).

Haz¬rlanan bu yüksek lisans tez çal¬̧smas¬nda rassal 2-normlu uzaylar taraf¬ndan

indirgenmi̧s topolojide çift indisli dizilerin I-yak¬nsak ve I-Cauchy tan¬mlar¬ve-

rilmi̧s ve baz¬sonuçlar elde edilmi̧stir. Bunun d¬̧s¬nda rassal 2-normlu uzaylarda

ideal yak¬nsakl¬¼ga göre dizilerin limit ve I-y¬¼g¬lma noktalar¬kavramlar¬aras¬ndaki

ba¼g¬nt¬lar incelenmi̧stir.
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2: TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde ilk olarak, da¼g¬l¬m fonksiyonlar¬ve olas¬l¬ksal metrik uzaylar¬n özel

biçimleri olan olas¬l¬ksal normlu uzaylar ifade edilecektir.

·Ikinci olarak istatistiksel yak¬nsakl¬k ve ideal yak¬nsakl¬k teorilerine ili̧skin baz¬

temel tan¬mlar ve sonuçlar incelenecektir.

Son olarak, 2-normlu uzaylar ve rassal 2-normlu uzaylar teorisine ili̧skin baz¬

temel kavramlara ve sonuçlara yer verilecektir.

2:1 Da¼g¬l¬m Fonksiyonlar¬ve Olas¬l¬ksal Normlu Uzaylar

·Ilk olarak, da¼g¬l¬m fonksiyonlar¬, üçgen fonksiyonlar¬ ve üçgen normlar¬ ince-

lenecektir.

Tan¬m 2:1:1: Bir da¼g¬l¬m fonksiyonu, f : R ! R+0 ile tan¬ml¬ , azalmayan

ve inft2R f (t) = 0 ve supt2R f (t) = 1 koşullar¬n¬sa¼glayan soldan sürekli bir f

fonksiyonudur (Schweizer ve Sklar, 1983).

Soldan sürekli tüm da¼g¬l¬m fonksiyonlar¬n¬n kümesini D ile gösterelim.

Da¼g¬l¬m fonksiyonlar¬ f (0) = 0 koşulunu gerçeklemesi halinde uzakl¬k da¼g¬l¬m

fonksiyonu ad¬n¬al¬r ve D+ ile gösterilir.

Tan¬m 2:1:2: Herhangi bir a 2 R+0 için a noktas¬ndaki birim basamak olarak

ifade edilen Ha 2 D fonksiyonu

Ha (t) =

8<: 1; t > a ise

0; t � a ise

şeklinde tan¬mlan¬r. Her f 2 D için H0 � f oldu¼gu aç¬kt¬r (Schweizer ve Sklar,

1983).

Tan¬m 2:1:3: Bir � : [0; 1]� [0; 1]! [0; 1] ikili i̧slemi

i) Her a 2 [0; 1] için a � 1 = a;
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ii) Her a; b 2 [0; 1] için a � b = b � a;

iii) Her a; b; c; d 2 [0; 1] için c � a ve d � b ise c � d � a � b;

iv) Her a; b; c 2 [0; 1] için (a � b) � c = a � (b � c)

koşullar¬n¬sa¼gl¬yorsa � i̧slemine bir üçgen norm veya t-norm denir (Schweizer ve

Sklar, 1983).

Örnek 2:1:4: [0; 1] üzerindeki a � b = max fa+ b� 1; 0g, a � b = ab ve a �

b = min fa; bg biçiminde tan¬ml¬� i̧slemleri t-normlara (üçgen normlara) birer

örnektir.

Tan¬m 2:1:5: Bir � : D+ �D+ �! D+ ikili i̧slemi,

i) � (F ,H0) = F;

ii) � (F ,G) = � (G;F ) ;

iii) F � H ve G � K ise � (F ,G) � � (H,K) ;

iv) � (� (F ,G) ; H) = � (F; � (G;H))

koşullar¬n¬sa¼gl¬yorsa � i̧slemine üçgen fonksiyon denir (Schweizer ve Sklar, 1983).

Şimdi ise ilk olarak Śerstnev taraf¬ndan tan¬mlanan olas¬l¬ksal normlu uzay kavra-

m¬n¬verelim (Śerstnev, 1963).

Tan¬m 2:1:6: E¼ger X bir reel vektör uzay¬, F : X ! D; � sürekli bir üçgen

fonksiyonu ve her x; y 2 X ve s; t 2 R+0 için

i) Fx (0) = 0,

ii) Her t > 0 için Fx (t) = 1 olmas¬için gerekli ve yeterli koşul x = 0 olmas¬d¬r,

iii) Her � 6= 0 için F�x(t) = Fx
�
t
j�j

�
,

iv) Fx+y (s+ t) � � (Fx (s) ; Fy (t))

koşullar¬n¬sa¼gl¬yorsa (X;F; �) üçlüsüne olas¬l¬ksal normlu uzay (PNS) denir.

E¼ger, � sürekli bir t-norm olmak üzere iv) koşulu

v) Fx+y (s+ t) � Fx (s) � Fy (t)

koşulu ile yer de¼gi̧stirirse (X;F; �) üçlüsüne rassal normlu uzay (RNS) denir.

Örnek 2:1:7: (X; k:k) bir normlu uzay ve a � b = ab (veya a � b = min fa; bg)

5



olsun. x 2 X ve t � 0 için

Fx (t) =
t

t+ kxk

ifadesi tan¬mlans¬n. O zaman (X;F; �) üçlüsü bir rassal normlu uzayd¬r.

Şimdi, olas¬l¬ksal normlu uzaylarda yak¬nsakl¬k ve Cauchy dizisi kavramlar¬n¬

hat¬rlatal¬m.

Tan¬m 2:1:8: (X;F; �) olas¬l¬ksal normlu uzay¬olsun. Her " > 0 ve � 2 (0; 1)

verildi¼ginde n � k0 için Fxn�L (") > 1� � olacak şekilde bir k0 pozitif tamsay¬s¬

mevcut ise o zaman x = (xn) dizisine, F olas¬l¬ksal norma göre L 2 X de¼gerine

yak¬nsakt¬r ya da k¬saca L de¼gerine F -yak¬nsakt¬r denir ve F -limn xn = L veya

xn
F! L ile gösterilir.

Uyar¬2:1:9: (X; k:k) bir reel normlu uzay ve x 2 X ve t � 0 için (k:k taraf¬ndan

indirgenmi̧s standart t-norm) Fx (t) = t
t+kxk olsun. O zaman xn

k:k! x olmas¬için

gerekli ve yeterli koşul xn
F! x olmas¬d¬r.

Tan¬m 2:1:10: (X;F; �) olas¬l¬ksal normlu uzay¬olsun. Her " > 0 ve � 2 (0; 1)

verildi¼ginde n;m � k0 için Fxn�xm (") > 1 � � olacak şekilde bir k0 pozitif tam-

say¬s¬mevcut ise o zaman x = (xn) dizisine, F olas¬l¬ksal norma göre bir Cauchy

dizisi denir.

2:2 ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k ve ·Ideal Yak¬nsakl¬k

·Ilk olarak, istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬n¬n ortaya ç¬kmas¬na neden olan yo¼gun-

luk kavram¬n¬verelim.

Tan¬m 2:2:1: K pozitif tamsay¬lar¬n bir kümesi olmak üzere

� (K) = lim
n!1

1

n
jfk 2 K : k � ngj

ifadesine K �n¬n do¼gal yo¼gunlu¼gu denir. Burada jfk 2 K : k � ngj ifadesi

fk 2 K : k � ng kümesinin eleman say¬s¬n¬göstermektedir. K sonlu ise � (K) = 0

d¬r. Kc = NnK olmak üzere � (K) mevcut ise � (Kc) = 1� � (K) d¬r (Niven vd.,
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1991; Freedman ve Sember, 1981).

� (K) = 1 olmak üzere her k 2 K için bir P (k) özelli¼gi gerçekleniyor ise hemen

hemen her k için P (k) özelli¼gi gerçekleniyor diyece¼giz ve bunu h:h:k: biçiminde

ifade edece¼giz.

Şimdi istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬n¬hat¬rlatal¬m.

Tan¬m 2:2:2: (xn) reel bir dizi ve L 2 R olsun. Her bir " > 0 say¬s¬için

K (") = fn 2 N :j xn � L j� "g

kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu s¬f¬r ise x = xn dizisi L say¬s¬na istatistiksel yak¬n-

sakt¬r denir ve st-limx = L ile gösterilir (Steinhaus 1951, Fast 1951, Fridy 1985).

Adi anlamda yak¬nsakl¬k ile istatistiksel yak¬nsakl¬k aras¬ndaki ba¼glant¬y¬kurmak

için, bu iki kavram¬kaŗs¬laşt¬ral¬m: Bilindi¼gi gibi, x reel say¬dizisi L ye yak¬nsak

ise L nin herbir " komşulu¼gunun d¬̧s¬nda dizinin ancak sonlu say¬da eleman¬ka-

labilir. Şimdi, L noktas¬n¬n her bir " komşulu¼gunun d¬̧s¬nda dizinin sonlu say¬da

de¼gil, sonsuz say¬da da eleman¬n¬n kalabilece¼gini kabul edelim. Fakat böyle e-

lemanlar¬n say¬s¬dizinin tüm elemanlar¬n¬n say¬s¬na göre �çok çok az�olacakt¬r.

Yani dizinin �hemen hemen�tüm elemanlar¬n¬n, L nin " komşulu¼gunun içerisinde

oldu¼gunu söyleyebiliriz. Buradan x dizisinin L noktas¬na �hemen hemen�yak¬n-

sak oldu¼gunu anlar¬z. ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬ bu �kri matematiksel

olarak kesin ifade eden kavramlardan biridir. Burada L noktas¬n¬n " komşulu¼gu

d¬̧s¬nda kalan elemanlar¬n say¬s¬n¬n �az�olmas¬, böyle elemanlar¬n do¼gal yo¼gun-

lu¼gunun s¬f¬r olmas¬ile ifade edilir (Pehlivan, 2001).

Teorem 2:2:3: st-limx = L olmas¬ için gerek ve yeter koşul � (K) = 1 ve

lim
k!1

xnk = L olacak şekilde bir K = fn1 < n2 < :::g � N kümesinin mevcut

olmas¬d¬r (Salat, 1980; Fridy 1985).

Burada adi anlamda yak¬nsak olan her dizinin istatistiksel yak¬nsak oldu¼gunu

ifade etmek gerekir. x dizisi L ye yak¬nsak ise her " > 0 için K = fn 2 N :

7



jxn � Lj � "g kümesi sonlu say¬da eleman içerdi¼ginden yo¼gunlu¼gu s¬f¬rd¬r.

Örnek 2:2:4:

xn =

8<: 1 ; n = k2; (k = 1; 2; :::)

0 ; n 6= k2

şeklinde tan¬mlanan x = (xn) dizisini gözönüne alal¬m. Her " > 0 için K" = fn 2

N : jxn � 0j � "g = f1; 4; 9; 16; :::g al¬nd¬¼g¬nda

�(K") = lim
n!1

p
n

n
= lim

n!1

1p
n
= 0

elde edilir. O halde st-limx = 0 d¬r.

Şimdi de istatistiksel Cauchy dizisi tan¬m¬n¬verelim.

Tan¬m 2:2:5: Her " > 0 için,

lim
n

1

n
j fn 2 N :j xn � xN j� "g j= 0

olacak şekilde en az bir N = N(") say¬s¬varsa x = (xn) dizisine bir istatistiksel

Cauchy dizisidir denir. Bu ifade, her " > 0 ve hemen hemen her n için,

j xn � xN j< "

olacak şekilde bir N = N(") say¬s¬vard¬r şeklinde de yaz¬labilir (Fridy, 1985).

Aşa¼g¬daki teorem istatistiksel yak¬nsakl¬k ve istatistiksel Cauchy dizileri aras¬n-

daki ba¼g¬nt¬y¬vermektedir. Buna göre,

Teorem 2:2:6: Aşa¼g¬daki ifadeler denktir:

i) x istatistiksel yak¬nsak bir dizidir;

ii) x istatistiksel Cauchy dizisidir;

iii) x dizisi verilsin. Hemen hemen her n için xn = yn olacak şekilde yak¬nsak bir

y = (yn) dizisi vard¬r (Fridy, 1985).

Tan¬m 2:2:7: Y boş olmayan bir küme ve I � P (Y ) olsun. Her A;B 2 I için
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A [B 2 I; her A 2 I ve B � A için B 2 I koşullar¬sa¼glan¬yor ise I ailesine bir

ideal denir (Kuratowski, 1966).

Tan¬m 2:2:8: Boş olmayan bir F � P (Y ) ailesi ; =2 F ; her A;B 2 F için

A \ B 2 F ; her A 2 F ve A � B � Y için B 2 F koşullar¬sa¼glan¬yor ise F

ailesine Y kümesi üzerinde bir süzgeç denir (Katētov, 1968).

E¼ger I 6= ; ve Y =2 I ise I idealine gerçek ideal denir. I � 2Y idealinin gerçek

bir ideal olmas¬için gerekli ve yeterli koşul F (I) = fY nA : A 2 Ig ailesinin Y

kümesi üzerinde bir süzgeç olmas¬d¬r. I � 2Y bir gerçek ideal olsun. E¼ger her

x 2 Y için fxg 2 I ise I idealine bir uygun ideal denir (Kostyrko vd., 2000).

Şimdi de I-yak¬nsakl¬k tan¬m¬n¬verelim.

Tan¬m 2:2:9: I � 2N bir gerçek ideal ve (X; �) bir metrik uzay olsun. E¼ger her

" > 0 için

A (") = fn 2 N : � (xn; L) � "g 2 I

ise (xn)n2N 2 X dizisi L 2 X ye I-yak¬nsakt¬r denir (Kostyrko vd., 2000).

E¼ger x = (xn) dizisi L ye I-yak¬nsak ise bu ifade I- lim
n!1

xn = L ile gösterilir. Bu

durumda L 2 X eleman¬x = (xn) 2 X dizisinin I-limiti ad¬n¬al¬r.

Örnek 2:2:10: I � 2N olmak üzere (Kostyrko, 2000) taraf¬ndan tan¬mlanan baz¬

gerçek uygun ideal örneklerini verelim.

(a) If = fM � N :M sonlug ;

(b) I� = fM � N : � (M) = 0g

K kümesini K = K (") = fn 2 N : � (xn; �) � "g şeklinde tan¬mlayal¬m. I ideali

olarak;

(a) daki If ideali al¬n¬rsa If -yak¬nsakl¬k ile adi anlamda yak¬nsakl¬k,

(b) deki I� ideali al¬n¬rsa I�-yak¬nsakl¬k ile istatistiksel yak¬nsakl¬k kavramlar¬

çak¬̧s¬r. Burada If � I� � I d¬r.

Teorem 2:2:11: I bir gerçek ideal olsun.

i) lim
n!1

xn = � ise I- lim
n!1

xn = �;
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ii) I- lim
n!1

xn = � ve I- lim
n!1

yn = � ise I- lim
n!1

(xn + yn) = � + �;

iii) I- lim
n!1

xn = � ve I- lim
n!1

yn = � ise I- lim
n!1

(xnyn) = ��

dir (Kostyrko vd., 2005).

Şimdi de I-yak¬nsakl¬¼ga ba¼gl¬olarak I�-yak¬nsakl¬k kavram¬n¬verelim.

Tan¬m 2:2:12: X in elemanlar¬n¬n bir (xn) dizisinin,

lim
k!1

� (xmk
; L) = 0

olacak şekilde bir alt dizisinin indeks kümesi M = fm1 < m2 < ::: < mk < :::g ;

M 2 F (I) (yani NnM 2 I) mevcut ise (xn) 2 X dizisi L 2 X de¼gerine I�-

yak¬nsakt¬r denir (Kostyrko vd., 2000).

Önerme 2:2:13: I uygun ideal olsun. E¼ger I�- lim
n!1

xn = L ise I- lim
n!1

xn = L dir

(Kostyrko vd., 2000).

Tan¬m 2:2:14: E¼ger Ai \ Aj = ; (i 6= j; i; j = 1; 2; :::) ve Ai 2 I ise her i 2 N

için Ai�Bi sonlu küme ve B =
1S
i=1

Bi 2 I olacak şekilde Bi kümeleri mevcut ise

I � 2N uygun ideali (AP) koşulunu sa¼glar denir (Kostyrko vd., 2000).

Şimdi metrik uzaylarda I-Cauchy ve I�-Cauchy dizisi kavramlar¬n¬verelim.

Tan¬m 2:2:15: (X; �) bir metrik uzay ve I � 2N bir uygun ideal olsun. E¼ger her

" > 0 için

A (") = fn 2 N : � (xn; xN) � "g 2 I

olacak şekilde N = N (") mevcut ise (xn) 2 X dizisine X üzerinde I-Cauchy

dizisi denir (Kostyrko vd., 2000).

Örnek 2:2:16: Her " > 0 ve N = N (") indeksi için

K = K (") = fn 2 N : � (xn; xN) � "g

kümesini tan¬mlayal¬m. I ideali olarak;

Örnek 2:2:10 (a) daki If ideali al¬n¬rsa If -Cauchy dizisi ile adi anlamda Cauchy
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dizisi,

Örnek 2:2:10 (b) deki I� ideali al¬n¬rsa I�-Cauchy dizisi ile istatistiksel Cauchy

dizisi kavramlar¬çak¬̧s¬r.

Tan¬m 2:2:17: (X; �) bir metrik uzay ve I � 2N uygun ideal olsun. E¼ger xM =

(xmk
) alt dizisi X de Cauchy dizisi yani,

lim
k;p!1

�
�
xmk

; xmp

�
= 0

olacak şekilde M = fm1 < m2 < ::: < mk < :::g � N; M 2 F (I) kümesi mevcut

ise (xn) 2 X dizisine X de I�-Cauchy dizisi denir (Kostyrko vd., 2000).

(X; �) bir metrik uzay ve I � 2N uygun ideal olsun. E¼ger x = (xn) 2 X dizisi

I�-Cauchy ise x = (xn) dizisi I-Cauchy dizisidir (Nabiev vd., 2007).

Şimdi metrik uzaylarda I-limit noktas¬ve I-y¬¼g¬lma noktalar¬kavramlar¬n¬hat¬r-

layal¬m.

Tan¬m 2:2:18: I bir uygun ideal olsun. x = (xn) ve y = (yn) dizileri için

fn 2 N : xn 6= yng 2 I

ise x ve y dizileri I ya göre hemen hemen her n için eşittir denir ve �I-h:h:n. için

xn = yn �yazabiliriz.

Tan¬m 2:2:19: I bir uygun ideal olsun. E¼ger K := fn (j) : j 2 Ng olmak üzere

K 2 I ise fxgK alt dizisine I-seyrek alt dizi ve e¼ger K =2 I ise fxgK dizisine

x = (xn) dizisinin I-seyrek olmayan alt dizisi denir (Kostyrko vd., 2000).

Tan¬m 2:2:20: (X; �) bir metrik uzay ve (xn) 2 X olsun.

i) M =2 I ve lim
k!1

xnk = L olacak şekilde M = fm1 < m2:::g � N kümesi mevcut

ise L 2 X eleman¬na x in I-limit noktas¬denir.

ii) E¼ger her " > 0 için fn 2 N : � (xn; L) < "g =2 I ise L 2 X eleman¬na x in

I-y¬¼g¬lma noktas¬denir (Kostyrko vd., 2005).
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I (�x) ile x dizisinin tüm I-limit noktalar¬ kümesi, I (�x) ile x dizisinin tüm

I-y¬¼g¬lma noktalar¬kümesini ve adi limit noktalar¬n¬n kümesini de Lx ile tan¬m-

lan¬r.

Herhangi bir x dizisi için I (�x) � Lx oldu¼gu aç¬kt¬r. I bir uygun ideal olsun. Bu

durumda her x = (xn) 2 X dizisi için I (�x) � I (�x) ve I (�x) � Lx dir. Ayr¬ca

(X; �) key� metrik uzay ve x = (xn) 2 X; y = (yn) 2 X olmak üzere I-h:h:n

için xn = yn ise I (�x) = I (�y) ve I (�x) = I (�y) olur. Son olarak I (AP)

özelli¼gini sa¼glayan bir uygun ideal ve (X; �) key� metrik uzay olsun. Herhangi

bir x = (xn) 2 X dizisi için I-lim
n
xn = L ise I (�x) = I (�x) = fLg dir (Kostyrko

vd., 2000).

Bu k¬s¬mda son olarak çift indisli dizi kavram¬na yer verilmi̧stir.

Tan¬m 2:2:21: (xnk) çift indisli reel say¬dizisi olsun. n ve k indisleri birbirinden

ba¼g¬ms¬z olarak sonsuza yak¬nsarken (xnk) dizisi L de¼gerine yak¬nsak olacak şe-

kilde bir L reel say¬s¬mevcut ise (xnk) çift indisli reel say¬dizisine Pringsheim an-

lam¬nda yak¬nsakt¬r denir. Bu durumda P -limn;k!1 xnk = L yaz¬l¬r (Pringsheim,

1900).

Çift indisli dizilerin istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ kavram¬ Tripathy, Mursaleen ve

Edely taraf¬ndan verilmi̧stir. Her " > 0 için

� (f(n; k) 2 N� N : jxnk � Lj � "g) = 0

ise (xnk) çift indisli dizisine Pringsheim anlam¬nda L de¼gerine istatistiksel yak¬n-

sakt¬r denir (Moricz, 2003; Tripathy, 2003;Mursaleen ve Edely, 2003). Bu kavram

2005 y¬l¬nda Tripathy taraf¬ndan I-yak¬nsakl¬k kavram¬na geni̧sletilmi̧stir.

I2 ideali 2N�N nin bir ideali olsun.

Tan¬m 2:2:22: Her " > 0 için

f(n; k) 2 N� N : jxnk � Lj � "g 2 I2
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ise (xnk) çift indisli dizisine Pringsheim anlam¬nda L de¼gerine ideal yak¬nsakt¬r

denir ve I2-limxnk = L yaz¬l¬r (Tripathy, 2005).

Örnek 2:2:23: I = I2 (�) ve L = 0 olsun.

xnk =

8<: 1; e¼ger n; k 2 N ve n; k kare ise

0; di¼ger durumlarda

ile (xnk) çift indisli dizisini tan¬mlayal¬m. O zaman her " > 0 için

� (f(n; k) 2 N� N : jxnk � Lj � "g) � lim
n;k

p
n
p
k

nk
= 0

elde ederiz. Bu sebeple Pringsheim anlam¬nda st-limn;k!1 lim jxnk � Lj = 0 olur.

Ancak (xnk) dizisi Pringsheim anlam¬nda L ye yak¬nsak de¼gildir.

2:3: Olas¬l¬ksal ve Rassal 2-Normlu Uzaylar

Bu k¬s¬mda ilk olarak Gähler (Gähler, 1963;Gähler, 1965) ve Gunawan veMashadi

(Gunawan ve Mashadi, 2001b) taraf¬ndan verilen 2-normlu uzaylar ve bu uzaylar

üzerinde ifade edilen yak¬nsakl¬k tan¬m¬na yer verelim.

Tan¬m 2:3:1: X uzay¬2 � d < 1 boyutlu bir reel vektör uzay¬olsun. X ü-

zerinde k�; �k : X � X ! R fonksiyonu aşa¼g¬daki dört koşulu sa¼gl¬yor ise k�; �k

fonksiyonuna bir 2-norm ve (X; k�; �k) ikilisine de bir 2-normlu uzay denir:

(i) kx; yk = 0 olmas¬ için gerekli ve yeterli koşul x ve y nin lineer ba¼g¬ml¬ol-

mas¬d¬r;

(ii) kx; yk = ky; xk ;

(iii) k�x; yk = j�j kx; yk ; � 2 R;

(iv) kx; y + zk � kx; yk+ kx; zk :

Yani, X = R2 olmak üzere kx; yk := x ve y vektörlerinden meydana gelen

paralelkenar¬n alan¬olarak al¬n¬rsa

kx; yk = jx1y2 � x2y1j ; x = (x1; x2) ; y = (y1; y2)

13



formülüyle verilebilir. Her x; y 2 X ve � 2 R için her (X; k�; �k) 2-normlu

uzayda kx; yk � 0 ve kx; y + �xk = kx; yk özellikleri sa¼glan¬r. Ayr¬ca, x; y ve z

lineer ba¼g¬ml¬ise (örne¼gin, d = 2 oldu¼gunda), kx; y + zk = kx; yk + kx; zk veya

kx; y � zk = kx; yk+kx; zk dir (Gähler 1963; 1965; Gunawan ve Mashadi, 2001b).

2-normlu (X; k�; �k) uzay¬verilsin.

Tan¬m 2:3:2: Her y 2 X için lim
n!1

kxn � x; yk = 0 ise X deki bir (xn) dizisine x

de¼gerine yak¬nsakt¬r denir. Böyle bir durumda, lim
n!1

xn = x ile gösterilir ve (xn)

dizisinin limiti x dir denir (Gunawan ve Mashadi, 2001b).

Şimdi de bu k¬s¬mda Raymond vd. (2001) ne göre lineer 2-normlu uzaylardaki

Cauchy dizisi tan¬m¬n¬hat¬rlatal¬m.

Tan¬m 2:3:3: X lineer 2-normlu uzay¬nda herhangi bir (xn) dizisi ve her z 2 X

için

lim
n; m!1

kxn � xm; zk = 0

ise (xn) dizisine bir Cauchy dizisi denir (Raymond vd., 2001).

Şimdi Golet taraf¬ndan 2005 y¬l¬nda verilen olas¬l¬ksal 2-normlu uzay ve rassal

2-normlu uzay tan¬m¬ verilecektir (Golet, 2005). Daha sonra rassal 2-normlu

uzaylarda yak¬nsakl¬k, istatistiksel yak¬nsakl¬k ve ideal yak¬nsakl¬k teorilerine i-

li̧skin baz¬temel tan¬mlara ve sonuçlara yer verilecektir.

Tan¬m 2:3:4: X boyutu birden büyük olan bir lineer uzay, � bir üçgen fonksiyon,

� bir üçgen norm ve F : X �X ! D olsun.

i) E¼ger x ve y lineer ba¼g¬ml¬ise F (x; y; t) = H0(t) d¬r. Burada F (x; y; t) kümesi

F (x; y) nin t 2 R noktas¬ndaki de¼geridir,

ii) E¼ger x ve y lineer ba¼g¬ms¬z ise F (x; y; t) 6= H0(t),

iii) Her x; y 2 X için F (x; y; t) = F (y; x; t),

iv) Her t > 0; � 6= 0 ve her x; y 2 X için F (�x; y; t) = F (x; y; t
j�j),

v) Her x; y; z 2 X için F (x+ y; z; t) � �(F (xz; yz; t)),

koşullar¬ sa¼gl¬yorsa F fonksiyonuna olas¬l¬ksal 2-norm ve (X;F; �) üçlüsüne de

olas¬l¬ksal 2-normlu uzay denir ve k¬saca PTN yaz¬l¬r.
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E¼ger v) koşulu

vi) Her x; y; z 2 X ve t1; t2 2 R+0 için F (x+ y; z; t1+ t2) � F (x; z; t1) �F (y; z; t2);

ile yer de¼gi̧stirirse (X;F; �) üçlüsüne rassal 2-normlu uzay denir ve k¬saca RTN

yaz¬l¬r.

Uyar¬2:3:5: Her (X; k:; :k) 2-normlu uzay¬

i) Her x; y 2 X; t > 0 ve a � b = min fa; bg ; a; b 2 [0; 1] için F (x; y; t) =

H0(t� kx; yk), veya

ii) Her x; y 2 X; t > 0 ve a � b = ab; a; b 2 [0; 1] için F (x; y; t) = t
t+kx;yk

koşullar¬yla bir rassal 2-normlu uzay yap¬labilir.

Tan¬m 2:3:6: (X;F; �) bir RTN uzay¬olsun. Her bir " > 0 ve � 2 (0; 1) ve-

rildi¼ginde s¬f¬rdan farkl¬z 2 X ve n � k0 için F (xn � L; z; ") > 1 � � olacak

şekilde bir k0 pozitif tamsay¬s¬mevcut ise o zaman x = (xn) dizisi (X;F; �)

uzay¬nda L de¼gerine yak¬nsakt¬r veya k¬saca L de¼gerine F -yak¬nsakt¬r denir. Bu

durumda F -limn xn = L ile gösterilir ve L de¼gerine x = (xn) dizisinin F -limiti

denir (Golet, 2005).

Tan¬m 2:3:7: (X;F; �) bir RTN uzay¬olsun. E¼ger her " > 0, � 2 (0; 1) ve s¬f¬rdan

farkl¬z 2 X için

� (fn 2 N : F (xn � L; z; ") � 1� �g) = 0;

veya denk olarak

� (fn 2 N : F (xn � L; z; ") > �g) = 1

ise x = (xn) dizisi (X;F; �) uzay¬nda L de¼gerine istatistiksel yak¬nsak veya k¬saca

L de¼gerine st (RTN)-yak¬nsakt¬r denir. st (RTN)-limx = L ile gösterilir ve L

de¼gerine x dizisinin st (RTN)-limiti denir (Mursaleen, 2010).

Tan¬m 2:3:8: (X;F; �) bir RTN uzay¬olsun. E¼ger her bir " > 0 ve � 2 (0; 1)

verildi¼ginde her n;m � N ve s¬f¬rdan farkl¬z 2 X için

� (fn 2 N : F (xn � xm; z; ") � 1� �g) = 0
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olacak şekilde N = N ("; z) say¬s¬ varsa o zaman x = (xn) dizisine (X;F; �)

uzay¬nda istatistiksel Cauchy veya st (RTN)-Cauchy denir (Mursaleen, 2010).

Teorem 2:3:9: (X;F; �) bir RTN uzay¬olsun. E¼ger F -limxn = L ise st (RTN)-

limxn = L dir. Fakat tersi genellikle do¼gru de¼gildir (Mursaleen, 2010).

Şimdi tersinin do¼gru olmad¬¼g¬n¬gösteren bir örnek verelim.

Örnek 2:3:10: X = R2 uzay¬kx; zk = jx1z2 � x2z1j ; x = (x1; x2), z = (z1; z2) ile

tan¬ml¬2- norm ve her a; b 2 [0; 1] için a � b = ab özelli¼gine sahip bir uzay ve her

x; z 2 X, z2 6= 0 ve t > 0 için F (x; z; t) = t
t+kx;zk olsun.

xn :=

8<: (n; 0) ; n = k2; k 2 N;

(0; 0) ; di¼ger durumda

ile tan¬ml¬bir x = (xn) dizisi ve

Kn ("; t) := fn 2 N : F (xn � L; z; t) � 1� "g ; 0 < " < 1; L = (0; 0)

olsun.

F (xn � L; z; t) :=

8<: t
t+nz2

; n = k2; k 2 N;

1; di¼ger durumda,

oldu¼gundan

lim
n
F (xn � L; z; t) :=

8<: 0; n = k2; k 2 N;

1; di¼ger durumda

d¬r. Sonuç olarak x = (xn) dizisi (X;F; �) uzay¬nda yak¬nsak de¼gildir. Fakat

Kn ("; t) � f1; 4; 9; 16; :::g oldu¼gundan � (Kn ("; t)) = 0 olup st (RTN)-limx = L

elde edilir.

Teorem 2:3:11: (X;F; �) bir RTN uzay¬ olmak üzere bu x = (xn) dizisinin

st (RTN)-yak¬nsak olmas¬için gerekli ve yeterli koşul st (RTN)-Cauchy olmas¬d¬r

(Mursaleen, 2010).

Şimdi ise Mursaleen ve Alotaibi taraf¬ndan verilen Rassal 2-normlu uzaylarda
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ideal yak¬nsakl¬k ve Mursaleen ve Mohiuddine taraf¬ndan verilen Olas¬l¬ksal norm-

lu uzaylarda çift indisli dizilerin ideal yak¬nsakl¬¼g¬teorisi ile ilgili baz¬tan¬m ve

sonuçlar¬verelim.

Tan¬m 2:3:12: (X;F; �) bir RTN uzay¬olsun. E¼ger her " > 0, � 2 (0; 1) ve

s¬f¬rdan farkl¬z 2 X için

fn 2 N : F (xn � L; z; ") � 1� �g 2 I

veya denk olarak

fn 2 N : F (xn � L; z; ") > �g 2 I

ise x = (xn) dizisine (X;F; �) uzay¬nda L de¼gerine I-yak¬nsakt¬r denir veya k¬saca

I (RTN)-limx = L yaz¬l¬r ve L de¼geri x dizisinin I (RTN)-limiti ad¬n¬al¬r (Mur-

saleen ve Alotaibi, 2011).

Yard¬mc¬Teorem 2:3:13: (X;F; �) bir RTN uzay¬olsun. E¼ger x = (xn) dizisi

I (RTN)-yak¬nsak ise o zaman I (RTN)-limiti tektir (Mursaleen ve Alotaibi,

2011).

Yard¬mc¬Teorem 2:3:14: (X;F; �) bir RTN uzay¬olsun. O zaman

i) F -limxn = L ise I (RTN)-limxn = L dir.

ii) E¼ger I (RTN)-limxn = L1 ve I (RTN)-lim yn = L2 ise

I (RTN)-lim (xn + yn) = L1 + L2 dir.

iii) E¼ger I (RTN)-limxn = L ve � 2 R ise I (RTN)-lim�xn = �L dir (Mur-

saleen ve Alotaibi, 2011).

Tan¬m 2:3:15: (X;F; �) bir RNS uzay¬ve I da N� N nin gerçek olmayan ideal

olsun. E¼ger her bir " > 0 ve t > 0 için

�
(j; k) 2 N� N : Fxjk�L (t) � 1� "

	
2 I2

ise x = (xjk) çift indisli dizisine F rassal normuna göre L 2 X de¼gerine I2-

yak¬nsakt¬r denir (Mursaleen ve Mohiuddine, 2010).
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Tan¬m 2:3:16: (X;F; �) bir RNS uzay¬olsun.

E¼ger K 2 F (I2) (yani N� NnK 2 I2) ve F -limm xjm;km = L olacak şekilde

K = f(jm; km) : j1 < j2 < :::; k1 < k2 < :::g � N� N

bir alt kümesi mevcut ise o zaman x = (xjk) 2 X dizisine F rassal norma göre

L 2 X de¼gerine I�2 -yak¬nsakt¬r denir (Mursaleen ve Mohiuddine, 2010).

Teorem 2:3:17: (X;F; �) bir RNS uzay¬ve I2 uygun bir ideal olsun. E¼ger I�2 -

limx = L ise o zaman I2-limx = L dir (Mursaleen ve Mohiuddine, 2010).

Teorem 2:3:18: (X;F; �) bir RNS uzay¬ve I2 ideali (AP) koşulunu gerçekleyen

bir ideal olsun. E¼ger I2-limx = L olacak şekilde X uzay¬nda bir x = (xjk) çift

indisli dizisi mevcut ise o zaman I�2 -limx = L dir.
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3: RASSAL 2-NORMLU UZAYLARDA Ç·IFT ·IND·ISL·I D·IZ·ILER·IN

I-YAKINSAKLI¼GI

I-yak¬nsakl¬¼g¬n teorisinde bir çok öncü çal¬̧smalar mevcuttur. Bu bölümde verilen

çal¬̧smada ise Rassal 2-normlu uzaylarda çift indisli dizilerin I-yak¬nsakl¬k ve I-

Cauchy kavramlar¬tan¬mlanm¬̧s ve buna ili̧skin baz¬sonuçlar incelenmi̧stir. Bu

k¬s¬mda verece¼gimiz sonuçlarda Rahmat ve Harikrishnan taraf¬ndan verilen F -

topoloji yöntemi kullan¬lm¬̧st¬r.

(X;F; �) bir RTN uzay¬olsun. � sürekli t-norm oldu¼gundan � n¬n ("; �)-komşuluk-

lar¬n¬n sistemi

N�("; �) = fx 2 X : Fx(") > 1� �g

olmak üzere

fN�("; �) : " > 0; � 2 (0; 1)g :

X uzay¬üzerinde birinci say¬labilir Hausdor¤ topolojisini belirleyen ve F -topoloji

ad¬verilen sistemdir. Böylece F -topoloji dizilerin F -yak¬nsakl¬¼g¬yoluyla belir-

lenebilir. Burada x � y 2 N� ifadesinin y 2 Nx anlam¬na geldi¼gi ve tersinin de

do¼gru oldu¼gu aç¬kt¬r (Rahmat ve Harikrishnan, 2009).

Tan¬m 3:1: Her " > 0; � 2 (0; 1) ve s¬f¬rdan farkl¬z 2 X için

xjk; z � L 2 N�("; �), her bir j; k � N için

veya denk olarak

xjk; z 2 NL("; �), her bir j; k � N için

olacak şekilde N pozitif tamsay¬s¬mevcut ise o zaman x = (xjk) 2 X çift indisli

dizisine L 2 X de¼gerine F -yak¬nsakt¬r denir ve F -limxjk; z = L şeklinde yaz¬l¬r.

Yard¬mc¬Teorem 3:2: (X; k:; :k) bir reel 2-normlu uzay ve (X;F; �) uzay¬x; y 2

X ve t > 0 olmak üzere Fx;y(t) = t
t+kx;yk rassal norm taraf¬ndan indirgenmi̧s bir
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RTN uzay¬olsun. O zaman her x = (xjk) çift indisli dizisi ve s¬f¬rdan farkl¬y 2 X

için

lim kx� L; yk = 0) F -lim (x� L) ; y = 0

d¬r.

·Ispat. lim kx� L; yk = 0 oldu¼gunu kabul edelim. O zaman her t > 0 ve her

y 2 X için

kxjk � L; yk < t her bir j; k > N için

olacak şekilde N = N (t) pozitif tamsay¬s¬mevcuttur. Herhangi " > 0 için

"

"+ kxjk � L; yk
>

"

"+ t
= 1� t

"+ t

eşitli¼gine denk olan
"+ kxjk � L; yk

"
<
"+ t

"

ifadesi elde edilir. Bundan dolay¬� = t
"+t

2 (0; 1) al¬n¬rsa

Fxjk�L;y (") > 1� � , her bir j; k > N için

elde edilir. Böylece her bir j; k > N için istenilen xjk; y 2 NL("; �) sonucu elde

edilir.

3:1: RTN Uzay¬nda Çift ·Indisli Diziler ·Için IF2 ve IF�2 -Yak¬nsakl¬k

Bu k¬s¬mda (X;F; �) uzay¬nda bir çift indisli dizinin I ve I�-yak¬nsakl¬¼g¬kavram-

lar¬incelenmi̧s ve bu teori ile ili̧skili baz¬önemli sonuçlar¬n ispat¬verilmi̧stir. Bu

k¬s¬m boyunca IF2 kavram¬N� N de uygun bir ideal olarak al¬nm¬̧st¬r.

Tan¬m 3:1:1: (X;F; �) bir RTN uzay¬ve I2 de N�N kümesinde gerçek bir ideal

olsun. E¼ger her bir " > 0; � 2 (0; 1) ve s¬f¬rdan farkl¬z 2 X için

f(j; k) 2 N� N : xjk; z =2 NL("; �)g 2 I2

ise o zaman X de x = (xjk) çift indisli dizisine L 2 X de¼gerine IF2 -yak¬nsakt¬r
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(veya F -topolojiye göre L 2 X de¼gerine IF2 -yak¬nsakt¬r) denir.

Bu durumda L vektörüne x = (xjk) çift indisli dizisinin IF2 -limiti denir ve IF2 -

limx; z = L ile yaz¬l¬r.

Yard¬mc¬Teorem 3:1:2: (X;F; �) bir RTN uzay¬olsun. E¼ger x = (xjk) çift

indisli dizisi F rassal 2-norma göre IF2 -yak¬nsak ise o zaman IF2 -limiti tektir.

·Ispat. IF2 -limx; z = L1 ve IF2 -limx; z = L2 oldu¼gunu kabul edelim. Burada

L1 6= L2 dir. L1 6= L2 oldu¼gundan NL1("; �) ve NL2("; �) komşuluklar¬L1 ve L2

nin ayr¬k komşuluklar¬olacak şekilde " > 0, � 2 (0; 1) ve s¬f¬rdan farkl¬z 2 X

seçelim. L1 ve L2 nin her ikisi de (xjk) çift indisli dizisinin IF2 -limiti oldu¼gundan

A = f(j; k) 2 N� N : xjk; z =2 NL1("; �)g

ve

B = f(j; k) 2 N� N : xjk; z =2 NL2("; �)g

kümelerinin her ikisi de IF2 ye aittir. Bu da

Ac = f(j; k) 2 N� N : xjk; z 2 NL1("; �)g

ve Bc = f(j; k) 2 N� N : xjk; z 2 NL2("; �)g kümelerinin F (I2) ye ait oldu¼gunu

gösterir. Sonuç olarak elde edilen bu gerçek L1 ve L2 nin NL1("; �) ve NL2("; �)

komşuluklar¬n¬n ayr¬k olmas¬gerçe¼giyle çeli̧sir. Böylece L1 = L2 dir. Bu da ispat¬

tamamlar.

Yard¬mc¬Teorem 3:1:3: (X;F; �) bir RTN uzay¬olsun. O zaman

i) F -limxjk; z = L ise IF2 -limxjk; z = L dir.

ii) E¼ger IF2 -limxjk; z = L1 ve IF2 -lim yjk; z = L2 ise

IF2 -lim (xjk + yjk) ; z = L1 + L2 dir.

iii) E¼ger IF2 -limxjk; z = L ve � 2 R ise IF2 -lim�xjk; z = �L dir:

iv) E¼ger IF2 -limxjk; z = L1 ve IF2 -limxjk; z = L2 ise

IF2 -lim (xjk � yjk) ; z = L1 � L2 dir.
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·Ispat. i) F -limxjk; z = L oldu¼gunu kabul edelim. " > 0; � 2 (0; 1) ve s¬f¬rdan

farkl¬z 2 X olsun. O zaman her bir j; k > N için xjk; z 2 NL ("; �) olacak şekilde

N pozitif tamsay¬s¬vard¬r.

A = f(j; k) 2 N� N : xjk; z =2 NL ("; �)g � f1; 2; 3; :::; N � 1g�f1; 2; 3; :::; N � 1g

kapsamas¬var oldu¼gundan IF2 de uygun bir ideal oldu¼gundan A 2 IF2 elde edilir.

Bu ise IF2 -limxjk; z = L oldu¼gunu gösterir.

ii) " > 0; � 2 (0; 1) ve s¬f¬rdan farkl¬z 2 X olsun. (1� �) � (1� �) > (1� �)

olacak şekilde � 2 (0; 1) say¬s¬seçelim. IF2 -limxjk; z = L1 ve IF2 -lim yjk; z = L2
oldu¼gundan

A =
n
(j; k) 2 N� N : xjk; z =2 NL1

�"
2
; �
�o

ve

B =
n
(j; k) 2 N� N : yjk; z =2 NL2

�"
2
; �
�o

kümeleri IF2 idealine aittir. C = f(j; k) 2 N� N : (xjk + yjk) ; z =2 NL1+L2 ("; �)g

olsun. IF2 ideal oldu¼gundan, C � A [ B oldu¼gunu göstermek yeterlidir. Bu da

Ac ve Bc kümeleri F (I2) ye ait olmak üzere, Cc � Ac\Bc oldu¼gunu göstermekle

eşde¼gerdir. (j; k) 2 Ac \Bc, yani (j; k) 2 Ac ve (j; k) 2 Bc olsun. Böylece

F(xjk+yjk)�(L1+L2);z (") � Fxjk�L1;z

�"
2

�
� Fyjk�L2;z

�"
2

�
> (1� �) � (1� �)

> (1� �)

elde edilir. (j; k) 2 Cc � Ac \Bc 2 F (I2) oldu¼gundan C � A [B 2 IF2 dir.

iii) � = 0 için ispat aç¬kt¬r. Şimdi � 6= 0 için ispat yapal¬m. " > 0; � 2 (0; 1) ve

s¬f¬rdan farkl¬z 2 X olsun. IF2 -limxjk; z = L oldu¼gundan

A = f(j; k) 2 N� N : xjk; z =2 NL ("; �)g 2 I2
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d¬r. Böylece

Ac = f(j; k) 2 N� N : xjk; z 2 NL ("; �)g 2 F (I2)

elde edilir. (j; k) 2 Ac olsun. O zaman

F�xjk��L;z (") = Fxjk�L;z

�
"

j�j

�
� Fxjk�L;z (") � F0

�
"

j�j � "
�

> (1� �) � 1

= (1� �)

d¬r. Böylece f(j; k) 2 N� N : �xjk; z =2 N�L ("; �)g 2 I2 elde edilir. Sonuç olarak

IF2 -lim�xjk; z = �L dir.

iv) Sonuç (ii) ve (iii) kullan¬larak kolayca elde edilir.

Rassal 2-normlu uzaylarda çift indisli dizilerin IF2 -yak¬nsakl¬k kavram¬ile yak¬n

ili̧skisi olan IF�2 -yak¬nsakl¬k kavram¬n¬tan¬mlayaca¼g¬z. Ayr¬ca IF�2 -yak¬nsak ise

IF2 -yak¬nsak oldu¼gunu ama tersinin do¼gru olmad¬¼g¬n¬gösterece¼giz.

Tan¬m 3:1:4: (X;F; �) bir RTN uzay¬olsun. E¼ger K 2 F (I2) (yani N�NnK 2

I2) ve s¬f¬rdan farkl¬her z 2 X için F -limm xjm;km ; z = L olacak şekilde

K = f(jm; km) : j1 < j2 < :::; k1 < k2 < :::g � N� N

bir alt kümesi mevcut ise o zaman x = (xjk) 2 X dizisine F rassal 2-norma göre

L 2 X de¼gerine IF�2 -yak¬nsakt¬r denir. Bu durum IF�2 -limx; z = L ile ifade edilir

ve L de¼gerine x = (xjk) çift indisli dizinin IF�2 -limiti denir.

Teorem 3:1:5: (X;F; �) bir RTN uzay¬ve I2 uygun bir ideal olsun. E¼ger IF�2 -

limx; z = L ise o zaman IF2 -limx; z = L dir.

·Ispat. IF�2 -limx; z = L oldu¼gunu kabul edelim. O zaman tan¬mdan
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F -limm xjm;km ; z = L olacak şekilde

K = f(jm; km) : j1 < j2 < :::; k1 < k2 < :::g 2 F (I2)

kümesi mevcuttur. " > 0; � 2 (0; 1) ve s¬f¬rdan farkl¬z 2 X olsun.

F -limm xjmkm ; z = L oldu¼gundan her m � N için xjmkm ; z 2 NL ("; �) olacak

şekilde N 2 N say¬s¬vard¬r.

A = f(jm; km) 2 K : xjmkm ; z =2 NL ("; �)g

kümesi

B = fj1; j2; :::; jN�1; k1; k2; :::; kN�1g

kümesi taraf¬ndan kapsand¬¼g¬ndan ve I2 uygun bir ideal oldu¼gundan A 2 I2 olur.

Böylece " > 0; � 2 (0; 1) ve s¬f¬rdan farkl¬z 2 X için

f(j; k) 2 N� N : xjk; z =2 NL ("; �)g � K [B 2 I2

dir. Bundan dolay¬IF2 -limx; z = L sonucu elde edilir.

Aşa¼g¬daki örnek Teorem 3:1:5 in tersinin do¼gru olmad¬¼g¬n¬göstermektedir.

Örnek 3:1:6: X = R2 uzay¬ x = (x1; x2) ; y = (y1; y2) 2 R2 için kx; yk :=

jx1y2 � x2y1j özelli¼gine sahip bir uzay ve her a; b 2 [0; 1] için a� b = ab olsun. Her

(x; y) 2 R2 ve t > 0 için

Fx;y (t) =
t

t+ kx; yk

olsun. Bu durumda (R2; F; �) bir RTN uzay¬olur. Herhangi (m;n) 2 N� N için

her bir �ij kümesi sonsuz say¬da (i; j) ikilisini kapsayacak şekilde N�N = [i;j�ij

olarak tan¬mlanan N � N nin bir ayr¬̧s¬m¬ olsun. Burada i � m; j � n ve

(i; j) 6= (m;n) için �ij \ �mn = ; dir. I2 ideali �ij lerin hemen hemen sonlu

say¬da kesi̧simini içeren N � N nin tüm altkümelerinin s¬n¬f¬ olsun. O zaman

I2 uygun bir idealdir. Aşa¼g¬da bir (xmn) çift indisli dizisini tan¬mlayal¬m: E¼ger

(m;n) 2 �ij ise xmn =
�
1
ij
; 0
�
2 R2 dir. O zaman s¬f¬rdan farkl¬z 2 X için
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m;n!1 iken

Fxmn;z (t) =
t

t+ kxmn; zk
! 1

dir. Böylece IF2 -limm;n xmn; z = 0 d¬r.

Şimdi IF�2 -limm;n xmn; z 6= 0 oldu¼gunu gösterelim: IF�2 -limm;n xmn; z = 0 oldu¼gunu

kabul edelim. O zaman tan¬mdan K 2 F (I2) ve F -limj xmjnj ; z = 0 olacak

şekilde

K = f(mj; nj) : m1 < m2 < :::; n1 < n2 < :::g � N� N

bir alt kümesi mevcuttur. K 2 F (I2) oldu¼gundan K = N� NnH olacak şekilde

H 2 I2 vard¬r. O zaman

H �
 

p[
m=1

 1[
n=1

�mn

!!
[
 

q[
n=1

 1[
m=1

�mn

!!

olacak şekilde p ve q pozitif tamsay¬lar¬mevcuttur. Böylece �p+1;q+1 � K ve K

kümesindeki (mj; nj) lerin sonsuz de¼gerleri için xmjnj =
1

(p+1)(q+1)
> 0 d¬r. Bu ise

F -limj xmjnj ; z = 0 kabulümüz ile çeli̧sir. O halde IF�2 -limm;n xmn; z 6= 0 d¬r.

Böylece teoremin tersinin do¼gru olmad¬¼g¬görülür.

Aşa¼g¬daki teorem I2 idealinin (AP) özelli¼gini sa¼glamas¬halinde teoremin tersinin

do¼gru oldu¼gunu göstermektedir.

Tan¬m 3:1:7: I2 idealinden ikili ayr¬k kümelerin her (An)n2N dizisi için An4Bn
simetrik fark¬her n ve [n2NBn 2 I2 için sonlu olacak şekilde Bn � N, n 2 N

kümeleri mevcut ise o zaman I2 � P (N� N) uygun idealine (AP) koşulunu

sa¼gl¬yor denir (Mursaleen ve Mohiuddine, 2010).

Teorem 3:1:8: (X;F; �) bir RTN uzay¬ve I2 de (AP) koşulunu gerçekleyen bir

ideal olsun. E¼ger IF2 -limx; z = L olacak şekilde X uzay¬nda x = (xjk) çift indisli

dizisi mevcut ise o zaman IF�2 -limx; z = L dir.

·Ispat. IF2 -limx; z = L oldu¼gundan her bir " > 0; � 2 (0; 1) ve s¬f¬rdan farkl¬

z 2 X için

f(j; k) 2 N� N : xjk; z =2 NL ("; �)g 2 I2
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kümesi vard¬r. p 2 N için Ap kümesini

Ap =

�
(j; k) 2 N� N : 1� 1

p
� Fxjk;z�L < 1�

1

p+ 1

�

şeklinde tan¬mlayal¬m. Buradan fA1; A2; :::g kümesinin I2 ye ait say¬labilir çoklu

ayr¬k bir küme oldu¼gu aç¬kt¬r. Bu sebeple, (AP) koşulundan her bir i 2 N ve

B = [1i=1Bi 2 I2 için Ai�Bi simetrik fark kümesi sonlu bir küme olacak şekilde

fB1; B2; :::g 2 I2 kümelerinin say¬labilir bir ailesi mevcuttur. B 2 I2 oldu¼gundan

K = N�NnB olacak şekilde birK 2 F (I2) kümesi mevcuttur. Şimdi (xjk)(j;k)2K
alt dizisinin F rassal 2-norma göre L eleman¬na yak¬nsak oldu¼gunu ispatlayaca¼g¬z.

� 2 (0; 1) ; " > 0 ve s¬f¬rdan farkl¬z 2 X olsun. q�1 < � olacak şekilde bir q

seçelim. O zaman

f(j; k) 2 N� N : xjk; z =2 NL ("; �)g

�
�
(j; k) 2 N� N : xjk; z =2 NL

�
";
1

q

��
� [q�1i=1Ai

dir. Ai�Bi kümesi her i = 1; 2; :::; q � 1 için sonlu bir küme oldu¼gundan

�
[q�1i=1Bi

�
\ f(j; k) 2 N� N : j � j0 ve k � k0g

=
�
[q�1i=1Ai

�
\ f(j; k) 2 N� N : j � j0 ve k � k0g :

olacak şekilde (j0; k0) 2 N� N mevcuttur. E¼ger j � j0; k � k0 ve (j; k) 2 K ise

o zaman (j; k) =2 [q�1i=1Bi ve (j; k) =2 [
q�1
i=1Ai dir. Bu sebeple her j � j0; k � k0 ve

(j; k) 2 K için

xjk; z =2 NL ("; �)

olur. Bu ifade her " > 0; � 2 (0; 1) ve s¬f¬rdan farkl¬z 2 X için gerçeklendi¼ginden

IF�2 -limx; z = L elde edilir. Böylece teoremin ispat¬tamamlanm¬̧s olur.

3:2: RTN Uzay¬nda IF2 ve IF�2 -Çift ·Indisli Cauchy Dizileri

Bu k¬s¬mda (X;F; �) uzay¬nda bir çift indisli dizinin IF2 -Cauchy ve IF�2 -Cauchy

kavramlar¬ incelenmi̧s ve bunun yan¬ s¬ra bu kavramlar aras¬ndaki ba¼g¬nt¬lar
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verilmi̧stir.

Tan¬m 3:2:1: (X;F; �) bir RTN uzay¬ve I2 de N� N de uygun bir ideal olsun.

E¼ger her bir " > 0; � 2 (0; 1) ve s¬f¬rdan farkl¬z 2 X için

f(j; k) 2 N� N : xjk � xst; z =2 N� ("; �)g 2 I2

olacak şekilde s = s (") ve t = t (") mevcut ise x = (xjk) 2 X çift indisli dizisine

IF2 -Cauchy dizisi denir.

Tan¬m 3:2:2: (X;F; �) bir RTN uzay¬ve I2 de N� N de uygun bir ideal olsun.

E¼ger her " > 0; � 2 (0; 1) ve s¬f¬rdan farkl¬ z 2 X için K 2 F (I2) iken X

uzay¬nda x = (xjm;km) alt dizisi adi anlamda F -Cauchy dizisi olacak şekilde

K = f(jm; km) : j1 < j2 < :::; k1 < k2 < :::g � N� N

kümesi mevcut ise o zaman x = xjk 2 X çift indisli dizisine IF�2 -Cauchy dizisi

denir.

Şimdi verece¼gimiz teorem IF�2 -çift indisli Cauchy dizisinin IF2 -çift indisli Cauchy

dizisi oldu¼gunu verecektir.

Teorem 3:2:3: (X;F; �) bir RTN uzay¬ve I2 ideali N � N nin uygun bir ideal

olsun. E¼ger x = (xjk) dizisi IF�2 - Cauchy dizisi ise o zaman x = (xjk) dizisi ayn¬

zamanda IF2 -Cauchy dizisidir.

·Ispat. (xjk) dizisi bir IF�2 -Cauchy dizisi olsun. O zaman her " > 0; � 2 (0; 1) ve

s¬f¬rdan farkl¬z 2 X için ve her m; p � N için

xjmkm � xjpkp ; z 2 N� ("; �)

olacak şekilde

K = f(jm; km) : j1 < j2 < :::; k1 < k2 < :::g 2 F (I2)
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kümesi ve N 2 N say¬s¬mevcuttur. Şimdi p = jN+1; r = kN+1 noktalar¬n¬

sabitleyelim. O zaman her " > 0; � 2 (0; 1) ve s¬f¬rdan farkl¬ z 2 X ve her

m � N için

xjmkm � xpr; z 2 N� ("; �)

d¬r. H = N� NnK olsun. H 2 I2 ve

A ("; �) = f(j; k) 2 N� N : xjk � xpr; z =2 N� ("; �)g

� H [ fj1 < j2 < ::: < jN ; k1 < k2 < ::: < kNg 2 I2

oldu¼gunu söyleyebiliriz. Bundan dolay¬her " > 0; � 2 (0; 1) ve s¬f¬rdan farkl¬

z 2 X için A ("; �) 2 I2 olacak şekilde (p; r) 2 N� N bulunabilir, yani (xjk) çift

indisli dizisi bir IF2 -Cauchy dizisidir.

Şimdi Rassal 2-normlu uzayda IF�2 -yak¬nsak ise IF2 -Cauchy koşulunu gerektirdi-

¼ginin ispat¬verilecektir.

Teorem 3:2:4: (X;F; �) bir RTN uzay¬ve I2 ideali N � N de uygun bir ideal

olsun. E¼ger x = (xjk) çift indisli dizisi IF�2 -yak¬nsak ise o zaman bu dizi IF2 -çift

indisli Cauchy dizisidir.

·Ispat. Kabülümüzden K 2 F (I2) ve s¬f¬rdan farkl¬her bir z 2 X için

F -limm xjm;km ; z = L olacak şekilde

K = f(jm; km) : j1 < j2 < :::; k1 < k2 < :::g � N� N

kümesi mevcuttur. Yani her " > 0; � 2 (0; 1) ve s¬f¬rdan farkl¬her bir z 2 X ve

m > N için xjmkm ; z 2 NL ("; �) olacak şekilde N pozitif tamsay¬s¬mevcuttur.

(1� �)� (1� �) > (1� �) olacak şekilde � 2 (0; 1) seçelim. Her " > 0; � 2 (0; 1),

s¬f¬rdan farkl¬z 2 X ve m > N , p > N için

Fxjmkm�xjpkp ;z (") � Fx
jmkm

�L;z

�"
2

�
� Fx

jpkp
�L;z

�"
2

�
> (1� �) � (1� �)

> 1� �
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oldu¼gundan her m, p > N ve s¬f¬rdan farkl¬her bir z 2 X için

xjmkm � xjpkp ; z =2 N� ("; �)

olur. Yani (xjk) 2 X dizisi X de bir IF�2 -çift indisli Cauchy dizisidir. O zaman

Teorem 3:2:3 den (xjk) dizisi RTN uzay¬nda bir IF2 -çift indisli Cauchy dizisidir.

Teorem 3:2:5: (X;F; �) bir RTN uzay¬ve I2 ideali N � N de uygun bir ideal

olsun. E¼ger x = (xjk) 2 X çift indisli dizisi IF2 -yak¬nsak ise o zaman bu dizi

IF2 -çift indisli Cauchy dizisidir.

·Ispat. (xjk) dizisinin L 2 X de¼gerine IF2 -yak¬nsak oldu¼gunu kabul edelim. " > 0;

� 2 (0; 1) ve s¬f¬rdan farkl¬z 2 X verilsin. O zaman

A =
n
(j; k) 2 N� N : xjk; z =2 NL

�"
2
; �
�o

2 I2

dir. Bu da

Ac =
n
(j; k) 2 N� N : xjk; z 2 NL

�"
2
; �
�o

2 F (I2)

oldu¼gunu gösterir. (1� �) � (1� �) > (1� �) olacak şekilde � 2 (0; 1) seçelim.

O zaman her (j; k) ; (s; t) 2 Ac için

Fxjk�xst;z (") � Fxjk�L;z

�"
2

�
� Fxst�L;z

�"
2

�
> (1� �) � (1� �)

> (1� �)

elde edilir. Bu sebeple s¬f¬rdan farkl¬her bir z 2 X için

f(j; k) 2 N� N : xjk � xst; z 2 N� ("; �)g 2 F (I2)

dir. Bu ise

f(j; k) 2 N� N : xjk � xst; z =2 N� ("; �)g 2 I2
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oldu¼gunu, yani (xjk) çift indisli dizisinin bir IF2 -çift indisli Cauchy dizisi oldu¼gunu

verir.
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4: RASSAL 2-NORMLU UZAYDA I-L·IM·IT NOKTALARI

Verilen bir dizinin adi limit noktalar¬ve istatistiksel y¬¼g¬lma noktalar¬aras¬nda

kuvvetli bir ba¼g¬nt¬vard¬r (Fridy, 1993). Bu gerçeklerden yola ç¬karak, bu bölümde

Rassal 2-normlu uzaylar taraf¬ndan indirgenmi̧s topolojide dizilerin limit nokta-

lar¬ve I-y¬¼g¬lma noktalar¬aras¬ndaki ba¼g¬nt¬lar incelenmi̧s ve baz¬önemli sonuçlar

elde edilmi̧stir.

Tan¬m 4:1: (X;F; �) bir RTN uzay¬, I uygun ideal ve x = (xn) 2 X olsun.

i) E¼ger M =2 I olacak şekilde bir M = fn1 < n2 < :::g � N kümesi ve s¬f¬rdan

farkl¬her z 2 X için F -limxnk ; z = L mevcut ise L 2 X de¼gerine F rassal 2-

norma (veya I2F -limit noktas¬na) göre x dizisinin I-limit noktas¬denir. x dizisinin

tüm I2F (x)-limit noktalar¬n¬n kümesi I (�2F (x)) ile gösterilir.

ii) E¼ger her " > 0, � 2 (0; 1) ve s¬f¬rdan farkl¬z 2 X için

fn 2 N : xn; z 2 NL ("; �)g =2 I

ise L 2 X de¼gerine F rassal 2-norma (veya I2F -y¬¼g¬lma noktas¬na) göre x dizisinin

I-y¬¼g¬lma noktas¬denir. x dizisinin tüm I2F -y¬¼g¬lma noktalar¬n¬n kümesi I (�2F (x))

ile gösterilir.

Önerme 4:2: (X;F; �) bir RTN uzay¬ve I bir uygun ideal olsun. O zaman X

in her bir x = (xn) dizisi için I (�2F (x)) � I (�2F (x)) olup I (�2F (x)) kapal¬bir

kümedir.

·Ispat. L 2 I (�2F (x)) olsun. O zaman her s¬f¬rdan farkl¬z 2 X için

F - lim
k!1

xnk ; z = L (4.1)

olacak şekilde M = fn1 < n2 < :::g =2 I kümesi mevcuttur. (4:1) ifadesine

göre her " > 0 ve � 2 (0; 1) verildi¼ginde s¬f¬rdan farkl¬z 2 X ve k > k0 için
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xnk ; z 2 NL("; �) olacak şekilde bir k0 pozitif say¬s¬vard¬r. Böylece

fn 2 N : xn; z 2 NL("; �)g �Mn fn1; :::; nk0g

olup

fn 2 N : xn; z 2 NL("; �)g =2 I;

elde edilir. Böylece L 2 I (�2F (x)) oldu¼gu gösterilir.

y 2 I (�2F (x)) olsun. " > 0 ve � 2 (0; 1) alal¬m. L 2 I (�2F (x)) \ N� (y; "; �)

de¼geri mevcut olsun. N� (L; �; �) � N� (y; "; �) olacak şekilde bir � > 0 seçelim.

Buradan aç¬k olarak

fn 2 N : y � xn; z 2 N�("; �)g � fn 2 N : L� xn; z 2 N�(�; �)g

elde edilir. Böylece fn 2 N : y � xn; z 2 N�("; �)g =2 I ve y 2 I (�2F (x)) dir.

Tan¬m 4:3: (X;F; �) bir RTN uzay¬, I bir uygun ideal ve X uzay¬nda x = (xn)

bir dizi olsun.

i) E¼ger K = fk1 < k2 < :::g 2 I ise xK = (xkn)n2N 2 X alt dizisine x 2 X

dizisinin I2F -seyrek alt dizisi denir.

ii) E¼ger M = fm1 < m2 < :::g =2 I ise xM = (xmn)n2N 2 X alt dizisine x 2 X

dizisinin I2F -seyrek olmayan alt dizisi denir.

E¼ger L de¼geri x 2 X dizisinin bir I2F -limit noktas¬ise o zaman F rassal 2-norma

göre L de¼gerine yak¬nsayan I2F -seyrek olmayan xM alt dizisinin mevcut oldu¼gu

aç¬k olan bir gerçektir.

Tan¬m 4:4: (X;F; �) bir RTN uzay¬ve x = (xn)n2N 2 X olsun. E¼ger F rassal

2-norma göre L de¼gerine yak¬nsayan x dizisinin bir alt dizisi varsa o zaman L 2 X

eleman¬na F rassal 2-norma göre x = (xn) dizisinin limit noktas¬denir. L2F (x) ile

F rassal 2-norma göre x = (xk) dizisinin tüm limit noktalar¬n¬n kümesini ifade

edece¼giz.

I (�2F (x)) � L2F (x) ; I (�2F (x)) � L2F (x) oldu¼gu aç¬kt¬r: L 2 I (�2F (x)) al¬rsak o
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zaman her " > 0, � 2 (0; 1) ve s¬f¬rdan farkl¬z 2 X için

fn 2 N : xn; z 2 NL ("; �)g =2 I elde edilir. E¼ger L =2 L2F (x) ise NL ("
0; �) komşu-

lu¼gu x 2 X dizisinin sadece sonlu say¬da eleman¬n¬içerecek şekilde "0 > 0 say¬s¬

vard¬r. O zaman

fn 2 N : xn; z 2 NL ("
0; �)g 2 I

olur, fakat bu ifade L 2 I (�2F (x)) olmas¬yla çeli̧sir. Bu sebeple x 2 I (�2F (x))

dir. O halde x 2 L2F (x) olup buradan I (�2F (x)) � L2F (x) elde edilir.

Yard¬mc¬Teorem 4:5: (X;F; �) bir RTN uzay¬ ve I uygun bir ideal olsun.

x = (xn) 2 X için e¼ger x dizisi F rassal 2-norma göre IF -yak¬nsak ise o zaman

s¬f¬rdan farkl¬z 2 X için I (�2F (x)) ve I (�2F (x)) kümelerinin her ikisi de tek bir

fIF - limxn; zg kümesine eşittir:

·Ispat. IF -limn xn; z = L olsun. L 2 I (�2F (x)) oldu¼gunu gösterelim. IF -

yak¬nsakl¬k tan¬m¬gere¼gi her " > 0, � 2 (0; 1) ve s¬f¬rdan farkl¬z 2 X için

A ("; �) = fn 2 N : xn; z =2 NL ("; �)g 2 I

d¬r. I uygun bir ideal oldu¼gundan her k 2 N için nk =2 A
�
1
k
; �
�
ve xnk ; z 2

NL

�
1
k
; �
�
olacak şekilde bir M = fn1 < n2 < :::g � N kümesi seçilebilir. Yani

F -limk!1 xnk ; z = L dir. M 2 I oldu¼gunu kabul edelim.

M � fn 2 N : xn; z 2 NL (1; �)g

oldu¼gundan

(NnM) \ fn 2 N : xn; z 2 NL (1; �)g = ;

elde edilir fakat NnM 2 F (I) ve

fn 2 N : xn; z 2 NL (1; �)g 2 F (I)

dir. Bu çeli̧ski M =2 I oldu¼gunu verir. Böylece F -limk!1 xnk ; z = L olacak

şekilde M = fn1 < n2 < :::g � N ve M =2 I elde edilir, yani L 2 I (�2F (x)) dir.
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I (�2F (x)) � I (�2F (x)) oldu¼gundan L 2 I (�2F (x)) dir.

Şimdi � 6= L olacak şekilde � 2 I (�2F (x)) oldu¼gunu kabul edelim. � 2 (0; 1) ve

s¬f¬rdan farkl¬z 2 X için

A =

�
n 2 N : xn; z =2 NL

�
j� � Lj
2

; �

��
2 I

ve

B =

�
n 2 N : xn; z 2 NL

�
j� � Lj
2

; �

��
=2 I

oldu¼gu aç¬kt¬r. B � A 2 I olmas¬gerçe¼ginden elde edilen bu çeli̧ski I (�2F (x)) =

fLg oldu¼gunu gösterir. Bu sebeple I (�2F (x)) � I (�2F (x)) = fLg kapsama

ba¼g¬nt¬s¬ndan I (�2F (x)) = I (�2F (x)) = L oldu¼gunu elde ederiz ki bu da ispat¬

tamamlar.

Teorem 4:6: (X;F; �) bir RTN uzay¬, I uygun bir ideal ve

M = fn 2 N : xn 6= yng 2 I

olacak şekilde X de x = (xn) ve y = (yn) dizileri mevcut olsun. O zaman

I (�2F (x)) = I (�2F (y)) ve I (�2F (x)) = I (�2F (y)) dir.

·Ispat. M = fn 2 N : xn 6= yng 2 I olsun. E¼ger L 2 I (�2F (x)) ise F -limk xnk ; z =

L olacak şekilde bir K = fn1 < n2 < :::g =2 I kümesi vard¬r. " > 0 ve � 2 (0; 1)

verildi¼ginde k > N ve s¬f¬rdan farkl¬z 2 X için xnk ; z =2 NL ("; �) olacak şekilde

N 2 N say¬s¬mevcuttur.

K1 = fn 2 N : n 2 K ^ xn 6= yng �M 2 I

oldu¼gundan

K2 = fn 2 N : n 2 K ^ xn = yng =2 I

elde edilir.

Gerçekten, e¼ger K2 2 I ise K = K1 [ K2 2 I olup K =2 I d¬r. Böylece

yK2 = (yn)n2K2
dizisi y = (yn)n2N dizisinin I2F -seyrek olmayan alt dizisidir ve
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yK2 alt dizisi F rassal 2-norma göre L de¼gerine yak¬nsakt¬r. Bu da L 2 I (�2F (y))

oldu¼gunu ifade eder. Benzer şekilde I (�2F (y)) � I (�2F (x)) oldu¼gunu göstere-

biliriz. Böylece I (�2F (y)) = I (�2F (x)) elde edilir. Şimdi L 2 I (�2F (x)) olsun.

O zaman her bir " > 0, � 2 (0; 1) ve s¬f¬rdan farkl¬z 2 X için

B1 = fn 2 N : xn; z 2 NL ("; �)g =2 I

ve

B2 = fn 2 N : n 2 B1 ^ xn = yng =2 I

dir. Bundan dolay¬B2 � fn 2 N : yn; z 2 NL ("; �)g elde edilir. Bu da

fn 2 N : yn; z 2 NL ("; �)g =2 I,

yani L 2 I (�2F (y)) oldu¼gunu gösterir. Böylece teoremin ispat¬tamamlan¬r.

Şimdi verece¼gimiz teorem F rassal 2-norma göre verilen bir dizinin limit noktalar¬

ve I2F -y¬¼g¬lma noktalar¬aras¬ndaki kuvvetli ba¼g¬nt¬y¬ispatlayacakt¬r.

Teorem 4:7: (X;F; �) bir RTN uzay¬, I ideali (AP) özelli¼gini sa¼glayan uygun bir

ideal ve x = (xn) dizisi X uzay¬nda bir dizi olsun. O zaman L2F (y) = I (�2F (x))

ve fn 2 N : xn 6= yng 2 I olacak şekilde bir y = (yn) 2 X dizisi mevcuttur.

·Ispat. E¼ger I (�2F (x)) = L2F (x) ise y = x olup bu durum aç¬kt¬r. I (�2F (x))

ideali L2F (x) kümesinin uygun bir alt kümesi olsun. O zaman her bir L 2

L2F (x) nI (�2F (x)) için L2F (x) nI (�2F (x)) 6= ; dir. limk xjk;z = L olacak şekilde

x dizisinin I2F -seyrek (xjk)k2N alt dizisi vard¬r. Yani her bir " > 0 ve � 2 (0; 1)

verildi¼ginde k > N ve s¬f¬rdan farkl¬z 2 X için xjk ; z =2 NL ("; �) olacak şekilde N

pozitif tamsay¬s¬vard¬r. Böylece her bir � > 0, � 2 (0; 1) ve s¬f¬rdan farkl¬z 2 X

için fk 2 N : xk; z 2 NL = NL (�; �)g 2 I olacak şekilde NL ("; �) mevcuttur.

Tüm NL lerin kolleksiyonunun L2F (x) nI (�2F (x)) nin bir aç¬k örtüsü oldu¼gunu

kolayca gözlemleyebiliriz. Örtü teoreminden her bir Nj yuvar¬(xn) 2 X dizisinin

bir I2F -seyrek alt dizisini içerecek şekilde fNjg1j=1 say¬labilir ve çoklu ayr¬k alt

örtüsü mevcuttur.
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Şimdi her bir � > 0, � 2 (0; 1) ve s¬f¬rdan farkl¬z 2 X için

Aj = fn 2 N : xn; z 2 Nj = Nj (�; �) ; j 2 Ng

olsun. Aj 2 I (j = 1; 2; :::) ve Ai \ Aj = ; oldu¼gu aç¬kt¬r. O zaman I idealinin

(AP) özelli¼gine sahip olmas¬ndan dolay¬B = [1j=1Bj 2 I ve her j 2 N için

AjnB bir sonlu küme olacak şekilde N nin alt kümelerinin fBjg1j=1 say¬labilir

kolleksiyonu vard¬r. M = NnB = fm1 < m2 < :::g � N olsun. Şimdi y = (yk) 2

X dizisi

y =

8<: xmk
; k 2 B ise

xk; k 2M ise

olarak tan¬mlans¬n. fk 2 N : xk 6= ykg � B 2 I oldu¼gundan Teorem 4:6 dan

I (�2F (y)) = I (�2F (x)) dir. AjnB bir sonlu küme oldu¼gundan, yB = (yk)k2B

dizisi F rassal 2-norma göre limit noktas¬na sahip de¼gildir. Ayn¬zamanda bu

dizi y dizisinin bir I2F -limit noktas¬na da sahip olamaz, yani L2F (y) = I (�2F (y))

dir. Bundan dolay¬L2F (y) = I (�2F (x)) eşitli¼ginin ispat¬n¬tamamlar¬z.
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