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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

OLASILIKSAL 2-NORMLU UZAYLARDA BAZI YAKINSAKLIK
TiPLERI

Mualla Birgiil HUBAN

Siileyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Damsman: Doc. Dr. Mehmet GURDAL

Bu calismada ilk olarak konunun tarihsel gelisimi, literatiir 6zeti ve konunun
amaci ifade edilmistir. Tkinci olarak olasiliksal normlu uzaylar, istatistiksel yakin-
saklik ve ideal yakinsaklik teorileri ile beraber 2-normlu uzaylar ve rassal 2-
normlu uzaylar teorileri ile iligkili baz1 temel kavramlara ve sonuglara yer ve-
rilmistir. Uciincii olarak rassal 2-normlu uzaylarda cift indisli dizilerin Z ve Z*-
yakinsaklik kavramlari ile Z-Cauchy kavramlar: ve bunlara iligkin baz1 sonuglar
verilmigtir. Son olarak, rassal 2-normlu uzaylarda limit noktalar1 ve Z-yigilma

noktalar1 arasindaki bagintilar incelenmis ve bazi sonuclar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Olasiliksal 2-normlu uzay, rassal 2-normlu uzay, F-topoloji,
istatistiksel yakinsaklik, ideal yakinsaklik, Z ve Z*-¢ift indisli Cauchy dizileri, Z

ve T*-yakinsaklik, Z-limit ve Z-y1gilma noktalar:
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In the first section, the aim of the topic is presented following the brief information
on how the topic has evolved diachronically and the relevant literature review. In
the second section, with probabilistic normed spaces, theories of statistical and
ideal convergent, some basic principles and results of the theories of 2-normed
spaces and random 2-normed spaces are given. In the third section, Z and Z*-
convergents of double sequence in RTN are given. Z-Cauchy and some results of
this notation are presented. In the last section, the relation between Z-limit and

Z-cluster points is given and some results are presented.

Key Words: probabilistic 2-normed space, random 2-normed space, F-topology,
statistical convergence, ideal convergence, Z and Z*- double Cauchy sequences, 7

and Z*-convergence, Z-limit and Z-cluster points.

2012, 42 pages

iii



TESEKKUR

Bu arastirma icin beni yonlendiren, karsilagtigim zorluklar: bilgi ve tecriibesi ile
asmamda yardimei olan degerli danmisman hocam Doc. Dr. Mehmet GURDAL’a

tesekkiirlerimi sunarim.

Ayn1 zamanda maddi ve manevi desteklerini esirgemeyen aileme ve tiim arkadas-

larima sonsuz sevgi ve saygilarimi sunarim.

Yiiksek lisans egitimim siiresince bana ekonomik olarak destek olan TUBITAK’a

tesekkiirlerimi sunarim.

2947-YL-11 No’lu Proje ile tezimi maddi olarak destekleyen Siileyman Demirel
Universitesi Bilimsel Arastirma Projeleri Yonetim Birimi Baskanligi'na tesekkiir

ederim.

Mualla Birgiil HUBAN
ISPARTA, 2012

iv



SIMGELER DiZiNi
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: E kiimesinin yogunlugu

: x dizisinin istatistiksel limiti
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: 2-normlu uzay

: Olasiliksal 2-normlu uzay (PNS)

: Rassal 2-normlu uzay (RTN)

: @ nn (e,)\) komguluklar sistemi

: Sonlu toplamsallik ¢zelligi

: RTN uzayinda z dizisinin limit noktalar1 kiimesi

: RTN uzayinda = dizisinin istatistiksel limit noktalar1 kiimesi
: RTN uzayinda z dizisinin istatistiksel y1g1lma noktalar: kiimesi
: RTN uzayinda x dizisinin Z-limit noktalar:

: RTN uzayinda x dizisinin Z-y1gilma noktalar



1. GIRIS

Bagvurulan bilimsel ¢aligmalarda sikca karsilagilan belirsizliklerden bazilar: uzak-
lik, uzunluk, konum, vb kavramlara iligskin olarak ortaya ¢ikmaktadir. Dolayisiyla
bu tip belirsizliklerin geometrik olarak modellenmesi gerekmektedir. Bunu gercek-
lestiren araclardan biri olasiliksal metrik uzaylar teorisidir. Olasiliksal metrik
uzay kavrami ilk olarak klasik metrik uzaylarin bir genellemesi olacak sekilde, "is-
tatistiksel metrik uzay" adi altinda Menger tarafindan tanimlanmigtir (Menger,
1942). Olasiliksal metrik uzaylar teorisinde uzaklik 6l¢iimii belirsiz bir say1 olarak
diigiiniiliip istatistiksel (olasiliksal) olarak ele alimir. Boylelikle, p ve ¢ gibi iki
nokta arasindaki uzakligl, bir reel sayi ile belirtmek yerine bir F},, dagilim fonksi-
yonu ile belirtmek gerektigi diisiiniiliir ve herhangi bir pozitif x degeri i¢in F),, ()
degeri, " p ile q arasindaki uzakligin x den kiiciik olma olasilig1" olarak yorum-

lanir.

Olasiliksal metrik uzaylarin 6zel bir bicimi olan olasiliksal normlu uzay kavrami
da klasik normlu uzaymn dogal bir genellemesi olacak sekilde tanimlanmigtir. Bir
olasiliksal normlu uzayda vektorlerin normlar: kesin sayisal degerler yerine olasilik
dagilm fonksiyonlar ile ifade edilirler. Ornegin p bir vektor olmak iizere p nin
normu N, dagilim fonksiyonu ile gosterilir ve x € [0, 00] olmak tizere N, (z)
degeri, "p nin normunun x den kiigiik olma olasiligi" olarak yorumlanir. Olasilik-
sal normlu uzaylar ilk olarak Serstnev tarafindan tanimlanmistir (Serstnev, 1963)
fakat daha sonraki siirecte bu tanimin baz kisitlayic1 6zelliklerinin oldugu an-
lasilmug ve Alsina vd. tarafindan, Serstnev ’in tanimini da kapsayacak sekilde yeni
bir olasiliksal normlu uzay tanimi verilmistir (Alsina vd., 1993). Bu yeni tanim
onemli bir olasiliksal normlu uzay sinifi olan Menger olasiliksal normlu uzaylarim
elde etmeye olanak tanimistir. Olasiliksal normlu uzaylarla ilgili temel nitelik-
teki caligmalardan bazilar1 Guill “en vd. ne aittir (Guill “en vd., 1999; Guill “en ve
Sempi, 2003). Olasiliksal normlu uzaylar teorisinin 2006 yilina kadar olan geligimi
Sempi tarafindan detayli bir bi¢cimde ele alinmigtir (Sempi, 2006). Daha sonra
gesitli alanlarda caligmalar yapilmigtir (Asadollah ve Nourouzi, 2008; Constantin

ve Istratescu, 1989; Rahmat ve Guill “en, 2009).
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Istatistiksel yakinsaklik kavramu ise ilk kez Steinhaus tarafindan Wroclaw Univer-
sitesi’'nde katildig1 bir konferansta verilmigtir (Steinhaus, 1951). Bu konudaki
ilk makale ise bildigimiz kadariyla, Fast tarafindan yayinlanmgtir (Fast, 1951).
Istatistiksel yakinsaklik, toplanabilme teorisinde ve fonksiyonel analizde énemli
bir yer tutmaktadir. Istatistiksel yakinsakhigin reel ve kompleks diziler ile ilis-
kisi Buck (Buck, 1953) tarafindan ve toplanabilme teorisi ile iligkisi Schoenberg
(Schoenberg, 1959) tarafindan verildi. Daha sonra 1985 yilinda Fridy ve 1994
yilinda Rath ve Tripathy istatistiksel Cauchy dizileri kavramimi incelediler (Fridy,
1985; Rath ve Tripathy, 1994). Ayrica Fridy, klasik limit noktasi1 kavramindan
yola gikarak, bir reel dizinin istatistiksel limit noktasi ve istatistiksel yigilma nok-

tast kavramlarini tamimlamigtir (Fridy, 1993).

Istatistiksel yakinsakligin, pozitif tamsay1 kiimelerinin dogal yogunluguna iliskin
olmasi ve dogal yogunlugu sifir olan pozitif tamsay1 kiimelerinin ailesinin bir ideal
olusturmasi gerceginden yola cikilarak, istatistiksel yakinsakligin bir genellemesi
olacak bigimde “ideal yakimsaklik (Z-yakinsaklik)”, kavrami tammlanmigtir. Z-
yakinsaklik kavram, ilk olarak Kostyrko vd (2000) tarafindan verilmis olup ista-
tistiksel yakinsakligin da otesinde oldukga genel bir yakinsaklik tipidir. Ayrica
Kostyrko vd, istatistiksel limit ve istatistiksel y1g1lma noktalarinin bir genellemesi
olacak bigimde bir dizinin Z-limit ve Z-y1g1lma noktasi kavramlarini tanimlamigtir.
Bunun yani sira bir Z idealine iligkin filtre yardimiyla Z*-yakinsaklik kavramini da
tanimlamiglardir. 2004 yilinda doktora tezinde Giirdal; Z-Cauchy ve Z*-Cauchy

kavramlarini tanimlayarak baz énemli sonuglar elde etmistir (Giirdal, 2004).

Ik olarak 1963 yilinda Géhler tarafindan tanitilan ve yine iki yil sonra Géhler
tarafindan gelisgtirilen "2-Normlu Uzaylar" kavramini, sonrasinda pek ¢ok aragtir-
maci calismis ve onemli sonuclar ortaya cikarmistir (Géhler, 1963; 1965). Ornegin,
2-Metrik Uzaylar (Gihler, 1965; Ehret, 1969), 2-Banach Uzaylar (White, 1969);
son zamanlarda Istatistiksel yakinsaklik (Giirdal ve Pehlivan, 2004), n-Normlu
Uzaylarda Yakinsaklik ve n-Banach Uzaylar (Gunawan ve Mashadi, 2001a) gibi
matematigin temel alanlariyla ve klasik Fonksiyonel Analiz ile olan iligkisi ne-

deniyle bir cok matematikcinin ilgilendigi 6nemli bir konu haline gelmistir. Ozel-
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likle 2001 yilinda Gunawan ve Mashadi tarafindan "2-normlu Uzaylarda Yakin-
saklik ve Cauchy" kavrami verilerek bir cesit yeni bir analiz kavrami ortaya
konulmugtur (Gunawan ve Mashadi, 20016). Bununla birlikte yine ayni yilda
Gunawan ve Mashadi (Gunawan ve Mashadi, 2001a) yaptiklar1 ¢alismada "n-
normlu uzaylar ve n-Banach Uzaylar" kavramlarini vererek 2-normlu uzaylar
daha da genellestirmislerdir. 2-normlu uzaylarda istatistiksel yakinsaklik kavrami
Giirdal ve Pehlivan (Giirdal ve Pehlivan, 2004) tarafindan incelenerek yeni bir
calisma alani olusturulmustur ve bu alandaki caligmalar cesitli alanlara uygula-
narak devam etmektedir (Giirdal, 2006; Sahiner vd., 2007; Giirdal ve Agik, 2008;
Giirdal vd., 2009; Savas, 2011). Ozellikle son zamanlarda Golet’in bir ¢aligmasiyla
olasiliksal ve rassal 2-normlu uzaylar kavramimin verilmesiyle bu alanda Mur-
saleen, Karakus, Mohiuddine ve Alotaibi tarafindan bir dizi caligsmalar yapilmistir
ve yapilmaya devam etmektedir (Golet, 2005, Karakus, 2007; Mursaleen, 2010;
Mursaleen ve Mohiuddine, 2012; Mursaleen ve Lohani, 2011; Sencimen, 2008;
Tripathy vd., 2012).

Hazirlanan bu yiiksek lisans tez calismasinda rassal 2-normlu uzaylar tarafindan
indirgenmis topolojide ¢ift indisli dizilerin Z-yakinsak ve Z-Cauchy tanimlar:1 ve-
rilmig ve baz1 sonuglar elde edilmigtir. Bunun diginda rassal 2-normlu uzaylarda
ideal yakinsakliga gore dizilerin limit ve Z-y1gilma noktalar1 kavramlar: arasindaki

bagintilar incelenmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ilk olarak, dagilhim fonksiyonlar1 ve olasiliksal metrik uzaylarin 6zel

bigimleri olan olasiliksal normlu uzaylar ifade edilecektir.

Ikinci olarak istatistiksel yakinsaklik ve ideal yakinsaklik teorilerine iligkin baz

temel tanimlar ve sonuglar incelenecektir.

Son olarak, 2-normlu uzaylar ve rassal 2-normlu uzaylar teorisine iligskin bazi

temel kavramlara ve sonuclara yer verilecektir.
2.1 Dagilim Fonksiyonlari ve Olasiliksal Normlu Uzaylar

Ik olarak, dagilim fonksiyonlari, iicgen fonksiyonlar1 ve iicgen normlar ince-

lenecektir.

Tanim 2.1.1. Bir dagilim fonksiyonu, f : R — R{ ile tamml , azalmayan
ve infieg f (t) = 0 ve sup,ep f (f) = 1 kosullarim saglayan soldan siirekli bir f

fonksiyonudur (Schweizer ve Sklar, 1983).
Soldan stirekli tiim dagilhim fonksiyonlarinin kiimesini D ile gosterelim.

Dagilim fonksiyonlar1 f(0) = 0 kosulunu gergeklemesi halinde uzaklik dagilim

fonksiyonu adimi alir ve DV ile gosterilir.

Tanim 2.1.2. Herhangi bir ¢ € R{ i¢in a noktasindaki birim basamak olarak

ifade edilen H, € D fonksiyonu

1, t>aise

0, t<aise

seklinde tanimlanir. Her f € D i¢in Hy > f oldugu agiktir (Schweizer ve Sklar,
1983).

Tanim 2.1.3. Bir * : [0, 1] x [0, 1] — [0, 1] ikili islemi

i) Her a € [0,1] igin a x 1 = a,



ii) Her a,b € [0,1] i¢cin a % b = b * a,

iii) Her a,b,c,d € [0,1] icin c < aved <bise cxd < ax*b,

iv) Her a,b,c € [0,1] i¢in (a*b) xc =a* (b*¢)

kosullarimi saghyorsa * iglemine bir {iggen norm veya ¢-norm denir (Schweizer ve

Sklar, 1983).

Ornek 2.1.4. [0,1] iizerindeki a * b = max{a+b—1,0}, axb = ab ve a *
b = min{a,b} bi¢iminde tanmimh * iglemleri ¢-normlara (iiggen normlara) birer

ornektir.

Tamim 2.1.5. Bir 7 : Dt x DT — D™ ikili islemi,
i) 7 (F,Hy) = F,

i) 7 (F,G) =7(G, F),

i) F < H ve G < K ise 7 (F,G) < 7 (H,K),

iv) 7(r(F,G),H) =1 (F,7(G,H))

kosullarini sagliyorsa 7 iglemine tiggen fonksiyon denir (Schweizer ve Sklar, 1983).

Simdi ise ilk olarak Serstnev tarafindan tammlanan olasihksal normlu uzay kavra-

mim verelim (Serstnev, 1963).

Tamim 2.1.6. Eger X bir reel vektor uzayi, F' : X — D, 7 siirekli bir tiggen
fonksiyonu ve her z,y € X ve s,t € Ry igin

i) £ (0) =0,

ii) Her ¢t > 0 i¢in F, (t) = 1 olmasi igin gerekli ve yeterli kogul = 0 olmasidir,
iii) Her a # 0 icin Fo,(t) = F, (@T)

V) Fopy (s +1) > 7(F, (s), F, (1))

kogullarini saghyorsa (X, F, 7) iicliisiine olasiliksal normlu uzay (PNS) denir.

Eger, * siirekli bir ¢-norm olmak iizere iv) kogulu
V) Fouy (s +1) > Fy (3)  F, (1)

kogulu ile yer degistirirse (X, F, %) tigliisiine rassal normlu uzay (RNS) denir.

Ornek 2.1.7. (X, ||.||) bir normlu uzay ve a * b = ab (veya a * b = min {a, b})



olsun. z € X vet > 0 igin
t

otz

Fy (t)

ifadesi tamimlansin. O zaman (X, F) %) iicliisii bir rassal normlu uzaydir.

Simdi, olasiliksal normlu uzaylarda yakinsaklik ve Cauchy dizisi kavramlarini

hatirlatalim.

Tanim 2.1.8. (X, F, 7) olasiliksal normlu uzay1 olsun. Her ¢ > 0 ve A € (0,1)
verildiginde n > ko icin F,, 1 (¢) > 1 — X olacak sekilde bir kg pozitif tamsayisi
mevcut ise o zaman x = (z,,) dizisine, F' olasiliksal norma gore L € X degerine
yakinsaktir ya da kisaca L degerine F-yakinsaktir denir ve F-lim, z, = L veya

T L Lile gosterilir.

Uyar1 2.1.9. (X, ||.||) bir reel normlu uzay ve x € X ve t > 0 i¢in (||.|| tarafindan

indirgenmis standart t-norm) F) (t) = olsun. O zaman z,, — z olmasi igin

_t
t+| ]|

gerekli ve yeterli kosul z,, L 2 olmasidir.

Tanim 2.1.10. (X, F, 7) olasiliksal normlu uzay: olsun. Her ¢ > 0 ve A € (0,1)
verildiginde n,m > ko i¢in F,, . (¢) > 1 — X olacak gekilde bir kg pozitif tam-
say1s1 mevcut ise o zaman = = (z,,) dizisine, F' olasiliksal norma gore bir Cauchy

dizisi denir.
2.2 istatistiksel Yakinsaklik ve ideal Yakinsaklik

[k olarak, istatistiksel yakinsaklik kavraminin ortaya cikmasina neden olan yogun-

luk kavramin verelim.

Tanim 2.2.1. K pozitif tamsayilarin bir kiimesi olmak tizere

n—o0

5(K) = lim%\{ke[(:kgnﬂ

ifadesine K ’'min dogal yogunlugu denir. Burada [{k € K :k <n}| ifadesi
{k € K : k < n} kiimesinin eleman sayisin1 gostermektedir. K sonluise o (K) =0

dir. K¢ = N\K olmak iizere ¢ (K) mevcut ise 0 (K¢) =1 — 6 (K) dir (Niven vd.,



1991; Freedman ve Sember, 1981).

d (K) = 1 olmak iizere her k € K igin bir P (k) 6zelligi gergekleniyor ise hemen
hemen her k igin P (k) 6zelligi gergekleniyor diyecegiz ve bunu h.h.k. bi¢iminde

ifade edecegiz.
Simdi istatistiksel yakinsaklik tanimini hatirlatalim.

Tanim 2.2.2. (x,,) reel bir dizi ve L € R olsun. Her bir ¢ > 0 sayis1 i¢in

K()={neN:z,—-L|>¢}

kiimesinin dogal yogunlugu sifir ise + = z,, dizisi L sayisina istatistiksel yakin-

saktir denir ve st-limx = L ile gosterilir (Steinhaus 1951, Fast 1951, Fridy 1985).

Adi anlamda yakinsaklik ile istatistiksel yakinsaklik arasindaki baglantiy1 kurmak
icin, bu iki kavrami kargilagtiralim: Bilindigi gibi, = reel say1 dizisi L ye yakinsak
ise L nin herbir ¢ komgulugunun disinda dizinin ancak sonlu sayida elemani ka-
labilir. Simdi, L noktasinin her bir £ komgulugunun diginda dizinin sonlu sayida
degil, sonsuz sayida da elemaninin kalabilecegini kabul edelim. Fakat boyle e-
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lemanlarin sayisi dizinin tiim elemanlarinin sayisina gore “gok ¢ok az” olacaktir.
Yani dizinin “hemen hemen” tiim elemanlarinin, L nin € komgsulugunun icerisinde
oldugunu soyleyebiliriz. Buradan x dizisinin L noktasina “hemen hemen” yakin-
sak oldugunu anlarz. Istatistiksel yakimsaklik kavrami bu fikri matematiksel
olarak kesin ifade eden kavramlardan biridir. Burada L noktasinin ¢ komsgulugu

disinda kalan elemanlarin sayisinin “az” olmasi, boyle elemanlarin dogal yogun-

lugunun sifir olmasi ile ifade edilir (Pehlivan, 2001).

Teorem 2.2.3. st-limx = L olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 6 (K) = 1 ve
lim z,, = L olacak gekilde bir K = {n; <ny < ..} C N kiimesinin mevcut

k—oo

olmasidir (Salat, 1980; Fridy 1985).

Burada adi anlamda yakinsak olan her dizinin istatistiksel yakinsak oldugunu

ifade etmek gerekir. x dizisi L ye yakinsak ise her ¢ > 0 i¢in K = {n € N :



|z, — L| > €} kiimesi sonlu sayida eleman igerdiginden yogunlugu sifirdir.

Ornek 2.2.4.
1 ,n=k, (k=1,2,..)

0 ,n#k?

Ty =

seklinde tanimlanan = = (x,,) dizisini gézoniine alahm. Her ¢ > 0 igin K. = {n €

N:|z, —0| >} ={1,4,9,16,...} alindiginda

1
6(Ka) = lim —\/ﬁ = lim — =
n—oo N n—00 \/ﬁ

0
elde edilir. O halde st-lim z = 0 duir.

Simdi de istatistiksel Cauchy dizisi tanimini verelim.

Tanim 2.2.5. Her € > 0 icin,
1
lim— |{neN:|z,—zy[>c}|=0
non

olacak gekilde en az bir N = N(¢e) sayis1 varsa © = (x,,) dizisine bir istatistiksel

Cauchy dizisidir denir. Bu ifade, her € > 0 ve hemen hemen her n igin,
|z, — 2y <€

olacak gekilde bir N = N (¢) sayis1 vardir seklinde de yazilabilir (Fridy, 1985).

Asagidaki teorem istatistiksel yakinsaklik ve istatistiksel Cauchy dizileri arasin-

daki bagintiy1 vermektedir. Buna gore,

Teorem 2.2.6. Asagidaki ifadeler denktir:

i) x istatistiksel yakimsak bir dizidir;

ii) z istatistiksel Cauchy dizisidir;

iii) x dizisi verilsin. Hemen hemen her n igin x,, = y,, olacak gekilde yakimsak bir

y = (yn) dizisi vardir (Fridy, 1985).

Tanim 2.2.7. Y bos olmayan bir kiime ve Z C P (V) olsun. Her A, B € 7 igin
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AUB €T, her AeZ ve BC Aigin B € T kosullar1 saglaniyor ise Z ailesine bir
ideal denir (Kuratowski, 1966).

Tanim 2.2.8. Bog olmayan bir F C P (Y) ailesi ) ¢ F, her A,B € F igin
ANB e F,her Aec Fve AC B CY igin B € F kosullar1 saglaniyor ise F

ailesine Y kiimesi iizerinde bir siizgeg denir (Katetov, 1968).

Eger Z # () ve Y ¢ T ise 7 idealine gercek ideal denir. Z C 2 idealinin ger¢ek
bir ideal olmasi icin gerekli ve yeterli kogul F (Z) = {Y\A: A € 7} ailesinin Y
kiimesi {izerinde bir siizge¢ olmasidir. Z C 2Y bir gercek ideal olsun. Eger her

z €Y igin {z} € 7 ise 7 idealine bir uygun ideal denir (Kostyrko vd., 2000).
Simdi de Z-yakinsaklik tanimini verelim.

Tanim 2.2.9. 7 C 2" bir gercek ideal ve (X, p) bir metrik uzay olsun. Eger her
e > 0 igin
A)={neN:p(z,,L)>c} el

ise (2y),cy € X dizisi L € X ye Z-yakinsaktir denir (Kostyrko vd., 2000).

Eger = (z,,) dizisi L ye Z-yakinsak ise bu ifade Z- lim z,, = L ile gosterilir. Bu

n—oo

durumda L € X elemanm x = (x,) € X dizisinin Z-limiti adin1 alir.

Ornek 2.2.10. 7 C 2" olmak iizere (Kostyrko, 2000) tarafindan tanimlanan baz
gercek uygun ideal orneklerini verelim.

(a) Zy = {M C N : M sonlu},

(b)Zs={M CN: (M) =0}

K kiimesini K = K (¢) = {n € N: p(z,,&) > ¢} seklinde tammlayalim. 7 ideali
olarak;

(a) daki Z; ideali alimirsa Zy-yakinsaklik ile adi anlamda yakinsaklik,

(b) deki Zs ideali alimirsa Zs-yakinsaklik ile istatistiksel yakinsaklik kavramlar:
cakigir. Burada Z; C Z; C 7 dur.

Teorem 2.2.11. 7 bir gergek ideal olsun.

i) lim x, = ¢ ise Z- lim z,, = &,

n—o0



ii) Z- lim x,, = £ ve Z-lim y,, = n ise Z-lim (x, +y,) = £+ 7,

iii) Z- lim x,, = £ ve Z- lim y,, = n ise Z- lim (x,y,) = &n

n—0oo

dir (Kostyrko vd., 2005).
Simdi de Z-yakinsakliga bagh olarak Z*-yakinsaklik kavramini verelim.

Tanim 2.2.12. X in elemanlarinin bir (x,,) dizisinin,

lim p (2, L) =0

k—o00

olacak gekilde bir alt dizisinin indeks kiimesi M = {m; < mg < ... <my < ...},
M € F(Z) (yani N\M € T) mevcut ise (z,,) € X dizisi L € X degerine Z*-
yakinsaktir denir (Kostyrko vd., 2000).

Onerme 2.2.13. 7 uygun ideal olsun. Eger 7*- lim z,, = L ise Z- lim z,, = L dir
(Kostyrko vd., 2000).

Tamm 2.2.14. Eger A, NA; =0 (i # j,i,j=1,2,...) ve A; € T ise her i € N

icin A;AB; sonlu kiime ve B = |J B; € 7 olacak sekilde B; kiimeleri mevcut ise
i=1
7 C 2" uygun ideali (AP) kosulunu saglar denir (Kostyrko vd., 2000).

Simdi metrik uzaylarda Z-Cauchy ve Z*-Cauchy dizisi kavramlarini verelim.

Tanim 2.2.15. (X, p) bir metrik uzay ve Z C 2" bir uygun ideal olsun. Eger her
e > 0 igin
A)={neN:p(xy,ay)>ct el

olacak gekilde N = N (g) mevcut ise (z,) € X dizisine X iizerinde Z-Cauchy
dizisi denir (Kostyrko vd., 2000).

Ornek 2.2.16. Her € > 0 ve N = N (¢) indeksi i¢in
K=K()={neN:p(rnzy) > e}

kiimesini tanimlayalim. 7 ideali olarak;

Ornek 2.2.10 (a) daki Z; ideali alimirsa Z;-Cauchy dizisi ile adi anlamda Cauchy
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dizisi,
Ornek 2.2.10 (b) deki Z; ideali alinirsa Zs-Cauchy dizisi ile istatistiksel Cauchy

dizisi kavramlar1 ¢akigir.

Tanim 2.2.17. (X, p) bir metrik uzay ve Z C 2% uygun ideal olsun. Eger x); =
(@m,,) alt dizisi X de Cauchy dizisi yani,

A o) =0

olacak sekilde M = {m; <ms < ... <my < ..} C N, M € F(Z) kiimesi mevcut
ise (x,,) € X dizisine X de Z*-Cauchy dizisi denir (Kostyrko vd., 2000).

(X, p) bir metrik uzay ve Z C 2% uygun ideal olsun. Eger x = (z,,) € X dizisi
ZI*-Cauchy ise x = (z,,) dizisi Z-Cauchy dizisidir (Nabiev vd., 2007).

Simdi metrik uzaylarda Z-limit noktas: ve Z-y1gilma noktalar1 kavramlarini hatir-

layalim.

Tanim 2.2.18. 7 bir uygun ideal olsun. = = (z,,) ve y = (y,,) dizileri igin
{neN:x, 4yt €T

ise x ve y dizileri Z ya gore hemen hemen her n i¢in egittir denir ve ”Z-h.h.n. icin

Tn =Y, yazabiliriz.

Tanim 2.2.19. Z bir uygun ideal olsun. Eger K := {n (j) : j € N} olmak iizere
K € T ise {z}, alt dizisine Z-seyrek alt dizi ve eger K ¢ T ise {x}, dizisine
x = (z,,) dizisinin Z-seyrek olmayan alt dizisi denir (Kostyrko vd., 2000).

Tamm 2.2.20. (X, p) bir metrik uzay ve (z,) € X olsun.

i) M ¢ 7 ve khfolf"k = L olacak sekilde M = {m; < ms...} C N kiimesi mevcut
ise L € X elemanina x in Z-limit noktas1 denir.

ii) Eger her ¢ > 0 i¢cin {n € N:p(x,,L) <e} ¢ Z ise L € X elemanmna = in
Z-y1g1lma noktasi denir (Kostyrko vd., 2005).
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7 (A;) ile z dizisinin tiim Z-limit noktalar1 kiimesi, Z (T';) ile z dizisinin tiim
Z-yigilma noktalar1 kiimesini ve adi limit noktalarinin kiimesini de L, ile tanim-

lanir.

Herhangi bir = dizisi i¢in Z (A,) C L, oldugu agiktir. Z bir uygun ideal olsun. Bu
durumda her z = (z,,) € X dizisi igin Z (A,) C Z(I'y) ve Z(I';) C L, dir. Ayrica
(X, p) keyfi metrik uzay ve z = (x,) € X, y = (y,) € X olmak tizere Z-h.h.n
icin z,, = y,, ise Z(I';) = Z(I'y) ve Z(A,) = Z(A,) olur. Son olarak Z (AP)
ozelligini saglayan bir uygun ideal ve (X, p) keyfi metrik uzay olsun. Herhangi
bir z = (x,) € X dizisi igin I—liznxn = LiseZ(A,) =7 (I',) ={L} dir (Kostyrko
vd., 2000).

Bu kisimda son olarak ¢ift indisli dizi kavramina yer verilmigtir.

Tanim 2.2.21. (x,;) ¢ift indisli reel say1 dizisi olsun. n ve k indisleri birbirinden
bagimsiz olarak sonsuza yakinsarken (z,;) dizisi L degerine yakinsak olacak ge-
kilde bir L reel sayis1 mevecut ise (z,y) ¢ift indisli reel say1 dizisine Pringsheim an-
laminda yakinsaktir denir. Bu durumda P-lim,, .o Znx = L yazilir (Pringsheim,

1900).

(ift indisli dizilerin istatistiksel yakinsakligi kavrami Tripathy, Mursaleen ve

Edely tarafindan verilmistir. Her £ > 0 igin
d({(n,k) e NXN: |z, — L| >¢e})=0

ise (x,x) ¢ift indisli dizisine Pringsheim anlaminda L degerine istatistiksel yakin-
saktir denir (Moricz, 2003; Tripathy, 2003; Mursaleen ve Edely, 2003). Bu kavram
2005 yilinda Tripathy tarafindan Z-yakinsaklik kavramina genigletilmigtir.

T, ideali 2"*N nin bir ideali olsun.

Tanim 2.2.22. Her € > 0 i¢in
{(n,k) e NXN: |z, — L| >c} €Ty
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ise (,x) ¢ift indisli dizisine Pringsheim anlaminda L degerine ideal yakinsaktir

denir ve Zy-lim x,,; = L yazilir (Tripathy, 2005).

Ornek 2.2.23. 7 =7, (§) ve L = 0 olsun.

1, eger n,k € N ve n, k kare ise

Tnk =
0, diger durumlarda

ile (zn) cift indisli dizisini tammlayalim. O zaman her € > 0 igin

0

({00 k) € Nx N e — 1] 2 <)) < tip VYR
n, n

elde ederiz. Bu sebeple Pringsheim anlaminda st-lim,, g lim |z, — L| = 0 olur.

Ancak (x,;) dizisi Pringsheim anlaminda L ye yakinsak degildir.
2.3. Olasiliksal ve Rassal 2-Normlu Uzaylar

Bu kisimda ilk olarak Géhler (Géhler, 1963; Géhler, 1965) ve Gunawan ve Mashadi
(Gunawan ve Mashadi, 2001b) tarafindan verilen 2-normlu uzaylar ve bu uzaylar

iizerinde ifade edilen yakinsaklik tanimina yer verelim.

Tanim 2.3.1. X uzay1 2 < d < oo boyutlu bir reel vektor uzay: olsun. X ii-

zerinde ||-,-]| : X x X — R fonksiyonu agagidaki dort kosulu sagliyor ise |-, -|
fonksiyonuna bir 2-norm ve (X, |-, -||) ikilisine de bir 2-normlu uzay denir:

(i) |lz,y|| = 0 olmasi igin gerekli ve yeterli kogul x ve y nin lineer bagimh ol-
masidir;

(i) llz, yll = lly, zll;
(iif) [Jez, y|| = el [lz, yl|, @ € R;
(V) flz,y + 2l < llz, yll + [z, =] -

Yani, X = R? olmak iizere ||z,y| := = ve y vektorlerinden meydana gelen

paralelkenarin alani olarak alinirsa

||1’79H = |T1y2 — Z2Wn|, T = (3717352)7 y = (y1,92)
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formiiliiyle verilebilir. Her z, y € X ve a € R igin her (X, ||-,-||) 2-normlu
uzayda ||z, y|| > 0 ve ||z,y + ax| = ||z, y|| ozellikleri saglanir. Ayrica, z, y ve z
lineer bagiml ise (6rnegin, d = 2 oldugunda), ||z,y + z|| = ||z, y|| + ||z, z|| veya
|z, y — 2| = ||=, y|| + ||z, || dir (Gahler 1963; 1965; Gunawan ve Mashadi, 2001b).

2-normlu (X, ||-,-||) uzay1 verilsin.

Tanim 2.3.2. Her y € X i¢in lim ||z, — z,y|| = 0 ise X deki bir (z,,) dizisine «
degerine yakinsaktir denir. Boyle bir durumda, lim z,, = z ile gosterilir ve (z,,)

dizisinin limiti = dir denir (Gunawan ve Mashadi, 2001b).

Simdi de bu kisimda Raymond vd. (2001) ne gore lineer 2-normlu uzaylardaki

Cauchy dizisi tanimini hatirlatalim.

Tanim 2.3.3. X lineer 2-normlu uzaymda herhangi bir (z,,) dizisi ve her z € X
icin

lim ||z, —@m, 2| =0

n, M—00

ise (z,) dizisine bir Cauchy dizisi denir (Raymond vd., 2001).

Simdi Golet tarafindan 2005 yilinda verilen olasiliksal 2-normlu uzay ve rassal
2-normlu uzay tanimu verilecektir (Golet, 2005). Daha sonra rassal 2-normlu
uzaylarda yakinsaklik, istatistiksel yakinsaklik ve ideal yakinsaklik teorilerine i-

liskin baz1 temel tanimlara ve sonuclara yer verilecektir.

Tanim 2.3.4. X boyutu birden biiyiik olan bir lineer uzay, 7 bir ticgen fonksiyon,
* bir iiggen norm ve F': X x X — D olsun.

i) Eger x ve y lineer bagimli ise F(x,y;t) = Hy(t) dir. Burada F(z,y;t) kiimesi
F(z,y) nin ¢t € R noktasindaki degeridir,

ii) Eger x ve y lineer bagimsiz ise F'(z,y;t) # Ho(t),

iii) Her z,y € X i¢in F(z,y;t) = F(y,x;t),

iv) Her t > 0, a # 0 ve her z,y € X i¢in F(ax,y;t) = F(z,y; ﬁ),

v) Her z,y,2z € X igin F(x + vy, z;t) > 7(F(xz,yz;t)),

kosullar1 sagliyorsa F' fonksiyonuna olasiliksal 2-norm ve (X, F, 7) iicliisiine de

olasiliksal 2-normlu uzay denir ve kisaca PTN yazilir.
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Eger v) kosulu
vi) Her z,y,2 € X ve t,ty € Ry igin F(z+y, z;t1 +1to) > F(x, z;t1) * F(y, 2; t2);
ile yer degistirirse (X, F, %) iicliisiine rassal 2-normlu uzay denir ve kisaca RTN

yazilir.

Uyar: 2.3.5. Her (X, ||.,.||) 2-normlu uzay1

i) Her z,y € X, t > 0 ve a*b = min{a,b}, a,b € [0,1] i¢in F(z,y;t) =
Ho(t — o y]), veya

ii) Her z,y € X, t >0 ve axb=ab, a,b € [0,1] igin F(z,y;t) = m

kosullariyla bir rassal 2-normlu uzay yapilabilir.

Tanim 2.3.6. (X, F,*) bir RTN uzay1 olsun. Her bir ¢ > 0 ve A € (0,1) ve-
rildiginde sifirdan farkh z € X ve n > kg icin F' (x, — L, z;¢) > 1 — X olacak
sekilde bir ky pozitif tamsayisi mevcut ise o zaman x = (z,) dizisi (X, F, *)
uzayinda L degerine yakinsaktir veya kisaca L degerine F-yakinsaktir denir. Bu
durumda F-lim, x,, = L ile gosterilir ve L degerine x = (x,,) dizisinin F-limiti

denir (Golet, 2005).

Tanim 2.3.7. (X, F, ) bir RTN uzay1 olsun. Eger her ¢ > 0, A € (0, 1) ve sifirdan
farkli z € X i¢in

d({neN: F(x,—L,z;e) <1—A}) =0,
veya denk olarak
d({neN:F(x,—L,z;e) >A}) =1

ise x = (x,,) dizisi (X, F, *) uzayinda L degerine istatistiksel yakinsak veya kisaca
L degerine st (RTN)-yakinsaktir denir. st (RTN)-limx = L ile gosterilir ve L
degerine z dizisinin st (RT'N)-limiti denir (Mursaleen, 2010).

Tanim 2.3.8. (X, F, %) bir RTN uzay1 olsun. Eger her bir ¢ > 0 ve A € (0,1)

verildiginde her n,m > N ve sifirdan farklh z € X icin

d({neN: F(x, —xm,2;6) <1—A}) =0
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olacak gsekilde N = N (e, z) sayist varsa o zaman © = (x,) dizisine (X, F,*)

uzayinda istatistiksel Cauchy veya st (RTN)-Cauchy denir (Mursaleen, 2010).

Teorem 2.3.9. (X, F, %) bir RTN uzay1 olsun. Eger F-limz,, = L ise st (RT'N)-
limz, = L dir. Fakat tersi genellikle dogru degildir (Mursaleen, 2010).

Simdi tersinin dogru olmadigini gosteren bir 6rnek verelim.

Ornek 2.3.10. X = R? uzay1 ||z, z|| = |z120 — 2221|, = (21, 732), 2 = (21, 2) ile
tammli 2- norm ve her a,b € [0,1] igin a * b = ab 6zelligine sahip bir uzay ve her

v,z € X, 29 #0vet>0igin F (z,2;t) = olsun.

_t
4=,z

(n,0), n=k* keN,
(0,0), diger durumda

Ty =

ile tanimh bir x = (z,,) dizisi ve

K,(gt)y={neN:F(z,—L,z;t)<1—¢}, 0<e<1; L=(0,0)

olsun.
Lt n=k% keN,
F(w,—L,zt):= "
1, diger durumda,
oldugundan

0, n=£k keN,

lim F' (z, — L, z;t) :=
" 1

, diger durumda

dir. Sonug olarak = = (x,) dizisi (X, F,*) uzaymda yakinsak degildir. Fakat
K, (e,t) C {1,4,9,16,...} oldugundan ¢ (K, (&,t)) = 0 olup st (RTN)-limz = L
elde edilir.

Teorem 2.3.11. (X, F,*) bir RTN uzay1 olmak iizere bu z = (x,) dizisinin
st (RT N)-yakinsak olmast igin gerekli ve yeterli kogul st (RT N )-Cauchy olmasidir
(Mursaleen, 2010).

Simdi ise Mursaleen ve Alotaibi tarafindan verilen Rassal 2-normlu uzaylarda
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ideal yakinsaklik ve Mursaleen ve Mohiuddine tarafindan verilen Olasiliksal norm-
lu uzaylarda cift indisli dizilerin ideal yakinsakligi teorisi ile ilgili baz1 tanim ve

sonuclar1 verelim.

Tanim 2.3.12. (X, F,*) bir RTN uzay1 olsun. Eger her ¢ > 0, A € (0,1) ve

sifirdan farkli z € X i¢in
{neN:F(z,—L,z;e) <1—-A}eZ

veya denk olarak

{neN:F(z,—L,z;e) >} €T

ise © = (x,,) dizisine (X, F), *) uzayinda L degerine Z-yakinsaktir denir veya kisaca
Z (RTN)-limz = L yazilir ve L degeri z dizisinin Z (RT N )-limiti adim alir (Mur-
saleen ve Alotaibi, 2011).

Yardimci Teorem 2.3.13. (X, F, ) bir RTN uzay1 olsun. Eger x = (z,,) dizisi
Z (RTN)-yakinsak ise o zaman Z (RT'N)-limiti tektir (Mursaleen ve Alotaibi,
2011).

Yardimci Teorem 2.3.14. (X, F, %) bir RTN uzay1 olsun. O zaman

i) F-limx, = L ise Z (RTN)-limz,, = L dir.

ii) Eger Z (RT'N)-limx,, = Ly ve Z (RT'N)-limy,, = L ise

Z (RTN)-lim (z,, + yn) = L1 + Lo dir.

iii) Eger Z (RTN)-limz,, = L ve @ € R ise T (RTN)-lim ax, = alL dir (Mur-
saleen ve Alotaibi, 2011).

Tanim 2.3.15. (X, F, %) bir RNS uzay1 ve Z da N x N nin gercek olmayan ideal

olsun. Eger her bir ¢ > 0 ve ¢ > 0 i¢in
{(j,k) eENxXN:F,, (t)<1-¢c} €D

ise x = (xj;) ¢ift indisli dizisine F' rassal normuna gore L € X degerine Z-

yakinsaktir denir (Mursaleen ve Mohiuddine, 2010).
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Tanim 2.3.16. (X, F, x) bir RNS uzay1 olsun.
Eger K € F (Z,) (yani N x N\K € I,) ve F-lim,, z;, x,, = L olacak sekilde

K:{(]makm>]1 <j2<, k1<k’2<}CNXN

bir alt kiimesi mevcut ise o zaman x = (z;;) € X dizisine F' rassal norma gore

L € X degerine Z;-yakinsaktir denir (Mursaleen ve Mohiuddine, 2010).

Teorem 2.3.17. (X, F, ) bir RNS uzay1 ve Z, uygun bir ideal olsun. Eger Z;-

limz = L ise o0 zaman Zy-limz = L dir (Mursaleen ve Mohiuddine, 2010).

Teorem 2.3.18. (X, F, x) bir RNS uzay1 ve Z, ideali (AP) kogulunu gergekleyen
bir ideal olsun. Eger Zo-limx = L olacak sekilde X uzayinda bir z = (xj;) cift

indisli dizisi mevcut ise o zaman Z;-limx = L dir.
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3. RASSAL 2-NORMLU UZAYLARDA CiFT INDiSLi DiZiLERIN
Z-YAKINSAKLIGI

T-yakinsakligin teorisinde bir ¢cok oncii ¢caligmalar mevcuttur. Bu boliimde verilen
caligmada ise Rassal 2-normlu uzaylarda ¢ift indisli dizilerin Z-yakinsaklik ve Z-
Cauchy kavramlar1 tanimlanmig ve buna iligkin bazi sonuglar incelenmigtir. Bu
kisimda verecegimiz sonucglarda Rahmat ve Harikrishnan tarafindan verilen F-

topoloji yontemi kullanilmigtir.

(X, F, %) bir RTN uzay1 olsun. x siirekli -norm oldugundan 6 nin (&, \)-komsuluk-
larinin sistemi

No(e,\) ={z e X:F,(e) >1— )}

olmak {izere

{No(g,A\):e >0, Ae (0,1)}.

X uzay1 iizerinde birinci sayilabilir Hausdorff topolojisini belirleyen ve F-topoloji
ad1 verilen sistemdir. Boylece F-topoloji dizilerin F-yakinsakligi yoluyla belir-
lenebilir. Burada = — y € Ny ifadesinin y € A, anlamina geldigi ve tersinin de

dogru oldugu agiktir (Rahmat ve Harikrishnan, 2009).

Tanim 3.1. Her € > 0, A € (0,1) ve sifirdan farkh z € X igin
Tk, 2 — L € Ny(e, \), her bir j, k > N igin
veya denk olarak
Tk, 2 € Np(,N), her bir j, k > N i¢in

olacak gekilde N pozitif tamsayisi mevcut ise o zaman x = (z;;,) € X cift indisli

dizisine L € X degerine F-yakinsaktir denir ve F-lim xj;, z = L seklinde yazilir.

Yardimci Teorem 3.2. (X, ||, .||) bir reel 2-normlu uzay ve (X, F, x) uzay1 z,y €

X ve t > 0 olmak tizere F, ,(t) = rassal norm tarafindan indirgenmis bir

_t
t+|lzyll
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RTN uzay1 olsun. O zaman her x = (z;;) cift indisli dizisi ve sifirdan farkli y € X
icin

lim|z—L,y||=0= F-lim(zx—L),y=0
dir.

Ispat. lim |2z — L,y|| = 0 oldugunu kabul edelim. O zaman her ¢t > 0 ve her
y € X icin
|zjx — L,y|| <t her bir j,k > N igin

olacak gekilde N = N (t) pozitif tamsayis1 mevcuttur. Herhangi ¢ > 0 igin

€ € t
> =1-
e+|lzp— Lyl = e+t e+t

esitligine denk olan

e+ o — Loyl _ e+t
19 9

ifadesi elde edilir. Bundan dolay1 A\ = it € (0,1) alinirsa
Fyp-rpy(€) >1— X her bir j, k> N icin
elde edilir. Boylece her bir j, k > N igin istenilen x;,y € Np(e,A) sonucu elde
edilir.
3.1. RTN Uzayinda Cift Indisli Diziler Igin 7" ve Z.*-Yakinsaklik

Bu kisimda (X, F) ) uzaymnda bir ¢ift indisli dizinin Z ve Z*-yakinsaklig1 kavram-
lar1 incelenmis ve bu teori ile iligkili baz1 énemli sonuglarin ispat1 verilmigtir. Bu

kisim boyunca ZJ" kavram N x N de uygun bir ideal olarak alinmugtir.

Tamim 3.1.1. (X, F, *) bir RTN uzay1 ve Zy de N x N kiimesinde gergek bir ideal

olsun. Eger her bir £ > 0, A € (0,1) ve sifirdan farkh z € X igin
{(J,k) e Nx N:zj,z ¢ Np(e,\)} € I,

ise 0 zaman X de x = (z;;) ¢ift indisli dizisine L € X degerine 7} -yakinsaktir
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veya F-topolojiye gore L € X degerine 72 -yakinsaktir) denir.
2

Bu durumda L vektériine z = (x;;) ¢ift indisli dizisinin ZZ -limiti denir ve ZJ'-

limzx, z = L ile yazlr.

Yardimci Teorem 3.1.2. (X, F,*) bir RTN uzay1 olsun. Eger x = (x;) ¢ift

indisli dizisi F' rassal 2-norma gore ZJ -yakinsak ise o zaman ZJ -limiti tektir.

Ispat. Z/-limxz,z = L; ve Z}-limz,2z = Ly oldugunu kabul edelim. Burada
Ly # Ly dir. Ly # Ly oldugundan N, (g, \) ve Np,(g,\) komsuluklar1 L; ve Ly
nin ayrik komsguluklar olacak sekilde € > 0, A € (0,1) ve sifirdan farkl z € X

segelim. L; ve Ly nin her ikisi de () ¢ift indisli dizisinin ZJ-limiti oldugundan
A={(j,k) e NxN:xj, z¢ N (e,\)}

ve

B={(j,k) e NxN:xj, 2z ¢ Np,(e,\)}

kiimelerinin her ikisi de ZZ ye aittir. Bu da
A°={(j,k) e Nx N:zj,z €Ny (e,\)}

ve B¢ ={(j,k) e Nx N:a, 2z € Np,(e,\)} kilmelerinin F (Z) ye ait oldugunu
gosterir. Sonug olarak elde edilen bu gergek Ly ve Lo nin Nz, (g, \) ve Nz, (g, )
komsuluklariin ayrik olmasi gercegiyle celisir. Boylece Ly = Lo dir. Bu da ispat1

tamamlar.

Yardimci: Teorem 3.1.3. (X, F, %) bir RTN uzay1 olsun. O zaman
i) F-limzx, 2 = L ise ZF -lim 2, 2 = L dir.

ii) Eger ZJ-lim 3, 2 = Ly ve I -lim yjx, 2 = Lo ise

ZFdim (x5 + ysn) , 2 = Ly + Lo dir.

iii) Eger Zf -limz;x, 2 = L ve a € R ise Zf -lim axjx, 2 = oL dir.

iv) Eger Z¥-lim x4, 2 = Ly ve ZF-lim x4, 2 = Lo ise

ZFdim (x5 — ;1) , 2 = Ly — Ly dir.
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Ispat. i) F-limzj,, 2 = L oldugunu kabul edelim. ¢ > 0, A € (0,1) ve sifirdan
farkh z € X olsun. O zaman her bir j, k > N i¢in 24, 2 € Ny (¢, \) olacak sekilde

N pozitif tamsayis1 vardir.
A={(,k) e NxN:axjp,z¢ N, (e,N)} C{1,2,3,..., N —1}x{1,2,3,.... N — 1}

kapsamasi var oldugundan ZZ" de uygun bir ideal oldugundan A € 71" elde edilir.
Bu ise Z{ -lim x;x, 2 = L oldugunu gosterir.

ii) e >0, A € (0,1) ve sifirdan farkli z € X olsun. (1 —n)* (1 —7n) > (1 —X\)
olacak sekilde n € (0,1) sayst segelim. Z3-limz;x, 2 = Ly ve ZX-limy;x, 2 = Ly

oldugundan

A:{(j,k)eNxN:mjk,zgéNLl (g)\)}

ve

B:{(j,k)eNxN:yjk,z¢NL2 (gx)}

kiimeleri 73" idealine aittir. C' = {(j,k) € Nx N: (@r + yj) , 2 € N4, (5, A)}
olsun. 7! ideal oldugundan, C' C AU B oldugunu gostermek yeterlidir. Bu da
A° ve B€ kiimeleri F (Z5) ye ait olmak iizere, C° O A°N B¢ oldugunu gostermekle
esdegerdir. (j, k) € A°N B€, yani (j, k) € A° ve (j, k) € B® olsun. Boylece

5 5
F(Cﬂjk'f'yjk)_(Ll""LZ)»Z (&) 2 Fejnaz (5) *Fyta (5)
> (L=mn)*(1=mn)
> (1-2)

elde edilir. (j,k) € C° D A°N B¢ € F (I,) oldugundan C C AU B € 77 dir.

iii) @ = 0 i¢in ispat agiktir. Simdi « # 0 i¢in ispat yapalim. ¢ > 0, A € (0,1) ve

sifirdan farkh z € X olsun. Z4-limx;,, 2 = L oldugundan

A:{(j,k)ENXNIJZ‘]']{;,Z¢NL<E,)\)}EIQ
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dir. Boylece
A = {(j,]f) e NxN: Tk, 2 ENL(&,)\)} S f(IQ)
elde edilir. (j, k) € A° olsun. O zaman

£
Farjk—aL,z (5) = ijk—L,z <m)

V4
-
:;:
|
&
N
)
S~—

*
S
VRS

| o

|

)
~_

— (1-))

dir. Boylece {(j,k) € Nx N: azj, z ¢ Nup (e,\)} € T, elde edilir. Sonug olarak
IF-lim axjy, z = aL dir.

iv) Sonug (i7) ve (zii) kullanilarak kolayca elde edilir.

Rassal 2-normlu uzaylarda cift indisli dizilerin Z7 -yakinsaklik kavrami ile yakin
iligkisi olan ZL*-yakinsaklik kavramimi tanimlayacagiz. Ayrica Zi*-yakisak ise

TF-yakimsak oldugunu ama tersinin dogru olmadigini gosterecegiz.

Tanim 3.1.4. (X, F, %) bir RTN uzay1 olsun. Eger K € F (Z,) (yani N x N\ K €

T,) ve stfirdan farkh her z € X i¢in F-lim,, xj, k.., = L olacak sekilde
K = {(]m;km> 2j1 <j2 < .. k1 < ky < } CNxN

bir alt kiimesi mevcut ise o zaman = = (z;;,) € X dizisine F' rassal 2-norma gore
L € X degerine ZJ*-yakinsaktir denir. Bu durum ZZ*-lim z, z = L ile ifade edilir

ve L degerine x = () ¢ift indisli dizinin ZJ™*-limiti denir.

Teorem 3.1.5. (X, F,x) bir RTN uzay1 ve Z, uygun bir ideal olsun. Eger Z™*-

limz, z = L ise o zaman ZJ'-limz, z = L dir.

ispat. ZF*Jim z, 2 = L oldugunu kabul edelim. O zaman tanmimdan
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F-limy, x;,, x,., 2 = L olacak sekilde
K= {<.]m7km) :jl < j2 <. kl < k2 < } S f(z-2)

kiimesi mevcuttur. € > 0, A € (0, 1) ve sifirdan farkh z € X olsun.
F-limy, z;1,.,2 = L oldugundan her m > N i¢in z; .,z € N (g,\) olacak

sekilde N € N sayis1 vardir.
A =A{(jm: km) € K+ Tj, k2 € Ni (2, M)}

kiimesi

B ={j1,J2, s jn-1; k1, k2, knoa}

kiimesi tarafindan kapsandigindan ve Z, uygun bir ideal oldugundan A € Z, olur.

Boylece £ > 0, A € (0,1) ve sifirdan farkh z € X igin
{G. k) ENxN:ajy,zd No(e,\)} S KUB €T,

dir. Bundan dolay1 Z{-lim z, z = L sonucu elde edilir.
Asgagidaki 6rnek Teorem 3.1.5 in tersinin dogru olmadigini gostermektedir.

Ornek 3.1.6. X = R? uzay1 = (21,22), y = (y1,72) € R? i¢in |z, y| :=
|x1y2 — xoyy| Ozelligine sahip bir uzay ve her a,b € [0,1] igin a*b = ab olsun. Her

(r,y) € R? ve t > 0 igin
t

P =

olsun. Bu durumda (R?, F, %) bir RTN uzay1 olur. Herhangi (m,n) € N x N igin
her bir A;; kiimesi sonsuz sayida (i, j) ikilisini kapsayacak gekilde Nx N = U; ;A;;
olarak tanimlanan N x N nin bir ayrigimi olsun. Burada ¢ > m, j > n ve
(i,7) # (m,n) icin A;; N Ay, = 0 dir. Zy ideali A;; lerin hemen hemen sonlu
sayida kesigsimini iceren N X N nin tiim altkiimelerinin sinifi olsun. O zaman
7, uygun bir idealdir. Asagida bir (z,,,) ¢ift indisli dizisini tamimlayalim: Eger

(m,n) € Ay ise Ty, = <1 0) € R? dir. O zaman sifirdan farkhh z € X icin

i_j’
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m,n — oo iken
t

= 1
t+ [z, 2|

Fﬂ?mnaz (t)

dir. Boylece ZZ-lim,, ,, Tpp, 2 = 0 dir.

Simdi I2F “-limy,, p, Tin, 2 # 0 oldugunu gosterelim. I2F *-limy,, », Tyn, 2 = 0 oldugunu
kabul edelim. O zaman tanimdan K € F (Zy) ve F-lim;x,,,,;,2 = 0 olacak
sekilde

K ={(mj,n;):m3 <mg < ..;n<ng<..pfCNxN

bir alt kiimesi mevcuttur. K € F (Z) oldugundan K = N x N\ H olacak sekilde

H € 7y vardir. O zaman

r<(0(0-)) (U (G2

olacak sekilde p ve ¢ pozitif tamsayilar1 mevcuttur. Boylece Apiq 441 C K ve K

1
(p+1)(g+1)

F-lim; ., 2 = 0 kabuliimiiz ile geligir. O halde IQF “-limy, 5, Tnp, 2 7 0 dir.

kiimesindeki (m;, n;) lerin sonsuz degerleri icin z,,, ,,, = > 0 dir. Buise
7%

Boylece teoremin tersinin dogru olmadigr goriiliir.

Agagidaki teorem Z, idealinin (AP) 6zelligini saglamasi halinde teoremin tersinin

dogru oldugunu gostermektedir.

Tanim 3.1.7. Z, idealinden ikili ayrik kiimelerin her (A,,), . dizisi i¢cin A,AB,
simetrik farki her n ve U,enB, € Z, icin sonlu olacak sekilde B,, C N, n € N
kiimeleri mevcut ise o zaman Zo C P (N x N) uygun idealine (AP) kogulunu

sagliyor denir (Mursaleen ve Mohiuddine, 2010).

Teorem 3.1.8. (X, F,*) bir RTN uzay1 ve Z de (AP) kosulunu gergekleyen bir
ideal olsun. Eger 7} -lim z, z = L olacak sekilde X uzaymnda x = () ¢ift indisli

dizisi mevcut ise o zaman Z;*-lim x, z = L dir.

ispat. ZF-limz, 2 = L oldugundan her bir ¢ > 0, A € (0,1) ve sifirdan farkh
z € X igin
{(j,k) e Nx N:zj,z ¢ Np(e,\)} € I
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kiimesi vardir. p € N icin A, kiimesini

1 1
A, = |,k NxN:1--<F, ,;<1——o
4 {(ja)e X p jky2—L p+1}

seklinde tanimlayalim. Buradan {A;, A,, ...} kiimesinin Z, ye ait sayilabilir ¢oklu
ayrik bir kiime oldugu aciktir. Bu sebeple, (AP) kosulundan her bir i € N ve
B = U, B; € I, icin A;AB; simetrik fark kiimesi sonlu bir kiime olacak gekilde
{By, By, ...} € I, kiimelerinin sayilabilir bir ailesi mevcuttur. B € Z, oldugundan

K = NxN\B olacak sekilde bir K € F(Z) kiimesi meveuttur. Simdi (zjx); e x

alt dizisinin F' rassal 2-norma gore L elemanina yakinsak oldugunu ispatlayacagiz.
n € (0,1), ¢ > 0 ve sifirdan farkli 2 € X olsun. ¢~' < 7 olacak sekilde bir ¢

secelim. O zaman

{(j,k) e NX N:xj, 2 ¢ Np(e,m)}
C {(j,k) eENXN:zy,2z¢ N (5,3)} C U A,

dir. A;AB; kiimesi her ¢ = 1,2, ...,q — 1 i¢in sonlu bir kiime oldugundan

(UZ1B) N{(j.k) e Nx N:j>jovek > ko}

= (UZ1A4) N{(j,k) ENxN:j>jovek>ko}.

olacak sekilde (jo, ko) € N x N mevcuttur. Eger j > jo, k > ko ve (j, k) € K ise
o zaman (j,k) ¢ UZZ| B; ve (j,k) ¢ UZ| A; dir. Bu sebeple her j > jo, k > ko ve
(j,k) € K icin

Tk, 2 ¢ NL (6777)
olur. Bu ifade her ¢ > 0, n € (0, 1) ve sifirdan farkh z € X i¢in gergeklendiginden

IQF *-limx, z = L elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmig olur.
3.2. RTN Uzayinda 7} ve Z.*-Cift Indisli Cauchy Dizileri

Bu kisimda (X, F, %) uzaymda bir ¢ift indisli dizinin ZZ'-Cauchy ve ZZ*-Cauchy

kavramlar: incelenmis ve bunun yani sira bu kavramlar arasindaki bagimtilar
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verilmigtir.

Tanim 3.2.1. (X, F, *) bir RTN uzay1 ve Zs de N x N de uygun bir ideal olsun.
Eger her bir € > 0, A € (0,1) ve sifirdan farkh z € X i¢in

{(j,k) e NXN:aj—xg,2¢ Ny (e,\)} €T

olacak sekilde s = s (¢) ve t =t (¢) mevcut ise z = (x;;) € X ¢ift indisli dizisine

ZF-Cauchy dizisi denir.

Tanim 3.2.2. (X, F, *) bir RTN uzay1 ve Zo de N x N de uygun bir ideal olsun.
Eger her ¢ > 0, A € (0,1) ve sifirdan farkh 2z € X i¢in K € F(Z;) iken X

uzayinda = = (z;,, x,,) alt dizisi adi anlamda F-Cauchy dizisi olacak sekilde
K = {(]mvkm) :jl <j2 < .. kl < k’g < } C NxN

kiimesi mevcut ise o zaman ¥ = xj;, € X cift indisli dizisine T[*-Cauchy dizisi

denir.

Simdi verecegimiz teorem I{ *¢ift indisli Cauchy dizisinin ZJ'-¢ift indisli Cauchy

dizisi oldugunu verecektir.

Teorem 3.2.3. (X, F, %) bir RTN uzay1 ve Z, ideali N x N nin uygun bir ideal
olsun. Eger z = (z;,) dizisi Z;"- Cauchy dizisi ise o zaman z = (z;,) dizisi ayni

zamanda ZJ-Cauchy dizisidir.

Ispat. (z;),) dizisi bir Z,*-Cauchy dizisi olsun. O zaman her ¢ > 0, A € (0,1) ve

sifirdan farkli z € X i¢in ve her m,p > N igin
Tjkom — Tiphys 2 € Ny (€, X)
olacak sekilde
K={Um,km): 71 <j2 < ..; k1 <ky<..} €F (L)

27



kiimesi ve N € N sayist mevcuttur. Simdi p = jyi1, 7 = kyo1 noktalarim
sabitleyelim. O zaman her ¢ > 0, A € (0,1) ve sifirdan farkh z € X ve her
m > N igin

Tk — Tprs 2 € Ny (8, N)

dir. H =N x N\K olsun. H € 7, ve

Ae,N) = {(J,k) e NXN:ay —xp, 2 ¢ No(e,\)}

C HU{j1<j2<...<jN; k1<k2<...<kN}€I2

oldugunu soyleyebiliriz. Bundan dolay1 her ¢ > 0, A € (0,1) ve sifirdan farkh
z € X igin A (e, \) € T, olacak sekilde (p,r) € N x N bulunabilir, yani (z;) cift

indisli dizisi bir ZJ-Cauchy dizisidir.

Simdi Rassal 2-normlu uzayda Z;*-yakinsak ise Z4'-Cauchy kosulunu gerektirdi-

ginin ispat1 verilecektir.

Teorem 3.2.4. (X, F, %) bir RTN uzay1 ve Z, ideali N x N de uygun bir ideal
olsun. Eger x = (xj;) ¢ift indisli dizisi If *-yakinsak ise o zaman bu dizi Z7 -¢ift

indisli Cauchy dizisidir.

Ispat. Kabiiliimiizden K € F (Z) ve sifirdan farkli her bir z € X icin

F-lim,, x;, &, % = L olacak sekilde

K:{(]makm)jl < Jo < o ]{31<k’2<}CNXN

kiimesi mevcuttur. Yani her ¢ > 0, A € (0,1) ve sifirdan farkh her bir z € X ve

m > N icin z;,5,..2 € Np (g, \) olacak sekilde N pozitif tamsayisi mevcuttur.
(1 —=n)*(1—mn) > (1 —\) olacak sekilde n € (0, 1) segelim. Her ¢ > 0, A € (0, 1),

sifirdan farklh z € X ve m > N, p > N i¢in

g £
ijmkm —Lsz (5) * Fa;].pkp—Lyz (5)
> (I—n)x(1—n)

> 1—A

v

R €)
Tjmkm m]pkp?z(
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oldugundan her m, p > N ve sifirdan farkl her bir z € X igin
‘ijkm - xjpklﬂ “ ¢ '/\/‘5 (87 /\)

olur. Yani (x;) € X dizisi X de bir ZJ*~ift indisli Cauchy dizisidir. O zaman
Teorem 3.2.3 den (z;,) dizisi RTN uzaynda bir Z5 ~¢ift indisli Cauchy dizisidir.

Teorem 3.2.5. (X, F, %) bir RTN uzay1 ve Z, ideali N x N de uygun bir ideal
olsun. Eger x = (z;;) € X ift indisli dizisi Z4 -yakinsak ise o zaman bu dizi

TF¢ift indisli Cauchy dizisidir.

Ispat. (z;;) dizisinin L € X degerine ZJ -yakinsak oldugunu kabul edelim. & > 0,

A € (0,1) ve sifirdan farkli z € X verilsin. O zaman
. €
A= {(]71{3) ENXN:wj, 2 ¢ N <§,/\)} e,
dir. Bu da
c . g
A¢ = {(],k) ENXN:zy,zeNL <§7)\>} € F(L,)

oldugunu gosterir. (1 —n) % (1 —n) > (1 — A) olacak sekilde n € (0,1) segelim.
O zaman her (j,k), (s,t) € A i¢in

ijkfxstaz (E)

v

€ 9
ijka,z <§) * Fxsth,z (5)

> (I-=n)*x(1-mn)
> (1-2X)

elde edilir. Bu sebeple sifirdan farkli her bir z € X i¢in
{(j,k) e NXN:zj —xg,2 € Nyg(e,\)} € F(Zo)

dir. Bu ise

{(j,k>GNXNIZIfjk—ISt,ZéA@({;")\)}61-2
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oldugunu, yani (z;i) ¢ift indisli dizisinin bir Z% -¢ift indisli Cauchy dizisi oldugunu

verir.
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4. RASSAL 2-NORMLU UZAYDA Z-LiMiT NOKTALARI

Verilen bir dizinin adi limit noktalar1 ve istatistiksel yigilma noktalar1 arasinda
kuvvetli bir bagint1 vardir (Fridy, 1993). Bu gergeklerden yola ¢ikarak, bu boliimde
Rassal 2-normlu uzaylar tarafindan indirgenmis topolojide dizilerin limit nokta-
lar1 ve Z-y1g1lma noktalar: arasindaki bagintilar incelenmis ve bazi énemli sonuglar

elde edilmigtir.

Tanim 4.1. (X, F, %) bir RTN uzay1, Z uygun ideal ve = (z,) € X olsun.

i) Eger M ¢ T olacak sekilde bir M = {n; <ng < ...} C N kiimesi ve sifirdan
farkh her z € X icin F-limz,,,z = L mevcut ise L € X degerine F' rassal 2-
norma (veya Z%-limit noktasina) gore = dizisinin Z-limit noktasi denir. x dizisinin

tiim Z% (x)-limit noktalarmm kiimesi Z (A% (z)) ile gosterilir.

ii) Eger her € > 0, A € (0,1) ve sifirdan farkli z € X igin
{fneN:z,,ze N (e, N} ¢ T

ise L € X degerine F rassal 2-norma (veya Z2z-y1g1lma noktasina) gore x dizisinin
Z-yigilma noktas denir. z dizisinin tiim Z2z-y181lma noktalarimin kiimesi Z (T'% (z))

ile gosterilir.

Onerme 4.2. (X, F,*) bir RTN uzay1 ve Z bir uygun ideal olsun. O zaman X
in her bir z = (x,,) dizisi i¢in Z (A% (z)) C Z (I'% (x)) olup Z (I'% (z)) kapal bir

kiimedir.

Ispat. L € Z (A% (x)) olsun. O zaman her sifirdan farkli z € X icin

F-limaz,,  z=1L (4.1)

k—o00

olacak gekilde M = {n; <ny < ..} ¢ Z kiimesi mevcuttur. (4.1) ifadesine

gore her ¢ > 0 ve A € (0,1) verildiginde sifirdan farkh z € X ve k > ko igin
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Tn,, 2 € Ni(e,\) olacak sekilde bir kg pozitif sayis1 vardir. Boylece
{neN:xz,, zeNp(e,\)} D M\ {ny,...,ng}

olup
{neN:z,,ze Np(e,\)} ¢ I,

elde edilir. Boylece L € Z (I'% (x)) oldugu gosterilir.
y € Z(T%(x)) olsun. € > 0 ve A € (0,1) alahm. L € Z (T4 (z)) N Ny (y,¢,\)
degeri mevcut olsun. Ny (L,n, \) C Ny (y,¢e, A) olacak sekilde bir n > 0 secelim.

Buradan acik olarak
{neN:y—x,,2e€Npg(e,\)} D{neN:L—ux,,2€Ny(n,\)}

elde edilir. Boylece {n € N:y —z,,2 € Ny(e,\)} ¢ Z ve y € Z (I'% (x)) dir.

Tanim 4.3. (X, F, *) bir RTN uzay1, Z bir uygun ideal ve X uzayinda z = ()
bir dizi olsun.

i) Eger K = {ky <ky<..} € Tise vg = (¥1,),ey € X alt dizisine z € X
dizisinin Z%-seyrek alt dizisi denir.

ii) Eger M = {mi; <mg < ..} ¢ T ise 2y = (Tm,),eny € X alt dizisine v € X

dizisinin Z%-seyrek olmayan alt dizisi denir.

Eger L degeri x € X dizisinin bir Z2-limit noktasi ise o zaman F rassal 2-norma
gore L degerine yakinsayan Zz-seyrek olmayan z; alt dizisinin mevcut oldugu

acik olan bir gercektir.

Tanim 4.4. (X, F,*) bir RTN uzay1 ve = (z,,),.y € X olsun. Eger I’ rassal
2-norma gore L degerine yakinsayan x dizisinin bir alt dizisi varsa o zaman L € X
elemanma F rassal 2-norma gore x = (z,,) dizisinin limit noktasi denir. L% (z) ile
F rassal 2-norma gore x = () dizisinin tiim limit noktalariin kiimesini ifade

edecegiz.
T (A% (z)) C L% (z),Z(T% (z)) C L% (x) oldugu agiktir: L € Z (T'% (x)) alirsak o
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zaman her € > 0, A € (0,1) ve sifirdan farkh z € X i¢in
{neN:xz,,z€N(e,\)} ¢ T elde edilir. Eger L ¢ L% (x) ise Nz, (¢/, \) komsu-
lugu = € X dizisinin sadece sonlu sayida elemanim icerecek sekilde &' > 0 sayisi

vardir. O zaman

{neN:z,,ze Np (e N} el

olur, fakat bu ifade L € Z (I'%4 (z)) olmasiyla gelisir. Bu sebeple x € Z (I'% (x))
dir. O halde z € L% (x) olup buradan Z (I'% (z)) C L% (z) elde edilir.

Yardimci Teorem 4.5. (X, F,*) bir RTN uzay1 ve Z uygun bir ideal olsun.
r = (z,) € X icin eger x dizisi F rassal 2-norma gore Zp-yakinsak ise o zaman

sifirdan farkli 2 € X i¢in Z (A% (z)) ve Z (T'% (z)) kiimelerinin her ikisi de tek bir

{Zp-lim x,, z} kiimesine egittir.

Ispat. Zp-lim,z,,z = L olsun. L € T (A% (x)) oldugunu gosterelim. Zp-

yakinsaklik tanimi geregi her € > 0, A € (0,1) ve sifirdan farkh z € X igin
A, N)={neN:z,,2¢ N, (e,\)} €T

dir. Z uygun bir ideal oldugundan her k£ € N i¢in n, ¢ A (%,)\) Ve Tp,,2 €
N (%, )\) olacak gekilde bir M = {n; < mny < ...} C N kiimesi segilebilir. Yani
F-limy_o ©p,, 2 = L dir. M € Z oldugunu kabul edelim.

Mc{neN:xz, 2N, (1,)\)}

oldugundan

(N\M)Nn{neN:z,,ze N, (1,\)} =0

elde edilir fakat N\M € F (Z) ve
{neN:x,,ze N, (1,\)} € F(T)

dir. Bu celiski M ¢ T oldugunu verir. Boylece F-limy o Tp,,2 = L olacak
sekilde M = {n; <ny < ..} C Nve M ¢ 7 elde edilir, yani L € Z (A% (z)) dir.
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T (A% (x)) C Z(I'%(2)) oldugundan L € Z (T'% (x)) dir.
Simdi n # L olacak sekilde n € Z (T'% (x)) oldugunu kabul edelim. A € (0,1) ve
sifirdan farkh z € X icin

A:{nEszn,z¢NL(‘n;L|,)\)}EI

ve

B:{nEN:xn,zENL(m;M,)\)}gZI

oldugu agiktir. B C A € Z olmasi gergeginden elde edilen bu celiski Z (T'% (7)) =
{L} oldugunu gosterir. Bu sebeple Z (A% (x)) C Z(I'%(z)) = {L} kapsama
bagmtisindan Z (A% (z)) = Z (I'% (z)) = L oldugunu elde ederiz ki bu da ispat1

tamamlar.

Teorem 4.6. (X, F,*) bir RTN uzayi, Z uygun bir ideal ve
M={neN:z,#y,} €T

olacak sekilde X de x = (x,) ve y = (y,) dizileri mevcut olsun. O zaman

I (A% (2) =Z (A% (y) ve I(T% (2)) = Z (I (y)) dir.

Ispat. M = {n € N: 1, #y,} € Zolsun. Eger L € T (A% (x)) ise F-limg z,,, 2 =
L olacak sekilde bir K = {n; <ny < ...} ¢ Z kiimesi vardir. £¢ > 0 ve A € (0,1)
verildiginde k > N ve sifirdan farkh z € X i¢in x,,,, 2 ¢ N, (€, A) olacak sekilde

N € N sayis1 mevcuttur.
Ki={neN:ne KAz, #y,} CMeT
oldugundan
Ko={neN:neKANz,=y,} ¢7T

elde edilir.

Gergekten, eger Ko € Z ise K = Ki UKy € Z olup K ¢ 7T dir. Boylece

Yk = (Yn)per, dizisi Yy = (yn),ey dizisinin Zz-seyrek olmayan alt dizisidir ve
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Yk, alt dizisi F' rassal 2-norma gore L degerine yakinsaktir. Buda L € Z (A% (y))
oldugunu ifade eder. Benzer sekilde Z (A% (y)) C Z (A% (z)) oldugunu gostere-
biliriz. Boylece Z (A% (y)) = Z (A% (x)) elde edilir. Simdi L € Z (T'% (z)) olsun.

O zaman her bir € > 0, A € (0,1) ve sifirdan farkli z € X igin
Bi={neN:z,,2eN(g,\)} ¢ T

ve

Bo={neN:neB Ax,=y,} ¢

dir. Bundan dolay1 By C {n € N : y,,2 € Ny (g, \)} elde edilir. Bu da
{neN:y,ze N (e,\)} ¢ T,

yani L € Z (T'% (y)) oldugunu gosterir. Boylece teoremin ispati tamamlanir.

Simdi verecegimiz teorem F' rassal 2-norma gore verilen bir dizinin limit noktalar

ve T2-y1gilma noktalar1 arasindaki kuvvetli bagintiy1 ispatlayacaktr.

Teorem 4.7. (X, F, *) bir RN uzay1, Z ideali (AP) 6zelligini saglayan uygun bir
ideal ve © = (z,,) dizisi X uzayinda bir dizi olsun. O zaman L% (y) = Z (I'% ())

ve {n € N:z, # y,} € T olacak sekilde bir y = (y,) € X dizisi mevcuttur.

Ispat. Eger Z(I'% (z)) = L% (2) ise y = « olup bu durum agiktir. Z (T'% (z))
ideali L% (z) kiimesinin uygun bir alt kiimesi olsun. O zaman her bir L €
L3 (2)\Z (T% (2)) igin L3 (z)\Z (T'% (x)) # 0 dir. limy z;, 2 = L olacak sekilde
x dizisinin T3-seyrek (z;,), y alt dizisi vardir. Yani her bir e > 0 ve A € (0,1)
verildiginde k > N ve sifirdan farkh z € X igin z;,, 2 ¢ N (¢, \) olacak sekilde N
pozitif tamsayist vardir. Boylece her bir § > 0, A € (0,1) ve sifirdan farkh z € X
icin {k € N:xy,z € N, =N (0,\)} € T olacak sekilde N, (g, \) mevcuttur.

Tiim N7, lerin kolleksiyonunun L% (2)\Z (I'% (z)) nin bir agik ortiisii oldugunu
kolayca gozlemleyebiliriz. Ortii teoreminden her bir N; yuvan (x,) € X dizisinin
bir Z3-seyrek alt dizisini igerecek sekilde {N; };.;1 sayilabilir ve ¢oklu ayrik alt

ortisi mevcuttur.
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Simdi her bir 6 > 0, A € (0,1) ve sifirdan farkh z € X i¢in
Ai={neN:z,,ze N; =N;(0,)), jeN}

olsun. A; €7 (j=1,2,...) ve 4;NA; = 0 oldugu agiktir. O zaman Z idealinin
(AP) ozelligine sahip olmasindan dolayr B = U2,B; € Z ve her j € N igin
Aj;\B bir sonlu kiime olacak gekilde N nin alt kiimelerinin {B;}72, sayilabilir
kolleksiyonu vardir. M = N\B = {m; < my < ...} C N olsun. Simdi y = (yx) €
X dizisi

Tm,, Kk € B ise

Y= )
Tk, ke M ise

olarak tammlansim. {k € N:z; # y;} C B € 7 oldugundan Teorem 4.6 dan
Z(I'% (y)) = Z(I'% (x)) dir. A;\B bir sonlu kiime oldugundan, yg = (y)scp
dizisi F' rassal 2-norma gore limit noktasina sahip degildir. Ayni zamanda bu
dizi y dizisinin bir Z2-limit noktasina da sahip olamaz, yani L% (y) = Z (T'% (y))

dir. Bundan dolay1 L2 (y) = Z (I'% (z)) esitliginin ispatin1 tamamlariz.
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