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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
ESLENMI$ ASIMPTOTIK ACILIM METODU VE METODUN UYGULAMALARI
SEYFETTIN ALAN

Silleyman Demirel Universitesi
Fen Edebiyat Fakiiltesi
Uygulamali Matematik Anabilim Dali

Danisman: Yrd. Do¢. Dr. RAMAZAN UYHAN

Matematikte, fizikte ve uygulamali bilimlerin bir¢ok alanindaanalitik olarak
cozulemeyen ya da klasik yontemlerle gercek ¢oziimiiniin bulunmasi ¢ok zor
olan denklemlerle Kkarsilasilir. Bu denklemlerin yaklasik ¢6ziimlerinin
bulunmasi igin niimerik ¢o6ziimler ve pertiirbasyon metotlar kullanilr.
Pertiirbasyon metotlarin niimerik yontemlerden en onemli farki ise,
diferansiyel denklemde var olan ya da bizim yerlestirdigimiz ¢ok kiiciik bir
pozitif ekatsayisi kullanilarak yaklasik ¢6ziim elde etmesidir.

Pertiirbasyon metotlardan biri olan Eslenmis Asimptotik A¢ilim metodu
ozellikle finans miihendisliginde ve fizikte kullanilan bir metottur. Bu metodun
diger yaklasik ¢6ziim bulma metotlarnn ile karsilastirildiginda en biiytlik
artisisudur;diger metotlar ani degisim bolgelerinde iyi sonu¢ vermezlerken
eslenmis asimptotik acilim metodu ani degisimin goriildiigii noktalarda da diger
noktalarda oldugu kadar iyi sonuglar verir. Eslenmis asimptotik ag¢ilim
metodunda 6ncelikle orijinal degiskenleri kullanarak klasik bir acilim belirlenir.
Bu agilima dis ¢6ziim denir. Daha sonra ise daha biiylik 6l¢ekler kullanabilmek
icin degisken degistirerek ani degisim noktalar1 icin kullanilacak bir bagka
acilim daha bulunur. Bu ac¢ilima da i¢ ¢6ziim denir. Bu agilimlar arasinda
baglant1 kurabilmek icin de esleme yapilir.

Bu tezin amaci Eslenmis Asimptotik A¢ilim Metodunu detaylari ile agiklamak ve
uygulamalar hakkinda bilgi vererek farkl alanlarda kullanilabilmesine olanak
saglamaktir.

Bu tezin giris boliimiinde pertiirbasyon metotlarin temelinde yer alan 6nemli
terimlerin tanimlari yapilmistir. Bu terimler arasinda analitik fonksiyon, regiiler
ve singliler nokta, Taylor Serisi ve L’Hospital teoremi, mertebe, asimptotik
yaklasim, Asimptotik acilim,cebirsel ve cebirsel olmayan fonksiyonlarin
asimptotik ¢oziimleri vardir. Ikinci béliimiinde literatiir calismas1 sonucunda
elde edilen bilgiler 6zet halinde sunulmustur. Uclincii boliimiinde ise Eslenmis
Asimptotik A¢ilim metodu kapsamli olarak ele alinmis ve uygulamalan
hakkinda bilgi verilmistir. Tek sinir kosulu oldugu durumlar, ¢oklu sinir kosulu
oldugu durumlar, i¢ katmanlarin oldugu durumlar, dis katmanlarin oldugu
durumlar ayr1 ayri incelenmis ve kapsamli aciklamalarla



uygulamalariyapilmistir. Yine bu béliimde Newton’un ikinci hareket kanunu i¢in
eslenmis asimptotik a¢ilim metodu ile yaklasim ¢6ziim bulunmustur. Tezin
dordiincii boliimiinde ise eslenmis asimptotik a¢ilim metodunun o6nemi
anlatilmis ve metot ile alakali ¢ikarimlara yer verilmistir.

Anahtar kelimeler: Eslenmis asimptotik a¢ilim, Van Dyke’'in esleme prensibi,
asimptotik genisleme, Pertiirbasyon metotlar, yaklasik deger bulma, Newton’un

ikinci hareket kanunu.

2014, 75 sayfa



ABSTRACT

M. Sc. Thesis

THE METHOD OF MATCHED ASYMPTOTIC EXPANSIONS AND
APPLICATIONS OF THE METHOD

Seyfettin ALAN

Siileyman Demirel Univercity Graduate School of Naturel Sciences
Departmant of Applied Mathematics

Supervisor:Yard. Doc. Dr. Ramazan Uyhan

In mathematics, physics and several other applied sciences one encounters
equations impossible or nigh impossible to solve analitically. In order to find
approximate solutions to these equations, numerical approximations and
perturbation methods are employed. The key difference of perturbation
methods from numerical approximations is the use of an infinitesimal ¢ value,
which could be naturally found in differential equations or could be inserted
methodicallly.

Matched Asymptotic Expansion Method, one of these perturbation methods, is
used especially in computational finance and physics. Difference of this
perturbation method is, while other methods don’t give accurate results in the
areas of sudden changes, it provides accurate results in these areas as well. In
Matched Asymptotic Expansion Method, firstly, by using original variables, a
classical expansion is determined. In order to use higher scales, with the help of
variables changes, another expansion is determined for sudden change areas.
Then, a mapping is done between the two expansions in order to link the two
expansions.

Aim of this thesis is to explain the Matched Asymptotic Expansion Method in
detail and provide information in its applications in order to give insight for
other possible fields of application.

In the first part of the thesis some important terms used in perturbation
methods is explained. Among these terms are analytical functions, regular and
singular points, Taylor series expansions and L'Hopital theorem, rank,
asymptotic convergence, asymptotic expansion, correctness values of
asymptotic expansions, solutions t algebraic and non-algebraic functions. In the
second part a summary of literature research is provided. In the third part, a
detailed study of Matched Asymptotic Expansion Method and its applications is
given. Thesis is enhanced by including expansive explanations of single
constraint cases, multiple constraint cases, existence of inner layers and outer
layers. Then, in the forth part, importance of Matched Asymptotic Expansion
Method is explained and arguments are given.

\"



Keywords: Matched asymptotic expansion, asymptotic spreading, perturbation
methods, approximation
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TESEKKUR

Tezi hazirlarken beni en ¢ok zorlayan sey konu hakkinda Tiirk¢e kaynaklarin
cok az olmasiydi. Ancak bu durum ayni1 zamanda bana gii¢ de verdi. Clinkii bu
konu hakkindaki nadir Tirkge kaynaklardan birini olusturuyor olmak heyecan
vericiydi.

Bu tezin hazirlanmasi sirasinda bana yardimlarini esirgemeyen degerli hocam
Yrd. Dog. Dr. RAMAZAN UYHAN’a, calismalarimin her asamasinda bana ¢okc¢a
yardimi olan agabeyim Siilleyman Alan’a, degerli dostlarim Tolga Yaman ve
Mehmet Uyanik’a ve tabi ki akademik ¢alismalarim boyunca hep yanimda olan
aileme tesekkiirti bir borg bilirim.

Seyfettin Alan
ISPARTA,2014
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1.GIRIS

1.1.Analitik Fonksiyon

Bir f(x) fonksiyonu, X = X,noktas1 yakininda

LA (Xo)

1

F" (%)

n!

(X=X) +.ot (X=%,)" (1.1)

n

seklinde yazilan Taylor serisine agilabiliyorsa ve X noktasini iceren bir agik

aralikta X ’'in butiin degerleri icin bu Taylor ac¢ilimi, f(x) fonksiyonuna

yaklasiyorsa o zaman adi gegen fonksiyona X = X;noktasinda analitik fonksiyon

denir. Bu durumda verilen Taylor ag¢ilimi

f(x)= 2 +a1(x—x0)+a2(x—x0)2 +...+an(x—x0)” = ian(x_xo)n (1.2)

n=0
seklinde olur.

Analitik fonksiyonlar i¢in yukaridaki tarif géz dniine alinirsa hemen sdylenebilir
ki biitiin polinom fonksiyonlar her yerde analitiktirler. Ayrica ¢,Sin x,C0S X

f(x)

fonksiyonlar1 da her yerde analitiktirler. 0
g(x

seklindeki fonksiyonlar, f (x) ve

g(x) analitik fonksiyon olmak tizere g(x)’i sifir yapmayan her X degeri i¢in

analitiktirler(Caglayan, 2008).



1.2.Regiiler Nokta ve Singiiler Nokta

d?y
dx?

d
+ Pl(x)'d_i+ P,(x).y=0

(1.3)

ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemini géz o6niine alalim. Bu

denklemdeki P,(X) ve P,(X)fonksiyonlarinin her ikisi de bir X = X,noktasinda

analitik ise X = X;noktasina “regiiler nokta” denir (Caglayan, 2008).

Eger bu fonksiyonlardan en az bir tanesi X = X,noktasinda analitik degilse, o

zaman X = X,noktasina (1.3) diferansiyel denkleminin bir “singiiler noktas1”

denir (Caglayan, 2008).

1.3.Taylor Teoremi ve L’Hospital Kural

1.3.1.Teorem (Taylor Teoremi)

f (¢) fonksiyonu ¢&,<&<¢, araliginda sirekli ve (n+1) .

tlirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda
1 1 n n
fe)=Tf(g)+(e—&)f (50)+---+m(5_50) f (&) + R,

olur. Burada

=i IO, i<

mertebeden

(1.4)

(1.5)

seklindedir. Bu sonu¢ ¢ok 6nemlidir, ¢linkii Taylor Serisinin ilk (n+1) terimi

f (¢) fonksiyonun yaklagiminda kullanilacaktir.

Taylor seri acilimi y2 <X degerleri icin ayn1 zamanda:

2



(X+Y)* =X +ayx** +%o¢(ag—l)yx“‘2y2 +...

seklinde binom a¢ilimini da olusturur.

(1.6)

Istenen durumlarda iistel ve trigonometrik fonksiyonlar icin &, =0alinarak

Maclaurin agilimi kullanilir(Holmes, 1995).

1.3.2.Teorem(L'Hospital Teoremi)

Bir diger onemli teorem ise L’Hospital kuralhdir. L'Hospital kural iki

fonksiyonun derecelerinin limitlerinin degerlerini icerir.

f () ve ¢(&) fonksiyonlari & #0olmak iizere (&,,¢,) araliginda tiirevlenebilir

fonksiyonlar olsunlar ve kabul edelim ki

lim (€
€¢€0 ¢ I(g)

=A, —oo < A < oo

olsun.Bu durumda

Ded &, durumunda f —->0ve ¢ >0
2)¢ \J &, oldugunda ¢ — oo

sartlarindan herhangi biri saglaniyorsa

lim (&) _
wta @(g)

ifadesi de saglanir(Holmes, 1995).

(1.7)

(1.8)



1.4.Mertebe(Order) Sembolii

Asimptotik yaklasimlarda ilk bilinmesi gereken “order” ya da diger adiyla
“Landau” semboliidiir. Burada asil o6nemli olan sey c¢ok kiiciik bir &

parametresine bagli olan fonksiyonlarin nasil davrandiklaridir. Ornegin & ’a
bagli bir ¢(¢) =& fonksiyonu @(g) = &’ kadar hizli bir sekilde 0’a yaklasmaz. Bu

nedenle de belli bir notasyona ihtiya¢ duyulur.

1.4.1.Tanimlar

1. &g, iken f=0(¢) gosterimi & <& <& araliginda |f(¢)| <k,|#()| olacak

sekilde & ’dan bagimsiz bir k, ve & sabitlerinin var oldugunu belirtir.

Buradaki “f” fonksiyonu “big Oh of ¢ "seklinde soylenir.

2. & &, iken f =o(¢) gosterimi her pozitif 6 icin &, <& <¢, araliginda
| f ()| < S|4(e)| olacak sekilde &’dan bagimsiz bir ¢, sabitinin var oldugunu

belirtir.Burada “f” fonksiyonu “little oh of ¢ ” seklinde sdylenir.

Bu tanimlar yardimiyla asagidaki sonuglara ulasilabilir:

a) 0’a esit olmayan bir ¢ fonksiyonunda orani & ve ¢ araliginda sinirlh ise

f =0O(¢g) olur.
. f(e)
b) | 1.9
VI 5o )

limitinin degeri varsa ve sonlu ise ¢ \J g, iken f =0(¢) olur.



. f(e)
| -0 1.10
c) lim ) (1.10)

ise &4 & iken f =o(¢) olur (Kevorkian, 1985).

1.4.2.0rnekler (¢ ¥ 0 icin)

1.
f =g (1.11a)
$=¢ (1.11b)
¢, =—3&° +5&° (1.11¢)

olsun. Burada limit formiilii uygulanirsa:

mé:o = f =o(g) (1.12)
ve
N B |

oldugu goriliir.



f (¢) =sin(e) (1.14)

fonksiyonu icin ise Taylor seri agilimi1 kullanilirsa:
1.,
f :3—55 sin(¢) (1.15)
olarak bulunur.Limit islemi uygulanirsa:
. f
lim—=1 (1.16)

&0 ¢

oldugu goriiliir. Buradan da f =0O(¢) olarak belirlenir.

3.
: 1
f =¢esin(l+-) (1.17)
&
p=¢

olursa 0< ¢ igin

‘i <1 (1.18)

¢

olur. Buradan da f =0O(¢) oldugu goruliir.
Ayni zamanda order sembolii asagidaki 6zelliklere sahiptir;

a) ed &, iken f =0(Q) < ed &, iken f siirhdir



b) 8~L80 iken f=o(1)<:>8¢€0 iken f -0

) ¢elg iken f=0(p) = e ¢, iken f =0(g)

Order semboliine ek olarak kullanilan birka¢ sembol daha vardir. Bunlar < ve

~ sembolleridir.

f(e) < ¢(e) ifadesi f =o(¢) ifadesine denktir. Ayrica ¢ <1 durumu &

degerinin ¢ok kiiciik oldugunu belirtir. Yani ¢ 4 0 demektir.

~ ifadesinin ise burada kullanilacak 6zel bir anlami yoktur ve 7 ~3.14
ifadesinde oldugu gibi belli bir sayisal yakinsamayi ifade eder (Kevorkian,

1985).

1.5.Asimptotik Yaklasim

Pertiirbasyon metotlarin asil amaci diferansiyel denklemin ¢6zim egrisine

yakin bir ¢izim yapmaktir. Bunu yapabilmek i¢in asimptotik yaklasim yapilir.0’a
cok yakin bir & degeri icin f(&)=&"+&° fonksiyonunun yaklasiminin ne

oldugu arastirilirsa, £° < &° oldugu i¢in f (&) ~ &” oldugunu séylemek makul bir

yaklasim olacaktir. Diger taraftan f(g) ~§82 olarak belirtilirse £ >0 iken

yaklasimdaki hata yani f(g)—gg2 ifadesi de 0’a gider. Fakat bu yaklasim koti

bir yaklasim olur. Bunun sebebi hatanin f(¢)’a yaklasimda kullanilan fonksiyon

ile ayn1 mertebeye sahip olmasidir. Bu gézlem ile asagidaki tanima ulasilir.

1.5.1. Tanim (asimptotik yaklasim) f (¢) ve ¢(¢) fonksiyonlar: verilsin, Eger
ey g icin f=¢g+0(p) oluyorsa, ¢(¢) fonksiyonuna“ & \J g i¢cin f(g)

fonksiyonunun bir asimptotik yaklagimidir” denir.



Ornekte belirtilen fonksiyon incelenirse, bu tanima gére hatanin derecesi

yaklasim fonksiyonunun derecesi ile ayni olmasina ragmen ¢(¢) fonksiyonu
f (¢) fonksiyonuna bir yaklasim olarak belirtilmektedir. Sonug olarak ¢ \J &, icin

f ~ ¢ olmasinin sarty;

(o)
| =1 1.19
oo §(e) (119)

olmasidir (Kevorkian, 1985).

1.5.2.0rnek-1

f =sin(¢) ve & =0 oldugunu varsayalim. Burada f (&) fonksiyonunun & =0

civarindaki Taylor agilimindan yararlanilirsa:

1 1
f=c—=&>+—¢°cos 1.20
£-5¢ t1o0¢ (&) (1.20)

ifadesi elde edilir.

Buradan asagidaki asimptotik esitliklerin oldugu soylenilebilir.

i)f~¢ (1.21a)
. 1.,

i) f ~8—68 (1.21b)
iii) f ~e+2&° (1.21¢)

elde edilen bu yaklasimlar(1.20) ifadesi ile karsilagtirilirsa agik¢a goriiliir ki; cok
kiigciik bir & degeri icin (1.21a) ifadesi en dogru yaklasimi verirken (1.21c)

ifadesi ise en yanlis yaklasimi vermektedir.



1.5.3.0rnek-2
foxte s 0<x<1 (1.22)

olsun. Burada € c¢ok kiiciik bir deger oldugunda f ~ x seklinde bir yaklasim

belirlenebilir. Yaklasimdan ve (1.22) fonksiyonundan elde edilen verilerin

karsilastirilmasi Sekil-1.1'de gosterilmistir.

f(x)
1,20000 -

1,00000 -

0,80000 -

0,60000 -
Fonksiyon

= Asimptotik Yaklagim
0,40000 -

0,20000 -

0,00000 ToX

0 005010150,20,250,30,350,40450,50,550,60,650,70,750,80,85090,95 1

-0,20000 -

Sekil 1.1 - (1.22) fonksiyonu ile asimptotik yaklasim olarak belirlenen y=x
fonksiyonunun karsilastirilmasi( & =107)

Grafikte acikga goriilebilecegi gibi X =0 noktasindan uzaklasildiginda ¢ok iyi bir
yaklasim elde edilirken, X =0 komsulugunda yaklasim o kadar da iyi degildir.

Unutulmamalidir ki verilen herhangi bir X degeri icin yapilan bir asimptotik
yaklasimda € degeri x degerine gore ne kadar kiiciikse asimptotik yaklasim o
kadar iyi sonug verir. Bu 6rnekte & degerinin ne kadar kii¢iik olabilecegi X’e

baghdir (Kevorkian, 1995).



1.6.Asimptotik A¢ilim

Asimptotik yaklasimlar tek degildirler ve yaklasimin uygunlugu hakkinda fazla
bir bilgi vermezler. Bu eksiklikleri gidermek icin formiile bir takim yeni yapilar
eklemek gereklidir. Simdiye kadar 1, &,&?%, &%, &”...dizilimleri kullanildi. Ancak
daha kapsaml olan baska dizilimler de olusturulabilir. Bunlar1 olusturabilmek

icin Poincare’nin tanimlari kullanilir.

1.6.1. Asimptotik acilimlar i¢cin Poincare tanimlari

1.4,,0,,4,,4,... fonksiyon dizilimi verilsin. m<n seklinde tanimlanan biitiin m ve n

degerleri icin gigo <> ¢ =0(p,) ifadesi saglaniyorsa bu fonksiyonlara

“asimptotik dizilim” ya da “iyi siralanmis dizilim” denir (Holmes, 1995).

2. ¢,,6,,0,,9,... fonksiyonlar1 asimptotik dizilim belirtiyor ise @, sabitleri & dan

bagimsiz sabitler olmak iizere
f=>"ad(e)+o(4,) m=1,2,3..n e g, (1.23)
k=1

seklinde bir asimptotik acilim belirtir. A¢ilim diizenlenirse fonksiyon

f~ad(e) +ad(e) +ag(e) +..+ad,(e) e s (1.24)

halini alir. Burada ¢ fonksiyonuna “baz fonksiyonu” ya da “Gouge fonksiyonu”

denir (Holmes, 1995).

Bu tanimlar ile elde edilebilecek asimptotik agilimlardan en ¢ok kullanilan iki

tanesi sunlardir:
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1. gigo vea < f<y<..olmaklzere

h=(-&) . b=(-5) b=(-5) . (1.25)

2. £¢—0 icin

b=1¢,=e" g =" (1.26)

Fonksiyon dizilimlerinden birincisi kuvvet serileri a¢iliminin genellestirilmis
halidir, ikinci dizilim ise Kkiiciik tistel fonksiyonlarinin tanimlanmasinda

kullanilir.

Verilen bilgilerden hareketle bir f(¢) fonksiyonuna karsilik gelen asimptotik

acilimi belirlemek icin ti¢ farkli yolun oldugu séylenebilir. Bunlar:
1) Taylor serisi

2) L’Hospital kurah

3) Tahmin etme

Tahmin etme yolu problemin sezgisel olarak algilanabilmesine baghdir ve

genellikle de sansa dayalidir. Diger iki yol ise daha rutin ve aciklanabilirdir.

Eger fonksiyon & =&, noktasinda Taylor Serisine agilabilecek kadar diizgiin ise

Taylor Teoremi en kullanish yoldur. Burada Taylor Serisinin biitiin sonuglari
asimptotik acilim olarak kullanilabilir. Buna ek olarak Taylor teoremi

asimptotik yaklasimin hatasini cok daha kolay belirleyebilir (Holmes, 1995).
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1.6.2.0rnekler (¢ <1 icin)

1. ¢° fonksiyonunun agiliminin ilk ti¢ terimini bulmak i¢in Taylor teoremi
kullanilirsa:
eg:1+g+132+153+... (1.27)
2 3!

seri acilimi elde edilir. iIk ii¢ terimi ise
£ 1 2
e z1+8+§5 (1.28)

seklinde ifade edilir.
2. sin(e”) fonksiyonunun ilk ii¢ terimini bulmak icin

sin(Ll+«) fonksiyonunun a =0 etrafindaki Taylor agilimi kullanilirsa:
sin(l+a) =sin(l) + asin(1) —%az sin(l) +... (1.29)

elde edilir. Burada ¢’ fonksiyonunun agilimi kullanir ve istenen fonksiyona gegis

yapilirsa:
sin(e®) ~ sin(1) + s cos(1) +%52[cos(l) —sin(1)] (1.30)

olarak yazilabilir.

Asimptotik acilimi  tamimlayabilmek icin @,,,...,4, olcek fonksiyonlar
oldugunu ve fonksiyonun asimptotik agilimimin f ~ag(¢)+a,4(¢)... seklinde
oldugunu varsayalim. Tanimlardan bilindigi gibi bu acilim f =a,¢ (&) +0(¢)
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. . f
seklindedir. Ifadenin ¢, ’'e béliinebildigini varsayalm ve lim— =g, olsun.

Burada @, ’in degeri ve f=a¢(c)+a,4,(¢)+0(4,) esitligi kullanilarak 8, nin

degeri bulunabilir. Buradan da

(1.31)

esitligi elde edilir. Bu diisiince agilimdaki diger katsayilarin da bulunabilmesi

icin asagidaki formiillerin elde edilmesini saglar.

Olgek fonksiyonlarin € ‘a ¢ok yakin ¢, degerleri igin sifir olmadig1 ve limitlerinin

var oldugu kabul edildiginde:

. f
i) lim—=a,
gieo ¢l
P — a1¢1
ii) lim =a
ey ) 2
i lim AT o
&vé 3

ifadelerine ulasilir. Ornegin:

¢1:11 ¢2:8 ) ¢3:gz-.. ve f(g):i_ke_%
1+¢

olsun. Verilen limit formiilleri kullanilirsa su ifadelere ulasilir:

. f
a=lm--=1

13
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(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)



-1 I|m(—+ ey)—— (1.37)

a, =lim
&0 < &0 +g E
o f-lve 1 1 v
%_I:[p e I!m(m+?e )=1 (1.38)

Buradan da f ~1-g+&°—¢°+... elde edilir. Burada ilgi ¢ekici olan sey iistel

ifadelerin sonug tizerinde hi¢bir degisiklik yaratmamasidir. Bunun nedeni biitiin

o degerleri icin e_% =0(e”) olmasidir. Diger bir deyisle biitlin tsler ¢ok hizl

bir sekilde 0’a yaklasir. Bu tiir istel fonksiyonlara cebirsel olmayan “askin

kiiciik (Transandantally small) fonksiyonlar” denir (Holmes, 1995).

Orneklerde de goriilecegi gibi farkli fonksiyonlarin asimptotik acilimlar1 aym
olabilir. Taylor seri a¢ilimi kullanilarak asimptotik ac¢ilimlar1 bulundugunda,

asagidaki fonksiyonlarin da ayni asimptotik acilima sahip olduklar goriilir.

_ tanh(%) (1.39)
! l+¢ '
7
jolre (1.40)
l+¢
f, =1—+e %sech( }/) (1.41)

Bu fonksiyonlarda oldugu gibi, verilen @,¢,,..., 4, dizilimlerine gore ilk n terim

acilmie 4 &, icin f —g=0(¢,) olursa, karsilik gelen asimptotik acihmlari aymi

ise, bu fonksiyonlara “asimptotik esittirler” denir (Holmes, 1995).
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1.7.Asimptotik A¢cilimlarin Sekillendirilmesi

istendiginde iki asimptotik acilimin terim terime toplanabilir. Ancak her
asimptotik agilimin tiirevi alinamaz. Ozel olarak asimptotik agihim asagidaki gibi

tamimlansin:
f(x,€) ~a,(X)d (X &) +a,(X)b, (X, €) , &4 & (1.42)

burada arastirilan sey:

di f (X&)~ —al(x)¢1(x g)+ az(x)¢2(x €), el s, (1.43)

ifadesinin dogru olup olmadigidir.

ilk akla gelen tahmin tabi ki bu ifadenin dogru sonug verecegidir. Fakat bu her

zaman dogru bir tahmin degildir. Ornegin; ¢ok kiiciik bir & degeri icin:

f(x.£)=e *sin(e”) 0<x<1 (1.44)
fonksiyonu tanimlansin. Burada fonksiyon seriye a¢ilirsa asimptotik agilim
f~0+0-6+0-&°+... (1.45)

seklinde, tiirev fonksiyonu ise
d—f(x g)—— %sm(e/)+ cos(e/) (1.46)

seklinde olur. Bu fonksiyonun (1.45) ifadesi tlirtinden bir terimi bile yoktur.
Bir diger problem ise @ ve ¢ iyi swrali degil iseler tiirevlerinin

olmayabilecegidir. Ornegin 0< x<1 araliginda tanimh
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¢ =1+x (1.46)

ve
$, = &sin(¥,) (1.47)

fonksiyonlar1 tanimlansin. & ¢ok kiiciik bir deger secildiginde @, =0(¢) oldugu

gortliir fakat di(iﬁl ve di(zﬁz ifadeleri iyi sirali ifade olusturmazlar.
X X

Burada belirtilen iki durumda asimptotik ac¢ilimlarin tiirevleri alinamaz.
Buradan da hangi fonksiyonlara ait asimptotik ac¢ilimlarin tiirevlerinin
alinabilecegine dair asagidaki kurala ulasilir.

Eger fonksiyon
f(x,€) ~a,(X)d (X &) +a,(X)b, (X, €) , &4 & (1.48)

seklinde ve tiirevi

d ! d

i f(x,&) ~b(¥)a (X, &) +b,(X)h (X &) , eV e , By = % (1.49)
seklinde ise acilimlarinin da tiirevleri alinabilir.

(dif ifadesi f(x,¢) agilimdaki biitiin terimlerin ayr1 ayr1 tilirevlerinin
X

alinmasiyla elde edilen fonksiyondur)
Asimptotik acilimlarda yapilabilecek bir diger sey ise integral alma islemidir.

Turev alma isleminde oldugu gibi (1.48) seklinde verilen biitiin fonksiyonlarin

acilimlarinin integralleri alinabilir. Integral sonucu ise asagidaki gibi olacaktir.
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jb f(x, £)dX ~ jb o (X)dx () + j" a, ()X, (e), & L &, (1.49)

Tabi ki verilen @ <x<b arahig1 agilimda verilen X'in tanim kiimesinin icinde

kalmalhdir (Lagerstorm, 1988).

1.8.Cebirsel Ve Cebirsel Olmayan Fonksiyonlarin Asimptotik Coziimleri

Yaklasik ¢oztimlerin bulunmasi i¢in asimptotik a¢ilimlarin nasil kullanildiginin

izahi cebirsel denklemlerle yapilabilir (Holmes, 1995).

1.8.1.0rnek-1:

x*+0,002x-1=0 (1.50)
denklemini ele alalim. Lineer terim olan X’in katsayisi diger katsayidan ¢ok
daha kii¢iik oldugu i¢in yaklasik bir ¢6ziim kolayca belirlenebilir. Bunu yapmak
icin X’in katsayisi olan 0,002 yerine ¢ yazilarak esitlik diizenlenirse:

x> +2ex-1=0, exl (1.51)
denklemi elde edilir. C6zlime baslarken ilk tahmin ¢6ziimiin

X~X+&X+..., a>0 (1.52)

seklinde olacag1 yoniindedir. Ciinkii fonksiyon X ’in azalan kuvvetleri

seklindedir ve asimptotik acilimin da Taylor Serisine benzeyecegidir.

(1.52) ifadesi ile belirlenen X degeri (1.51) denkleminde yerine yazilirsa:

X2+ 26X X + .ot 28X +£°X +...) —1=0 (1.53)

denklemi elde edilir.

17



Burada gosterim kolaylig1 olmasi icin denklem parcgalara ayrilip isimlendirilirse:

XC = (1.54a)
2%, %, =B (1.54b)
2&(X, +&°X +...) =C (1.54¢)
_1=D (1.54d)

ifadeleri elde edilir.

Yapilmasi gereken ilk sey(1.54a) ve (1.54b)ifadelerinin ¢oziilmesidir. Ciinkt bu
esitlik ¢ok kiiciik bir & barindirir. Bu nedenle £ igeren terimlerin & 4 0olarak

belirlenmesi gerekir. Esitlik ¢oziildiiglinde

o) X, -1=0 (1.55)

denklemi elde edilir ve denklemin ¢éziimii X, =*1olur. Burada gozlemlenen ilk

sey elde edilen problem ile asil denklemin esit sayida koklerinin olmasidir.(Her

ikisi de ikinci dereceden denklemlerdir)

Bulunan ¢6ziimden yararlanarak (1.54c) yani o(¢) ifadesi bulunabilir.

Denklemde sag taraf sifir oldugu icin (1.54c) denklemi sol taraftaki diger bir
terim ile beraber birbirini sifirlyor olmaldir. Burada tek segenek (1.54b)

denklemidir. Buradan da & =1oldugu anlasilir ve bir sonraki denkleme ulasilir.

o(e) 2%XX +2x,=0 (1.56)

denklem ¢éziiliirse ¢oziim X, = —1 olarak bulunur.
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Bu sekilde devam edilerek asimptotik acilimin diger terimleri de istenirse

bulunabilir ancak yapilan hesaplardan artik gortlir ki:

X~1-¢ (1.57)

seklinde bir asimptotik acilim belirlenebilir.

(1.51) denkleminin gercek ¢oziimii ile bulunan (1.57) yaklasik ¢6ziminiin

karsilastirilmasi Sekil-1.2’de gosterilmistir.

Cr 12
1 -
®
L
L
[
[ J 0,8 A
L
®
®
® -
o Y 0,6 O Gergek Cozaml
.. ® Yaklagik Cozim
%
® 04
®
L)
L
[ ]

®2 -

[ ]

®

o
£ O - G%
0,01 0,1 1

Sekil 1.2 - (1.51) denkleminin pozitif koki ile (1.57) asimptotik agiliminin
karsilagtirilmasi( & —1073)

Grafikten anlasilir ki bulunan yaklasim ¢ok kiiciik & degerleri i¢in oldukga
kabul edilebilir bir sonuctur. Asil denklem ile yaklasik ¢6ziimii analitik olarak

karsilastirmak icin denklem c¢o6ziliirse bir kokii x =-1,0001000... olarak

bulunur. Yaklasima bakilacak olursa ise & =10*alindiginda bulunan yaklagik
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¢o6zum X ~ —1,0001099... olarak bulunur ki gercek ¢6ziim degerine olduk¢a yakin

bir ¢ozimdiir.

1.8.2.0rnek-2:

ilk 6rnekten farkh olarak & ikinci dereceden ifadenin katsayisi olarak alinabilir.
ex’ +2x-1=0 (1.58)
denklemi ele alinsin.

Denklemde eger ¢ =0 olursa denklem lineer hale gelir. Bu olduk¢a 6nemlidir

clinkli denklemin yapisi degisir. Ancak 6rnek-1’de oldugu gibi bu denklemin de

yaklasik ¢o6ziimii bulunabilir. Gerekli islemler yapilirsa denklemin kokiiniin
€

X~Z—Z 4. 1.59
3 (1.59)

oldugu gorilir. Burada kritik nokta aslinda denklemin iki kokiintiin olmasi
gerektigidir. Ancak yaklasim sadece bunlardan biri iizerinden yapilabilir. Ilk
akla gelen yol bulunan ilk kdkten yararlanarak diger kokii bulmaktir. Ancak bu
cok uzun bir yol oldugu icin koklerin dogrudan bulunabilecegi bir yol kullanmak

daha uygun olacaktir.

& #0 oldugunda denkleminin ikinci dereceden olacag1 asikardir. Bu bilgiyi goz

ontnde bulundurarak yaklasimin
X~&* (X +&% +..) ,a>0 (1.60)
seklinde oldugu kabul edilir ve bu yaklasim denklemde yerine yazilirsa:

P (X + 28X X, +...) + 28" (X, + X +...) —1=0 (1.61)
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denklemi elde edilir. Islem kolayhg icin kullanilacak kisimlar asagidaki gibi

isimlendirilirse:

(X2 +28 XX, +...) =A (1.61a)
28" (X, + &%, +...) =B (1.61b)
1 =C (1.61c)

halini alir. Burada denklemin sol tarafi “0” olacak sekilde birbirlerini
gotiirmeleri gerekir. Bu yiizden de problemin bu sekilde diizenlenmesi lazimdir.
Burada ele alinabilecek ti¢ farkli durum vardir. Birinci durum A =0 olma
durumudur. Fakat bu durumda ilk denkleme geri donitlecegi i¢cin aynm kok
tekrar bulunur. Bu nedenle asagidaki varsayimlardan uygun olani ile sonuca

gidilir.

i)(1.61a) ve (1.61c) denklemlerinin dereceleri esit ve (1.61b) denklemi yiiksek
derece olsun. Bu durumda 1+24=0 olur ve A4 =_?1 bulunur. 4 =_?1
denklemde yerine yazildiginda (1.61a) ve (1.61c) ifadeleri O(1) olurken (1.61c)
ifadesi O(_?l) olur ki varsayim saglanmamis olur. Bu ylzden bu esitlik

kullanilamaz.

ii) (1.61a) ve (1.61b) denklemlerinin dereceleri esit ve (1.61c) denklemi yiiksek

dereceden olsun. Bu durumda A =1+2A4 olur ve A=-1 bulunur. Bu ifadelerde

yerine yazilirsa (1.61a) ve (1.61b) ifadeleri 0(8_1) olurken (1.61c) ifadesi O(2)

olur ve varsayim saglanmis olur. Yani bu ikinci durumdan diger kok bulunabilir.
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A =-1 denklemde yerine yazilirsa:

X2+ 26" XX + oo+ 2(X, +EX +...)—£=0

denklemi elde edilir. Buradan

o) X2 +2%, =0 , Xx,=0-2 a=1
o 2% X +2% ~1=0 __ 1
(&) Xo Xy + 2% ) X1_2(1+x0)

bulunur. Iki terime kadar a¢ilim yapilirsa diger kok
1 £

X~—(-2—-=
£ ( 2)

olarak bulunur (Holmes, 1995).
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2.KAYNAK OZETLERI

Asimptotik acilhim fikrinin ilk ortaya c¢ikis1 1800°li yillarin baslarina dayanir.
Zaman gectikce 6zel fonksiyonlar icin yeni formiiller elde edilmistir. Ornegin
asimptotik acilimlarin ilk 6rneklerinden Bessel Fonksiyonu, Poisson tarafindan
1823 yilinda gelistirilmistir. 19. Yiizyllin sonlarina kadar diferansiyel
denklemlerin ¢6ztimiinde asimptotik agilimlardan yararlanilmamistir. Bu ytizyil
icinde daha ¢ok kutsal sayillan mekanikler ile ilgili ¢calismalarda kullanilmistir

(Lagerstorm, 1988).

Eslenmis asimptotik agilim metodu ise 20. Yiizyilin basinda akiskanlar mekanigi
ve Ozellikle aerodinamiklerin gelismesiyle ortaya ¢ikmistir. Metot ilk olarak
1905 yilinda Prandtl tarafindan sert bir maddenin akiskan bir zemindeki
hareketini incelemek icin gelistirilmistir.(ucaklarin kanatlar1 gibi)Akiskan
olmayan zeminlerdeki kismi diferansiyel denklemler biraz daha kapsamlidir.
Fakat belirli durumlarda akiskan olmamanin etkileri maddenin yiizeyi ile sinirh
kalacaktir ve bu durum denklemin ¢éziimiinde ¢ok kiiciik farklar yaratmaktadir.
Bu gozlemden sonra c¢ok kiictik farklar yaratan ifadelerin ihmal edilebilecegi
gorulir (Lagerstorm,1988).Bu bilgi eslenmis asimptotik acilim metodunun

temellerini olusturur.

Eslenmis asimptotik a¢ilim metodu i¢in giinimiizde kullanilan i¢ ¢6ziim ve dis
¢ozim tanimlar1 ise Friedrichs tarafindan 1942 yilinda bulunmustur
(Lagerstorm,1988). Friedrichs sinir deger problemlerinde kiigiik terimlerin
ihmal edilebilir olma durumunu i¢ ¢6ziim ve dis ¢oziimii esleyerek sistematik

olarak belirtmistir (Lagerstorm,1988).

Eslenmis asimptotik acilim metodu 20. Yiizyll boyunca siirekli gelismesine
ragmen ilk kez O’Malley tarafindan tam olarak olusturulmus ve Van Dyke

tarafindan gelistirilmistir (Lagerstorm,1988).

Eslenmis asimptotik acilim metodunun en ¢ok gelisme gosterdigi donem 1950°li

yllardir. Bu yillarda metot gelistirilmis ve fiziksel problemlerin ¢6zlimiiniin
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yaninda diger alanlarda da kullanilmaya baslanmistir (Lagerstorm, 1988)Metot
su anda uygulamali matematigin kosetaslarindan birini olusturur ve halen
gelismeye devam etmektedir. Her tip problem i¢in asimptotik acilim metodu ile

coziumler uretilmeye calisiilmaktadir.

Metot ile ilgili kaynak taramasi yapildiginda kaynak yetersizligi goze
carpmaktadir. Bugiine kadar 6zel olarak eslenmis asimptotik acilim hakkinda
yazilan tek eser Lagerstorm’a aittir. Su ana kadar eslenmis asimptotik acilim
metodu ile ilgili yazilmis ya da icinde eslenmis asimptotik acilim metodunun

anlatildig1 herhangi bir Tlirk¢e kaynak bulunmamaktadir.

Lagerstorm (1988), eserinde eslenmis asimptotik a¢ilim metodu ile ilgili temel
bilgiler verilmis ve uygulamalar yapmistir. Eslenmis asimptotik acilim
metodunun basta fizik olmak tizere diger bilimlerde kullanilabilecegini

belirtmistir.

Holmes (1995), eserinde perturbasyon metotlar icinde eslenmis asimptotik

acilim metoduna ¢okga yer vermis ve uygulamalar yapmistir.

Nayfeh (1973), eserinde perturbasyon metotlarin arasinda eslenmis asimptotik

acilim metoduna fazlaca yer vermis bir ders kitabi niteligindedir.
Howison (2006), yazdig1 tezinde eslenmis asimptotik acilim metodunu finans

mithendisliginde kullanmis ve finans matematiginde kullaniminin o6ntni

acmistir.

24



3.ARASTIRMA BULGULARI

Bu bolimde Eslenmis Asimptotik Agilim metodu ile ilgili bilgiler kapsamli bir

sekilde verilecek ve uygulamalarla a¢iklanacaktir.

3.1.Eslenmis Asimptotik A¢cilim Metodu

Eslenmis asimptotik a¢ilim metodunun diger pertiirbasyon metotlardan ayiran
en bliyiik 6zelligi fonksiyonun ani degisim gosterdigi noktalarda da yeterli

duyarlilikta sonuglar elde etmesidir (Nayfeh, 2004).

Eslenmis asimptotik metodunda 6ncelikle orijinal degiskenler kullanarak klasik
acilim belirlenir. Bu agilimin ¢éziimiine dis ¢6ziim denir. Dis ¢6ziim bulunduktan
sonra daha biiytik 6l¢ekler kullanabilmek i¢in degisken degistirerek ani degisim
noktalari icin kullanilacak bir bagka a¢ilim bulunur. Bu agilimin ¢éziimiine de ig
¢oziim denir. I¢ acihmlar ani degisim bélgelerinden uzaklasirken bozulur. Dis
acilimlar ise tam ters bir egilim gosterir ve ani degisim bolgelerine dogru
bozulur. Bu i¢ ve dis acilimlar arasinda baglanti1 kurmak i¢in esleme prosediirii
kullanilir. Bu metoda eslenmis asimptotik acilim metodu denir (Nayfeh, 2004).

Eslenmis asimptotik acilim metodu ile ¢6ziimiin nasil yapildigini bir uygulama
tizerinden anlatmak en iyi yoldur. A¢iklama amaciyla ¢6ziim uzun goriinebilir.
Fakat metot tizerinde ¢alisildiktan sonra bir¢ok rutinden olustugu anlasilacaktir.

Aciklamakta kullanilacak problem

gy"+2y'+2y=0, O<x<1 (3.1)
y(0)=0 (3.2a)
y() =1 (3.2b)

seklinde tanimlansin. Bu problemde ¢ =0 durumunda iki terimli yaklasim elde

edilemedigi icin problem singiiler pertiirbasyon problemdir. Singiiler olmasi da
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birka¢ sonu¢ dogurur fakat problem nasil olursa olsun asimptotik a¢ilim metodu
ile en az doért adimda ¢oziiliir. Iki terimli yaklasimin elde edilmedigi durumlarda

ise besinci asama vardir. Bu nedenle bu problem bes asamada ¢oziilecektir.

3.1.1.Metodun 1.adimi: dis ¢6ziim

Baslangi¢ta ¢6ziimiin ilk adimi olarak problem & kuvvetleri cinsinden yazilirsa;

yani:

) ~ Yo (X) + &Yy (X) +... (3.3)

fonksiyonu(3.1) denkleminde yerine yazilirsa:

(Yo +.)+2(y, +ey, +..)+2(y, +ey, +..)=0 (3.4)

esitligi elde edilir. Buradan O(1) denklemi olusturulursa:

Yo +Y,=0 (3.5)

denklemi bulunur ve denklemin ¢6zlimii & sabit bir say1 olmak lizere

Yo(9) = ae” (3.6)

Seklinde elde edilir. Burada (3.6) ifadesine bakilirsa (3.6) ¢6zlimiinde sadece bir

sabit olmasina ragmen (3.1) problemininy(0)=0 ve y(1)=1 olmak uzere iki

tane siir kosulunun var oldugu goriiliir.(3.6)¢6ziimiine ve (3.3) agilimina

bakilirsa ise 0 < X <1 sinirlarinin tek basina yetersiz oldugu anlasilir. Hangi sinir
kosulunun kullanilacagina dair karar verebilmek icin Y,(X) fonksiyonunun

tanim araliginin belirlenmesi gerekir.
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Su anda yapilabilecek sey ise hangi smir kosulunun kullanilacagi
belirlenemedigi icin X=0 veya X=1 sinir kosullar1 i¢cin ayr1 ayr1 agilimlar

yapmaktir (Lagerstorm,1988).

3.1.2.Metodun 2.adima1: sinir degerleri

Varsayilan smir Kkosullarina, yani X=0 veya X=1 degerlerine gore sinir

degerlerinin bulunmasi gereklidir.

Bunun i¢in
X

X = Y a> 0 (37)
£

sinir koordinatlarinin probleme dahil edilmesi gerekir. Degiskenler X’ten X 'ya
cevrildigi icin problemdeki degiskenler de X degiskenine gore diizenlenmelidir.
(3.1) denklemindeki degiskenler(3.7) esitligindeki yeni degiskenle degistirilirse,
zincir kuralina gore asagidaki ifade elde edilir.

d _dxd_1d

& &xa._ : (3.8)
dx dxdXx &% dx

sinir deger koordinatlari bulunurken Y (X) olarak tekrar notasyon yapilirsa(3.1)

denklemi asagidaki son durumu alir

2
g d \2( +2&7° ay +2Y =0 (3.9a)
dx dx

Y(0)=0 (3.9b)

bu denklemde X =0 sinir kosulu yerine yazilir. Ciinki sinir araliginin en solunda

bulunur.
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Tabi ki denklem degistirildigi gibi aciliminda yeni degiskene gore uyarlanmasi

gerekir. Y (X) fonksiyonuna gore a¢ilim ise asagidaki gibi belirlenebilir.
Y(R) ~Y,(R)+ Y, () +.. A>0 (3.10)

bu agilima gore dis ¢6ziimde oldugu gibi & degeri 0’a yaklastiginda X degeri de

0’a yaklasir.
(3.10) acilimi (3.9) denkleminde yerine yazilirsa;

2
g %(\(0 +o)+2e7" %(\(O +.)+2(Y, +..) =0 (3.11)

denklemi elde edilir.

2
81’2“%(Y0+...) =A (3.12a)
dx
. d
26" —(Y,+..) =B (3.12b)
dx
2(Y, +...) =C (3.12¢)

seklinde harflendirme yapilirsa islemler daha rahat goriilebilir.

Daha once gosterildigi gibi dogru esitlikleri gorebilmek icin cebirsel islemler

yapilir.
(3.12b) ve (3.12c) denklemlerinin esitligi dis ¢o6ziim yaparken kullanildig: i¢in

artik kullanilamaz ciinkii ayn1 denklem tekrar elde edilir. Bu ytlizden diger iki

terimle olan esitliklere bakilir.
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ilk olarak (3.12a) ve (3.12c) ifadeleri esit, (3.12b) ifadesi daha yiiksek dereceli

bir ifade olsun. Bu durumda « = % bulunur.

Ancaka :% oldugunda (3.12a) ve (3.12c) ifadeleri birbirine esit ve O(1) yani

birinci dereceden ifadeler, olurlar. Fakat (3.12b) ifadesi O(g%) yani daha dustik

dereceli bir ifade olur. Bu da bastaki varsayima uymaz. Bu nedenle bu esitlik

kullanilamaz.

Ikinci olarak (3.12a) ve (3.12b) ifadeleri esit olsun ve (3.12c) ifadesi daha

ylksek dereceli olsun. Bu durumda
1-2a=—a ve a=1 (3.13)
degeri bulunur.

Burada (3.12a) ve (3.12b) ifadeleri O(¢™) ve (3.12¢) ifadesi O(1) olur. Bu yap:

varsayimi saglar. Yani aranan esitlik budur.

Bulunan esitlige gore asagidaki denklemin ¢éziilmesi gerekir.

Y"+2Y'=0 O<X<oo (3.14a)
Y,(0)=0 (3.14b)
denklemin ¢6ziimii yapilirsa ¢6ziim

Y, (X) = All—e ™) (3.15)

olarak bulunur.
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Bu ¢6zlimden de anlasilacagi gibi dis ¢6ziimii olusturan (3.5) denklemi ile (3.14)

i¢ cozlim denkleminin en az bir ortak terimi olmalidir.

Sinir deger probleminin ¢6ziimiinde kullanilan(3.10) agiliminin X =0 noktasi
civarinda tanimlamasi beklenir. Yani dis ¢éziimiin de araligin diger kisminda
tanimli olmasi beklenir. Saglamadig1 durumlarda herhangi bir dis ¢6ziimden,
yani (3.6) ¢6zliimiinden, bahsedilemez. Bu da demek olur ki (3.6) dis ¢6zimi

X =1noktasinda tanimli olmalidir.

(3.2) sinir kosullar1 ve (3.6) denklemi kullanilirsa:

Yo(X)=ae™ (3.16a)

y(@) =1 (3.16b)

denklemi elde edilir. Denklemler ¢oziiliirse ¢6ziim

Yo(x) =€ (3.17)

olarak bulunur. I¢ ¢6ziim ve dig ¢oziimiin nasil bir yapida olduklar1 Sekil-3.1’de

gosterilmistir.

30



flx)

i¢ Cozam

—Dg COzim

0,01 0,1 1

Sekil 3.1-(3.15) ¢oziimii ile (3.17) ¢6ziimiinilin karsilastirmasi (A=e)

3.1.3.Metodun 3.adim1: esleme

Esleme yapilmasinin sebebi tek terimli asimptotik yaklasim ile
(3.15)¢oziimiinde ortaya ¢ikan A sabitini bulmaktir. Bunun icin yapilacak sey
aslinda Sekil-3.1’teki grafikte 6zetlenmistir. Burada dikkat edilmesi gereken
nokta buradaki her iki agilimin da ayni analitik fonksiyona ait olduklaridir. Bu

nedenle fonksiyonun i¢ ¢6ziimi ve dis ¢6ziimii degisim bolgesinde bir noktada

ayn1 degeri alir. Bu da demektir ki sinir degerlerinde, yani Y, degeri X — ciken

ve Y, degeri X — 0iken, ayni degeri almalidir.

Y, (X) =Y, (x) ) X—o ve X—>0 (3.16)

Al-e?)= > X—0 X—>0 (3.17)

denklemi ¢oziiliirse:

A=¢' (3.18)

31



olarak bulunur. Bulunan A sabiti Y,(X) fonksiyonunda yerine yazilirsa:

Y, (X) =¢' —e"** (3.19)

ifadesi elde edilmis olur ki bu ifade i¢ ¢6ziim ve dis ¢o6ziimden ortak olarak elde

edilen bir ifadedir.

Kullanilan bu yaklasim koordinat diizlemi iizerinde diistniillirse, dis ¢6zlim

O() koordinat1 ve i¢ ¢6ziimO(e) koordinati arasinda ortalama bir x, - X

1(€)
degerinin bulunmasini saglar. Bu ortalama deger Sekil-3.2’de gosterilen degisim

bélgesi icinde yer alir. Bu sonug¢tan anlasilir kiz (&) degeri ¢ << 7 <<1 araliginda

tanimhidir (Lagerstorm, 1988).

Dis Cozum
. <€ >
I¢ Cozum
< >
l l l l l l
— | | | | >
o € 7 n 7, 1 X-apsis
<€ >

Degisim Bolgesi

Sekil 3.2 - i¢ ¢oziim, dis ¢oziim ve degisim bolgesinin temsili gosterimi.

Bulunan bu 7(¢) araligi ise asagidaki esleme prosediiriinii dogurur:

i) Dis ¢oziimde degiskenler degisir. (X’den X, 'a) burada bir 7,(¢)
degerinin var oldugu kabul edilir. Oyle ki Yo, $0zUmi her 7(g) degeri

icin 7,(€) <<n(e) £1 arahiginda tanimh bir agilima sahiptir.
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ii)  I¢ ¢oziimde degiskenler degisir (X’dan X, 'ya). Burada bir 7,(¢)
degerinin var oldugu kabul edilir dyle ki Y, ¢6ziimii her 7(¢) degeri

icin € <n(e) <<n, araliginda taniml bir acilima sahiptir.

iii) Yas Ve Y ‘in degisim arahfinda agihmin bir gegerlilik bélgesinin
oldugu kabul edilir (7, <<7,). Esleme icin kullanilan bu degisim
araligi Y, ve Y, coziimlerinin birbirine esit oldugu ilk noktay i¢inde

barindirir.

Aslinda 77, ya da 77, degerlerini bulmakla ¢ok nadiren ilgilenilir fakat bu
degerlerin Y, ve Y, coziimlerinin esleme araliginda oldugunun bilinmesi

yararli olur. Onemli olan diger bir nokta ise eslemenin rastgele bir (&) degerine

gore yapilmamasidir. Ornegin yukarida belirlenen prosediirlere uymayan bir

n(&) degeri secilir ve esleme yapilirsa bu 7(g)degeri (i) ve (ii) de belirlenen
araliklarda tanmimli olmayabilir. Bu durumda (iii)’de bulunmasi gereken Y, ve

Y;. ¢oziimlerinin birbirine esit oldugu ilk noktay: icinde barindiran bir aralik

bulunamayabilir.

Bu prosediirlere uygun olarak ortalama deger
x =X . 0<p<1 (3.20)

olarak belirlenir. Buradaki g’'nin araligi dis ¢éziimdeki O(1) ve i¢ ¢oziimdeki

O(¢)'in 6lgekleri baz alinarak belirlenir. Esleme yapildiktan sonra i¢ ¢6ziim

-2X,
yi, ~ A(l—e 4”)+... (3.21)

Vi ~ At (3.22)
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olarak ve dis ¢6zlim ise

Voo ~ €7 4 (3.23)

Vg, ~ € ... (3.24)

olarak bulunur. Bu iki agilimin da degisim bolgesindeki ilk terimleri saglamasi

beklenir. Buradan da
A=¢' (3.25)

olarak bulunur.

3.1.4.Metodun 4. Adimz1: bilesik a¢cilim

Simdiye kadar iki tane ¢6ziim bulundu artik bu iki kismi birlestirerek bilesik
acilim yapilabilir. Bilesik agilim her zaman: i¢ ¢éziimde belirlenen acgilim ile dis
coziimde belirlenen ag¢ilimin toplanip ortak olan ifadenin g¢ikarilmasi

seklindedir. ifadeler yazilirsa:

Y~ Yo (¥) +Yo(§) ~y,(0) (3.26)

y~e*—g ¢ (3.27)
¢O6zimii elde edilir.

Farkl araliklarin tek bir acilimda birlestirilmesinin miimkiin olmasi ve olusan

yapinin halen bir asimptotik yaklasim olmasi farkli goriinebilir. Ancak dis

X
bolgede bulunan sinir degeri Y,(—) agilimin birinci derecesinde sabit bir degere
£
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sahiptir. Bu sabit deger ise Y,(0)’dir. Bu yiizden sabit deger olan Y,(0) bilesik

acilimdan ¢ikarilir.

Bu her durumdaki ayarlamanin Y,(0) sabitini gerektirmesi bir rastlant1 degildir.

Ciinkt bu ifade hem i¢ ¢6ziim agiliminin hem de dis ¢6ziim agiliminin ilk

terimidir. Bu nedenle bu terime agilimlarin ortak elemani denir.

Esleme aciliminin ne kadar iyi bir yaklasim oldugu Sekil-3.3'te acikca

gorilmektedir.

=—Gergek Cozam
1,5 Pl ek

P Bilesik Agthm

0,5

-0,2 o 0,2 0.4 0,6 0,8 1 1,2

Sekil 3.3 - (3.27) ¢6zlimii ile (3.1) denkleminin €=0,01 olarak belirlendigindeki
gercek ¢6zlimiiniin karsilastiriimasi

Ancak burada dikkat edilmelidir ki yaklasim X =0 noktasinda olarak taniml
iken X =1noktasinda asimptotik olarak tanimhidir. Bu durum sonucu etkileyen
bir durum degildir fakat baska yaklasimlar kullanildiginda her iki nokta icin de
taniml olan fonksiyonlar elde edilebilir (Lagerstorm P.A., 1988).

35



3.1.5.Metodun 5.adimz1: ikinci terimin bulunmasi

Genelde metodu istenilen sekle uyarlamak icin birinci dereceden tiirevler
kullanilir ve bunlar yeterli goriintir. Ancak ikinci terimin bulunmasi énemlidir.
Ciinkii belirlenen yaklasimin hatasim belirler. ikinci terimin bulunmas: ilk

terimin bulunmasindan ¢ok daha kolay bir islemdir.

Dis ¢oziim fonksiyonu (3.3) denkleminde yerine yazilir ve O(g) terimleri

belirlenip esitlenirse asagidaki denklem elde edilir:
1 _1 n
Yith :?yo (3.28a)
y,)=0 (3.28Db)
bu denklem ¢oziliirse:
1 1-x
=35 1-x)e (3.29)

daha 6nce sinir degerleri kisminda bulunan (3.12) esitliginden

A=1 ve

Y, +2Y, =-2Y, Y,(0)=0 (3.30)
bulunmustu. Bu denklemin genel ¢6ziimii B sabit degisken olmak tizere
Y,=B(l-e*)-xe'(1+e ™) (3.31)

seklindedir.
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Cozlimleri esleyebilmek icin ortalama deger olan (3.20) koordinat degisikligi

yapilirsa dis ¢6zim

1-x e/ & B\al%,8"
Yo, ~€ +E(1_X’7g )e +...

seklinde bulunur. buradan da

1 By al, €41 1 2
Yas ~€ —&"X € +Ee( =X, )+
esitligi elde edilir.

X " " .
i olmak tizere duizenlenirse:
&

I¢ ¢oziim igin & =
1(1—e® B(1-e? X77e 1+e¢
Y, ~€'(1-€)+e (—e)—;:—(+e) ...

halini alir. Buradan da

Y, ~ € —¢&’x e +Be

esitligi elde edilir. Bu iki esitlikten esleme yapilirsa:

B=1l¢
2

degerini bulunur.

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

Yalniz burada (3.34) denklemiO(¢) terimi igerirken (3.35) denkleminde O(s)

terimi bulunmamaktadir. Bunun nedenini ise buradaki her iki terimde O(sﬂ )

degerinin olmasidir. Eger O(Eﬂ) degerleri birbirine esit olmasalardi esleme
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yapilamazdi. Dis ¢6ziimde bu ifade O(1) teriminden gelirken i¢ ¢6ziimde O(¢)

teriminden gelir.

Nadiren de olsa, baz1 agilimlarda i¢ ¢6ziim ya da dis ¢6zimiin icerdigi
terimlerden birini diger ¢6ziim icermez. Bunun tipik bir 6rnegi & 'un kuvvetleri
geldigi zaman goruliir. Boyle durumlarda iki agilimda da ortak olarak bulunan

In(¢) gibi bir ifade bulunur bu ifade lizerinden esleme yapilir. Burada esleme

kuvvetler lizerinden yapilir.
Bu érnekte I¢ ¢oziim, dis ¢oziim bulunup esleme yapildiktan sonra iki terimli

bilesik esleme ifadesi belirlenebilir. Bunu yapmak ise i¢ ¢6ziim ve dis ¢6zim

toplanip ortak terimler ¢ikarilir.

Y~ Yo ey +Y,+6Y, —(e' —x e e+§e) (3.37)
Bu islemde i¢ ve dis ¢6zlim yerine yazilirsa:

y~e -1+ x)ell%+ +§[(1— x)e™ — elz%} (3.38)

Cozimiu elde edilir. Coziimde de gorulir ki bulunan sonug (3.35) denkleminin

tamamini ve (3.33) denkleminin ise qu ifadesi harig diger terimlerini icerir.

3.2. Van Dyke’s Esleme Prensibi

Eslenmis asimptotik acilim metodunda esleme yapmak icin Van Dyke’s esleme
prensibi de kullanilabilir. I¢ agihmdan dis agilima ve dis agihmdan i¢ acihima
sistematik bir sekilde ilerleyen bu metot & mertebesine kadar acilan i¢ ve dis

¢6zlim bulunduktan sonra yapilir (Nayfeh, 2004).
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3.2.1. Uygulama

ey"+y+y=0 (3.39a)

yO) =a,yQ=p (3.39b)

Van Dyke’s esleme prensibini kullanmak i¢in (3.39b) kosullar altindaki (3.39a)

denkleminin i¢ ve dis ¢éziimleri bulunursa asagidaki sonuclara ulasilir.

Yo, = Bl1+(1-x)]e"™ +0(c?) (3.40)

Y, =a-A@l-e)+e{A(l-e*)-[a—A@1-e*)1}+0(s?) (3.41)

A, ve AKkeyfi sabitler.

Daha sonra ise bir terim dis a¢ilim ile bir terim i¢ agilim eslemesi yapmak i¢in

sistematik bir sekilde asagidaki islemler yiirttilir.

Dis acilimdan i¢ acilima gidilirse:

Bir terim dis acilim

y ~ ﬂel_x (3.42)
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i¢c degisken yazilirsa:

pet (3.43)

eigin agilirsa:

Bel—el +...) (3.44)

bir terim i¢ agilim

y = e (3.45)

olarak bulunur. I¢ agithmdan dis agihma gidilirse:

Bir terim i¢ acilim

y~a-Al-e*) (3.46)
dis degisken yazilirsa:
a—A@1-e™) (3.47)
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gicin agilirsa:

bir terim dis agilim

y=a-A,

olarak bulunur. (3.45) ve (3.49) denklemleri birbirine esitlenirse:

A =a-pe

daha sonra bir terim dis a¢ilim ile iki terim i¢ agilimi eslenir.

Dis agilimdan i¢ agilima gidilirse:

Bir terim dis acilim

y~pe”

ic degisken yazilirsa:

ﬂ el—s{
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(3.49)

(3.50)

(3.51)
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gicin agilirsa:
1 2 2
,Be(l—g§+§g $o+..)

iki terim i¢ agilim

y = fe(l-&()

olarak bulunur. I¢ agihmdan dis agihma gidilirse:

iki terim i¢ agilim

y~a-Al-e*)+e{Al-e7)-[a- AL+ Al+e )T}

dis degisken yazilirsa:

(@ A-e ) o{AL-e ) -[a- AL+ ALre ) 1T}

gicin agilirsa:

@-A)A-x)+eA

42

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)



bir terim dis a¢ilim

y=(a-A)1-x) (3.58)

olarak bulunur. (3.54) ve (3.58) birbirine esitlenirse:

pell-&g)=(a-A)L-x) (3.59)

x = & oldugunda daha oénce bulunan A =a- /€ sonucu tekrar bulunur. A

hakkinda ise hi¢bir bilgi bulunmaz.

Bir terim agilimlar1 sonuclandiktan sonra iki terim agilimlara gegilir.

Dis agilimdan i¢ agilima gidilirse iki terim dis agilim

y ~ fll+&(l-x)e™ (3.60)
i¢c degisken yazilirsa:
plL+e(-&0)]e™ (3.61)
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gicin agilirsa:

pel+e—ed +...)

iki terim i¢ agilim:

y=pel+s—&f)

i¢c agilimdan dis agilima dogru gidilirse iki terim i¢ agilim
y~a-Ad-e¥)+e{Al-e)-[a-Al-ALre¥)CT}

olarak bulunur. Dis degisken yazilirsa:

a— Ay (L6 )+ A Q-6 *)—[a- A (L-Ad+e ) T}
&
ei¢in agilirsa:

@-A)A-x)+eA
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(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)



iki terim dis agilim

y=(@-A)1-x)+eA

olarak bulunur. (3.67) ve (3.63) birbirine esitlenirse:

A=pe

bulunur. O halde i¢ ¢6ztim

y=fe+(a-pe)e +effe(l-e*)-[Be—(a—Le)e*]c}+0(s%)

seklindedir. Bilesik a¢ilim yapilirsa:

y = A+ e(l-x)]e ™+ [(a— Be)(1+X) - gﬁe]e’E +0(£?)

sonucu elde edilir (Nayfeh, 2004).

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

3.3.Coklu Simir Katmani Oldugu Durumlarda Eslenmis Asimptotik A¢ilim

Metodu

Eger denklemde birden fazla sinir kosulu var ise asimptotik a¢cilim metodu ayni

prensipler ¢ercevesinde kullanilabilir. Ancak her katman icin ayri1 ¢oéziimlerin

elde edilmesi gerekir (Holmes, 1995).
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3.3.1.Uygulama
&'y +exy'-y=—¢ , 0<x<1 (3.71a)
y(0) =2, y)=1 (3.71b)

Bu denklemin bir o6nceki denklemden farki Kkatsayillarda X bagimsiz
degiskeninin varligidir. Ancak bu durum temel olarak birden fazla sinir

kosulunun varliginin sebebi degildir. (Holmes, 1995).

3.3.1.1.D1s ¢oziim

Klasik eslenmis asimptotik agilim metodu ile ayni sekilde bulunur.

y~ Yot (3.72)

acilimini (3.71a) denkleminde kullanip birinci terime kadar yaklasim yapilirsa:

Y, =€" (3.73)

sonucu elde edilir. Ancak bu denklem her iki sinir degeri icin de kullanilamaz.

Her iki sinir degerinde ayr1 sinir katmanlarinin tanimlanmasi gerekir.

3.3.1.2.Sinir kosullari ve esleme

Daha once yapildig1 gibi sinir degeri i¢in koordinatlar degistirilir.

%= (3.74)
g
degisikligi yapilirsa:
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(3.75)

denklemi elde edilir. islemlerin goriilmesi daha kolay olmasi i¢in denklemlere

harfler verilirse:
2-2a d 2Y
A=c¢ P (3.76a)
B = % z_\f (3.76b)
X
C=-Y (3.76¢)
D= - (3.76d)

ifadeleri elde edilebilir. Onceki o6rnekteki gibi Y (X) fonksiyonu c¢6ziimde
belirleyici rol alacaktir. (3.76a),(3.76¢),(3.76d) arasinda esitlik kurulursaca =1
degeri bulunur. Bu deger yerine yazilip Y ~Y,(X)+... acithmindan ve (3.71b)

sinir kosullarindan yararlanilirsa;
Yo +Y,=-1 O<X<w (3.77a)

Y, (0)=2 (3.77b)

esitligi elde edilir. Burada (3.77b) kosulu dis bolgenin son terimi olmaldir.

Buradan (3.77) denkleminin genel ¢6ztimu

Y,(x) =1+ A" +(1- A)e* (3.78)

olarak bulunur.
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Bulunan bu ifade dis ¢6ziim (3.73) ile eslenmelidir. Bu eslenme ise daha énce de
belirtildigi gibi; Y,() = ¥,(0) seklindedir. Bu eslenme yapilirsa ise a—1 olarak

bulunur. Diger taraftaki sinir noktalarinda ¢6ziimiin tanimlanabilmesi i¢cin sinir

koordinatlarinin tekrar degistirilmesi gerekir.

x="—= (3.79)

olacak sekilde simir koordinatlarinin degistirdikten sonra Y,(X)¢6ziimii bu

bolgede tekrar tanimlanirsa, yani (3.71) denkleminde (3.79) ifadesi yerine

yazilirsa:

2-2p3 d 2Y~

&
dx®

+(1-eX)e”’ ((jj—t —Y =t (3.80)
X

esitligi elde edilir.

Dis ¢ozim icin yapilan islemler tekrarlanirsa #=1 olarak bulunur. Bulunan

deger (3.80) denkleminde yerine yazilirsa:

—0< X<0 (3.81a)
Yo(0)=1 (3.81b)
esitligi elde edilir.

Burada 6nemli olan nokta ¢6ziimiin sonuca ulasabilmesi icin (3.81a) sinir-deger
problemi ile dis bodlge denkleminin en az bir terimlerinin ayni olmasi

gerektigidir.

Elde edilen esitlikler ¢oziiliirse;
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Y, (%) =€'+Be"™ +(1—e"'—B)e"” (3.82)

2r=—1%+5

¢o6zlimiini elde edilir.

Bulunan ¢éziimde Y~0(—00) =Y,(@) eslemesi yapilirsa:

B=1-¢" (3.83)
olarak bulunur.

3.3.1.3.Bilesik acilim

Bu son asama bulunan ii¢ ¢6ziimiin tek bir asamada birlestirilmesidir. Bulunan
biitiin ¢éziimler toplanir ve ortak olan kisimlar ¢ikarilir. Yani (3.73) (3.78) ve

(3.82) denklemleri toplanir ve ilk terim agilimlari ¢ikarilirsa:

Y ~ Yo () +Y (%) + Y5 (%) ~ Yy (0) Yo (=o0) (3.84)

y~e +e 4 (1-eh)e e ,2r=-1+45 (3.85)
olarak genel ¢6ziimii elde edilmis olur.

(3.71) denkleminin niimerik ¢6ziimi ile bulunan (3.85) asimptotik a¢iliminin

karsilastirilmasi Sekil-3.4’te gosterilmektedir.
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f(x)
3 -
2,5 ~
~
-~
P \
~
2 P \
-
-
-
-
15 - 7 Nimerik Coziim
\ _ar 2 Bilesik Agilim
- 2 2
1 1w
0.5
0 T X
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2

Sekil 3.4 - (3.85) c¢ozimii ile (3.71) denkleminin niimerik ¢6zlimiiniin
karsilastirilmasi

Grafikte de agikga goriiliiyor ki, belirlenen sinir kosullar1 arasinda elde edilen
asimptotik a¢ilim ile esitligin niimerik ¢6ziimi birbirine ¢ok yakin degerlere

sahiptir.

3.4.Lineer Olmayan Denklemlerde Asimptotik A¢ilim Metodu

Lineer olmayan denklemlerde asimptotik a¢ilim metodu kullanilirken de lineer

denklemlerdekine benzer islemler yapilir.

3.4.1.Uygulama-1:

cy"+ey'—e’ =-2-X ) 0<x<1 (3.86a)

y(0)=0 y@®=1 (3.86b)

denklemin dis ¢6ziimiinii bulunursa:
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y ~In(x+2) (3.87)

elde edilir. Siir kosullarini belirlenmesi i¢in ise yine ayni islemler yapilir.

X =0 sinir kosulu i¢in sinir koordinatlar1 X = X olarak degistirilirse denklem
£

Y,"-e' =-2 Y,(0)=0 (3.88)

halini alir.

Esitligin her iki tarafini ((jj—Y ile carpip integral alinirsa:
X

1,d
E(&YO)Z =B-2Y,+e" (3.89)

¢O6ziimiine ulasilir.

Buradaki B sabiti daha 6nce belirlenen yolla kolayca bulunabilir. Yani X — o

oldugunda Y,' =0 ve Y, = Y, olur. Buradan da

Y,(0)=In2 (3.90)
bulunur. C6ziim denklemde yerine yazilirsa:
B=2(-1+In2) (3.91)

sabiti elde edilir.(3.89) denklemine geri doniip ¢6ziim yapilirsa:
Y0'=J_r4f2(B—YO+eY°) (3.92)
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¢Ozimi elde edilir.

Hangi isareti alacagina karar verebilmek icin Y,(0)<Y,(0) bilgisinden
yararlaniir. Smir deger probleminin ¢éziimiiniin Y,(0)=0 kosulundan

Y, () = Y¥,(0) =In2 ¢dziimiine dogru artis gosterdigini varsayilirsa ¢oziimiin “+

isaretli olacaginin gorulir.

Coziumin isaretini de belirledikten sonra integral alinirsa ¢o6zim

f ds

o [Z(B—s+es)]%

=X (3.93)

olarak bulunur.

3.5.i¢ Katmanlarin Bulundugu Durumlarda Asimptotik A¢ilim Metodu

Baz1 problemlerde birden ¢ok tabaka ile karsilasilabilir ve bu tabakalar ayni

aralikta ortaya cikabilirler. Buna asagidaki problem 6rnek olarak gosterilebilir

Ey"+x’y'—gy=x’ 0<x<1 (3.94)

y(0)=1 y@) =3
problemin dis ¢6zimi

Y~ X+2 ) O<x<1 (3.95)

olarak bulunur. C6zimin X =0 yakinlarinda nasil davrandig1 arastirmak icin

s X G e s
X = — olarak degistirilirse:
£
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g7 —Y +&*%° %Y —&Y =&%*%° (3.96)

esitligi elde edilir. Burada dis ¢éziimden farkli olarak iki tane ayrilmis limit

noktasi vardir. Bir tanesi, 1. ve 3. terimlerden a =1 olarak bulunur. Bir digeri

ise 2. ve 3. Terimlerden « = % olarak belirlenir. Bu yapiya “i¢ katman” denir

(Holmes, 1995).

Sinir tabakalarinin karakteristik yapisindan dolayi ortaya ¢ikan, ¢éztimdeki hizli
degisimler sadece sinir degerlerinde ortaya ¢ikmazlar. Bu durumda i¢ katmanlar
meydana gelir. ¢ katmanlar bulundugunda ¢éziilmesi digerlerine gore daha zor
problemlerle karsilasilabilir. Ciinkii katmanlarin durumlar1 genellikle en son
esleme yapilana kadar bilinemezler. Ancak a¢ilimda kullanilan prosediirler

diger durumlarla aynidir (Holmes, 1995).

Metodun nasil ¢alistifina dair asagidaki 6rnegi ele alalim.

3.5.1.Uygulama

gy"=yy'-y 0<x<1 (3.97a)
y(0)=1 y@=-1 (3.97b)
3.5.1.1.D1s ¢oziim

Dis ¢6zlimii bulmak icin klasik a¢ilim kullanilir.

y() ~ Yo(X) +... (3.98)

acilimi (3.97) denkleminde yerine yazilirsa:
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YoYo = Yo =0 bulunur. (3.99)

Burada iki ¢6ziim bulunur.

Birincisi:

Y, =0 (3.100)
ikincisi:

Y, =X+a (3.101)

seklindedir. iki tane olasi ¢oziime sahip oldugundan dolay1 esleme diger
problemlere gore daha uzun stirebilir. Ciinkii hangi ¢6ziimiin eslemeye olanak

verecegine karar verilmesi gerekir.

3.5.1.2.i¢ katman ve esleme

Genelde problem c¢o6ziilmeye c¢alisildiginda katmanlarin nerede olduklari
bilinemez. Daha oOnceki o6rneklerdeki gibi ¢o6ziime baslanirsa ve sinir
noktalarindan biri sinir kosul kabul edilirse agilimin eslenmedigini goriilebilir.

Sinir kosullarini belirlemek i¢in ise varsayimlar kullanilir.

X=0 noktasinin smir Kkosulu oldugunu ve ¢6ziimin (3.101) oldugunu

varsayalim. Bu durumda fonksiyonun grafigi Sekil-3.5’teki gibi olur.
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Sekil 3.5 - Sinir kosulunun x = 0 oldugu ve ¢6zlimiin (3.101) oldugu durumda
fonksiyonun temsili grafigi

Grafikte de goruldigi gibi X=0 yakinlarinda y'<0 ve y">0 olur. Bu da
demektir ki £y" >0 olur. Ancak sinir kosulu yakinlarinda y(y'—l) ifadesi hem

negatif hem de pozitif olabilir. Bu nedenle de (3.97) diferansiyel denkleminin

tanimlanmasi miimkiin olmaz.

Ayni sekilde X =1’in sinir kosulu olma durumu incelendiginde de ayni sonugla
karsilasilir. Ancak incelenen bu durumlardan olasi bir sinir kosulu belirlenebilir.

Bunun i¢in de bir i¢ katman koordinati tanimlanir.

D 0<x<l (3.102)

Burada 0< X, <1 arahiginda 0< X <X, ve X, <X<1 olacak sekilde iki alt tabaka

oldugunu varsayalim.

(3.5.1.5) de belirlenen esitlik (3.5.1.1) denkleminde yerine yazilirsa:

7Y = gTIYY - (3.103)
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esitligi elde edilir. Burada a =1 oldugunda kuvvetler esitlenir. Ayni zamanda
onceki 6rneklerdeki gibi Y fonksiyonu sinir kosullarindaki ¢6ztimi bulmak i¢in
kullanilir. i¢ kosullarin ¢6ziimii icin asagidaki agihim kullanilabilir:
Y(X)~Y(X)+... (3.104)
geriye doniip (3.103) denklemini ¢oziiliirse:

Y, "=YoY,' (3.105)
bulunur.

integral alinirsa ii¢ tane ¢6ziim gelir:

Y, = Bﬂ B ve D keyfi sabitler (3.106)
1+ De¥

Y, =Btan(C +%) B ve C keyfi sabitler (3.107)

Y, =——  CKkeyfi sabit. (3.108)
X

Burada birden fazla ¢6ziimiin olmasinin nedeni lineer olmayan diferansiyel
denklemin karakteristik yapisinin geregidir. Bu durum daha 6nceki bilinen
eslemenin yapilmasini engeller. Lineer problemlerde o6nce genel ¢6ziim
bulunmali daha sonra sabitlerin degerlerinin ise esleme yolu ile bulunmasi
gerekirdi. Ancak lineer olmayan denklemlerde genel ¢6zliim farkhdir. Bu

nedenle hangi ¢oziim ile esleme yapilacagini belirlenmesi gerekir.

(3.106) ¢6ziml x —»-+ durumunda dis ¢oziim ile eslenebilir ancak

unutulmamas1 gereken nokta calisilan hipotezin 0<X, <1 oldugudur. Bu
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nedenle 0 < X< Xjarahginda dis ¢6ziimiin y(0) =1 i¢in tanimh olmas:1 gerekir.

Buradan da;

Yo =X+1 0<x<X,

(3.109)

olarak bulunur. Benzer sekilde kosulun diger tarafindaki dis bolgede de x=1

¢ozimiiniin tanimli olmasi gerekir. Buradan da;

Y, =X-2 X, <x<1

elde edilir.

(3.110)

Artik (3.106) ¢6ziimi elde edilen (3.109) ve (3.110) dis ¢oziimleri ile eslesebilir.

Y, (—0) = Y(X,) ve Y,(0) = y(X, ) eslesmeleri yapilirsa:

(3.106) ve (3.109) ¢oziimlerinden

B=x,+1

ve (3.106) ve (3.110) ¢ozlimlerinden

-B=x,-2

elde edilir. Denklemler taraf tarafa toplanip islem yapilirsa:

olarak bulunur.
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Artik sadece D ifadesinin ne olduguna karar vermek gerekir. Bu terime karar

verebilmek icin ise Sekil-3.6’daki temsili grafige bakarak yaklasik bir deger

belirlenir.
A
y(X) /
. )
0 } >
1 X
-1+
k_.//

Sekil 3.6 - Sinir kosulunun x= 0,5 noktasinda oldugu durumun temsili grafigi

Grafige bakilirsa simetrik bir sekil oldugu ve X =% noktasinda x eksenin kestigi

goruliir. Bunun kanitlamak i¢in smir kosullarinin verilenden daha genis

oldugunu varsayalim ve y(0)=a ve y()=b olduklarinin kabul edelim. Bu
durumda f(x,a,b) ¢6ziimii elde edilir.s=1-X (x= % civarinda) ve ; — _y

(y =0 civarinda) olacak sekilde degiskenler degistirilirse:

£1"=77'-1 O<s<l1 (3.114a)
z(0)=-b ) =-a (3.114b)
denklemi elde edilir.

Bu ilk bastaki ¢6zliimii aranan denklemin aynisidir ve ¢oziimii f (s,—b,—a) olur.

Degiskenleri geriye tekrar ¢evrilirse:
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y=—f(@—x,—b,-a) (3.115)
¢6zlimi elde edilir ki bu ¢6zlim tektir. Yani:
—f(@—x,—b,—a)= f(x,a,b) (3.116)

oldugu soylenebilir. Buradaki simetrik koordinatlarin davranislarina bakilirsa

X = %, a=1ve b=-1 alinabilecegi goruliir. Buradan da f (% ,1,-1) =0olur ve

y(%) =0 oldugu belirlenir. Buradan da D =1 elde edilir.

Bulunan bu degerler(3.106) ¢6ziimiinde yerine yazilirsa son olarak:

Y (X) ~ —gtanh(sf) (3.117)

¢Ozimii elde edilir.

3.5.1.3.Bilesik acilim

Dis ¢6ziimiin i¢ katmanlarda stirekli olmadig1 bu gibi durumlarda bilesik a¢ilimi
belirlemek biraz daha zor olabilir. Tek bir acihim belirlemek yerine 0< X <X, ve
X, £X<1 araliklarinda her iki i¢ kosul icin ayr1 ayr1 bilesik agilimin belirlenmesi

gerekir. Ancak bu problemde bilesik agilim her iki kosul i¢in de ayni gelir ve

sonug

3
y~X+1—T)% 0<x<1 (3.118)
1+e ¢

olarak bulunur. Elde edilen bilesik ac¢ilimin niimerik ¢o6zim ile

karsilastirilmasiSekil-3.7'de gosterilmistir.
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e N i rik CAz0M
1,5 A

-
— ilesi
P \ Bilesik Acilim

05 -

05 -

-15 4

Sekil 3.7 - (3.118) ¢ozimi ile (3.97) denkleminin niimerik ¢6ziimiiniin
karsilastirilmasi( s =1072)

Burada bir dis ¢oziimden digerine yapilan hizli degisim sok ¢6ziim olarak
adlandirilan tipik bir sonuctur. Grafikten de anlasilacagi gibi niimerik sonuclar

ile bilesik acilim birbirine ¢ok yakin degerler alirlar (Holmes, 1995).

3.6.K6se Katmanlari Bulunan Durumlarda Asimptotik A¢ilim Metodu

Burada bahsedilen problemler i¢ bolgede degil de sinir bolgesinde ani degisime
sahip olan problemlerdir. Bu problemler daha o6ncekilerden biraz farkhdir
clinkii hizli degisimler ¢o6ztiimiin degerlerinde degil de ¢o6ziimiin egiminde ya da
tlirevinde meydana gelir (Holmes, 1995).

Bu duruma 6rnek olarak asagidaki problem verilebilir.
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3.6.1.Uygulama:
n 1 1
ey +(x—§)y—y=0 O<x<l1 (3.119a)

y(0)=2 y@) =3 (3.119b)
Burada ( y')’'niin katsayisi verilen aralikta farkl isaretlere sahiptir. Bu nedenle

isaretin degistigi X :% noktasina “degisim noktas1” denir (Holmes, 1995).

3.6.1.1.D1s ¢Oziim

Dis ¢6ziimii bulabilmek i¢in her zaman oldugu gibi kuvvet serisi kullanilir.
Y(X) ~ Yo (X) + &Y, (X)-.. (3.120)

acilimi (3.119a) denkleminde yerine yazilip dis ¢6ziim bulunursa:
1
y(0)=a(x—5j (3.121)

olarak dis ¢6ziim bulunur. Burada a keyfi sabittir. Daha 6nce karsilasildig: gibi

iki sinir kosulu ve tek bir integral sabiti vardir.

3.6.1.2.Kose katmam

Once hangi kosulun kullanilacagina karar vermek gerekir. Bunun i¢in X =0 sinir
kosulu ve (3.121) dis ¢6ziim oldugu kabul edilsin. Bu durumda elde edilecek

fonksiyonun temsili grafigi Sekil-3.8’de gosterilmistir.
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Sekil 3.8 - Sinir kosulunun x = 0 noktasinda oldugu ve (3.121) ‘in dis ¢6ziim
oldugu durumun temsili grafigi

Yani smir kosullarinda y">0 ve y'<0 olur ve egrinin bir bdlimi y<0

araliginda olur. Bu da demektir ki
n 1 1
ey >0>—(x—§Jy+y (3.122)

olur. Bu durumda da diferansiyel denklem tanimlanamaz.
Benzer bilgiyle y' ifadesinin bu aralikta isaret degistirdigi de goriiliir. Bu da
demektir ki burada i¢ katman vardir. Bunu belirlemek icin de yine degisken

degistirilir.

X— X,

a

&

X =

(3.123)

ifadesi (3.119a) denkleminde yerine yazilir. Ancak bundan énce her i¢ katman
icin ayr dis ¢oziim elde edilir. (3.121) denkleminde (3.119b) sinir kosullari

kullanilirsa asagidaki ¢oziimlere ulagsilir:
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y~—4(x——j 0<x<x, (3.1242)
y~6(x—1j X, <X<1 (3.124b)

X, =E oldugunu kabul edelim. Bu durumda ortaya ¢ikacak olan grafik Sekil-
2

11’de gosterilmistir. Burada dikkat edilmesi gereken nokta bu noktada dis
cozlimlerin stirekli olduklari fakat tiirevli olmadiklaridir. Bu nedenle bu noktaya

"kose bolgesi” ya da “tiirev katmani” denir (Holmes, 1995).

f{x)
35 1

3 -
2,5

2 -

— 2T

1,5 A 1, 2=l

1 -
0,5 A

o T X

o 0,2 0.4 0,6 0.8 1 1,2

Sekil 3.9 -(3.124) ¢6ziimiinin x = 0,5 oldugu durumdaki grafigi

Simdi (3.123)ifadesi (3.119) denkleminde yerine yazilirsa:

XY "L RY =Y =0 (3.125)

elde edilir.
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Ayrilmis limit noktasi a:%degerinde olusur. Ancak diger problemlerde

yapilandan farkli olarak asagidaki acilim kullanilir
Y~ Yo (%) +&™Y, +... (3.126)

Bu problem icin Y,(X,) =0 olur. Ayn1 zamanda &* katsayisinin dis ¢oziim ile

eslesebilmesi gerekir.

Bu acilim(3.125) esitliginde yerine yazilirsa:
Y, "+ XY,-Y, =0 —00 < X <0 (3.127)

denklemi elde edilir. Burada ¢éztimlerden birinin Y =X oldugu gorilduginde

daha rahat bir ¢6ziim elde edilebilir. Bu durumda problemin ¢6ziimii

g2 2

Y, = AX+ B)”{—ez —jest} (3.128)
0
seklinde belirlenir.

3.6.1.3.Esleme

Daha oOnceki durumlarda katman analizi ve esleme tek bir adimda
yapilabiliyordu. Burada ise bu islemler tek bir adimda yapilamaz.

Esleme yapmak i¢in ortalama deger olarak asagidaki ifade kullanilabilir

X =—2 0<K<% (3.129)

bu ifade (3.124) dis ¢ozlimlerinde yerine yazilirsa:
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y~—4g"x, x, <0 (3.130a)

y~6e"x, 0<x

: (3.130b)

esitlikleri elde edilir. Ayn1 zamanda (3.128) denklemindeki integral ¢oziiliirse:

SZ

e2ds=

O ey 8

T
e} 3.131
5 (3.131)

elde edilir. ifade (3.128) denkleminde yerine yazilirsa:

}Hrl(—1 T

y~&  2X (A+ B\E) , x, <0 (3.132a)
}L+K—1 T

y~¢ ?x,(A-B E) , 0<x, (3.132b)

cozlimlerine ulasilir. (3.132)ve (3.130)arasinda esleme yapabilmek icin A = L

alinir ve esleme yapilirsa:

A+ B\E:—4 (3.133a)
A—B\/%:G (3.133b)

denklemleri elde edilir. Buradan da

A=1ve B=-5,|— (3.134)
T

degerleri bulunur.
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3.6.1.4.Bilesik acilim

Durumlar daha detayli olmasina ragmen bilesik a¢ilim yine ayn1 kurallara gore

belirlenir.0< x < % araligindaki bilesik agcilim

1 -2 % =5 1
y~—4(x—%)+52>{1—5 g(—ez—jezdsﬂ+4g3xn (3.135)

1 > —(2x1? 2 s
y~(x—§] 1-5 /— —-e 8% —|e?ds (3.136)
T

olarak asimptotik a¢ilim belirlenmis olur. Bu problemde %S X <1 araliginda da

ayni asimptotik ac¢ilim elde edilir. Buradan da biitiin araliktan tek asimptotik

acilimin (3.136) oldugunu gorulir (Holmes, 1995).

3.7. Eslenmis Asimptotik A¢cilim Metodu ile Yiizeyde Hareket Denkleminin
Yaklasik Coziimiiniin Bulunmasi

Newton’un ikinci hareket kurali herhangi bir cismin diinya yiizeyi iizerindeki
hareketini belirler. Bu problemin ¢6ziilmesi olduk¢a zor oldugu icin genelde
yaklasik ¢6zimii kullanilir. Bu yaklasik ¢6zliime alternatif olarak bir yaklasik

¢6zim de eslenmis asimptotik agilim metodu ile belirlenebilir.

Bir cismin hareketi sirasinda belli bir “t” aninda diinya yilizeyine olan uzakligini

gosteren fonksiyon X(t) olsun. Newton'un ikinci kuralina gore, R diinyanin

yarigapl ve q yercekimi sabiti olmak {lizere, cismin ytlizeyde hareketini belirten

esitlik;
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2 2
‘th‘z_(xiRR)z , 0<t (3.137)

seklindedir (Holmes,1995).

0<t<1 arahiginda x(0) =0 sinir kosuluna sahip oldugunu ve X =1 noktasindaki

hizinin “V,” oldugunu varsayalim.

x(0)=0 ve X'(0) =V, (3.138)

Bu denklemin kapali formda ¢6ziimiini bulmak olduk¢a zordur bu nedenle

asimptotik a¢ilim yapmak uygun olacaktir.

Asimptotik acilim yapabilmek icin ifadeler diizenlenirse:

2
%:— R?(x +R)™ (3.139)

elde edilir.

(x+R) 7 ifadesi Xx=0 civarinda Taylor Serisine acilip diizenlenirse:

X"=—0+2XxgR > +O(x%)... (3.140)

halini alir. Burada gR™ degerinin cok kiiciik bir deger oldugu aciktir. Bu yiizden

denklemde gR™® yerine ¢ yazlirsa:

X"=—g+2sx+0(x%)... (3.141)

denklemi elde edilir.
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3.7.1. D1s Coziim

Eslenmis asimptotik acilim metodunda islem yapabilmek i¢in denklem ¢

kuvvetleri cinsinden yazilirsa:

(x0 +EX +E2X, +...)“— Ze(xo +EX +EX, +...)+g =0 (3.142)
elde edilir. Dis ¢6ziim denklemi belirlenirse:

X +9=0 x(0) =0 (3.143)

bulunur. Denklem ¢6ziildiiglinde:

-1,
X (t) = > gt®+cit (3.144)
ifadesine ulasilir.

3.7.2.i¢ ¢oziim

I¢ ¢6ziim i¢in sinir koordinatlar1 X = La olarak degistirilirse ve gerekli islemler
£

yapilirsa:

1
€

(Ro+8%, +&°%, +...)"= 28 (% + €%, +£°%, +...) +9 =0 (3.145)

-1
denklemine ulasilir. Esleme yapabilmek icin o :? degeri secilir ve ¢ degeri

lizerinden esleme yapilirsa:

%, "= 2%, =0, x(0) =0 (3.146)
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denklemi elde edilir. Denklem ¢oziiliirse:

%, (t)=c, (eﬁt —e 2 )

i¢ ¢coztimt elde edilir.

3.7.3. Esleme

Bulunan i¢ ve dis ¢6zlim iizerinden esleme yapilirsa:

Xie = Xy , X—o0 x—>0

G m\_ L o
cz(e e )_ S ot et
buradan dac, =0 bulunur.

3.7.4. Bilesik acilim

X~ %o (1) + %, (8) =%, (0)

bilesik acilimi1 yapilirsa:

_12
X~—0gt-+ct
29 C,

olarak bilesik acilim belirlenir. (3.138) sinir kosulu saglatilirsa:

-1
X~— gt? +v,t

¢O6zlimii elde edilir.

X—>0o x>0
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3.7.5. ikinci terimin bulunmasi

Bulunan i¢ ve dis ¢oziimler iizerinden ikinci terimin bulunmasi islemi

uygulanirsa:
X" =2x, (3.152a)
x(0)=0 ve X'(0) =V, (3.152b)

denklemi elde edilir. Bulunan X, degeri yerine yazilir ve denklem ¢oziiltirse:

R (3.153)

V
t)=-2t3—
y(t) ST

elde edilir. Son olarak asimptotik agilimi yazilirsa:

_1 2 V 1
X~—gt?+Vt+e(2t?——
5 90V (3

St (3.154)

Yaklasik ¢6ziimiine ulasilir.
(3.154) yaklasik ¢ozimi ile (3.137) denkleminin niimerik ¢6ziimiinin
karsilastirlmas1  Sekil-4.1'de  gosterilmistir. Grafige bakilirsa eslenmis

asimptotik acilim metodu ile elde edilen yaklasik ¢6ztimiin niimerik ¢6ziime ¢ok

yakin degerler elde ettigi goruliir.

70



Asim ptotic
Yaklasim

-10

Sekil 4.1 - (3.137) diferansiyel denkleminin ¢oéziimii ile (3.154) yaklasik
¢0zlimiinilin karsilastirilmasi(v, =1)
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TARTISMA VE SONUG

Uygulamali bilimlerin belki de biitiin alanlarinda ¢6ziimiiniin bulunmasi ¢ok zor
olan hatta ¢6ziimii bulunamayan denklemlerle karsilasilir. Bu durumlarda
nimerik ¢oziimler ya da pertiirbasyon metotlar kullanilarak istenen noktada
¢ozume yakin bir deger bulunur.

Bahsettigimiz pertiirbasyon metotlardan biri olan eslenmis asimptotik acilim
metodu gittikce kullanim alani artan bir yaklasik ¢6ziim bulma ydntemidir.
Yaklasik ¢6ziim bulabilmek i¢in bir¢ok farkli yol tabi ki vardir. Ancak diger
metotlar fonksiyonun olagan ilerledigi bolgelerde ger¢ek ¢oziime yakin sonuglar
elde ederken, fonksiyonun ani degisim yaptig1 bolgelerde gercek ¢oziimden ¢ok
farkl degerler vermektedir. Asimptotik a¢ilim metodunu diger yollardan ayiran
en oOnemli 0OzelliZi de buradadir. Eslenmis asimptotik acilim metodu
fonksiyonun ani degisim gosterdigi bolgelerde de olagan ilerledigi bolgelerde
oldugu gibi gercek ¢éziime cok yakin degerler elde eder. Bu 6zelliginden dolay:
da fizik ve finans matematigi gibi ¢6ziilmesi zor olan ve yaklasik ¢6ziime ihtiyag
duyulan alanlarda yaygin olarak kullanilir. Ancak yeterince bilinmedigi ve
uygulama alaninin hala oldukga dar oldugu bir asikardir.

Bu nedenle yukaridaki boliimlerde eslenmis asimptotik acilim metodu hakkinda
kapsamli aciklamalarda bulunduk ve uygulamalar yaptik. Su anda baslica
kullanim alanlar fizik, uygulamali matematik ve finans matematigi olsa da bu
metot, gelistirilmesi ve uygulamalarinin yayginlastirilmasi ile bir¢ok alanda
daha kullanilabilir.
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