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OZET

Metrik uzaylarin birgok genellestirilmis hali vardir. Bunlardan bazilari; fuzzy metrik
uzayi, soyut (konik) metrik uzay, K- metrik ve K- normlu uzay, menger uzay,

dikdortgen metrik uzay, dikdortgensel konik metrik uzay.

2007 yilinda Cinli matematik¢iler Huang ve Zang 20. Yy. da tanimlanmis olan ve
kullanilmig olan K-metrik ve K-normlu uzaylarin varligindan habersiz olarak konik
metrik uzaylar1 tanimladilar. Her ikisinde de reel sayilar kiimesi yerine E Banach
uzayimn aldilar. Bununla birlikte Huang ve Zang daha da ilerisini yaparak dizilerin
yakinsakligini da tanimladilar. Bu yaklasim tarzi konikin normal olmadig1 durumlarda
da bu uzaylar1 arastirma imkani verdiler. Bu durum akademik camiada biyuk bir
heyecan uyandirdi. Kisa bir zamanda bu konuyla ilgili alt1 ylizden fazla makalenin
yayinlanmasi bu heyecanin en canli 6rnegidir. Tezimiz bes boliimden olusmaktadir.
Birinci boliim tezin giris kismindan olusmaktadir. Tezimizin ikinci béliminde bazi
temel kavramlara yer verdik. Ucglincli béliimde ise konik metrik uzaylarm tanimini
yaparak konik metrik uzaylarin temel 6zelliklerini ele aldik. Dordlncu bolimde sabit
nokta teoremlerini ele aldik. Son olarak besinci boliimde ise sonu¢ ve Onerilere yer

verilmistir.

Anahtar kelimeler: Metrik uzaylar, konik metrik uzaylar, sabit nokta teoremleri
Tez Danisman: Dog¢. Dr. Necdet BATIR
Sayfa adedi: 49
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ABSTRACT

There are many generalization form of metric spaces. Some of them are; fuzzy metric

space, abstract (cone) metric space, K- metric space, rectangular metric spaces.

In 2007, Chinese mathematicians Zang and Huang introduced the cone metric spaces as
using the K- metric and K-normed which was defined and used in the 20th century.
Both drave of reel number were replaced with E Banach space. Besides Huang and
Zang defined the proximity of interior point by using the definition of E Banach space.
So, that is provided to discovery the cone space without neecessary to the norm of cone
space. This case aroused great excitement in the scholary community. In a short time the
most vivid examples of this excitement that was published more than six hundred
articles about this subject.The thesis organized as follows. Our thesis consists five
sections. In the first part of this thesis, we have introduced some basic concept. In the
second part, we discussed the structural properties of metric spaces by defining cone
metric spaces. In the third section we discussed fixed point theorems. Finally, in the

fourth and last section, conclusions and recommendations have been given.
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1.BOLUM
GIRIS

Matematigin evrensel gelisimi analizin ¢aligma metotlarindan etkilenmistir. Bununla
birlikte kiimelerin bazi cebirsel Ozellikleri analizin gelismesine yeterince katkiy1
yapmadigindan metrik uzaylara ihtiya¢ duyulmustur. Ornegin bostan farkl1 bir kiimenin
metrik ve iki nokta arasi uzaklik kavraminin nasil tanimlanacagr matematigin temel
problemlerinden biri olmustur. Metrik uzay kavramimi ilk kez 1906 yilinda Maurice
Fréchet vermistir. Fréchet bostan farkli bir kiime tizerindeki metrik yapisi tizerinde
caligmis, kiimenin farkli iki elemani arasindaki uzakligin pozitif bir reel say1r olmasi
gerektigini gostermistir. Bu da klasik analizden modern analize gegisin ilk adimi
olmustur. Ayrica topoloji teorisinde soyut olan bazi kavramlar, metrik uzay teorisinde

daha somut kavramlarla agiklanma imkan1 bulur.

Metrik uzaylarin bir¢cok genellestirilmis hali vardir. Bunlardan bazilari; fuzzy metrik
uzayi, soyut metrik uzay, K- metrik ve K- normlu uzay, menger uzay, dikdortgensel

metrik uzay, dikdortgensel konik metrik uzay.

2007 yilinda Cinli matematik¢iler Huang ve Zang 20. Yy. da tanimlanmis olan ve
kullanilmis olan K-metrik ve K-normlu uzaylarin varligindan habersiz olarak konik
metrik uzaylar1 tamimladilar. Her ikisinde de reel sayilar kiimesi yerine E Banach
uzayim aldilar. Bununla birlikte Huang ve Zang daha da ilerisini yaparak dizilerin
yakinsakligin1 da tanimladilar. Bu yaklagim tarzi konikin normal olmadigi durumlarda

da bu uzaylari arastirma imkani1 verdiler.

Huang ve Zhang sabit noktayr incelemek igin metrik uzaylarmn tamamen yeterli
olmadigini ve metrik uzaylardan daha kapsamli bir uzayin olabilecegini gordiiler ve bu

sorunun Ustesinden gelmek icin de konik metrik uzay kavramini verdiler.

Yukarida belirtilen bilgiler 15181nda bu tezin amaci konik metrik uzaylarin bazi temel
ozelliklerini acgiklamak ve konik metrik uzaylarda bazi sabit nokta teoremlerini ve
bunlarin ispatlarini genis bicimde incelemektir. Tezin ikinci boliimiinde ise bazi temel
tanim ve kavramlar verilmistir. Ayrica bu boliimde literatiirde temel teskil eden bazi

Oonemli teorem ve sonuglar da yer almaktadir.



Uclincti bolimde ise oncellikle konikin tammmi ve bazi konik ornekleri verilmistir.
Ayrica sirali Banach uzaylarinda koniklerin normalligi incelenmistir. Bu bdliimde
ayrica konik metrik uzaylarin tanimi verilmis, konik metrik uzaylarla ilgili 6rnekler ve

bazi teoremlere yer verilmistir.

Dordinci boélimde, sabit nokta teoremleri ve ispatlarina genisce yer verilmistir. Ayrica

sabit nokta teoremlerinin bazi sonuglar1 da ispatlariyla birlikte verilmistir.

Son olarak besinci boliimde sonug ve Onerilere yer verilmistir.



2.BOLUM
TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR
2.1. Metrik Uzaylar
Tamim 2.1.1. Bos olmayan bir X kiimesi ve bir p : X x X —» R*,
(x,y) = p(xy)
dontigiimii verilsin. Eger bu p doniisiimi her x, y, z € X igin
(M1) p(x,y)=0&x=Yy,
(M2) p(x,y)=p(y,Xx);
(M3) p(x,y)<p(x,2)+p(zy); (liggen esitsizligi )

ozelliklerini sagliyorsa X {lizerinde uzaklik fonksiyonu ya da metrik adini alir ve bu
durumda (X, p) ikilisine bir metrik uzay denir. Burada (M1) — (M3) 0zelliklerine metrik

aksiyomlar1 denir [1].

Ornek 2.1.2: X en az iki elemanli bir kiime ve x, y € X olsun. O zaman

O;x=y

p(x,y) = {1;)( £y

tanimlarsak p, X tizerinde bir metriktir. Bu metrik uzaya ayrik ya da diskrit metrik uzay

denir [1].

Ornek 2.1.3. Gergel sayilar kiimesinde
p(xy) =[xy |

uzakhig ile bir metrik uzaydir ve R’ ile gosterilir.



Ornek 2.1.4. x = (x1, %3, .., %), ¥ = (Y1, V2, -, Yo )€ R icin

() = | (X - ¥,)° 1)

tamimlarsak (R™, p) bir metrik uzaydir. Bu uzaya n boyutlu Oklid uzayr denir [2].
(2.1) ile tanimlanan p(x,y) fonksiyonu Tanim 2.1.1 deki (M1) ve (M2) Ozelliklerini
saglar. Ayrica (M3) in liggen esitsizligini sagladig1 kolayca goriiliir. Gergekten,

X = (XX X)s ¥ = (Var Voo V) 2 = (24,200 2,) € R fgin
a =X — Y, b=y, -7z, (k=12..n)

olsun. Bu durumda tiggen esitsizligi

\/k%(xk _Zk)2 < él(xk _Yk)2 + ki:l(Yk _Zk)z

(2.2) yada
\/Z(ak+bk)2 < \/Zakz +.,/ 2 b7 (2.3)
k=1 k=1 k=1
esitsizligine denktir.
Y (ab,)* <i/Zag | Xby (2.4)
k=1 k=1 k=1

Couchy — Schwarz esitsizligine gore ise

Y(a +b)2=3a’+2Yab, +3b’
k=1 k=1 k=1 k=1

n n n n
< Ya’+2|YaZYb2+h?
k=1 k2 k=L k=1

=(\/ia§ + /302 )2
k=1

k=1




biciminde elde edilir. Karekokiinii aldigimizda (2.3) U, buradan da (2.2) yi elde ederiz.

Ornek 2.1.5. x = (X, Xy,0 X, ), ¥ = (Y1, Ypremr ¥, ) € R igin

P, = S -y | 25)

tanimlayalim. O zaman p’ nun (2.5) Un tanim 2.1.1 de verilen ii¢ dzelligi de sagladigi

kolayca goriiliir. Buna karsilik gelen metrik uzay R7T ile gosterilir [1].

Ornek 2.1.6. x = (X, Xy, X, ), ¥ = (Y1, Yoo Y, ) € R™ 0lsUN.

po(x,y)= maX|Xk — Y | (2.6)

1<k<n

seklinde tanimlayalim. Bu durumda da bir metrik uzay elde etmis oluruz. Ry olarak

gosterilen uzay ¢cogu zaman Oklid uzay1 R* kadar kullanishdr [1].
Tamm 2.1.7. (X, p) bir metrik uzay ve x, € X ve r > 0 olsun.
B(x,, 1) ={xe X : p(x,%,)<r}

kimesine X, merkezli r yarigapl acik yuvar,

Blx,, r]={xe X : p(x,x,)<r}

kimesine X, merkezli r yarigapl kapali yuvar,

Slx,.r]={xe X : p(x,x,)=r}
kiimesine de kire (yuvar yiizeyi) denir [3].

Tamm 2.1.8. Herhangi bir F cismi Uzerinde bir V vektor uzayini géz 6niine alalim. Eger
N : V - R*doniisiimii asagidaki sartlar1 saglarsa bu doniisiime norm denir. Normlu bir
vektor uzayina da normlu uzay denir. Ayrica norm x € V icin N(x) =|l x |l seklinde

gosterilir [4].



N1) Her x € V igin || x lI= 0 dir. (pozitiflik aksiyomu)
N2) x € Vicin || x ll= 0 igin gerek ve yeter kosul x = 0 dir.
N3)Herx e Vve a € Ficin || ax ll= |a/| Il x |l dir. (homojenlik aksiyomu)
N4) Her x,y € Vigin [l x + y lI<Il x | +Il y |l dir. (iiggen esitsizligi)
Ornek 2.1.9. R ve C iizerinde sirasiyla,

I-:R->R,lxll =[x

I.11:C=>C izl = |z|
fonksiyonlar1 g6z 6niine alinirsa R ve C birer normlu uzaydir [4].

Ornek 2.1.10. R™ ve C" (izerinde, x € R™ ve x € C" olmak (izere

||X|| —Z|X| ||X|| /zn‘|xl|2 , ||x||w=max { |Xi|:i:1,2...n } bigiminde tanimlanan
i=1

IX, . [, + |x|. birer normdur. Boylece R" ve C" birer metrik uzaydir [4].

Tammm 2.1.11. X normlu lineer uzay olsun. Eger X norm metrigine gore tam ise X
uzayina Banach uzayi denir. Buradaki tamlik ; x,, € X i¢in ||x,, — x,|| = 0 (m,n - ©)

oldugunda ||x,, — x|| = 0 (n > ») olacak sekilde bir x € X vardir demektir.
2.2. Sabit Nokta ve Daraltma Doniisiimleri

Tanmm 2.2.1. X # @ bir kime ve T : X — X bir doniisiim olsun. Bu durumda TXq = Xg
olacak sekilde bir xo € X varsa, Xp noktasmna T’ nin X’de bir sabit noktas1 denir.

Egervx e Rigin p (TXx, Ty) < & p (x,y) olacak sekilde bir 0< @< 1 reel sayis1 varsa

T’ye daraltma doniisiimii denir. Her daraltma doniisiimii kendiliginden siireklidir [4].

Clnku daraltma x,, = x oldugunda x,, = Tx dir.



Asagidaki 6rneklerden de goriilecegi gibi T : X — X ile tanimlanan bir T doniisiimiiniin

bir tek sabit noktas1 olabilir veya birden ¢ok olabilir veya hi¢ olmayabilir.

Ornek 222. X =[0, ) veT:X—>X, Tx =§olsun. Bu durumda xo = 0 bu

dontistimiin bir tek sabit noktasidir [4].

Ornek 2.23.X=[0,~)veT : X - X, T x = x* olsun. Bu durumda X, = 0, x; = 1 bu

doniisiimiin iki sabit noktasidir [4].

Ornek 2.2.4 X = (=0, o) ve T : X - X, Tx =x3olsun. Buda xo =0, x; = 1, X, = -1 bu

dontisiimiin ti¢ sabit noktas1 oldugunu gosterir. [4].

Ornek 2.25. X=[0,)VveT : X - X, Tx = x> + b, b > 0 olsun. Bu durumda T nin
hicbir sabit noktasi yoktur. I, X iizerindeki birim doniisiim olmak lizere T : X — X
doniistimiiniin sabit noktas1 aslinda (T — | )( X ) = 0 denkleminin ¢ézimleridir. O halde
bu denklemin ¢6ziminid bulmak icin standart teknik, buna karsilik gelen doniisiimiin

sabit noktalarini bulmaktir.

Teorem 2.2.6. (X, p) bir tam metrik uzay olsun. Eger T : X —» X bir daraltma

doniisiimii ise T’ nin tek bir sabit noktas1 vardir [5].
Ispat : Bir X, € R icin
X1=TXo, X2=TX1 = T?Xo, ..., Xn=TXn-1=T Xo,-.. (2.7)
olsun . Bu durumda (x,) dizisi cauchy dizisi olur. Biraz daha agiklayacak olursak ;
n<migin
P (asn )= P (T, T"%0) S P (Xor x,.,)

<O [P (Xo, X2)+ P (X1, X+ ot P (X gy X )]

<o’ p(XO, Xl) [l+a+a2 + ...+ og™? ]



n 1
<a" p (Xo, Xl)l—
elde ederiz. X tam ve (X,) cauchy dizi oldugundan sagdaki ifade keyfi olarak yeterince

blylk n i¢in kiigiiltilebilir. Ayrica x=lim X, gibi bir limite sahiptir. Sonra da T nin

stirekliliginden

TX =T limx, =limTx, =limx_, =X
N—o0 N—o0 N—oo
elde edilir. Bu da x gibi sabit bir noktanin varligini ispatlar. x in tekligini ispatlamak

icin, Tx=x ve Ty=y ise tamim 2.2.1den p (X, y) <& p (X, y) haline gelir. Fakat buradan
da o (X, y)<0olur. Cinki ¢ <1 dir. Bundan dolay1 da X =y olur.

Not : Sabit nokta teoremi,cesitli tiirlerdeki denklemlerin ¢oziilmesi i¢in, varlik ve teklik
teoremlerinin ispatinda kullanilabilir. Sabit nokta teoremi Tx = X formunda bir
denklemin tek bir ¢6ziimi oldugunu géstermenin yani sira ¢6zimi bulmada pratik bir
yontem saglar. Ornegin (2.7) “ardil yaklasimlarn” hesaplanmasinda kullamilabilir.
Aslinda ispatta da goriildiigli gibi (2.7) yaklagimlart gercekte de Tx = x denkleminin
¢ozimiine yaklasmaktadir. Bu nedenle sabit nokta teoremi ¢ogunlukla ardil yaklasimlar

yontemi olarak bilinir.

Ornek 2.2.7. 1= [a, b] ve f : | — | déniisiim olsun. Ayrica K<1 igin,
(%) = f(x,)|<K]|x, =X, (2.8)

Lipschitz kosulunu saglasin.(x,) dizisini , x,, = f(x,,_;),n € Nseklinde tanimlayalim.

Teorem 2.2.6 dan dolay1 (x,,) dizisi f(x) —x = 0 denkleminin bir kokiine yakinsar.

Ornek 2.2.8. x = (X, X,,...,X,) € R™ igin

y, = iaijxj +b, @i=1,..,n) (2.9)
j=1

diyelim. T : R* - R" doniisimi TX = (y4, Y2, -.., ¥ ) seklinde tanimlansin.



Eger T bir daraltma doniisiimii ise TX = x denkleminin ¢6ziimii i¢in ardil yaklagimlar
yontemini kullanabiliriz. T nin hangi kosullarda daraltma doniisiimii olacagi seg¢ilen

metrige baglidir. Simdi su ii¢ durumu inceleyelim.

1. R§ uzay1
p(x,y) =max|x;, - |

metrigi ile ele alindiginda,

P(y’ y) = miax|yi - y.| = miaXEj'aij (Xj — X

<max ¥fa; ||x; - X;|
]

< maxZ‘aij‘max‘xj —)’Zj‘
i i j

=| max Z‘aij p (xX)
! J
ve daraltma kosulu
Y| < <1 (i=1,...,n) (2.10)
]

olur.

2. RT uzay1
p(xy) =[x~y
i=1

metrigi ile ele alindiginda



P 9=y, -5 [=2Za,( -5

i
XX ‘ainxj _ij‘
i

S(maxZ‘aij‘)p (x,X)
J i
ve daraltma kosulu
Ylay|<a<1l (j=1..n) (2.11)

3. Basit Oklid uzay1 R"

n

p(xy)=[dx-y)

i=1

metrigi ile ele alindiginda

b (2.12)

daraltma kosuluyla olur. Bu nedenle, eger bu kosullardan en az biri gegerli olursa
X, = g’la”XJ +b,, (i :1,...,n) (2.13)

x = (xq,x3,...,X%,) gibi bir tek nokta vardir. x = Ax denkleminin ¢6ziimi ardil

yaklasimlarin dizisi

10



x® = (x,x% . x®)

oldugunda, su formlardan birini alir.

k) _ % k
X, = ,—zzla‘ixi +by

ve herhangi bir nokta x@ 1 “sifirinci yaklagim” olarak alabiliriz. (2.10)-(2.12)
kosullarindan her biri ardil yaklagimlar yonteminin kullanilmasi i¢in yeterlidir, fakat

higbiri gerekli degildir.
Teorem 2.2.6 sonradan ise yarayabilecek asagidaki yararli genellemelere sahiptir.

Teorem 2.2.9. R bir tam metrik uzay, T: R — R siirekli doniisiim ve T" de bir daraltma

doniistimii olsun. (ne Z,n>1). Bu durumda T bir tek sabit noktaya sahiptir [5].

Ispat: xo e R gibi herhangi bir nokta secelim ve x = limT"”xoolsun. Bu durumda T’nin

stirekliliginden
Tx = limT T*"x,
k—o0

11



olur. Fakat T" bir daraltma doniisiimii oldugundan a < 1 igin
p (TTx,, T%, )< e p (TEY" Ty, TEIx ) < o< o p (Txg, X, )
olur. Buradan da

P (Tx,x)=£ilthp(TTk”xo, T, )=0

elde edilir.

Tanmmm 2.2.10. X ile Y herhangi kiimeler olmak iizere, X x Y c¢arpim kiimesinin
herhangi bir alt kimesine X den Y ye bir bagimt: ad1 verilir. Ozel olarak, X x X ¢arpim

kiimesinin herhangi bir alt kimesine de X iizerinde bir bagint1 denir.

Tamm 2.2.11. X {izerinde alinan bir § bagintisi

1) Vxe Xigin (X, X) € 8 ( yansima )
i) V(x,y) e B iken (y,x) e ( simetrik )
i) V(x,y) e ve(y,z) e Biken (x,2z) ef ( gegisken )

kosullar1 saglaniyorsa 8 bagintisina bir denklik bagintisidir denir.

Tanim 2.2.13 X {izerinde alinan bir  bagintist

i) Vxe Xicin (X, X) € B ( yansima )
i) V(x,y) e ve x £y iken (y, x) ¢ 8 (ters simetri )
) vx,y)ep ve(y,z) e giken (x,z) ep ( gecisken )

kosullar1 saglaniyorsa 8 bagintisina kismi siralama bagintis1 bu bagintiyla birlikte X
kiimesine ise kismi sirali kiime denir. Kismi siralama bagmtis1 genellikle ‘<’ ile
gosterilir. X kismi sirali kiimesinde alinan x ve y gibi herhangi iki 6ge bu bagintiya gore
karsilastirilabilirse (yani x <y veya y < x ise), bu durumda X' e bir tam sirali kiime, 6z

konusu bagintiya da tam siralama bagintist adi verilir,
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3.BOLUM
KONIK METRIiK UZAYLARIN TEMEL OZELLIKLERI
3.1. Konik Metrik Uzaylar

Tamim 3.1.1 E bir gergel Banach uzay1 ve P, E’ nin bir alt kiimesi olsun. Eger asagidaki

sartlar saglanirsa P’ ye koniktir denir.

1) P kapal1, bostan farkli ve P # {0}

2)a,be IR,a,b>0 x,ye P = ax+bye P
3)xe Pve—xe P=x=0

Burada *” <’ ifadesi X,y € Eicinx <y & y—X € P tanimlanan E {izerinde bir kismi
siralama bagintisidir. x <y oldugunda bu x <y fakat x # y demektir. x <<y ifadesini de
y — X € igP seklinde tanimlayalim. Bundan sonra E daima bir reel Banach uzayini, P # 0
ve P, E’ de bir koniki temsil edecektir [6].

Onerme 3.1.2. E bir reel Banach uzayi, P < E bir konik ve A > 0 reel say1 olsun.

Asagidaki ifadeler dogrudur [7].
(i) IcP + I¢P < IgP.
(ii) M¢P < igP.

Ispat. (i) X € I¢P ve y € I¢P olsun. Bu durumda B(X, &1) < P ve B(y, &) < P olacak
sekilde en az €y > 0 ve €, > 0 vardir. Simdi B = B(X +y, € = min{ey, €,}) < P oldugunu
gosterecegiz. Simdi z € Bolsun. Bu durumda ||z — x — y|| < € olur. Bu ise asagidaki

lz—x—-yll<eive|lz—x—yl[<e

olmasini gerektirir. Buradan (z — X) € B(y, €2) c P ve (z-y) € B(x, €1) c P dir. Konik
taniminin (2) 6zelliginden, (2z — X —y) € P dir. X € P oldugundan (2z - x -y +Xx) € P

olur. Buradan (2z — y) € P dir. y € P oldugundan (2z — y + y) € P dir. Buradan 2z € P
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dir. Ayn1 sekilde konik tanimi (2) 6zelliginden %22 € P olur ve bodylece z € P'dir. Yani

B(x +V, €) c Polur. Ohalde (x +Y) e I¢P olur.

(i) X > 0 bir reel say1 ve x € I¢P olsun. Bu durumda x € B(X, €) < P olacak sekilde bir &

> 0 vardir. AX € I¢P oldugunu gostermek icin B(AX, Ae) < P oldugunu gosterecegiz. z €

B(Ax, Ae) olsun. Bu ise ||z — Ax|| < Ae ve k”%z - x” < he ve ||%z - x” < ¢ elde edilir.

Bu ise %z e P dir. (P2) den z € P demektir. Boylece B(Ax, Ae) < P dir. Yani Ax e IcP

olur.

Onerme 3.1.3. E lizerinde P’ ye gére VX, y € E icin x<y < y—x eP seklinde

tanimlanan “<” bagintisi bir kismi siralama bagintisidir.
Ispat: (i) Vxe Eigin x-x =0eP = x <x.

(i) x<y,y<x = y-XeP vex-y=—(y-Xx) eP = y—x=0 =y=x

(iii) x <y, y<z= y-XxeP, z-yeP = y—x+ z-y= z—Xe P = x < z olur.
O halde “<” bagintis1 bir kismi siralama bagintisidir.

Tamm 3.1.4. E bir reel Banach uzay1 ve PS E bir konik olsun. Eger V X, y € E i¢in
0 < x <y oldugunda ||X|| < K||y|| olacak sekilde bir K > 0 varsa P konigine bir normal

konik denir. Yukaridaki esitsizligi saglayan en kii¢iik K sayisina P’ nin normal sabiti
denir [6].

Tammm 3.1.5. Eger P deki artan her dizi istten sinirh ise P dizgin (reguler) koniktir

deriz. Yani, eger (x,) P’ de ye E icin x, <x, <.....<yseklinde bir dizi ise

X, —xH —0 (N — ) seklinde bir Xxe E vardir. Denk olarak her azalan dizi alttan

sinirlt ve yakinsak ise P’ ye diizgiindiir denir [3].
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Tamim 3.1.6. X bos olmayan bir kiime ve E bir reel Banach uzayi olsun. Eger d : X x X
— E asagidaki sartlar1 saglarsa d’ye X (zerinde konik metriktir denir ve (X, d)’ ye

konik metrik uzay denir [3].

(1) Her x,y € Xigin 0 < d(x, y) ve d(x, y) =0 ancak ve ancak x =y
(2) Her x, y € Xigin d(x, y) = d(y, x)

(3) Her x,y,ze Xicind(x, y) <d(x, z) +d(z, y).

Ornek 3.1.7.E=IR> P={(x,y) € IR?|x,y>0} cIR>, X =IRve d: X x X — E ve
d(x, y) = (Ix — y|,alx — y]), @=> 0 bir sabit olsun. O halde (X, d) bir konik metrik

uzaydir. Simdi dncellikle P’ nin bir konik oldugunu gosterelim.
(1) P kapal1 ve 6 € P oldugundan P # @ dir.
(xy)=(1,0) € P alirsak P # {6 }
(ia,beR,a,b=20 ve z=(x,,Y,) vet=(x,,Yy,)e P olsun.
Bu durumda
X,Y,=20vex,,y, 20 = ax, =0, ay, 20, bx, 20, by, >0
= ax, +bx, 20 ve ay, +by, =0
=az+bt=a(x,,y,)+b(x,,y,)
= (ax, +bx,,ay, +by,) e P.
(iil) z=(x, y), —z=(-x, =y)e P olsun.
Bu durumda x, y>0 ve —x, -y=>0 = x>0, —-x=0 ve y=0, -y>0
=x=0 ve y=0
=27=(0, 0)=6eP
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olup konik olma sartlar1 saglanir. Yani P, E’ de bir koniktir. Simdi (X , d) nin bir konik

metrik uzay oldugunu gosterelim;
(1) d(x,y) = 6=(lx = y|,alx = y[) = (0,0)= (Ix — y|, alx — y]) € P oldugundan
0<d(x,y) ve
d(x,y)) =6 & (Ix = yl, alx —y])=(0,0)
Slx—y|=0ve alx—y| =0
Sx=yveyaa =0
eSx=y
(2) Herx,yelRicind(x,y) =(lx —y|, alx —yl)
=d(x,y) =(ly —xl, aly —x])
=d(y. x)
elde edilir. Bu da d(x, y) = d(y, X) demektir.
) xy.zeRigind(x,y) ) = (Ix = y|, alx —y|)
=(lx=—z+z—-ylalx—z+z—-yl)
S(lx =zl + |z = yl, a(lx —z| + |z = y])).

Boylece d(X, y) < d(x, z) + d(z, y) elde edilir. Metrik kosullar1 saglandigindan d, X

tizerinde bir konik metrik (X,d) bir konik metrik uzaydir.

Ornek 3.1.8. E=R", P = {(X1, X2, ..., Xn) € E: Xj =0}, X =Rve d: X x X = E olmak

Uzere
dx, ¥) = (lx =yl a1lx — yl, axlx = yl, ..., an_1lx = ¥|)
olsun. Her 1 <i<n-1icin o > 0, (X, d) bir konik metrik uzaydir.
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3.2. Siral Banach Uzaylarinda Koniklerin Normalligi
Sonug 3.2.1. K < 1 normal sabiti ile bir normal konik yoktur [7].
Ispat: (X, d) bir konik metrik uzay ve P ise K < 1 normal sabiti ile normal konik olsun.

K<1-¢gve0<e<1olacak sekilde bir X € P bir elemanini segelim. O zaman (1 — €)x
< x olur. Fakat (1 - €)|lx]| > K||x]| oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde K > 1

olmalidir.

Ornek 3.2.2. E = Cir([0, 1]) Supremum normla birlikte tanimlansin ve P = {f € E: f >
0} olsun. O zaman P, K = 1 normal sabitiyle birlikte koniktir. Oncellikle P bir koniktir

cunkd;
(1) P kapalidir. f=6 € P alirsak P # @. Ayn1 sekilde f=1 € P alirsak P # {6 } dir

(ia,belR,a,b>0vef,geP=>f>0veg>0dr Herxe[0,1] iginf(x)>0ve g
(x) > 0 = (af) (x) >0 ve (bg) (x) > 0 = (af+bg)(x) >0 = af+bg > 6 = af+bg € P oldugu

goraldr.

(i) fve—feP=f>0ve— >0 dir. Her x€[0,1] icinf(x )>0ve—f(x)>0=>f = 0
elde edilir. Boylece P’nin konik olma kosullar1 saglanmis olur. Simdi P’ nin K = 1
normal sabiti ile bir normal konik oldugunu gosterelim; 6 < f < g olacak sekilde

herhangi f, g € E elemanlarini1 alalim. Bu durumda
[f]/=sup|f(t) ve |a] = sup|a(®)

ve 0 < f < g oldugundan g—f € P, yani g-f> 0 dir.
Her t €[0,1] igin f(t) < g(t) = | f(t) | <] g(t) |

= sup| f (t)| < sup|g(®)|
te[0.1] te0,1]

= Boylece K=1 olmak iizere || f||<K|| g || oldugu goriiliir. Yani P; K=1 normal sabitiyle

birlikte normal koniktir.
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Ornek 3.2.3. E = 1; = {{x,}: Xyoqlx,| < 0} ve P = {{x,, }n>1 € E:x,, = 0,¥n € N}

olmak uzere

P; K=1 normal sabitiyle birlikte bir koniktir.

Oncellikle P bir koniktir ¢uink(;

P kapalidur.

(i) Eger (x,)n>1 = (0,0,...,0) = 6 € Palirsak P # @ olur.

Eger (x,)n>1 = (1,1,...,1) € P alirsak P # { 6 } olur.

(ia,beR,a,b>20vex = (x,)n>1 » ¥ = Wn)n>1 € P olsun.

Hern € Nt vea, b € Rt ig¢inx, >0vey, =0 = ax, =0ve by, =0
= ax,+ by, =0
= a(Xy)n>1 + b(Yn)n>1 €P
=ax + by €P

(i) x = ()1 »—x = (=X, )n>1 € P olsun.

Her neN*ticinx, >0ve—x, >0=x,=0=x=0

olur. Boylece konik olma sartlart saglanmis oldu. Simdi P’ nin K = 1 normal sabiti ile

bir normal konik oldugunu gésterelim:

0 < x <y olacak sekilde x = (x,)>1 » ¥ = Wp)n>1 € E alalim. O zaman y — xe P

dir. Bu durumda

oo

Yo =¥, 20 2%, £y, = x| S|yo| = | Syl = [ <, = X <Ky,
n=1

n=1

Yani K=1olur. O halde P, K =1 normal sabiti ile bir normal koniktir.
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Sonug 3.2.4. Her diizguin konik bir normal koniktir [7] .

Ispat: P bir diizgiin konik olsun fakat normal konik olmasin. Her n > 1 igin t,—s, € P

iy Sn

ve n2||tn|| <|ls, || olacak sekilde t,, S, € P secelim. Her n > 1, y, = el

Ve X =i

.. 1
olsun. O zaman her n > 1 igin y, -X, € P, |ly, ]l = 1 ve n® < ||x, || olur. Zﬁzln—z [y, 1l

serisi yakinsak ve P kapali oldugundan Z;‘leniz [ly,, Il = y olacak sekilde bir y € P

vardir. Simdi

1 1 1
OSX1SX1+2—2X2§X1+2—2X2+3—2

X3< ...y
alalim. Dolayisiyla P diizgiin oldugundan }};;_; niZ x, yakinsaktir. Sonug olarak,

llxn I
n2

lim,, _ = 0. Bu bir celiskidir. Ispat tamamlanr.
Asagidaki 6rnek konigin normal olmayabilecegini gosterir [8].

Ornek 3.2.5. E = C4([0, 1]) banach uzayz, ||f|| = |If]|., + ||f||Oo normuyla tanimli ve

P = {f € E: f> 0} E de bir konik olsun. Her k > 1 icin f(x) = x ve g(x) = x*¢ alalim. Bu

durumda, 0 < g < fve
el = NEll + (||
=sup{x|: xe [0]}+sup{t: xe [0}
=1+1=2 ve
lofl=[a].. +g7].
= sup{x|: xe [0.1 k >1f+ sup|2k|: xe [01) k 21}

=1+2k

oldugundan 2k=k||f]|< ||g||[=1+2k ve boylece ||f|| =2 ve ||g|| =2k + 1olur.
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K||fl] <|lgll oldugundan k, P nin normal sabiti degildir. Béylece, P normal olmayan bir

koniktir.

Simdi sonu¢ 3.2.1 kullanilarak K = 1 normal sabiti ile normal konigin bulunabilecegine

dair bir 6rnek verelim.

Ornek 3.2.6. E = Cjg ([0, 1]) supremum normu ve P = {f € E: f > 06} olsun. P, K =1
normal sabiti ile koniktir. Simdi elemanlar1 E de olan azalan ve alttan sinirli fakat E’ de
yakinsak olmayan x > x*> x%> ...> @ dizisini ele alalim. O zaman, sonug 3.2.4 {in tersi

dogru degildir.
Tamim 3.2.7. P c E bir konik olsun. O zaman
1) Her x, y € E icin sup{x, y} varsa P’ ye minihedral denir.

2) Eger E’ nin Ustten sinirli her alt kiimesinin bir supremumu varsa P’ ye kuvvetli

minihedral denir.

3) Eger IcP # @ ise P’ ye kat1 (solid) denir.

4) Eger E =P — P ise P’ ye iiretilmis (generating) denir [9].

Ornek 3.2.8. E = IR" olsun. O zaman P = {(X1, X, ..., Xn): Xi >0 heri=1, 2, ..., n}
normal, liretilmis, minihedral, kuvvetli minihedral ve katidir [9].

Ornek 3.2.9. DcR" kompakt bir kilme ve P : ={feE: f(x) = 0 her xeD} bir konik

olsun. P koniki normal, kati, tiretilmis, minihedraldir fakat kuvvetli minihedral degildir

ve diizgiin degildir.

Tammm 3.2.10. (X, d) bir konik metrik uzay, (x,), X de bir dizi ve x € X olsun. Eger
0 << ¢ seklindeki V ¢ € E igin n > m iken d(x,, X) << c olacak sekilde bir me N varsa

(xn) dizisine yakinsaktir denir ve n — oo igin X, — X ya da limx, =x seklinde

N—oco0

gosterilir [9].
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Sonug 3.2.11. P, E reel banach uzayinda bir konik olsun. O zaman
(i)Eger0<x<yvea=0,a€eRise0<ax < aydir.

(i) Eger0 < x,, <y,,n€Nvelimx, = x,limy, =yise 0 < x < ydir [10].
Sonug 3.2.12. P, E reel banach uzayinda bir konik ise a, b, ¢ € E i¢in

(i) Egera < bve b < cise a « cdir.

(i) Egera K bve b < cise a < c dir [11].

Sonug 3.2.13. (X, d) bir konik metrik uzay olsun. Her bir ¢ € E de 6<< ¢ olacak sekilde

verilsin. Bu durumda ||x|| < & oldugunda ¢ — x € I¢P olacak sekilde bir & > 0 vardur.
(yani x << c dir) [6].

Ispat: 8 << ¢, ¢ € E oldugundan c € I¢P dir.{x € E : ||x — c|| < 8} < I¢P olacak sekilde
bir > 0 bulabiliriz. Simdi ||x|| < & ise |[|c —x — ¢]| = [|—x|| = ||x]| < 6 olur. Buradan

lI(c —x) —c|| <& olur. Buise ¢ — X € i¢P oldugunu verir.
Tamm 3.2.14. P; E Banach uzayinda bir konik olsun.

1. Eger V X, y € E igin 6 < X <y olmast ||x|| <||y|| olmasin1 gerektiriyorsa P’ ye

monoton denir

2. Eger V X, y € E icin 6 < x <y olmak Uzere ||x|| £ K]||y|| olacak sekilde bir K > 0

varsa P’ ye yar1 monoton denir [10].

Sonu¢ 3.2.15. E Banach uzayinda P konigi |. || normuyla birlikte asagidaki sartlar
denktir [12].

1. P normal

2. E de keyfi (xn), (Yn), (zn) dizileri igin (¥ n) x, < yp <z, ve limx, =limz, =x ise

N—e0

limy, = x dir.(sandwich teoremi)
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3. P yar1 monotondur.
4.E’ de ||.||” a esit olan dyle bir ||. || norm vardir ki P, ||. || bagli olarak monotondur.

Asagidaki 6rnek P normal konik olmadiginda sandwich teo’nin saglanmayabilecegini
gosterir [9].
Ornek 3.2.16. E = Cj3[0, 1] ve x € E icin, ||x|| = ||x||, + ||x||oO tammlayalim. P = {X

E: x(t) > 0} olsun. Bu konik normal degildir. Simdi X(t) :%ve Ya(t) :%olsun. @)

zaman 0 < x, <y, ve limx, =0 fakat

N—so0

n

n

n—1] = 1
max; efo,1] || + max; epoqt" [ =~ +1>1

Yani x, sifira yakinsamaz. Bu da sandwich teoreminin saglanmayabilecegini gosterir.

Ornek 3.2.17. E = C4( [0, 11 ), IIfll = lIfll, + ||f||0O ve P = {f € E: f > 0} olsun.

1—sinnt 1+sinnt
X, = — vey, = 2 alalim.
Boylece 0 < Xy < Xn +¥n, |X,[|=[ly.|=1ve [x, + V.= a2 i 7 0.

Asagidaki 6rnek de K>1 oldugunda P nin normal konik olabilecegini gostermektedir.

Ornek 3.2.18. k> 1 verilsin. E={ax+b:a,be IR;x e [1 — %, 1]} reel vektor uzayini

alalim. E’de supremum norm tanimlanmis olsun.
P={ax+tbe E:a>0,b<0}
tanimlayalim. O zaman P, diizglin ve normal koniktir.

Ornek 3.2.19. E = (Cg ([0,0),1I.1l.)) , P = {f € E: f(x) = 0} olsun. (X, p) bir metrik
uzay ve d: X x X > E ve d(X, ¥) = p(x, y)¢ seklinde tanimlansin.

Burada ¢ : [0, 1] —IR" siireklidir. Béylece (X, d) bir normal konik metrik uzaydir ve P

nin normal sabiti K =1 dir.

22



Ornek 3.2.20.q>0,E=19,P = {{Xn}n>1 € E : X, 20, her nigin}, (X, p) bir metrik
1
uzay ve d(x, y) = {(%)q} n>1 olsun. Boylece (X, d) bir konik metrik uzaydir ve P’

nin normal sabiti K =1 dir.

Ornek 3.2.21. E = (Cjz ([0,0), 1. Il..)) , P = {f € E: f(x) > 0}, (X, p) bir metrik uzay ve
d: XxX—E, d(x,y) = fy y seklinde taniml1 ve f; y (t) = [x — y|t olsun. Boylece (X, d)

bir normal konik metrik uzaydir ve P nin normal sabiti K = 1 dir.
3.3. Konik Metrik Uzaylarda Yakinsakhk ve Limit

Sonug 3.3.1. (X, d) bir konik metrik uzay P, normal sabit K ile normal konik (x,), X
icinde bir dizi olsun. Bu durumda (X,) dizisinin X i¢inde yakinsak olmasi i¢in gerek ve

yeter sart n — oo iken d(X,, X) — 6 olmasidir [6].

Ispat: (=) X, — x olsun. V £ > 0 icin 8 << ¢ ve K||c|| < € olacak sekilde bir ¢c € E
secebiliriz. Bu durumda her n > N i¢in d(Xn, X) << ¢ olacak sekilde en az bir N € IR
vardir. Boylece, n > N iken ||d(x,,, x)|| £ K]|c|| <€ olur. Budan — oo iken d(Xn, X) — 6

oldugunu verir.
(&) n — oo iken d(Xp, X) — 6 olsun. Bu durumda 6 << cve c € E icin ||x|| < & iken

¢ — X € IgP olacak sekilde bir § > 0 vardir. Bu § icin de her n e IR icin ||d(x,, x)|| <<c

olacak sekilde Ne IR vardir demektir. Bu nedenle (X,) dizisi noktasina yakinsar.

Sonug¢ 3.3.2. (X, d) konik metrik uzay, K normal sabiti ile P bir normal konik, (x,), X’

de bir dizi olsun. (x,) — X ve (Xn) — Yy ise x = y dir. Yani (X,) dizisinin limiti tektir [6].

Ispat: 8 << ¢ olacak sekilde herhangi bir c € E olsun. (x,) yakinsak oldugundan V n > N

icin d(Xn, X) << ¢ ve d(Xp, Y) << ¢ olacak sekilde 3 N € IR vardir. Bu nedenle
d(x, y) <d(Xn, X) + d(Xn, y) < 2C

olur. Boylece ||d(x, )|l < 2K]|c|| — 0 olur. O halde d(x, y) = 6 olur. Sonug olarak x =y

olur. Bu da (X,) dizisinin limitinin tek oldugunu gosterir.
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Tamm 3.3.3. (X, d) bir konik metrik uzay ve (x,), X de bir dizi olsun. Eger 6 << ¢
seklindeki her ¢ € E icin n, m > N = d(X,, Xm) << ¢ olacak sekilde bir N € N varsa (Xp)

dizisine X de bir Cauchy dizisi denir [13].

Tammm 3.3.4. Bir (X, d) konik metrik uzayindaki her Cauchy dizisi X de bir noktaya

yakinsarsa (X, d) ikilisine tam konik metrik uzay denir.

Sonug 3.3.5. (X, d) bir konik metrik uzay ve (x,), X iginde bir dizi olsun. (x,), X i¢inde
x noktasina yakinsiyorsa (xp), X de bir Cauchy dizidir. Yani konik metrik uzaylarda

yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir [6].
Ispat: @ << ¢ olacak sekilde herhangi bir ¢ € E alalim. O zaman V¥ n, m > N igin

d(xn, X) << %Ve d(Xm, X) << % olacak sekilde bir N € N vardir. Buradan
A%, Xem) < AXn, X) K+ d(Xm, X) =S+ =

elde edilir. O halde (x,) bir Cauchy dizisidir.

Sonug 3.3.6. (X, d) bir konik metrik uzay, P normal K sabiti ile normal konik ve (x,), X
icinde bir dizi olsun. (x,) dizisinin X i¢inde Cauchy dizisi olmasi igin gerek ve yeter

kosul n, m — oo iken d(Xn, Xm) — 6 olmasidir [6].

Ispat: (=){x,} bir Cauchy dizisi olsun. ¥ & > 0 igin 8 << ¢ ve K]|c|| < € olacak sekilde
bir c € E secelim. O zaman V n, m > N i¢in d(X,, Xm) << ¢ olacak sekilde bir N € N
vardir. Buradan, ||d(x,,, x,,) || £ K]|c|| <€ elde edilir. O halde n, m — < iken d(Xn, Xm)

— 0.

(<) :n,m — o0 = d(Xn, Xm) — 6 olsun. 6 << ¢ olacak sekilde ¢ € E secelim. ||x|| < &
iken Sonug 3.2.13’ten ¢ — X € I¢P olacak sekilde 3 & > 0 vardir. Buradan da her n, m >
N icin d(X,, Xm) < & olacak sekilde bir N € N vardir. Oyle ise, ¢ — d(X,, Xm) € I¢P dir.

Bu ise d(Xn, Xm) << ¢ demektir. Bu nedenle (x,) bir Cauchy dizisidir.
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Sonug 3.3.7. (X, d) bir konik metrik uzay, K normal sabiti ile P bir normal konik, (xy)
ve (Yn), X icinde iki dizi ve n — oo i¢in X, — X, Yy — y olsun. Eger her n igin x, < Y, ise

x <y olur [6].

Ispat: X, <y, olsun. X, <y, ise (Yo — Xn) € P olur. X, = X, Yo — y oldugundan, (Y, — Xp)

— (Y — x) olur. P kapali oldugundan (y — x) € P dir. Bu ise X <y oldugunu gosterir.

Sonu¢ 3.3.8. (X, d) bir konik metrik uzay, P normal sabit K ile bir normal konik ve
(Xn), X iginde bir dizi olsun. (x,) ve (yn), X iginde iki dizi ve n — oo iken X, — X ve y,

— y olsun. O zaman n — o iken d(Xx,, yn) — d(X, y) olur [6].

ispat: V € > 0 icin 8 << ¢ ve ||c|| 34:7 olacak sekilde bir ¢ € E segelim. x, — X ve Y,

— y oldugundan ¥V n > N icin d(Xn, X) << ¢ ve d(yn, X) << ¢ olacak sekilde AN € R

vardir. Yine
d(Xn, Yn) < d(Xn, X) +d(x, y) +d(y, yn) <d(x, y) + 2, (3.1)
d(x, y) < d(xn, X) + d(Xn, Yn) + d(Y, Yn) < d(Xn, Yn) + 2c, (3.2)

dir. Boylece, 3.1 Esitliksizliginden

0 <d(x,y) +2c—d(Xn, Yn)

ve 3.2 Esitliksizliginden,

0 < d(Xpn, Yn) + 2C + 2¢ — d(Xn, Yn) = 4cC

elde edilir. O halde

0 <d(x,y) +2c — d(Xy, Yn) < 4C ve

ldCn, v) — d(e, ) = 1dCe,y) — d(xp, ¥) + 2¢ — 2¢|

<ld(x, y) + 2¢ = d(xq, y) Il + l|2¢]] < 4K]fc]] + 2]l

= (4K + 2)||c|| <.
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Bu dan — oo icin d(X,, Yn) — d(X, y) demektir.

Tamm 3.3.9. (X, d) bir konik metrik uzay, A c X ve x, — x olsun. A’daki (x,) dizisi

icin X € A ise A ya dizisel kapali denir.
Tamm 3.3.10. (X, d) bir konik metrik uzay olsun ve A c X olsun. Eger VX, y € A'igin
d(x, y) <cve 0 << c olacak sekilde 3 ¢c € E varsa A ya iistten sinirli kiime denir.Yani

S(A) = sup{d(x, y): X, y € A} varsa A ya smirl kiime denir. Eger supremum yoksa A ya

sinirsiz kiime denir.

Sonug 3.3.11. (X, d) bir konik metrik uzay olsun. Ayrica her ¢, ¢; € E igin ¢c; >> 6 ve

C2 >> 0 seklinde olsun. O zaman 6 << c ve ¢ << ¢3, C << C; seklinde bir ce E vardir [8].

Ispat: c; >> 0 olsun. Sonug 3.2.13” ten ||x|| < & iken X << ¢, olacak sekilde bir § > 0

e 1 5
bulablllrlz.—<”—

- I olacak sekilde bir ng € IR sayis1 segelim. ¢ = ;—1 olsun. Bu durumda
0 1 0

= ”:11” < & olur ve ¢ << ¢, dir. Fakat ayn1 zamanda 6 << c ve ¢ = Z_l
’ 0

llell =
oldugundan ¢ << ¢; Ve ¢; # ¢ aciktir. Bu ise ¢ << ¢; demektir. O halde ¢ << c; ve c << ¢;
dir.

€1
n
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4. BOLUM
SABIT NOKTA TEOREMLERI
Bu boéliimde bazi sabit nokta teoremlerini ispatlayacagiz.

Teorem 4.1.1. (X, d) bir tam konik metrik uzay ve P normal K sabitiyle birlikte normal

bir konik olsun. T:X—X doniisiimii asagidaki daraltma sartlarini saglasin.

d(Tx,Ty) <kd(x,y), her x, ye X, ke [0, 1) bir sabit.

O zaman T, X’ de sabit tek bir noktaya sahiptir ve her xe X icin (T"x) dizisi bu sabit
noktaya yakinsar [6].

Ispat: x, € X secelim. (x, ) dizisini

X, =T X,

X, =Tx1=T2X0

Xn+l :TXn :Tn+lXO
d(X,,, %) = d(Tx,,Tx, ) S kd(X,,%, 1) S k> d(X _, X, ,) <. SKk"d(X, %)

elde ederiz. Boylece her n > m igin

d(xn'Xm)Sd(xnixn—1)+d(xn—l'xn—2)+ """ +d(X X )

m+1' *'m

m

<K HK" P+ Ak (X, %) < x

d (%, %)
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olur. Buradan da

km
1-k

ld (X, % )] < K o (x,, %, )|

elde ederiz. Buda d(x,,X,) — 0 (n,m— o) olmasini gerektirir. Yani; (X,) bir Cauchy

dizisidir. X tam oldugundan x, — x" olacak sekilde bir x* e X vardir. Buradan
d(Tx",x") <d(Tx,, TX)+d(Tx,,x) <kd(x,, X )+d(X,,;, X)),
ve P normal konik oldugundan

Ja e x)] < Kk (¢, + Jd (s O = 0

olur. Yani [d(Tx",x")| = 0 dir. Bu Tx" = x" demektir.Bu da x" bir sabit noktadir. Simdi

y", T’ de baska bir sabit nokta olsun. O zaman
d(x*,y")=d(Tx",Ty") <kd(x",y")

olur. Buradan Hd (x*,y"[=0ve x"=y" Sonug olarak T’ nin sabit noktast tektir.

Sonug 4.1.2. (X, d) bir tam konik metrik uzay, P normal K sabitiyle birlikte normal bir

konik olsun. 0<<c olacak sekilde bir Ce E ve X, € X i¢in

B(x,,C)= {xe X :d(x,,X) <c} verilsin. T : X — X doéniisiimii asagidaki daraltma
sartlarin1 saglasin. d(Tx,Ty) < kd(x,y), her x, ye B(x,,c), ke [0, 1) bir sabit ve
d(TX,, %X,) < (1—k)c. Ozaman T, B(X,,c) de tek bir sabit noktaya sahiptir [6].

Ispat: B(X,,C)’ nin tam oldugunu her x € B(X,,c) i¢in T X € B(X,,C) oldugunu
ispatlamak yeterlidir. (x,), B(X,,c)’ de bir Cauchy dizisi olsun. (x,), X’ te de bir

Cauchy dizisidir. X tam oldugundan bir x € X igin X, — X (n— <o) olur.
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d(Xy,X) <d(X,,X,) +d(X,,X) <d(X,,X)+C X, = X, (n— o) oldugundan d(x,,x) >0
dir. Boylece d(x,,x) <c ve X € B(X,,C). Yani (x,), B(x,,c)’ de yakinsak bir dizidir.

Bu da B(X,,C)’ nin tam bir konik metrik uzay oldugunu gosterir.

Her x € B(X,,C) i¢in

d(X,, TX) <d(TX,y, X,) +d(TX,, TX) < (L-k)c+kd(x,,x) <(@—-k)c+kec =c.

Bu nedenle Txe B(x,,c) .Bu da Tls o - B(Xx,,C) = B(X,,C) daraltma doniisiimiidiir.
Teorem 4.1.1. dan dolay1 T’ nin B(X,,C)’ de bir tek sabit noktas1 vardir.

Sonug 4.1.3. (X,d) bir tam konik metrik uzay, P normal K sabitiyle birlikte normal bir

konik olsun. Bir ne N i¢in T : X — X doniisiimii asagidaki daraltma sartlarini saglasin.
d(T"x,T"y) <kd(x,y), her x, ye X, ke [0,1) bir sabit. Bdylece T, X” de tek bir sabit

noktaya sahiptir [6].

Ispat: Teorem 3.1’ den T", x" tek bir sabit noktasina sahiptir. T"(Tx")=T (T "x")=Tx",

bdylece Tx" de bir sabit nokta olur. Yani, Tx"=x", x" bir sabit noktadir. T’nin sabit
noktast T" nin de sabit noktasi oldugundan T’nin sabit noktas tektir.

Teorem 4.1.4. (X, d) dizisel kompakt konik metrik uzay ve P diizgln konik olsun. T : X
— X donlisiimii asagidaki daraltma sartlarini saglasin. Her X, ye X ve X # Yy igin

d(Tx,Ty) £d(x,y). O zaman T’ nin X’ de tek bir sabit noktas1 vardir [6] .
Ispat: x, € X segelim.
X, =T X,

— T2
X, =T x, =T "X,
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— _T n+l
Xn+1 =T Xn =T XO |

Eger bazi n’ ler i¢in X, =X, olursa x, T’ nin bir sabit noktasi olur ve ispat biter.
Bu nedenle her ne N igin x.,, # X, oldugunu kabul edelim.

d,=d(x,,X,,) olsun.

O zaman

d n+1: d(xn+1' Xn+2) = d (TXn 'TXn+1) < d (Xn ' Xn+l) = d n*

Yani her ne N i¢in d,,<d, dir. Boylece (d,) azalan bir dizidir ve 0<d, , d, alttan
sinirlidir ve monoton azalan bir dizidir. P diizgiin oldugundan n— e ,d — d" olacak
sekilde bir d” € E vardir. X dizisel kompakt oldugundan (x,)’in bir (X, ) alt dizisi
vardir. i — oo, X, =x" diyelim. Her regiiler konik ayni zamanda bir normal konik
oldugundan || d(Tx, , Tx") || < K|| d(x,,x") || — 0 olacak sekilde bir K > 0 sayis1 vardir.
Sonug 3.3.8” den; i —> e ,d(X, , x") =0 oldugundan i — oo, d(TX, ,Tx")=0olur. Budai
— o0, Tx, =Tx" demektir. Benzer sekilde T°x, - T?x", (i—> ). Sonug 3.3.8’den
dolays; (i— o), d(Tx, ,x,)=d(Tx",x") ve (i— ) ,d(T*x, , Tx, ) =d(T*x",Tx") elde

edilir. Simdi Tx = x" oldugunu ispatlayalim. Tx" # x" olsun. O zaman d* # 0 elde
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ederiz. Boylece d"=d (T *x",Tx")>d(T *x",Tx") = lim d(l'zxni,Txni): lim d. =d".

Nis1
1= | — o0
Bu da bize ¢eliski verdi. Yani Tx"=x" olmalidir. Sonug¢ olarak x*, T’ nin sabit bir

noktasidir. Sabit noktanin tekligi agiktir.

Teorem 4.1.5. (X,d) bir tam konik metrik uzay, P normal K sabitiyle birlikte normal bir

konik olsun. T:X — X asagidaki daraltma sartlarini saglasin.

d(Tx,Ty) <k(d(Tx,x)+d(Ty,y) , her x, ye X, ke [0, %) bir sabit. O zaman T, X’ de

tek bir sabit noktaya sahiptir ve her xe X igin (T "x) Oteleme (iterative) dizisi bu sabit

noktaya yakinsar [6].
Ispat: x, € X segelim.

X, =T X,

X, =T x, =T ? Xy

— _T n+l
Xn+1 =T Xn =T XO |

d (Xn+1’ Xn) = d (TXn ’TXn—l) S k(d(TXn ! Xn—l) + d (TXn—l' Xn)

<K(d (X %) +d (X, X))
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olur. Buna gore yukaridaki ifadeyi diizenlersek,

d0X10%,) X, %, ) 20X %)),

k . ..
=— secelim, n>m icin
1k ¢ ¢

d(Xn’Xm)Sd(an n—1)+d(x =11 n2)+ +d(xm+1’ m)

m

<(h" +h"? +..h" )d(xl,x)<h d(xl,x)

olur. m— e, h™ 0. m,n— oo, |d(x,,X,| = 0. Budad(x,,x,) —=0,(nm—co).
Yani (x,) X’ de bir Cauchy dizisidir. X tam konik metrik uzay oldugundan (x,), X’ de

yakinsaktir. X" € X, x, = Xx*, n— oo diyelim.
d(Tx",x") <d(Tx,, Tx)+d(Tx,,x")
<k(d(Tx,,x,)+d(Tx",x")) +d(X,,;,X"),

AT X )< (A (T, %) 0 (XX ),

oldugundan

| d@mx) =R (a0 x,) [+ [d 0 x

= 0 dir. Bu da Tx"=x" olmasin1 gerektirir. Sonug olarak x*, T’ nin

bir sabit noktasidir. Simdi sabit noktanin tek oldugunu gosterelim. y*,T’ nin baska bir

sabit noktas1 olsun.
d(x*,y")=d(Tx", Ty") <k(d(Tx",x")+d(Ty",y")) =0

Bdylece x"=y" elde edilir. Bu da sabit noktanin tek oldugunu gosterir.
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Teorem 4.1.6. (X,d) bir tam konik metrik uzay, P normal K sabitiyle birlikte normal

bir konik olsun. T : X — X doniisiimii asagidaki daraltma sartlarini saglasin.

d(Tx,Ty) <k(d(Tx,y)+d(Ty, x), her x, ye X ve ke [0, %) bir sabit. O zaman T, X’ de

tek bir sabit noktaya sahiptir ve her xe X igin (T "x) Otelemeli (iterative) dizisi bu sabit

noktaya yakinsar [6].
Ispat: x, € X segelim.

X, =T X,

— —_T12
X, = Tx,=T"X,

— —7T n+l
Xp =T X, =T 77X,

d (Xn+17 Xn) = d (rxn ’Txn—l)

<K(A (X, %) +d (X3, X,))
<K(d (X Xy) +d (X X))

olur. Buna gore yukaridaki ifadeyi diizenlersek
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d0x.0x) < —d(x x )=hd(x,, %) . (h:ﬁ)

n+l? *n 1—k
n>micgin
d(Xn’Xm)Sd(Xn'Xn—1)+d(Xn—l’Xn—2)+"'+d(xm+l’Xm)

m

1-h

<(h" +h"™? +..h™M)d (X, %) < d(x,,X,) olur.

m—>eo, h™ =0 m,n—> oo, d(x,,x,[ —=0.Buda d(x,,x,) —0,(nm—> o).

Yani (x,) X’ de bir Cauchy dizisidir. X tam konik metrik uzay oldugundan (x,) X’ de

yakmsaktir. x* € X, x, = x", n—> o diyelim.
d(Tx",x") <d(Tx,, Tx")+d(Tx,,x")
< k(d(Tx", x,)+d(Tx, ,x"))+d(X,,,X")

<k(d(Tx", x")+d (X, X" )+d (X, X)) +d(X,,5,X).
d (Tx*,x*)gﬁ (kA (X, X ) +d (X1, X)) +d(X,,;, X))
oldugundan
)+Hd(x

| ame o) kW, x) [+ x) -0

n+l?

Yani Hd(Tx*,x*) = 0. Bu da Tx"=x" olmasin1 gerektirir. Sonu¢ olarak x*, T’ nin bir

sabit noktasidir. Simdi sabit noktanin tek oldugunu gosterelim. y*, T’ nin bagka bir

sabit noktast olsun.

d(x",y")=d(Tx",Ty") <k(d(Tx",y")+d(Ty",x")) =2kd(x",y")
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oldugundan d(x"*,y")= 0 ve buradan dax"=y" elde edilir. Bu da sabit noktanin tek

oldugunu gosterir.

Teorem 4.1.7. (X,d) bir tam konik metrik uzay, P normal K sabitiyle birlikte normal bir
konik olsun. f, g : X — X doniisiimleri ve V X, ye X ve ke (0,1) i¢in asagidaki daraltma

sartlarin1 saglasin.
d(fx. fy) < k(d(fx, gy) + d(fy, g) 4.1)

Eger g’nin deger kiimesi f’nin deger kiimesini kapsiyorsa ve g(X), X’in bir tam altuzay1
ise f ve g cakisik bir noktaya sahiptirler ve boylece f ve g X’de tek ortak sabit bir
noktaya sahiptirler [14].

Ispat: Keyfi x, € X icin dyle bir x; € X segelim ki y,=f(x,) = g(x1) olsun. f(X)=g(X)
oldugundan vy, = f( X;) = g(X,) olacak sekilde bir x, € X secebiliriz. Bu sekilde devam
ederek Vn € Nigin x, € Xvex,,1 €X' i y, = f(x,) = g(x, +1) seklinde secebiliriz.

Bdylece

d(yn: yn—l) = d(fxna fxn—l) < k(d(fxna gxn—l) +d(fxn—1; gxn))

elde edilir. (3.1) den
< k(d(gxn+1' gxn) + d(gxn' gxn—l)) (4-2)

< k(d(yn' yn—l) + d(yn—li yn—Z)) n=23,..
AW Yn-1) = k(@ Yn—1) < dWn-1, Yn-—2) n=2,3,..
1

d(y,,y, )<
(yn y 1) 1—k

1
d (yn—ll ynfz) S hd (yn,ly yn,z) h = m

A (Yo Yoa) KAV, Vo) S KT (YL Y5) ((4.2)den dolay1)

Simdi (y,) dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. n>m igin liggen esitsizliginden

d(yni ym) < d(yni yn—l) t d (yn—l’ yn—Z) T + d (ym+1’ ym+2)
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elde edilir. P normal koni oldugundan

d(ymyn—l) S kd(yn—l’ yn—2) S S kn_ld(yll yO)

| d(yYa Vo) [SLQ dYn Vo) AV Voo) + oo A Vit Vi) |

<L| (d(p.gp) | +0
= ||d(p,gp)|l = 0 elde edilir. Bu da p = gp demektir. Simdi (4.1)den dolay1
d(f,p) = d(fp,gp) < k(f(fp, gp) + d(fp, gp)) elde ederiz.
<0 (¢tnkii fp =gp )
= lld(fp,p)Il = 0

Bu da fp = gp demektir. fp = gp oldugundan fp = gp = p. Boylece f ve g’nin ortak bir
sabit noktas: vardir. Bu ortak noktanin tekligini ispatlayalim. p; bagka bir ortak sabit
nokta olsun. d(p, p;) = d(fp, gp1)

= d(fp, fp1)
< k(d(fp,gp1) + d(fp,gp) (4.1)den
< k(d(p,p1) + d(p1,p))

Yani d(p,p;) =0 bu da p = p; demektir. Sonuc olarak f ve g tek bir ortak sabit

noktaya sahiptirler.

Teorem 4.1.8. (X,d), P diizgiin konigiyle birlikte bir tam konik metrik uzay ve X, ye X,
X #Yyved(x y) e i¢cP olsun. @ : icP U {0}— i¢P U {0} surekli, monoton artan bir

fonksiyon ve @ asagidaki sartlari saglasin:

(i) ®(t)=0 ancak ve ancak t=0;
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(i) d(t)<<t, teicP icin

(iii) Ya @ (t)< d(x.y) ya da d(x,y)< ®(t), te icP L {0} ve X, ye X icin.

T:X > X

d(Tx,Ty) <d(xy) - ®(d(xy))  XyeX icin (4.3)

esitsizligini saglayan bir doniisiim olsun. O halde T’ nin X’ de tek sabit noktas1 vardir

[ 15].

Ispat: x, € X olsun. x,, =Tx,_;, n>1 olacak sekilde (x,,) dizisi olusturalim. Eger bazi

n'lerigin x,.; = x,, ise T nin X de sabit bir noktas1 oldugu agiktir.
Eger neN igin x,,1#x, olursa
d(x,, Xp41) = (Txp—1, Txy)
< d(p—-1, %) —O(d(x;-1, %))
elde edilir. ®’nin 6zelliginden dolay1Vte icPU{0} i¢in 0<®d(t) olur. Boylece
d(x, X 41) < A0 -1, %)

olur. Bu da (d(x,,x, 1)) dizisinin monoton azalan oldugunu gosterir. P konigi diizgiin
veneN i¢in 0 < d(x,,x,+1) oldugundan d(x,,x,.1) = r,n = o5 olacak sekilde bir

r =0 vardir. ® sirekli ve
d(xni xn+1) < d(xn—li xn) _q)(d(xn—li xn))
n — coolursa

r<r—a¢()
elde edilir. Buda (r = 0 disinda) bir ¢eligkidir. Yani d(x,, x,,;1) — 0, n = codir.

Simdi keyfi bir 0<<c, ce E alalm. d(x,,, x,,+1) — 0, n = cooldugundan
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d(xml xm+1) << CD((b(CQ))

olacak sekilde bir meN vardir.B(x,,, c)={xeX : d(x,,, x) << c}olsun. x,, € B(x,,, c)
oldugundan B(x,,,c) bos kiimeden farkli oldugu agiktir. Simdi xe B(x,,,c) igin
TxeB(xy,, ) oldugunu gosterelim. xe B(x,,, c) olsun. ®’nin (iii) 6zelliginden dolayi

asagidaki iki durum olusabilir.

Durum (i): d(x, x,,) < d(c2) ve

Durum (ii): d(c2 ) < d(x, x,,,) << .

Bdylece

Durum (i) :

d(Tx,x,,) <d(Tx,Tx,,) + d(Tx,,, x,)
<d(x, xp,) — P(d(x, xp, ) + A, X 41)
<d(x, x,) —P(d(x, xp, ) + d(X 11, Xm)
<d(x, %) + d(xm 41, Xm)

< $(e2) + P(e2)

Durum (i) :

d(Tx, %) < A(Tx, T + A, Tt
<d(x, ) — DAL, X ) + A, Xms1)
<d(x, X)) —P(ACX, X ) + A1, %)

<d(x, xp) = d(d(c2)) + d(P(c2))
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<d(x, xn)
<< c.

Bu nedenle T, (fx,,, ¢) den (fx,,, ¢)’ ye bir doniisimudur. x,,€ B(x,,,c) ve x,, = Tx,_1,
n > 1 oldugundan her n > m i¢in x,,€ B(x,,, c) dir. Burada yine c keyfi keyfi bir sayidir.
Bu da (x,) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X tam oldugundan bazi xe X

icin x,, — x dir. Simdi
d(x,, Tx) = d(Tx,_1, Tx)
< d(xn—lix) - (I)(d(xn_l,x)

elde edilir. Eger n — < olursa d(x, Tx) < 0 olur. Boylece d(x, Tx) = 0 elde ederiz. Bu
da x = Tx demektir. Sonu¢ olarak x noktas: T nin bir sabit noktas1 oldu. Simdi T’ nin
cakisik noktasinin tek oldugunu gosterelim. Diyelim ki y # x olmak (izere ye X, T’nin

bagka bir ¢akisik nokta olsun. O zaman
d(x,y)=d( Tx,Ty)
<d(x,y)) —o(d(x, y))

Bu nedenle ®(d(x, y)) < 0 olur. Bu da ®’nin 6zelligiyle ¢eliski olusturdu. Sonug olarak

T’nin X’de bir tek sabit noktas1 vardir.

Ornek 4.1.9. X = [0,1], E= RxR mutlak degerli reel Banach uzay1 ve P =
{(x,y)eEE:x,y 2 0 } duzglin konik olsun. E’de P konigine bagli olarak kismi

siralama bagmtisint ' < "alalim. d : X x X - E ve x,y € X i¢in

d(x,y) = (lx =yl |x =y

seklinde tanimlayalim. Yanix,y € X ve x # y icin d(x,y)eicP olmak uzere (X, d) bir

tam konik metrik uzaydir. Simdi

@ :icP U {0}— i¢P U {0} doniisiimiinii $oyle tanimlayalim:
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tf tf
272

D(0) = (

), t =(ty,tp) EiCPU{ 0} vet; <t,

@’ nin istenen batin ozelliklere sahip oldugu agiktir. Simdi T : X—X doniisimiinii

sOyle tanimlayalim:

2

X
Tx = x—;, xeX

Genelligi kaybetmeden x,y € X,x >y alalim. Simdi asagidaki verilenleri goz Oniine

alirsak
2 2
d(Tx,Ty) = d(x — x?,y — y;)

— ((x —y)— (x—y)z(x+y), (x —y) — (x—y)z(x+y))

—v)2 —v)2
< (c—yx—y) - (2,22

< d(x,y)) —P(d(x, ).
Boylece 0 € X noktasi T’ nin tek ortak sabit noktasi olur [15].

Tamm 4.1.10. (X, d) bir metrik uzay ve f : X — X olsun. @ : [0,00)— [0,c0) siirekli ve

azalmayan bir fonksiyon ve ®(t)=0 ancak ve ancak t=0 olmak {izere eger X, ye X i¢in
d(TX,TY) < d(fx,fy)_q)(d(fx;fy))
esitsizligi saglaniyorsa T : X — X doniisiimiine f-zayif daraltma doniisiimii denir [2].

Teorem 4.1.11. (X,d) P diizgiin konigiyle birlikte bir konik metrik uzay ve X,ye X, X #
y ve d(x,y) € i¢P olsun. @ : icP U {0}— icP u {0} surekli, monoton artan bir

fonksiyon ve @ asagidaki sartlari saglasin:
(i) ®(t)=0 ancak ve ancak t=0;

(i) d(t)<<t, te icP icin
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(iii) Ya ®(t)< d(fx,fy) ya da d(fx,fy)< ®(t), teicP U {0} ve X, ye X olmak lizere f: X —
XveT: X—>X

d(Tx,Ty) < d(fx,fy)-D(d(fx,fy)) (4.4)

X, ye X igin esitsizligini saglayan bir doniisiim olsun. Eger TXcfX ve X, X’in bir tam
altuzay ise f ve T’nin X’de bir tek ¢akisik noktas: vardir. Ustelik, z ¢akisik noktasinda

ffz=fz ise f ve T’nin X’de ortak bir sabit noktas1 vardir [2].

Ispat: x, € X olsun. TXcfX oldugundan fx, =Tx,_;, olacak sekilde (fx,) dizisi
olusturalim. Eger baz1 n'ler igin fx, ., = fx, ise f ve T* nin X de sabit bir noktasi

oldugu aciktir. Eger neN igin fx, ,;#fx, olursa
d(fxn, fx11) = (Totp—1, Tox)
< d(fxy—1, fxn) —@(d(fx,,—1, fx;,))
elde edilir. ®’nin 6zelliginden dolay1Vte igPU{0} igin 0<®(t) olur. Boylece
d(fxn, fxp 1) < d(foxy—1, fx,)

olur. Bu da (d(fx,,fx, 1)) dizisinin monoton azalan oldugunu gosterir. P konigi
dizgiun ve neN icin 0 < d(fx,, fx,4+1) oldugundan d(fx,,fx,,1) = r,n = ~o0lacak

sekilde bir r >0 vardir. ® sirekli ve
d(fxni I:-xn+1) < d(fx,-1, fxn) _q)(d(fxn—li fxn))
n — ooolursa

r<r—>o(r)
elde edilir. Buda (r = 0 disinda) bir ¢eligkidir. Yani d(fx,,, fx,,1) — 0,n — oodir.

Simdi keyfi bir 0<<c, ce E alalm. d(fx,,, fx,,1) — 0,n = e oldugundan

d(fxmi f-xm+1) << (I)((I)((VZ))
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olacak sekilde bir meN vardir. B(fx,,,c)={fxeX : d(fx,,, fx) << c} olsun. fx,,
B(fx,,, ¢) oldugundan B(fx,,, ¢) bos kiimeden farkli oldugu agiktir. Simdi fxe B(fx,,, ¢)
icin Txe B(fx,,, c) oldugunu gosterelim. xe B(fx,,, c) olsun. ®’nin (iii) 6zelliginden

dolay1 agagidaki iki durum olusabilir.

Durum (i): d(fx, fx,,) < ®(c2) ve

Durum (ii): ®(c2 ) < d(fx, fx,,) << c. Bdylece

Durum (i) :

d(Tx, fx,,) <d(Tx, Tx,,) + d(Tx,,, fx,)
<d(fx, fx,,) — ®(d(fx, fx,, )) + d(Tx,,.fx,;,)
<d(fx, fx,,) —O(d(fx, fx,, )) + d(fx,, +1,fx,)
<d(fx, fx,, ) + d(fx,,, 41, fx;,)

< D(2)+D(c2)

Durum (ii) :
d(Tx, fx,,) < d(Tx, Ty, ) + A(Tx,, )
< d(fx, fx,,) — D(d(Fx, fx,, )) + d(Tx,,, fx,,)
<d(fx, fx,,) —@d(fx, fx,,, )) + d(Fx, 41, )
< d(fx, fx,,) — @ (@(c2)) + D(D(c2))
<d(fx, fx,,

<< C.
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Bu nedenle T, (fx,,, ¢) den (fx,,, ¢)'ye fx,, € B bir doniisiimdiir. fx, = Tx,_{, N =0
oldugundan her n > m i¢in fx, e B(fx,,, c¢) dir. Burada yine c keyfi keyfi bir sayidir. Bu
da (fx,,) dizisinin fX’de bir Cauchy dizisini olusturur. fX tam oldugundan bazi xe X

icin fx,, — fx dir. Simdi,
d(fx,, Tx) = d(Tx,_1, Tx)
< d(fxn,—1, fx) _q)(d(fxn—l; fxn)

g0z Oniine alalim. Eger n — oo olursa d(fx, Tx) < 0 olur. Boylece d(fx, Tx) = 0 elde
ederiz. Bu da fx = Tx demektir. Sonu¢ olarak x noktasi f ve T’nin ¢akisik noktasi oldu.
Simdi f ve T’nin ¢akigik noktasmnin tek oldugunu gosterelim. Diyelim ki y # x olmak

uzere ye X, f ve T’nin baska bir ¢akisik nokta olsun. O zaman
d( fx,fy) =d(Tx,Ty)
<d( fx, fy) ) —@(d(fx, fy)).

Bu nedenle ®(d(fx,fy)) < 0 olur. Bu da ®’nin 6zelligiyle ¢eliski olusturdu. Sonug
olarak f ve T’nin X’de bir tek ¢akisik noktasi vardir. Simdi de bu gakisik noktanin
ortak sabit nokta oldugunu gosterelim. z; f ve T’nin g¢akisik noktasi olsun. ffz = fz
oldugundan ve z; f ve T’nin ¢akisik noktasi oldugundan ffz = fz = Tz olur.(4.4)

esitsizliginden
d(Tfz,Tz) < d(ffz,fz)-D(d(ffz, fz))

=0—®(0)

Bu nedenle Tfz = Tz ve bu da f z = ff z = Tfz elde edilir. Sonug olarak f z; f ve T’nin

ortak sabit noktasidir.

Eger Teorem 4.1.11" deki f : X — X doniisiimii birim doniisiim olsaydi o zaman

Teorem 4.1.11, Teorem 4.1.8° ¢ doniisiirdii.
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Sonug 4.1.12. (X,d),P diizgiin konigiyle birlikte bir tam konik metrik uzay ve X, ye X, X
# Yy ve d(x,y) € i¢P olsun. @ : icP U {0}— i¢cP u {0} surekli, monoton artan bir

fonksiyon ve ® asagidaki sartlar1 saglasin:

(i) ®(t)=0 ancak ve ancak t=0;
(ii) d(t)<<t, teicP icin

(iii) Ya (1)< d(x, y) ya da d(x, y) < ®(t), teicP U {0} ve x, ye X olmak tizere
T:X->X
d(Tx, Ty) < d(x,y)-®(d(x, ¥))

X, ye X i¢in esitsizligini saglayan bir doniisiim olsun. O zaman T’ nin X’de bir tek sabit

noktas1 vardir [2].
Ornek 4.1.13. X = [0,1], E = R? mutlak degerli reel Banach uzay1 ve

P = {(x,y)e E:x,y >0 } dizgln konik olsun. E’de P konigine bagl olarak kismi
siralama bagmtisim1 "< " alalim.d : X x X - Eve x,y € X i¢ind(x,y) =
(]x = y|, 1x — y]) seklinde tanimlayalim. O halde x,y € X ve x # y i¢in d(x, y)€i¢P

olmak Uzere (X, d) bir tam konik metrik uzaydir. Simdi
@ :icP U {0}— icP U {0} doniisiimiinii soyle tanimlayalim:

(t?,t3), t = (t1,ty) EICPL{ 0} vet, < ty;
(t3,t2), t = (t1,t;) EICPU{ 0} vety > t,.

D(t) = {

@’ nin istenen biitiin 6zelliklere sahip oldugu agiktir. Simdi f: X — X ve T : X—X

doniistimlerini de sOyle tanimlayalim:

X X'Z
2 7

fx = xeX
2

ve Tx =

N R

Genelligi kaybetmeden x,y € X, x >y alalm. Simdi asagidaki verilenleri goz Onune

alirsak
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— (x—y =) xty) x—y (x—y)(x+y))
2 4 ' 2 4

AN

x—y  (—y)x—y) x—y (x—y)(x—y))
2 4 ' 2 4

(
(x—y ﬂ) . ((x—y)(x—y) (x—y)(x—y))
2 " 2 4 ’ 4

= d( fx, fy) ) —o(d(fx, fy)).

Sonug olarak 0 € X noktasi f ve T’ nin tek ortak sabit noktasi olur [2].
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5.BOLUM
TARTISMA, SONUC VE ONERILER

2007 yilinda Cinli matematikgiler Huang ve Zhang konik metrik uzaylari tanimladilar
ve boylece bazi sabit nokta teoremlerinin ispatlarini ve uygulamalarini1 ¢ok daha kolay
bir sekilde olusturdular. Konik metrik uzaylar, metrik uzaylardaki bazi kavramlari,

tanim ve teoremleri daha da genelleyerek genis bir ¢caligma alan1 olusturmustur.

Kisa zamanda konik metrik uzaylar matematik camiasinda merak uyandiran bir alan
haline gelmistir. Giinlimiizde bu alan halen gelistirilmeye uygun bir alan oldugu

distiniilmektedir.
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