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BOLUM 1
GIRIS
Herhangi bir X kiimesini g6z 6niine alalim. X in elemanlar1 sayilar, fonksiyonlar, diziler
olabilir. Boyle bir kiimede (x,,) = (xq, X5, ..., Xy, ... ) dizisi verildiginde (x,,) dizisinin
x" e yakinsayip yakinsamadigimi sdyleyebilmek igin x,, ile x arasindaki uzaklikla neyin
kastedildigini ve dolayisiyla buna gore x,, ile x arasinda uzakligin ne oldugun bilinmesi
gerekir. Boyle bir kiimede bilinmesi gereken ilk sey, bu cilimledeki iki eleman
arasindaki uzaklik kavramidir. Bu sebeple analiz ve geometride oldugu gibi
matematigin bir ¢ok dalinda, soyut bir kiimenin elemanlarina uygulanabilir bir uzaklik
kavramina ihtiya¢ duyulmus ve bu kavram ii¢ 6zellige dayandirilmistir. Bu ti¢ 6zellik
metrik uzay aksiyomlar1 olarak adlandirilir. Bir kiime {izerine konulan metrik sayesinde

ispatlar cok daha kolay ve neticeler cok daha genel olmustur. Soyut metrik uzaylar reel

veya kompleks say1 uzaylarmin tabi bir genellestirilmesidir [1].

Bu ¢aligmada metrik uzay aksiyomlarindan d(x,y) < d(x,z) +d(z,y) (Vx,y,z € X)
(Ucgen esitsizligi aksiyomu) yerine d(x,y) < maks{ d(x,z),d(z,y)} (Guiglii
ticgen esitsizligi aksiyomu) alinarak elde edilen metrige ultra metrik denmis ve bu
sayede pek cok sasirtici, dogal olmayan sonuglar ortaya ¢ikmistir. Biz burada giiclii
ticgen esitsizligini kullanarak ultra metrik uzay Orneklerini, ultra normu, ultra metrik
Banach uzaylarini, kompaktlig1 ve izometrilerini ayrica yeni tip uzaylar insa ederek bu
uzaylarin ¢esitli 6zelliklerini inceledik. Dolayisiyla karsimiza farkli uzaylar ve yapilar
ortaya cikti. Bu ¢alismada Toka DIAGANA’nin ‘¢, —SEMIGROUPS OF LINEAR
OPERATORS ON SOME ULTRAMETRIC BANACH SPACE’ makalesinden de
faydalanarak ikinci boliimde ultra metrik ile alakali detayli tanim, teoremleri verdik.
Ayrica bazi yeni tamimlar verilerek, bu tanimlardan elde edilen teoremler olusturup
bunlara Ornekler verildi. Bu tezin ikinci boéliimiinde genel tanim ve teoremler
sunulmustur. Ugiincii béliimde Banach uzaylar1 ve ultra Banach uzaylar1 hakkinda
bilgiler verildi. Dordiincii boliimde yeni tip ultra Banach uzaylar1 tanimlanip; bunlar

hakkinda bazi teoremler verilip ispatlar1 yapildi.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Temel Tanim ve Teoremler

Bu béliimde, tezde iizerinde duracagimiz konunun anlasilmasina yardimei olacak temel

tanim ve teoremler verilecektir.

Bos olmayan bir X kiimesi verildiginde, bu ciimle iizerine bir cebirsel yap1 veya bir
topolojik yap1 ya da miimkiin olabiliyorsa her ikisini de veya baska bir yapiy1 bu kiime
tizerine koyarak, kiimeyi zenginlestirmek matematigin 6teden beri kullandigi klasik
metotlardandir. Bu kesimde ilk 6nce tanimlayacagimiz ultra metrik uzay kavrami i¢in X
kiimesinin, agagida soyleyecegimiz ultra metrik aksiyomlarindan baska bir dzellige ya

da yapiya sahip olmasi gerekmez.

Bir metrik uzay, 6geleri arasindaki uzakligin belirlenmis oldugu bir kiimedir. Basgka bir
deyisle, iizerinde bir uzaklik fonksiyonu tanimlanmis bir kiimedir. Gergekten, adina
metrik diyecegimiz bu kavram, herkesin sezgisel olarak bildigi uzaklik kavraminin

genellemesinden baska bir sey degildir.

Bir ¢ok kiime mutlak degerin kullanilmasi ile metrik uzay yapilir. Bu su anlama gelir:
Mutlak degerlerle metrik arasinda bir ilgi kurulabilir. Bu nedenle 6nce mutlak degerin

tanimini verecegiz.

Tamim 2.1. (Mutlak Deger) K bir cisim olsun. |.|: K = R fonksiyonu Vx,y € K igin
d1) |x] =0;|x]|=0 © x=0

(d2) [xy| = Ix|lyl

(d3) lx +yl < Ix| + |yl

sartlarin1 sagliyorsa |.| ya Arsimedyan mutlak deger veya sadece mutlak deger

fonksiyonu, |x|’e de x in mutlak degeri denir [2].

Eger (d3) sartinin yerine



(d3)" |x+y| < maks{|x|, |y}

sart1 alinirsa |. | fonksiyonuna Arsimedyan olmayan mutlak deger, (d3)' e de kuvvetli
iicgen esitsizligi denir. Eger K cismi tiizerinde tanimli |.| deger fonksiyonu

(d3)" ozelligine sahipse (K, |.|) ikilisine de Arsimedyan olmayan cisim ad1 verilir.

En basit Arsimedyan cisimlere 6rnek olarak (IR, |.|) ve (G, |.|) yi verebiliriz [4], burada

|. | deger fonksiyonu (d3)’ esitsizligini saglamaz.
Tamim 2.2. K bir cisim olsun. |.|: K - R* fonksiyonu

|x|—{1 , x #0 ise
o, x=0 ise

olarak tanimlanirsa; (d1), (d2) ve (d3)' sartlarini saglar ve bu fonksiyona K iizerindeki
trivial deger fonksiyonu denir. Bu takdirde (K, |.|) ikilisi Arsimedyan olmayan trivial

cisim adin1 alir.
Standart mutlak deger fonksiyonu;

x x=0
%l =

-x x<0
seklinde tamimlanir. (d3)’ sart1 |.|s igin ¢ = 2 olacak bigimde saglanir. Gergekten

Kl <lylise [F|<1 = [1+5 <2 x+yl <2lyl=2 maks{lx], Iyl} dir [3].

Tamim 2.3. Bir X bos olmayan bir kiime ve X iizerinde d:XxX — R seklinde
taniml1 fonksiyonu d verilmis olsun. Vx,y,z € X i¢in asagidaki aksiyomlar1 saglayan d

fonksiyonuna metrik, (X, d) ikilisine metrik uzay denir.

(M) dxy)=0 & x =y,

(m2) d(x,y) = d(y,x),

(Mm3)d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) .

Negatif olmayan d(x, y) reel sayisina x ile y elemanlari arasindaki uzaklik denir [1].

Metrik uzay taniminin 6zel hali olan ultra metrik uzay tanimi asagida verilmistir:



Tamm 2.4. X bir kiime ve d,:XxX — R fonksiyonu verilsin. Vx,y,z € X i¢in d,,

fonksiyonu
(uml) dy(x,y) =0 © x=y

(um2) du(xry) = du(y:x)
(um3) d,(x,y) < maks{d,(x,z),d,(z,y)}

sartlarini sagliyorsa d,,’ ya ultrametrik, (X, d,,) ya da ultra metrik uzay, (um1l), (um2) ve

(um3) ye de ultra metrik uzay aksiyomlart denir.

Dikkat edilirse, (uml) sarti (ml) sarti ile, (um2) sarti da (m2) sarti ile aymdir.
d(x,y) <maks{d(x,z),d(z,y)} esitsizliginde eger maksimum deger d(x, z) ise agik
olarak d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) esitsizligi saglanir. Eger maksimum deger d(z,y)
ise yine d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) esitsizligi saglanir. Su halde (um3) den (m3)
esitligi elde edilir. Dolayisiyla her ultra metrik uzay ayni zamanda klasik anlamda
metrik uzay olur.

Simdid: RxR — R, d(x,y) =[x —y]|ile tanimli R {izerindeki dogal metrigi goz
Oontine alalim. d’nin m1-m3 sartlarmi sagladigi aciktir. Fakat d(x,z) + d(z,y)
=d(x,y) < maks{d(x,z),d(zy)} yazilamayacagindan d, R de bir metrik olmasina
ragmen (Um3) sartint saglamadigindan ultra metrik degildir. Dolayisiyla (R, d) ikilisi

ultra metrik uzay olmaz.
Su halde asagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 2.1. Her ultra metrik uzay bir metrik uzaydir ama her metrik uzay ultra metrik

uzay olmak zorunda degildir.
Asagida bazi ultra metrik uzay ornekleri verilmistir.

Ornek 2.1. Bos olmayan her hangi bir X kiimesi verilsin. X x X den R ye tanimlanan

du )=

dontisimii X i¢in bir ultra metriktir [5], [6].

0,x=y

Lx%y (2.1)

Gergekten,



(uml) d,(x,y) =0 ise agcikca x =y

x =y ised,(x,y) =0 dir.

(0,x=y _ 0O,y=x _
@m2) duCey) =S = {1320 = o

(um3) d,(x,y) < maks{d,(x,z),d,(z,y)} esitsizligi

X =yise

0 < maks{d(x,z),d(z,v)}

0 < maks{1,1}

0<1

ve

X #yise

1 < maks{d(x,z),d(z,y)}

1 < maks{1,1}

1<1 oldugundan d,(x,y) < maks{d,(x,z),d,(z,¥)} esitsizligi

saglanir.
Ultra metrik aksiyomlar1 saglandigindan d,,, X i¢in bir ultra metriktir.

Bilindigi gibi (2.1) de verilen metrik asikar metrik olarak bilinir. Su halde her asikar

metrik uzay bir ultra metrik uzaydir.

Tamim 2.5. K bir cisim ve |.| da K iizerinde tanimli Arsimedyan olmayan mutlak deger
yani (d3)’ esitsizligini saglasin. |.| Arsimedyan olmayan mutlak degerin irettigi
metrik d,, olmak tizere K, d, ultra metrigine gore tam oluyorsa K ya Arsimedyan

olmayan tam metrik uzay veya tam ultra metrik uzay denir.
Teorem 2.2. Eger d, X iizerine bir ultra metrik ve d,, (x,z) # d,, (z,y) ise 0 zaman
d, (x,¥) = maks{d, (x,z),d, (z,y)}dir (2)

Ispat. d, (x,2z) > d, (z,y) olsun. d,, (x,y) = d, (x,2z) esitligini kanitlamak istiyoruz.
Hipotezden

dy (x,y) < maks{dy (x,2),dy (2,y)} = dy (x,2) ©)

5



yazilabilir. Ayrica,
dy (x,2z) < maks{d, (x,y),d, (v,2)} olur. Demek ki eger d,, (x,y) = d,, (v,2) ise

d, (x,z) < maks{d, (x,y),d, (v,2)} = d, (x,y) olur ve (3) ile birlikte istedigimiz

ispatlanir.
Kabul edelim ki d,, (x,y) < d,, (v,z) olsun. Buradan,
dy (x,z) < maks{d, (x,y),dy, (v,2)} = dy (v,2) < dy (x,2)
esitsizligi elde edilir. Bu bir ¢eliskidir. Demek ki (3) ifadesi gecerlidir [5]. []
Ornek 2.2. Diisiinebildigimiz biitiin dizilerin kiimesi w olsun. w iizerinde
0 , xX=y

dy (x,y) = 1
mll’l{k € N:Xk * yk} ’

XFYy

bi¢iminde taniml1 d,, : w X w — R fonksiyonu, René Baire tarafindan tanimlandigi igin

Baire metrigi ad1 verilen bu metrik, bir ultra metriktir.

Gergekten her x,y € w igin d(x,y) uzakliklarinin 0,1, %, %, ... rasyonel sayilarindan

baska deger almadigini kolayca goriiriiz. Dikkat edilirse d,, (x,y) = % olabilmesi igin
gerek yeter kosul m tane kosulun timiinin ger¢eklesmesidir: x; = y; x, =
Y2, Xme1 = VYm-1 V&€ Xy # Vi O halde ayn1 uzakligin < 1/m gercekleyebilmesi
i¢in geriye kalanlarin x; = y; ..., X;; = ¥, olmasidir. Bu nedenle d,, (x,y) = 1/m ve
d, (x,2) = 1/ ¢ ise ve mile t dogal sayilar1 sdzgelimi m <t gergeklesiyorsa, kolayca

X1 =Y1 =Z1, 0, Xm—1 = Ym-1 = Zm-1 gecerli olacagindan

d, (v,z) < % = maks {% ,%} = maks {d, (y,x),d, (x,z)} bulunur ve bu d,, nin ultra

metrik oldugunu gosterir [18].

Ornek 2.3. a € Rve [a] ile a nin tam degerini, e bilinen anlamda, irrasyonel say1y1

gosterelim. d: Q xQ —» R



d(x,y) =inf27™n € Z,[2"(x —e)] = [2"(y —e)]} ile tamimh d fonksiyonu Q

iizerinde bir ultra metriktir.

Ispat.

(uml) d(x,y)=0 o x=y

d(x,y) = inf2 ™ n € 7,[2"x —e)] = [2"(y —e)]} = 0 &
[2"(x — e)] = [2"(y — e)]

[(x—e)]=0(y—e)] e x =y denelde edilir.

(um2) d(x,y) = d(y,x)

d(x,y) =inf{27™"n €Z[2"(x —e)] = [2"(y —e)]} = inf{27™":n
€Z[2"(y—e)] =[2"(x — e)]} = d(y,x)

(Um3) d(x,y) < maks{ d(x,z),d(z )}

d(x,y) =inf{27™n € Z,[2"(x — e)] = [2"(y — )]}
<inf2™™n € Z,[2"(x — e)] = [2"(z — &)]}
+inf27mn € Z,[2"(z — e)] = [2"(y — )]}

<maks{2™™:n € Z,[2"(x —e)] = [2"(z — e)]} , maks{27™":n € Z,
[2"(z —e)] = [2"(y — )]}

= maks{d(x,z), d(z,y)} [6].

Tamm 2.6. p bir asal sayr, Q rasyonel sayilar cismi lizerinde |[-],:Q — Q5

fonksiyonunu ve b ile ¢, p ile bolinemeyen tam sayilar olmak iizere x = pmg
seklindeki rasyonel sayilar i¢in , |x|, =p~™, [0], =0 olarak tammlayalim. |- [, ye

Q rasyonel sayilar cismi iizerinde p-sel metrik denir.
7



Q rasyonel sayilar cismi iizerinde p-Sel metrik asagidaki 6zelliklere sahiptir:

1) [x][, =0 & x =0,

@) Ix +yl, < maks{|xl,, lyl,}
@) lxylp < 1xlp- 1ylp,

(4) | = xlp = Ixlp

G) -1 =1, =1

Ornek 2.4. Mesela d(x,y) = |x — ylp ile tanimlanan fonksiyon Q i¢in ultra metriktir.
Ispat.
(uml) d(x,y) =0 < x =1y ozelligi
d(x,y) =|x—yl, =0 < x =1y denagciktir.
(um2) d(x,y) = d(y,x) ozelligi
dx,y) =|x—yl, = ly — x|, = d(y,x) den agiktur.
(um3) d(x,y) < maks{d(x,z),d(zy)}
4 a2

+
x=8 ve y=%  sopra x +y="02100
T T2 T2

my, + my, —ng < my +m, —min{n; + m,,n, + my} < maks{m; — ny,m, —n,}

(1.1)

n, + my, < n, +my ifadesi i¢in (1.1) esitligi my —n; ve bundan bagska m, —n,

esittir.
|x _ ylp < pm1+m2—min{n1+m2,n2+m1} < pmax{ml—nl,mz—nz} — maks{lxlp, |}’|p}

oldugundan ultra metrik oldugunu gosterir [9].



Tammm 2.7. (x,), X ultra metrik uzayinda bir Cauchy dizisidir ancak ve ancak

lim, d(x,+1,%x,) = 0 ise. Buradan dam > n i¢in asagidaki ifade yazilabilir.

d (X, X,) < maks (d(xm, Xyn—1)s e d(xn+1,xn)) [7].

Teorem 2.3. Bir ultra metrik uzayda bir Cauchy dizisinin yakinsak bir alt dizisi varsa o

zaman dizinin kendisi de yakinsaktir ve limitler aynidir.

Ispat 2.3. (x,) bir Cauchy dizisi olsun ve (x¢(,)) bu dizinin yakinsak bir alt dizisi
olsun. Alt dizinin a ya yakinsadigini varsayalim. Altdizinin tanimindan dolay1, f: N —
N fonksiyonu artandir, dolayisiyla tiimevarimla kolaylikla kanitlanabilecegi iizere, her n

icin f(n) = n esitsizligini saglar.
Herhangi bir ¢ > 0 verilmis olsun.
d(x,,a) <c¢

esitsizligini saglamasi i¢in N nin ne kadar biiyiik olmasi gerektigini bulacagiz. Her

zaman ki gibi d(x,, a) ifadesiyle oynayalim.
d(xp, @) < d(xp, xf(n)) + d(xf(n), a) esitsizliginden dolay1
d(xn,xf(n)) ve d(xf(n), a) ifadelerinden her birini 8/2 den kiigiik yapmak yeterlidir.
N, n>N; - d(xf(n), a) < /2 onermesini dogrulayan bir say1 olsun.
Ny, nnm > N, = d(x,, xp) <€ /o ©nermesini saglayan bir say1 olsun. Ve simdi de
N = maks{N;,N,} ven > N olsun.
f(n) =n >N = N; oldugundan d(xfn), a) < €/, olur.

f(n) =n >N = N, oldugundan d(x,, xf(n)) < 5/2 olur. Yani d(x,,a) < € bulunur.

Bu da istenendir [5].

Tamm 2.8. ( Kompaktlik ) X bir metrik uzay olsun. X deki her bir dizi yakinsak alt bir

diziye sahipse X e kompakt denir. X in A alt kiimesi X in bir alt uzay1 olarak kompakt



ise (' yani A daki her bir dizi A da yakinsak bir alt diziye sahipse ) A ya dizisel kompakt
denir [1].

Tamm 2.9. ( Ultra kompaktlik ) X bir ultra metrik uzay olsun. X deki her bir dizi ultra
yakinsak alt bir diziye sahipse X e ultra kompakt denir. X in A alt kiimesi X in bir alt
uzay1 olarak ultra kompakt ise ( yani A daki her bir dizi A da ultra yakinsak bir alt

diziye sahipse ) A ya dizisel ultra kompakt denir.
Ultra kompakt kiimelerin iki 6nemli 6zelligi asagida verilmistir.
Teorem 2.4. Bir ultra metrik uzayin ultra kompakt alt kiimesi kapali ve sinirhdir.

Ispat 2.4. (X, d) bir ultra metrik uzay ve 4, X in ultra kompakt alt kiimesi olsun. Once
A min kapali oldugunu gdsterelim. Bunun icin A = A oldugunu gdstermek yeter.
Kapanigin tanimindan dolay1 A ¢ A dir. x € A olsun. Bu takdirde x,, » x olacak
sekilde A da bir x,, dizisi vardir. A ultra kompakt oldugundan x € A dir. x € A Kkeyfi
oldugundan A c A dir. O halde A = A ve A kapaldur.

Simdi A nin smirh oldugunu gosterelim. Sayet A sinirlt degilse b sabit bir nokta olmak
tizere A da d(y,, b) > n olacak sekilde smirli olmayan bir (y,,) dizisi vardir. Bu dizi
ultra yakinsak alt bir diziye sahip olamaz. Ciinkii alt dizi smirlidir. Bu takdirde
tanimdan dolay1 A ultra kompakt olamaz. Fakat bu husus A nin ultra kompakt olusuna

tezattir. Su halde kabuliimiiz yanlis ve iddia dogrudur.

Bu teoremin tersi genelde dogru degildir.
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BOLUM 3
NORMLU UZAY, BANACH UZAYI, ULTRA NORMLU UZAYLAR
3.1.Normlu Uzay ve Banach Uzay1

Bir X lineer uzay ve d de X de bir metrik olmak iizere d(x,6) uzakligmna x € X’in
normu denir ve |[x|| ile gosterilir, burada 6, X lineer uzaymin toplamaya gore etkisiz
elemanidir. Bir lineer metrik uzaydan 6zel sartlar altinda bir norm elde edilebiliyorsa,
bu durum ultra metrik uzaylar bakimindan da gegerli midir? Bu soruya cevap asagida

verilmigtir.

Tammm 3.1. X bir lineer uzay olsun. ||.||: X - R fonksiyonu Vx,y € X ve Va € C

i¢in

(nl) |lx[|=0 x=26

(n2) llax|l = lalllxI|

(n3) llx+yll < lixll + Iyl

sartlarin1 sagliyorsa ||. || © ye norm fonksiyonu (X, ||.||) ikilisine de normlu uzay denir.

d:XxX — R fonksiyonu d(x,y) = |lx — y|| olarak alinirsa d’nin m1-m3 sartlarin
sagladigin1 kolayca gorebiliriz. Su halde bir normdan bir metrik elde edilebilir. Bu
metrige normun trettigi metrik adi verilir. Eger X lineer uzayr normun {rettigi d

metrigine gore tam uzay ise X ‘e Banach uzay1 adi verilir.

Tanim 3.2. X bir kiime ve X iizerinde toplama ve skalarla ¢arpma iglemleri tanimlanmis

olsun. Vx € X i¢in 0 + x = 0 olacak sekilde X in birimi 8 ile gosterelim.
Eger g: X — R fonksiyonu Vx,y € X ve Va € Ci¢in

(unl) g(x)=0 & x=106

(un2) g(ax) = lal g(x)

(un3) g(x +y) < maks{g(x),g(¥)}
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sartlarin1  saghiyorsa g ye X {izerinde ultra norm denir. nl-n3 ile unl- un3

karsilastirildiginda (un3) ile (n3) iin farkli oldugu goriiliir.

glx+y)<gx) +gQl) esitsizligi g(x +y) < maks{g(x),g(y)} esitsizligi
mevcut iken mevcut fakat g(x+y) < g(x)+g(y) olmasmn g(x+y)<
maks{g(x),g(y)} olmasinmi gerektirmediginden her ultra norm bir normdur, tersi

dogru degildir.

Biliyoruz ki her norm bir metriktir. Bu 6nerme ultra metrik ve ultra norm bakimindan

da gecerlidir. Bunu asagidaki 6nerme ile verecegiz [6].

Onerme 3.1. g, X iizerinde bir ultranorm olsun. Vx,y € X icin d,, (x,y) = g(x —y)

iletanimhid,, : XxX — R fonksiyonu X i¢in bir ultrametriktir.
Ispat. g nin tanim1 bize sunu verir:

d,(x,y) =0 gx—-y)=0 & x—y =0 & x=y oldugu

kolayca goriiliir. Bu ise (unl) in ispatidir.

gx—=y) =g(-1L.y—x)) =|-1l.gly—x) = gy—x) = d,(x,y)=

d, (y,x) oldugundan (un2) nin mevcut oldugu anlagilir.
(un3) sart1 agsagidaki gibi ispatlanir.

dy (x,y) = g((x —2) + (z—y)) <maks{g(x —2),9(z—y)}
= maks {d, (x,2),d, (z,y)}

a = —1 skaler ¢arpimi igin kullanilir. Bu skalerle ¢arpim d,,’nin ultra metrik olmasi

icin gereklidir [9].

X lineer uzay ve d,, da X {izerinde ultra metrik olsun. Tanim 2.5 in sartlar1 (um1)-(um3)
de y = 6 alinarak elde edilen d, (x,6) = g(x) reel degerine x € X’in ultra normu
denir. Bundan sonra g(x) yerine aligilan notasyona uymasi bakimindan ||x]||

yazacagiz.

Teorem 2.2 de her ultra metrik uzaym bir metrik uzay, tersinin dogru olmadigi

gosterildi. Acaba bu karsilagtirma normlu uzaylar bakimindan nasildir?
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Acik olarak bir X normlu uzayimin ilk iki sarti ultranormlu uzaylarin ilk iki sart1 ile
aynidir. Yine Teorem 2.2 nin ispatinda kullanilan yonteme benzer olarak, normlu
uzaylardaki tliggen esitsizligi sartinin ||x + y|| < maks{]|x||, [ly]|} mevcut iken mevcut
ama  |lx+yll < llxll + llyll olmasmin ||x + y|| < maks{||x||,|lyll}  olmasim
gerektirmeyecegi goriilebilir. Demek ki her ultra normlu uzay normlu uzay, tersine her

normlu uzay ultra normlu uzay olmak zorunda degildir, 6nermesini verebiliriz.

Simdiye kadar sOylenenleri asagidaki diyagramla 6zetleyebiliriz:

metrik uzay ultra metrik uzay <:| ultra normlu uzay

normlu uzay

Sekil 1. Metrik Uzay, Ultra Metrik Uzay, Normlu Uzay, Ultra Normlu Uzay iliskilerini
Aciklayan Diyagram

Tamim 3.3. Bir Arsimedyan olmayan yani ultra normlu X lineer uzay1 tam ise bu uzaya

Arsimedyan olmayan Banach uzayi veya ultra normlu Banach uzay: denir.

Tanim 3.4. X Arsimedyan olmayan normlu uzay ve (x,), X de bir dizi olsun.
lim, 0 l|%, — x0l| = 0 esitligi saglaniyorsa (x,) dizisine x, e ultra yakinsaktir denir

ve 111_{{;10 X, = xo ile gosterilir.

(x,), X de bir Cauchy dizisidir denir eger p = 1,2,3, ... igin
My, oo || Xn4p — X || = 0 ise

I, — x|l < maks{||xj+1 - xj”:m <j<n- 1} (n=m)

Arsimedyan olmayan normlu uzaylarda, (x,) bir Cauchy dizisidir ancak ve ancak

(Xp41 — xp) sifira yakinsaktir.

Bilindigi gibi Arsimedyan olmayan normlu uzaylarda her yakinsak dizi bir Cauchy
dizisidir. Eger X Arsimedyan olmayan normlu uzayinda alinan her Cauchy dizisi bir x

noktasina yakinsak ve x, € X ise X ‘e Arsimedyan olmayan Banach uzay1 denir [5].
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Teorem 3.1. Bir Arsimedyan olmayan normlu uzayda her Cauchy dizisi smirl bir
dizidir.

Ispat . (x,) bir Cauchy dizisi olsun. Cauchy dizisinin tanimmdan & = 1 alalim. O

zaman Oyle bir N vardir ki her n,m > N i¢in;
%, — x|l < 1 olur. Demek ki her n > N igin
lxn+1, X ]| < 1 olur simdi
r = maks{|[xy+1, %oll, .-, |Xn+1, Xn1l, 13 + 1 olsun. O zaman her n igin

Xn € B(xy4q,7) Olur. Yani (x,,) dizisi smirhdir [5]. []

3.3. Baz1 Ultra Normlu Uzaylar

K bir cisim olsun. |.|: K » R fonksiyonu Vx,y € K i¢cin (d3)" yani lx +y| <
maks{|x|,|y|} esitsizligini saglamak tizere her k € N igin (py) dizisi (0 # pi) ve

smirli olacak sekilde bir dizi, I da bir indis kiimesi olmak tizere, K {izerinde
lo(I, K, p) = {x = (x) € K:supyenl|xi|p < o}
climlesini tanimlayalim.
I-l: lo (I, K, p) = R
x = |lx|| = supglxi | pr

ile tanmli ||.|| fonksiyonu verilsin. (I,(I,K,p),||.l]) ikilisi Arsimedyan olmayan

Banach uzayidir.

Benzer olarak,

c(I,K,p) = {x = (x;,) € K:limy|x;|p, mevcut} ve
co(l,K,p) = {x = (x;) € K:limy|x; |py = 0}

kiimeleri de ||x|| = supy|xk|px ile beraber Arsimedyan olmayan Banach uzaylaridir
[8,10,11,16].

14



lo(I,K,p), c(I,K, p) ve cy(I, K, p) kiimelerine sirasi ile ultra sinirli (veya Arsimedyan
olmayan sinirll), ultra yakinsak (veya Arsimedyan olmayan yakinsak) ve ultra sifira

yakinsak (veya Arsimedyan olmayan sifira yakinsak ) dizilerin uzaylar1 adi verilir.

Biz bunlardan sadece [ (I, K, p) nin ultra normlu Banach uzay1 oldugunu gosterecegiz,
digerleri de benzer olarak gosterilebilir.

(unl) |lx|l = supglxlor = 0 = |xlpr =0 = x| =0 = x, =0 x =0,
(un2) [[ax|| = supklaxylpx = lalsupg|xklpr = lalllx]| dir.

(un3)
lx + y|| = supg |xx + Yk | P < supy {maks{|xy|pk, |yi | Pk }

= supy {maks{|xy + 0|px, |yx + 0| px }
< supy {maks{maks{|xy | py, 6}, maks{|yy | pi, 0}}}

= maks{supy {maks{|xy | py, 0}, supy {maks{|y | py, 0}}}
= maks{supy d(xy, 0),supx d(yx, )} = maks{||x||, [|y|]}-

Demek ki [, (I, K, p) ultra normlu uzaydir.

ii) Simdi tamlig1 ispatlayalim.

Kabul edelim ki (x™), l(I,K,p) de bir Cauchy dizisi olsun. Eger (x™) sabit bir dizi

ise durum agiktir.
Eger (x™) sabit bir dizi degilse bu takdirde m, n > n, olacak sekilde
lx™ — x™ || = supgesl™ — x" |pr < € *)

olacak sekilde bir n, tam sayisi vardir. Buradan € > 0 ve k = 1,2, ... olmak tiizere keyfi

fakat sabit her k i¢gin m,n > ny oldugunda

|x™ — x| < & elde edilir. O halde her sabit k icin (x}, x2,x3,...) K * de bir Cauchy
dizisidir. K tam oldugundan x;* — x;, € K. Her k dogal sayis1 i¢in elde edecegimiz bu

limitler yardimiyla K © de x = (x4, X5, ... ) dizisini teskil edelim.
x, = (xt,xd, . xk, )
xy = (x2,x2,..,x2,...)

x3 = (x3,x3,...,x3,..)
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x = (xf, x%, .., xK, ...)

Xm = (e X  x )
1 1 Lo |-

X = (X1,X2, ) Xp, )
Simdi x € (I, K, p) Ve x, = x,n = o oldugunu gosterecegiz. (*) ifadesinde n — o

yapilirsa ||x,™ — xilli k0 < € €lde edilir.

Xn = (x¢) € l(I,K,p) oldugundan k = 1,2, ... i¢in ||x;"|| < t, olacak sekilde bir t,

reel dizisi vardir. Kuvvetli tiggen esitsizliginden

xxllpre = llxx — 2™ + x| o < maks{llxy — x|, lx™}px < maks{e, t,}M <

00,

Bu esitsizlik her k i¢in gecerli ve sag tarafta k’ yi ihtiva etmediginden (x;) €
lo(1,K,p) dir. []

Her ultra normlu uzay, normlu uzaydir (Sekil 1’e bakimiz). Yukaridaki teoremde eger
pr =1 alnrsa [, (I, K, p) bildigimiz anlamda [, uzayna, c(I, K, p) uzayi ¢ yakinsak

dizilerin uzayina cy (I, K,p) de c, uzayina doniistr.

Ultra normlu uzaylarin yuvarlarina ait dzet bilgiler asagida verilmistir.

Tanim 3.5. X ultra normlu uzayinda;

Bla,r] = {x € X:||x — allp < maks{||x||p,||lallp} <r} kimesine a merkezli, r

yaricapli acik ultra yuvar,

Bla,r] = {x € X:||x — allp < maks{||x||p,||lallp} <r} kimesine a merkezli, r

yaricapl kapali ultra yuvar,

Sla,r] = {x € X:||x — allp < maks{||x|lp, llallp} =r} kimesine a merkezli, r

yaricapli ultra yuvar yiizeyi denir.
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Tanmm 3.6. X bir normlu uzay olsun. vx,y € X ve ||x]| # ||y|l olmak iizere ||x + y|| <

maks(||x||, [[y]]) esitsizligi saglaniyorsa ||. || ye Krull 6zelligine sahiptir denir [12].

Tamm 3.7. (Ultra izometri) X ve Y, K cismi tizerinde ultra normlu uzaylar olsun ve

T:X — Y doniisiimii verilsin. Eger Vx € X i¢in
ITCOlly = llxllx
ise yani ultra normu koruyorsa T ye X den Y ye bir ultra izometri denir.

Tamim 3.8. X ve Y ayni K cismi {izerinde normlu uzaylar olsun. Eger T: X — Y lineer,
1-1, 6rten izometrisi varsa X ve Y uzaylar1 izometrik olarak izomorfiktir denir, bu husus

X =Y ile gosterilir [1].

Tamm 3.9. X veY, ayni1 K cismi {izerinde ultra normlu uzaylar olsun. Eger T: X - Y
lineer, 1-1, orten izometrisi varsa X ve Y uzaylar ultra izometrik olarak ultra

izomorfiktir denir, bu husus X,, = Y,, ile gosterilir
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BOLUM 4
BAZI YENI TiP ULTRA NORMLU UZAYLAR

Bu bolimde yeni tip ultra normlu wuzaylar tanimlanacak ve baz1 06zellikleri

incelenecektir.
Tamim 4.1. Arsimedyan olmayan K cismi tizerinde asagidaki kiimeleri tanimlayalim.
co(L K, p) = {x:lim |pxy + (1 — p)xg-1lpr = 0},
¢(,K,p) = {x:limy |px + (1 —p)xy-1lpx = @ € R},
Lo (I, K, p) = {x: supy|pxy + (1 — p)xy_1lpx < 0},
Tanim 4.2. n,k € N olmak iizere
12 n=k
Znk = 1-p, n—-1=k ,p ER—{-1}
0, diger durumlar
seklinde tanimlanan Z = (z,;) Sonsuz matrisine Zweier matrisi denir. x = (x;) dizisi
verildiginde
Vie = DX + (1 — p)xp—q 1)

doniistimiine x = (x;) dizisinin Zweier doniistimii denir [15].

Dikkat edilirse &(I,K,p), ¢(I,K,p) ve I,(I,K,p) kimeleri Zx =1y,y = (y;)
doniisimi sirasi ile ¢y (1, K, p), c(I, K, p) ve l,(I, K, p) olacak bi¢imde tanimlanmustir.

Eger A(L,K,p) € {6,(I,K,p), EUK,p) , lo(I,K,p)} ve A(K,p) € {co(I,K,p),
c(I,K,p), lo(I,K,p)} ile gosterirsek asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.1. Z:A(I,K,p) —» A(I,K,p)
X>ZIX=y, Y=Yk

Vi = px + (1 — p)xj_, doniisimiinii géz oniine alalim. Bu takdirde A(I, K, p) ve

A(l, K, p) uzaylari ultra izometrik olarak ultra izomorfik uzaylardir.
Ispat.
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Z doniistimiinii lineer 1:1, 6rten ve uzakliklari koruyan doniisiimdiir. Gergekten,
i) Z lineerdir.
vx,y € A(I,K,p) Va €K
Z(x+y) =plxx +yi) + (1 = p) Ocg—1 + Yi—1)
=pxx + Yk + (1 = p)xg-1 + (1 = P)Yk-1

=pxx + (1 = p)xg_1 +0yr + (1 —D)yi—1

=Z(x) +Z(y)
ve
Z(ax) = p(ax) + (1 — p)(axy-1)
=alpx; + (1 —p)xi_1) = aZ(x) dir.
i) Z ortendir.

Z1(I,K,p) = loo(I,K,p)
X>ZX=Yy, Y=Yk

~ . (1=p)k—J
x= 2"y iken (I, K, p) daher x = () = Tho(~1)* T Sy,

formunda eleman [, (/,K,p) da bir y eleman: bulunur, sonu¢ olarak o6rten oldugu

gosterilir.

il ) Z ultra normu korur yani ultra izometridir. Clinki
(1-p)<J

Xk = Zfzo(—l)k_j Y dizisini tanimlayalim [15,17].

lx|l = supglpxr + (1 — p)xk—1lpx
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_i@ 1
= SUPk |p2?=0(_1)k ](pk —Jj+1 y] + (1 p)z 0( 1)k j( kp1)+1 y} Pk

= supk|yklpx = supklZx|px = [12x|[ 1.k, dir.

Her ultra izometri birebir bir donilisim oldugundan Z nin birebir oldugunu ayrica
gostermeye gerek yoktur. Sonug olarak A(I,K,p) ile A(I,K,p) lineer olarak ultra

izometrik olarak ultra izomorfik uzaylardir.

Teorem 4.2. Eger teorem 4.1 de A =1, ahnirsa;

ALK, p) =1(I,K,p) olur.  I(I,K,p) = {x: supy|pxy + (1 — p)xg_qlpy < 0}
kiimesi ||x|| = supy|pxx + (1 — p)xi—11px ile ultra normlu uzaydir ve bu norma gore

tamdir.
i) I, (I, K, p) ultra normlu uzaylardur.
a) ||x]| = 0 ancak ve ancak x = @ dir. Gergekten Vk € N i¢in p;, # 0

oldugunu g6z 6niinde tutarsak eger x = 6 ise

x|l = supglpxy + (1 — p)x_1| pr < supp{maks{lpxi|pp, |(1 = p)xr_1lp}} =
sup,{0,0} = 0 dir.

Tersine ||x|| = 0 olsun. Bir 6nceki teoremden dolayi, Z bir ultra izometri oldugundan
|lx]| = O ifadesi bize x’in 8 ya uzakliginin 0 oldugunu séyler. Ultra metrik tanimi géz
oniine alimirsa x = 6 olmasi gerektigi anlagilir. Yani (unl) saglanir.

b) |lax|| = |a||lx]| her @ € K ve x € (I, K, p) olmast |.| nin (d1) 6zelligi
g0z Online alinarak;
llax|l = supglapxy + a(l — p)xx-1lpx = lalsupg|pxy + (1 — p)xp-1lpr = lalllxl

esitligi elde edilir ki bu (un2) nin saglanmas1 demektir.

Son olarak her x,y € I,(I,K,p) Ve ||x|| # ||yl olmak iizere

llx + y|| < maks(]|x||, |ly]]) oldugunu gosterecegiz.
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Krull Sharpening kuralint goz oniine alarak;
llx + y|| < maks(||x]|,|lyll]) herx,y € E ve ||x|| # |ly|l oldugunu gésterelim.
llx + Il < supglpxi + (1 = p)xg—q + oy + (L — P)yr-1lpk

< supg{maks{|pxy + (1 = p)x_1l, [pyr + (1 = p)yr-113pi}

= maks{supy|px, + (1 — p)xx—1|pk, Supxlpyr + (1 — p)yr-1lpi}

maks(||x||, [|ly|]) olur ki bu da (un3) sartin saglanmasi demektir. Su halde
I(LK, p) bir ultra normlu uzaydir.

it) Simdi tamlig1 ispatlayalim.

Kabul edelim ki (x™), X de bir Cauchy dizisi olsun.

Bu takdirde m,n=n, olacak sekilde |lx™ — xx" |7 1 xp) = SUPkl(Px™x +
(1 =p)x™p—1) — (x™ + (L= p)x"k—lpr = 1Z2Ca™ — %" l1o k) < € Olacak
sekilde bir n, tam sayist vardir. Buradan € > 0 ve k = 1,2, ... olmak {lizere keyfi fakat
sabit her k i¢in m,n > ny oldugunda (Z(x;™ — x;™)) dizisinin [(I,K,p) da bir
Cauchy dizisi oldugu sonucuna variriz. I, (I, K, p) tam ve I, (I, K, p) ile [, (I, K, p) nin
lineer olarak izometrik olduklari hesaba katilirsa [, (I,K,p) da alinan her Cauchy

dizisinin yakinsak oldugunu séyleriz. Diyelim ki ~ lim,, x;} = x;, olsun.
Simdi x = (x;) € [, (I, K, p) oldugunu gosterecegiz.

X = () €El(,K,p) oldugundan k = 1,2,... i¢in ||[(px + (1 —p)xp_ )"l < t,

olacak sekilde bir t,, reel dizisi vardir. Boylece kuvvetli liggen esitsizliginden

x|l = llxx — x¢ + x¢ || < supp{maks{ [lxx — x¢ ||, |x; [} = maks{{supy ||lx} —

x|l supgllx |} < maks{e, t,,} < oo elde edilir.
Sonug olarak I,(I,K,p,||.|]) bir ultra metrik Banach uzayidir.
Benzer sekilde ¢(1, K, p) = {x:limy|px; + (1 — p)xi_1lpx = @ € R}ve ¢o(I,K,p) =

{x:limg |px + (1 = p)xk_1lpr = 0} kiimeleri ||x|| = supglpx, + (1 — p)xk—1lpk
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ile ultra normlu uzaylardir ve bu norma gore tam olduklar1 yukaridaki teoremin ispatina

benzer olarak gosterilir. []

Teorem 4.3. 1, (I, K, p) = {x: supglxilpr < o} [14] vel,(I,K,p) = {x:supxlpx, +
(1 = p)xp_1lpr < 0} olarak verilsinler. Bu durumda I(I,K,p) c l(,K, p)

kapsamasi gecerlidir.
ispat.x € I.(I,K,p) ise
lxllz, i k0) = SUPKIPXE + (1 = P)xp_1|pr < 0

< |plsupglxklpr + |1 — plsupg|xk-1lpx (4)

K = maks{|p|, |1 — p|}denilirse (4) ifadesi K|supy|xilpx + supxlxx_1lpx | =
2Ksupy|xy | py olur. Eger 2K = M denirse

x|z, k0) = SUPkIPxXK + (1 = P)x)—1lpx < M||x|[1, 1 ,x,0) €lde edilir ki buradan da

x € lo(I, K, p) yazilabilir. I.(K, p) € lo(I, K, p) oldugunu ispatlar. []

Benzer sekilde; c(I,K,p) = {x:limy|x;|p, mevcut} ve ¢(I,K,p) = {x:lim;|px; +

(1 —p)xx_1lpx = a € R} olmak iizere

¢(I,K,p) c c(I,K,p) vecy(I,K,p) c co(I,K,p) kapsamalar1 da gegerlidir.

Teorem 4.4. ¢o(I,K,p) c é(1,K, p) c l,(I,K, p) dir.

Ispat. ¢y(I,K,p) c é(I,K, p) oldugu a = 0 esitliginde aciktir. c(I, K, p) da I, (I, K, p)
nun kapali alt uzay1 oldugundan c(I,K, p) c l(I,K,p) yazilabilir. Onceki teoremde
de;

¢(LK,p) c c(I,K,p) , &K, p) c co(I,K,p) velu(I,K,p) €l (1K, p)

gosterimleri yapildigindan ¢, (1, K, p) c é(I, K, p) < I (I, K, p) dir. []
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Teorem 4.5. Kabul edelim ki (p,) € I, olsun. Bu takdirde ¢, c ¢,(I, K, p) kapsamasi
gecerlidir.

Ispat 4.5. Kabul edelim ki (py) € I, Ve x = (x;) € ¢, olsun. Bu durumda Ve > 0, en
az birny € N oyleki Vk = ngy = |x;| < i dir. Hipotez geregince (py) € l, oldugundan
M = supy|pi| olacak sekilde bir M > 0 mevcuttur. Dolayisiyla |xi|p; < %M =€

veya x € ¢, oldugunu aklimizda tutarsak limy|x;|p, = 0 oldugu anlasilir. Su halde

x € Cy(I,K,p) dir. Simdi bu kapsamanin kesin oldugunu gosterelim. Farzedelim ki
(pr) = % olsun ve (xi) dizisini (x;) = (1) olarak alalim. Agik olarak lim|x|p, = 0

olur. Halbuki (xi) € ¢, dir. Dolayisiyla (pg) € l, oldugundan ¢, c ¢o(I, K, p)

kapsamasi kesindir. ]
Teorem 4.6. ¢ c ¢(I,K, p) kapsamasi gegerlidir.

Ispat 4.6. Kabul edelim ki (py) € I, Ve x = (x;) € c olsun. Bu durumda Eger Vk € N
igin o] <M ve Ve >0 igin 3ng € N Gyleki Vk,m =ny igin |x, —al <€/5y,
olacak sekilde a elamani mevcuttur.

Bundan baska x = (x;) € ¢ oldugunda Ve > 0 i¢in In, € N 6yleki Vk,m = n, igin
|, — x| < € /2| pIM esitsizligi ( Cauchy sart1 ) saglanur.

Ipx + (1 —p)xg—q — alpx = IpCer — Xx—1) + X1 — alpx
< |pllxx — xp—1lpx + |xp—1 — alpi *)
Esitsizligi yazilabilir. Asagidaki durumlar mevcut olabilir.

1) Eger p, =0 (Vk € N) ise durum agiktr.
2) Eger p;, # 0 ise bu takdirde (*) ifadesi x;,_, = M alinarak

&
2lpIlM’

lpxi + (1 — p)xg_q — alpr < Ipl. M +ﬁ.M =¢ bulunur.  Yani

x € ¢(I, K, p) dir.
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BOLUM 5
SONUC VE ONERILER

Bu c¢alismada ultra metrik, ultra norm, ultra metrik Banach uzaylar1 tanimlar1 yapilmas,
teoremler ve ornekler verilmistir. Daha sonra ultra metrik Banach uzaylarina izomorfik
yeni uzaylar ingsa edilmis, kompakthigima bakilmis ve cebirsel, topolojik yapilar

incelenmistir. Ayrica literatiire yeni kavram, tanim ve teoremler eklenmistir.

Sonug olarak ultra metrik uzaylar metrik uzaylarin kapsadigi daha 6zel yapilar oldugu
goriilmiistiir ve metrik uzaylarda gecerli olan tiim Ozelliklerin ultra metrik uzayda
olmadig1 fark edilmistir. Ultra metrikler daha spesifik olduklar1 i¢in bazen sasirtici

sonugclar elde edilmistir.

Ultra metrik uzaylarda yakinsaklik ve kompaktlik ilging oldugu i¢in daha fazla
incelenip metrik uzaylardaki ile karsilagtirilip yeni tanim ve teoremlerin verilebilecegi

tezimize konulacak temel Onerilerdir.

24



10.

11.

12.

13.

KAYNAKLAR
Bayraktar M., "Fonsiyonel Analiz", Gazi Kitabevi, Ankara, 2006.

Jacobson, N., "Valuations: paragraph 6 of chapter 9", Basic algebra Il (2nd ed.),
New York: W. H. Freeman and Company, ISBN 0-7167-1933-9,Zbl 0694.16001.

A masterpiece on algebra written by one of the leading contributors, 1989.

Pete L. Clark, Lecture Notes On Valuation Theory,
http://math.uga.edu/~pete/8410Chapterl.pdf

Monna, A. F., "Over een lineare P-adisches ruimte", Indag. Math., 46, 74-84.
1943.

Nesin A., Analiz IV, Nesin Matematik Kéyii, Istanbul, 2012,
Gajic L., " On Ultrametric Space", Novi Sad J. Match., 31, 2, , 69-71, 2001

Perez-Garcia, C., Schikhof, W. H., "Locally Convex Spaces over Non-
Archimedean Valued Fields", Cambridge University Press, 978-0-521-19243-9.

Diagana T., ¢, —Semigroups of Linear Operators on some Ultrametric Banach

Space, IJIMMS, DOI10. 1155/2006/52398, 2006.

Havinga M., "Ultrametric Matrices”, Korteweg-de Vries Institute for
Mathematics Faculty of Science, 5-14, 13, 2011.

Diagana T., "Non-Arcimedean Linear Operators and Applications”, by Nova
Science Publishers Inc, ISBN 1-60021-405-3, New York, 2007.

Diagana T., "An Introduction to Classical and p-ADIC Theory of Linear
Operators and Applications”, by Nova Science Publishers Inc, ISBN 1-59454-
424-7, New York, 2006.

Krull W., "Ultrametric Triangle Inequality”, Planet Math, Géttingen 1959.

Kaplansky 1., Set Theory and Metric Spaces, AMS Chelsea Publishing, ISBN 0-
8218-2694-8, 1972.

25


http://en.wikipedia.org/wiki/Nathan_Jacobson
http://en.wikipedia.org/wiki/W._H._Freeman
http://en.wikipedia.org/wiki/International_Standard_Book_Number
http://en.wikipedia.org/wiki/Special:BookSources/0-7167-1933-9
http://en.wikipedia.org/wiki/Zentralblatt_MATH
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/en/search/?format=complete&q=an:0694.16001
http://en.wikipedia.org/wiki/Algebra

14 .

15.

16.

17.

Ludkovsky S. and Diarra B., "Spectral Integration and Spectral Theory for Non-
Arcimedean Banach Spaces”, 1JMMS 31,7, 421-442, 2002.

Sengoniil M., "On The Zweier Sequence Space", Demonstratio Mathematica
XL, 1, 260-273, 2007.

B. Diarra, "An Operator on Ultrametric Hilbert Spaces”, Journal of Analysis 6, ,
55-74, 1998.

F. Basar and B.Altay, "On the Spaces of Sequence of p-bounded variation and
releated matrix mappings", Ukrainian Math. J. 55, 2003.

26



OZGECMIS

Ibrahim SANLIBABA 1984 yilinda Nevsehir’de dogdu. Ik ve orta &grenimini
Nevsehir’de tamamladi. 2002 yilinda Ankara Gazi Universitesi Egitim Fakiiltesi
[Ikdgretim Matematik Ogretmenligini kazandi. 2006 yilinda {iniversiteden mezun oldu.
Ayni y1l devlette matematik 6gretmeni olarak atanip bes yil Bursa’da gorev yapti. 2008
yilinda vatani gorevine baslayip on iki ay astegmen asker olarak Burdur’da ve
Erzurum’da askerlik vazifesini tamamladi ve goérev yerine tekrar giderek Matematik
ogretmenligine devam etti. 2011 yilinda Nevsehir Hacit Bektas Veli Universitesinde
yiiksek lisansa basladi. Evli ve bir ¢ocugu vardir. Halen Nevsehir Haci Bektas Veli

Universitesinde yiiksek lisans yapmaktadir.

Adres: Nevsehir Hac1 Bektas Veli Universitesi

Tel: 05059040422

e-posta: i_sanlibaba@hotmail.com, ibrahimsanlibaba@gmail.com

27






