T.C.
NEVSEHIR HACI BEKTAS VELI UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTIiTUSU

FARK DENKLEMLERININ HOMOTOPI ANALIZ
METODU iLE INCELENMESI

Tezi Hazirlayan
Alparslan CIHAN

Tezi Yoneten
Yrd.Do¢.Dr. Aytekin ERYILMAZ

Matematik Anabilim Dal
Yiiksek Lisans Tezi

OCAK 2015
NEVSEHIR



Yrd. Dog. Dr. Aytekin ERYILMAZ damismanhiginda Alparslan CIHAN tarafindan
hazirlanan “Fark Denklemlerinin Homotopi Analiz Metodu ile incelenmesi” adli bu
calisma, jlirimiz tarafindan Nevsehir Haci Bektas Veli Universitesi Fen Bilimleri

Enstitiisii Matematik Anabilim Dalinda Yiiksek Lisans Tezi olarak kabul edilmistir.

21/01/ 2015

JURI:

Bagkan : Yrd. Dog¢. Dr.Mehmet Tarik ATAY

Uye : Yrd. Dog. Dr. Aytekin ERYILMAZ

Uye :Yrd. Dog. Dr.Yasin YAZLIK

ONAY:

Bu tezin kabulii, Enstitli Y6netim Kurulunun .-2h©.2015 tarih ve L0481

say1li karar1 ile onaylanmustir.




TEZ BILDIRIM SAYFASI

Tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu calismada yer alan biitiin bilgilerin
bilimsel ve akademik kurallar cercevesinde elde edilerek sunuldugunu ve bana ait

olmayan her tiirlii ifade ve bilginin kaynagina eksiksiz atif yapildigni bildiririm.

ii



FARK DENKLEMLERININ HOMOTOPI ANALiIiZ METODU iLE
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(Yiiksek Lisans Tezi)
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OZET

Bu ¢alismanin amaci Homotopi Analiz Metodunu kullanarak Fark Denklemlerinin
cozlimlerini elde etmek ve gercek c¢ozliimleri ile karsilagtirmasmi yapmaktir.Dort
bolimden olusan bu g¢alismanin birinci béliimiinde Fark Denklemleri ile ilgili temel
bilgiler verilerek kullanim alanlar1 ve dneminden bahsedildi. ikinci bdliimiinde fark
fonksiyonlar1 ile fark denklemlerinin elde edilis yontemlerinden bahsedilerek fark
denklemlerinin cesitleri 6rneklendirildi.Ugiincii bdliimde Homotopi Analiz Metodu ve
Fark Denklemlerinin Homotopi Analiz Metodu ile deformasyon denklemleri elde
edildi.Dordiincti béliimde Homotopi Analiz Metodu kullanilarak Fark Denklemlerinin
h yakinsaklik kontrol parametresine bagli seri ¢oziimleri elde edildi. Coziim serilerine
uygun 7 yakimsaklik kontrol parametresi belirlendi. Homotopi Analiz Metodu ile tam

coziimleri mukayeseleri yapilarak hata grafikleri ¢izildi.

Anahtar Kelimeler: Homotopi Analiz Metotu, Fark Fonksiyonlari, Fark Denklemleri.
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ABSTRACT

The aim of this study is to obtain the approximate solutions of difference equations by
using the homotopy analysis method and to compare them with the exact analytical
solutions.This study consists of four sections. In the first section the basic theorems and
definitions of difference equations are considered. The importance and the application
areas of the difference equations are introduced. In the second section the difference
operator and difference equations and types of difference equations are investigated. In
the third section the Homotopy Analysis Method (HAM) and the deformation equations
of difference equation are considered. In the last section HAM is applied to difference
equations to obtain the series solution. And convergence control parameter 7 is
properly choosen. And the solutions obtained by HAM and the exact analytical

solutions are compared and the error tables and graphs are given.
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1.BOLUM
GIRIS

Zamana bagl degiskenlerin kullanildigi doga olaylarmin pek c¢ogu ayrik (kesikli)
oldugundan bu olaylarin matematiksel modellemelerini kurmak giictiir ve Onem arz
etmektedir. Fark denklemleri ile zamana bagli doga olaylarmin incelenmesinin dogal
sonucu olarak kargilasilmaktadir. Ciinkii fark denklemleri bir ve daha ¢ok degiskenli bir
fonksiyonun sonlu farklar ile bagimsiz degiskenleri arasindaki cebirsel bir bagmntidir.
Fonksiyonel denklemler olan fark denklemleri diferansiyel denklemler ile benzerlik
gosterirler. Daha da 6nemlisi fark denklemleri diferansiyel denklemler i¢in ayriklastirma
(discretization) metotlarinin incelenmesinde de karsimiza c¢ikar. Fark denklemler
teorisinde elde edilen sonuglar bunlarin ayrik benzeri olan ve bu sonuglara hemen hemen
karsilik gelen diferansiyel denklemlerden daha zengindir. Diferensiyel denklemler iki
yiiz yilt agkin bir siiredir incelenmesine ragmen fark denklemleri yiiz yillik bir siiregte
sistematik bir hale gelmistir. Diferensiyel denklemlerde daha ¢ok Gecikmeli diferensiyel
denklemler ile ifade edilen kontrol teorisinde kararlihik durumunun incelenmesi,
ekonomide borsa hareketlerinin incelenmesi, tip ve biyoloji biliminde canli popiilasyon
sayismin arastirilmasi ve daha da onemlisi hiicre hareketlerinin incelenmesi (Kanserli
hiicrelerin artis hizi) gibi konularda ve bir¢ok bilim dalinda fark denklemleri

kullanilmaktadir [4,5].

20. yiizyilin Dbaglarinda biyolojide goriilen genetik olaylarindaki gelismeler,
radyasyondaki quanta, tiim doga olaylarmin siireklilik terimleri ile ifade edilemeyecegini
gostermistir. Bu da diferansiyel denklemlerin vazgecilmez bilimsel dneminde yer alan
“dogada kopukluk yoktur” varsayimini ¢lriitmiistiir. Bu eski hipoteze gore, fiziksel
olaylarin matematiksel modeli, siirekli degisim oranlar1 arasindaki denklemler ile ifade
ediliyordu. Bu nedenle diferansiyel denklemler fizik bilimine 6zgli matematiksel ifadeler
olarak kabul ediliyordu. Giliniimiizde diferansiyel denklemlerde goriilen siireksizlik

halleri, fark denklemleri yardimiyla ortadan kaldirilmak istenmistir [4,5,11,13,21,22,43].



Sonlu fark islemleri Newton ile yayilmaya baslamis, Poincaré e kadar uzanmistir, Boole
ile zirveye ulagmistir. Daha sonra Laplace fark denklem {izerinde caligsmistir. 1825
yilindan 6nce dogrusal fark denklemler ele alinmamisti. 1885 yilinda Poincaré ile
dogrusal fark denklem teorisine girilmis, Lagrange dogrusal diferansiyel denklemin sabit
katsayili olmas1 durumunda ¢6ziimiini elde etmistir. Guichard 1887°de ikinci yandaki
fonksiyonun polinom olmasi durumundaki ¢oziimiinii incelemis, Gelgrun asimptotik
cozlimler iizerinde calismig, Birkhoffve Carmichael bu calismalar1 genisletmislerdir.
Liouville ve Sturm ikinci mertebeden kendine es (selfadjoint) dogrusal diferansiyel
operatoriiniin ilizerinde ¢aligmalar yapmis ve kendi isimleri ile anilan Sturm-Liouville
fark denkleminin ¢6zliimiinii ifade etmislerdir [10]. M. Artznouni, degisken katsayili
dogrusal fark denklemin asimptotik {istel ¢oziimlerinin 6zelliklerini gelistirmis [7];
Hooker, Riccati denklemini gelistirmis [17]; Popenda, ikinci mertebeden fark denklemin
osilasyonlu ve osilasyonsuz durumlarindaki teoremleri gelistirmis ve ¢oziimleri i¢in baz1
atiflarda bulunmustur [41,42]. Kaczorek, » ci mertebeden homojen olmayan degisken
katsayili dogrusal fark denklemin kapali (implicit) formdaki ¢oziimlerini vermistir [19].
Abramov, polinomkatsayili keyfi dereceli fark denklemlerin rasyonel ¢oziimlerini
vermistir [3].  Tuzik, degisken katsayili konvoliisyon tipteki fark denklemlerin
coziilebilirligine deginmistir [44]. Bu tezde birinci ve ikinci mertebeden fark
denklemlerin homotopi analiz metodu ile ¢ozimii incelenmistir. Bu yontem Liao
tarafindan gelistirilmistir [23-38]. Son zamanlarda arastirmacilar Homotopi Analiz
Metodunu, fen ve miithendislikte cesitli problemlere uygulamiglardir: Lineer olmayan 1s1
problemi [1], Lineer Olmayan Fredholm Integral Denklemler [2], lineer
integrodiferensiyel-fark denklemler [20], nonlinear boundary value problems [23],
diferensiyel-fark denklemler [45], Dirichlet ve Neumann smir kosullar1 ile Laplace
denklemi [18], Stirekli elastik Euler siitunlar kritik burkulma yikii [12].Calismanin
birinci bolimiinde, fark denklemlerin  kullanom alanlarindan ve tarihgesinden
bahsedildi. Calismanin ikinci bdliimde, fark denklemlerinden, iigiincli boliimde
homotopi analiz metodu temel tanimlariyla tanitildi, dordiincii boliimde bu metot fark
denklemlerine uygulandi, en uygun 7 yakinsaklik kontrol parametresine bagli seri
coziimleri elde edilerek ¢ozlimlerin analizi yapildi. Ayrica bu boliimde hata grafikleri ile
mutlak hata tablolar1 birlikte sunulmustur. Son boliim ise bu ¢alismadan elde edilen
sonuglarin degerlendirilmesine ayrildi. Metodun fark denklemlere uygulanmasinda

matematik yazilimlarindan yararlanilmistir.
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2. BOLUM
FARK DENKLEMLERI
2.1.Fark Fonksiyonu

Tamim 2.1.1: Bir y:N— R fonksiyonu i¢cin A fark operatérii veya ¥ nin birinci

basamaktan farki,
Ay(x) = y(x +1) = y(x) (2.1)
seklinde tanimlanir.

Ornek 2.1.1.

y(x)=5"igin, Ap(1)ve Ay(2) farlar,
Ay(1)=y(1+1)—y(1)=y(2)—»(1)=5 —-5"=20
Ay(2)=y(24+1)—y(2)=y(3)—»(2)=5"—-5" =100
olarak bulunur.

Ayrica y(x)=5" fonksiyonunun i¢in Ay(x) farki her zaman4.5" ye esittir ve bu

asagidaki gibi gosterilir.
Ap(x)=y(x+1)—y(x)=5""=5"=(5-1)5" =4.5"

Tanmm 2.1.2: y , bir fonksiyon ve onun birinci farki Ay olmak tizere; y nin birinci

farkinin fark1 A’y ile gosterilir ve buna y nin ikinci farki denir.

A’y = A(Ay) 22)



Ayni sekilde devam edilirse y nin(n—1) inci farkinin farkina y nin nci farki denir

ve A"y ile gosterilir.
A'y=AA""y) n=23,4,.. (2.3)
Tanmm 2.1.1 ve Tanim 2.1.2 yardimiyla A’y ve A’y farklar1 asagidaki gibi bulunur.

A%y (x) = Ay (x)] = Aly(s+ )= y(+)
= y(x+2h)—2y(x+h)+y(x)

Ay (x)= A[Ayz (x)] = Aly(x+2h)—2y(x+h)+ y(x)]
= y(x+3h)=3y(x+2h)+y(x+h)— y(x)

Teorem 2.1.1. A fark operatorii lineerdir. Yani,

Ala f(x)+ Bg(x)) = aAf (x)+ BAg(x), burada «, S e R dir.

Ispat:

Aaf(0)+Bg))=af(x+1)+pgx+1)-af(x)-fg(x)
=alf(x+D=f()]+Bglx+D)-g ()]
=aAf (x)+ BAg(x).

2.2. Oteleme Operatorii

Oteleme operatérii,

Ef (x)= f(x+1)

biciminde tanimlanir. Bu tanima gore E” f(X)=f(x+n) dir. Ayrica o, € R sabitleri
icin E(af(x)+pg(x))=aEf(x)+ pEg(x)’dir. Yani, E operatori lineerdir. A ve E
Operatorleri arasinda A= E — I bagintis1 vardir, burada /[ 6zdeslik operatoriidiir. Yani;
If (x) = f(x) oldugundan AE = EA degisme 6zelligi ortaya ¢ikar.

4



\(

dir.
Teorem 2.2.1.

LA"A () =A""f(x), VmneZ'
2.A(f (x)+g(x)) = Af (x) + Ag(x)
3.A(cf(x)) = cAf (x), ceR (sabit)

4 A(f(x)-g(x)) = f(x)Ag(x) + Eg(x)Af (x)

s A{f(xq _ 8N (0) - f()Ag(x)
g(x) g(x)-Eg(x)

Ispat:

1. Agiktir.
2A(f(0)+g(x) =[f(x+D+gx+D]=[f(x) + g(x)]
=[fG+ D= f)]+[g(x+1) - g(x)] = Af (x) + Ag(x) .
3 A (x)=cf(x+1)—cf(x) = c[f(x +1)— f(x)] = cAf (x).
4A[f(x).g(x)] = fx+1D).g(x +1) = f(x).g(x)
=f(x+D)glx+D) = fx)gx+ D+ f(x).g(x+1) = f(x).g(x)
=[fGx+D=-f)]gx+D+ f(0)[g(x+1) - g(x)]
= Af (x).Eg(x) + f(x)Ag(x) = f(x)Ag(x) + Af (x).Eg(x).

(2.4)

(2.5)



5 A{f(xq _S@rD) f@)
gx)] gx+D) g
S(x+D.gx) - f(x)gx+1D
g(x).g(x+1)
_ S +Dg(x) - (X)) + f(x).g(x) - f(x).g(x +1)
g(x).g(x+1)
e[+ D= fW)] - f()[glx+ 1) - g(x)]
g(x).g(x+1)
_ 8N (x) - f(x)Ag(x)
g(x)Eg(x) '

Simdi baz1 6zel fonksiyonlarin farkini hesaplanmak i¢in asagidaki teoremi verelim.
Teorem 2.2.2. 4 bir sabit olmak tizere,

1.Aa=0,
2.Aa" =(a—1)a" ,

. . 1
3. Asinax = 2s1n%cosa(x+§) ,

) ) 1
4.Acosax =-2 sm%sm(x + E) ,

1
5.Alogax =log(1+—),
X

6.Alogl'(x) =logx .

Ispat:

l.LAa=a—-a=0.
2Aa" =a —a" =a(a-1) .
3.Asinax =sina(x +1) —sin ax = sin(ax + a) — sin ax

= sin ax cos a + sin a cos ax — sin ax

: L La. . .
= sin ax(1 — 2sin? 5) +sin a cos ax —sin ax

: . . La . .
= sin ax — 2 sin axsin o Fsinacosax —sinax

. .2 4a .a a
= —2sIn ax sin 5+251nzcoszcosax



.a a . . a
= 2sin —(cos ax cos — — sin @x sin —)
2 2
=2 singcos(ax + ﬁ)
2 2
. a 1
= 2sin—cos(x +—).
2 2

4. Acosax = cosa(x+1)—cosax = cos(ax + a) — cosax

= COS ax.cosa — sin ax.sin a — cos ax

., da ) . a a
= cos ax(1— 2sin* =) —sin ax.2 sin — coS — — cOS ax
2 2
., a ) . a a
= coSax —2cosax.sin” — — 28in ax.sin — coS — — COS ax
2 2

. a .a . a

= —2sIn—| cosax.sin— + Sin ax.cos —
2 2 2

=-2 singsin(ax +a)=-2 sin <sin a(x+ l) .
2 2 2
5. Alogax =loga(x +1)—logax
= log(ax +a) —logax
+a a(x+1)

= log(ax ) = log( )
= log(1 + l) )
x
6. AlogI'(x) =logI'(x +1) ~logI'(x) = log%
x
=1 LG log x
['(x) '

Burada I'(x+1) =xI'(x) dur.

Tanmm 2.2.1. Faktoriyel fonksiyonu (n(r)), r nin degerlerine gore asagidaki gibi

tanimlanir.

i) Eger r=1,2,3,...ise ") =n(n—-1)(n-2)...(n—r+1)
ii)Egerr=0 ise n” =1



1
iii) Eger r =—1,-2,-3,...ise n'") =
(n+D)(n+2).. n—r)

r 1
iv)Egerr¢ Zise n'") = _T+h
I'(n—r+1)

r . . - . o . . .o cee . . .
") fonksiyonur nin sadece bu degerleri i¢in anlamhdir. 1, i1, iii ve iv iin 6zel

durumlaridir [16].

2.3. Toplam Operatorii

4,B iki operator ve I birim operatér olmak iizere AB=1 ise B=A" oldugunu

biliyoruz. f(n) fonksiyonu icin AA™ f(n))=f(n) dir. z(n)=A"f(n) denilir ise
Az(n) = f(n) olur.

Buradan,

Z(n+1)—Z(n)= f(n)
Z(n)—Z(n-1)=f(n-1)
Z(n-1)-Z(n-2)=f(n-2)

Z2)-zZ() =D
Z()-Z2(0)= 1(0)

esitlikleri taraf tarafa toplanirsa

Z0r+1)=20) = O+ £)+ F )+ £ = 3 1)
elde edilir. Buradan da,

2= 2000+ 3 1)

bulunur. Z(0) keyfi bir sabit Z(1)=A"f(n) alnirsa,



A f(n)= ni:f(i) +c elde edilir.

n—

f(i)+c=F(n) denilir ise A f(n)=F(n)+c olur. A operatoriine ters fark

1
=0
operatorii ve F(n) fonksiyonuna da f(n) 'nin ters farki denir ve ¢ keyfi bir sabittir.

~

Lemma: A fark operatorii i¢in

D S AFG) = f(n)— £ (ny)

iy A, f@) =) dir[9].

i=ny

Ispat:

DS ar@) =S [fi+1-£0)]

=[/() = f=D]+[f(n =D~ f(n=2)]+ ..+ [ f(ny + D) = f(n)]
= ()= f(n).

i) A F@) =Y S -3 1)

1=n,

—rm+S 0= £y = £ ).

=n, =ny

=ny

Uyan: Bir f(n) fonksiyonun > o i¢in tanimli ise bu durumda

A=Y ) +e

n—l1

sabittir Buna gore A~ operatori A =

dir;burada ¢ bir keyfi seklinde
i=0

tanimlanabilir. f(n) fonksiyonu 7217, igin ters farki ayni zamanda bir belirsiz toplam

olarak da ifade edilebilir ve A™' f(n) veya Z:; (i) seklinde gosterilir.



f(n) fonksiyonu 721, i¢gin tanmimli ise,0 zaman f(n)in ters farki

n—l

A7 f(n) = Zf(z)+colupA]:z dir [9].

i=n, i=n,

Ornek 2.3.1.

f(n) = % fonksiyonunun ters fark ya da belirsiz toplamini bulunuz.

& i ln(n—l)

A L
() 25 %

1
=—nn-1)+c
> (n=1)
Ornek 2.3.2.
Ayricac bir sabit olmak tizere A"0=c ve A'l=n+c dir.

Teorem 2.3.1. A" operatérii lineerdir.

Ispat: o, 8 reel sayisive f(n),g(n) fonksiyonlar1 igin

A [a f(n)+p g(n)] =aA”' f(n)+ Bg(n) oldugunu gostermeliyiz

Ao f(n)+ Bg(n)] = i(af(i) +pg@) +c

—a) f0)+ gl +e
=aA” f(n)+ A "g(n) .
Uyar: A" =1 ve AA" #1 dir. Gergekten,
AF(n)= f(n) ve A f(n)=F(n)+c
AN f(n) = A(F(n) +¢)

=AF(n) = f(n)

10



AN (m)=AT(f(n+1) = f(n)
— A f(n+1)=A" £ (n)
=F(n+1)+c¢ —F(n)—-c,
=F(n+1)-F(n)+c;
=AF(n)+c,
= f(n)+c¢

Ornek 2.3.3.
A'(sindn+2cos6n) degerini hesaplayalim. Teorem 2.3.1 den,

A7 (sin4n+2cos6n)=A"sindn+2A " cos6n

1 1
4(n——=) 2sinb6(n——
__cos (n 2) (n 2)

= + +c
2sin?2 2sin3

Ornek 2.3.4.

4.5" + " fonksiyonunun ters farkmi bulunuz.

n—l1 n—l1 n—1
A(45" +") =) (45 +eM)=D 45+ €
i=0 i=0 i=0

1—5")+1—e3"+c
1-5" 1-¢

e —1 1

e-1 -1

e —1

e —1

= 4(

=5"-1+

+c

=5"+

+c

Teorem 2.3.2.

1 m—1

Z:f(i)+cln+c2

n—
m=0 i=

i) A7 f(n) =

n—1 I-1 m—

i) A7 f(n) =3 f(i)+en’ +c,n+c; dir. Burada ¢ ¢,,¢; keyfi sabitlerdir.

1=0 m=0 i=0
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Ispat:

DA ()= A (A f ()
=AY f)+e)

:nz_]mz_lf(i)—l—c,A_'l—l—cz

n—1 m—1

=22 [ +en+e,

i) A7 f(n) = AT (AT f ()

=33 )+ A n+ e, A+
=0 m= i=0

n—1 I-1 m—1

:ZZZf(i)—i-cln2 +cn+c.

=0 m= i=0

Teorem 2.3.3.

AF(n) = f(n) vea,b (b > a) tamsayilar olsun. Bu durumda
lea‘,f(i) — F(b+1)- F(a)

dir [3].

Ispat: F(n)=A"'f(n)= Zl“ (i) oldugundan.

Y FD=3 f@)+ Y f()- 3 f)

WCEWIG
— F(b+1)— F(a)

12



Ornek 2.3.5.

z i’ toplammi1 hesaplayalim

i=l1

P2 =i 4V oldugundan,

n

=

=Y (% +i")

i=1 i=1
yazilabilir.Burada £ (i) =i* +i" nin ters farki,

l'(3) l'(z)

F@)= T+7 dir. Teorem 2.3.3den,

iiz = F(n+1)— F(l)
_ [(n +D(n) | (n+D(n)(n - 1)} B [ MHOED (1)(0)}

2 3 3 2
_ (n+1)(n) N (n+D(n)(n-1)
2 3
_ n(n+1)(2n+1)
6

Diferansiyel analiz ile fark analizi arasindaki benzerlikler Tablo 2.1. de gosterilmitir.
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Tablo 2.1. Diferansiyel analiz ile fark analizi arasindaki benzerlikler tablosu [9].

Fark Analizi

Diferensiyel Analiz

Ay(n)= y(n+¢e)— y(n)

Dy(t) = 1inéw

€
Acy = cAy Dcy = cDy

Ap® = kAt Dy = k!

Afy=A(A"Yy) D'y =D(D""y)

A(ey, +¢,y,) = Ay, + c,Ay,

D(c,y, +¢,y,) =c, Dy, +c,Dy,

y(n), k ymci dereceden bir
polinom ise, A* y = sabit

vel>k+1icin A’y =0 dir

¥(t), k ymci dereceden bir
poinom ise, D" y = sabit ve
[>k+1igin D'y =0 dur.

A(yx) = xAy+ (Ey)Ax

D(yx)= xDy+ yDx

xAy — yAx xDy — yDx

2

X xEx X X

DF=fise [f=F+c

AF =fise A f=F+c

2.4. Fark Denklemleri

Bagimsiz degiskenin siirekli oldugu durumda, y(x) bagimli degiskenin degisimi
y'(x), y"(x),...tirevleri yardimiyla agiklanabilmektedir. Ancak x in (discrete) degerler
almas1 durumunda degisim tiirevler yardimiyla aciklanamaz. Bu boliimde x in tam say1

degerler aldig1 durumlarda ortaya ¢ikan ve i¢cinde sonlu farklarin bulundugu denklemler

uzerinde durulacaktir.

Ornegin y(n+1)— y(n) =2 denklemini géz Oniine alalm. Bu denklem, bir dénem
sonraki biiyiikliigii ile su andaki ybiyiikliigii arasindaki farkin sabit ve iki ye esit

oldugunu ortaya koymaktadir. Ardisik islemler sonucunda,

14



n =0 i¢in y(1) = y(0)+2
n=11i¢in y(2) = y(1)+2
n=2i¢iny(3)=y(2)+2

n=ticiny(t) = y(t—1)+2
+

¥(t) = y(0) +21
elde edilir.
Tanmim 2.4.1. n €N bagimsiz degisken ve y bilinmeyen fonksiyon olmak iizere
F(n,y(n),y(n+1),..,y(n+k))=0 (2.6)
esitligine fark denklemi denir.

Tamm 2.4.2. E=A+/loperatérii gdz oOniine alindiginda (2.6) fark denklemi
G(n,y(n),Ay(n+1),..,A"y(n+k)) =0

formunda yazilabilir.(2.6) denklemi
y(in+k)= f(n,y(n),y(n+1),.,y(n+k—1))
ya da

A y(n) = g(n, y(n),Ay(n+1),...,A"" y(n))
ya da

Afy(n) = g(n, y(n),y(n+1),..., y(n + k — 1))
formlarina, normal fak denklemi denir.

Tamm 2.4.3. Bir fark denkleminde bilinmeyen fonksiyonun mevcut en biiylik ve en

kiigiik argiimentlerinin(indislerinin) farkina o denklemin basamag: denir.

15



Ornek 2.4.1.
a, y(n)+ay(n+1)=f(n)

denklemi, (n+1)—(n) =1 oldugundan, birinci mertebeden bir fark denklemidir.

Ornek 2.4.2. &, y(n—D)+ay(n)+a,y(n+1)=g(n)
denklemi, (n+1)—(n—1) =2 oldugundan, ikinci mertebeden bir fark denklemidir.

Tanim 2.4.4. Niizerinde tanimh bir y(n) fonksiyonu her €N icin (2.6) denklemi
saglaniyorsa, o zaman y(n) fonksiyonuna N {izerinde (2.6) denkleminin bir ¢oziimii

denir. £ ymc1 basamaktan bir fark denklemi,
Y(n,y,¢,¢y,..6,) =0

veya

y=p(n,c,c,,....c,)

seklinde £ tane c,c,,...,c, € R keyfi sabit igeren ¢oziimiine genel ¢oziim adi verilir.

Genel ¢oziimden elde edilen ¢oziimlere de 6zel ¢oziim denir
2.4.1. Lineer fark denklemleri

Tanim 2.4.5. 4 (n), 4,(n),..., 4, (n) katsayilar1 ile g(n), n> n, i¢in tamiml reel degerli

fonksiyonlar ve [no, oo) = {no,no +Ln, —|—2,...} tizerinde 4, (n) = 0 olmak lizere

yin+k)y+Am)yn+k—=1)+..+A4,(n)y(n)= g(n) (2.7)

Bicimindeki bir denkleme k ymnci basamaktan lineer fark denklem denir bu denklem,

g(n) =0 oldugu zaman homojen denklem, aksi durumda homojen olmayan denklem

olarak adlandirilir. Buna gore k& yinci basamaktan /lineer homojen fark denklem

yin+k)+Am)y(n+k—-1)+..+4,(n)yn)=0 (2.8)
16



seklinde ifade edilir. Ayrica biitiin 4 (n) katsayilar1 A4 ,(n) = A4, seklinde sabitse, (2.7)

denklemine sabit katsayil1 aksi halde degisken katsayili fark denklemi denir.
Ornek 2.4.3.

y(n+2)-5y(n+1)+ y(n)=n denklemi (n+ 2)—(n) =2 oldugu ikinci mertebeden fark
denklemi, bagimli degiskenin derecesi bir oldugundan lineerdir. Dolayisiyla ikinci

mertebeden lineer fark denklemi olur.
Ornek 2.4.4.

y(n+3)-2y(n+2)+2y(n+1)-3y(n)=0 denklemi fgciincii mertebeden lineer fark
denklemidir.

Ornek 2.4.5.

Wn+2)—y*(n)=y (n+1)e" denklemi, ikinci mertebeden lineer olmayan bir fark
denklemidir.

Egerg(n) =0 ise (2.7) denklemine lineer homojen fark denklemi denir. 4y, 4 ,..... 4,

katsayilar1 sabit iseler denkleme sabit katsayili lineer fark denklemi, Ay, A4 ,...., 4,

katsayilar1 » nin birer fonksiyonu iseler denkleme degisken katsayili lineer fark

denklemi denir.
2.4.2.Birinci mertebeden fark denklemleri

p(t) ve r(t)fonksiyonlar: verilsin. p(z) #0 olsun birinci mertebeden fark denklemleri,

y(e+1) = p)y(t)=r() (2.9)
bi¢imindedir.

Ay(t)= y(t+1)— y(t) oldugunu biliyoruz. Eger 06zel olarak p(¢)=1 almirsa (2.9)
denklemi Ay(t)=r(t) oldugu gorilir. Her 1iki tarafin toplami alinirsa

y() =D r(0)+c(t), Ac()=0 olur.
17



Kolaylik i¢in, kabul edelim ki, # = a,(a +1),(a + 2),... i¢in:
u(a+1) = p(a)u(a) homojen denklemini ele alalim

u(a+2)=pla+u(a+1)= pla+1)p(a)u(a)
u(a+3)=pla+2u(a+2)=pla+2)pla+1)p(a)u(a)

n—l
u(a+n)= u(a)Hp(a + k)
k=0
bulunur. Bu ¢ozimdea+k=s vea+n=¢t almwsa k=0 i¢in, s=a dir. Her iki

denklemde a y1 yalniz birakilirsa,

u(®)=u(a)p(a)p(a+)p(a+2)..p(t-1), t —1>adir. Buradan anlasiliyor ki t>a+1

igin
a-1
[Tr)=1

dir ve burada carpim a,a +1,a+2,...,¢ —1 tarafindan yapilir. Simdi bu esitligi gdstermek

icin ¢ = g alalim,

u(a) =u(a)p(a)p(a—1)

u(@) =u@ [ ] p(s)

seklinde gosterilir.

(2.9) denkleminde y(¢) yerine y(¢) = u(t)v(t) yazilarak
y(t+1)= p(t)y(t) = (t) denkleminden,

u(t + 1)yt +1)— p(Ou(E)v(t) = r(t)

ve u(t+1) = p(f)u(f) oldugu goz dniine alnirsa
pOu)v(t+1)— p(u(t)v(t) = r(t)

18



veya
p(Ou@)[v(t+1)=v(O)]=r()

__ __r _r@® _ A (0
Av(t)_p(t).u(t): Av(t) D) = Av(?) Eu(t):>v(t) A Full)

I’(t) +c
p@O)a()

v(it)=A"

elde edilir. y(¢) =u(¢)v(¢) oldugunda

_ o @)
(@) =u@)[A Y0 +
bulunur.

Teorem 2.4.1. p(¢)# 0olmak lizere t=a,a+1,a+2,.... icin r(¢) fonksiyonu verilmis

olsun.

a) u(t+1) = p(¢).u(t) homojen denkleminin ¢éziimii

u(t)= u(a)ﬁ p(s), (t=a,a+l,a+2,..)

b) (2.9) denkleminin ¢éziimleri, ¢ bir sabit ve u(¢), sifirdan farkli bir fonksiyon

o,

= A
y(@) =u@)] O # D)

ile verilir.

(2.9) da a(t) ve r(t) fonksiyonlar: verilsin, ve 0<%, <t olsun.

Birinci mertebeden homojen olmayan fark denklemi,
y(+D—a@)y)=r()

y(to) =W
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baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii,
t—1 -1 -1

y@ =[[ Ta®ly, + 2 1] T a@lrk)
i=t, k=ty i=k+1

seklinde verilir [9].

Ornek 2.4.6.

y(t+D)—ty(t) =(t+1)!

y)=5 (=1273,..)

baslangi¢ deger problemini ¢ézelim.

Burada,

alt)=t, r@) =@+, t,=1,y,=5

y() = [ﬁi].S + i[ﬁ i(k+1)!

k=1 i=k+1

= 5[1.2.3..(t = D]+ i[(k + 1)k +2)....(t = D](k +1)!

=50 -1k i[k!(k+l)(k+2) ..... (t-D](k+1)

(t=1)!

t—1

=5 -DH (=D (k+1)

=(¢—1)![5+§(k+1)]=(r—l)![5+2+3+4+....+t]

—(-DI4+14243+4+...+1]=(-D)[4+

t.(t+1)

tt +1)]
2

— 4+ (¢t + 1)t (t_zl)! - (”21)! LAt —1)!

elde edilir.
Ornek 2.4.7.

y(E+D)—ty(t) =13

1
(1) :E

baslangi¢ deger problemini ¢ozelim. Burada, a(¢) =¢, r(¢) =¢!3'

t—1 -1 -

1 t—1 t—1

y(t):lHH [[]ik3* =l(t—1)!+2(t—l)!3k =l(t—1)!+ -1y 3
2 i=l1 k=1 i=k+1 2 k=1 2 k=1

1 3-3

PN PPN B4
==+ == DI+

2‘3]=<t—1>![%—1]
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Uyarn: Birinci mertebeden sabit katsayili
y(E+1)=ay(t)=r(r)

Denklemi ve (k) =, kosulu icin ¢oziim formiilii

y@ =[] [y + Y0 (o)

seklini alir. Ayrica r sabit olacak sekilde r(z) = » oldugu zaman da,

t
-1
a' +a—r, a#1
y(t): yO (a—l)
Vo +r(2) , a=1

bulunur [9].

Ornek 2.4.8.

Yt+1)=4y@®)+5, y(1)=1, a=4 baslangic deger problemini ¢dziimii,

t—1
y(ey=[47" |1+ 475"
k=1
-1 5 k -1 5 k
=4t—1 + 41—1 ~ — 4[—1 +4t—1 =
2 (3) "

k=1

2.4.3. ikinci mertebeden fark denklemleri

a, ve a, katsayilar1 reel sabitler ve @, #0 olmak iizere ikinci mertebeden sabit katsayili

lineer homojen fark denklemi
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Wt+2)+ay(t+1)+a,y(t)=0 (2.10)
bi¢imindedir.

Bu denklem icin A’ biciminde bir ¢dziim aramrsa A’ +aA+a, =0 bulunur. Bu

denkleme (2.10) fark denkleminin karakteristik denklemi denir. Bu denklemin

koklerine karakteristik kokler denir. (2.10) fark denkleminin genel ¢ozimi A , A

koklerine bagli olarak ti¢ farklt durumda hesaplanir.

I. Durum: 4, ve 4, kokleri reel ve birbirinden farkli ise bu durumda {i,’ , 12’} kiimesi

(2.8) fark denkleminin temel ¢oziimler kiimesidir. Yani (2.10) fark denkleminin genel

¢Ozumi

Wt)=cA' +c, A" dir. Burada ¢ Ve ¢, keyfi sabitlerdir.

Ornek 2.4.9.

y(t+2)-3y(t+1)+2y(t) =0 homojen denkleminin homojen ¢éziimiinii bulalim.
Fark denkleminin karakteristik denklemi yazilirsa,

A*=32+2=0 kokler 4, =1, A, =2 seklinde bulunur.
Buradan,

y(t)=c +¢,2

dir.

Ornek 2.4.10.

y(t+2)—4y(t+1)+3y() =0 denklemini y(0)=0, y(4)=10 sartlar1 altinda ¢6zelim.
Fark denkleminin karakteristik denklemi yazilirsa,

A* =44 +3=0kokler 4, =1, A, =3 seklinde bulunur.
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Buradan,genel ¢6ziim

y@®)=c¢1 +¢,3

. . 1
bi¢ciminde olur.Sinir sartlar1 yardim ile ¢, = e c, = % bulunur ve

7,0 =23 1)

0zel ¢ozlimiine ulasilir.

IL Durum: 4 =4, =4 olsun (2.10) fark denkleminin bir tam ¢6ziim kiimesi {ﬂ,’ , ti’}

olup genel ¢oziim y(¢) =c A’ +c,tA’ dir. ¢ ve ¢, keyfi sabitlerdir.
1 2 2 KEY

Ornek 2.4.11.

y(t+2)-2y(t+1)+ y(t) = 0 denkleminin karakteristik denklemi
A* =22 +1=0kdkler 4, = 4, =1 seklinde bulunur.
y(t)=c +c,t

IIL Durum: A =a+ifi ve A, =a—if} olsun. Burada o, € R ve 8 # 0dur.

r=ya’+p* , Hztan"](ﬁj
o
y(t)=r"(c,costf+c,sint0)
Ornek 2.4.12.
y(t+1)=-2y(t)+2y(t-1)=0

Fark denkleminin karakteristik denklemi yazilirsa,

A*=22+2=0 , kokler 4, =17 seklinde bulunur.

Buradan,

r=~N12 412 =42, 9:tan"G]:>9:45”
y(t) = (\/E)t (cl cost%+c2 sint%)
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Ornek 2.4.13.

y(t+2)+4y(t) =0 Fark denkleminin karakteristik denklemi yazilirsa,

A*+4=0 , kokler, A, =F2i seklinde bulunur.

Buradan,

r=\/272=2 ,taanl(zjzézz
0 2
y()=2' (cl cos t% +c, sin t%)
Simdi k£ ymc1 mertebeden lineer homojen fark denklemi
WEt+k)+p @Oyt +k—=D)+..+p,@)()=0 (2.11)
bi¢imindedir.

Tanm 2.4.6. ¢ (n),¢,(n),...,¢,(n) fonksiyonlar1 n>n, i¢in tanimli olsunlar. Her

n>n,>0 igin

@, (n)+c,p,(n)+...+c,¢,(n)=0 (2.12)

olacak  bigimde hepsi birden sifir olmayan ¢,c,,...,c, sabitleri varsa

1
{¢1 (n),p,(n),....,, (n)} ciimlesine n>n, lizerinde lineer bagimlidir denir (2.12)
denklemi her n > n, igin sadece ve sadece ¢, = ¢, =...= ¢, = 0 halinde saglaniyorsa, o

zaman {¢1(n),¢2(n),...,¢k(n)} ciimlesine n >n, lzerinde lineer bagimsizdir denir;

burada ¢,(1) = (¢, (1), by, (M)yrrs b () (1 =1,2,....k) dir.

Tanim 2.4.7.(2.11) denkleminin & tane lineer bagimsiz ¢Oziimiine ¢oziimlerin temel

kiimesi denir.

Tamm 2.4.8. X,(¢), X,(¢), ..., X (¢) fonksiyonlarmmn W (¢) ile gosterilen Casoratyani
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0 no . x

W(I) — det X (t:+ 1) X, (l‘.+ 1) ) . X, (l‘.+ 1)
x(t+r-1) x,@t+r-1) ... x(@+r-1

seklinde tanimlanir [9].

Teorem 2.4.2. (2.11) denkleminin X,(¢), X,(?), ..., X,(¢) ¢odziimlerinin bir temel ciimle

olusturmasi igin gerek ve yeter kosul herhangi bir #, € Z" i¢in W (z,) = 0 dir [9].
Ornek 2.4.14.
y(+3)=T7y(t+1)+6y(t) =0 fark denkleminin ¢6ziim kiimesini bulalim.

t+3-t=3 oldugundan verilen fark denklemi3 .mertebedendir. Fark denkleminin
karakteristik denklemi A°—71+6=0 yazilirsa kokler 4, =1 A, =2 ve A, =-3 olarak

bulunur.
»(@0)=1,y,6)=2",y,)=(-3) oldugundan

1 (=3) 2
) 2"1=-20(2)"(-3)" =0

1 (_3)”’2 2t+2

genel ¢oziim y(¢)=c,1' +¢,2" +¢,(-3) bigimindedir

Ornek 2.4.15.

y(t+3)+3y(t+2)-4y(t+1D)-12y(¢)=0

fark denkleminin karakteristik denklemi yazilirsa,

AP +307 —42-12=0
A =2, =-2, A, = -3 kokleri bulunur.
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1) =2 y,()=(=2), (1) =(-3)' dr.

Bu ¢oziimler {2’, (-2), 3 } bir temel ciimle olustururlar. Ciinkii onlarin Casoratyani

2 (=2 (93)

wiy=[2""  (=2)"  (-3)" [==2020
2t+2 (_2)t+2 (_3)t+2

Seklinde olup # =0 noktasinda
11 1

Wiy=12 -2 -3[=-20«%0 du.
4 4 9

2.4.4. Lineer homojen olmayan fark denklemler

k yinc1t mertebeden lineer homojen olmayan fonksiyon denklemi,

v(n+k)+pm)yn+k—=)+...+p (n)y(n)=gn) (2.13)
Burada, p,(n)#0 n>n, dir [4,9,11,21].

Bu denklemin bir 6zel ¢oziimii i¢in katsayilar1 reel sabitler olmak {izere,6nce belirsiz

katsayilar yontemi ve sonrasinda operator yontemi verilmektedir.
2.4.4.1. Belirsiz katsayilar metodu

Belirsiz katsayilar yontemine gore once (2.13) denklemine iliskin homojen

y(n+k)+pym+k—+...+py(n)=0 (2.14)

denkleminin genel ¢6ziimii bulunur. Sonra g(n) in belli durumlar1 i¢in 6zel ¢oziim

olabilecek aday ,(f) goziimleri olusturulur. Aday g¢oziimler ile genel ¢dziimdeki
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terimler karsilastirilir. Varsa, benzerliklerin yok edilmesi i¢in aday ¢6ziimler » nin en

kii¢iik kuvvetleri ile ¢arpilir. Boylece 6zel ¢oziim sekli kesinlestirilmis olur.

Tablo 2.2. Belli g(r) fonksiyonlarma karsilik gelen y,(¢) aday ¢oziimleri [9].

g(1) »,(0)
a' Aa'
t“(polinom) (4 + A +..+ 4,15
t*a'

(4 + A4 +..+ At")a'

sin ot veya cosat

Asinat + Becosat

a'sinat veya a'cosat

(Asinat+ Bcosat)a'

t*a' sin at veya t'a‘cosat (Ay, A+ +A4t")a' sinat +

(B, B, + ...+ Bit* )a' cos at

Ornek 2.4.16.

Y(t+2)=3y( +1)+2(f) =3 denkleminin genel ¢dziimiinii bulalim.
Denklemin homojen ¢oziimiinii elde etmek i¢in karekteristik denklemi,
A?—3A+2=0 bicimindedir ve kokleri,

A, =1, A, =2 olur. Homojen ¢6ziimii,

v, =cl +¢,2

bi¢imindedir.

Temel Kiime = {l, 2’}

Belirsiz Katsayilar Kiimesi = {3'} = y, (1) = 43, y,(t+1)= 43", y,(t+2)= 43"
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1 1
A==,y ()==3"
5 »,(0) 5

y@)=y,O+y,@®)=c +¢,2 +%3t

bulunur.

Ornek 2.4.17.

Wt +2)=5)(t+1)+6)(t)=2" denklemin genel ¢oziimiinii bulalim.
Bu denklemin homojen ¢6ziimiinii elde etmek i¢in karakteristik denklemi
AP =51+6=0

bi¢imindedir ve kokleri A, =2, 4, =3 diir.

»,0)=¢2"+¢,3

Temel Kiime = {2’ , 3’}

Belirsiz Katsayilar Kiimesi = {2’}

Yeni Belirsiz Katsayilar Kiimesi = {t2’}

y,t)=Ar2", y, (t+1)= A(t+1)2"", y,(t+2)= At +2)2+

| |
A=—= .,y ()=—=12" =—2"
5 y,(®) 5

(@) =y, +y,)
=¢2 +¢,3 -2

bulunur.
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2.4.4.2 Operator Metodu

Sabit katsayili lineer homojen olmayan fonksiyon denklemlerinin 6zel c¢oziimlerini

bulmak i¢in L(E) operator yontemi verilecektir.
L(E)y(t) = F (1) (2.15)

veya V(t+Kk)+p,@OyE+k=D+...+p (O)y()=F(t) bigiminde sabit katsayili lineer

homojen fonksiyon denklemi verilsin (2.15) denkleminin bir 6zel ¢6zimii,

y,,(t)—L(E) F(2) (2.16)

dir. Belli F(¢) durumlari i¢in (2.16) hesab1 asagidaki teoremler ile verilecektir [9].

Teorem 2.4.3: Eger F(£)=a' (aeR) ve L(a)#0 ise

t

(t)= Y
Y, —L(E) —L(a) dir [9].

Teorem 2.4.4: F(¢),: ye bagh bir fonksiyon olmak tizere

aF@t) =d

1 1 ,
y,,(t)=L(E) 1(aE) F(¢) dir [9].

Sonu¢ 2.4.5. F(t)= P(¢t) olsun; burada P(¢),m inci dereceden bir polinomdur. Bu

durumda,
E P(t) = L(l 5 P(t)= (?+bA+bA +...+b,A™) P(t)
L 4@y =d—— Pay=d —— P(1
L(E) - L( L@E) " L(a+ah)
=a’(L(a)+b,A +b,A>+...+b A™) P(7) dir [9].
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Teorem 2.4.6: L(a)=0 ve

UE)=(E-a)"WE), h(a)#0 olsun. Bu durumda,

1 t—m_m
)= a' = dir [9].
¥, B wam P
Ornek 2.4.18.

y(t+2)—y(t+1)-2y(t) =6 fark denklemini ¢ozelim.

! 6=( ! +bA+bA+..)6, y,(1)=-3

(E —E—2)y(t):6:>y,,(l‘)=(Ez_E_z) L(1)

y®) =y,O+y, () =¢,(=1) +c,2" -3
Ornek 2.4.19.

Wt+2)-5)(t+1)+6)(t)=3 fark denklemini ¢ozelim.
(E*~SE+6)y(0)=3 = 4, =2.1, =3, L(E)=(E—a)"h(E)

»,0)=¢2"+¢,3

y, (= 3", L(3) =0 oldugunda Teorem 2.5.4 den,

E*-5E+6

L(E)=(E-2)E=3)=(E—a)"h(E)

atfmtm
h(a)m!
t—1
3 ! — t3t71
B-21!
y@) =y, @0+,

=¢2 +¢,3 +13"

v, (@)=

v, (@)=
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Ornek 2.4.20.

YWt+2)—4y(t+1)+4y(t)=2' fark denklemini ¢dzelim.

»(O=(q +ct)2'

L
(E-2)
2t72 t2 2t tz
T
)=y, +y,@)

2't

v, ()=

2
=(c, +c,t)2' +

Ornek 2.4.21.
Wt+2)=Ty(t+1)+12)(f) =4" fark denklemini ¢dzelim.

(E*=TE+12)y(t) =4
karakteristik demklemin kokler,
A =31 =4

»,0)=¢3+c,4

1
t)=—————4", L(E)=0 oldugund
y,(0) (E_3)(E_4) (E)=0 oldugunda

L(E) = (E - 4)h(E),h(E) = E -3

1
v, (1) =m4

_ 471 g
h(4)m!
y@®) =y, +y,

=¢3 +c, 4 +t4"
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Ornek 2.4.22.

(E =3)(E —4)y(n) = (3—2t+1*)6' denkleminin bir 6zel ¢oziimii

1 2t
yp(t) —m(:;—zt‘i‘t )6

biciminde yazilabilir. Teorem 2.5.2 den,

1
(6E —3)(6E — 4)

y,(0)=6 (3-2t+1%)

ve £E=1+A dan,

y,0)=6" (3-2t+¢")

14+ 5A +6A°

1
elde edilir.Simdi —————— ifadesi
1+5A +6A I+y

kesrine benzetilerek seriye acilirsa,

Y, () =6"[1-(5A+6A%)+ (5A+6A’) |3-2t+77)
=67 [1-5A+19A%) |3-2t +7")
=67 (4612t +1%)

0zel ¢Oziimii bulunur.
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3.BOLUM

HOMOTOPIi ANALiZ METODU

3.1 Homotopi Analiz Metodu

Homotopi kavramu ile Taylor serisini birlestiren ¢6ziim serilerinin yakinsaklik bolgesini
ve hizin1 kontrol altina almamizi saglayan Homotopi Analiz Metodu (HAM) 1992 de
Shijun Liao tarafindan ortaya konmustur [23-38]. Homotopi Analiz Metodu, Adomian
Ayrisim Metodu, Lyapunov Yapay Parametre Metodu, 6-Ac¢ilim Metodu gibi dnceden
verilen pertiirbatif metotlarin1 birlestirerek genel bir ¢6ziim yontemi sunar. Homotopi
Analiz Metodu lineer ve lineer olmayan denklemlerin ¢oziim serilerini elde etmek i¢in
kullanilan yar1 analitik bir yaklasimdir. Bu metotla cebirsel denklemler, adi diferansiyel
denklemler, gecikmeli diferansiyel denklemler ve benzeri denklemlerin ¢6ziim serilerine
fiziksel parametrelerden bagimsiz olarak ulasilabilir ve yakmsaklik bolgesi ve hizi

kontrol altina alinabilir.

Homotopi Analiz Metodu, Homotopi Perturbasyon Metodunda oldugu gibi topolojinin
temel kavramlarindan homotopiyi kullanarak ele alinan problemin baslangi¢ sart1 veya
sinir sartlarindan tam ¢oziime gotiiren siirekli ve srali bir doniisim elde etmemizi
saglar. Bu tiir bir stirekli doniisiimii, olusturmak i¢in yardimc1 lineer operator ile ¢oziim
serisinin yakisakligini kontrol altina almak i¢in yardimc1 parametre kullanir. Bu metot
baslangic yaklasimi ve yardimci lineer operatorlerin se¢iminde serbestlik saglar.
Homotopi Analiz Metodu yardimiyla zor bir lineer olmayan problem ¢ok daha basit alt

problemlere doniistiiriilerek her bir alt problemin ¢oziimiiyle ¢6ziim serisi olusturulur.

Bilindigi gibi bu yontemler, 90’l1 yillarda ortaya ¢ikan yontemler olup temelde seri
cOzlimlere dayanirlar. Coziimlerin seri seklinde olmasi ve bazi durumlarda ¢6ziimlerin
kapali formlarinin elde edilebilmesi, bu yontemleri farkl: dallarda calisan bilim adamlar1
arasinda popiiler kilmis ve ¢oziimlerin farkli yorumlarmin yapilabilmesini saglamistir.
HAM lineer ve lineer olmayan Fredholm integral denklemlerin de uygulanabilmekte ve
basarili bir sonuclar vermektedir. Bu tezde coziilen problemlerin literatiirde analitik

metotlarla ¢oziimleri olmasma ragmen, bu ¢dziimlerin analizinin yapilmast miimkiin
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degildir. Burada kullanilan yaklasimlarla, elde edilen literatiirde mevcut ve yeni

coziimlerin, analizlerinin yapilmasi saglanmistir.
Ornegin asagidaki lineer olmayan cebirsel denklemi gz dniine alalim;

N[f(@®)]=0,teR (3.1)
burada N lineer olmayan bir operatér olmak tizere (3.1) denklemi bazi baslangic

degerleri ve sinir kosullarina bagh bir lineer olmayan denklemdir.

f,»/fin bir baslangi¢ yaklasimi ve ¢q <[0,1]homotopi parametresi olmak iizere

asagidaki homotopiyi kuralim.

H(¢(t:9); 1, (0), H(2), h,q] = (A= q)L[$(t; q) = [, ()] = qiH (1) N[$(2;9)]] (3.2)

Burada 72 #0 yakinsaklik kontrol parametresi, H (¢) yardimei fonksiyon, g € [O,l]olan
¢Oziim igin bir baslangi¢ yaklasim parametresi, f, () baslangi¢ veya sinir sartlari, L

lineer operator ve N lineer olmayan bir operatdrdiir. Simdi (3.2) homotopisin sag

tarafini sifir yapalim,

(A=q)L{p(t;q) = [, ()] = gnH (t)N[(;9)]] (3.3)
Denklem (3.3) sifirinci dereceden deformasyon denklemi olarak bilinir. Burada ¢ =0
alinirsa,

Lig(t;0) = fo ()] =0 (3.4)

olur ve ¢(¢;0) baslangi¢ sarti1olan f; (¢) ye esit olur.

¢(1;0) = f,(2) (3.5)

g =1 alinirsa, (3.1) denklemi

N[¢(t:1)]=0 (3.6)

olur. Bu bize ¢(z,1) in (3.1) denkleminin sinir sartin1 saglayan f(z) ye esit oldugunu

gosterir.
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;1) = f(1) (3.7)

(3.5) ve (3.7) gosterir ki ¢,0 ile 1 arasinda degistikce ¢(z;q) nin, f,(¢) den

problemin ¢6ziimii olan f'(¢) ye ulastigini gosterir.

f(¢) nin m. mertebeden Taylor serisine a¢ilimi yapilirsa,

S0 =i,%qu> (3.8)
m! 0Oq 40
bulunur,
$(6:0)=9:0) 4 —TXED o 1y 3 10 (39)
m!  0Oq 40 —

elde edilir. Burada f, (¢) in seri olarak hesaplanmasi ¢ok 6nemlidir. f (z) yi, seri

olarak hesaplamak i¢in (3.3) denkleminde g ye gore tiirevi alinirsa,

(1-q)L (%;q)j—w(z;q)—mn) — hH (N[ (1:)]

+ qhH(t)%(qt;q)] (3.10)

yazilabilir [25]. (3.10) denkleminde ¢ =0 almirsa ve (3.5) nin sonucu olarak (3.8)

denklemini verir.

LLf (O] = rH(O)NL £, (1)] (.11

Burada m>2 i¢in asagidaki denklemi Onerilir [4].

35



(I- q)L(MJ L [MJ | (LT
oq" oq" 27"

0" N|o(t;
+qhH (t)—a[¢,§ 2] (3.12)
Bu denklemin ispat1 tiimevarim yontemi ile kolaylikla gosterilebilir.
(3.12) denkleminde g =0 aliir ve her iki tarafi m! e boliniirse,
1 2"9(9) |
' oq" m-l :
a-grL|™ A _ hH (1) —— O N[f_(f’q)” (3.13)
1 () (m-Dt o™ |,
m—1
| (m=1)! 0oq o
Buradan m>2 i¢in,
1 "'Nig(t; )]
LU, 0~ £, 0] = () ——— | (3.14)
(m-1)! &g -
yazilabilir.
0, m<l1
K = (3.15)
1, m>1

olarak tanimlanirsa (3.11) ve (3.14)’ iin sonucu olarak m inci mertebeden deformasyon

denklemi,

1 3"'Ng(t:q) (3.16)
(m-1)!  og"" |

olur. Bu denklem m >1 i¢in gegerlidir.

L[ £, (= XS O] = RH (0)

‘q:O

(3.16) denkleminde denklemin sag tarafi f(¢#) ye bagl oldugu aciktir. m in artan
kuvvetlerine gore f (1) ¢Oziimleri elde edilir ki bu m inci mertebeden deformasyon

denkleminin ¢oziimiine esittir ve
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1 0"'N[g(t;q)| (3.17)
(m-1)!  og"" |

Jo®© = 2, SO+ L RH (D)

q=0

olarak yazilir. Burada L', L lineer operatoriiniin ters operatoridiir.

£,O=2 4,0 G.18)

olur. (3.1) denkleminin ¢6ziimii ,

F@O=4D = /10 = lim 1,0 (3.19)

olur [25].
3.2 Lineer fark denkleminin deformasyon denklemi

Bu boliimde Homotopi Analiz Metodu degisken katsayili lineer fark denklemine
uygulanacaktir [22].

S Ry +k)=f(x) . k20, keN (3.20)

k=0

Bu denklemde, P (x) degisken katsayilar, bagimsiz degisken x in bilinmeyen

fonksiyonu u(x) dir. u (x), u(x) ¢oziimiinin baglangi¢ tahmini,

m-1
[ai’ky(a+k)+bi,ky(b+k)+ci’ky(c+k)]=,ui ,i=0,1,...,m-1,a<x,c<b

k=0
sinir kosullar1 olsun.

N[p50)]= 2 P+ )= £ ()

Denkleminde ¢ =0 daha sonra bulunacak olan bilinmeyen fonksiyondur.

u,(x) (3.20) denkleminin baglangi¢ tahmini, 7% =0, yakinsama kontrol parametresi,
H(x)# 0 yardimci fonksiyonu ve L lineer operatorii gostermektedir. Bu fonksiyon ve
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parametreler homotopi analiz metodunu yakisama bolgesini ¢oziim i¢in kontrol etmede
ve ayarlamada Onemli bir rol oynar. Liao, ¢ e[O, 1] gdmme parametresini sifirinci

mertebeden deformasyon denklemini

(1-q)L[$(x;9) —uy(x)] = ghH (x)N[(x;9)] (3.21)

olusturmak i¢in kurmustur [25]. Burada

J m-1

N[#(x:)] =9 ()= D> B ()P (ax+ )+ f(x) (3.22)

j=1 k=0
olmak iizere,

(3.21)’de g =0oldugunda sifirmc1 mertebeden deformasyon denklemi (3.20),

#(x;0) = u,(x) olur ve g =1oldugunda ise sifirmc1 mertebeden deformasyon denklemi
(3.20), L[¢(x;1)]=0 olur. g, 0 dan 1 e degistike ¢(x;¢) nun ¢dziimii ilk tahmin olan
u,(x)dan u(x)e degisir. Bu durumda, [¢(x;1)] (3.20) lineer fark denkleminin kesin

coziimiidiir. @(x;q) yu g ya gore Taylor serisine agilirsa,

P(x;9) = ug () + D q"u,, (x) - (3.23)
m=1
Buradan,
1 0"¢(x;
u,(x)= —M elde edilir. Yardime1 lineer operator L, ilk tahmin fonksiyonu

mloq" |
u,(x), h yardimci parametresi uygun bir sekilde segilirse ¢ =1 de ¢(x;q) 'nun kuvvet

serisi (3.23) yakmsaktir ve buradan asagidaki ¢6ziim serisi

u(x) =uy(x)+ z u, (x) (3.24)
m=1
elde edilir. Burada y (x)terimleri, yiiksek mertebeden deformasyon denklemi ile elde

edilir.Simdji,
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U= {uo (x),u,(x),...,u, (x)} (3.25)
vektorii tanimlayalim ve (3.21) denklemini gdmme parametresi g ya gore m defa tiirevi

alinirsa ve g = 0 alinarak m! bdliinlirse m ninci mertebeden deformasyon denklemi

L [um x)—x,u, (x)] =hH(x)R, (u, ,,x) (3.26)

olarak bulunur. Burada,

0, m<1,
2=t (3.27)
1, m>1
veE
B} 1 0"'N[g(x;9)
R, (%)= , [,,,1 ]| (3.28)
(m—-1)! oq ‘q:O

dir [18]. Liao nun, doktora tezinde belirttigi ¢6ziim ve katsayr kurallarina uymak icin,

yardimc1 fonksiyon H(x)=1 olarak belirlenir. Burada denklem fark denklemi

oldugundan L yardimc1 operatorii, fark operatorii olarak beirlenir.

Bu sayede (3.26) yiiksek mertebeden lineer deformasyon denklemi ile

u, (x),u,(x),...,u, (x) elde edilir. m inci mertebeden u(x) yaklasimu,

U(x) = Zum (x) (3.29)

olur.

Deformasyon denkleminin seri ¢oziimlerinden elde edilen y (x) lerin toplami olan
U(x) ¢oziim serisinin (3.29) denkleminin analitik ¢6zlimiine yakinsamasini saglar ancak
burada uygun bir % yakinsaklik kontrol parametresi belirlemek gerekir. Burada 7
parametresi U (0,%), U (0,h) veya U (1,h), U (1,h)  tiirev grafikleri ¢izilerek
grafiklerin yatay eksene paralel oldugu aralikta secilir. Bulunan uygun # yakinsaklik

kontrol parametresine bagli olarak elde edilen ¢oziim serisinin problemin gercek

cOzlimiine yakinsaklig1 kontrol altina alimmaya c¢alisilir [8].
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4.BOLUM
UYGULAMALAR

Bu boliimde, lineer ve lineer olmayan fark denklemlerinin Homotopi Analiz Metodu ile

¢Oziimleri incelenecektir.

Ornek 4.1.
y(x+ D-y(x)=e", 0<x<1

yej =1 (4.1)

baslangi¢ deger problemini ele alalim [6,8,14]. Bu problemin tam ¢oziimii,

ex—\/g

e—1

y(x) = +1 (4.2)

dir. Oncelikle m ninci mertebe deformasyon denklemini yazalim,

L[3,X) = 2,3 ()] = RH()R, (3, ,(x)) (43)

denklemi gereklidir. Burada,

Y, (0) = {3, (0, 21 (2),, 3, (0} (4.4)
A\
R, (3,40 =3, 4D =3, ()= (1= 7,)€’ (4.5)

olarak tamimlanir. Burada, y,

1% = = 46
A=V, ms1 7 TERNT (46)
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bi¢iminde, fark operatorii ,
Ayn :yn+l _yn (47)
ve ters fark operatorii de
n-1
Ay, =c + Z Y, (4.8)
i=1
olarak tanimlanir. L lineer operatorii asagidaki gibi secersek,

L[yn]:Ayn :yn+l _yn (49)

V) = 2o ¥ms ()l + 3 (s (e D)= 3, ()= (U= 7,)¢°)] (4.10)

i=1

bulunur. Burada baslangic yaklasimi olarak y (x)=1 segilirse, (4.10) denklemi

bilgisayar programlar1 yardimi ile ardisik olarak hesaplanarak asagidaki gibi elde edilir:

yo(x:h)zl
ety == e
e— e—1
2 x 2 X
yz(x,h)z—he +eh _he +2hc]+—eh
e—1 e—-1 e-1 e—1
3 x 3 2 x 2 X
y3(x,h)=—he efi _2he 2eh _he 3he, + eh
e—1 e-1 e-1 e-1 e-1 e—1
4 x 4 3 x 3 2 x 2 X
y4(x,h)=—he +eh _3he +3eh _3he +3eh _he 4l + eh
e—1 e-1 e-1 e-1 e-1 e-1 e-1 e—1

Bu sekilde, U, (x,h) = z v,(x,h) ¢Ozimii bulunur. Eger m =10 almirsay (x,7) elde

n=0

edilir ve ¢ozlim serisi
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y(x) = Uy, (x, 1) (4.11)
seklinde bulunur. Burada uygun 7 parametresi belirlemek gerekir. 7 mn uygun araligini

bulmak i¢in, U,y (1L,7) ve U, (1, /) grafikleri gizilerek; Sekil 4.1 deki U, (1, %)
ile U}, (1, 71) grafiklerinin x eksenine paralel oldugu aralik géz éniine alinirsa 7 mn
[—1.6, —0.4] araliginda olmas1 gerektigini goriiliir. x € [0, 1] araliginda en kiiciik hatay1

bulmak i¢in segilebilecek en iyi 7, yakinsaklik kontrol parametresinin, matematik

programlari kullanilarak hesaplamalar yapildiginda 7% =-0,990 bulunur.

5 L
45 Uro (14) ;
g , 5
= 3r == Uy @ ]
= i ]
2r ]
'&: el e i B
‘:/ ’f N\
= 1 [ I, \\ ]
- L ) \
[ ' \
r I} \
0 ' \ ]
L ’ ‘
r 1 \
_1 1 L L | | L L | | L [ | P [
-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0
h

Sekil 4. 1. (4.1) probleminin 7 egrisinin grafigi

h=-0,990 icin,

Up(x)= 3 3, (%) 4.12)

¢Ozilim serisi (4.12) hesaplanarak yaklagik ¢6ziim hata fonksiyonu

e —e
e—1
olmak tiizere, hata tablosu Tablo 4.1 de elde edilir. Hata fonksiyonu grafigi Sekil 4.2.

| Ulo(xah) -

+1] (4.13)

gibidir.
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Tablo 4.1. (4.1) probleminin hata tablosu

ex—\/e U, (x,71)— y(x)
i X, y(x) = = +1 hUZIO_()(;’;gO |Mlt(¢)tlak Hata |
0 0 0.6224593312 0.6224593312 3.775406688x10™"
1 0.1 0.6836663558 0.6836663558 3.163336442x107"
2 0.2 0.7513105793 0.7513105793  2.486894207x10""
3 0.3 0.8260690079 0.8260690079  1.739309921x107'
4 0.4 0.9086898491 0.9086898491 9.131015091x107**
5 0.5 1.000000000 1.000000000 0
6 0.6 1.100913323 1.100913323  1.009133233x107'
7 0.7 1.212439793 1.212439793  2.124397935x10™"
8 0.8 1.335695605 1.335695605  3.356956049x107"
9 0.9 1.471914343 1.471914343  4.719143432x107"
10 1 1.622459331 1.622459331  6.224593312x10™"

Absolute Error

Sekil 4.2. (4.1) probleminin hata fonksiyon grafigi.

Ornek 4.2.

2y(x+ 1)-y(x) =1,

y(0)+ y(lj =2

2

1<x<L2

(4.14)

Basglangi¢ deger problemini ele alalim [8,15]. Bu problemin tam ¢6ziimii,

y(x) =21
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dir. Oncelikle m ninci mertebe deformasyon denklemini yazalim,

L[3, = ZuPua | = BH[x,t] R, (F,) (4.16)

denklemi gereklidir. Burada,

Y20 = {0, 3, @)y, (D)}

ve

R, (j/mfl (x)) =2y (x+D)-y, ,(x)- (1 — X ) (4.17)

olarak tamimlanir. Burada, y,

T (4.18)
O PO T e '

bi¢iminde, fark operatorii ,
N, =Yoi =V, (4.19)
ve ters fark operatorii de,
n-1
Ay, =c + Z v, (4.20)
i=1

olarak tanimlanir. L lineer operatorii (4.9) denklem gibi secersek,

Y (X) = 2 Vua (X) + Tl + §(2ym_1 (x+ D=y, ()= (1= x,))] (4.21)

i=1

bulunur. Burada baslangi¢ yaklasimi olarak y (x) =0 secilirse, (4.21) denklemi

bilgisayar programlar1 yardimi ile ardisik olarak hesaplanarak asagidaki gibi elde edilir:
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Yo(x, ) =0

v, (x,h) =h—hx+ hc,

2 2.2
v (xh) = h+ i —hx—%—h al

+2he, — We, + I xe,

wx

3
DGR = At 20+ I = x+ e~ =T 3he —3e — e,
6
2 1 3 1 3.2
+3h" xc, +§h xc, +§h x“c
3 x N W x N 13h*x B 30 x° 350 x?
2 12

v, (6, h) = h+30" +3h° + h* —hx — —3nx* -

nx B Th'x® B htx*

2 12

+4he, —6h’c, —4h’c, —h'c, + 6’ xc, + 2h’xc, —%h4xc] +

1
21xc, + h'x’c +gh4x3c]
¢Oziimleri bulunur.

Bu sekilde, U, (x,h) = z v,(x,h) ¢Ozimii bulunur. Eger m =10 almirsay (x,7) elde

n=0

edilir ve ¢ozlim serisi

y(x) = Uy, (x,7) (4.22)
seklinde bulunur. Burada uygun 7 parametresi belirlemek gerekir. 7 m uygun araligini

bulmak i¢in, U[,(0,7) ve U (0,71) grafikleri ¢izilerek; Sekil 4.3 deki U}, (0,7) ile
U (0,71) grafiklerinin x eksenine paralel oldugu aralik gdz Oniine alinirsa 7 1n
[—1, —0.3] araliginda olmasi1 gerektigini goriiliir. x e [0,1] araliginda en kiiciik hatay1

bulmak igin segilebilecek en iyi 7, yakinsaklik kontrol parametresinin, matematik

programlari kullanilarak hesaplamalar yapildiginda 7% =-0,740 bulunur.
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6 1
k 1
L ‘l _
L Ut 0.7)
s Yy .
S I \ -=- Uiy O
SN
2+ \
< L \
= L \
= \
0 j \\ ’ PR \\
L \~ -------------------- ‘
\
r \
) . | . | | i
-1.5 -1.0 -0.5 0.0
h
Sekil 4.3. (4.14) probleminin 7 egrisinin grafigi
h=-0,740 icin,

U (@) = Y0, ()

(4.23)

¢cOzilim serisi (4.22) hesaplanarak yaklasik ¢6ziim hata fonksiyonu

| Uy (x) +2" -1

olmak iizere,

Tablo 4.2. (4.14) probleminin hata tablosu

(4.24)

i X y(x)=-2"+1 Ujp(x) |U10(x)_y(x)|
i h=-0.999

0 0 -1.000000000 -1.000000260 2.600410053x107
1 0.1 -0.8660659831 -0.8660664762 4.931754901x1077
2 0.2 -0.7411011266 -0.7411016429 5.162911310x107
3 0.3 -0.6245047927 -0.6245051628 3.701175060x107
4 0.4 -0.5157165665 -0.5157166613 9.481115214x107°
5 0.5 -0.4142135624 -0.4142133023 2.600410053x107
6 0.6 -0.3195079108 -0.3195072873 6.234593968 %107
7 0.7 -0.2311444133 -0.2311435251 8.882929647x1077
8 0.8 -0.1486983550 -0.1486974623 8.926527923x107’
9 0.9 -0.07177346254 -0.07177306609 3.964476542x107
10 1 0

—9.482563887 %107’

9.482563887x1077
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hata tablosu elde edilir. Hata fonksiyonu grafigi asagidaki gibidir.

8.x1077 | I
E 6.x107 | ]
m
S 4x107 | |
_{D b 4
2.x10°7 | ]
O ; 1 1 1 1 1 |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
f
Sekil 4.4. (4.14) probleminin hata fonksiyon grafigi.
Ornek 4.3.
x+Dy(x+D)—-xy(x)=x, 1£x<2 (4.25)

y() =1
Baslangic deger problemini ele alalim [22]. Bu problemin tam ¢6ziimii,

2—x+x’
y(x)= T (4.26)

dir. Oncelikle m ninci mertebe deformasyon denklemini yazalim,

Llu, — x,u, | =hH[x,t]R, (u,.,) (4.27)
denklemi gereklidir. Buradan,

Y20 = {0, 1, @)y, (D)}

\
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R,(9,.(0))=G+Dy, (x+)—xy, ,(x)-(1-x,)x (4.28)

olarak tamimlanir. Burada, y,

0, m<1
K = , H[x,t]=1 (4.29)
, m>1

bi¢iminde, fark operatorii ,

Ayn :yn+l _yn
(4.30)

ters fark operatorti,
n-1

Ay, =¢ +Zyn (4.31)
i=1

olarak tanimlanir. L lineer operatorii (4.9) denklem gibi secersek,

Y (X) = 2 Vs (%) + T, + mz (G +Dy, (x+D=xp, ()= (1-7,)x] (4.32)

i=l1

bulunur. Burada baslangic yaklasimi olarak y (x)=1 segilirse, (4.32) denklemi

bilgisayar programlar1 yardimai ile ardisik olarak hesaplanarak asagidaki gibi elde edilir:

Yo(x,n) =1

3 hx’
y,(x,h) = —h+7—7+hc,

2 2.2 2.3
by = —h 42 g I I WX ke Che +hixe
2 2 2 2 1 1 1
3hx hix’ 3y’ B R xt

Vs (x,h) =—h+7—2hzx—7+3hzx2 —x* X + + 3hc,

—3h’c, +3h’xe, —h'xe, + ' x’c,
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3hx hx? 9n’x?

2.3 3.3
y4(x,h):—h+7_3h2x_7+ 3h™x +9hx

2

—3Wx - —h*x’

B 3R x? N 3h*x* B atx’

+4he, —6h°c, + 6h’xc, — 4’ xc, + 4’ X ¢,
2 2

4.2
—h'x’c, +h'xq

¢Oziimleri bulunur.

Bu sekilde, U, (x,h) = z v,(x,h) ¢Ozimii bulunur. Eger m =10 almirsay (x,7) elde

n=0

edilir ve ¢Ozlim serisi,

y(x) = Uy, (x, 1) (4.33)
seklinde bulunur. Burada uygun 7 parametresi belirlemek gerekir. 7 mn uygun araligini

bulmak icin, Uj,(1,A) ve U, (L7) grafikleri cizilerek; Sekil 4.5 deki U (L%) ile
U (1,h) grafiklerinin x eksenine paralel oldugu aralik gdz oniine almmrsa 7% 1n
[—1,5,—0.2] araliginda olmasi gerektigini goriilir. x [1,2] araliginda en kiiciik hatay1

bulmak igin segilebilecek en iyi 7, yakinsaklik kontrol parametresinin, matematik

programlari kullanilarak hesaplamalar yapildiginda 7% =-0,666 bulunur.
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Sekil 4.5. (4.24) probleminin 7 egrisinin grafigi
h=-0,666 i¢in,

Uy () = 210, ()

(4.34)

¢cOzilim serisi (4.32) hesaplanarak yaklasik ¢6ziim hata fonksiyonu

| Ulo(x)_ 2x

olmak iizere,

2—x+x°

(4.35)

Tablo 4.3. (4.24) probleminin hata tablosu

2
P ) Uyo() U0 3(x)
i 2x h=-0,666

0 I 1.000000000 1.000000000 0

1 1.1 0.9590909091 0.9590909856  7.645992327x10°®
2 1.2 0.9333333333 0.9333333404  7.104701331x10 °
3 1.3 0.9192307692 0.9192307694 1.530280715x10 "°
4 1.4 0.9142857143 0.9142857143 1.708127048x10 "
5 1.5 0.9166666667 0.9166666667  8.333333333x10 *
6 1.6 0.9250000000 0.9250000000 1.106877749x10 "
7 1.7 0.9382352941 0.9382352942  1.007059033x10 '°
8 1.8 0.9555555556 0.9555555598  4.285300509x10 °
9 1.9 0.9763157895 0.9763158305 4.106464740x10 ®
10 2 1.000000000 1.000000000 0




hata tablosu elde edilir. Hata fonksiyonu grafigi asagidaki gibidir

L4x1077 F

1.2x1077 | ]

1.x10~7 : Absolute Error

8.x1078 1 ]

6.x1078 | ]
4.x1078 | -

2.x1078 | ¥

0 ; L L L L L L L L L L L L L L L L L L L ;
1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

Sekil 4.6. (4.24) probleminin hata fonksiyon grafigi.

Ornek 4.4.

y(x+2)-5y(x+1D)+6p(x)=2", 1<x<L2
y(0)=2, y1)=2

Baslangic deger problemini ele alalim [15,16]. Bu problemin tam ¢6ziimii,

y(x)=2""(-1-x)+2.3""
dir. Oncelikle m ninci mertebe deformasyon denklemini yazalim,

L[.)_}m - Zm.)_}mfl ] = hH[x’ t] Rm (J_;mfl )
denklemi gereklidir. Burada

Y, () = {1, (x), ,(x),..., , (x)}
Ve

R, (3,1 (0)=5,,(x+2)=53, ,(x+D+63,,(x)-(1-x,)2"
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olarak tamimlanir. Burada, y,

B 0, m<1 H[ t]— 441
O P e (44D

fark operatorii ,

Azyn = yn+2 _2yn+1 +yn (442)
ters fark operatorti,

-
A'zyn =c tcon+

J-l
J=li

v, (4.43)

i=l1

olarak tanimlanir. L lineer operatorii asagidaki gibi secersek,

L[yn] :Ayn :A(ynH _yn):yn+2 _2yn+l +yn (444)

P(¥) = 2,31 () + Hleyx + ¢, + Z[ZR (7 (x))} (4.45)

j=1] i=l

bulunur. Burada baglangi¢ yaklasimi olarak y,(x) =0 secilirse, (4.45) denklemi

bilgisayar programlar1 yardimi ile ardisik olarak hesaplanarak asagidaki gibi elde edilir:
Vo(x,h)=0
» (X, 1) ==2"h+2hx + hc, + hixe,

31k x 2h%x°

y,(x,h) = =21 — 67> + 27x + —SHx +

+2hc, + 2R°c,

1
—3n’xe, + hx’c, —3h’c, + 2hxc, +3—hzxc2 —éhzxzc2 +lf12x3c2
6 2 3
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621’ x N 10947 x 1487 x*

15

—10R°x" -

y,(x, 1) = =2 R — 121> — 367> + 2hx +

2.3 3.4 3.5
S g 21X h;f +3he, +6l7c, + 121 c, — 9 xc,

—%ffxc] +30°x’¢, +7—67h3xzc] —§h3x3cl +éh3x4cl —-97°c, —18h’c,

+ 3hxc, +£hzxc2 +54—7h3xc2 —Ehzxzc2 —7—4h3x202 +h’xc,
2 15

5 1
+ 70X, - =W x'c, + —h'xc,
6

coziimleri bulunur. Bu sekilde, Um(x,h)=z v, (x,h) ¢Oziimii bulunur. Eger m =20

n=0

almirsa y, (x,7) elde edilir ve ¢oziim serisi,

Y(x) = Uy (x,11) (4.46)
seklinde bulunur. Burada uygun 7 parametresi belirlemek gerekir. 7 m uygun araligini

bulmak i¢in, U,(LA),U,(Lh) ve Uy (LA) grafikleri gizilerek; Sekil 4.7 deki
U,,(L7),U, (L7 ve Uy,(1,7) grafiklerinin x eksenine paralel oldugu aralik gz dniine
alinirsa 7 m [—0.3, —0.05] araliginda olmasi gerektigini goriilir. x [1,2] araliginda en

kii¢iik hatayr bulmak i¢in secilebilecek en iyi %, yakinsaklik kontrol parametresinin,

matematik programlar1 kullanilarak hesaplamalar yapildiginda 7% =-0,289 bulunur.
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-0.5

-1.0

h=-0,289

igin

0.5F

0.0

Uy (1,1
Uso (1,7

Ufp (1,5

o e e -

Un () = 22, ()

¢cOzilim serisi (4.44) hesaplanarak yaklasik ¢6ziim hata fonksiyonu

-0.3

Uy (1) =27 (1-2) 423

olmak tizere.

-0.2

—0.1 0.0

Tablo 4.4. (4.34) probleminin hata tablosu

0.1

Sekil 4. 7. (4.34) probleminin 7 egrisinin grafigi

(4.47)

(4.48)

i X, y(x) =2""(=1-x)+2.3"" hU_20_(3)289 |U20 (x)— y(x)|

0 I 0 0 0

1 1.1 -0.01847792326 -0.01847724789 6.753678587 x107’
2 1.2 -0.03567450176 -0.03567326623 1.23552847x10°
3 1.3 -0.05085381006 -0.05085193136 1.878700831x10°
4 1.4 -0.06312783802 -0.06312512987 2.708150148 x10°
5 1.5 -0.07143229079 -0.07142855462  3.7361719x10°°
6 1.6 -0.07449898306 -0.07449412270 4.860362694 x107°
7 1.7 -0.07082438037 -0.07081857163 5.808744013x10°°
8 1.8 -0.05863378390 -0.05862773765 6.046248853x10°°
9 1.9 -0.03584059187 -0.03583596130 4.63056464x10°°
10 2 0.1666666667 0.1663232907  0.0003433760085

hata tablosu elde edilir. Hata fonksiyonu grafigi asagidaki gibidir.
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Sekil 4.8. (4.34) probleminin hata fonksiyon grafigi.

1.4
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5.BOLUM

TARTISMA VE SONUCLAR

Bu calismada fark fonksiyonlar1 ve fark denklemlerinden bahsedilerek, fark
denklemlerin Homotopi Analiz Metodu ile ¢6zlim serileri elde edilerek analitik ¢oziime
yakinsamamizi saglayan en uygun 7% yakimsaklik kontrol parametresi belirlenmeye

calisilmis ve buna bagl yakinsamalar elde edildi.

Homotopi Analiz Metodu ile buldugumuz sonuglar yardimiyla problemlerin gergek
coziimleri i¢in fark degerleri bulundu. Homotopi Analiz Metodu ile buldugumuz ¢6ziim
serileri i¢cin gercek ¢oziimlerin fark grafikleri cizilerek hata tablolar1 yardimiyla
yontemimizin ne kadar uygun, kullanilabilir ve gecerli oldugu gosterildi. Yontemin
birinci mertebeden fark denklemlerinde ikinci mertebeden fark denklemlerine gére daha
1yi sonuglar verdigi ¢oziim serilerinin problemin ger¢ek ¢oziimiine daha ¢ok yakinsadigi
goriildi. Bu metot baglangi¢ yaklagimi ve yardimci lineer operatorlerin se¢iminde
serbestlik saglamaktadir. Deformasyon denklemlerinin yazilmasi ve buna bagli ¢6ziim
serilerinin elde edilmesi pratik ve uygulanabilirdir. Yontemin diger bir avantaji ¢6zim
serilerinin  yakinsaklik  bolgesini  fiziksel — parametrelerden bagimsiz  ifade

edebilmemizdir.

Homotopi Analiz Metodu ile elde ettigimiz sonuglar ile gercek ¢oziimiin fark degerlerini
minimuma indirmek i¢in en uygun 7 yakimsaklik kontrol parametresini belirlemek
problemin mertebesi arttikca gliclesmekte. Clinkii mertebe sayisi arttikga 7 yakinsaklik
kontrol parametresindeki ¢ok kiigiik degismeler fark fonksiyonunda biiyiik degisiklikler
yapabilmektedir.

Sonug olarak, Homotopi Analiz Metoduyla ¢6ziilen fark denklemlerin ¢dziimlerinin,

gercek ¢oziimlere oldukca yaklasildigi gézlemlendi.
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