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Bu amacgla 1. Bolim konu ile ilgili temel bilgilere ve konunun tarihsel gelisimi
hakkinda bilgi vermeye ayrilmis, 2. Bolimde ise F(u,u’,k, k', ...,e) =0, (u = u(t),
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verilmistir. 3. Boliimde yontemin adi kesirli diferansiyel denklemlere, 4. Boliimde adi
kesirli diferansiyel denklem sistemlerine, 5. Bolimde kesirli kismi diferansiyel
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BOLUM 1

1.1. Giris

Kesirli mertebeden tiirev ve integrallerin tanimlandigi ve c¢alisildigi kesirli analizin
gecmisi neredeyse tamsayl mertebeden klasik analizin ge¢misi kadar eskidir. Bununla
birlikte, birgok matematik¢inin konunun mahiyeti ve wuygulamalarina yabanci

olmasindan dolay1 genellikle standart matematik derslerinden ¢ikarilmistir.

Kesirli diferansiyel denklemler, akiskanlar mekanigi, kontrol teorisi, elektrokimya,
biyoloji, fizik ve miihendislikte ortaya ¢ikan ¢ok sayida uygulamalari nedeniyle bir¢ok
problemin modellenmesinde iyi bir ara¢ olmustur. Kesirli diferansiyel denklemlerin
genellikle bir tam ¢6ziimii bulunmadigindan, bu tip denklemleri ¢c6zmek icin kullanilan
niimerik ve yaklasik ¢oziim veren yontemlerin sayisinda son yillarda 6nemli bir artis
olmustur. Bilgisayar teknolojisinin gelismesi de kesirli diferansiyel denklemlerin

¢oziimii konusunda 6nemli bir katki saglamigtir.

Alt1 bolimden olusan bu calismanin amaci, diferansiyel denklem yapilarinin

pertiirbasyon-iterasyon algoritmasi yardimiyla ¢oziimlerini vermektir.

Bu amacgla 1. Bolim konu ile ilgili temel bilgilere ve konunun tarihsel gelisimi
hakkinda bilgi vermeye ayrilmis, 2. Bolimde ise F'(u'(¢),u(¢),k'(¢),k(?),...,€)=0 ve ¢ -
pertlirbasyon parametresi olmak Tlizere denklem tipinin pertiirbasyon-iterasyon
algoritmas1 PIA(1,1) algoritmasi yardimi ile ¢dziim tekniklerine yer verilmistir 3.
bolimde yontemin adi kesirli diferansiyel denklemlere, 4. Bolimde adi kesirli
diferansiyel denklem sistemlerine, 5. Boliimde kesirli kismi diferansiyel denklemlere ve
son olarak 6. Bolimde ise kesirli-integro diferansiyel denklemlere uygulanmasina yer

verilmistir.



1.2. Kesirli Analizin Dogusu

. - aty ... . . . .
Kesirli analizin ortaya ¢ikmasi “Tamsay1 mertebeden ﬁ tiirev ifadesi, n bir kesir

oldugunda bir anlam ifade etmekte midir?” sorusu ile olmustur. Daha sonra soru n’in
irrasyonel ve karmagik degerlerini kapsayacak sekilde genisletilmistir. Bu daha
kapsamli sorunun olumlu cevaplanmasmin ardindan, kesirli analiz ismi bir yanhs
isimlendirme haline gelmistir. Ciinkii konunun keyfi mertebeden integrasyon ve tiirev

olarak isimlendirilmesi daha dogru olacaktir.

Z% gosterimi Leibniz tarafindan bulunmugtur. Belki de bu 1695°te L'Hospital'in

Leibniz'e “ya n, 1/2 ise” [1] seklinde sormasina neden olan naif bir sembol oyunudur.
Leibniz cevabinda bunun bir paradoksa yol agacagini sOylemistir. Ancak "Bir giin
yararli sonuglara yol acacaktr" oOngoriisinde de bulunmustur. 1730 yilinda Euler
tirevlerin integral mertebeleri arasindaki interpolasyondan bahsetmistir. 1812°de
Laplace integral yardimiyla bir kesirli tiirev tanim1 vermistir. 1819°da ise, S. F. Lacroix
[2] tarafindan yazilmig bir analiz metninde kesirli tiirevle ilgili ilk tartisma ortaya

cikmustir.

m bir pozitif tamsay1 olmak iizere y = x™ ile baslayarak Lacroix onun n. tiirev tanimini

(n < m i¢in) Legendre sembolii I" tiirlinden genellestirilmis faktoriyel olarak su sekilde

vermistir:
dny _ m! men rm+1) men 1)
dx® (m-—n)! r'm—n+1)

Daha sonra o donemin klasik formalistlerinin alisildik tarzinda, n sayismi 1/2 ve m

sayismni 1 alarak bir x fonksiyonunun 1/2. mertebeden tiirevini su sekilde elde etmistir.

a2y r@y ., 2
dx12 T 3/2)" = ﬁ‘/} (12)




Lacroix ile elde edilen bu sonug, bir kesirli tiirevin bugiinkii Riemann-Liouville tanim1
ile elde edilenle aymidir. Fakat Lacroix'in bir tamsayr mertebeden durumun
genellestirilmesi olan metodunda olas1 uygulamalar i¢in hi¢bir ipucu verilmemistir.
Lacroix goriiniiste sadece matematiksel egzersiz i¢in bir tiirevin integral mertebeleri
arasindaki interpolasyonlar sorununu dikkate almistir ki bu konuya 700 sayfalik
metinde sadece 2 sayfada yer vermistir. Fourier, 1822 yilinda keyfi mertebeden
tiirevlerden bahseden bir diger kisi olmustur, fakat Euler, Laplace ve Lacroix gibi,
hicbir uygulamaya yer vermemistir. Fraksiyonel islemin ilk kullanimi 1823 yilinda
Norvegli matematik¢i Niels Henrik Abel ile olmustur [3]. Abel kesirli analizi kendi
formiile ettigi Tautochrone probleminde ortaya ¢ikan bir integral denklemin ¢6ziimiine
uygulamistir. Kesirli analiz hakkinda ilk 6nemli ¢aligmay1 yapan Joseph Liouville'in
ilgisini cezbeden de, muhtemelen Laplace ve Fourier'in kisa yorumlar1 veya Abel'in
bahsi gecen ¢oziimii olmustur. Liouville bu konu hakkinda 1832°de 3 biiyiik yazi1 ([4]
bunlarin ilkidir) kaleme almis ve f{istiiste birgcok makale bunlar1 takip etmistir.
Liouville'in keyfi v. mertebeden tiirev i¢in verdigi ilk tanim bir sonsuz seri
icermekteydi. Bu ise v’nin serinin yakinsadigi degerlere kisitlanmasi dezavantajini
beraberinde getirmistir. Liouville ilk tanimindaki bu sikintinin farkina varmis olacak ki,
hemen ikinci bir tanim formiilize etmistir. Bu tanimda x ve a nimn her ikisinin de pozitif
olmasi durumunda x~%’nin kesirli tiirevini verme imkanini elde etmistir. Bunu Euler'in

gama integraliyle ilintili belirli integrali g6zoniine alarak yapmaistir.

@ 1 (® I'(a
j u % le~¥udy = —aj t*le~tdt = (a) (1.3)
0 x® ), x
olup bu su integral formiiliine yol agar.
x4 = 1 jwua‘le‘x“du (1.4)
r(a)J,

Her iki tarafin dV/dxV operatorii almip her v > 0 i¢in d¥(e?*)/dx? = a’e®* oldugu

kabul edilirse, Liouville’in 2. tanimi1 su sekilde elde edilir.



v . (-D’r(a+v)

a

axv* T I'(a)

x~(@+v) (1.5)

Bu ifadedeki (—1)Y terimi, tanimin kompleks sayilar1 da igerecek sekilde genisletmek
gerektigini onermektedir. Nitekim Liouville bu tanim1 a ve v kompleks degerleri de
kapsayacak sekilde genisletmis ve kesirli tiirevini potansiyel teorisindeki problemlere
basariyla uygulamistir. Ancak 1918’de Emil Post’un da dedigi gibi “Bu tanimlar son

derece dardir.”

Liouville, kesirli iglemler yardimi ile diferansiyel denklemleri ¢6zme girisiminde
bulunan ilk matematik¢i olmustur. Yaptig1 birka¢ arastirmada, keyfi mertebeden bir
homojen diferansiyel denkleminin ¢6ziimiiniin varligin1 gostermek ve kiyas yoluyla bir

¢oziim fonksiyonun varligmi gostermek i¢cin ¢alismistir. Yazilarindan birinde eger

n
37311 =0 adi diferansiyel denkleminin y = cq + ¢;x + c,x2 + - + ¢, X" ¢ ziimii

varsa % = 0 keyfi v. mertebeden denklemi i¢in de buna karsilik gelen bir ¢6ziimiin

olmas1 gerektiginden bahsetmistir. Liouville, bu ¢oziimle ilgili fikrini yaymladi ve
bunun acik bir degerlendirmesini yapmistir. Halbuki bir celiskiye yol acan x =0
durumunu ihmal etmisti [5]. G. F. Bernhard Riemann Ogrencilik yillarinda kesirli
islemlerle ilgili biraz daha farkli bir teori gelistirmistir. Fakat, 6liimiinden ancak 10 yil
sonra 1876’da yaymlanmistir [6]. Riemann, keyfi mertebeden integrasyon formiiliinii

elde etmek i¢cin Taylor serilerinin bir genellestirmesini kullanmustir.

1

D77f(x) = %

j (x — O F (O dt + P(x) (1.6)

Integralin alt limiti olan c’deki belirsizlik yiiziinden, Riemann kendi tanimma
tamamlayict bir 1 (x) fonksiyonu eklemeyi uygun gormiistir. Ama bu sadece
karisikliga yol agmistir. Arthur Cayley, Riemann teorisindeki en biiyilik zorlugun, i¢inde
keyfi sabitler ve bir sonsuzluk i¢eren tamamlayici fonksiyonun anlami sorusu oldugunu

vurgulamigtir.



On dokuzuncu yiizyil boyunca kesirli tiirevleri bulma konusunda iki farkli kavramsal
sistem hakkinda kapsamli tartigmalar olmustur. Bir sistem George Peacock tarafindan
esdeger formlarin kaliciligi ilkesi [6] temelinde de desteklenen, Lacroix' integral
durumundan formal genellestirmesidir. “Bir form genel sembollerle gosterildiginde
cebirsel olarak diger bir forma esitse, bu semboller neyi ifade ederse etsin formlar
esdeger olmaya devam etmelidir.” Bu ilke cebirsel islemler i¢in ifade edilmis olsa da,
Peacock, yanlis oldugu ortaya ¢ikan bu safiyane kabulii biitiin sembolik islemler i¢in
yapmistir. Diger sistem ise P. Kelland tarafindan da desteklenen Liouville'in ikinci
tanimidir. Augustus De Morgan kesirli islemler teorisini bir karigiklik durumunda
degerlendirmistir. Ona gore her iki sistemin de zorlayici bir yonii yoktu. Fakat her ikisi

de daha genel bir sistemin pargasi olabilirdi.

William Center, 1850°de, Lacroix'in versiyonunda bir sabitin kesirli tiirevinin, sabitin
sifir olma ihtimalinin diginda sifira esit olmadigini farketmistir. Liouville sistemine gore
ise bir sabitin kesirli tiirevinin sifira esit oldugunu sdylemistir. (Ciinkii I"(0)=co dur ve
1/r(0) sifira esit olarak alnabilir). Center, bir sabitin kesirli tiirevini nasil
hesaplayacagimizi bilirsek, hangi sitemi kabul edecegimizi de biliriz sonucunu

cikarmstir.

De Morgan ve Center’m da isaret ettigi bu kafa karistirict durum, genel kesirli islemler
teorisinin gelistirilmesiyle aydmlanmistir. 19. ylizyilin ilk yarisindaki matematikgilerin
karmagik diizlemde yaptiklar1 arastrmalar sonucu keyfi mertebeden makul bir integral
ve tlirev tanim1 verme ve sonuglar1 inceleme konusunda yetersiz kaldiklar1 sdylenebilir.

Karmasik diizlemde kabul edilebilir olan ilk ¢alisma ise Laurent’e aittir.

1.3. Giincel Tanimlar

Modern kesirli analizin teorisi operatorler teorisi ile yakindan alakalidir. Bir operator,
bir nesne smifinin tiyelerinin, agik bir sekilde ikinci bir sinif iiyelerine doniistiiriilmesini
saglayan bir doniisim kuralhdir. Klasik analizde, Dy sembolii genellikle n. tiirev
operatorii (n = 0) i¢in kullanilirken, daha az yaygm olarak D;! integral (veya antitiirev)
operatori i¢in kullanilir. Su anda bir kesirli islemi gostermek i¢in birkag farkl gosterim

bulunmaktadir. Bu ¢alismanin kalaninda, Harold T. Davis [6] tarafindan kullanilan
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gosterimi  kullanilacaktir. Eger v bir pozitif reel sayr ise DyVf(x) ifadesi, f
fonksiyonunun x-ekseni boyunca v. mertebeden integralini ifade eder. Benzer olarak
DYf(x) ifadesi de v. mertebeden tirevi i¢in kullanilmistir. ¢ ve x indisleri
integrasyonun limitleri veya terminalleri olarak adlandirilmistir. (Kesirli analizde keyfi
mertebeden integral veya tiirevin geometrik yorumu olmadigindan limit kelimesi yerine
gereksiz  karisikligi  Onlemek igin terminal kelimesi kullanilmistir). Indisler
uygulamadaki anlam belirsizliklerini 6nleme adina operatér semboliiniin 6nemli bir
parcasidirlar. Kesirli operator gosteriminin 6nemi kiigiimsenemez: Davis gosteriminin
kisa ve 6z olusu kesirli analize tarifsiz bir zarafet kazandirmistir. Kullandigimiz bu
gosterimle artik keyfi mertebeden matematiksel tiirev ve integral problemlerini tam
olarak tanimlamak miimkiindiir. Kesirli analizin erken donem tarihine katkida bulunan
bircok matematik¢inin konuyu resmilestirmenin disinda temel bir problemin ¢6ziilmesi
gerekliligini iyi anladiklari, ama bunu agik¢a ortaya koymadiklar aciktir. Istedikleri ise
yeterince genel her v sayist ve yeterince genis bir smifin her f fonksiyonu igin

asagidaki kriterlere gore f ile alakali yeni bir Dy f fonksiyonu bulunmastydi.

1. Eger f(x) analitik bir fonksiyon ise Dy f(x) kesirli tiirevi de x degiskenine ve
v mertebesine gore bir analitik fonksiyon olmak zorundadir.

2. DY operatérii v pozitif bir tamsay1 oldugunda (.D?f(x) = f™(x), n > 0)
adi tilirevdeki ile ayni sonucu tiretmelidir. Benzer olarak v negatif tamsay1
oldugunda ayni1 n-kath integral sonucunu vermelidir. Ayrica D" f(x) ifadesi
x = ¢ (integralin alt terminali) de biitiin n — 1 inci1 tlirevleri ile birlikte yok
olmalidir.

3. Kesirli islemler lineer olmalidir.

4. Sifirmci mertebeden islem fonksiyonu birim operator olmalidir: D2f = f.

5. Ust alma kural keyfi mertebeden integral alma islemi i¢in gecerli olmalidir.

D" (D:°f) = D" Vf (1.7)

Tiim bu kriterleri saglayan bir tanimin ortaya ¢ikmasi 1884 yilinda olmustur. O yilda H.
Laurent simdi kesirli analizin temellerinden kabul edilen bir makale [7] yaymlamistir.
Onun baglangic noktas1 karmasik degerli analitik fonksiyonlar icin Cauchy integral

formiilii olmustur:



fMW(z) = j ( i(z?nﬂ (1.8)

Burada C, z noktasmi karmasik diizlemde ¢evreleyen kapali bir konturdur. n! ifadesini
keyfi v! degerlerine genellestirmek gili¢ degildir, ¢linkii v! = I'(v + 1) dir. Bununla
birlikte artik 1/(¢ — z)”*1’in z noktasinda bir kutbu yoktur, ama bir dal noktas1 vardir.

Pozitif reel eksen {izerindeki bir z = x noktasi civarinda integrasyonu gergeklestirmek
icin Laurent pozitif reel eksen lizerindeki x noktasindan eksi sonsuza kadar negatif
eksen boyunca bir dal kesmesi kullanmistir (Sekil 1.1.). Simdilerde Laurent dongiisii
olarak bilinen Laurent konturu, kesmenin alt kenarindaki bir ¢, (¢ < x) noktasindan
baslar ve kesme iizerindeki bir A noktasina kadar reel eksen boyunca devam eder. ¢
yaricapli bir c¢emberin c¢evresinden pozitif yonde hareket ederek kesmenin {ist
kenarindaki A" noktasma ulasir ve kesmenin {ist kenarindaki ¢’ noktasina kadar devam

eder.

c A’
______ € — - = = e = === === = L N
c -~ °° P T ST T T2 T X g
Sekil 1.1. Laurent dongiisii
Laurent dongiisii boyunca integral almak i¢in
(§ — )71 = g(-v-Dlog(§-x) (1.9)

doniisiimiinii yapariz. Burada logz dali & — x pozitif reel degerlikli oldugunda log (¢ —

x) reel olacak sekilde se¢ilmistir. Boylece dongii iist kolu boyunca

log(é —x) =log(x —t) — im iken alt dalda (1.10)

log(é —x) =log(x —t) +in (1.11)



dir. Cauchy integral formiilii (n pozitif tamsayisi yerine v reel sayis1 yazilarak) artik tic

integralin toplami olarak yazilabilir:

A
j e (-v-Dllog(x=0)=im] £ (1) gt
c

T c’
+j e e ™if (x + ce')do +j e V= DIlog =D+l £ () dt (1.12)
-m

AI

Burada birinci ve iigiincii kisim & = t, ikinci kisim ise & = x + ge’® parametreleriyle
ifade edilmistir. Bu integrallerin diizgiin yakinsamalarindan emin olmak i¢in v < 0
alinmalidir. Daha sonra € — 0 igin (ve ilgili olarak A = x ve A" — x), bu integrallerin

ikincisi sifira yakinsarken, birinci ve iiglincii su sekilde birlestirilebilir.

F(‘D + 1) e.in’(v+1) _ e—in’(v+1)
T 20

] j C— O d (1.13)

(v < 0 kabulii hem €7V = 0 yakinsamasini hem de geri kalan integrallerin A ve A’ = 0
seklinde rraksamamasini garanti eder). Koseli parantez i¢cindeki ifadeler —sinmv ye
esittir ki o da gama fonksiyonunun yansima formiiliinden nw/I'(—v)I'(v + 1) e esittir.
Negatif bir v yerine pozitif bir v kullanmak adma gdsterimde yapilan basit bir

degisiklik v > 0 i¢in Laurent’in keyfi mertebeden integral tanimin1 verir.

D:7f(x) = %j (x =)' f (D) dt (1.14)

Bu tanim genellikle Riemann-Liouville integrali olarak adlandirilir. Ciinkii 6zel olarak

¢ = 0 ve ¢ = oo alinmasi, sirastyla Riemann ve Liouville tanimlarmi verir.

Keyfi mertebeden bir tirev tanimi elde etmek i¢cin Riemann-Liouville integral
formiiliinde v yerine -v yazilabilir. Fakat bu waksak bir integral verir. Keyfi
mertebeden tiirev i¢in uygun tanim, istenen sonu¢ alisilagelmis tiirev ile elde

edilebilecek olan bir noktaya kadar integre etmek ile elde edilebilir.



DYf(x) = Dy Pfl0) = —[ j (x—0)Pf(O)de (1.15)

Ir'(p)

Burada kolaylik olsun diye m, v den biiyiik en kiiclik tamsay1 olarak, v =m — p ve

0 < p <1 seklinde alinmastir.
1.4. Genel Ozellikler

Riemann-Liouville kesirli integral ve tiirev tanimimin yukarida numaralandirilmis bes
sart1 sagladigin1 gostermek zor degildir. Bununla birlikte bu sartlar1 saglayan tek
tanimin bu olup olmadigi hala agik bir sorudur. Besinci kriter olan {ist alma kurali
¢oziimii zor problemlerde sikint1ya yol agan tek kriterdir. D, *(.Dg°f) = D" "f

oldugunu gostermek i¢in asagidaki esitligin saglandigini gostermek gerekir.

1 * -1 1 ° v—1
m] (x — s)* [mjc(s—t) £(0) dt| ds

1 ¥ +v-1
- j (x — OF-1F (D) dt (1.16)

Bu ise n —kath tekrarli integrali tek bir integrale indirgeyen Dirichlet metodu ile
yapilabilir. Integrandlarin  (x — t)"~1f(t) seklinde oldugu tekrarh integralleri tek bir
integrale indirgemek icin Dirichlet metodunu ilk kullanan kisi 1908 de W. A. Hurwitz

olmustur.

Keyfi mertebeden tiirev i¢in v > 0 ve u > 0 olmak iizere

Di(cDif) = DMf (1.17)
seklinde bir iist alma kurali teskil etmek istedigimizi farz edelim. n ve m sirasiyla v ve
u ‘den biiylik en kiiclik tamsayilar olmak lizere 0 < p<1lve0<o<1ligcmhv=n-—

p, 1 =m — o olarak alip kolaylik i¢in indisleri ihmal edersek;

DY(DHf) = D""PD™=Of = DnD=PDMDOf (1.18)
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ve
DVtHf = prtmo(o+P)f = pRpMD=PDTOf (1.19)
olur. Bu bize eger varsa yukaridaki esitligin sag tarafinin saglanmasi icin islemdeki

mertebelerin - degisimine izin veren D™D™P = D7PD™ esitliginin arastirilmasi

gerekliligini soyler. Riemann-Liouville tanimindan

Drf = l%p) j Cx— 0P ) dt (1.20)

yazilabilir. m kez parcali integral alarak;

1 {(x — )P (x —c)P*t? (x — ¢c)ptm-1

—f (m-1)
Fe( »p Hes o+ O G D rm-D/ (C)}

1 * -1£(m
+mjc (x — £)PHm=1F(m) (1) dt (1.21)

ifadesi elde edilebilir ki burada, tek basina son terim D~(P*+™) f(m) = p=(p+rm)pm £dj,
Dolayisiyla acilimin ilk terimi, yani parantez icindeki toplamlarm her biri sifir ise

D™D~Pf = pmp=(ptm) fm) = p=p f(m) = p=ppmf (1.22)
yazilabilir. Boylece f fonksiyonu parantez i¢indeki ifadenin sifir oldugundan emin
olmak i¢in integrasyonun alt terminalinde yeterince biiyilk bir mertebeye yok olursa
DYD*f = DV*Hf keyfi mertebeden tiirev i¢in tist alma kurali saglanir. Fonksiyon c¢’de

yeterince kaybolmadiginda parantez igindeki toplamlar korunmalidir.

Bir ¢arpimin kesirli tiirevinin hesaplanmas: igin yararh bir ara¢ Leibniz kuralidir:

D9 = Y (V) DEF) DET () (1.23)
n=0
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Burada; Dy adi tlirev operatori, d"/dx", .Dy™" Kkesili operatdr ve (n) de

genellestirilmis binom katsayisi olan I'(v + 1) /n! I'(v — n + 1)’dir. Bir ¢arpimin keyfi
tiirevini alirken, ¢arpanlar1 yukaridaki serilerin n adi tiirevden sonra yok olacak sekilde

secmek uygundur. Ornegin;

1 _1
0D;/zxg(x) =X 0D;/zg(x) + 3 Oszg(x) (1.24)

n =1 i¢cin yok olur. Bu genellestirilmis Leibniz kurali daha sonraki uygulamalarda
kullanilacaktir. Fakat ondan once bazi temel fonksiyonlarin kesirli tiirevlerinin nasil

hesaplandigina bakmak gerekir.
1.5. Temel Ornekler

Genel Riemann-Liouville integral tanimi yardimiyla belli bazi  Ornekleri

hesaplayabiliriz.

Ornek 1.5.1. a >0 olmak iizere f(x) = x® seklindeki bir fonksiyon, Riemann

smifindan fonksiyon olarak adlandirilir. Bu fonksiyonun v. mertebeden integrali

D;vxa = ij(x Corigegr = @D aw (1.25)
0=x rwl, rla+v+1) '
dir . Ciinkii iligkili integral, Beta fonksiyonu:
1
Bx,y) = j t*1(1—-t)Ydt, x>0, y>0 (1.26)
0

seklinde tanimlanmak tizere asagidaki formda bir beta integralidir:

x rda+1)rkr+1
jo (x —y)tyldy = (I"(b +)d(+ 2 )be'd+1 (1.27)
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Bu ifadenin v. mertebeden tiirevi ise,

oD¥x® = (DP* (D, Pxa = d—m m] (x —t)P~ ltadtl
_ d™ TI'(a+1) L — r'a+1) Loy (1.28)
dxmT'(a+p+1) 'a—v+1)

seklindedir.

Ornek 1.5.2. a > 0 olmak iizere x~® seklindeki bir fonksiyon Liouville simifindan
fonksiyon olarak adlandirilir. Bu fonksiyonun v. mertebeden integrali,

x —t =xu/(u—1) doniisiimii ile birlikte;

—=1D*r(a—v)
I'(a)

X
—oDyVx%—= j (x—t)V"tet%dt = x~av (1.29)

1
rw ),

seklinde olup, x ™% ifadesinin v. mertebeden tiirevi,

—DZx™¢ = _ DI _ D, Px%= dxm I“(p)j (x —t)P~ 1t adt
_ar|=D7Pre-p) _ .| D ra+v) _
e R R (130

seklindedir ki, bu tanim Liouville’in ikinci tanimindaki ile aynidir.

Ornek 1.5.3. Simdi ise bir k sabitinin tiirevini hesaplayalim. D” = D™ esitligini

kullanirsak;

_— _ 1 d™ 1 k xP kp!xP~m
oDx dxm r'(p )j =0 kdtl dx ’”[F(p) p] (p —m)!pl'(p)
k

- mx—v (1.31)

12



olup, bu ise Center’n Lacroix’in bir sabite uyguladigi tanimimni kullanarak elde ettigi ile
ayn1 formiildiir. Integralin terminallerinin oo ve x olmasi durumunda, bir sabitin kesirli
tirevi bulunmamaktadir. Cilinkii tanimlayic1 integral wraksaktir. Sonug¢ olarak sabit
sayilart Riemann smifindan x% ve a = 0 seklindeki fonksiyonlar olarak dikkate

almmalidir [8].
1.6. Caputo Kesirli Tiirevi

Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimi, kesirli tlirev ve integraller teorisinin gelisimi ve
kuramsal matematikteki (tamsayr mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii, yeni
birtakim fonksiyon smiflarinin tanimlari, serilerin toplamlari, vs.) uygulamalar

acisindan biiyiik rol oynamaistir.

Ancak, modern teknolojinin gelisimi, kokli kuramsal matematikte belli bir revizyon
gerektirmistir. Ozellikle malzeme 6zelliklerinin daha iyi tanimlanmasi i¢in kesirli
tiirevlerin kullanildig1 viskoelastisite teorisi ve kalitsal kat1 mekaniginde dnemli sayida
calisma ortaya ¢cikmistir. Gelismis reolojik, yani cisimlerin yiik, sekil degistirme ve
zaman faktorleri altindaki davranislarini inceleyen modellere dayali matematiksel
modelleme, dogal olarak kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin ortaya ¢ikmasina

ve bu denklemlere ait baslangi¢ kosullar1 formiilasyonunun gerekliligine yol agmustir.

Uygulamali problemler, fiziksel olarak yorumlanabilen f(a), f'(a),... gibi baslangig

kosullarinin kullanimina izin veren kesirli tiirevlerinin tanimlarini gerektirir.

Ne yazik ki, Riemann-Liouville yaklasimi ¢ = a alt terminalinde Riemann-Liouville
kesirli tiirevlerinin limit degerlerini igeren baslangic kosullarma yol agar. Ornegin by,

k = 1,2, ...,n seklindeki sabitler olmak iizere;
lim ,DE 1 (t) = by,
t—-a

lim aDéx_zf(t) = b,,
t—a
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lim (DEf () = by (1.32)
-a

esitliklerine sahiptir. Buna ragmen, bu tip baslangic kosullarina sahip baslangi¢ deger
problemleri matematiksel olarak basaril1 bir sekilde ¢oziilebilir. Fakat, bu tip ¢éziimler
pratikte ise yaramazlar. Ciinkii bu tiir baslangi¢ kosullar1 i¢in bilinen fiziksel bir yorum

yoktur.

Burada kokli bir matematiksel teori ve pratik ihtiyaclar1 arasinda bir c¢atigma
goriilmektedir. Bu ¢atigmanin kesin ¢6ziimii M. Caputo tarafindan bir makalesinde [9]

ve iki y1l sonra da kitabinda [10] 6nerilmistir. Caputo tanimi su sekilde yazilabilir:

u 3 1 L fFM(n)dr
thf(t)—r(a_n)ja &= e (n—1<a<n) (1.33)

f(t) fonksiyonunun dogal kosullar altinda, a —n i¢cin Caputo tiirevi
f(t) fonksiyonunun n. mertebeden klasik tiirevi haline gelir. Eger 0 <n—1<a<n
kabul edilip f(t) fonksiyonunun her T > a i¢in [a, T] araliginda n + 1 ardigik tiirevi

mevcutsa;

(n) _ n-a t
fM(a)(t—a) (t — T)n—af(n+1) (’L’)dT)

. Ca =-
l%(l—l;rTllath(t) 3{1_r)r711< rm—a+1) +I"(n—0(+1)ja

= F () +j FOD(Ddr = FO@E), n=12, .. (1.34)

a

yazilabilir. Bu bize Caputo yaklasimimnin da Riemann Liouville yaklasiminda oldugu
gibi, tamsay1 mertebeden tiirevler arasinda bir enterpolasyon sagladigmi sdyler. Caputo
yaklagimmin temel avantaji; Caputo kesirli tiirevine sahip diferansiyel denklemlerin
baslangic kosullar1 ile tamsayr mertebeden diferansiyel denklemlerin baslangig
sartlarmm ayn1 formda olmasidir. Yani bilinmeyen fonksiyonun t=a alt

terminalindeki tamsay1 mertebeden tiirevlerinin limit degerlerini igerir.
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Riemann-Liouville ve Caputo tiirevleri agisindan kesirli diferansiyel denklemlere eslik
etmesi gereken baslangic kosullarmin sekil olarak farkini vurgulamak amaciyla, ilgili

Laplace doniisiim formiillerine a = 0 i¢in bakilirsa:

Riemann-Liouville kesirli tiirevinin Laplace doniisiim formiilii;

j e PH{,DFf(t)}dt = p*F(p) — Z p*oDEFI(0)| ey (M—1<a<n) (1.35)
0 k=0

seklinde iken Caputo kesirli tiirevinin Laplace dontistim formiilii [9]

[ et igper@ia = p=F @)~ Y p=EOO), i-1<a<n)  (136)
0 k=0

seklindedir.

Goriildigi tizere Riemann-Liouville kesirli tiirevinin Laplace doniisiimii onlarmn fiziksel
yorumunda bir takim problemlere yol agabilecek (1.32) seklindeki baslangi¢
kosullarinin kullanimina izin vermektedir. Aksine Caputo kesirli tiirevinin Laplace
doniisiimii, bilinen bir takim fiziksel yorumlara sahip klasik tamsayr mertebeden

tiirevlerin baslangi¢c kosullarinin kullanimina izin vermektedir.

Laplace doniisiim metodu uygulamali problemlerin ¢oziimiinde siklikla kullanilir.
Uygun olan Laplace doniisim formiiliinii se¢mek i¢in, hangi tipteki kesirli tiirev
tanimmnm (bir baska deyisle hangi tipteki baslangic kosullarinin) kullanilacaginin

anlasilmasi 6nemlidir.

Riemann-Liouville ve Caputo tanimlar1 arasindaki bir diger fark ise; bir sabit sayinin
Caputo tiirevi sifir iken, alt terminal a’nin sonlu bir degeri i¢in bir sabitin Riemann-

Liouville kesirli tiirevinin sifir degil;

ct™«

DC = ————
oDeC ri—a)

(1.37)
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olmasidir.

Riemann-Liouville ve Caputo tanimlar1 arasinda uygulama agisindan 6nemli bir fark

daha vardir. Caputo tiirevi i¢in;

EDECEDF (1)) = SDEY™F(t), (m=10,1,2,..; n—1<a<n) (1.38)

olmasina ragmen, Riemann-Liouville tiirevi i¢in;

DT (DEF()) = DE™f(E), (m=0,12,...; n—1<a<n) (1.39)

olmasidir.

Bu formiillerdeki tiirev operatorlerinin yer degistirebilmesi farkli sartlar altinda

miimkiindiir:

SDEEDIf () = SDIM(EDEF (1)) = SDET™f(¢) (1.40)
f&0)=0, s=nn+1,..,m (1.41)
(m=012,..; n—1<a<n) (1.42)
DI (DE f (1)) = oDf (D f (D) = D™ f (1) (1.43)
f®0)=0 s=012,..,m (1.44)
(m=012,..; n—1<a<n) (1.45)

Goriiyoruz ki Riemann-Liouville yaklasimmin aksine, Caputo tiirevinin bu durumunda

£©)(0), s=0,1,2,...,n — 1 degerlerinde hicbir kisitlama yoktur [11].
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BOLUM 2

2.1. Giris

Matematigin 6nemli konularindan biri olan diferansiyel denklemler, giinliik hayattaki
bircok problemin, 6zellikle degisim gosteren olaylarin anlasilmasi ve ¢oziimii i¢in bir
model olusturur. Bu anlamda, matematik modellerin yaklasik analitik ¢oziimlerini
bulmak i¢in ylizyildan uzun bir siiredir kullanilan yontem pertiirbasyon metotlaridir. Bu
metotlarin tanimmi genis bir sekilde Nayfeh [12], Jordan ve Smith [13] tarafindan
yazilan kitaplarda bulmak miimkiindiir. Cebirsel denklemler, integral diferansiyel

denklemler ve fark denklemleri bu tekniklerle yaklasik olarak ¢oziilebilir.

Ancak pertiirbasyon metotlarinin uygulanmasindaki zorluklar; kiiclik bir parametrenin
denklemde gereksinimi veya kii¢ilk bir parametrenin denkleme yapay olarak
tanimlanmasidir. Bu nedenle pertiirbasyon metotlarinin olusturdugu dezavantajlari
gidermek i¢in; literatiirde J.H.He’nin iterasyon-pertiirbasyon metodu [14], R.E
Mickens’in iterasyon teknigi [15-17], Harmonik Balans metodu [18-20], J.H.He’nin
Parametre-Genisletme metodu [21], Linsteid-Poincare metodu [22-24] ve Homotopi

Pertiirbasyon metodu [25] gibi ¢ok ¢esitli yontemler gelistirilmistir.

Ayrica giiclii nonlineer sistemlerin ¢oziimleri i¢in gecerli alternatif bir yontem ise
pertiirbasyon-iterasyon  (veya  iterasyon-pertiirbasyon) metotlaridir.  Genellikle
denklemler iterasyon prosediiriinii uygulamadan 6nce alternatif bir form ic¢ine sokulur.
Bazi algoritmalar sadece 6zel problemler lizerinde ¢aligmak icin gelistirilmistir. Standart
olmayan, 6n donilisim ve baslangic kabulleri gerektirmeyen ve biitliin denklem tipleri

icin gegerli olan bir yaklagim, literatiirde yoktur.

2.2. Pertiirbasyon

Pertiirbasyon teorisi, tam olarak ¢oziilemeyen bir problemin, bu probleme bagli baska

bir problemden yola c¢ikilarak, yaklasik bir ¢oziimiinii elde etmek i¢in kullanilan

matematiksel metotlar1 igerir. Tam olarak c¢oziimlenebilen problemin matematiksel
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tanimma "kiigiik" bir terim eklenerek eldeki problem formiile edilebiliyorsa,

pertiirbasyon teorisi uygulanabilir.

Pertiirbasyon teorisi, istenilen ¢6ziimiin, tam ¢6ziimii olan problemden sapmanin
miktarmi belirleyen "kii¢iik" bir parametre kullanilarak kuvvet serisi terimleri ile ifade
edilmesine Onciiliik eder. Kuvvet serisinin ana terimi, tam ¢6zimii olan problemin
¢Ozlimii; diger terimler ise ilk problemden sapma miktarma gore belirlenen, ¢oziimdeki

sapmay1 tanimlar.

¢ : Kiigtlik parametre

y : Tam ¢Ozim,

y =y, + €y, + €%y, + ---: Tam ¢dziime yaklasan ¢dziim,

Vo: Tam ¢Oziimii olan problemin O (1) mertebe ¢oziimii olmak tizere;

V1, ¥2, ... Yilksek mertebeden sistematik prosediirde tekrarlanarak bulunan terimler

olarak temsil edilir.

Pertiirbasyon ¢6zlimii, yaklasik seri ¢Oziimiinii belli bir noktada kesmekle yapilir.
Genellikle ¢6zliim, ilk iki terim y, + €y, ’de kesilebilir. Bu 1. dereceden pertiirbasyon

diizeltmesi ve ilk ¢oztimiidiir.

2.3. Pertiirbasyon-iterasyon Algoritmasi

Pertiirbasyon metotlar1 fizik ve miihendislikte ortaya ¢ikan, lineer olmayan
matematiksel modellerle ilgili calismalarda kullanilan en yaygin metotlardir. Cebirsel
denklemler, integraller, diferansiyel denklemler, fark denklemleri ve integro-
diferansiyel denklemleri, bu tekniklerle yaklasik olarak ¢oziilebilir. Bu metotlar i¢in en
biiyiik kisitlama, zayif nonlineer sistemler i¢in ¢oziimleri gegerli kilan kiigiik parametre
sinirlamasidir. Bu kisitlamayr agsmak i¢in son yillarda modifiye edilmis Linstedt-
Poincare metodu, dogrusallastirilmig pertiirbasyon metodu, homotopi pertiirbasyon
metodu ve c¢ok Olgekli Linstedt-Poincare metodu gibi alternatif pertiirbatif yaklasimlar
onerilmistir. [26]’da sunulan dogrusallastirilmis pertiirbasyon metodunda, lineer
olmayan terim yerine yaklasimdaki hatayr minimize edecek sekilde bir yaklasik lineer
terim almmugtir.
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Literatiirdeki giiclii nonlineer sistemleri gecerli kilmak icin kullanilan alternatiflerden
birise de iterasyon-pertiirbasyon metotlarinin kullanilmasidir. [27]’de nonlineer
terimler, bir dnceki iterasyon sonuglarindan elde edilen iteratif ¢6ziim fonksiyonlarinin
yerine  konulmasiyla  dogrusallastirilmistir.  Genellikle  iterasyon-pertiirbasyon
metotlarinda, denklemler, iterasyon prosediirii uygulamadan 6nce bir alternatif form
icine atilir. Gelistirilen algoritmalardan bazilar1 sadece spesifik problemler i¢in ¢alisir.
Literatiirde standart olmayan 6n-doniisiimler ve baslangi¢ kabulleri gerektirmeyen biitiin

tipteki denklemler i¢in gecgerli bir genel yaklasim bulunmamaktadir.

Son zamanlarda 6zel doniistimler ve baslangic kabulleri gerektirmeyen g¢ok farkli
tirdeki denklemler icin uygun yeni bir pertiirbasyon-iterasyon algoritmasi, Aksoy,
Pakdemirli ve arkadaglari1 [29-31] tarafindan gelistirilmistir. Sistematik olarak kok
bulma algoritmalar1 gelistirme ¢alismalar1 [32-34], yontemin diferansiyel denklemler
icin genellenmesine yol agmistir [29-31]. Bu yeni teknik, pertiirbasyon aciliminin
iizerine kurulan bir iterasyon semasi ile olusturulmustur. Yontem birinci dereceden
denklem [30] ve Bratu tipi ikinci dereceden denklemlere [29] basariyla uygulanmastir.
Gelistirilen algoritmalar, bazi lineer olmayan 1s1 denklemlerinde [31] basar1 ile test
edilmistir. Konu ile ilgili yapilan en son c¢aligmalar; metodun Fredholm ve Volterra
integral denklemlerine [35] ve adi diferansiyel denklem sistemlerine [36] uygulanmasini

igerir.

Bu caligmada metod kesirli tipteki birtakim diferansiyel denkleme basarili bir sekilde
uygulanmaktadir. Adomian ayristirma metodu, varyasyonel iterasyon metodu,
diferansiyel transform metodu, Taylor-matris metodu, sozde spektral algoritmalari,
homotopi-pertiirbasyon metodu, Laplace doniisiim ayristirma algoritmalari, Chebyshev
polinomlar1 ve homotopi-analiz metodu bu tip lineer olmayan denklemlere etkili bir

bicimde uygulanmustir.

2.3.1. Pertiirbasyon-iterasyon algoritmasi PIA(1,1)

Bu boéliimde, pertiirbasyon a¢iliminda bir diizeltme terimi ve Taylor seri agiliminda ise

sadece birinci tlirevler icin n =1 ve m =1 gibi diizeltme terimleri secilerek bir
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pertiirbasyon-iterasyon algoritmas1 gelistirilmis ve bu algoritma PIA(1,1) olarak

adlandirilmistir.
F(u',u,e) =0 (2.1)
seklindeki 1. mertebeden diferansiyel denklem sistemini ele alalim. Burada u = u(t) ve

€ pertiirbasyon parametresidir. Pertiirbasyon ac¢iliminda sadece bir diizeltme terimi

alinir.

Upy1 = Uy + E(uc)n

Uppr =up+ e n (2.2)

olup bunu (2.1) denkleminde yerine yazip, sadece birinci tiirevler i¢in Taylor serisine

agilirsa;
1 1 0F

F(u',u,e) ~ =Fu',u, E) + —— (U, u,¢) e=0 (2.3)
0! 1! d¢ £=0

elde edilir. Burada

JoF OF 6u+6F 6u’+6F »

ae_augs ou' dg  de (24)

(uedn (W edn

ya da

oF oF oF aF

= = @zt Wzt = (25)

olur. Denklem (2.5)’i denklem (2.3) icine yerlestirirsek, PIA(1,1) i¢in uygulayacagimiz
diferansiyel denklem;

F+e((u)nFus W' )pFy +F) =0 (2.6)

bigiminde olur. Burada (.)’ bagimsiz degiskene gore tiirevi ifade eder ve
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Fo=~- (2.7)

dur.

Unutulmamalidir ki biitiin tiirevler € = 0 da degerlendirilmistir. Kolayca goriilmektedir
ki yukaridaki denklem degisken katsayili 1. mertebeden lineer bir diferansiyel
denklemdir. Bir u, baslangi¢ varsayimui ile baslayarak, ilk (u.), (2.6)’dan yararlanarak
hesaplanir ve sonra u;’i hesaplamak icin (2.2)’de yerine yazilir. iterasyon prosediirii
tatminkar bir sonu¢ elde edilene kadar (2.6) ve (2.2)’1 kullanarak tekrar edilir. Bu
iterasyon algoritmasi [28]’de agiklanan Varyasyonel Iterasyon Algoritmasi ile benzer
sonuglar dogurabilir. Onerilen 3 farkli varyasyonel iterasyon algoritmasi i¢in [28]e

bakilabilir.
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BOLUM 3

3.1. Pertiirbasyon-iterasyon Metodunun Adi Kesirli Diferansiyel Denklemlere

Uygulanmasi

Bu calismada yeni bir teknik olan pertiirbasyon-iterasyon metodu, bazi kesirli
diferansiyel denklem tiplerine ilk defa uygulanmistir. Bu boliimde; pertiirbasyon
aciliminda bir diizeltme terimi ve Taylor seri agiliminda ise sadece birinci tiirevler icin
n = 1vem = 1 gibi diizeltme terimleri se¢ilerek bir pertiirbasyon-iterasyon algoritmasi

gelistirilmis ve bu algoritma PIA(1,1) olarak adlandirilmistir.

Oncelikle asagidaki tipteki baslangic deger problemini ele alalim.

D*u(t) + N[u(t)] + L[u(t)] = g(t), a>0 (3.1)
u®0)=c, k=012,..,m—1, m—1<a<m (3.2)

Burada L bir lineer operatorii, N bir nonlineer operatorii ve D ifadesi

m

—_— — <
dtmu(t))' m—-—1<a<m meN (3.3)

Deu(t) = /m—a(

seklindeki a. mertebeden Caputo kesirli tiirevini ifade eder.
Bu yontemde € yapay olarak tanimlanmis pertiirbasyon parametresidir ve pertiirbasyon

aciliminda sadece bir diizeltme terimi alinmistir.
Upsr = Up + (U (3.4)

(3.4) denklemini (3.1) denkleminde yerine yazip sadece birinci tiirevler i¢cin Taylor

serisine agarsak;
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F(up @, 0, ™, 0, ™D w ', 0)

+ F o (1, @, 0, ™, u, ™D, uy, O)e(uc(“))n

+ F o (un(“),un("‘),un("“l), ey Uy Uy, O)e(uc(’”))n

+F n-1 (w9, 0, ™, ™MD, O)e(uc(m‘l))n + oo
+ F o (1 (9,0, ™ 0, =D u, 0)e(ue )n

+ F (1 @, u, ™0, 0w g, 0)e (),

+ Eg(un(“),un(m),un(m‘l), ey Uy Uy, O) €

. (35)
veya
oF oF i oF L OF oF
(), g + (™) Gugm + (™), guamsy + ot WD + Wn gy
oF F
Cu— (3.6)

denklemini elde ederiz. Burada biitiin tiirevler € = 0 da degerlendirilmistir. Bir u,
baslangi¢ varsayimi ile baslayarak, ilk (u,), hesaplanir ve sonra u,’i hesaplamak i¢in

(3.4)’te yerine yazilir ve iterasyon siireci bu sekilde devam ettirilir.

Ornek 3.1. Asagidaki kesirli Riccati diferansiyel denklemini el alalim [37]:

d*u
dt@

=—u?(t)+1, t>0, 0<a<1 (3.7)

u(0) = 0 baslangig sartiyla verilen bu denklem i¢in @ = 1 oldugunda tam ¢6ziim

et —1

u(t) = m (3.8)
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seklindedir. (3.7) denklemini agsagidaki formda yeniden yazalim. ¢ kiigiik bir parametre
olmak {izere; Iterasyon formiilii geregi, denkleme u’(t) degerini ekleyip ¢ikarirsak yeni

denklem

a

Y — e (D) + eut(t) —1=0 (3.9)

€
dt®

halini alir.

1 Eou(s)

Fu' u,¢) =F(1—0()£ L G—s)e

ds +u'(t) —eu'(t) + eu?(t) — 1 (3.10)

icin (3.6) denklemindeki terimler

F=u,(t)—1
E,=0
E,=1

u'(s)

2 1 '
F, = —un(t) +u, () + (- “)jo (t — )«

ds (3.11)

seklinde olur. (3.6) denklemine integralli terimin katsayisi olarak ekledigimiz kiigiik &
parametresi denklemi ¢0ziilebilir hale getirir. Bu durumda bu 6rnek i¢in (3.6)

denkleminde gerekli yerine koymalar gerceklestirildikten sonra;

1 Eul(s) ) ) 14+ (=14 9w,/ (0)
rl—a)l, (t-s)e ds + up,*(0) + W ()y = - (3.12)

diferansiyel denklemi elde edilir. Baslangi¢ sartina uygun olarak uy(t) = 0 segilip,
(3.12) denklemi n = 0 i¢in ¢oziildiiglinde

(et = =+ G, (3.13)

elde edilir. Bu ifade
24



Uy =uy +e(ue)o (3.14)

denkleminde yerine yazilirsa;
t
u, (t) =0 +E<E+Cl) (3.15)

olup u; (0) = 0 denkleminin ¢oziimiinden

C;=0 (3.16)
olarak bulunur. Bu deger ve € = 1 degeri i¢in u,(t) yeniden diizenlenirse;

w(t) =t (3.17)

elde edilir. Iterasyon prosediirii benzer sekilde devam ettirilirse, diger iterasyonlar

asagidaki gibi elde edilir:

3 tz—a
t) =2t—————+——< 3.18
w(6) 3 I'G-a) (3.18)
5t3 4t5 t7 t3—2a t5—2a
uz(t) =3t ——+

3 " 15 63 T@—20) (55 12001 (3 — 3a)?
t7*2t°(—4+ a)(-3 + a) - 9t* (-6 + a)(—4 + a) (-3 + a)
+ 3(—6+ ) 5 —a)

6t*(—6+ a)(—7 + 2a)
36+ a)(5-a)

(3.19)

Diger iterasyonlar daha uzun ifadelere sahip oldugu i¢in burada verilmemistir. Ancak
Mathematica gibi bir yazilim kullanilarak bu iterasyonlar istenen mertebeye kadar
hesaplanabilir. Tablo 3.1.’de baz1 PIA iterasyonlar1 tam ¢dziimle ve modifiye edilmis
homotopi pertiirbasyon metodu ile elde edilmis sonuglarla karsilastirilmis ve sonucta
kullandigimiz yontemin ¢ok daha iyi sonuglar verdigi ve daha yaklasik c¢oziimler
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sundugu kanitlanmistir. Sekil 3.1.°de ise elde ettigimiz ¢éziimlerin grafiksel olarak tam

¢Ozlim ile karsilastirilmasi yapilmaistir.
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Tablo 3.1. Ornek 3.1. de elde edilen u,(t)’nin sayisal ¢dziimlerinin karsilastiriimasi

a=0.5 a=0.75 a=1

t PiA MHPM PiA MHPM PiA MHPM Tam ¢6ziim Mutlak hata
0.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.00000000
0.1 0.273239 0.273875 0.184607 0.184795 0.099667 0.099668 0.099668 8.4031E-12
0.2 0.450722 0.454125 0.312989 0.313795 0.197375 0.197375 0.197375 4.20830E-9
0.3 0.566159 0.573932 0.413024 0.414562 0.291312 0.291312 0.291313 1.55996E-7
0.4 0.632329 0.644422 0.490946 0.492889 0.379947 0.379944 0.379949 1.97606E-6
0.5 0.659574 0.674137 0.550818 0.462117 0.462103 0.462078 0.462117 0.00001382
0.6 0.657975 0.671987 0.596448 0.597393 0.536983 0.536857 0.537050 0.00006618
0.7 0.637491 0.648003 0.631701 0.631772 0.604124 0.603631 0.604368 0.00024330
0.8 0.607570 0.613306 0.660394 0.660412 0.663300 0.661706 0.664037 0.00073584
0.9 0.576669 0.579641 0.686074 0.687960 0.714382 0.709919 0.716298 0.00191553
1.0 0.551855 0.558557 0.711773 0.718260 0.757166 0.746032 0.761594 0.00442789




PIA ¢oziimii

0.8

0.6 Tam ¢o6ziim

0.4

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

Sekil 3.1. Ornek 3.1. de elde edilen u,(t) nin grafiksel ¢dziimlerinin @ = 1 igin
karsilagtirilmasi

Ornek 3.2. Yine bir diger kesirli Riccati diferansiyel denklemini ele alalim [37]:

a

u
e 2u(t) —u?(@®)+1, t>0, 0<a<1 (3.20)

u(0) = 0 baslangig sartiyla verilen bu denklem i¢in @ = 1 oldugunda tam ¢6ziim

(3.21)

u(t) = 1+ V2tanh \/ft+%log (ﬁ_ 1)

V2+1

seklindedir. (3.20) denklemini asagidaki formda yeniden yazalim. & kiigiikk bir

parametre olmak {izere; Iterasyon formiilii geregi, denkleme u'(t) degerini ekleyip

cikarirsak yeni denklem
“u
€ ra +u'(t) —eu'(t) — 2eu(t) + eu?(t) —1=10 (3.22)
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halini alir.
1 L uy(s)
rd—-a) ), t=9)"
-1 (3.23)

Flu',ue¢) = ds + u,' (t) — eu,,' (t) — 2eu, (t) + cu,%(t)

olmak iizere (3.6) denklemindeki terimler

F=u,(t)—1
E, =0
E, =1
1 ul(s
F, = —u)(t) + u, 2(t) — 2u, (t) + n(s) ds (3.24)

rd-a)l, (t—s)¢

seklinde olur. Yine hatirlatmaliyiz ki (3.6) denklemine integralli terimin ve u?(t)’ nin
katsayisi olarak ekledigimiz kii¢lik € parametresi denklemi ¢oziilebilir hale getirir. Bu
durumda bu Ornek i¢in (3.6) denklemi gerekli yerine koymalar gerceklestirildikten

sonra;

1 fun(s)
rd-a)l, (t—:s)¢
1+ 2eu, (t) + (=1 + &)u,'(t)

£

ds + u,%(t) + (u’c(t))n

(3.25)

diferansiyel denklemi elde edilir. Baslangi¢ sartina uygun olarak uy(t) = 0 segilip,
(3.25) denklemi n = 0 igin ¢oziildiigiinde

(et = =+ G, (3.26)

elde edilir. Bu ifade;
Uy =uy + (U)o (3.27)

denkleminde yerine yazilirsa;
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u () =0+ E(E + C;) (3.28)

olup u; (0) = 0 denkleminin ¢oziimiinden;

;=0 (3.29)
olarak bulunur. Bu deger ve ¢ = 1 degeri i¢in u,(t) yeniden diizenlenirse

u ()=t (3.30)

elde edilir. Iterasyon prosediirii benzer sekilde devam ettirilirse diger iterasyonlar

asagidaki gibi elde edilir:

up(6) = 26+ 67 == — F;_a) (3.31)
4 46 47 ¢3-2a ¢5-2a
us(8) =3t 438~ — =t G~ e T 20 T S5+ 20T (B = 3a)
+mt2‘“(12t( —6+a)(-5+a)(—4+ )
—6t3(—6+ a)(—4+a)(-3+a) —9(—6 + a)(-5 + a)
(=4 +a)(-3+a)—6t’(—6+a)(-5+ a)(—7 + 2a) (3.32)

Yine diger iterasyonlar daha uzun ifadelere sahip oldugu icin burada verilmemistir.
Tablo 3.2.°de bazi PIA iterasyonlar1 tam ¢dziimle ve modifiye edilmis homotopi
pertirbasyon metodu ile elde edilmis sonuclarla karsilastirilmis ve sonugta
kullandigimiz yontemin c¢ok daha iyi sonuglar verdigi ve daha yaklasim coziimler
sundugu kanitlanmistir. Sekil 3.2.°de ise elde ettigimiz ¢oziimlerin grafiksel olarak tam

¢Ozlim ile karsilastirilmasi yapilmaistir.
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Tablo 3.2. Ornek 3.2. de elde edilen u,(t)’ nin sayisal ¢dziimlerinin karsilastiriimasi

a=0.5 a=0.75 a=1
t PiA MHPM PiA MHPM PiA MHPM Tam ¢oziim Mutlak hata
0.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.0000000
0.1 0.320883 0.321730 0.216584 0.216866 0.110294 0.110294 0.110295 1.0851E-6
0.2 0.623380 0.629666 0.426883 0.428892 0.241949 0.241965 0.241977 0.0000268
0.3 0.920289 0.940941 0.647833 0.654614 0.394957 0.395106 0.395105 0.0001474
0.4 1.202508 1.250737 0.874795 0.891404 0.567397 0.568115 0.567812 0.0004142
0.5 1.456864 1.549439 1.099158 1.132763 0.755256 0.757564 0.756014 0.0007575
0.6 1.669872 1.825456 1.310787 1.370240 0.952588 0.958259 0.953566 0.0009775
0.7 1.829997 2.066523 1.499559 1.594278 1.152054 1.163459 1.152949 0.0008948
0.8 1.929388 2.260633 1.656755 1.794879 1.345789 1.365240 1.346364 0.0005736
0.9 1.965134 2.396839 1.776325 1.962239 1.526505 1.554960 1.526911 0.0004056
1.0 1.939933 2.466004 1.855903 2.087384 1.688651 1.723810 1.689498 0.0008470




PIA ¢éziimii
20F
H Tam ¢6ziim
1.5+
1.0+
0.5F
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

Sekil 3.2. Ornek 3.2. de elde edilen u,(t) nin grafiksel ¢dziimlerinin @ = 1 igin
karsilagtirilmasi

Ornek 3.3. Son olarak asagidaki kesirli diferansiyel denklemi ele alalim [38]:

N[

1 3 5 24
DY2u(t) +u(t) =t* —=t3 —

2 r(7/2) £+ r9/2) tz=0, 0<a<1 (3.33)

u(0) = 0 baslangig sartiyla verilen bu denklem i¢in tam ¢6ziim
1
u(t) =t*— §t3 (3.34)

seklindedir. (3.33) denklemini asagidaki formda yeniden yazalim. ¢ kiiciik bir

parametre olmak tizere;

d'/u +u(t) —t*+ 1 t3+ 3 t% 24 t% =0 3.35
Edtl/z u 2 F(Z) F(9/2) N (3:35)
2

halini alir. Bu durumda

32



1 Eow,'(s) 1 5
F ! = — - - _+4 —+£3 E
(u',u,¢) F(l/Z)E 0(t_s)l/zds+un(t) t +2t +F(Z)t
2
24 t% (3.36)
rz) |
olmak tizere bu denklem u,,’(t) terimini ihtiva etmediginden, (3.6) denklemini
(uc) 8F+8F+F 0 (3.37)
U)pn—+—+—= -
“Tou oe ¢

seklinde giincellemek gerekir. Bu durumda denkleme yazilmasi gereken terimler;

F =, (t) —t*+ ¢ +%Z)t;—%t%
2

2
F,=1
1 uw'G)

E=Tram2)), =

ds (3.38)

seklinde olur. Burada kiiciik & parametresi denklemi ¢o6ziilebilir hale getirmek i¢in
sadece kesirli tiirevin katsayisi olarak ilave edilmistir. Bu durumda bu 6rnek i¢in (3.33)

denkleminde gerekli yerine koymalar gerceklestirildikten sonra;

7
B2 ¢0 128z E( 1 (" up(s)

N to - 35V Tds + (uc(t))n> + u,()=0 (3.39)

ﬁ 0 (t—S)E

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemde diger 6rneklerden farkli olarak € degeri
parantez i¢ine dagitildiginda elde edilen su(t) + wu,(t) ifadesi yerine, (3.4) denklemi

geregi u, 4 (t) yazilirsa iterasyon i¢in kullanacagimiz diferansiyel denklem;

44

+ - —t
57 2 35w NG

7ds + we(©))ns1 =0 (3.40)

7
8t>/2 3 128tz 1 jf ul, (s)
0 (t—s)2
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seklinde olusur. Baslangi¢ sartina uygun olarak uy(t) = 0 secilip, (3.40) denklemi

n = 0 i¢in ¢ozildiigiinde

£5/2

uy (t) = m(35\/1?\/?(—1 +2t) + 16(=7 + 16t)) (3.41)
up(t) = ~(3t2 = 93 + 2t%) (3.42)
t3 1 3
us(0) = —<+ t* + ﬁ4t2(—5 + 16t) (3.43)
u,(t) =3t —12t? — ; + t* (3.44)
us(t) = — S+ th 4 %(—3 +16t) (3.45)
ug(t) =3 - 24t =& + ¢* (3.46)
u,(t) = ‘%ﬁ — ; + t* (3.47)
ug(t) = —24 — ; + t* (3.48)
uy(t) = —% + t* (3.49)

elde edilir ki bu tam ¢oziimiin kendisidir. Yani 9. iterasyon ve bundan sonraki

iterasyonlarin tamami tam ¢éziimii vermistir.
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BOLUM 4

4.1. Pertiirbasyon-iterasyon Metodunun Adi Kesirli Diferansiyel Denklem

Sistemlerine Uygulanmasi

Asagidaki kesirli diferansiyel denklem sistemini alalim.

Fk(u,((a),uj, g, t) =0 (4.1)
k=12,..,K
i=12,.. K

Burada K sistemdeki diferansiyel denklem sayisini ifade etmektedir. Daha acik olarak

denklem sistemleri su sekilde ifade edilebilir.

F, = Fl(uga),ul,uz, s Upy &, t) =0

F, = Fz(uga),ul,uz, s Uy &, t) =0

FK = FK(u,((a),ul, Uy, ooy, U, &, t) =0 (42)

Pertiirbasyon a¢iliminda bir diizeltme terimi ihtiva eden sistem icin su yaklasik ¢oziimii

alalim.
Upns1 = Ugn T EUL, (4.3)

Ifadedeki n indisi, yaklasik ¢oziimdeki n. iterasyonu temsil etmektedir. Bu sistem £ = 0

civarinda Taylor serisine acilirsa;

FKI g™, k=12,..,K (4.4)
£=0



olup burada % su sekilde ifade edilir.

K
a _ au;(frzu d +Z Ujnyr 0 _l_i (4.5)
e T, |

, j=

Bu denklem (n + 1). iterasyon denklemi olan

Fk(u,(jgﬂ,uj,nﬂ, g t) =0 (4.6)

icin tanimlanmistir. (4.5) denklemini (4.4) de yerine yazarsak

m

M (@) K
1 (ug,) d G G
Fie = Z m! > @ T Z u, + Fg "=0, (4.7)

£=0

™M

iterasyon denklemi elde edilir. Bu denklem diizelme terimleri olan ug ,, ler igin ¢oziiliir.
Daha sonra (4.3) denklemi kullanilarak (n + 1). iterasyon ¢6ziimii bulunur ve iterasyon

prosediirii bu sekilde devam ettirilir.
Ornek 4.1. Asagidaki kesirli lineer diferansiyel denklem sistemini ele alalim [39]:

D% u(t) = u(t) + k(¢t)
DP k() = —u(t) + k(t) (4.8)

0<ap<1 (4.9)

u(0) = 0, k(0) = 1 baslangi¢ sartlartyla verilen bu problem i¢in @ = f = 1 sart1 i¢in

bilinen tam ¢6ziimler;

u(t) = etsint (4.10)
ve
k(t) = efcost (4.11)
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seklindedir. (4.8) denklemini su sekilde yeniden yazalim. Sistemi olusturan
denklemlerin her birine, sirasiyla u'(t) ve k'(t) ifadelerini ekleyip ¢ikarirsak yeni

denklemler;

e d‘;jg” + ' (b) — ew (£) — eu(t) — ek(t) = 0 (4.12)
B
2 d’;ff) +K(E) — k' (6) + eult) — ek(t) = 0 (4.13)

halini alir.

F(u',u,¢&) = F(ll— ) £ i (tu;(ss))a ds + u,'(t) — eu,'(t) — eu, (t) — €k, (t) (4.14)
F(k' k&) = KOs ke (0) — ek, (0 + £, (0)

ra-p°J, 9P
—¢ek,(t) (4.15)

olmak tizere

’ Fu Fe + g
u'(t) + Fu,u(t) =~y (4.16)
iterasyon formiiliindeki terimler;
F =un(t)
Fu=20
Fu' =1
C1,(s)
1 u,'(s
Fe =—u,'(t) — — .
€ u, (t) —u,(t) — k,(t) + Fi= “)f = s)" ds (4.17)
0
ve
, Fk Fe+ g
k'(t) + Fk'k(t) = —F—k, (4.18)
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iterasyon formiiliindeki terimler;

F = kylt]
Fk=0
Fk' =1
, 1 [ ks
Fe = -k, (t) + u,(t) — k, (t) +F(1 _.B)f t—s)F ds
0

seklinde olusur. Bu terimler iterasyon formiillerinde yerine yazildiktan sonra;

—1+8u,(t) 1 “up(s)
T r'(1-a) o (t—=5)%

U, () + ke, (8) + ds + (W' (D)

\

(1+k,/®) 1 bk (s)
T(A-p) ), t—9)F

—u, (t) + k,, () + ds + (k'c(t)n

(4.19)

(4.20)

(4.21)

diferansiyel denklemleri elde edilir. Bu denklemler baslangi¢ sartlarma uygun olarak

uy(t) = 0 ve ky(t) = 1 segilerek n = 0,1,2, ... i¢in ¢oziildiiglinde, iterasyonlar sirasiyla

su sekilde elde edilir:
u,(t) =t
k(@®)=1+t
tl—a
uz(t) = t(Z +t—m>
2=k

=142t ————7+

k,(t) + 2t rG=p

3t272¢ 9t *(3+t—a)  3t2°F >

1
u3(t)=§t<9+t(9+t)+F(4—2(Z)_ r(4—a) _1"(4_‘8)
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(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)



) /3 t3-a - t tP(9+t—3p)
ky(t) = 143t =+ s+t ﬁ(r(4—2ﬁ)_ r¢4-p

) (4.27)
Bu sekilde devam edilerek 5. iterasyon sonuglart olan us(t) ve ks(t) degerleri
hesaplanmistir. Ancak ifadelerinin uzunlugundan dolayr burada verilmemistir. Tablo
4.1. ve Tablo 4.2. de elde ettigimiz bu iterasyon sonuglar1 tam ¢ozlimle karsilastirilmis
ve gayet yakin sonuclar elde edildigi gosterilmistir. Sekil 4.1., Sekil 4.2. , Sekil 4.3. ve
Sekil 4.4.°de ise, elde ettigimiz ¢oziimlerin grafiksel olarak birbirleri ve tam ¢6ziim ile

karsilastirilmalar: yapilmistir.
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Tablo 4.1. Ornek 4.1."de elde edilen u(t)’lerin sayisal ¢oziimlerinin karsilastiriimasi

a=£=1

t Uy Uu, Uz Uy Us Tam ¢oziim Mutlak hata
0.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.1 0.100000 0.110000 0.110333 0.110333 0.110332 0.110332 1.12698E-8
0.2 0.200000 0.240000 0.242666 0.242666 0.242656 0.242655 7.31405E-7
0.3 0.300000 0.390000 0.399000 0.399000 0.398919 0.398910 8.44622E-6
0.4 0.400000 0.559999 0.581333 0.581333 0.580991 0.580943 0.00004809
0.5 0.500000 0.750000 0.791666 0.791666 0.790625 0.790439 0.00018591
0.6 0.600000 0.960000 1.032000 1.031999 1.029408 1.028845 0.00056233
0.7 0.700000 0.190000 1.304333 1.304333 1.298731 1.297295 0.00143589
0.8 0.800000 1.440000 1.610666 1.610666 1.599744 1.596505 0.00323866
0.9 0.900000 1.710000 1.953000 1.952999 1.933316 1.926673 0.00664370
1.0 1.000000 2.000000 2.333333 2.333333 2.300000 2.287355 0.01264471




|84

Tablo 4.2. Ornek 4.1.”de elde edilen k(t)’lerin sayisal ¢dziimlerinin karsilastiriimasi

a=£=1
t k, k, ks k, ks Tam ¢oziim Mutlak hata
0.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 0.00000000
0.1 1.100000 1.099999 1.099666 1.099650 1.099649 1.099649 1.6274E-10
0.2 1.200000 1.200000 1.197333 1.197066 1.197055 1.197056 2.13559E-8
0.3 1.300000 1.300000 1.291000 1.289650 1.289568 1.289569 3.74045E-7
0.4 1.400000 1.400000 1.378666 1.374399 1.374058 1.374061 2.87222E-6
0.5 1.500000 1.500000 1.458333 1.447916 1.446874 1.446889 0.00001403
0.6 1.600000 1.600000 1.528000 1.506399 1.503807 1.503859 0.00005154
0.7 1.700000 1.700000 1.585666 1.545650 1.540047 1.540803 0.00015535
0.8 1.800000 1.800000 1.629333 1.561066 1.550144 1.550549 0.00040529
0.9 1.900000 1.900000 1.659999 1.547650 1.527966 1.528913 0.00094681
1.0 2.000000 2.000000 1.666666 1.500000 1.466666 1.468693 0.00202727




k(t)

u(t)

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 4.1. Ornek 4.1.°de elde edilen us(t) ve ks(t)’nin @ =B =1 igin grafiksel
¢cOzlimlerinin karsilastirilmasi

k(t)

u(t)

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 4.2. Ornek 4.1. de elde edilen us(t) ve ks(t)’nin @ = 0.7 ve B = 0.9 icin
grafiksel ¢oziimlerinin karsilastirilmasi
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PIA
4 - ¢ozumi
Tam
— ¢ozim
3t
2 L
1t
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

Sekil 4.3. Ornek 4.1. de elde edilen us(t)’nin tam ¢dziimle @ = B = 1 i¢in grafiksel
olarak karsilastiriimasi

0.6 PIA ¢oziimi

1 L L L 1 L L L 1 L L L 1 L L L 1 L L L 1 L L L

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 \\

Sekil 4.4. Ornek 4.1. de elde edilen ks(t)’nin tam ¢oziimle @ = B = 1 i¢in grafiksel
olarak karsilastirilmasi
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Ornek 4.2. Simdi de asagidaki kesirli lineer olmayan diferansiyel denklem sistemini ele

alalim [40]:

D u(t) = %u(t)

D*2 k(t) = k(t) + u?(t) (4.28)
0<a,a,<1 (4.29)

u(0) =1, k(0) = 0 baslangi¢ sartlariyla verilen bu problem i¢in a; = a, = 1 kosulu

icin bilinen tam ¢oziimler

N| =+

u(t) =-e (4.30)
k(t) = tet (4.31)

seklindedir. (4.28) denklem sisteminde sistemi olusturan denklemlerin her birine

sirastyla u,,'(t) ve k;,'(t) ifadelerini ekleyip ¢ikarirsak denklemler;
a ! ! 1
eD u(t) +u'(t) — eu'(t) — Eeu(t) =0 (4.32)

eD2 k(t) + k'(t) — k' (t) — ek(t) — eu?(t) =0 (4.33)

halini alir.

F(u',u,&) = r 1 ) £ i (:i’f:))al ds + u,'(t) — eu,'(t) — %eun(t) (4.34)
) _ 1 bk (s) ) ,
F(k' k&) = Fi= 0(2)6 e ds + k,, (t) — ek, (t) — ek, (t)
— eu,%(t) (4.35)
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olmak tizere

u F£+§
u(t) = — ;
Fu' Fu

u'(t) +

iterasyon formiiliindeki terimler;

F = uy,(t)
Fu=20
Fu =1
® " (0
, u, (t 1 u,'(t
Fe=— -
€=U () = +F(1—a1)f(t—s)“1
0
Ve
F
, Fk F£+E
k(t)+Fk,k(t)—— "

iterasyon formiiliindeki terimler;

F=ky(t)
Fk=0
Fk'=1

: 2 1 ke (9)
Fe = —kn(O) = kn(O) =wn™(O) + 7= az)f D
0

seklinde olusur. Bu terimler iterasyon formiillerinde yerine yazildiktan sonra;

, ( [3 (=5 + )% (1)’ () ds ), —

=1+ &)(uy)'(®)
r(l—ay) € ) = un(t)

\(

(—1+8)kn)'©®) _ o5+ (kn)'s) ds
&

ke (6 + un (O + rd—a)

+ (k' (0)n
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(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)



diferansiyel denklemleri elde edilir. Bu denklemler baslangi¢ sartlarma uygun olarak

uy(t) = 1 ve ky(t) = 0 segilerek n = 0,1,2, ... i¢in ¢oziildiiglinde, iterasyonlar sirasiyla

su sekilde elde edilir:
t
w®) =1+ > (4.42)
ki(t)=t (4.43)
1 " 4¢3~
t)=-(8 4.44
U, (t) 8( +8t+t +F(2—a1)(—2+a1)> ( )
t3 tz—az
k,(t) =2t+t>+—+ (4.45)

12 T'2—ay)(-2+ay)

) = ! 48 + 72t + 18t2 + t3 + 24770 2470+t —3a) 4.46
Ustt) =48 I(4—2a;) I(4—ay) (4.46)
3 t4 t5 t3—2a2 t5—2a1

5t
k:(t) =3t + 3t +—+— -
3(t) + + 6 +12+320+F[4—2a2] 4T'[3 — a;]?(=5 + 2a4)

£37 (4(40 + 3t(10 + 1) + ay (=72 — £(64 + 76) + (8 + t(8 + 1))as) )
- 8r(6 — a,)

t27%2 (72 + t(24 4+ t) + 6a,(=7 — t + a3))

(4.47)

Bu sekilde devam edilerek 4. iterasyon sonuglart olan u,(t) ve k,(t) degerleri
hesaplanmistir. Ancak ifadelerinin uzunlugundan dolay1 burada verilmemistir. Tablo
4.3. ve Tablo 4.4.de elde ettigimiz bu iterasyon sonuglari tam ¢oziimle karsilastiriimig
ve gayet yakin sonuglar elde edildigi gosterilmistir. Sekil 4.5., Sekil 4.6., Sekil 4.7. ve
Sekil 4.8.’de ise elde ettigimiz ¢oziimlerin grafiksel olarak birbirleri ve tam ¢oziim ile

karsilastirilmalar: yapilmistir.
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Tablo 4.3. Ornek 4.2.”de elde edilen u(t) degerlerinin sayisal ¢dziimlerinin karsilastirilmasi

a,=a, =1
t uy u, us Uy Tam ¢oziim Mutlak hata
0.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 0.0000000
0.1 1.050000 1.051250 1.051270 1.051271 1.051271 2.6260E-9
0.2 1.100000 1.105000 1.105166 1.105170 1.105170 8.4742E-8
0.3 1.150000 1.161250 1.161812 1.161833 1.161834 6.4897E-7
0.4 1.200000 1.220000 1.221333 1.221400 1.221402 2.7581E-6
0.5 1.250000 1.281250 1.283854 1.284016 1.284025 8.4896E-6
0.6 1.300000 1.345000 1.349500 1.349837 1.349858 0.0000213
0.7 1.350000 1.411250 1.418395 1.419021 1.419067 0.0000464
0.8 1.400000 1.480000 1.490666 1.491733 1.491824 0.0000913
0.9 1.450000 1.551250 1.566437 1.568146 1.568312 0.0001660
1.0 1.500000 1.625000 1.645833 1.648437 1.648721 0.0002837




1%

Tablo 4.4. Ornek 4.2.”de elde edilen k(t) degerlerinin sayisal ¢dziimlerinin karsilastirilmasi

a,=a, =1
t k, k, k, k, Tam ¢oziim Mutlak hata
0.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.0000000
0.1 0.100000 0.110083 0.110505 0.110516 0.110517 2.4666E-7
0.2 0.200000 0.240666 0.244084 0.244272 0.244280 8.12862-6
0.3 0.300000 0.392250 0.403929 0.404894 0.404957 0.0000635
0.4 0.400000 0.565333 0.593365 0.596453 0.596729 0.0002760
0.5 0.500000 0.760416 0.815852 0.823492 0.824360 0.0008683
0.6 0.600000 0.978000 1.074993 1.091043 1.0932712 0.0022277
0.7 0.700000 1.218583 1.374530 1.404661 1.409626 0.0049654
0.8 0.800000 1.482666 1.718357 1.770446 1.780432 0.0099863
0.9 0.900000 1.770750 2.110517 2.195074 2.213642 0.0185684
1.0 1.000000 2.083333 2.555208 2.685825 2.718281 0.0324559




4.5

4.0

3.5

3.0

25

2.0

1.5

T

LN N U N L B I B

T T T

PIA ¢oziimii

Tam
¢O0zim

T 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 |

0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0

Sekil 4.5. Ornek 4.2.°de elde edilen u,(t) nin tam ¢dziimle a; = a, = 1 i¢in grafiksel

olarak karsilastirilmasi

6r

I PIA ¢oziimii
St
4°

i Tam

L ¢Ozim
3r
21
L

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

Sekil 4.6. Ornek 4.2.°de elde edilen k,(t) nin tam ¢dziimle a; = a, = 1 icin grafiksel

olarak karsilastirilmasi
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2.5

k(t)
2.0

15+

107 a(t)

0.5

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 4.7. Ornek 4.2.de elde edilen u,(t) ve k,(t)’nin a; = a, = 1 i¢in i¢in grafiksel
¢cOzlimlerinin karsilastirilmasi

u(t)

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 4.8. Ornek 4.2.°de elde edilen us(t) ve ks(t)’nin a; = 0.5 ve a, = 0.8 igin
grafiksel ¢oziimlerinin karsilastirilmasi
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BOLUM 5

5.1. Pertiirbasyon-iterasyon Metodunun Kesirli Kismi Diferansiyel Denklemlere

Uygulanmasi
F(u®,u,uy, Uy, o, €) =0 (5.1)

seklindeki zaman-kesirli kismi diferansiyel denklemini alalim. Burada u = u(x,t)

seklinde olup ¢ kiiclik bir parametredir. Tek diizeltme terimli bir pertiirbasyon a¢ilimi

Upy1 = Up + E(uc)n (52)

seklindedir. (5.1) denklemini (5.2) denkleminde yerine yazip sadece birinci tiirevler

icin Taylor serisine agarsak;

F( gla), Uy, (un)x, (un)xxp rO) + Fu( gla)! Uy, (un)xr (un)xx' ’O)E(uc)n
+ Fu(vc) (ugla)’ Un, (Un) e (Un) xxs - 'O)E(uga))n

+ By (u$, t, ) () 0 £((Ue) )

+ Fyp (15t )y () 0 (o)) +
+ F(uf®, i, (n) () 0 ) = 0 (5.3)
veya
aF JdF dF F
(a) s — _——
(e )n u@ + ((uc)x)n + (s —+-+5,+5=0 G

denklemini elde ederiz. Burada biitiin tiirevler € = 0 civarinda degerlendirilmistir. Bir
Uy (x, t) baslangic varsayimi ile baslayarak, oncelikle (u.)q(x,t) hesaplanir ve sonra
u;(x,t) yi hesaplamak igin (5.2) de yerine yazilir. Iterasyon prosediirii makul bir

¢Oziim bulunana kadar bu sekilde devam ettirilir.
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m, v den biiyiik en kiigiik tamsay1 olmak {izere v. merteden Caputo zaman-kesirli tiirev

operatoru;
d*u(x,t)
thu(x, t) = T
o™u(x,t
{(I"(m Il)j (t —g)m K1 6(7” )dr,m—1<u<m
d™u(x,t)
at—m ) u=meN (5.5)
ve uzay-kesirli tiirev operatorii ise;
d%u(x,t)
DXu(x,t) = ot
( 1 x a™u(6,1)
ml (x — G)m‘”‘lae—mde,m —1<v<m
{ d™u(x,t)
k Fpen v=mEeN (5.6)
seklindedir.

Ornek 5.1. Asagidaki zaman-kesirli difiizyon denklemini ele alalim [41]:

0%u(x,t) 0%u(x, t)
atx  9x2 '

t>0, xeR, 0<a<1 (5.7)

Bu denklem igin baglangi¢ sarti u(x,0) = sinx seklindedir. @« = 1 igin bilinen tam

¢Ozlim ise;

u(x, t) = e tsinx (5.8)

dir. (5.7) denklemini asagidaki gibi yeniden yazalim. Iterasyona baslamadan once

denkleme u,(x, t) ifadesini ekleyip ¢ikarirsak yeni denklem;

ug(x,t) +u(x, t) — eup(x,t) — Uy (x,8) =0 (5.9)
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halini alir. Bu durumda

1 " (uy)s(x, s)ds
ra-o°),  t-9"

- (un)xx(xr t) (510)

Fu',u,e) = + (up)e(x, t) — e(uy) e (x, t)

olmak tizere

F
Fe+2

(WG D) + oux ) = (511)

Ut E Ut
iterasyon formiiliinde yerine koyacagimiz degerler su hali alir.

F = (up)e(x, t) — (Up) xx (x, t)
F,=0
F,=1

1

o= =)o) + = | (€= 97 ). )ds (512)

Yerine koymalar gerceklestirildikten sonra, bu 6zel problem i¢in
fot(t —5)™% (up)s(x, s)ds
r(i—a) + (@i 0),

_ (1 + &) (up)e(x, t) + (Up) 2 (x, 1)
&

(5.13)

kismi diferansiyel denklemi elde edilir. Baslangi¢ sartina uygun olarak u,(x,t) = sinx

secilip, (5.13) denklemi n = 0 i¢in ¢oziildiigiinde

(uc(x, t)o = —tsin(x) + C;(x) (5.14)

elde edilir. Bu ifade;
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u; = up + &(uc(x, t))o

denkleminde yerine yazilirsa;

Uy (x,t) = uy(x, t) + e(—tsin(x) + C;(x))

veya

Uy (x, t) = sinx + e(—tsin(x) + C;(x))

olup,

u,(x,0) = sinx

denkleminin ¢6ziimiinden;

C;(x)=0

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

olarak elde edilir. Bu deger ve € = 1 degeri i¢in u, (x, t) ifadesi yeniden diizenlenirse;

u,(x,t) = sinx — tsinx

(5.20)

birinci iterasyonu elde edilir. iterasyon prosediiriine benzer sekilde devam edilirse diger

iterasyonlar asagidaki sekilde bulunur:

1 2t27¢
uz(x,t) =E 2—2t+t(t—2)+m sinx

us(x,t) = %(6 +3t(t—4) —t(6+t(t—6))

t t*(-3+a+2(t—-3+a))
ra-2a) r(4—a

+6t272%@ (— )sinx
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(5.22)



u,(x, t) = %(24 —4t(t —6)(t —3) + t(—24 + t(—6 + t)?)

t? t1te(—4 +3(t — 4) + 8a)
rG—3a) (- 2a)

+ 241273 (

(5.23)

t2¢(3t? +8t(a —4) + 6(a — 4)(a — 3)\\ .
+ rG—a) ) sinx

Diger iterasyonlar daha uzun ifadelere sahip oldugu i¢in burada verilmemistir. Ancak
Mathematica gibi bir yazilim kullanilarak bu iterasyonlar istenen mertebeye kadar
hesaplanabilir. Tablo 5.1. de baz1 PIA iterasyonlar1 tam ¢oziimle ve VIM (Varyasyonel
Iterasyon Metodu) ile elde edilmis sonuglarla karsilastirilmis ve sonugta kullandigimiz
yontemin c¢ok daha iyi sonuglar verdigi ve daha yaklagik ¢oziimler sundugu
kanitlanmistir. Sekil 5.1. de ise elde ettigimiz ¢Oziimiin grafiksel olarak gdsterimi

yapilmistir.
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Tablo 5.1. Ornek 5.1.”de elde edilen u,(x, t) nin sayisal ¢dziimlerinin karsilastiriimasi

a=0.5 a=0.75 a=1
t x PiA VIM PiA VIM PiA VIM Tam ¢6ziim Mutlak hata
02| 025 0.149847 0.155803 0.179420 0.179253 0.202557 0.202541 0.202557 6.3836E-7
0.50 0.290377 0.301919 0.347685 0.347362 0.392521 0.392489 0.392520 1.2370E-6
0.75 0.412853 0.429263 0.494333 0.493873 0.558080 0.558034 0.558078 1.7588E-6
1.0 0.509660 0.529917 0.610246 0.609678 0.688940 0.688884 0.688938 2.1721E-6
04| 025 0.121113 0.113646 0.147780 0.143863 0.165859 0.165595 0.165839 0.0000197
0.50 0.234695 0.220226 0.286371 0.278783 0.321406 0.320895 0.321368 0.0000383
0.75 0.333686 0.313114 0.407158 0.396370 0.456970 0.456243 0.456916 0.0000544
1.0 0.411930 0.386533 0.502629 0.489311 0.564122 0.563224 0.564054 0.0000672
0.6 0.25 0.119469 0.100206 0.128645 0.124705 0.135923 0.134587 0.135778 0.0001455
0.50 0.231510 0.194182 0.249293 0.241650 0.263396 0.260807 0.263114 0.0002820
0.75 0.329157 0.276084 0.354440 0.343574 0.374492 0.370811 0.374091 0.0004010
1.0 0.406339 0.340821 0.437550 0.424136 0.462304 0.457766 0.451809 0.0004950




0.8

0.6
ot
1

0.0
1.0

Sekil 5.1. Ornek 5.1.”de elde edilen u,(x, t)’nin @ = 1 i¢in ¢dziim grafigi

Ornek 5.2. Asagidaki zaman-kesirli denklemi ele alalim [42]:

d%u(x,t)

p +ulx, u,(x,t) =x+xt?, t>0, 0<a<1 (5.24)

Bu denklem igin baslangi¢ sart1 u(x,0) = 0 seklindedir. @ = 1 i¢in bilinen tam ¢6ziim

ise
u(x,t) = xt (5.25)

dir. (5.24) denklemini asagidaki gibi yeniden yazalim. Denkleme u,(x,t) ifadesini
ekleyip ¢ikarirsak yeni denklem;

sug, (x,t) + uc(x, t) — eu(x, t) + eulx, u, (x,t) —x —xt> =0 (5.26)

halini alir. Bu durumda
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1 " (uy)s(x, s)ds
ra-ao),  t=9"

+ eu, (x, £) (uy)  (x, t) — x — xt? (5.27)

Fu',u&) = + (up)e(x, t) — e(uy) e (x, t)

olmak tizere

F
Fe+2

(0G0 0 + o ul 1) = - (528)

U E Ut
iterasyon formiiliinde yerine koyacagimiz degerler su hali alir:

F = (up)e(x, t) — x — xt?
F,=0
E,=1

1 t
EE - (un)t(x; t) + un(x; t)(un)x(xr t) + mjo (t - S)_a (un)s(x; S)dS (529)

Yerine koymalar gerceklestirildikten sonra, bu 6zel problem igin;

fot(t — )7 (uy)s(x, s)ds
rl—-oa

Cx+tPx+ (=14 &) () (x, 1) — ety (o, £) () o (%, £)
€

+ () (x,0),

(5.30)

kismi diferansiyel denklemi elde edilir. Baslangi¢ sartna uygun olarak uy(x,t) =0

secilip, (5.30) denklemi n = 0 i¢in ¢oziildiigiinde

3

(uc(x,t) = (t + %) x + C;(x) (5.31)

elde edilir. Bu ifade

Uy =up + e(uc(x, t))o (5.32)
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denkleminde yerine yazilirsa

3
u (x, t) = ug(x, t) + ¢ ((t + %) X+ Cl(x)> (5.33)

veya uy(x, t) = 0 oldugundan

£3
u;(x,t) =¢ ((t + §> x + Cl(x)> (5.34)
olup,
u (x,0)=0 (5.35)

denkleminin ¢6ziimiinden
Ci(x)=0 (5.36)

olarak elde edilir. Bu deger ve € = 1 degeri i¢in u, (x, t) ifadesi yeniden diizenlenirse;

u (x, t) = %t(t2 + 3)x (5.37)

Birinci iterasyonu elde edilir. Iterasyon prosediiriine benzer sekilde devam edilirse diger

iterasyonlar asagidaki sekilde bulunur:

t3x  2t%x t’x  t2%x(2t? + (a — 4)(a — 3))
u,(x, t) —2tx+T—1—5—E— I'G5—a) (5.38)
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) =3 2t3x  2t%x  2t’x  16t°x 34t lx  4t3x Py
us(x,t) = 3tx ——— — —— + — + -~ -~ -~
3 XT3 5 ' 45 ' 945 51975 12285 59535

2637 20x (2 + (=2 + a) (=5 + 2a))
6 - 2a)
t572%%((=4 + @) (=3 + @)% (=9 + 2a) (=7 + 2a)
(=9 + 2a) (=7 + 2a) (=5 + 2a)T'(5 — a)?

4t2 (=4 + a)(=3 + @) (=9 + 2a) (=5 + 2a) + 4t* (=7 + 2a)(=5 + 2«

+
(=9 + 2a) (=7 + 2a) (=5 + 2a)T'(5 — a)?
1

35 (C12 T ) (—10 + )T — )

+a)(—6+a)(-5+a)—945(-12 + a)(—10 + &)(—8 + &) (=7 + a)(—6
+ a)(=5+ a)(—4 + a) (=3 + a) — 1260t? (=12 + a)(—=10 + a)(—8

+ ) (-7 +a)(—6+ a)(—5+ a)(—2 + a) + 2t](—12 + &) (-8 + a) (-7

+ a)(—6 + @) (=5 + @) (144 + 5(—7 + a)a) — 210t*(—12 + a)(—10

+ a)(—8+ a)(—=7 + a)(—144 + a(59 + (=12 + @)a)) + 84t°(—12

+ a)(—10 + a)(—1170 + a(2219 + a(—1085 + a(240 + (—25

+ a)a)))) (5.39)

t2%x(20t19(—10 + a) (-8 + a) (-7

Diger iterasyonlar daha uzun ifadelere sahip oldugu i¢in burada verilmemistir. Ancak
Mathematica gibi bir yazilim kullanilarak bu iterasyonlar istenen mertebeye kadar
hesaplanabilir. Tablo 5.2. de baz1 PIA iterasyonlar: tam ¢oziimle ve VIM (Varyasyonel
Iterasyon Metodu) ile elde edilmis sonuglarla karsilastirilmis ve sonugta kullandigimiz
yontemin ¢ok daha 1iyi sonuglar verdigi ve daha yaklasim ¢oziimler sundugu
kanitlanmistir. Sekil 5.2. de ise elde ettigimiz ¢oziimiin grafiksel olarak goésterimi
verilmistir. Ayrica daha yiiksek iterasyonlar i¢in, ¢6ziimiin tam ¢6ziime daha da

yakinsayacagini soyleyebiliriz.
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Tablo 5.2. Ornek 5.2.”de elde edilen us(x, t) nin sayisal ¢dziimlerinin karsilastiriimasi

a=0.5 a=0.75 a=1
PiA VIM PiA VIM PiA VIM

g * (3 Adim) (4 Adim) (3 Adim) (4 Adim) (3 Adim) (4 Adim) Tam ¢hzim Mutlak hata
02| 0.25 0.103619 0.103750 0.077699 0.077933 0.050000 0.050309 0.050000 1.22348E-7
0.50 0.207238 0.207499 0.155399 0.155865 0.100000 0.100619 0.100000 2.44696E-7

0.75 0.310857 0.311249 0.233099 0.233798 0.150000 0.150928 0.150000 3.67044E-7

1.0 0.414477 0.414999 0.310798 0.311730 0.200000 0.201237 0.200000 4.89392E-7

04| 025 0.170839 0.172012 0.133148 0.134855 0.100015 0.101894 0.100000 0.0000158

0.50 0.341679 0.344025 0.266296 0.269710 0.200031 0.203787 0.200000 0.0000316

0.75 0.512519 0.516037 0.399445 0.404565 0.300047 0.305681 0.300000 0.0000474

1.0 0.683359 0.688050 0.532593 0.539420 0.400063 0.407575 0.400000 0.0000632

0.6 025 0.212586 0.215641 0.176296 0.179990 0.150273 0.153094 0.150000 0.0002739

0.50 0.425173 0.431283 0.352592 0.359979 0.300547 0.306188 0.300000 0.0005478

0.75 0.637759 0.646924 0.528888 0.539969 0.450821 0.459282 0.450000 0.0008217

1.0 0.850346 0.862566 0.705184 0.719958 0.601095 0.612376 0.600000 0.0010956




Sekil 5.2. Ornek 5.2. de elde edilen us(x, t)’nin @ = 1 igin ¢oziim grafigi
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BOLUM 6

6.1. Pertiirbasyon-iterasyon Metodunun Kesirli-Integro Diferansiyel Denklemlere

Uygulanmasi

F (u(“),u,j g(t, s,u(s))ds,e) =0 (6.1)
0

seklindeki kesirli integro diferansiyel denklemini alalim. Burada u = u(x,t) seklinde

olup ¢ kii¢iik bir parametredir. Tek diizeltme terimli bir pertiirbasyon agilimi

Upsr = Up + E(U)n (6.2)

seklindedir. (6.2) denklemini (6.1) denkleminde yerine yazip sadece birinci tiirevler

icin Taylor serisine agarsak

F(u;“), jg(t s,u,(s))ds, O>+F ( (@) ”’j g(t,s,un(s))ds,0> c(u)y
+Fu(zx)< @y jg(ts u,(s))ds, O) ( (“))
Foo(u@ s, (s))d ,0) o,
+f< jog(tsu(s))s ej(u)

+ F, ( @ u j g(t,s, un(s))ds,0> e=0 (6.3)
0

veya

GFF

(uc)n j(uc) a(f ) + =0 (64)

(), 5%

denklemini elde ederiz. Burada biitiin tiirevler € = 0 civarinda degerlendirilmistir. Bir
Uy (x, t) baslangic varsayimi ile baslayarak, oncelikle (u.)q(x,t) hesaplanir ve sonra
u;(x,t) yi hesaplamak igin (6.2) de yerine yazilir. Iterasyon prosediirii makul bir

¢Oziim bulunana kadar bu sekilde devam ettirilir.
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Ornek 6.1. Asagidaki kesirli lineer olmayan integro-diferansiyel denklemini el alalim

[43].
d*u(t) 1 ) t
Jra —jts(u(s)) ds=1—Z,t>O,OSt<1,O<aS1 (6.5)
0

u(0) = 0 baslangig sartiyla verilen bu denklem i¢in @ = 1 oldugunda tam ¢6ziim

u(t) =t (6.6)

seklindedir. (6.1) denklemini, denkleme u'(t) degerini ekleyip ¢ikararak asagidaki

formda yeniden yazalim:

1

d*u(t t
€ ® _ u'(t) + eu'(t) — ej ts(u(s))?ds—1+-=0 (6.7)
dte 0 4
halini alir. Bu durumda
1 t ul(s) 1
F I} — ! 1 _ 2 _
(', u,¢) ri-a € =5 ds — uy, (t) + eu;, (t) 6]0 ts(u,(s))*ds —1
+ ‘ 6.8
olmak tizere
F
, Fu Fe+2
u'(t) + F—u,u(t) = - Fo (6.9)

iterasyon denklemindeki terimler

t
F=u;l(t)—1+z

F,=0
F,=1
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— / 1 ‘ u’(s) ' 2
F, = —uy,(t) + fi—a)), t=s)7° ds — jo ts(u(s))*ds (6.10)

seklinde olur. Denklemde gerekli yerine koymalar gergeklestirildikten sonra (6.5)
denklemi;

fot(—s + )%, (s) ds
'1-a)

= j st(un(s))2 ds +
0

+ W (O)n

4 —t+4(—1+8)u,'(t)
4¢

(6.11)

halini alir. Baslangi¢ sartina uygun olarak uy(t) = 0 segilip, (6.11) denklemi n = 0
icin ¢Oziildiiglinde € = 1 degeri i¢in u4(t) su sekilde elde edilir.

t2

u(t) =t— ] (6.12)

Iterasyon prosediiriine benzer sekilde devam edilirse diger iterasyonlar asagidaki gibi

bulunur:

571t2 N t27%(t + 4(-3 + a))
3840 4T (4 — a)

uy(t) =2t (6.13)

u3(t)

29844889t  t372(t + 8(-2 + a))
176947200 4r (5 — 2a)

=3t+

t* (3379230 + 8r(1051¢ + 5760(~3 + @)) (=7 + @) (—6 + ) (-5 + @) )
15360(=7 + a)(—6 + a)(=5+ )T (4 — @)

2240277 + (450151 — 28436a)a®
15360(=7 + a)(—6 + a)(=5+ )T (4 — @)

+

t?(—4 + @) (=1159 + 2a(529 + 16(=10 + a)a))
- 64(=7 + 2a)I'(5 — a)?

(6.14)
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Tablo 6.1. de baz1 PIA iterasyonlar1 tam ¢dziimle karsilastirilmis ve yapilan mutlak hata
verilmistir. Sonucta kullandigimiz yontemin gayet iyi sonuglar verdigi ve yaklasik
coziimler sundugu kanitlanmistir. Sekil 6.1. de ise elde ettigimiz ¢oziimlerin grafiksel

olarak tam ¢oziim ile karsilastirilmasi yapilmaistir.
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Tablo 6.1. Ornek 6.1.’de elde edilen u(t) degerlerinin sayisal ¢dziimlerinin karsilastiriimasi

a=1
t u, u; u, Us Tam ¢oziim Mutlak hata(us)
0.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.00000000
0.1 0.099763 0.099953 0.099990 0.099981 0.100000 1.872712E-6
0.2 0.199052 0.199812 0.199962 0.199992 0.200000 7.490848E-6
0.3 0.297867 0.299577 0.299915 0.299983 0.300000 0.000016854
0.4 0.396208 0.399249 0.399850 0.399970 0.400000 0.000029963
0.5 0.494075 0.498826 0.499765 0.499953 0.500000 0.000046817
0.6 0.591468 0.598310 0.599662 0.599932 0.600000 0.000067417
0.7 0.688388 0.697700 0.699541 0.699908 0.700000 0.000091762
0.8 0.784833 0.796996 0.799400 0.799880 0.800000 0.000119853
0.9 0.880804 0.896198 0.899241 0.899848 0.900000 0.000151689
1.0 0.976302 0.995307 0.999063 0.999812 1.000000 0.000187271




100F
i PIA ¢6ziimii
80
I Tam ¢6zim
60
40+
20F
20 40 60 80 100

Sekil 6.1. Ornek 6.1.’de elde edilen us(t)’nin tam ¢dziimle o = 1 igin grafiksel olarak
karsilagtirilmasi

Ornek 6.2. Simdi ise asagidaki kesirli lineer olmayan integro-diferansiyel denklem

sistemini ¢ozelim [44]:

d‘:;{(lt) —1— %(k'(t))z + jo ((t = k() + u(s)k(s)) ds
—da;fz(t) =2t +J ((t = uls) —k2(s) +u?(s))ds 0 <aja, <1 (6.15)
0

u(0) =0, k(0) =1 baslangi¢ sartlariyla verilen bu problem i¢cin @ = f =1 igin

bilinen tam ¢6ziimler;

u(t) = sinht (6.16)

k(t) = cosht (6.17)

seklindedir. (6.15) denklem sisteminde sistemi olusturan denklemlerin her birine

sirastyla u'(t) ve k'(t) ifadelerini ekleyip ¢ikarirsak denklemler;
68



d“u(t)

+u'(t) —eu'(t) — 1 +%(k'(t))2

T
— ej ((t —s)k(s) — eu(s)k(s)) ds (6.18)
0
d*2u(t) , , t 5 5
£ a + k'(t) —ek’(t) — 2t — Ejo ((t —s)u(s) + ck?(s) — cu (s)) ds (6.19)

halini alir. Buna gore

1 t ! t
P u,8) = e jo (t”_(gal ds— ¢ jo ((t = $)k(s) + u(s)k(s)) ds — 1
2 (R ©) (6.20)
1 t ! t
F(k' k&) = Fa—a) € i (tu_(gaz ds — Ejo ((t = )uls) — k2(s) + u?(s)) ds
— 2t (6.21)

olmak tizere

u F£+E

e u(t) = — £ (6.22)

(¢
u'(t) + i

iterasyon formiiliindeki terimler;

k. '(t)?
F=u,(t)—1+ ”2()
Fu=20
Fu =1

up'(s)

14 1 t
Fe = —u, (t)+F(1—a1)f (t—s)“lds
0

— j ((t = 9)k,(s) + u,(s)k,(s)) ds (6.23)
0
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, Fk Fe +§
k'(t) + Fk,k(t) =~ (6.24)
iterasyon formiiliindeki terimler ise
F=k,(t)—2t
Fk=0
Fk'=1
' ka'(5)
, 1 n (s
Fe = —k,(t) + I —sz)f t— 5% ds
0
t
— j ((t = Dup(s) — kn(s)? + u,(s)?) ds (6.25)
0

seklinde olusur. Bu terimler iterasyon formiillerinde yerine yazildiktan sonra sirasiyla;

~1+ gk (O + () )

&

1 t —Q1,, ! !
Ta—ay ]0 (=5 + 0w, () ds + (o (E))y +

= j kn($)(=s + t + up(s)) ds + u,' (1) (6.26)
0

1

M- fo (=5 + )%k, (5) ds + (K'e(6)n =

= j (=kn () + up () (=s + t + uy(s))) ds
0

. 2t + (-1 + o)k, (t)

- (6.27)

diferansiyel denklemleri elde edilir. Baslangi¢ sartina uygun olarak uy(t) =0 ve
ko(t) =1 segilip, (6.26) ve (6.27) denklemleri n = 0 igin ¢oziildiigiinde iterasyonlar
sirasiyla su sekilde elde edilir.
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1
u, (t) = €(6t + t3) (6.28)

2

ki(t)=1 +% (6.29)

1 t2a (12 4 t2 + (=7 + ay)a
() = 257 6(1008 + 168¢2 + 21¢% +¢©) — ( o ((Z : V1)
1

(6.30)

k(t)—1+t2+t4+t6+ e -
2 24 240 2016 T(4-—ay)

(6.31)

Bu sekilde devam edilerek 3. iterasyon sonuglart olan us(t) ve kz(t) degerleri
hesaplanmistir. Ancak ifadelerinin uzunlugundan dolay1 burada verilmemistir. Tablo
6.2. ve Tablo 6.3.’de elde ettigimiz bu iterasyon sonuglari tam ¢éziimle karsilastirilmis
ve gayet yakin sonuglar elde edildigi gosterilmistir. Sekil 6.2. ve Sekil 6.3.’de ise elde

ettigimiz ¢ozlimlerin grafiksel olarak tam ¢6ziim ile karsilastirilmalart yapilmastir.
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Tablo 6.2. Ornek 6.2.°de elde edilen u(t) degerlerinin sayisal ¢dziimlerinin karsilastiriimasi

a1=az=1

t u, us Tam ¢oziim Mutlak hata(u,) Mutlak hata(uz)
0.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.00000000 0.00000000
0.1 0.100167 0.100166 0.100166 3.335119E-7 1.5915E-10
0.2 0.201346 0.201335 0.201336 0.00001068 2.05372E-8
0.3 0.304601 0.304519 0.304520 0.00008139 3.55643E-7
0.4 0.411096 0.410749 0.410752 0.00034425 2.71484E-6
0.5 0.522150 0.521082 0.521095 0.00105561 0.00001326
0.6 0.639295 0.636604 0.636653 0.00264196 0.00004893
0.7 0.764332 0.758434 0.758583 0.00574928 0.00014904
0.8 0.899402 0.887710 0.888105 0.01129678 0.00039502
0.9 1.047052 0.025574 0.026516 0.02053602 0.00094260
1.0 1.210317 0.173128 0.175201 0.03511626 0.00207271
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Tablo 6.3. Ornek 6.2.’de elde edilen k(t) degerlerinin sayisal ¢dziimlerinin karsilastiriimasi

a1=az=1

t k, ks Tam ¢oziim Mutlak hata(k,) Mutlak hata(k3)
0.0 1.000000 1.000000 1.000000 0.00000000 0.00000000
0.1 1.005004 1.005004 1.005004 2.782490E-9 1.1917E-11
0.2 1.020066 1.020066 1.020066 1.789840E-7 3.06039E-9
0.3 1.045340 1.045338 1.045338 2.055915E-6 7.88473E-8
0.4 1.081084 1.081073 1.081072 0.00001168 7.93421E-7
0.5 1.127671 1.127630 1.127625 0.00004524 4.77457E-6
0.6 1.185602 1.185485 1.185465 0.00013751 0.00002077
0.7 1.255522 1.255241 1.255169 0.00035396 0.00007230
0.8 1.338242 1.337648 1.337434 0.00080720 0.00021390
0.9 1.434765 1.433645 1.433086 0.00167897 0.00055925
1.0 1.546329 1.544407 1.543080 0.00324873 0.00132271
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Sekil 6.2. Ornek 6.2.’de elde edilen uz(t)’ nin tam ¢dziimle a; = a, = 1 i¢in grafiksel
olarak karsilastiriimasi
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olarak karsilastirilmasi
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BOLUM 7

TARTISMA, SONUC VE ONERILER

Bu c¢aligmada lineer ve lineer olamayan bazi kesirli diferansiyel denklem tiplerinin
Pertiirbasyon-Iterasyon Algoritmas1 yardimiyla yaklasik ¢dziimleri elde edilmistir.
Bulunan bu ¢6ziimler tam ¢oziim ve diger bazi metotlar ile elde edilen ¢oziimlerle
karsilastirilmis ve elde edilen sonuglarin hayli ortiistiigli tespit edilmistir. Ayrica tezde
kullanilan yontemin literatiirde yer alan varyasyonel-iterasyon metodu ve modifiye
edilmis homotopi-pertiirbasyon metodu gibi birtakim metodlarla elde edilen
coziimlerden sayisal olarak ¢ok daha yaklagik sonuclar verdigi gosterilmistir. Bu ise s6z
konusu metodun daha birgok tipteki diferansiyel denkleme basariyla uygulanabilecegini
gostermektedir. Ayrica bu calismadan sonra yapilacak bir ¢alisma, yOntemin

yakinsaklik kriterleri lizerine bir analiz olabilir.

75



10.
1.

12.

13.

14.

15.

KAYNAKLAR

Leibniz, G. W., "1695 A Letter from Hanover, Germany to GFA L'Hospital,
September 30" Math. Schriften (1849), 301-302, 1695.

Lacroix, S. F., “Traité du calcul différentiel et du calcul integral”, (Vol. 1).
Courcier, 1810.

Abel, N. H., “Solution de quelques problemes a l'aide d'integrales definies”,
Oeuvres Completes, Christiania (Grondahl) 1, 16-18, 1881.

Liouville, J., “Mémoire sur le théoréme des fonctions complémentaires”, J.
Reine Angew. Math., 11, 1-19. 1834.

Davis, H. T., “The Theory of Linear Operators”, Principia Press, Bloomington,
Indiana, 1936.

Peacock, G., “Report on the recent progress and present state of certain
branches of analysis”, Report to the British Assoc. for the Advancement of
Science, 185-352, 1835.

Laurent, H. "Sur le calcul des dérivées a indices quelconques", Nouvelles
annales de mathématiques, 3, Gauthier-Villars, 1884.

Ross, B., "Fractional Calculus", Mathematics Magazine, 115-122, 1977.

Caputo, M., "Linear models of dissipation whose Q is almost frequency
independent—II", Geophys. J. Int., 13.5, 529-539, 1967.

Caputo, M., Elasticita e dissipazione. Zanichelli, 1969.

Podlubny, 1., “Fractional differential equations: An introduction to fractional
derivatives, fractional differential equations, to methods of their solution and
some of their applications”, Academic Press, 198, 1998.

Nayfeh, A. H., “Perturbation Methods”, Wiley-Interscience, New York, 1973.
Jordan, D.W., Smith, P., “Nonlinear Ordinary Differential Equations”,
Clarendon Press, Oxford, 1987.

He, J. H., “Iteration Perturbation Method for Strongly Nonlinear Oscillators”, J.
Sound Vibr, 7, 631-642, 2001.

Mickens, R.E., “Iteration procedure for determining approximate solutions to

non-linear oscillator equations”, J. Sound Vibr, 116, 185-187, 1987.

76



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Mickens, R.E., “A generalized iteration procedure for -calculating
approximations to periodic solutions of truly nonlinear oscillators”, J. Sound
Vibr, 287, 1045-1052, 2005.

Mickens, R.E., “Iteration method solutions for conservative and limit-cycle

x% force oscillators”, J. Sound Vibr, 292, 964-968, 2006.

Mickens, R.E., “Generalized harmonic balance/numerical method for

4
determining analytical approximation to the periodic solutions of the xA

potential”, J. Sound Vibr, 250, 951-954, 2002.

Hu, H., Xiong, Z.G., “Oscillations in anx(zmﬂ%z’”” potential”, J. Sound Vibr,
259, 8, 977-980, 2003.

He, J. H., “Non-Perturbative Methods for Strongly Nonlinear Problems”,
Dissertation. De-verlag Im Internet GmbH, Berlin, 2006.

Wang, S.Q., He, J.H., “Nonlinear oscillator with discontinuity by parameter-
expansion method”, Chaos Solitons Fractals, 35, 688-691, 2008.

He, J. H., “Modified Linstedt-Poincare methods for some non-linear
oscillations Part I: Expansion of constant”, J. Non-linear Mech, 37, 309—
314, 2002.

Ramos, J.I., “On Linstedt—Poincare” techniques for the quintic duffing

equation”, Appl. Math. Comput, 193, 2, 303-310, 2007.

Ozis, T., Yildirim, A., “Determination of periodic solution of a x% force by
He’s modified Linstedt—Poincare” method”, J. Sound Vibr. 301, 415-419,
2007.

Mickens, R.E., “Oscillations in an x% potential”, J. Sound Vibr, 246(2), 375-
378, 2001.

J.H. He, “Linearized perturbation technique and it’s applications to strongly
nonlinear oscillators”, Comp. Math. Appl., 45, 1-8, 2003.

He, J.H., “Some asymptotic methods for strongly nonlinear equations”,
Internat. J. Modern Phys. B, 1141-1199, 2006.

He, J.H., Wu, G. C., Austin, F., "The variational iteration method which should
be followed”, Nonlinear Sci. Lett. A, 1-30, 2010.

77



29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Aksoy, Y., Pakdemirli, M., “New perturbation-iteration solutions for Bratu-
type equations”, Comput. Math. Appl, 59, 2802-2808, 2010.

Pakdemirli, M, Aksoy, Y., Boyaci, H., “A new perturbation-iteration approach
for first order differential equations”, Math. Comp. App., 16, 4, 890-899, 2011.
Aksoy, Y., Pakdemirli, M., Abbasbandy, S., Boyac1 H., “New perturbation-
iteration solutions for nonlinear heat tranfer equations”, Internat. J. Numer.
Methods Heat Fluid Flow, 22,7, 2012.

Pakdemirli, M., Boyaci, H., “Generation of root finding algorithms via
perturbation theory and some formulas”, Appl. Math. Comput., 184, 783-788,
2007.

Pakdemirli, M., Boyaci, H., Yurtsever, H.A., “Perturbative derivation and
comparisons of root finding algorithms with fourth order derivatives”, Math.
Comp. App., 12(2), 117-124, 2007.

Pakdemirli, M., Boyaci, H., Yurtsever, H.A., “A root finding algorithm with
fifth order derivatives”, Math. Comp. App., 13,2, 123-128, 2008.

Dolapci, 1. T., Senol, M., Pakdemirli M., “New perturbation iteration
solutions for Fredholm and Volterra integral equations”, J. Appl. Math., 1-5,
2013.

Senol, M., Dolapci, I. T., Aksoy, Y., Pakdemirli, M., “Perturbation-iteration
method for first order differential equations and systems”, Abstr. Appl. Anal, 1-
6, 2013.

Odibat, Z., Momani, S., "Modified homotopy perturbation method:
application to quadratic Riccati differential equation of fractional order" Chaos,
Solitons Fractals, 36.1, 167-174, 2008.

Diethelm, K., Walz, G., "Numerical solution of fractional order differential
equations by extrapolation", Numer. Algorithms, 16.3-4, 231-253, 1997
Abdulaziz, O., Hashim, I., Momani, S., "Solving systems of fractional
differential equations by homotopy-perturbation method", Phys. Lett. A, 372.4,
451-459, 2008.

Zurigat, M., Momani, S., Odibat, Z., Alawneh, A., "The homotopy analysis
method for handling systems of fractional differential equations" Appl. Math.
Model. , 34.1, 24-35, 2010.

78



41.

42.

43.

44.

Momani, S., Odibat, Z., "Analytical approach to linear fractional partial
differential equations arising in fluid mechanics", Phys. Lett. A, 355.4, 271-
279, 2006.

Momani, S., Odibat, Z., "A novel method for nonlinear fractional partial
differential equations: Combination of DTM and generalized Taylor's
formula", J. Comput. Appl. Math., 220.1, 85-95, 2008.

Hou, J., Qin, B., Yang, C., “Numerical solution of nonlinear Fredholm
integrodifferential equations of fractional order by using hybrid functions and
the collocation method”, J. Appl. Math., 1-11, 2012.

Zurigat, M., Momani, S., Alawneh, A., "Homotopy analysis method for systems
of fractional integro-differential equations" Neural Parallel Sci. Comput., 17.2,

169, 2009.

79



OZGECMIS

Mehmet SENOL 1978 yilinda Ankara’da dogdu. ilkokulu Nevsehir’de, ortaokulu
Erzurum’da, liseyi Aksaray ve Malatya’da okudu. 1995-1996 yillar1 arasinda,
Amerika’da bir iiniversitede 1 yil siireyle Ingilizce ve miihendislik egitimi ald1.1996
yilinda Inénii Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimii’ne basladi ve
2000 yi1lmda mezun oldu. 2000-2001 Ogretim yilinda Nevsehir Derinkuyu ilgesi Ozliice
Koyii [lkdgretim Okulu’nda bir ddnem siiresince Matematik ve Ingilizce dgretmenligi
yapt. 2001 yili basinda tekrar Amerika’ya Ingilizce 6grenimi ic¢in gitti ve burada
TOEFL smnavindan 240 CBT (587 PBT) puan alarak basarili oldu. Ekim-Aralik 2001
tarihleri arasinda Elazig ili Kovancilar ilgesi Ismetpasa Ilkdgretim Okulu’nda
Matematik ve Ingilizce 6gretmenligi yapti. 2001 yili sonunda Amerika’da South
Carolina Clemson University’ ye yliksek lisans i¢in bagvuru yapti ve bu iiniversiteye
burslu aragtrma gorevlisi olarak kabul edildi. Ancak gecirdigi ciddi bir rahatsizlik
neticesinde egitimini yarida birakip yurda geri donmek zorunda kaldi. 2002 yilinda
Nevsehir Ozel Altiyildiz Koleji’ nde matematik 6gretmeni olarak goreve basladi. 2006
yilinda vatani gorevini Izmir Bornova 57. Topgu Tugayr’nda tamamladi. 2011 yilinda
Nevsehir Hac1 Bektas Veli Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Boliimii'nde
yiiksek lisans egitimimi tamamladi. Halen ayni iiniversitenin Fen-Edebiyat Fakiiltesi
Matematik Boliimiinde arastrma gorevlisi olarak ¢alismaktadir. Iyi derecede Ingilizce

bilmekte, evli ve 2 ¢ocuk sahibidir.

Adres: Nevsehir Hac1 Bektas Veli Universitesi

Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimii - Nevsehir
Telefon: 0384 2281000 -14104
Belgegeger: 03842153948

e-posta : msenol@nevsehir.edu.tr

80



81



	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

