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OZET
Bu yiiksek lisans tezinin giris kisminda B- spline fonksiyonlar, sonlu eleman
yontemleri, Korteweg- de Vries (KdV), Burgers’ ve Korteweg- de Vries Burgers’
(KdVB) denklemleri hakkinda temel bilgiler verildi.
Tezin ikinci bolimiinde KdVB denkleminin sayisal ¢oziimleri quartic B- spline
fonksiyonlar kullanilarak Galerkin sonlu eleman yontemi ile elde edildi. Elde edilen
sayisal sonuclar literatiirdeki sayisal sonuclar ile karsilastirilarak tablolar halinde verildi.
Elde edilen sonuclara ait grafikler ¢izildi.
Tezin tgiincii boliimiinde KdVB denkleminin sayisal ¢oziimleri Kollokasyon sonlu
eleman yontemi ile elde edildi. Elde edilen sayisal sonuglar tablolar halinde verilerek
grafikleri ¢izildi.
Tezin dordiincii boliimiinde KdVB denkleminin sayisal ¢oziimleri Petrov- Galerkin
sonlu eleman yontemi ile elde edildi. Elde edilen sayisal sonuglar literatiirdeki mevcut
sonuglar ile karsilastirilarak tablolar halinde verildi. Elde edilen sonuglara ait grafikler
cizildi.
Tezin besinci bolimiinde KdVB denkleminin sayisal ¢dziimleri Subdomain sonlu
eleman yontemi ile elde edildi.
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ABSTRACT
Introduction of the thesis, fundamental informations about B- spline functions, finite
element methods, Korteweg- de Vries (KdV), Burgers’ and Korteweg- de Vries
Burgers’ (KdVB) equations are given.
In the second part, numerical solutions of KdVB equation are obtained by Galerkin
finite element method with quartic B- spline functions. The obtained numerical results
are compared with existing results in the literature and given in the form of tables.
Figures, related to the obtained results are plotted.
In the third part, numerical solutions of KdVB equation are obtained by Collocation
finite element methods. The obtained numerical results are given in the form of tables
and their figures are plotted.
In the fourth part, numerical solutions of KdVB equation are obtained by Petrov-
Galerkin finite element methods. The obtained numerical results are compared with
existing results in the literature and given in the form of tables. Figures related to the
obtained results are plotted.
In the fifth part, numerical solutions of KdVB equation are obtained by Subdomain
finite element methods.
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BOLUM 1
GIRIS

Bu boliimde, Korteweg- de Vries, Burgers’ ve Korteweg- de Vries Burgers’ denklemleri
tanitilacaktir. Ayrica, diger boliimlerde kullanilacak olan sonlu fark, varyasyonel ve
agirlikli kalan yontemlerinden bahsedilecektir. Tezde kullanilacak olan sonlu elemanlar

metodu ile spline ve B-spline fonksiyonlar hakkinda temel bilgiler verilecektir.
1. 1. Sonlu Fark Yontemleri

Farkli baglangic ve sinir kosullar1 ile verilen lineer ve lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemin yaklasik ¢6zlimiinde sonlu fark yontemi sik¢a kullanilan bir yontemdir. Bir
kismi diferansiyel denklemin sonlu fark yaklasimini elde etmek icin asagidaki ¢oziim

basamaklari kullanilir.

1. Problemin ¢oziim bdlgesi esit veya farkli boyutta geometrik sekiller barmndiran
kafeslere boliiniir ve problemin yaklagik ¢6ziimii olusan tiim kafeslerin diigiim noktalar1

iizerinden hesaplanir.

2. Diferansiyel denklemde goriilen tiirevler yerine Taylor seri agilimi ile elde edilen
ileri, geri veya merkezi sonlu fark yaklagimlarindan herhangi biri yazilir. Buradan da
baslangicta verilen diferansiyel denklemin ¢oziimii problemi, fark denklemlerinden

olusan bir cebirsel denklem sisteminin ¢éziimii problemine indirgenir.

3. Bulunan fark denkleminde ¢6ziim bolgesinde olmayan hayali diigiim noktalarmi
ortadan kaldirabilmek ic¢in problem ile verilen smir sartlar1 yerine uygun sonlu fark
yaklagimlar1 yazilir. Bilinmeyen sayis1 kadar cebirsel denklemden olusan bir denklem
sistemi elde edilir. Boylelikle elde edilmis olan sayisal denklem sistemi dogrudan veya

iteratif yontemlerden herhangi biri yardimiyla rahatlikla ¢oziiliir.

Herhangi bir diferansiyel denklem sonlu fark bigiminde asagidaki ¢oziim yollarindan

biri ile ifade edilebilir.

a) Agik



b) Kapali

¢) Crank-Nicolson

Sonlu fark yonteminde a < x < b ve t > 0 olmak iizere problemin Uy(x,t) yaklasik
¢Oziimii diiglim noktalar1 lizerinde olacak sekilde problemin ¢6ziim bdlgesi N adet alt

bdlgeye pargalanir. Bu pargalama isleminde her bir At = k zaman adimi i¢in

b—a
N

Ax=h=

olacak sekilde esit araliklar g6z 6nilinde bulundurulmalidir.

Diigiim noktalarinda problem ile beraber verilen sinir kosullar1 uygulandiktan sonra
elde edilen fark denklemleri daha sonra ¢oziildiiglinde problemin yaklagik ¢oziimiine
ulasilmis olur. Bu yontem kolay uygulanabilir bir yontem olmasimna ragmen tam olarak
belli olmayan sinir kosullarina uygulanmasindaki sorunlar ile karmasik bolgelerdeki
geometriksel gosterimin dogrulugundaki zorluklar ve yaklasik ¢oziimdeki tiirevlerin
yanhighgi gibi sebeplerden dolayr bu yontemin uygulanmasinda bazi istenmeyen

aksakliklar ortaya ¢ikmaktadir.
1. 2. Varyasyonel Yontemler

Bu yontem ise tam ¢6ziim yerine kullanilacak olan yaklasik ¢oziimii, diferansiyel
denklemin zayif formundan veya kuadratik fonksiyonelin minimumundan veya agirlikl
integral ifadesinden elde eder. Rayleigh- Ritz ve agirlikli kalan (Galerkin, kollokasyon,
subdomain ve Petrov- Galerkin) bu yontemlerden bazilaridir. Bu tip yontemlerde bir
problemin yaklasik ¢oziimii Y. ¢ d; + ¢y seklinde bulunur. Burada ifade edilen ¢; ler
polinom olan uygun yaklagim fonksiyonlar1 ve ¢;” ler ise bulunacak olan bilinmeyen
parametrelerdir. ¢; parametreleri denklemin agirlikli integral bigimini veya zayif
bicimini gerceklestirecek veya denkleme karsilik gelen kuadratik fonksiyoneli
minimum yapacak sekilde bulunur. Y c¢;d;+ ¢y yaklasimi, verilen diferansiyel
denklemde direk yerine yazilirsa cj parametrelerinin bulunmasi igin her zaman gerekli
ve yeterli sayida lineer bagimsiz denklem sistemi elde edilemeyebilir. Bu nedenle
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agirlikl integral bigime ihtiyag duyulur. Agirlikli integral formu . ¢; ¢; + ¢ yaklasik
¢cOziimiiniin diferansiyel denklemde yerine yazilmasiyla elde edilen kalan ile w agirlik
fonksiyonunun carpiminin bolge iizerindeki integralinin alinmasi islemidir. Agirhikh
integral formunda uy ¢dziimiindeki ¢; yaklagim fonksiyonlar1 diferansiyel denklemin
mertebesi kadar tiirevlenebilir olmali ayrica problem ile birlikte verilen tiim smir
kosullarmi saglamalidir. Agirlikli integral formu problemin hi¢bir sinir kosulunu
icermediginden yukarida ifade edilenlerin gergeklesmesi gerekir. Agirlikli integral
formunda w agirlik fonksiyonunun lineer bagimsiz N farkli se¢imi i¢in ¢4, Cy, ..., Cy
bilinmeyenlerinden olusan N tane sayisal denklem bulunur. Bu denklemler vasitasiyla
¢; parametreleri kolayca elde edilir. Zayif form ise denklemdeki diferansiyelin bagimli
degisken ile agirlik fonksiyonu arasinda paylastirildig1 ve verilen problemin dogal smir
kosullarmi igeren agirlikli integral ifadesidir. Verilen her denklemin agirlikli integral
ifadesi elde edilirken, zayif formu elde edilemeyebilir. Varyasyonel yontemler w agirlik
fonksiyonu ve ¢; yaklagim fonksiyonlarinin se¢imi bakimindan birbirinden farklilik
gosterirler. Varyasyonel yontemlerde yaklasik ¢oziim bulunurken ele alinan denkleme
karsilik gelen zayif form kullanilmalidir. Yukarida da ifade edildigi gibi her denklemin
zaylf formu olusturulamadigindan ancak sinirli sayida denklemde uygulama imkani

vardir.
1. 2. 1. Rayleigh- Ritz yontemi

Bu yontemde, yaklagimin ¢; katsayilar1 verilen problemin zayif bigimi kullanilarak elde
edilir. Yine bu yontemde agirlik fonksiyonlari ile yaklagim fonksiyonlari ayni (w = ¢;)
secilir. Burada zayif form; hem diferansiyel denklemi hem de problemin dogal smir
sartlarm1 igerdiginden yaklasim fonksiyonlar1 iizerindeki siireklilik durumu, orijinal
diferansiyel denklem veya agirlikli integral bigimindeki gerektirmelerden azdir.

Rayleigh- Ritz yonteminde yaklagik ¢oziim,
uy =Z]N=1Cj b; + b0 (1. 1)

bi¢iminde sonlu bir seri seklinde elde edilmeye ¢ahisilir. Yukarida ki ifadede c; sabitleri

Ritz katsayilar1 olarak adlandirilir. Denklemin zayif formunda agirlik fonksiyonlari
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yerine yaklagim fonksiyonlar: yazilirsa, ¢; bilinmeyenleri igin N adet lineer bagimsiz
cebirsel denklem sistemi bulunmug olur. Burada ki ¢; ve ¢, yaklagim fonksiyonlar1 bir
takim sartlar1, uy yaklasimi ise problem ile verilen temel sinir sartlarmi saglamalidir.
Ciinkii zayif form problemin dogal sinir sartlarmi kapsamaktadir. ¢, fonksiyonun
gorevi, problem ile verilen temel smir sartlarinin homojen olmayan kismini
saglamasidir. Ayrica ¢, fonksiyonu yerine temel sinir sartlarini iizerinde barindiran
daha diisiik dereceden herhangi bir fonksiyon kullanilabilir. ¢, = 0 olmas1 demek temel
sinir sartlarmm  hepsinin  homojen olmasi demektir. Buna gore de ¢; yaklagim

fonksiyonlarmin asagida ifade edilen sartlar1 saglamasi gerekmektedir.

1. Verilen problemin temel sinir sartlarinin homojen kismini saglamalidir.

2. Herhangi bir N degeri i¢in {q>j }]N=1 kiimesi lineer bagimsiz olmaldir.

3. {q>j} yaklagim fonksiyonlar1 tam olmahdir. ¢; yaklasim fonksiyonlari cebirsel
polinomlar ise, tamlik {q>j} yaklagim fonksiyonlar1 kiimesinin izin verilen en diisiik

mertebeden, istenilen en yiiksek mertebeye kadar olan tiim terimleri bilinyesinde

bulundurmasidir.
1. 3. Agirhkh Kalan Yontemi

Bir diferansiyel denklemin ¢6ziimii ile yaklasik ¢6zlimii arasindaki farkin, sifirdan farkli
bir agirlik fonksiyonu ile ¢arpilip toplamlarmin en kiigiik yapilmasi islemine agirlikl
kalan yaklagimi denir. Bu yaklagima dayanan yontemlere ise agirlikli kalan yontemi ad1
verilir. Her denklemin agirlikli integral formu olusturulabilecegi i¢in her denkleme
uygulanabilir. Bundan dolay1r da varyasyonel yontemlerden daha genis bir araliktaki
problemlere uygulanabilirler. Agirlikli kalan yontemleri her denklemin agirlik integral
formunu olusturmakta kullanilabilir. Burada dikkat edilmesi gereken durum ise agirlikl
integral form, problemin smir sartlarindan higcbirini  icermediginden, agirlik
fonksiyonlar1 yaklasik ¢6ziimiin hem dogal hem de temel sinir sartlarmi saglayacak

sekilde se¢ilmelidir. Agirlikli kalan yontemlerini ifade etmek icin () bdlgesinde

Aw) =f (1.2)



operator denklemi g6z Oniine alalim. Burada A lineer veya lineer olmayan operatdr, u
bagimli degisken ve f bagimsiz degiskenin bir fonksiyonu olarak tanimlanir. Buradaki u

¢Ozlimiine, bir yaklasim olarak
uy =Z]N=1Cj b; + b0 (1.3)

kullanildi. (1. 2) denkleminde (1. 3) ile verilen uy yaklasik ¢oziimii yazilirsa fy =
A(uy) fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyon biiyiik ¢ogunlukla f* ye esit degildir. A(uy)

ile f fonksiyonu arasindaki farka
R=AW) —f= AXN,¢dj+do ) —f#0 (1. 4)

yaklagimimn kalani yani rezidiisii denir. Burada R kalan fonksiyonu ¢; parametrelerine

bagli oldugu kadar konuma da baghidir. Agirlikli kalan yontemlerinde ¢; parametreleri

Jy Wi y) R(x,y,¢;) dxdy =0, (i=0,1.2,...N) (1. 5)

agirlikli kalan integralindeki R kalani sifir olacak sekilde se¢ilir. Burada ) iki boyutlu
bir bolge ve P;’ ler ise agirlikli kalan fonksiyonlaridir. (1. 5) integralinin hesaplanmasi
ile elde edilen denklemlerin ¢oziilebilmesi i¢in segilen Y; agirlikli kalan fonksiyonlar
kiimesinin lineer bagimsiz olmasi gerekir. Agirlikli kalan yontemlerinden bazilari

Galerkin, Petrov- Galerkin, Kollokasyon ve Subdomain’ dir.
1. 3. 1. Galerkin yontemi

Bu yontemde ; agirlik fonksiyonlari ¢; yaklasim fonksiyonlar1 ile ayni segilir.

Galerkin yonteminin sayisal denklemleri
21 A = Fy (1.6)

seklindedir. Burada
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Fi= [ ilf—A(do)] dxdy (1.8)

Q
dir [1].
1. 3. 2. Petrov- Galerkin yontemi

y; # ¢; almirsa bu yontem agirlikli kalan yontemlerinden Petrov- Galerkin yontemi

olarak bilinir. A lineer bir operator olmak tizere Q1 bolgesinde (1. 5) yaklagimi

}L[J wiA(cbj)dxdy] 6 = [ Wilf—Aldo) ] dxdy (1.9)
veya
NiAijg=F (1. 10)

seklinde basit bir bicimde yazilabilir [1]. Bu yontemle elde edilen [A;;] katsayilar

matrisi simetrik degildir.
1. 3. 3. Kollokasyon yontemi

Kollokasyon yonteminde Q bolgesinden segilen N adet X! = (xi,y') kollokasyon

noktasinda kalanin sifir olmasi istenir. Yani
R(x\,y,¢) =0 (i=0,12,..,N) (1.11)

olmalidir. X' kollokasyon noktalar1 denklem sistemi iyi sarth olacak sekilde gerekir. Bu

yontemde J; = 8(X — Xi) alinir ve (1. 5) denkleminde yerine yazilirsa

Jy 8(X—X1) R(X,¢;) dxdy =0 (1.12)
\(
R(Xi,¢) =0 (1.13)



elde edilir. Burada 8(x) fonksiyonuna Dirac delta fonksiyonu denir ve

Jo G0 8(x = Bdx dy = f(§) (1.14)
seklinde tanimlanir [1].
1. 3. 4. Subdomain yontemi

Bu yontemde s; agirlik fonksiyonlari

1 X X < Xjp1

i = {0 ,diger durumlar (i=01..,N) (1. 15)
seklinde segilir. Alt araliklarin sayisi Cj parametrelerinin sayisina esit olacak seklinde

belirlenmelidir. ys; agirlik fonksiyonlari (1. 5) denkleminde yerine yazilirsa

Jo Ry, ¢)dxdy =0 (i=0,12,..N) (1. 16)

bulunur. Bu denklem sisteminin ¢6ziilmesi ile ¢; parametreleri elde edilir [1].
1. 4. Sonlu Elemanlar Yontemi

Sonlu elemanlar ifadesi ilk olarak Clough tarafindan 1960 yilinda kullanilmistir. Son
yillarda dijital bilgisayarlardaki gelismeler, sonlu eleman ydnteminin ¢ok hizli bir
sekilde gelismesine yol agmis ve her gegen giin uygulamali matematikg¢iler, mithendisler

ve fizikgiler bu yontem ile ilgili cok sayida ¢aligmalar ortaya koymuslardir.

Sonlu elemanlar yontemleri; yapt miithendisligi, uzay bilimleri, akiskanlar mekanigi,
niikleer enerji mithendisligi, dinamik ve 1s1 iletim problemleri ve diger miihendislik
alanlarindaki problemler basarili bir sekilde uygulanir. Sonlu elemanlar yonteminin

diger yontemlere gore avantajlar1 asagidaki gibi ifade edilebilir;

1) Diizensiz sekildeki yapilar1 ve diger yontemlerle modellenemeyen farkli karmasik

bolgeleri oldukga kolay bir sekilde modelleyebilmesi.

2) Eleman denklemleri farkli farkli olusturuldugundan farkli malzemelerden olusan

yapilar1 modelleyebilmesi.



3) Cok farkli smir sartlari ile birlikte kullanilabilmesi. Sinir kosullarinin degismesi

durumunda sonlu eleman modelinin degismemesi.

4) Gerektiginde elemanlarm biiyiikliiklerinin degistirilebilmesi.

5) Sonlu eleman modelinin istenildigi zaman kolayca degistirilebilmesi.

6) Bilgisayar programlama diline uygun olmasi.

Sonlu elemanlar yonteminin yukarida sayilan avantajlarmin yaninda bazi1 dezavantajlari

da vardir. Bunlar;

1) Coziim bolgesinin alt bolgelere ayirma isleminin belirli bir tecriibe istemesi.

2) Siireklilik sartlarinin alt bolgelere uygulanmasinda bazi zorluklarla karsilanmasi.

3) Bilgisayar programinda veri girisi sirasinda yapilan hatalar

seklinde siralanabilir.

Bir sonlu eleman yOnteminin her hangi bir probleme uygulanmasinda genellikle

asagidaki basamaklar izlenir:

1) Problemin ¢6zlim bdlgesinin sonlu sayida alt bolge veya araliga ayriklastirilir.

2) Coziim bolgesinde bir aralik {izerinde verilen biitlin tipik elemanlar i¢in eleman

denklemleri tiiretilir.

3) Verilen problemin denklemlerini elde etmek icin ¢6ziim bolgesinde ki tiim araliklar

birlestirilir.

4) Problemin sinir kosullar1 uygulanir.

5) Elde edilen birlestirilmis denklem sistemleri ¢oziiliir.

6) Ortaya ¢ikan sonuglar degerlendirilir.



Sonlu eleman yontemlerinin integral formiilasyonlar1 genelde varyasyonel ve agirlikli

kalan yontemleri olarak iki farkli yoldan bulunur [2].
1. 5. Spline Fonksiyonlar

Yaklasik yontemler temel bilimlerin bir¢ok alaninda ve miihendislikte oldugu gibi
matematikte de yaygin olarak kullanilmaktadir. iki tip yaklasim probleminden soz
edilebilir. Birinci tip problemlerde bu yontemler, eldeki mevcut verileri kullanarak
bilinmeyen fonksiyonlar1 yaklasik olarak bulmak igin kullanilir. Ikinci tip yaklasimlar
ise ¢esitli fiziksel problemler icin bir operatér denklem tarafindan temsil edilen
matematiksel modellemelerdir. Bu problemler, 6zdeger ve 0zvektor problemleri,
integro- diferansiyel denklemler, adi ve kismi diferansiyel denklemler i¢in sinir deger
problemleridir. Iki problem tipinde de, en iyi ¢dziim igin iki 6nemli sorun ile

karsilasilabilir;
1) Yaklasim sartlarmi yerine getirecek uygun fonksiyonlarin sinifini segmek.
2) Yaklagimin etkili olmas1 amaciyla iy1 bir yontem segmek.

Spline fonksiyonlar1 ilk olarak *“ Schoenberg” tarafindan 1946 yilinda ortaya atilmis,
1960 yilina kadar yavas bir gelisim icinde olmus ama son dénemde hizli bir gelisim
gostermistir. Bundaki en Onemli etken yapisal ozellikleri, etkili yaklasim giicii ve
bilgisayarlarla yapilan hesaplamalardaki kolayliktir. Depolanma, islenmesi ve
kullanilmasi1 kolay olan spline fonksiyonlar dijital bilgisayarlardaki gelismeler ile daha
onemli hale gelmistir. Bilgisayarla hesaplamalardan dolay1 interpolasyon, veri uydurma,
adi ve kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde, egri ve ylizey yaklasiminda ve
karmagik geometrik nesnelerin matematiksel modellemesinde yaygm bir bigimde

kullanilmaktadir [3].

Bu yaklasim yontemleri icinde polinom yaklasimlar1 6nemli bir yer tutmakta fakat

polinom yaklasimi her zaman istenilen hassasiyette bir sonu¢ vermeyebilir. Genelde

koseleri keskin olan, yliksek mertebeden tiirevlerde hizli degisim gdsteren fonksiyonlara

ve bazen bazi diizgiin fonksiyonlara yiiksek dereceden polinomlar ile istenilen

hassasiyette bir yaklasim yapilamayabilir. Nokta sayis1 arttiginda yaklasimda
9



kullanilacak polinomun derecesi artar, bu da ¢éziimiin raksamasi anlamma gelir. Bu
olumlu gériinse de bazi hesaplama hatalarma sebep olabilir. Istenilen fonksiyonun belli
araligmin degisik kisimlarinda degisik 6zelliklere sahip ise de fonksiyona tek bir egri ile
yaklagmak bizi uygun sonuclara gotiirmez. Bundan dolay1 yiiksek dereceden olmayan
birinci, ikinci veya {iciincli dereceden fonksiyonlar ile yaklagimlarin yapildigi spline
interpolasyon yontemini kullanmak daha uygundur. Buradan da anlagilacagi gibi Spline
interpolasyon yaklasimi aslinda parcali polinom yaklasimi demektir. Yani verilen
¢cOziim aralig1r sonlu sayida alt araliklara boliinerek her bir alt aralikta daha kiigiik

dereceden polinomlar yardimiyla yaklasimlar yapilir.

Spline fonksiyonlar asagidaki ozelliklere sahiptir:

1) Spline fonksiyonlar uygun bazlara sahip sonlu boyutlu lineer uzaylardir.
2) Spline fonksiyonlar diizgiin fonksiyonlardir.

3) Spline fonksiyonlarim tiirevleri ve integralleri yine spline fonksiyonlardir.
4) Spline fonksiyonlarin tiirevleri ve integralleri kolay hesaplanirlar.

5) Spline fonksiyonlar dijital bilgisayarlarda isleme, hesaplama ve depolama agisindan

uygun fonksiyonlardir.

6) Niimerik analizde ve yaklasim teorisinde spline fonksiyonlarin kullanilmasi
durumunda matrisler ortaya ¢ikar. Bu matrisler uygun isaretleri ve determinant

ozellikleri bakimindan kolay hesaplanabilirler.

7) Diistik dereceli spline fonksiyonlar oldukc¢a esnektir ve polinomlardaki gibi keskin

salmimlar sergilemezler.
8) Yaklasim islemi sonucunda elde edilen yapilar polinomlarin yapilari ile de ilgilidir.

9) Spline fonksiyonlar yardimiyla sadece fonksiyonlara degil ayni zamanda onlarin

tiirevlerine de ulasilabilir.

10) Spline fonksiyonlar ve tiirevleri ayn1 anda yaklasik olarak hesaplanir [4].
10



1.6. B- spline Fonksiyonlar

Spline fonksiyonlarin hesaplanmasi ile lineer veya lineer olmayan sistemler elde edilir.
Bu sistemler istenilen parametrelerin hesaplanmasina izin vermeyecek sekilde iyi sartl
olmayabilir. Spline yaklasimlar1 elde etme silirecinde sayisal kararsizliklarla
karsilasilabilir. Iste bu tiir zorluklar “B- spline” olarak adlandirilan farkli bir spline
fonksiyon smifi ile asilabilir. Iste bu tiir fonksiyonlara spline fonksiyon denmesinin
sebebi, biitiin spline fonksiyonlar kiimesi icin bir baz olusturmalarindandir. B- spline

fonksiyonlar sayisal hesaplamalar i¢in oldukca faydaldir.
1. 6. 1. Lineer B- spline fonksiyonlar

[a,b] araliginda diizgiin bir pargalanisi a = x, < Xy < - < Xy_; <Xy = b olsun.
h = X417 — X, olmak flizere x, digim noktalarinda L. (x) lineer B- spline

fonksiyonlar m = 0(1)N noktalar1 igin

1 (Xm+1 - X) - Z(Xm - X) ’ [Xm—lr Xm]
Lm = h (Xm+1 - X) ’ [er Xm+1] (1.17)
0 , diger durumlar

seklinde tanimlanir [3]. {Ly(x), L; (%), ...., Ly(x)} kiimesi a < x < b araliginda taniml
fonksiyonlar i¢in bir baz olusturur. Lineer B- spline fonksiyon ve tiirevi [Xy_1,Xm+1]
araligl disinda ki degeri sifirdir. Sekil 1. 1° de goriildiigli tizere her bir L, B- spline
fonksiyonu [Xp,_1, Xpm+1] araliginda arda arda gelen iki elemani 6rter ve bundan dolay1
her bir [Xy,Xm4+q] sonlu eleman Ly, Ly, gibi iki lineer B- spline fonksiyonu

tarafindan ortiilmektedir [2]. Bir  [Xp,, Xpp41] araligi
Eh=x—xp, 0<¢<1 (1. 18)

lokal koordinat doniisiimii yardimiyla [0,1] araligina doniistir. Buradan da lineer B-

spline fonksiyonlar [0, 1] araliginda & tiiriinden

Lins1 = & (1. 19)
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seklinde bulunur.

L L,

Sekil 1. 1. Lineer B- spline sekil fonksiyonlari

1. 6. 2. Kuadratik B- spline fonksiyonlar

[a,b] araliginin bir diizglin pargalanis1 a =Xy < X; < - < Xy_1 < Xy = b olsun.
h = X414 — X, olmak flizere x, diigiim noktalarinda ¢, (x) kuadratik B- spline

fonksiyonlar m = —1(1)N noktalar1 i¢in;

((Xm+2 - X)z - 3(Xm+1 - X)z + 3(Xm - X)z ’ [Xm—lrxm]

2 W)2
q)m(X) — %{ (Xm+2 X)z 3(Xm+1 X) ’ [me Xm+1] (1 20)
(Xm+z — %) s [Xm+1 Xma2]
0 ,diger durumlar

seklinde tanmimlanir [3]. {d_;(X), (%), ..., dby(X)} kiimesi a < x < b araliginda
taniml1 fonksiyonlar i¢in bir baz olusturur. Kuadratik B- spline ¢,(x) fonksiyonu ve
tirevi [Xp_1, Xm42] araligi disinda sifirdir. Sekil 1. 2 de her bir ¢, (x) kuadratik B-
spline fonksiyonu bu aralikta ardisik iic elamani ortmekte ve bundan dolay1 her bir

[Xm»Xm+1] sonlu eleman &p_q1, $py, Gmeq gibi ¢ kuadratik B- spline fonksiyon
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tarafindan Ortlilmektedir [2]. ¢, (x) ve birinci mertebeden tirevinin  diigiim

noktalarindaki degerleri asagidaki tabloda gosterildi. Bir [X,,, Xp41] araligi

Tablo 1. 1. ¢, (%) ve ¢ (%)’ in diigiim noktalarindaki degerleri

X Xm-1 Xm Xm+1 Xm+2
o 0 1 1 0
hol, 0 2 -2 0

(1. 18) lokal koordinat doniisimii yardimiyla [0,1] araligina doniisiir. Boylelikle
kuadratik B- spline fonksiyonlar [0, 1] araliginda & cinsinden

bm-1 = 1- E)Z’
bm = 1+22_222,
by = EZ. (1.21)

seklinde bulunur. (1. 21) kuadratik B- spline fonksiyonlar kullanilarak x, digim
noktalarinda Uy yaklasik ¢oziimii ve x’ e gore birinci mertebeden tiirevi &, eleman

parametreleri cinsinden

UnEm,t) = Uy =81 + 815

Ul = = (=81 + 8m). (1.22)
biciminde yazilabilir.

1. 6. 3. Kiibik B- spline fonksiyonlar

[a,b] araligmm bir diizgiin pargalanisi a = x5 < x; < -+ < XNy_; < Xy = b olsun.
h = X417 — X, olmak iizere x, diigiim noktalarinda ¢,,(x) kiibik B- spline

fonksiyonlar m = —1(1)N + 1 noktalar1 i¢in;

13



((X - Xm—z)3

. | h3 + 3h2 (X —Xp_1) +3hEx —x,_1)? = 3(x—xy_1)3
q)m(x) = h_3 h3 + 3h2 (Xm+1 - X) + 31'1()(m+1 - X)Z - 3(Xm+1 - X)3
| (X0 — %)3

Lo

) [Xm—zvxm—l]
’ [Xm—lﬁxm]

) [Xmﬁxm+1] (1 23)

) [Xm+1vxm+2]
, diger durumlar

.
1.5 - S S
7 ™
1
Qm" 1 Q‘m-j— 1
e N
\(r’f
0 — - _
X X

Sekil 1. 2. Kuadratik B- spline sekil fonksiyonlar1

seklinde ifade edilir [3]. {d_;(X), Po(X), ..., DN(X), dn+1(X)} kiimesi a<x<b

araliginda tanimli fonksiyonlar i¢in bir baz olusturur. Kiibik B- spline ¢, (x)

fonksiyonu ve tiirevleri [Xp,_5,Xm42] araligi disinda sifirdir. Sekil 1. 3° te goriildiigii

lizere her bir ¢, (x) kiibik B- spline fonksiyonu [X,_5,Xm+2] arah@inda ardisik dort

elamani Ortmekte ve dolayisiyla her bir [X.,, Xp4+q] araligindaki sonlu eleman

Pt Pmy Pms1, Pz gibl dort kiibik B-spline fonksiyonu tarafindan ortiilmektedir

[2]. ¢, (%) ve ikinci mertebeye kadar olan ¢, (x) ve ¢y (x) tiirevlerinin digim

noktalardaki degerleri Tablo 1. 2 ile verildi. Bir [Xy,, Xp41] sonlu elaman (1. 18) lokal

koordinat
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Tablo 1. 2. ¢, (%), dm(x) ve P (X)’ in diigiim noktalarindaki degerleri

X Xm-2 Xm-1 Xm Xm+1 Xm+2

o 0 1 4 1 0
ho!, 0 3 0 -3 0
h2¢! 0 6 —-12 6 0

doniigiimii yardimiyla [0, 1] araligma doniisiir. Boylece bir [Xp,, Xpm41] araligmi orten

dm-1, P> Pm+1, P2 kiibik B- spline fonksiyonlar [0, 1] araliginda € cinsinden

b1 =1 - 2)3,

dm=1+3(1-9+3(1-82%-3(1-9°3

P = 1+ 35+ 38 — 38,

Drss = B, (1. 24)

seklinde bulunur. (1. 24) kiibik B- spline fonksiyonlar kullanilarak x,, diigim
noktasinda Uy yaklasik ¢oziimii ve x’ e gore ikinci mertebeye kadar olan tiirevleri &,

eleman parametreleri cinsinden

UN(Xm! t) = Um = 81’11—1 + 481’11 + 8m+1,

Un = %(_Sm—l + 8m+1),

U = % (Bmet — 28m + St (1.25)
biciminde yazilabilir.

1. 6. 4. Kuartik B- spline fonksiyonlar

[a,b] araligmm bir diizgiin pargalanisi a = x5 < X; < -+ < XNy_q < Xy = b olsun.
h = X414 — X, olmak lizere x,, diiglim noktalarinda ¢, (x) kuartik B- spline

fonksiyonlar m = —2(1)N + 1 noktalar1 igin;
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((X - Xm—z)4

i (X - Xm—z)4 - 5(X - Xm—1)4

’ [Xm—zvxm—l]
’ [Xm—lﬁxm]

b, (x) = %{ X —=Xp2)* = 5& —xp_)* +10(x — Xp) s X Xmad (1. 26)

i (Xm+3 -x)* = 5(Xm+2 - x)*

|(Xm+ _X)4
Lo

s Xm+1 Xme2]

s Xmt2) Xmas]
, diger durumlar

seklinde tanimlanir [3]. {p_,(X), p_1(X) ...., dn(X), Pn+1(X)} kiimesia <x < b

tmt+l

\'_‘._-"' —
_./"'JJ
-
-
I:'fjr|"|+2 ____,/
\‘\-J--J" J_.-’
X

Sekil 1. 3. Kiibik B- spline sekil fonksiyonlari

araliginda tamimli fonksiyonlar igin bir baz olusturur. Kuartik B- spline ¢, (%)

fonksiyonu ve tlirevleri [Xy,_5,Xm4+3] aralign disinda sifirdir. Sekil 1. 4° de goriildigii

lizere her bir ¢, (x) kuartik B- spline fonksiyonu [X,_5, Xq4+3] araliginda ardisik bes

elamani 6rtmekte ve dolayisiyla her bir [X,,Xp41] sonlu eleman ¢p_5, $m-1, $m»

bOmi1, Pmse gibi bes kuartik B- spline fonksiyonu tarafindan ortiilmektedir [2]. ¢, (%)

n

ve lglinci mertebeye kadar olan ¢, (x), dm(x) ve ¢ (x) tlirevlerinin  digiim

noktalardaki degerleri Tablo 1. 3’ te gosterilmistir. Bir [X.,, Xp4+1] sonlu elaman(1. 18)

lokal koordinat doniisiimii yardimiyla [0, 1] araligina doniisiir.
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Tablo 1. 3. ¢, (%), P (%), b (x) ve by (%)’ in diiglim noktalarindaki degerleri

X Xm-2 Xm-1 Xm Xm41 Xm+2 Xm+3
- 0 1 11 11 1 0
ho), 0 4 12 -12 —4 0
h2¢!, 0 12 ~12 -12 12 0
h3¢! 0 24 ~72 72 —24 0

Boylece kuartik B- spline fonksiyonlar bir [Xp,,Xm41] araligini orten ¢m_s, $m_1,

®Omy Oms1, Pmaso kuartik B- spline fonksiyonlar [0, 1] araliginda § cinsinden
Pz =1 — 45+ 682 — 48 + &,

Py = 11 — 125 — 682 + 1283 — &4,

¢m =11+ 125 — 68> — 1283 +&*,

Pme1 = 1+ 45+ 687 +48° — &,

Pmiz = &

(1.27)

seklinde bulunur. (1. 27) kuartik B- spline fonksiyonlar kullanilarak x,, diigim
noktasinda Uy yaklagik ¢6ziimii ve X’ e gore tiglincli mertebeye kadar olan tiirevleri &,

eleman parametreleri cinsinden

UnEmt) =Up =8, + 118,71 + 118, + 841,
, 4
Um = H(_(Sm_z - 381’11—1 + 381’11 + 8m+1),
1" 12
Uy = hz (Sm—z - 8m—1 - 8m + 8m+1);
(1.28)

U;rlll = %(—Sm—z + 36m—l - 3(Sm + 8m+1)'

biciminde yazilabilir.

17



1. 6. 5. Kuintik B- spline fonksiyonlar

[a,b] araligmm bir diizgiin pargalanisi a = x5 < X; < -+ < XNy_q < Xy = b olsun.

h = X414 — X, olmak lizere x,, diiglim noktalarinda ¢, (x) kuintik B- spline

fonksiyonlar m = —2(1)N + 2 noktalar1 i¢in;

L ¢
SN S
/’),_,-f"’f T
114
\
\ o .
& .
S~ //
T
./\’{-.x”
_—"'—f-rr- - EE-HE---"""—-
= - m-2 d}mﬂ )
— N
X
m

G (x) = =+

seklinde tanimlanir

Sekil 1. 4. Kuartik B- spline sekil fonksiyonlari

(X - Xm—3)5
(X - Xm—3)5 - 6(X - Xm—z)5
(X — Xp-3)® — 6(X —Xpy_5)° + 15(X — Xpy_1)°
(X - Xm—3)5 - 6(X - Xm—z)5 + 15(X - Xm—l)s - ZO(X - Xm)s
(X —Xp-3)® — 6(X —Xpy_5)° + 15(x — Xpp_1)°
—20(x — X)% + 15(x — Xp41)°
(X - Xm—3)5 - 6(X - Xm—z)5 + 15(X - Xm—l)s - ZO(X - Xm)s
+15(X — Xpp11)° — 6(X — Xp42)°
0

[3].

m+1

—

» 1 Xm-3, Xm—Z]

—

’ Xm—Z'Xm—l]
4 Xm—lvxm]

) vaxm+1]

roslronl

s Xm+1 Xme2)

[Xmi2: Xmes]
, diger durumlar

(1.29)

{d_,(%), d_1(%), ..., ON(X), dns1(X), Oni2 (X)) kiimesi

a < x<b araliginda taniml fonksiyonlar i¢in bir baz olusturur. Kuintik B- spline

bn(x) fonksiyonu ve tiirevleri [Xp_3,Xm4+3] arahi@i disinda sifirdir. Sekil 1. 5° te

gorildigi tizere her bir ¢, (x) kuintik B- spline fonksiyonu [Xy,_3, Xm4+3] arahiginda
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ardigik alt1 elamani 6rtmekte ve dolayisiyla her bir [Xp,, Xp,4+1] sonlu eleman ¢p,_,,
Pm-1, Pm» Pms1, Pma2r Pmez gibi alt kuintik B- spline fonksiyonu tarafindan

ortiilmektedir [2]. ¢y, (x) ve dordiincii mertebeye kadar olan ¢, (x), ¢y (%), b (X) ve
(av)

o (x) tiirevlerinin diigiim noktalardaki degerleri Tablo 1. 4’ de verilmistir. Bir

[Xm, Xm+1] sonlu elaman (1. 18) lokal koordinat doniigiimii yardimiyla [0, 1] araligina

doniisiir. Boylece kuintik B- spline fonksiyonlar [0, 1] araliginda € cinsinden

Gm-» =1— 58+ 1082 — 1083 + 58* — &5,

bm-1 = 26 — 50& + 2082 + 2083 — 20&* + 5&°,

bdm = 66 — 6082 + 308* — 108>,

Gm+1 = 26 + 50 + 2082 — 2083 — 208* + 108>,

&gz =1+ 58+ 1082 + 1083 + 58* — 58°,

bmis = §. (1.30)

seklinde bulunur. (1. 30) kuintik B- spline fonksiyonlar kullanilarak x,, digim
noktasinda Uy yaklasik ¢oziimii ve x* e gore dordiincii mertebeye kadar olan tiirevleri

6., eleman parametreleri cinsinden
UnEmt) =Up =82 + 268,71 + 668, + 268,41 + 84z,

, 5
U, = H(_Sm_z — 1061 + 106,41 + 8m+2)’
' 20
Um = h2 ((Sm—z + 26m—1 - 68m + 25m+1 + 8m+2)’
n 60
Un = h_3(_8m—2 + 2(Sm—l - 25m+1 + 8m+2)’
120

U0 =22 (805 — 481 + 681 — 481 + Bruz). (1.31)

bi¢iminde bulunur.
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Tablo 1. 4. ¢,(x), (X)), dm(x), dm (X) ve q>§1v)(x)’ in diigiim noktalarindaki

degerleri
X Xm-3 Xm-2 Xm-1 Xm Xm+1 Xm+2 Xm+3
Om 0 1 26 66 26 1 0
hop, 0 5 50 0 -50 -5 0
h2¢y, 0 20 40 —120 40 20 0
h3y 0 60 —120 0 120 —60 0
h*p®" 0 120 | —480 | 720 | —480 | 120 0
!
é, L
66— — " W
,-’/ H“x%
e /// EHH\‘M
H// H‘\HH‘ -
/’//’/ \hh_‘_\‘x‘
/'// H\R"‘-\-.
26 [
——— il B ___________;—_—.
X p o /3 X
m T m-2 m+ m+

Sekil 1. 5. Kuintik B- spline sekil fonksiyonlari
1. 6. 6. Sektik B- spline fonksiyonlar

[a,b] araligmm bir diizgiin pargalanisi a = x5 < X; < -+ < XNy_q < Xy = b olsun.
h = X414 — X, olmak lizere x, diiglim noktalarmda ¢, (x) sektik B- spline

fonksiyonlar m = —3(1)N + 2 noktalar1 igin;
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(X_Xm—3)6 :[Xm—3:Xm—2]
(X_Xm—3)6 - 7(X_Xm—2)6 :[Xm—Z:Xm—l]
(X_Xm—3)6_ 7(X_Xm—2)6 'I'Zl(X_Xm—l)6 :[Xm—ltxm]
1 (X_Xm—3)6 _7(X_Xm—2)6+21(x_xm—1)6_ 35(X_Xm)6 :[Xm:Xm+1]
d)m(X) =E (X_Xm+4)6 - 7(X_Xm+3)6 'I'Zl(X_Xm+2)6 :[Xm+1:Xm+2]
(X_Xm+4)6 - 7(X_Xm+3)6 :[Xm+2:Xm+3]
(X - Xm+4)6 ’ [Xm+3'Xm+4]
0 ,diger durumlar

(1.32)

seklinde tanmmlanir [3]. {p_3(X), d_,(X), ..., Py(X), Dn+1(X), Dn42(X)}  kiimesi
a < x < b araliginda tanimlh fonksiyonlar i¢in bir baz olusturur. Sektik B- spline ¢, (x)
fonksiyonu ve tlirevleri [Xy,_3,Xm+4] aralign disinda sifirdir. Sekil 1. 6° da goriildigii
lizere her bir ¢, (x) sektik B- spline fonksiyonu [X,_3,Xpq44] araliginda ardisik yedi
elamani 6rtmekte ve dolayisiyla her bir [Xy,, Xy4+1] sonlu eleman &p_3, Gm—2, Pm-1,
Py Pms1y Pmaz Ve Ppasz gibi yedi sektik B- spline fonksiyonu tarafindan
ortiilmektedir [2]. ¢, (x) ve besinci mertebeye kadar olan ¢, (x), ¢ (%), pm (%),

q>§,‘1V) (%) ve q>§§) (x) tiirevlerinin diiglim noktalardaki degerleri Tablo 1. 5’ te verilmistir.
Bir [Xpm,Xm+1] sonlu elaman (1. 18) lokal koordinat doniigiimii yardimiyla [0, 1]

araligina doniisiir. Béylece sektik B- spline fonksiyonlar [0, 1] araliginda € cinsinden
b3 =1 — 68+ 1582 — 2083 + 158* — 68° + £°,

mp = 57 — 1508 + 13582 — 2083 — 458+ + 3085 — 66,

Py = 302 — 2408 — 15082 + 16083 + 30&* — 60E5 + 1586,

b =302 + 2408 — 15082 — 16083 + 30&* + 6085 — 20%,

Pmss = 57 + 150% + 13582 + 2083 — 458+ — 3085+15%6,

$p=1+ 68 + 1582 + 2083 + 158* + 68> — 68°,

Pm+s = E°. (1.33)
seklinde bulunur. (1. 18) sektik B- spline fonksiyonlar kullanilarak x,,, diigiim
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W) s s o
m (X)7 in digim

Tablo 1. 5. ¢p(x), dh&x), ¢hE), ¢X ), ¢V x) ve
noktalarindaki degerleri
X Xm-3 Xm-2 Xm-1 Xm Xm+1 Xm+2 Xm+3 Xm+3
b 0 1 57 302 302 57 1 0
ho!, 0 6 150 240 | —240 | -150 | -6 0
h2¢” 0 30 270 | =300 | —300 | 270 30 0
h3¢! 0 120 120 | =960 | 960 | —120 | —120 0
ht " 0 360 | —1080| 720 720 | —1080 | 360 0
hsp 0 720 | —3600| 7200 | 7200 | 3600 | —720 0

noktasinda Uy yaklasik ¢6ziimii ve x* e gore besinci mertebeye kadar olan tiirevleri &,

eleman parametreleri cinsinden

UN (er t)

= Um = (Sm_3 + 578m_2 + 30281’11—1 + 3028m + 578m+1 + 8m+2,

U =2 (=8m-3 — 258, + 10 — 4081 + 408, + 258541 + Simsa),

Ui = 25 (Bmos + 98-z = 1081 = 108, + Opmas + Bims2),

120

U;rlll = el (_(Sm—3

360

Ur(rl1V) = F (Sm—3 - 3(Sm—z + 2(Sm—l + 28m - 35m+1 + 8m+2)a

720

- 81’11—2 + 88m_1 - 88m + 8m+1 + 8m+2),

U =22 (=83 + 58m—3 — 108,n_1 + 108, — 58141 + Binsa).

bi¢iminde ifade edilebilir.

1. 6. 7. Septik B- spline fonksiyonlar

(1.34)

[a,b] araligmm bir diizgiin pargalanisi a = x5 < X; < -+ < XNy_q < Xy = b olsun.

h=Xp41 — Xm olmak lizere X, digim noktalarinda ¢,,(x) septik B- spline

fonksiyonlar m = —3(1)N + 3 noktalar1 igin;

22



bm (X) = $

m
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Sekil 1. 6. Sektik B- spline sekil fonksiyonlar1
(X - Xm_4)7 ’ [Xm—4—v Xm—3]
(X - Xm_4)7 - 8(X - Xm—S)7 ) [Xm—Sv Xm—z]
(X - Xm_4)7 - 8(X - Xm—S)7 + 28(X - Xm—z)7 ) [Xm—zv Xm—l]
(X - Xm_4)7 - 8(X - Xm—3)7 + 28(X - Xm—z)7 - 56(X - Xm—1)7 ) [Xm—lvxm]
Kmea = X)7 = 8Xmez — X)7 +28(Xmez — X)7 = 56(Xme1 — X7, [Xmy Xma1) (1 . 35)
Kmas = %) = 8Kz = X)7 + 28Xy — X)7 s [Xm+ 1 Xma2]
(Xmea = X)7 = 8(Xmaz — %)7 s [Xme2 Xme3]
(Kmss —%)7 s Xme3s Xmal
0 ,diger durumlar

seklinde tanimlanir [3]. {p_3(X), d_,(X), ..., Dn41(X), Pns2(X), Dnisz(X)} kiimesi
a < x < b araliginda tanimli fonksiyonlar i¢in bir baz olusturur. Septik B- spline ¢, (x)

fonksiyonu ve tiirevleri [Xy,_4, X 4+4] arahi@i disinda sifirdir. Sekil 1. 7° de gortldiugii

tizere her bir ¢, (%) septik B- spline fonksiyonu [Xpy,_4, Xm+4] araliginda ardisik sekiz

elamani 6rtmekte ve dolayisiyla her bir [X,,, X41] sonlu eleman

Pm-3 Pm-2) Pm-1, Pm, Pm+1, Pms2r Pmss Ve Pma gibi sekiz septik B- spline

fonksiyonu tarafindan ortiilmektedir [2]. ¢, (x) ve altinci mertebeye kadar olan ¢, (x),

m (%), bm

m

Tablo 1. 6° da gosterilmistir.
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Tablo 1. 6. (), b9, im0, D (), b (), by (x) ve bfy” (%) in digiim
noktalarindaki degerleri

X Xm-s | Xm_3 Xm—2 Xm—1 X Xm41 Xm42 Xm+3 | Xma4
- 0 1 120 1191 2416 1191 120 1 0
hol, 0 -7 —392 | —1715 0 1715 392 7 0
h2¢pZ | 0 42 1008 630 —3360 | 630 1008 | 42 0
h3¢p | 0 | —210 | —1680 | 3990 0 —3990 | 1680 | 210 | ©
et | 0 840 0 —7560 | 13440 | —7560 0 840 | 0
W™ | 0 | —2520| 10080 | —12600 0 12600 | —10080 | 2520 | 0
hep™™ | 0 | 5040 | —30240 | 75600 | —100800 | 75600 | —30240 | 5040 | 0

Bir [Xpm,Xm+1] sonlu eleman (1. 18) lokal koordinat doniigiimii yardimiyla [0, 1]

araligina doniisiir. Boylece septik B- spline fonksiyonlar [0, 1] araliginda € cinsinden
Gz =1 — 78+ 2182 — 3583 + 358 — 2185 + 786 - &7,

Gy = 120 — 3928 + 50482 — 28083 + 848> — 4286 + 7¢7,

Gm_q = 1191 — 17158 + 31582 + 6658% — 3158* — 1058 + 10586 — 21¢7,

b, = 2416 — 16808% + 560&* — 140&° + 35¢7,

Omer = 1191 + 17158 + 31582 — 66583 — 3158* + 1058> + 10586 — 357,
Pm42=120 + 3928 + 50482 + 28083 — 848> — 42E° + 21F7,

Pmez = 1+ 7€+ 2182 + 3583 + 358* + 2185 + 786 — 7¢7,

Pz = (1.36)
seklinde bulunur. (1. 36) septik B- spline fonksiyonlar kullanilarak x,, diigiim
noktasinda Uy yaklasik ¢oziimii ve x* e gore altinci mertebeye kadar olan tiirevleri &,

eleman parametreleri cinsinden

UnEm,t) =83 +1208,,_, + 11918,,,_1 + 24168, + 11918, 41 + 1208142 + S1ny3,
24



U =7 (=8m-3 — 5685 — 24581 + 2458041 + 568m47 + Simsa).
U = %(5m_3 +248,,_5 + 158, — 808, + 158,41 + 248,142 + Sm43),

" 210
Up = h_3(_8m—3 — 882+ 1981 — 19841 + 8842 + 8m+3)’

Ur(rl1V) = S};Lf (Sm—3 —98m-1 + 166 — 9041 + 8m+3)’

2520

h5 (_Sm—3 + 4'Sm—z - 58m—1 + 58m+1 - 4'8m+2 + 8m+3)a

uly =

m

U =222 (8ig — 68—z + 1581_1 — 2085, + 158541 — 6814z + Smaa). (1.37)

biciminde gosterilir.

T 6
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Sekil 1. 7. Septik B- spline sekil fonksiyonlar1

1. 7. Korteweg- de Vries (KdV) Denklemi

Sig su da dogrusal olmayan dalgalar birgok arastirmaci i¢in biiyiik bir ilgi

olusturmaktadir. Korteweg- de Vries (KdV) denklemi dogrusal olmayan dagitici
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dalgalarin c¢alismasinda ortaya c¢ikan litaretiirde iyi bilinen bir denklemdir. KdV
denklemi dar bir kanalda ylizey suyu dalgalarn tek yonli yayilma yaptiklarmi
gozlemleyen Korteweg ile de Vries tarafindan 1895 yilinda elde edilmistir. Bu lineer
olmayan dalgalarmm matematiksel modellemeleri Korteweg- de Vries tarafindan
yapilmistir. Bu denklem fizik, matematik ve miihendislik alanlarinda pek ¢ok fiziksel
olayr tanimlamak i¢in kullanilmaktadir. Denklemin analitik ¢oziimleri sinirli sayida
farkli baslangi¢ degeri i¢in elde edilebildiginden farkli baslangi¢ degerlerini kullanan
sayisal yontemlere ihtiya¢ vardir. Bundan dolay1 bir¢cok arastirmaci KdV denklemini
cozmek i¢in gesitli sayisal yontemler kullanmislardir. Genel olarak, KdV denkleminin
sayisal ¢oziimii sonlu fark ya da sonlu elemanlar yontemi ile yapilmaktadir. Ayrica,
sayisal ¢coziimler spektral yontem ve 1s1 dengesi integral yontemi kullanilarak da elde
edilmistir. KdV denkleminin sayisal ¢oziimleri de bir¢ok matematik¢i ve fizikci
tarafindan incelenmistir. A. C. Vliengenhart [5] K. Goda [6] I. S. Greig ve J. L. Morris
sonlu fark yontemi [7] M. E. Alexander ve J. L. Morris [8] J. M. Sanz Serna ve I.
Christie [9] S. W. Schoombie [10] G. A. Gardner ve A. H. A. Al [11] ise KdV
denklemini sonlu elemanlar yontemi ile ¢ozmiislerdir. KdV denkleminin analitik
¢cOziimii ile 1ilgili 6zellikleri Zabusky Kruskal [12] Lax [13] ve Gardner [14] tarafindan
incelenmistir. Ayrica tsunami olarak bilinen dev okyanus dalgalar1 ve okyanuslarda
sicaklik farkindan olusan gemilerin tahrip olmasina neden olan dev dalgalar da KdV

denklemi ile modellenebilir [15].

1. 8. Burgers’ Denklemi

Burgers’ denklemi litaretiirde bilinen 6nemli bir kismi diferansiyel denklemdir. Bu
denklem keyfi baslangi¢ ve sinir kosullari i¢in analitik ¢oziimii bulunabilen bir kismi
diferansiyel denklemdir. Bu tip denklemler ilk olarak Bateman [16] tarafindan ifade
edilmis ve denklemin kararli durum ¢6ziimleri de Bateman tarafindan gosterilmistir. Bu
denklem Burgers’ tarafindan gelistirmistir [17]. Burgers’ denklemi konveksiyon,
diflizyon ve ters etkilerin etkilesime neden oldugu bir kanalda ki sivinin 6zelliklerini
belirlemek i¢in kullanilmistir [17, 18]. Burgers’ denkleminin yapisi tek boyutlu gerilme
siiresi olmadan Navier Stokes [19] denklemine de benzemektedir. Bu akigkanlar
dinamigi stirekli dalgalar i¢in dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemlerle

modellenmektedir. Bu model, tek boyutlu ses, sok, yapigkan bir ortam i¢indeki
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dalgalar, sonlu elektrik iletkenligi, tiirbiilansli sivi matematiksel modelleme ile bir
ortam icinde yapiskan esnek tiipler, manyeto hidrodinamik dalgalar ve siirekli stokastik
siirecler de dahil olmak tizere bircok fiziksel problemlerden ortaya cikar [20]. Son
yillarda Burgers’ denkleminin sayisal ¢oziimlerini etkili bir sekilde hesaplayabilmek
icin dar ve genis kinematik viskozite degerleri alinmistir. Burgers’ denkleminin sayisal
cOzlimlerini hesaplamak i¢in c¢esitli sayisal yontemler kullanilmistir. Bu yOntemler;
otomatik farklilasma yontemi [20] sonlu elemanlar yontemi [21,22] spektral diizenleme
yontemi [23] sinc diferansiyel quadrature yontemi [24] polinom esasli diferansiyel
quadrature yontemi [25] kiibik B- spline diferansiyel quadrature yontemi [26] sonlu fark
yontemi [27, 28] carpanlarina ayrilmis kdsegen Padé yaklagimi [29] polinom olmayan
spline yaklasimi [30] Hopf- Cole doniisiimii [31,32] en kiiciik kareler yontemi [33]
varyasyon yontemi [34] dir. Bu denklemin farkli ¢6ziimleri Benton ve Platzman [35]

tarafindan smiflandirilmastir.

1. 9. Korteweg- de Vries Burgers’ (KdVB) Denklemi

Lineer olmayan dagilimhi dalga denklemleri olarak bilinen denklem smaiflar1 {izerinde
son zamanlarda 6zel bir ilgi olusmustur. Bu denklemler hem dagilimli hem de lineer
olmayan ozelliktedir. Dolayisiyla ¢cok farkli problemler i¢cin dagilimli dalga denklemleri
modellenmistir. Fizik ve uygulamali matematikte dnemli rol oynayan KdVB denklemi
hem soniimleme hem de dagilma 6zelligi igerdigi i¢in zayif, dogrusal ve uzun dalga
boyu yaklasimlarm da dogrusal olmayan sistemlerin genis bir sinift Su ve Gardner [36]
tarafindan elde edilmistir. Su ve Gardner tarafindan tiiretilen KdVB denklemi, dogrusal
olmadigindan dolayi, uzun dalga boyu yaklasimlar1 ve dogrusal olmayan sistemler i¢in
bir model teskil etmektedir. Dogrusal olmayan zayif plazma dalgalarin tanimindaki
elektron eylemsizlik etkilerinden bu denklem elde edilmistir. Yayilim dagilima baskin
oldugunda KdVB denkleminin kararli durum ¢oziimleri monotondur [31]. KdVB
denklemi yapiskan bir sivi ile doldurulmus esnek borunun i¢inden, s1§ su dalgalarinin
dalga yayilimin1 ve kararli durum ¢6ziimleri ise manyetik bir alana dik olarak yayilan
zayif plazma soklarin1 ifade etmek icin kullanilmistir. Johnson [37] pertiirbasyon
yontemi ile fazda diizlem yoluyla KdVB denklemini gezen dalga yontemi ile incelemis
ve ¢Oziimil i¢cin de diizglin asimptotik agilimlar gelistirmistir. Ayrica Bona ve Schonbek

KdVB denkleminin sinirlandirilmis gezici dalga ¢dziimiiniin fiziksel durumunu ve
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tekligini incelemistir [38]. KdVB denkleminin analitik ¢ozlimleri, baglangic ve sinir
sartlarmn tespiti i¢in kullanilir. Bu nedenle sartlarin tespiti i¢in dogru ve etkili sayisal
yontemlerin bulunmasi gerekmektedir. Cesitli baslangic ve smir sartlari i¢cin sayisal

cOzlimler iceren bircok yontem Onerilmistir.

KdVB denklemi:

U+ e U Uy —V.Ugy + L Uy = 0, (1.38)
seklinde olup,
U(a,t) =0, U(b,t) =0, Us(a,t) =0, Ug(b,t)=0, t=0, (1.39)

sinir sartlari
U(x,0) = f(x), (1. 40)
ve baslangig sart1 ile verilir.

Buradan €, v, p pozitif parametreler x ve t sirasiyla konuma ve zamana bagh tiirevleri

gostermektedir.

Denklemde v =0 alimrrsa KdV denklemi elde edilirken, p = 0 alinirsa Burgers’
denklemi elde edilir. Dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemlerin tam
coziimlerini bulmak i¢in Maple ve Mathematica gibi bilgisayar programlar1 yaygin
olarak kullanilmaktadir. Yukaridaki programlar bize zor ve uzun bilgileri isleme imkan1
verir. Ayrica bu programlar dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemler i¢in yeni

tam ¢ozlimler bulmamiza yardimci olabilir.
1. 9. 1. Hata normlan ve korunum sabitleri

KdV (v = 0), Burgers’ (u = 0) ve KdVB denklemi ile ilgili test problemler i¢in L, ve

Lo hata normlar1 sirasiyla;

2
L, = [[U™™ — Uyll, = \[hZ]Nﬂltham - (UN)jl )
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Lo = lU™ — Uy llo = max;|UF™ — (Uy);], i=1,2,..,N—1,
seklinde tanimlanir.

Hata normlar1t mevcut yontemin dogrulugunu ve bazi zaman adimlarinda tam ve sayisal
cOzlimler arasindaki farki 6lgmek i¢in kullanilir [37]. Kiitle, momentum ve enerjiye

karsilik gelen korunum sabitleri ise sirasiyla

L=/ Udx=h3N,up, (1. 41)

I, = fabU 2dx ~ h Z}\Izl(an)z, (1. 42)
b 3

= (U3 -202) ax=h BN, |(UP)° -2 U7 (1. 43)

seklinde verilir.
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BOLUM 2

KdVB DENKLEMININ KUARTIK B-SPLINE GALERKIN SONLU ELEMAN
YONTEMI iLE COZUMU

Bu boliimde lineer olmayan KdVB denkleminin sayisal ¢oziimleri sekil fonksiyonlar1 ve
agirlik fonksiyonlar1 kuartik B- spline fonksiyonlar almarak Galerkin sonlu eleman
yontemi ile elde edildi. Yontemin dogrulugu ve etkinligi ii¢ tane test problemi ile
gosterildi. Elde edilen sonuglar literatiirdeki makaleler ile karsilastirildi. Bu kisimda

kullanilacak olan sonuclar ve grafikler referans [39] dan alinmaistir.
2. 1. Kuartik B- spline Fonksiyonlar ile Galerkin Yontemi

Bu kisimda (1. 38) ile verilen KdVB denklemine Galerkin sonlu eleman ydntemi
uygulandi. Agirlik fonksiyonlar1 olarak boliim 1 de (1. 26) ile verilen kuartik B- spline
fonksiyonlar1 alinirsa problemin U(x,t) tam ¢Oziimiine karsilik gelen Uy (x,t) yaklasik

¢Ozumu

Un(xt) = Ztls 8m (D). dm () (2. 1)
seklinde yazilabilir. Burada §,,” ler hesaplanmasi gereken zamana bagli parametrelerdir.

(1. 26) ile verilen kuartik B- spline fonksiyonlar ve (2. 1) yaklasimi kullanilirsa x,,

2

diigiim noktasinda U, ve Uy’ nin x’ e gore 1. mertebeden tiirevinin §,, eleman

parametrelerine gore noktasal degerleri boliim 1° de verilen (1. 28) deki gibi elde edilir.

Bir [Xp, Xm41] araligi
&E=X—Xp, 0<é<h

lokal koordinat doniisiimii yardimiyla [0,h] doniisiir. Boylece kuartik B- spline
fonksiyonlar [0, h] araliginda  cinsinden,

s =156 (=094 )
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s 11286 (4 12 - 49
on =11+ 1256 (- 12+ o)’
b= 6 () ()’
o= ()

seklinde bulunur. Herhangi bir sonlu eleman iizerinde U’ nun degeri, ¢;’ ler B- spline

sekil fonksiyonlar1 olmak tizere

m+2

URGED = ) 5O.0
i=m-2

seklinde elde edilir.

(1. 38) denklemine Galerkin yontemi uygulanirsa;
b
J,We+eUUy —vUg + pUyg). w.dg = 0 (2.2)

integral denklemi elde edilir. Burada w agirlik fonksiyonudur. Agirlik fonksiyonlari
olarak kuartik B- spline sekil fonksiyonlar1 alinir ve (2. 2) integral denkleminde Ug

deneme fonksiyonu yerine yazilirsa

P (1 0ty d8) 8, + o202 [ (17 0., 018) 8], —v (170, dy7ie) 8, + (1) 0, by7t) 5
2.3)

denklemi elde edilir. Burada i, j ve k sadece m—2, m—1, m, m+1, m+2 ve
m=20,1,..,N—1, ¢ 5> zamana gore tirevi temsil eder. (2. 3) denklemi matris

formunda
€ = ((Sm_z, 81’11—1’ (Sm, 8m+1, 8m+2)T olmak tizere
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Ac.8¢ + [£.(89)T.L¢ — v.D® + p.Ce]. 8¢ (2. 4)
seklinde yazilabilir.

A®, C® ve D® eleman matrislerinin boyutlar1 5 x 5, L® ise 5 x 5 x 5 tipindedir. Ve

h h " h !
ASi = [ bi by dE, Cfi = J, di.¢"dg, Sik = Jy b . b dE,
h n
Df; = [, bi-¢j'ds. (2. 5)
dir.

L® matrisi boyutlar1 5 x 5 olan B® matrisi olarak diizenlenirse
Bfj = K2 L?,j,k-81e< (2.6)
elde edilir.

Burada B€ matrisi §° eleman parametrelerine baglidir. Her bir eleman i¢in tiim eleman

matrisleri birlestirilirse
Abs+(e.B—v.D+1r().8=0 8= (8_3, 6_1, ., Ons)T (2.7)

lineer olmayan adi diferansiyel denklem sistemi elde edilir.

n+1_8n

(2. 7) denkleminde zamana bagli § parametreleri yerine 8§ = (2. 8

At

n n+1
2 +j (2. 9) Crank- Nicolson

ileri sonlu fark yaklasimi ve § parametresi yerine de 6 =

sonlu fark yaklasimi yazilirsa (N + 4) x (N + 4) boyutlu
(2A + At B — vAtD + pAtC)8"+! = (2A — eAt B + vAtD — pAtC)S® (2. 10)

denklem sistemi elde edilir.
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Bu denklem sisteminin ¢ozebilmesi i¢in (1. 39) denklemi i¢in seg¢ilen sinir sartlari
uygulandiginda 8131, 8211, §8*1 parametreleri yok edilerek (N + 1) x (N + 1) boyutlu

denklem sistemi elde edilir. Yontemin etkinligini arttirmak i¢in her bir zaman adiminda
(5*)n*1 = §n +%(5n+1 — &) (2.11)

seklinde bir i¢ iterasyon uyguland1. 85! parametrelerini;

(1 — EZ,, — M)&FL + (26 — 10EZ,, — 2M)SFL + (66 + 6M)8%H + (26 + 10EZ,, — 2M)8LHY, +
(1 + EZ,, — M)8L = (1 + EZ,, — M)8%_, + (26 + 10EZ,, — 2M)8%,_, + (66 + 6M)82, +
(26 — 10EZ,, — 2M)8" ,, + (1 — EZ,, — M)8" ., (2.12)

(2. 12) denklem sisteminden elde edebilmek igin &° baslangic degerlerinin
hesaplanmas1 gerekir. 8° vektorii problem ile verilen baslangic ve smir sartlari

kullanilarak hesaplanir. t =0’ da, 8]9 belirlenecek parametreler olmak iizere (2. 1)

denklemi
N+1

U 0) = ) 80419
m=-2

seklinde yeniden yazilabilir. Boylece baslangi¢ sartlarinin x; diigiim noktalarmdaki
UN(Xir O) = U(Xi, O) i= O,l,Z,...,N

degerleri kullanilarak 89 parametreleri igin (N + 4)- tane bilinmeyen ve (N + 1) - tane
denklemden olusan cebirsel denklem sistemi elde edilir. Boliim 1° de (1. 28) ile verilen
yaklasimlarda Up, ve U}’ nin smirlardaki degerleri kullanilarak 8%,, 8%, ve 8%,
ifadeleri yok edilirse (N + 1) x (N + 1) boyutlu cebirsel denklem sistemi elde edilir
[40].

2. 2. Test Problemleri

Yontemin etkinligini ve dogrululugunu gostermek icin Burgers’, KdV ve KdVB

denklemleri ele alindi.
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2. 2. 1. Burgers’ tipi ¢oziimler

Burgers’ denkleminin analitik ¢oziimii [41]

Uxt) = A t>1 (2. 13)

b
1+ t/ty . e(2/4v0)

seklinde olup burada t, = e(*/8¥)* dir. Smir sartlar1 a; = o, = 0 seklindedir. C6ziim

bolgesi lizerinde hesaplamalar € = 1, p = 0 i¢in;

i)a=0, b=10vev=0.5 h=At=0.01,

ii)a=0, b=3 vev=0.05 h=At=0.01,

iii)a=0, b=1.4vev=0.005 h=0.005 At=0.01,

iv)a=0 b=1.1vev=0.0005 h=At=0.001.

olarak alindu.

Hesaplamalar t = 4 zamanina kadar yapildi. L, ve Lo, hata normlar1 hesaplandi. Tablo
2. 1’ de t=2,3 ve 4 zamanlarinda degisik viskozite degerleri icin elde edilen
coziimlerin grafikleri Sekil 2. 1 ve Sekil 2. 2> de verildi. Grafiklerin [33, 42- 44]
referanslar1 ile uyum i¢inde oldugu goriiliir. t = 4 zamanindaki hatalarin grafikleri Sekil
2. 3 ve Sekil 2. 4> de verildi. Grafiklerden goriildiigii gibi v = 0.5 ve v = 0.0005

hatalarin genellikle sag sinirda biiyiidiigii goriilmektedir.

Tablo 2. 2’ de elde edilen sonuglar [44- 46] referanslari ile karsilastirildi ve tablodan da

anlasilacagi gibi elde edilen sonuglarin diger sonuglara gére daha iyi oldugu goriildii.
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Tablo 2. 1. v’ nin farkl degerleri i¢cin elde edilen L, ve L, hata norm degerlerinin

karsilastirilmasi
L, x 105 L, x 10° L, x 105 Lo, x 10° L, x 105 Lo, x 10°
v

t=2 t=2 t=3 t=3 t=4 t=4

0.5 0.163 0.133 0.077 0.058 0.245 0.528
0.05 0.060 0.086 0.032 0.062 0.461 1.703
0.005 0.828 3.086 0.369 1.271 0.208 0.692
0.0005 0.629 8.028 0.542 5.939 0.496 4.943

0.5

coziimlerinin grafigi
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Sekil 2. 1. t=2,3 ve 4 zamanlarinda v = 0.5 viskozite degeri i¢in elde edilen




Sekil 2. 2. t=2,3 ve 4 zamanlarinda v = 0.0005 viskozite degeri i¢in elde edilen

¢coziimlerinin grafigi
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Sekil 2. 3. t = 4 zaman ve v = 0.5 i¢in elde edilen hata norm degerlerinin grafigi
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0.6 —

Error x10*

0.2 —

Sekil 2. 4. t = 4 zaman ve v = 0.0005 i¢in elde edilen hata norm degerlerinin grafigi

Tablo 2. 2. Burgers’ denkleminin At = 0.01 degerleri i¢in elde edilen sonuglarinin [44-
46] referanslari ile karsilastirilmasi

L,x103 | L,x10° L, x 10° L, x105 | L,x10° L, x10°

h = 0.005,
t=17 t=17 t=24 t=24 t=3.1 t=3.1
v =0.00
Sunum 0.01098 0.04284 0.00976 0.06464 0.65137 4.79061
Ref. [44] 0.35126 1.20726 0.24448 0.80176 0.63340 4.79061
Ref. [46] 0.857 2.576 0.423 1.242 0.235 0.688
h =0.02,
t=1.8 t=1.8 t=24 t=24 t=3.2 t=3.2
v =0.005
Sunum 0.00980 0.03546 0.01167 0.06464 1.26114 7.49147

Ref. [45] 0.68761 2.47189 0.67943 2.16784 1.48559 7.49146
h = 0.02,
v=0.01
Sunum 0.01665 0.09592 0.20839 1.14760 1.57287 8.06799
Ref. [45] 0.69910 3.13476 0.72976 2.66986 1.74570 8.06798

t=1.7 t=1.7 t=21 t=21 t=2.6 t=2.6

37



2. 2. 2. KdV tipi ¢oziimler

KdV denklemin analitik ¢6ziimii

U(x, t) = 3csec’(Ax—Bt+D),A = %ﬁ ve B = ceA (2. 14)

olmak iizere seklindedir [47].

Bu ¢6ziim 3c genislikli, baglangigta x = 0 merkezli soldan- saga dogru c sabit hiziyla
ilerleyen bir tek soliton dalgayr temsil eder. Smir kosullarma karsilik gelen
hesaplamalarda € =1, v=0, p=4.84 x 107, C=0.3 ve D = —6 parametreleri
kullanildi. Coziim aralig1 0 < x < 2 olarak alindi. Secilen bazi zamanlarda elde edilen
hata normlarinin degerleri Tablo 2. 3’ te verildi. Elde edilen sonuglarin literatiirdeki [8,
9, 40] calismalardan daha 1yi oldugu goriildii. Tek soliton dalganmn hareketi Sekil 2. 5’

de verildi.

Sekil 2. 5. 0<x<2araligmdae=1,v=0, p=484x10"% C=03ve D= -6
degerleri i¢in tek soliton dalganin grafigi



Tablo 2. 3. KdV denkleminin e=1,v=0,u=4.84 x 107%,C=03 ve D= -6
degerleri icin elde edilen hata norm degerlerinin [8, 9, 40] referanslari ile

karsilagtirilmasi
At t=0.25 t=0.50 t=0.75 t=1.0
L, x 103 0.023 0.045 0.067 0.088
L, x 103,[9] 4.46 7.01 10.08 13.46
L,x 103,[9] 0.21 0.38 0.57 0.74
L, x 103,[40] 0.02 0.05 0.07 0.09
L, x 103 0.068 0.124 0.180 0.233
At = 0.0005 t=0.25 t=0.50 t=0.75 t=1.0
L, x103 0.0010 0.0006 0.0007 0.0009
L, x 103,[8] 3.79 9.28 14.14 18.72
Lo, x 103 0.0036 0.0012 0.0018 0.0023
At = 0.0005 t=15 t=2.0 t=25 t=3.0
L,x103 0.1291 0.1702 0.2110 0.2516
L, x 103,[40] 0.13 0.18 0.23 0.28
L, x 103 0.3413 0.4484 0.5547 0.6603
At = 0.0005 t=15 t=2.0 t=25 t=3.0
L, x 103 0.0013 0.0017 0.0021 0.0025
Lo, x 103 0.0034 0.0056 0.0056 0.0067

Bu problem i¢in C;,C, ve Cz de§ismezleri hesaplamada ve korunum sabitlerinin
degerleri  0.14459753 < C; < 0.14459859, 0.08675926 < C, < 0.08675968,
0.04684983 < C; < 0.04685021 araliklarinda oldugu goriildii.

2. 2. 3. KdVB tipi ¢oziimler

KdVB denklemi i¢in sinir sartlari olarak a; = a, = 0 ve baslangi¢ sart1 olarak

U(x,0) = 05 (1 - tanh 222 Q2. 15)
alindi1 [48].

Hesaplamalar soliton dalgalarinin gelisimini gérmek i¢in —50 < x < 150 araligi
iizerinde, h = 0.2, e =0.2, u=0.1 ve At = 0.05, v=0.0001, 0.4 alinarak 0 <t <
800 zamanina kadar yapildi.
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Sekil 2. 6’ da goriildigi gibi, kiigiik bir viskozite kullanildiginda, KdVB denkleminin
¢oziimii KdV denklemine benzer sekilde davranmaktadir. Baslangic kosullar1 ile v’ nin
daha kii¢iik degerlerinin kullanilmasi ile 10 tane soliton dalga elde edildi. Daha biiyiik
viskozite degerinin etkisini arastirmak i¢in v = 0.4 alindi. Bu durum i¢in KdVB
denkleminin sayisal ¢oziimleri Sekil 2. 7° de gosterildi. Sekilden de goriildiigi gibi
Burgers’ denkleminin ¢oziimii KdVB denkleminin ¢oziimii gibi davranmaktadir. Elde
edilen sonuclar Tablo 2. 4’ de verildi. C;, C, ve C3 korunum sabitlerindeki degisim 2.7

x 1072,3.37 x 107%, 4 x 107> degerlerinden daha az oldugu goriildii.
2. 3. Sonug¢

Bu bolimde KdVB denkleminin sayisal ¢dziimleri kuartik B- spline fonksiyonlar
kullanilarak Galerkin yontemi ile elde edildi. Beklenildigi gibi diflizyon baskin
oldugunda, sayisal ¢oziimler Burgers’ denkleminin ¢oziimii gibi davranmakta iken
yayllma baskin oldugunda ise sayisal ¢oziimler KdV denkleminin ¢oziimii gibi
davranmaktadir. Bu sayisal ¢oziimlerin KdVB denklemi ic¢in yiiksek dogrulukta
cozlimler trettigi ve ayrica elde edilen sayisal ¢oziimlerin daha 6nce yaymlanmis

calismalara gore daha iy1 oldugu goriildii.

Tablo 2. 4. v=0 i¢cin t =800 zamanina kadar elde edilen korunum sabitlerinin

degerleri
t C, C, Cs
0.0 50.000118 45.000454 42.300681
100 50.000215 45.000454 42.300675
200 50.002160 45.000449 42.300658
300 50.003640 45.000431 42.300655
400 49.997197 45.000402 42.300659
500 49.985593 45.000347 42.300680
600 49.971054 45.000326 42.300713
700 49.966670 45.000285 42.300716
800 49.972913 45.000117 42.300721
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RN

13

Sekil 2. 6. =50 <x <150 araligimda h=10.2, e=0.2, p=0.1, At=0.05 ve
v = 0.0001 i¢in sayisal ¢oziimlerin grafigi

at

1 0

14

U

Sekil 2. 7. =50 <x <150 arahginda h=10.2, e=0.2, u=0.1,At=0.05 ve
v = 0.4 i¢in sayisal ¢ozlimlerin grafigi
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BOLUM 3

KdVB DENKLEMININ SEPTIK B- SPLINE SONLU ELEMAN YONTEMI IiLE
CcCOZUMU

Bu bolimde KdVB denkleminin sayisal ¢oziimleri septik B- spline fonksiyonlar
kullanilarak elde edildi. Kollokasyon ydnteminin uygulanmasi ile elde edilen sonlu
eleman yaklasiminin kararlilik analizi Von- Neumann yontemi ile incelendi. Ydntemin
dogrulugu ve etkinligi L, ve L, hata norm degerleri hesaplanarak gosterildi. Bu

kisimda kullanilacak olan sonuglar ile grafikler referans [49]” dan alind1.
3. 1. KdVB Denkleminin Analitik Coziimii

KdV- Burger denkleminin analitik ¢6ziimii; ¢ pozitif sabit, € lineer olmayan bir katsayi,

v viskozite katsayis1 ve p dagitici katsayisi olmak iizere

2v
12v2 e<a(x_Wt)> 6v?
u(x,t) = 1-— ,  wW=— 3.1
( ) 25gp e(%(x—wtﬂc)z 250 ( )

seklinde yazilir [50, 51].
3. 2. Septik B- spline Sonlu Eleman Yontemi

(1. 38) ile verilen KdVB denklemi (1. 39) smir sartlar1 ve (1. 40) baslangi¢ sarti ile ele

alinacaktir.

x; digiim noktalarinda a < x < b problemin ¢dziim bdlgesinin diizgiin bir pargalanig
h = Xj41 — % , j=-3,-2,-1,0,......,N, N+ 1, N+ 2, N+ 3 olmak lzere a=

Xo SXl <. SXN—l SXN = b’ dir.

Septik  B- spline fonksiyonlar (1. 35y de  wverildigi  gibidir.
{b_3, d_z d_1, Doy Py eee v e, DNy DNa1r PNtz Pnss) fonksiyonlart a<x <b

araliginda bir baz olusturur [42]. ¢;(x)’ in degerleri ve 1. 2. ve 3. tiirevleri [X;_4, Xj44]
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aralig1 disinda sifirdir. Tablo 3. 1’ de ¢;(x)’ in digiim noktalarindaki degerleri ile

tiirevlerinin degerler1 verildi.

(1. 38) ile verilen denklemin yaklasik ¢oziimii Uy (x, t) olmak iizere bu yaklagik ¢6ziim

(1. 35) ile verilen ¢;(x) septik B- spline fonksiyonlar1 cinsinden

Un(x ) = XN di(x;). 8:(0), i=012, ..t N, (3.2)

seklinde yazilir. Burada §;(t)’ ler zamana bagli parametreler olup:

Un(a t) =By, Un(b, D) = B,

(Un(at) = (Un(b,t) =0,

(Ugdn(@ ) = (Ugdn (b, ) =0,

(Ugedn(@ t) = (Uy)n(b, t) = 0. (3.3)

smir sartlarindan elde edilecektir. B; ve [, sabitleri problem icin gerekli olan

kollokasyon sartidir.

Tablo 3. 1. ¢;(x) ve tlirevlerinin diigliim noktalarmndaki degerleri

X Xi—4 Xi-3 Xi-2 Xi-1 Xj Xi+1 Xi+2 Xi+3 | Xi+a

6 | 0 1 | 120 | 1191 [ 2416 | 1191 | 120 | 1 | o
7 [ 392 | 1715 —1715| =392 | —7

g | o | L |32 [1IS) 392 T
h h h h h h

; 42 | 1008 | 630 | —3360| 630 | 1008 | 42

LN I I <2 Bl Bl e = Bl vl B

210 | 1680 | —3990 3990 | —1680 | —210

R I h3 0 h3 h3 e | °

(3. 2. 1) denklemi (3. 2. 2) denkleminde yerine yazilirsa:

3 di(x)) % + & IN, 1 (x)8; (1) [ZR i (%) 8 (0] = v IR, by ()8 (1) +
w XN §i (%;)8i (D) = 0, j=0,1,2,...,N (3. 4)

i=—3 Vi

elde edilir. 8;, "'n" ve "n + 1" zaman adimlarinda, 0 < 6 < 1 olmak iizere
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8 =(1-0)8"+ 051, (3.5)
seklinde yazilir. Sonlu fark yaklagimi kullanilirsa,

. n+1_gsn
B A (3.6)

dt At

elde edilir.

(3. 5) ve (3. 6) denklemleri (3. 4) denkleminde yerine yazilirsa:

1% di(x) ( L) + e BN ¢l (%)) {(1 — 0)87* + 067} [E122, i (7)1 (1)] —
vi=—3N+3¢i’'xj1—08in+1+68in+pi=—3N+3¢i"'xj1—08in+1+68in=0
(3.7)

elde edilir. 6 = % icin Crank- Nicolson formiili kullanilirsa

Mo i) + 5 01 0) (ZN22: b (%))81) — v 5 i (3) + uﬁ " p)fare =

N3 () = 5 1) (SN2 u(3))81) + V5 07 (%) — n5 " (x)} 88 (3.8)
bulunur.

x;, j=1012,..,N diiglim noktalarinda (3. 8) ile verilen denklem Tablo 3. 1' deki

degerler kullanilarak hesaplanir.
Genel olarak x = x; noktasinda denklem

a; 0™ + b8 + ¢ 6 + di Mt + i8R + 80 + g8 = ajdl ; + bish, +
cid, +di8 + e8] + {6}, + gidl3 i=012,......,N (3.9

olup burada:
ai = 1 - rlzi_3 - rz - I‘3, A,I = 1 + rlzi_3 + rz + I‘3,
bi = 120 - 561‘121_3 - 241‘2 - 81'3, BI’ = 120 + 561‘121_3 + 241‘2 + 81'3,
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Ci = 1191 - 245rlzi_3 - 151‘2 + 191'3, Cll = 1191 + 245rlzi_3 + 151‘2 - 191'3,

d; = 2416 + 80r,, d} = 2416 — 80r,,

e; = 1191 + 245r,Z;_3 — 15r, — 19r3, e{ = 1191 — 245r,Z;_3 + 15r, + 1913,

f; = 120 + 561,Z;_3 — 24r, + 8r3, f{ =120 — 56r,Z;_3 + 24r, — 8r3,
gi=1+4+r,Zi_5—r, + 13, gi=1-rZi_3+r, —r3. (3.10)
degerlerini alirlar.

Ziis=8,_3+1208,_, + 1191 8;_, + 24168; + 11918,,, + 1208,,, + 5,15 i=0,1,2,....,N
dir.

(3. 9) denklem sisteminden agikga goriildiigii gibi (N + 7) tane bilinmeyen (8_s,

6—2, 6—1, 40,...., 8N, 8N+1, 6N+2 ,6N+3T ve (N + 1) tane denklem vardir. Bu
denklem sistemini ¢6zmek i¢in alt1 tane ek kosula ihtiya¢ vardir. (3. 9) denklemindeki
bilinmeyenler Tablo 3. 1° deki degerler ve (3. 3)’ deki smir kosullar1 kullanilarak elde

edilir.

O zaman A ve B matrisleri (N + 1) x (N + 1) yedi bant matrisler, “r”, (N + 1) boyutlu

siitun vektorii ve 8 = [8,, 874, 85, &%, ....., 88, ,]T olmak iizere,

A& = B&" 4 r (3. 11)
matris denklemi elde edilir.

(3. 9) denklemini ¢6zmek i¢in yedi bant algoritma kullanild1.

{6%;, 8%, 8%, ..., 8%1, 842 8%, 3]} baslangig degerlerini hesaplamak igin

Un(x 0) = X% i ()87 (3.12)
baslangi¢ sart1 kullanild.
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Un (%, 0)’ nin yaklagik ¢6ziimii asagidaki sartlari saglamalidir.
1. x; diiglim noktalarinda u(x, 0) baslangi¢ sartma esit olmal.

2. Baglangi¢ sartinin birinci, ikinci ve tiglincii yaklasik tiirevleri araligin her iki ucunda

analitik ¢6ziim ile uyumlu olmalidir.
Bu iki sart;

(Un(x0,0) = uy(a, 0) =0, (Ug)n (X0, 0) = uy(a,0) = 0,
(Ugx)n (X0, 0) = uyyx(@,0) = 0, Un(x3,0) = u(x;,0) =0,
Uy N (XN, 0) = Uy (b,0) = 0, (Uy)n(Xny, 0) = uyy(b,0) = 0,
(Un(xn, 0) = uy(b,0) = 0. i=012,..,N
seklinde gosterilir.

(3. 8) denklem sistemindeki 8°5, 8°,, 8%, 8%,1, 8%4, ve 83,5 degerler yok edilerek

D yedi kosegen matris olmak iizere;

(1536 2712 768 24 0 0 0 0 0
27,577 46,793 11,644 6709
< 4 : u 1 0 0 0 0
3200 10,733 21,752 32,158
2 . . D8 1200 0 0 0
I 120 1191 2416 1191 120 1 0 0
D=
0 0 1 120 1191 2416 1191 120 1
32,158 21,752 10,733 3200
0 0 0 I 120 2 J 78 20
7 11,644 46,793 27,577
0 0 0 0 1. =2 = 2 >
[ 0 0 0 0 0 24 768 2712 1536
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DS = g, (3. 13)
esitligi elde edilir. Burada 8° = [89, 89, 89, ..., 8%]T, “r” bir vektdr ve
q = [u(xq, 0),u(x4,0), ....,u(xy, 0)]" dir.

Bu denklem sistemini ¢ozmek igin yedi bant algoritmasi [A9, A?, AY, ..., AY]T ile
8%;, 8%,, 8%, 8%,1, 8%, ve 8%.; degerlerini hesaplamak igin son ii¢ denklem ile
birinci denklem kullanilarak (3. 12) denklemine uygulandi. Burada genel ¢6ziim olarak

X = X; yazilirsa

Un(x;,£) = 8;_5 + 120 8;_, + 1191 §;_; + 24168; + 11918;,; + 1208;,, + 8;43 (3.14)
elde edilir.

3. 3. Kararhhk Analizi

Von- Neumann kararlilik analizini (3. 9) denklemine uygulayabilmek i¢in denklemi

lineer hale getirmek gerekmektedir.

Ziiz=(m+120m+ 1191 m+ 2416m + 1191m + 120m + m) + (5040m) olsun.

Von- Neumann yaklasimina gore,

w]n — Sn_e(ikjh)’ i=+v—1 (3 15)

dir. Burada k mod sayisin1 ve h lineerlestirme i¢in alinacak olan sayisal elemanin

buytkligini gosterir. (3. 10) denkleminde x = x; yazildiginda,

a 81'n —+31 + bl' 81'n —+21 + G 81'n —+11 + dJ' 81'n i & 81'n ++11 + fJ'(SJ'n++21 + 8; 81'n ++31

= 83 + bjdi, + 8Ly + i) + €81 + 52 + 8ijis (3. 16)
elde edilir.

(3. 16) denklemi (3. 15) dekleminde yerine yazilirsa, j = 0,1, 2, ..., N olmak iizere
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Sn+1{aje((j—3)ikh) +bje((j—2)ikh) +Cje((j—1)ikh) +dje(jikh) +eje((j+1)ikh) +
fjej+2ikh+gjej+3ikh=enaj'ej—3ikh+bj'ej—2ikh+cj’ej— 1ikh+dj'ejikh+ej'ej+1ikh+
fj'ej+2ikh+gj'ej+3ikh, (3.17)

bulunur. Burada;

ay=1-—r]—r, —r3, Ai=1+r; 471,413,

b; = 120 — 56r; — 24r, — 8r3, B{ = 120 + 56r; + 24r, + 8r3,

¢, = 1191 — 24517 — 151, + 1913, ¢/ = 1191 + 245r; + 15r, — 1915,
d; = 2416 + 80ry, d/ = 2416 — 80r,,

e; = 1191 + 245r] — 15r, — 19r3, e; = 1191 — 245r] + 15r, + 19r3,
f, = 120 + 5617 — 24r, + 8rs, f/ =120 — 561 + 24r, — 8rs,
gi=14+r]—r, +r3, gi=1—-r]+r,—r3,

r; = (5040m).r;.
dir.
(3. 16) denkleminin her iki tarafi e 0P ile boliiniirse

Sn+1{aje(—3ikh) n bje(—zikh) n Cje(—ikh) +d+ eje(ikh) n fje(zikh) n gje(3ikh)} _

Sn{a]{e(—3ikh) + b]{e(—zikh) + ere(—ikh) +d + e]{e(ikh) + fjre(zikh) + g]{e(3ikh)} (3. 18)
bulunur. (3. 3. 4) denklemi daha basit bir formda
(A, +iB)e™*! = (A —iB)e", i=+v-1 (3.19)

seklinde yazilir. Burada
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A; =2(1 —r,).cos(3kh)
+ 2(120 — 24r,). cos(2kh) + 2(1191 — 15r,).cos(kh) + 2416 + 80r,,

A =2(1+r,).cos(3kh)
+ 2(120 + 24r,). cos(2kh) + 2(1191 + 15r,).cos(kh) + 2416 — 80r,,

B= 2((r{+r3) .sin(3kh) +(56r; + 8r3).sin(2kh) +(245r; — 19r3).sin(kh))
dir. " k" i¢in genisletme faktorii

SI‘1+1

€= "m (3.20)
dir.
(3. 18) ve (3. 19) denklemleri kullanilarak
A-iB
&= A+iB (3.21)

bulunur. Burada

A =14 [cos ( ) + 120cos?(kh) + 1191cos? (k ) 52] 4r, [cos (3kh) +

24cos2kh+15cos2kh2—40,

A=14 [cos2 ( ) + 120cos?(kh) + 1191cos? (k—) — 52] + 4r, [cos (3kh) +

24cos2kh+15cos2kh2—40.

dir. A < A, olup |g| = /g8 = A2+B§ < 1 elde edilir,

Dolayisiyla KAVB denklemi i¢in lineerlestirilmis algoritma sartsiz kararlidir. Sunulan

sayisal yontemin dogrulugunu 6lgmek i¢in bir test problemi ¢ozildii.

3. 4. Sayisal Sonuclar
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KdVB denkleminden elde edilen sayisal ¢oziimler (3. 1)’ de verilen tam ¢oziim

arasindaki mutlak hata v vizkozite parametresinin degisik degerleri i¢in hesaplandi.

Tablo 3. 2. v=0.0005, p = 0.1, At =0.02, Ax = 2.2 ve € = 6 degerleri icin elde
edilen L, ve L, hata norm degerleri

t L, x 103 L, x 103
10 0.0011 6E — 4

20 0.00116 6E — 4

30 0.00121 6E — 4

40 0.00126 6E — 4

50 0.00129 6E — 4

60 0.00132 6E — 4

70 0.00135 6E — 4

80 0.00137 6E — 4

90 0.00149 6E — 4
100 0.00279 0.00114

Tablo 3. 3. v = 0.0005 degeri i¢in p = 0.1, At = 0.02, Ax = 2.2 ve € = 6 degerleri
icin elde edilen korunum sabitleri

t L I I
10 4.38E — 0.5 0 0
20 437E—-0.5 0 0
30 437E—-0.5 0 0
40 437E—-0.5 0 0
50 437E—-0.5 0 0
60 4.36E — 0.5 0 0
70 4.36E — 0.5 0 0
80 4.36E — 0.5 0 0
90 4.35E - 0.5 0 0
100 4.35E - 0.5 0 0

Tablo 3. 4. v=0.05,p = 0.1,At = 0.02,Ax = 2.2 ve € = 6 degerleri i¢in elde edilen
L, ve Ly, hata norm degerleri
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t L, x 103 L, x 103
10 7.13E - 06 3.32E-06
20 2.17E - 05 1.2E - 05
30 5.69E — 05 3.22E- 05
40 0.00014 7.97E — 05
50 0.000334 0.000192
60 0.000793 0.000455
70 0.001871 0.001074
80 0.00441 0.002533
90 0.0100388 0.005967
100 0.024467 0.014055

Tablo 3. 5. v = 0.05 degeri i¢in p = 0.1, At = 0.02, Ax = 2.2 ve € = 6 degerleri i¢in
elde edilen korunum sabitler1

t I I; I3
10 0.162675 0.000292 0.000877
20 0.162795 0.000292 0.000877
30 0.162915 0.000293 0.000878
40 0.163035 0.000293 0.000879
50 0.163155 0.000293 0.000879
60 0.163275 0.000293 0.00088
70 0.163395 0.000294 0.000881
80 0.163515 0.000294 0.000882
90 0.163635 0.000294 0.000882
100 0.163755 0.000294 0.000883

Tablo 3. 6. v=5, n =6, At=0.02, Ax = 4.4 ve € = 6 degerleri i¢in elde edilen L,
ve Lo, hata norm degerleri
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t L, x 103 L, x 103
10 0.02389 0.008277
20 0.019333 0.00621
30 0.01973 0.006318
40 0.024118 0.007519
50 0.022615 0.007902
60 0.018413 0.004962
70 0.021411 0.007042
80 0.024432 0.008068
90 0.020948 0.007207
100 0.019084 0.005274

Tablo 3. 7. v =1 degeri icin p = 2, At = 0.02, Ax = 4.4 ve € = 6 degerleri i¢in elde
edilen korunum sabitleri

Zaman I I, I3

10 3.299101 0.11925 0.360392
20 3.34715 0.12117 0.366229
30 3.395097 0.12309 0.372065
40 3.443091 0.125009 0.3779

50 3.49108 0.126929 0.383734
60 3.539057 0.128847 0.389565
70 3.587011 0.130763 0.395391
80 3.634917 0.132676 0.401205
90 3.682729 0.134581 0.406996
100 3.730348 0.136474 0.412739

t = 0 zamaninda (3. 22) denklemi i¢in (3. 1.) denkleminin sinir sartlari

u(0,t) =1,

seklinde alind1.

u(220,t) =0
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3.00e-007

2.50e-007

2 00E-007 A

1.50E-007

1.00E-007

5.00E-008 |- |

G.[KE—HDC"D 1 ] 1 ] 1 | 1 ] 11 ]

Sekil 3. 1(a). Tek dalganin v = 0.0005, p=1, , e =6, Ax = 2.2 ve At = 0.02 i¢in
t = 10 zamanindaki hareketi

3.00E-007

u(x,t)

2.50E-007

I
o

2.00E-007

1.50E-007

1.00E-007

5.00E-008

|
0.00E+000 N L
0 50 100 150 200
AX

|
250

Sekil 3. 1(b). Tek dalganin v = 0.0005, pn=1, e =6, Ax = 2.2 ve At =0.02 i¢in
t = 20 zamanindaki hareketi
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3.00E-007 -
u(x,t)

2.50E-007

2.00E-007 !

1.50E-007

1.00E-007

5.00E-008

0.00E+000 L ' ! | L I ! I Ly |
0 50 100 150 200 250

Ax

Sekil 3. 1(c). Tek dalganin v = 0.0005, p=1, e =6, Ax= 2.2 ve At =0.02 i¢in
t = 30 zamandaki hareketi

3.00E-007 | u(x,t)

2.50E-007

| |
2.00E-007 il |

1.50E-007

1.00E-007

5.00E-008

0.00E+000 . ! L L . L L 1 L. I
0 50 100 150 200 250

Ax

Sekil 3. 1(d). Tek dalganin v = 0.0005, p=1, e =6, Ax = 2.2 ve At =0.02 i¢in
t = 40 zamanindaki hareketi
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3.00E-007
L u(x,t)
2.50E-007

2.00E-007 "IIIII|| |

I T
—_—

1.50E-007

1.00E-007

5.00E-008

0.00 E+000 L L . ! L L L L b I
0 E0 100 150 20v 250

Ax

Sekil 3. 1(e). Tek dalganin v = 0.0005, p=1, e =6, Ax = 2.2 ve At =0.02 i¢in
t = 50 zamanindaki hareketi

3.00E-007

u(x,t)
2.50E-007

I
=

2.00E-007

1.50E-007

1.00E-007

5.00E-008

0.00E+000 . ! . | . ! . ! Y ]
0 a0 100 150 200 250

Sekil 3. 1(f). Tek dalganin v = 0.0005, u=1, e=6, Ax =2.2 ve At=0.02 i¢in
t = 60 zamanindaki hareketi

Tablo 3. 2, 3. 4 ve 3. 6 yaklasik ¢oziim ile mutlak hatayi, Tablo 3. 3, 3. 5 ve 3. 7 ise tam

¢oziimii ile iki normun farkli durumunda v viskozite parametresinin farkli degerlerini

gostermektedir. Viskozitenin kiiclik degeri i¢in elde edilen sonuglarin daha iyi oldugu

goriilmektedir.
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u(x,t)
0.04f
\\
0.03
0.02 |-
0.01 - ‘
\
0.00 . L L |\"=- = L L L
0 50 100 150 200
Ax

2I50
Sekil 3. 2(a). Tek dalgann v=1, p=2, e=6, Ax=4.4 ve At =0.02 i¢in t =10
zamanindaki hareketi

u(x,t)
0.04 ,ﬁ\
\
0.03
- II
III
0.02
0.01
\
0.00 . 1 L |\‘=--1 - 1 L l L ]
0 50 100 150 200
Ax

250

Sekil 3. 2(b). Tek dalganmn v=1, n=2, e =6, Ax =