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OZET

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci bolimde, bu g¢alisma hakkinda literatiir
bilgisi verildi. Ikinci bdliimde, calismamiz igin gerekli olan temel tanim ve teoremler
incelendi. Ugiincli boliimde, Banach limiti ve hemen hemen yakinsaklik tanimlar1 ve bu
kavramlara ait literatlr bilgisi verildi. Ayrica 6énemli goriilen bazi teorem ve ornekler
incelendi. Dordincl bélimde, fr, T- yakinsak dizilerin kiimesi temel alinarak rf ve rfj
dizi uzaylar1 insa edildi. Ayrica, Banach limiti tarifi genellestirildi ve rf ve rf,
kiimelerinin 6nemli goriilen baz1 6zellikleri incelendi. Bu ¢aligmalara ek olarak, klasik
anlamda bilinen hemen hemen yakinsakligin disinda, onu kapsayan fakat daha genel bir
yakinsaklik fikri 6ne siiriildii. Hemen hemen yakinsaklik tarifinin bir tiir genellemesi
olan ve zrf- yakinsaklik olarak isimlendirilen bu yeni tip yakinsaklik tarifi bilinen
hemen hemen yakinsaklik tanimindan farkli olarak, bir bakima “dtelenmis Zweier
transformlar dizisinin Riesz ortalamasi” olarak tanimlanacagindan ilgili bilimsel alana
yenilik ve orijinallik katmasi bakimindan ilgi ¢ekici olmustur. Bu tarife ek olarak, zrf
ve zrf, dizi uzaylar1 tanimlandi ve bu uzaylarin lizerine cebirsel ve topolojik yapilar
konularak ¢esitli 6zellikleri incelendi. Bunlara ek olarak, zrf ve zrf, uzaylarinin §-
dualleri belirlendi. Besinci bolimde, rf ve rfy dizi uzaylarindan ¢, ¢ ve ¢y uzaylarina
ve tersine olarak ¢,, ¢ ve ¢y uzaylarindan rf ve rf; uzaylarina olan matris smiflarinin
karakterizasyonu klasik analiz teknikleri kullanilarak yapildi. Son olarak, Zweier dual
matrisler ad1 verilen dual matrisler yardimi ile zrf ve zrf, uzaylarindan herhangi bir A
dizi uzayina ve tersine bir A dizi uzayindan zrf ve zrf, uzaylarina matris siniflar
karakterize edildi.

Anahtar kelimeler: Dizi uzay, rf- yakinsaklik, Banach limiti, zrf- yakinsaklik,
matris doniisiimii.
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ABSTRACT

This thesis consists of five chapters. In the first chapter, literature information is given
about this work. In the second chapter, basic and necessary definitions and theorems for
this work have been given. The definitions of Banach limit, almost convergence and
some literature informations are given in the third chapter. In addition these, some
important theorems and examples based on these concepts are studied in this chapter. In
the fourth chapter, the sets rf and rf, are introduced by means of the set f;, the set of
all T- convergent sequences. Furthermore, the definition of Banach limit is generalized.
In addition these, some properties of the sets rf and rf, are investigated. Finally, zrf-
convergence idea that is more general and comprehensive than the definition of classic
almost convergence, is suggested. It is interesting that zrf- convergence could be
defined as “Riesz average of the series of shifted Zweier transforms” in terms of adding
innovation and originality to the related scientific area. In addition to this description,
the spaces zrf and zrf, are defined and by putting algebraic and topological structures
on these spaces, various properties are investigated. Finally, S- duals of the spaces zrf
and zrf,, are determined in the fourth chapter. In the fifth chapter, firstly using classical
analysis techniques, we characterized matrices classes from spaces rf and rf, to £,
cand ¢, and vice versa. Secondly, using Zweier dual type matrices, we characterized

matrices classes from zrf to any sequence space u and vice versa.
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BOLUM 1
GIRIS

Dizi uzay1 insa etmenin bir¢ok yolu olmasina ragmen sonsuz bir matrisin yakinsaklik
alanindan faydalanmak fikri bir¢ok Onemli g¢alismaya konu olmustur. Sonsuz bir
matrisin 0zel secimleri ile, yeni bir dizi uzay1 insa etmek ve bu yeni dizi uzaymin
cebirsel, topolojik ve geometrik Ozelliklerini incelemek Onemli ve kullanmishi bir
aragtirma alani olarak gorilmektedir. Bu tip ¢alismalara, Malkowsky [1], Wang [2], Ng
ve Lee [3], Malkowsky, Mursaleen ve Suantai [4], Altay ve Basar [5-10], Basarir [11],
Malkowsky ve Savas [12], Aydin ve Basar [13-17], Basar, Altay ve Mursaleen [18],
Sengoniil ve Basar [19], Altay [20], Polat ve Basar [21], Kiris¢i ve Basar [22], Basar ve
Kiris¢i [23] Ornek olarak verilebilir. Son yillarda Sengdniil ve Kayaduman [24-25],
Kiris¢i ve Basar [26] ve daha bir¢cok arastirmaci Cesaro, Riesz, B(r,s) ortalamalari
hemen hemen yakinsak olan yeni tip dizi uzaylar1 tanimlayip bu yeni uzaylarin bazi
cebirsel ve topolojik 6zelliklerini incelemisler, matris doniisiim problemlerine ek olarak

cekirdek problemleri ile ilgilenmislerdir.

Dizilerin bilinen yakinsakligindan sonra G. G. Lorentz “A contribution to the theory of
divergent sequences” adli makalesi ile bu ¢alismada da siklikla kullanilacak olan hemen
hemen yakinsaklik tanimini Banach limitleri yardimiyla literatiire kazandirmis ve
hemen hemen yakinsak diziler uzaymin herhangi bir matrisin etki alani1 olarak

verilemeyecegini ispatlamistir [27].

King, hemen hemen toplanabilen dizi ve hemen hemen regtiler matris dizisi tanimlarini

asagidaki gibi vermistir [28].
A=(4")=((aly)), vVEN,
olmak lzere A karmasik veya reel sayilarin sonsuz matrislerinin bir dizisi olsun. Reel

sayllarin x = (x,,) dizisi verildiginde, t; = Y., a,, x; Serileri her bir v = 1,2, ...i¢gin

dizgun olarak bir I limitine yakinsak ise t = (t;,)’ ye, x = (x,)’ nin A-transformu



denir ve kisaca A —lim, x, =1 biciminde gosterilir. lim, x, =1 iken A —

lim, x,, = lise A = (AV)’ ye regiler matris dizisi denir.

Cogunlukla f ile gosterilen hemen hemen yakinsak diziler uzayinin regiler bir matris
dizisinin yakinsaklik alani oldugu Bell tarafindan gosterilmistir [29]. Hemen hemen
yakinsaklik fikrinin bir genellemesi olan Fg- yakinsaklik fikri Stieglitz tarafindan ele
almmistir [30]. Bu siralanan yakinsaklik tanimlari, kuvvetli yakinsaklik adi altinda
Maddox [31] tarafindan yeniden ele alinmis ve Maddox’ un ¢alismalarinin bir devami
olarak 1982’ de mutlak Fp- yakinsaklik tanimi Mursaleen [32] tarafindan verilmistir.
1985 de hemen hemen yakinsak diziler uzayinin, Cesaro matrisinin, satirlarinin
Otelenmesiyle elde edilen matrislerin yakinsaklik alanlarinin kesisimi oldugu Butkovi¢,
Kraljevi¢ ve Sarapa tarafindan gosterilmistir, yani p: N - N olmak Uzere U = (u,;)

matrisi her n,k € N igin

n+1
0, diger durumlar

=, pn) <k<pn)+n
Uk =
olarak verilsin. Dikkat edilirse U = (u,)) matrisi, Cesaro matrisinin satirlarinin
Otelenmesi ile elde edilmistir. Bu sekilde tanimlanabilecek buttin matrislerin kiimesi G

ile gosterilmek Uzere, Butkovi¢ v.d., hemen hemen yakinsak dizilerin kiimesi f” nin

ﬂcu=f

oldugunu ispatlamistir [33].

Bu calismalara ek olarak, kisa bir siire 6nce Basar ve Kiris¢i, genellestirilmis fark
matrisinden yararlanarak hemen hemen yakinsak diziler uzayindan yeni bir dizi uzayi
tretmislerdir [23]. Ayrica Sonmez, Uiglii bant matrisini ve hemen hemen yakinsak
diziler uzaymi kullanarak yeni bir dizi uzayi insa etmis, bu uzayin - ve y- duallerini

belirlemis ve bazi matris siniflarini karakterize etmistir [34].



Colak ve Cakar da Banach limitleri yardimiyla tanimlanan alt lineer fonksiyonellerle
kuvvetli regller matrisler arasindaki iliskiyi incelemis, daha sonra sinirli diziler uzay1
tizerinde tanimli alt lineer fonksiyonelin, Banach limitlerinin bir genellemesi oldugunu
ve biitiin Banach limitlerini i¢erdigini gostermislerdir [35]. Ayrica simirli diziler uzayi
Uzerinde tanimli olan alt lineer fonksiyonelin, Banach limitleri ile olan iliskisini

arastirmiglardir.

Bu calismada, klasik anlamda bilinen hemen hemen yakinsakligin disinda, onu
kapsayan fakat daha genel ve kapsamli olan bir yakinsaklik fikri ile ilgilenilmistir.

Hemen hemen yakinsaklik fikrini gelistirmek i¢in 6ncelikle,
fr={xet. im[T(S" 0] =1 v =012 -}

seklinde tanimlan T- yakinsak dizilerin kiimesi tamitilmigtir. fp kiimesinde T matrisi
yerine Riesz matrisi alinarak yeni bir yakinsaklik tanimi verilmis ve rf ve rf, dizi
uzaylari insa edilmistir. fr kiimesi tanimi ve bu ¢alismada kullanilan diisiince 1973’ de
Stieglitz’ in [30] da tarifini verdigi Fp- yakinsaklik tanimu ile ortiismekle beraber ifade

bakimindan farklilik ortaya koydugu aciktir.

Bu tezin, ilerleyen bolimlerinde zrf- yakinsaklik olarak isimlendirilen, yeni tip
yakinsaklik tarifi verilmistir. Bu yeni tarif, bilinen hemen hemen yakinsaklik
tanimindan farkli olarak, bir bakima “ételenmis Zweier transformlar dizisinin Riesz
ortalamasi” olarak tanimlanacagindan ilgili bilimsel alana yenilik ve orijinallik katmasi

bakimindan ilgi ¢ekici olmustur.

Ayrica bu calismada, sirasi ile z,f Ve z.5, ile gosterilen zrf- yakmsak ve sifira zrf-

yakinsak dizilerin kiimesi tanitilarak bu kiimeler Uzerine cebirsel ve topolojik yapilar

konulmus, cesitli 6zellikleri incelenmis ve bazi matris siniflar1 karakterize edilmistir.



BOLUM 2
TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde, okuyucunun tez de ele alinan konuyu anlamasina yardimci olacak ve daha

sonraki kisimlarda kullanilacak olan temel tanim, terminoloji ve teoremler verilecektir.

Tamm 2.1. F reel veya karmasik sayilar cismi olsun. Uzerinde vektdr toplamasi ve
skaler ile ¢arpma isleminin tanimli oldugu ve lineer uzay kosullarini saglayan bos
olmayan bir A kiimesine F lzerinde lineer uzay veya vektor uzayi denir. A kiimesinin

elemanlarina vektor, F cisminin elemanlarina skaler denir.

A, toplama ve skalerle ¢arpma islemlerine goére bir lineer uzay ve u < A olsun. g’ niin
lineer alt uzay olmasi igin gerek ve yeter sartlarin her a € F ve u’ nin her X, y elemam

icin

(Daxepu
2)x+yeu

olmas1 gerektigi bir ¢ok kaynakta mevcuttur.

A # @ herhangi bir kime olsun. g: N — A seklinde tanimli fonksiyona A degerli dizi
denir. A =R almirsa g reel degerli, A = C alinirsa g karmasik degerli dizi olarak
adlandirilir. Bu c¢alismada da reel veya karmasik terimli diziler ile ilgilenilmistir.
Disiinlilebilen bitin reel veya karmasik degerli dizilerin w = {g: g:N - 1, k-
g(k) = x,,x = (x)} kimesi goz Onlne alinsin. w Uzerinde toplama ve skalerle

carpma islemleri sirasiyla

+w X w-ow

((xk); (Yk)) - +((xk)’(yk)) = (xx) + (i) = (e + i) (2.1)

ve her a € Figin



“FXw-ow

(a, () = (a, (a)) = a- (x) = (axy) (2.2)

olarak tanimlansin. (2.1) ve (2.2) de verilen toplama ve skalerle ¢arpma islemleri
vektor uzay: sartlarin1 veya diger bir deyisle vektor toplamasi ve vektorlerin skalerle
carpma iglemlerinin tim Ozelliklerini saglar. Dolayisiyla w, F Uzerinde bir lineer

uzaydir. w’ nin bazi1 6nemli 6zel alt kiimeleri asagidaki sekilde siralanabilir:

Co = {x = (x;) € w: lilgnxk = 0}, (Sifira yakinsak dizilerin kiimesi)
c= {x = (x,) Ew: li]?lxk =4{,{€ F}, (Yakinsak dizilerin kiimesi)

f, = {x = (x) € w:sup|x,| < oo}, (Sinirh dizilerin kiimesi)
k

n
cs = {x = (x;) Ew: (Z xk> Ec,neE N}, (Yakinsak serilerin kiimesi)
k=1

n

bs = {x = (x;) Ew: (Z xk> el ,neE N}, (Sinirl serilerin kiimesi )

k=1

ve (p. dereceden mutlak yakinsak seri teskil eden dizilerin kiimesi)

A ={x= (xe) EW:Z|xk|p <0,0<p <oo}.

k=1

Yukarida siralanan cg,c, €y, cs,bs ve &, kiimelerinin w’ nin alt uzaylar1 oldugu

kolayca gosterilebilir.

Bilindigi gibi “lineer uzaylar” matematigin énemli aragtirma alanlarindan biridir. Bu

tezde w’ nin yeni alt kimeleri insa edilecek ve bu yeni kimelerin cebirsel
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Ozelliklerinden bahsetmek gerektiginde, lineer uzaylar hakkinda ihtiyag duyulan bilgiler
gerekli goriildiikge verilecektir. Bu nedenle lineer uzay hakkindaki hatirlatmalar daha

fazla genisletilmemistir.

Bir kiimenin topolojik yapist da en az cebirsel yapist kadar Onemlidir. Bir kime
Uzerindeki topolojik yapi, o kiime iizerinde tanmimli norm fonksiyonunun irettigi
metrigin agiklar1 yardimi ile insa edilebilir. Bu nedenle ele alinan kiimeleri daha zengin

hale getirmek maksadi ile asagidaki tanimlar verilecektir.
Tamim 2.2. X bos olmayan bir kiime olsun. Her x,y,z € X icin

) dx,y) =0 & x =y,
(4) d(x,y) =d(,x),
(5) d(x,z) <d(x,y) +d(y,z)

sartlar1 saglaniyorsa d:X X X — R fonksiyonuna X Uzerinde bir metrik ve X’ e bir

metrik uzay denir. Genellikle (X, d) seklinde gosterilir [36].

Tamim 2.3. A lineer uzay ve ||||: 4 = R olsun. Her x,y € A vektori ve her a skaleri

icin

©) lixl =0 & x =26,
(7) llax|l = lalllx|l,
@) llx +yll < llxll + llyll

sartlar1 saglaniyorsa |||| fonksiyonuna A (zerinde bir norm ve (4, ]|-]|) ikilisine de

normlu uzay denir [36].

Tamim 2.4. A normlu uzay olsun. A, norm metrigine gére tam ise 1’ ya Banach uzayi
denir [36].

€0, €, ¥, bs, cs ve £, dizi uzaylari, sirasiyla ||x|[., = l|lx|[c = llx|l,,, = sup|x],
k

6



(, o 1/p
(me) (A<p <)

k=1

llxllps = llxllcs = sup xlly = o

n

Xk
k=0

leklp ,  (0<p<1)
=1

ile tanmmlt ||[|¢, c.0..: €0, € €0 = R, |I*|l s cs: bS, cs = R ve ||-||,gp:£p — R fonksiyonlari
ile beraber normlu uzaylardir [37]. Buna ek olarak c,c,?,, bs,cs ve £, uzaylar
Banach uzaylaridir [37]. Bu uzaylarin zengin topolojik, cebirsel ve geometrik 6zellikleri

uzun yillar matematikgilerin ilgisini ¢ekmis ve bu Ozellikler iizerine bir¢ok makaleler

yazilmistir. [36], [37], [38], [39], [40] ve [41] bu ¢alismalara 6rnek gosterilebilir.

Tanmm 2.5. [ ={1,2,..,m} ve ] ={1,2,...,n} alt climleleri géz 6niine alinsin. Bu

durumda
g:IX]—>F, g(l,]) = aij

ile verilen iki degiskenli g fonksiyonuna, F cismi Uzerindeki m X n tipinde bir matris
denir [42].

Bu ¢alismada matrisler alfabenin A, B gibi biiyiikk harfleriyle ve elemanlari da ayni

harflerin kiicukleriyle gosterilecektir.

Bilindigi gibi her lineer doniisiimiin bir matris temsili mevcuttur [37]. Dolayisiyla lineer
uzaylar arasindaki en genel lineer doniisimler matrisler yardimi ile wverilir.
Toplanabilme teorisi, 1raksak fakat simirli bir dizinin bir doniisiim yardimiyla
limitlenebilmesi problemleri ile ilgilenir ve bu limitleme isleminde kullanilan en yaygin

doniisiimler sonsuz matrislerdir.

Aucwve A= (ay), (nk €N) satir ve siitun sayilart sonsuz olan bir matris olmak

Uzere, her x € A igin Ax = ((Ax),) doniisim dizisi g’ niin bir eleman ise ((4x),)

dizisine x dizisinin A- doniisiimii denir. A uzaymin elemanlarint ¢’ niin elamanlarina

doniistiiren doniisiimlerin kiimesi (A: u) biciminde gosterilir. Doniisiim dizilerinin
7



mevcut olmasi igin Ax = (Ax),, = Yj=1 Anx X S€risinin her bir n € N i¢in yakisak
olmas1 gerektigi agik olarak goriilmektedir. A = u = ¢ alindiginda yani, A € (c:c) =
{A:lim, x, = a ve lim,(Ax), =b,x=(x;) €Ec, a,b € R} ise A donisiimine
yakinsakligi koruyan doniisiim, 6zel olarak a = b ise A doniisiimiine reguler veya limiti

koruyan dontigiim denir. Biitiin regiiler doniisiimlerin kiimesi (c, ¢, P) ile gosterilir [37].

Lineer bir doniisiimiin (matrisin) regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar Silverman-

Toeplitz tarafindan asagidaki teorem ile verilmistir [36].

Teorem 2.1. (Silverman-Toeplitz Teoremi). A € (c,c, P) olmasi igin gerek ve yeter

sartlar

(9)sup ) lan] <,
=

(10) lima,; = 0,her k € N icin,
n

(11) lirrlnz Ay =1
k=1

olmasidir.

u = (u,) kompleks sayilarin bir dizisi, M = (m,,), (n =10,1,...) icin m,, =u,

seklinde verilen bir kdsegen matris, (Z),(O <k <n), (n €N) binom katsayilart

olmak tzere D = (dy), dy = (—1)* (Z) bir Gggensel matris olsun. H* = H*(u) =

DMD’ ye Hausdorff matrisi denir ve n, k € N i¢in asagidaki sekilde yazilabilir [39]:

n

B = Z(—l)f“‘ (7) (Duj, 0<k<nise

j=k
0, k >nise.



Bazi 6nemli lineer doniisiimler Hausdorff matrisinin 6zel halleridir ve bunlar Hoélder,

Cesaro ve Euler matrisleri olarak adlandirilip asagidaki gibi tanimlanir:

Tanmm 2.6. (Holder Matrisi). Hausdorff matrisinde her n € N igin u, = (n +1)™" ve

r > —1 alinarak elde edilen matrise Holder matrisi denir [39].

Tanmm 2.7. (Cesaro Matrisi). a € R,—a ¢ N olsun. a. dereceden Cesaro matrisi

asagidaki sekilde tanimlanir ve n, k € N igin C, = (Cr(li)) ile gosterilir [38]:

(n—k+a—1)
Cr(li) _ #}fﬁ), k <nise
0, k> nise.

Bir baska yazilisla a. dereceden Cesaro matrisi a > —1 ve her n € N igin u, =

L(nza)dmm%ﬁMeam%mrBﬂ.

Tamm 28. 0<r<1 ve nkeN ic¢in (})=n!/[k!(n—k)!] olmak Uzere r.

dereceden Euler matrisi,

éw_{le—ﬂ“hﬁ 0<k<nise
e 0, k >nise

olarak tanimlanir [38]. Bir baska yazilisla Hausdorff matrisinde r > 0 ve her n € N igin

u, = (r+ 1)™ olarak segilirse Euler matrisi elde edilmis olur.

Tamim 2.9. (Riesz Matrisi). r = (r3,) reel sayilarin bir dizisi 1y > 0 ve her k € N icin
1 = 0 olsun. Ayrica genel terimi, R,, = Y—o 7, (n € N) olan (R,,) dizisi verilsin. Bu
durumda her n,k € N icin R = (r,,;,) seklinde gosterilen Riesz matrisi asagidaki gibi

tanimlanir [38]:



— k<nise

0, diger durumlarda.

Tamm 2.10. (Zweier Matrisi). p, —1’ den farkli bir reel say1 olmak iizere her n,k € N

icin

D, n = kise
Zne =311 —p, n—1=kise
0, diger durumlarda

seklinde tanimlanan Z = (z,,, ) matrisine Zweier matrisi denir [38].

Dizi uzay1 tiretmenin degisik yollar1 vardir. Bunlardan biri hatta en 6nemlisi bir matrisin
etki alanindan faydalanmaktir. O halde temel bilgilere bir matrisin etki alani tanimim

vererek devam edelim.
Tamm 2.11. A sonsuz matris, A bir dizi uzay1 olsun.
A ={x ew:Ax € 1} (2.3)

ile tanmimli kiimeye A lineer doniisiimiiniin veya daha genel olarak A matrisinin A

Uzerindeki etki alani denir.

Bu calismada A = (a,;) sonsuz matrislerinin 6zel secimleri ile (2.3) de gosterildigi
gibi yeni dizi uzaylar insa edildi ve gesitli 6zellikleri incelendi. Bu 6zelliklere 6rnek
olarak dizi uzaylarmin [[x||;, = |[[Ax||; seklinde tanimlanan norm fonksiyonu ile
Banach uzay1 olduklari, izometrik uzaylar olduklari, A4 ve A uzaylar1 arasindaki
kapsama iliskileri, bu yeni uzaylarin Schauder bazlar1, topolojik dualleri ve 44” dan A’
ya veya tersine A’ dan A,’ ya olan matris smiflarin1 karakterize eden caligmalar
verilebilir. A = (a,;;)’ nin o6zel se¢imleri ile A4 kiimelerinin matrisin yapisina bagh
olarak kimi zaman genisleyip, kimi zaman daraldigi, bazen de A ile A4 kiimelerinin

overlap kiimeler olduklar1 bilinmektedir. Ornegin A € {foo, c, Co,fp} olmak Uzere Ac,
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yakinsaklik alani, Cesaro dizi uzaylar olarak adlandiriimak (zere ({’m)cl,({’p)c
1

Cesaro dizi uzaylart Ng ve Lee [3] tarafindan c¢, ve (co)¢, dizi uzaylar1 Sengdniil ve
Bagar [19] tarafindan tanimlanmustir. ¢y © (co)¢, V€ ¢ € ¢¢, kapsamalarinin varlig
Sengoniil ve Basar tarafindan gosterilmistir [19]. Kiris¢i ve Basar [22], Basar ve Kirisgi

[23] de £, c, ¢y veya £, dizi uzaylar iizerinde B(r,s) fark matrisinden faydalanarak

(Lo)B(r,s) 1 CB(r.5) » (C0)B(rs) VE (fp)B ) olarak gosterilen yeni yakinsaklik alanlarini

tanitmiglardir. Ayrica A € {{’w, c, CO,{’p} ve B = B(r,s) fark matrisi olmak uzere

IS/r| < 1icin A = Ag ve |S/y| = 1icin A © Az oldugunu gostermislerdir.
Matris siniflarinin karakterizasyonunda dual tip matrisleri kullanarak karakterizasyon
yapmak, ¢ogu hallerde klasik analizin yorucu ve can sikici islemlerinden kaginilmasina

olanak vermektedir.

Basar ve Colak [43], Kuttner [44], Lorentz ve Zeller [45] ve Basar [46] dual

toplanabilme metodlar1 iizerine ¢alismalar yapmislardir.
Simdi Cesaro dual toplanabilme metodu hakkinda baz1 bilgiler verilecektir [37].

s = (s,) ve x = (x,) dizileri arasinda

1
S, = EZ X (2.4)

bagintis1 bulunsun. x = (x;,) dizisinin A- transformu z = (z,) ve s = (s;) dizisinin B-

transformu t = (¢t,,) olsun. Yani

[oe]

z, = (Ax), = A X (n €N) (2.5)
]Z:1 k Xk

t, = (Bs), = b, Sk, (neN) (2.6)
kzzl k Sk

11



olsun. Ayrica Zk%bnk serileri her bir n € N i¢in yakinsak olsun. Bu durumda (2.5)
deki z = (z,) dizisi (2.6) daki t = (t,) dizisine (veya (t,), (z,)’ ye) Abel kismi
toplamast yardimi ile doniistiiriilebiliyorsa A ve B matrislerine Cesaro dual toplama

metodlar1 denir. Bu ifade

[ee]
1
bnk = kAank'Aank = Apg — Apg+1 VEYA Ay = Z?bm
i=k

bagmtilarina denktir. (t,), (z,)’ ye asagidaki yolla dontstiirtilebilir:

[} 0o k 0o %)
1 1
=SS (5) -5 (St - Soenn
k=1 k=1 1 i=1 \k=i i

[0¢]
i= i=1

m m m—1
Zn = z Ank X = z Ank (ksk_(k - 1)Sk—1) = k(ank_ank+1)sk + may, S,
k=1 k=1 k=1
m—1
= z bk Sk—1 + Ma,y, Sy (2.7)
k=1

Yukaridaki esitlikler dikkate alindiginda (2.5) ve (2.6) serilerinden biri yakinsarken
digeri de ancak ve ancak ma,,;,S,, = Uo(m — «) olmasi halinde yakinsar. Ayrica

(2.7)’ de m — oo i¢in limit alinarak

7, =t, +b, (2.8)

esitligi elde edilir. Demek ki (s,,), A veya B metodlarindan biri ile limitlenebiliyorsa o
zaman digeri ile de limitlenebilirdir ancak ve ancak her n € N igin (2.8) esitligi mevcut

ise.

Buradan A ve B metodlarindan birinin limitledigi dizinin A ve B limitlerinin egit olmasi
Icin uy =0 olmast gerektigi anlasilir. Benzer durum A ve B’ nin rollerinin

degistirilmesi durumunda da gegerlidir [37].
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Yukarida verilen tanimlara ek olarak bu calismada kullanilacak 6nemli goriilen diger

tanimlar asagidaki gibi verilmistir.

Tamm 2.12. A ve u ayn bir F cismi Gzerinde lineer iki uzay olsun. Her x,y € A ve her

a € FigcinT: A — p doniistimi

(1) Tx+y) =T +TQ)
(13) T(ax) = aT(x)

sartlarin1 sagliyorsa T’ ye A’ dan u’ ye lineer operat6r denir.

A uzaymdan p uzayma biitiin lineer operatorlerin kiimesi IL(A, u ) ile gosterilecektir
[36].

Tamim 2.13. T € L(A, 1 ) olsun. T birebir ve drtense T’ ye A’ dan u’ ye izomorfizm, A

ve u uzaylarina da izomorfik uzaylar denir, ve A = u ile gosterilir [36].

Tammm 2.14. (Seriler icin Genel Yakinsaklik Prensibi). x €cs & Ve >0 igin
3 ny = ny(e) € N vardir yle ki hern > ng ve herp > 0 icin |2} 22 x| <  olmalidir
[36].

Teorem 2.2. (Diizgiin Sinirlilik Teoremi). (4,), 4 Banach uzayindan g normlu uzayima
tanimli sinirh lineer operat6rlerin bir dizisi ve A lGzerinde sup, ||4,, (x)|| < oo esitsizligi
mevcut olsun. Bu durumda, sup,,||4, ]| < o, n =1, 2, ... dir. Yani normlardan olusan
(1A, 1) dizisi sinirhdir [36].

Tanmm 2.15. A normlu lineer uzayinda, her bir x € 1> ya karsilik bir tek (a;) dizisi
vardir 0yle ki lim,, ||x — X} apxi || = 0 ise (x) € A’ ya A igin Schauder bazidir denir
[36].

Tamm 2.16. (Yogun Kiime). X metrik uzay ve M c X olsun. M = X ise M’ ye X’ de
yogun kiime denir [47].
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Tamm 2.17. (Fundamental Kime). X normlu bir uzay ve M c X olsun. spanM, X de

yogun ise M’ ye bir fundamental kiime denir [47].

Tamim 2.18. (Konveks Kiime). X bir vektor uzayi ve M c X olsun. Eger x,y € M igin
{zeX:z=ax+ (1—a)y,0 <a <1} c M oluyorsa M’ ye konveks kiime denir [47].

Tamm 2.19. (Schur matrisi). Smirli dizileri yakinsak dizilere doniistiiren matrislere

Schur matrisi denir. Bir A matrisinin Schur matrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar

(14) lima,; herk € N icin mevcut
n

(15) Z la,,| n ye gore diizgiin yakinsak
k=1

olarak verilmistir [48].

Tanmim 2.20. P;: A — C, P;(x) = x; doniisimii stirekli olmak tizere, lineer topolojiye
sahip 4 dizi uzayina bir K- uzayi denir. Tam metrik uzay olan bir K- uzayma FK- uzayi,
topolojisini olusturan metrikten norm iiretebilen FK- uzayina ise bir BK- uzay1 denir.
Yani BK = FK = K dir. ¢ < A dizi uzay1 bir FK- uzay1 olsun. x = (x;,) € A dizisinin

n. terimi xI™ = Y7 _ o x, e seklinde gosterilsin. Bu durumda,

(16) n — oo icin x[™ - x ise x dizisi AK 6zelligine sahiptir denir.

(17) Eger (x ["]) dizisi sinirh ise x dizisi AB 6zelligine sahiptir denir.

(18) Eger x € ¢ ise x dizisi AD 6zelligine sahiptir denir.

(19) {xke(k)} kiimesi A dizi uzayinda sinirli bir kiime ise x dizisi KB 6zelligine sahiptir
denir [37].

Tamm 2.21. A dizi uzay1 normaldir ancak ve ancak A = {(u;,) € w:3(x;,) € 1 3 |y, | <

|x, |,V k € N} c Aise [37].
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Tanmm 2.22. A = (a,), (n,k =1,2,...) bir sonsuz matris olsun. k > n olan her
nk €{1,2,..}i¢in a, = 0 oluyorsa A matrisine alt Giggen matris ve n > k olan her
nk€{1,2..} icin a,, =0 oluyorsa A matrisine Ust Ucgen matris denir. Eger A
matrisi tggensel ve n = 0, 1, ... i¢in a,,,, # 0 ise A matrisine normaldir denir [49].

Tamm 2.23. A ve p herhangi iki dizi uzay1 olmak iizere

SAw ={z = (z) e w:xz = (x,z,) € B,V x = (x) € 1} (2.9)
kiimesine A ve p uzaylarinin ¢oklu(multiplier) uzayi denir.

Acikga goriilir ki 6 bir dizi uzayr olmak iizere u € 8 ¢ A kapsamalar1 mevcutsa
S(A,u) cS6,u) ve S(A,u) € S(4,60) kapsamalar1 da mevcuttur. (2.9) esitliginde u
yerine ¢y, ¢s ve bs dizi uzaylan1 konularak elde edilen S(A,¢1), S(4,cs) ve S(A, bs)

kiimelerine sirasiyla A dizi uzaymin a-, - ve y- duali denir.

Lemma 2.1. Normlu bir A uzayi iizerinde, bir norm tarafindan dogurulan bir d metrigi,

her x,y,z € A ve her a skaleri igin

d(x + z,y + z) = d(x,y) (Otelemenin Degismezligi)

d(ax,ay) = |ald(x,y)

Ozelliklerini gercekler [47].

Ipat: d(x +z,y+z) =|lx +z— (y + 2)|| = llx — yll = d(x,y) ve d(ax,ay) =
[lax — ayl|l = lalllx — y|l = |ald(x, y) elde edilir.

Lemma 2.2. limsup (x, + y,) < limsup x,, + limsup y, esitsizligi mevcuttur.

Ispat: Kabul edelim ki limsup (x,, + y,,) = limsup x,, + limsup ¥, olsun. Bu kabul ile
birlikte (x,) = (1,-1,1,-1,..) ve (3,) = (0,1,0,...) dizileri ele alinirsa kabul edilen

ifadenin ¢eligkili oldugu sonucuna ulasilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. ]
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BOLUM 3

3. HEMEN HEMEN YAKINSAK DiZILER UZAYI

Bu boliimde hemen hemen yakinsaklik hakkinda matematik bilgi sisteminde bulunan
tamim ve teoremler hakkinda bilgiler Ozetlenip, yakinsaklik ile hemen hemen

yakinsaklik tanimlar1 arasinda kisa bir karsilastirmaya yer verilecektir.

3.1. Hemen Hemen Yakinsaklik

3.1.1. Banach limitleri

Tamm 3.1.1. g: 1 - R fonksiyoneli géz oniine alinsin. Eger her x,y € A i¢in,

glx+y) < glx)+ g(y) esitsizligi mevcut ise g fonksiyoneline alt toplamsal, her
x,y €A igin, glx +y) = g(x) + g(y) ise g fonksiyoneline toplamsaldir denir. Her
X€EA ve a€R(a=0) icin glax) = ag(x) esitligi mevcutsa g fonksiyoneline

homojendir denir [48].

Bir fonksiyonel toplamsal ve homojen olma 6zelliklerini sagliyorsa lineer fonksiyonel,
alt toplamsal ve homojenlik sartlarii sagliyorsa alt lineer fonksiyonel olarak
adlandirilir. g fonksiyoneli lineer ise g(—x)+ g(x) =g(—x+x)=9(0) =0 =
g(=x) = —g(x) esitlikleri gecerli oldugundan her x,y € 4 ve her a,b € R igin
glax + by) = ag(x) + bg(y) esitligi mevcuttur.

Teorem 3.1.1. A bir lineer uzay ve her x € A4 igin P(x) alt lineer fonksiyoneli verilsin.
Xo €A ve a’ da P(xy) > 0 olmak Uizere 0 < a < P(x,) sartin1 saglayan herhangi bir
reel say1 olacak sekilde segilsin. Eger P(x), her x € Aigin tanimli bir alt lineer
fonksiyonel ise bu durumda her x € 4 igin, g(x) < P(x) olacak sekilde bir g lineer
fonksiyoneli vardir. Buna ek olarak, her x € 1 i¢in P(—x) = —P(x) ise g lineer

fonksiyoneli g(xy) = a seklinde segilebilir [48].
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Tamim 3.1.2. {ny,n,,...,n,} € Z ve

nyN2,-Mk  jseo

k
1
P:t, - R,P(x;)= inf limsupzz Xn, +f ,(k€eN) (3.1)
p=1

olmak Uzere her x € £, icin L(x;,) < P(x;) sartin1 saglayan L lineer fonksiyoneline
Banach limiti denir [48].

Teorem 3.1.2. (3.1) de verilen P fonksiyoneli alt lineerdir [48].
Ispat: Bunu gostermek icin

(20) P(xx + yi) < P(xi) + P(y)
(21) P(axy,) = aP(x;), a€R, a=0

sartlarinin saglandig1 gosterilmelidir.
Ispat: a bir skaler olmak izere (21) esitliginin saglandig1 aciktir. (20)° nin ispat1

asagidaki gibidir:

nn,..ng j—ooo

k
. . 1
Plo+ ) = nf ., imsup Ez (x"p + Yn, +j)
p=1
k k
: . 1 1
- n1,rgl,f.,nkh?lsotlp Ez Xny+j + Ez Yny,+j
p=1 p=1

nimng,..Nng ]—)00 nimng,..Nng ]—)00

k k
1 1
< inf limsup T Z Xn,+j t inf limsup T Z Vn,+j
p=1 p=1

= P(x) + P(yi). 0
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Asagidaki teorem Banach limitlerinin sahip oldugu bazi karakteristik 0Ozellikleri

gostermesi bakimindan ilgingtir.
Teorem 3.1.3. Bir L Banach limiti asagidaki 0zellikleri saglar [48]:

(22) L(axi) = aL(xy),a € R,

(23) L(xx +yi) = L(x) + L(yp),

(24) L(xp+1) = L(xp),

25) Le)=1, e=(1,11,..,1,..),

(26) x, =0, k=(1,23,...)ise L(x,) = 0 dur.

Tanmim 3.1.3. x = (x;,) € ¥, olsun. Her L Banach limiti i¢cin L(x;) = s € R esitligi

varsa (x;) dizisi s reel sayisina hemen hemen yakinsaktir denir ve f —limx, = s
seklinde gosterilir. Ozel olarak s = 0 ise yani, f — limx; = 0 sartin1 saglayan (x;)
dizilerinin kiimesine sifira hemen hemen yakinsak dizilerin kiimesi denir [5]. Bu
calisma boyunca hemen hemen yakinsak dizilerin uzayr ve sifira hemen hemen

yakinsak dizilerin uzay1 sirasiyla f ve f;, ile gosterilecektir.

Teorem 3.1.4. (x;) dizisinin hemen hemen yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart
P(x;) = —P(—x;,) olmasidir [48].

G. G. Lorentz “A contribution to the theory of divergent sequences” adli makalesi ile
hemen hemen yakinsaklik tanimini literatiire kazandirmig ve hemen hemen yakinsak
diziler uzaymin herhangi bir matrisin herhangi bir A dizi uzay: iizerindeki etki alani
olarak verilemeyecegini ispatlamistir. Lorentz’ in tanimini yaptigi hemen hemen
yakinsak ve sifira hemen hemen yakinsak dizi kiimeleri sirasiyla asagidaki sekilde

tanmimlanir [27]:

m
_ _ BT Xn+k _ ’ . .
f= {x = (x) € foo.llrgnkzo—m L= S yegore dizgiin, s € C¢,
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m
X .
fo= {x = (%) € 4o lgrl;mn_:kl = 0,n ye gore dlizglng.

Hemen hemen yakinsak dizi tanimi, diger bir ifade ile asagidaki teoremde oldugu gibi

verilebilir;

Teorem 3.1.5. Bir (x,,,) dizisinin hemen hemen yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart

) e . b m o1 pe eee -
n’ ye gore diizgiin olarak lim,, =2+t — Zntm 1 |imitinin mevcut olmasidir [48].

x = (x;) €4, ise, L(x;) < P(x) <limsupy x;, oldugu agiktir. Buradan L(x;) =
—L(—x;) = —P(—x;) = liminf, x;, esitsizligi yazilabilir. Dolayisiyla (x;) € ¢, ise
(x) € fo olur ki bu da ¢y c f;, kapsamasimin gegerli oldugunu gosterir. Ayrica ¢ € f
kapsamasi1 da mevcuttur. Benzer olarak s’ ye yakinsak olan her dizi ayn1 zamanda s’ ye

hemen hemen yakinsaktir.

Bunlara ek olarak (x;,) = ((—1)¥) dizisi icin L bir Banach limiti olmak tizere
L((=D¥) = L((-D**) (3.2)
esitligi bulunur. L lineer oldugundan

L((=D¥) = =L((=1D)k*1) (3.3)
esitligi mevcuttur. (3.2), (3.3) esitlikleri ve Teorem 3.1.4 goz Oniine alindiginda

(x) = ((—1)k) € f fakat (x;) = ((—1)k) & c oldugu yani ¢ c f kapsamasinin kesin
oldugu goriiliir.
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BOLUM 4
4. zrf- YAKINSAKLIK

Bu boliimde hemen hemen yakinsaklik tarifinin bir genellemesi olan ve zrf-
yakinsaklik olarak isimlendirilen, yeni tip yakinsaklik tanimi verilecektir. Bu yeni
tanim, bilinen hemen hemen yakinsaklik tanimindan farkli olarak, bir bakima
“otelenmis  Zweier transformlar  dizisinin  Riesz  ortalamasi” olarak tarif
edilebileceginden ilgili bilimsel alana yenilik ve orijinallik katmasi bakimindan ilgi

cekicidir.

Hemen hemen yakinsaklik tarifi, Tanim 3.1.3 anlaminda verilebilecegi gibi; Butkovic,
Kraljevi¢ ve Sarapa’ nmin [33] de gosterdigi gibi de ele alinabilir. Ya da birinci
mertebeden Cesaro matrisinin satirlarinin  6telenmesiyle elde edilen matrislerin
yakinsaklik alanlarinin kesisimi olarak tarif edilebilir. Ayrica bu tanimlara ek olarak
Teorem 3.1.5 anlaminda da ele alinabilir. Bu tamimlar akilda tutularak, v bir dogal say1

ve x = (x;) sinirh bir dizi olmak lzere SV = (s, ) matrisi n, k € N igin

v _{1, n+v=kise
— 0, digerleri

formunda yazihip (SVx) = (S%, S'x, S2x,..,S"x, ...) dizisi elde edilebilir. Bu formda
tanimlanan dizi, SV ile elde edilen 6telenmis transformlar dizisi olarak adlandirilacaktir.
Bu bilgiler 1s1ginda hemen hemen yakinsaklik taniminin, her bir v dogal sayist icin
(SVx) = (S, S'x, S%x,..,5Vx,...) otelenmis transformlar dizisinin, C;, birinci
mertebeden Cesaro ortalamasinin sabit bir diziye yakinsamasi ile ayni anlama gelecegi
anlagilmaktadir. Bir baska soyleyisle “x = (x;,) sinirlt dizisi hemen hemen yakinsaktir
ancak ve ancak her bir v € N igin ([C;(SVx)]x) déniisiim dizilerinin limiti mevcut ve

esit ise” dnermesi hemen hemen yakinsaklik tarifi i¢in kullanilabilecektir.

Dolayisiyla, yukarida one siirlilen diisiince “Cy, birinci mertebeden Cesaro matrisi

yerine bir baska T matrisi alimip, “x = (x;,) stmrl dizisi T- yakinsaktir ancak ve ancak

her bir v e N icin ([T(SVx)]x) doniisiim dizilerinin limiti mevcut ve esit ise”
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biciminde genisletilebilir. Boylece klasik anlamda bilinen hemen hemen yakinsakligin
disinda, onu kapsayan ve daha genel bir yakinsaklik fikrinin ortaya ¢iktigi goriiliir.

Yukarida ileri siirtilen diisiinceler goz 6niine alindiginda

fr={x € ta: im[T(S" )] =LLER, v =012 .} (4.1)

fro = {x € £ im([T(S"x)] = 0, v = 0,1,2, -} (4.2)

seklinde tanimlan kiimeler sirasiyla, T- yakinsak ve sifira T- yakinsak dizilerin kiimesi

olarak adlandirilir.

1973’ de Stieglitz’ in [30]’ da hemen hemen yakinsaklik fikrinin bir genellemesi olan
Fp- yakimsaklik tizerinde ¢alismalar yaptigi bilinmektedir. Fakat (4.1) ve (4.2) ile
tanmimlanan kiimelerin Stieglitz’ in [30] Fg- yakinsaklik tanimi ile Ortiismekle beraber

ifade bakimindan farklilik ortaya koydugu aciktir.

(4.1) ve (4.2) de T matrisi yerine Riesz matrisi alinarak bir sonraki bolumde tarifi
verilecek olan zrf- yakinsaklik icin gerekli gorulen tanim ve teoremler asagida ele
almmistir. Burada su vurgulanmalidir ki, Riesz matrisi, r = (r;,) dizisinin segilisine
bagli olarak ¢ok farkli bigimde yazilabilir. Bu nedenle 6rnek verilecegi durumlarda veya

calismalarin iginden ¢ikilamaz oldugu yerlerde r = (1) dizisi 6zellestirilecektir.

Tamm 4.1. {ny,n,, ...,y } € Z ve Ps: €, — R fonksiyoneli

k
1
P(x,) = inf limsup—z TiXn, +j

nn,..ng Jj—ooo k =1
olmak Uzere her x € £, i¢in L.f(x,) < Ps(x,) esitsizligini saglayan L, lineer

fonksiyoneline rf- limiti denir. Eger r = (1) alinirsa rf- limitlerinin Banach limitlerine

esdeger olacagi aciktir.

21



Tamm 4.2. x = (x,) € £, olsun. Eger her L,f, rf- limiti icin L,f(x,) = xy €ER
oluyorsa (x,) dizisi x,” a rf- yakimsaktir denir ve kisaca rf —lim, x, = x, ile

gosterilir.

Asagida P, fonksiyonelinin bazi dnemli ozelliklerini ifade ve ispat eden lemma ve

teoremlere yer verilmistir.
Lemma4.1. P, fonksiyoneli alt lineerdir.
Ispat: Bunun i¢in agagida verilen iki ifadenin saglandig1 gosterilmelidir:

(27) Prf (xn + yn) < Prf (xn) + Prf (yn),
(28) P,f(ax,) = aPys(x,), a €R,(a = 0).

(28) esitliginin saglandig1 agiktir. Simdi (27)’ nin ispat1 yapilacaktir:

1,M2,. N}

k
: : 1
P (xn + ) = . inf hr_nsupR—kz ri(xniﬂ- + ynl.ﬂ-)
J=ee i=1

k k

inf i = E +—1

= in imsup(— ) 1ix, 4+; Ti Vn+j

NNz, jsoo Rk = it) Rk = iT]
i= 1=

k k
1 1
< inf limsup —Z i Xp,+; + inf limsup R_Z i Y +j

ning,..Nng j—ooo k —~ ning,..Ng j—ooo k =1

= Iyf (xn) + Prf (yn)
olur ki bu (27)’ nin ispatidir. O

Teorem 4.1. L. lineer fonksiyoneli asagidaki dzelliklere sahiptir.
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(29) Lys(ax,) = al,f(x,), (a € R),

(30) Lyr (xn + ¥u) = Lyp (x) + Lyp (1),

(1) Lyp(xnt1) = Lrs (),

(32) Ls(e)=1, e=(111,...1,..),

(33) x, =20, n=(1,23,..)ise Lf(x,) =0 dur.

Ispat: (29) ve (30)’ un ispat1 L,s fonksiyoneli lineer oldugundan agiktir.
(31): nq, ny, ..., n; tamsayilari ny = 1,n, = 2,n3 = 3, ...,n, = k olacak sekilde segilsin

ve x € £, olsun. Bu durumda her n € N igin |x,| < M € R olacak sekilde M pozitif

reel sayis1 vardir.

k
Z Ti (xni+j - xTLi+j+1)
i=1

1
Ry
1

= Re 161 (x1+j - x2+j) +7 (x2+j - x3+j) o 1 Oy — X))

_ 1
_7'1 +T2+'“+Tk

|x1+j (r) + x4 (ry —11) + -+ X3y (e — Them1) — Xpg14 (Tk)|

Mr, M(r,—r M(r; —r M(r, — 1 Mr, M
Mmoo (1 1)+ (73 2)+...+ (T k1)+ kMo,
Ry Ry Ry Ry Ry Ry

k
=0= Eri(xni+j - xni+j+1) =0= Prf (Xn = %n41) <0
i=1

k
Z T (xnl-+j - xnl—+j+1)
i=1

1
=>_
Ry

olur ve benzer islemler yapilarak P.f(xp41 —x,) < 0 oldugu elde edilir. Ayrica
Lrs (%) < Prp(xy) olacagindan Lyf(n = Xp41) S 0= Lyp (0 — Xp41) =
—Lyp (1 — %) = —Prp(Xpy1 — %) 2 0= Lp (X, — X41) 20 oldugu  goriiliir.
Boylece L, (x, — X,41) = 0 sonucu elde edilir. L., lineer oldugundan L,f(x,) —

Lrf (Xp41) = 0= Lyp (%) = Lyp (X41) oldugu goruldr.
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(32): Py(e)=1,Ps(—e)=—-1ve L(—x;) < Ps(—x;) oldugundan L,f(e) <
P.s(e)=1velL.s(e) =—Ls(—e) = —P,(—e) = 1olur. Yani L.r(e) = 1 olur. (33):

n = 0,(n=123,..) olsun. Bu durumda P.r(—x,) < 0 Ve L¢(x,) = —L,f(—x,) =
—P,¢(—x,) = 0 olur ki bu da (33)’ iin ispatidir. O

Simdi Teorem 3.1.4" e paralel olarak rf- yakinsakligi P.s fonksiyonelleri bakimindan

ele alan bir teorem verilecektir.

Teorem 4.2. (x,) dizisinin rf- yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart P.r(x,) =

—Ps (—x5,) olmasidir.

Ispat: Prg(xy) = Lys (%) = —Lyr (—x,) = —P,r(—x,) oldugundan her x = (x,,) dizisi
icin L, ¢ (x,) = a olacak sekilde a reel sayist mevcuttur. O halde (x,,) dizisi rf-

yakinsaktir.

Tersine, kabul edelim ki (x,,) dizisi rf- yakinsak olsun. Bu takdirde
0=Py(xy —2,) < Py () + Prp (=) = Py () = =Py (—%5)
olur. Benzer sekilde

0=—Py(xn —x,) < =Py (x3) = Py (—%,) = Py (%) < =Py (—2x5)

olacagindan P,f(x,) = —P.r(—x,) esitliginin saglandig1 goriiliir. Boylece ispat

tamamlanmais olur. O
4.1.rf verf, kimeleri

(4.1) ve (4.2) de T matrisi yerine Riesz matrisi alinarak tanimlanan ve sirasi ile, a’ ya
rf- ve sifira rf- yakinsak dizilerin kiimesi olarak adlandirilan yeni dizi uzaylari

asagidaki sekilde verilmistir:

24



m
1

R_Z T Xgen = a,n’ ye gore diizglin, a € R} (4.3)
m

k=

rf = {x— (x) € £

o

m
Z T Xgen = 0,1 ye gore dﬁzgﬁn} (4.4)
k=0

rfo—{x—(xk)ei’ %
rf ve rfy ile tanimlanan kiimeler w’ nin alt uzaylar1 olup, (r;) = (1) 0zel secimi ile
sirasiyla klasik anlamda bilinen f ve f, dizi uzaylarina indirgenirler. Bu bilgiler g6z
oniine alindiginda f ve f; uzaylarinin sirasi ile rf ve rf; dizi uzaylarinin 6zel halleri
oldugu kolaylikla gorilebilir. O halde f ve f; uzaylar igin mevcut olan teorik ve

uygulamali bilgiler sirastyla rf ve rf, uzaylarinin r = 1 6zel haline karsilik gelecektir.

Lemma 4.1.1. (4.3) ve (4.4) de tamimlanan rf ve rf, kimeleri

m
1
TkXk+n

llxlls = llxll -z, = sup |5— R ,n ye gore diizgiin (4.5)
m =0

ile tammlt |||, ¢, : 7f, 7fo = R fonksiyonu ile Banach uzaylaridir.
Ispat: 1k olarak (4.5) esitliginin norm sartlarmi sagladigini gdsterelim. 8, rf,rf;

uzaylarmin toplama islemine gore etkisiz(birim) elemani olsun. Her x,y € rf ve her

a € Cicin

1
X =0 sup
” ”rf R

m
(= z Tk Xk4n — 0

k=0

olur. Her k e Niginry # 0 ve R, = 0 oldugundan heri e Niginx, =0 x =6

olur.
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m
E X = |alllx

k=0

m
1 Z
—_— ar, x

llax|l,s = sup
mn k=0

= |al| sup
m

oldugu kolayca goriilebilir. Buradan homojenlik kosulu da saglanmis olur. Ve son

olarak
m m m
1 1 1
lx + yll.f = sup —Z Tk (Xktn + Viean)| = SUP |[5— ) TiXpeyn +—Z T YVie+n
m |Rm m |Rm R,
=0 =0 =0
m m
1 1
< sup [== > riicsn| + 5UD = D | = oy + 1Yy
m |Rm k=0 mormiso

oldugundan tiggen esitsizligi sart1 saglanir. Boylece rf ve rf, kiimelerinin normlu uzay

oldugu goriiliir.

Simdi 7f uzaymn (4.5) normuna gore tam oldugu gosterilecektir. (xi), vf* de bir

Cauchy dizisi olsun. Bu durumda 3Iny € N icin i,j >ny olarak secildiginde,

< & olacak sekilde bir

: j _ 1 ; 1 j
||x7ln - xm”rf = SUpp, |EZZL=O rkxllc+n _EZ;{TLO T Xy 4n

€ > 0 bulunabilir.

Eger tl, (x) = éZﬂn:o TRXhy, Ve t{nn (x) = éZ}("zo rkx,{ +n, Kisaltmalar1 yapilirsa
|t () = tha ()] < & (4.6)
ifadesi elde edilir.

(4.6) den her bir m,n €N igin (£, (x)) dizisinin R’ de bir Cauchy dizisi oldugu

sonucuna varilir. R, reel sayilar kiimesi tam oldugundan lim; t’, (x) = t,,, (x) esitligi

mevcuttur. (4.6) ifadesi Gzerinden i — oo i¢in limit alinirsa

lim|thun () = €y GO = [lim thy () = by ()| = [ () =t (0] < €
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bulunur. Béylece ||ty (x) — th,, (x)||rf - 0, (i » o) elde edilir.
Simdi t,,,, (x) € rf oldugu gosterilecektir. (t,l,m (x)) € rf olarak alinirsa

”tmn (x) - a“rf = ”tmn (x) - trinn (x) + trinn (x) - a”rf < ”tmn (x) - trinn (x)”rf +

; 1 1 ; 1 ;
[l () = a||rf = ”R—Z?:o TeXien — 7= 2k=0TkXk+n y + ”R—ZZLO TeXe4n — a” ;
m m T m r
1 m
< & + & = 2¢ oldugundan t,,, (x) = R_Z Tk Xi+n € 7f oldugu anlasilir.
M k=0

Boylece ispat tamamlanmis olur. rf; i¢in ispat benzer sekilde yapilabileceginden burada

verilmemistir. 0O

Teorem 4.1.1. c¢y,c, ¥, 7fy Ve rf uzaylar arasinda ¢y Ccrfy crf c ¥, veccrf

kapsamalar1 mevcuttur.

Ispat: 11k olarak ¢, € rf, kapsamasinin mevcut oldugu gosterilecektir. x € c, olsun. Bu
durumda her k > ny € N icin |x;| < & olup x = (x;,) dizisinin her alt dizisi de 0’ a

yakinsak oldugundan |S"x| < & veya |x;in| <& (n=1,2,..) yazilabilir. R = (1)

: . . 9 1 e -
Riesz matrisi regiiler oldugundan R—chnzorkka < & esitsizligi elde edilir. Bu

. 1 om _ . . C
lim,, EZ"ZO Tk Xr+n = 0 olmasi anlamina gelir. Yani, x € rf, oldugu goriiliir.

rfo C rf kapsamasimin gegerli oldugu agiktir.

Simdi rf c £, oldugu gosterilecektir. x = (x;) € rf, a € C ve ny € N olsun. Bu

durumda
m m
1 1
—Zrkxk+n—a <£(:>—£<—Zrkxk+n—a<£(:>
Ron k=0 Rom k=0
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m
1
a—£<—2rkxk+n<a+e (4.7)
Ron k=0

esitsizlikleri mevcuttur. s, = éZ}(’;O Tk X 4n denilirse (4.7) den dolayi a — e < s, <
a + ¢ esitsizligi elde edilir ki, bu diziye ait en fazla n, tane terimin (a —¢,a + €)
araliginin  disinda  kalmasi1  demektir,. M = min{sl,sz, werSpgr @ — e} ve N =
max{sl,sz,...,sno,a+e} denirse M <s,, <N veya bir baska yazilisla MR,, <

Yotk Xk4n < NR,, ifadesi elde edilecektir. MR,, — NR,_1 < 1y Xpmin < NR,, —

MR,, —NR,,, — NRj,, —MR,,, — e geo .. .
MRy 1 & ——= < Xy gy < —— esitsizligi her n € N icin elde edilir.
m m
MR,,—NR,;, .1 MR,,—NR,, — .
maks{ e L, e 1} = K denirse |x,,4,| < K olur. Bu durumda x € #,,
m m

olur. Su halde rf c ., kapsamasi mevcuttur.

Riesz matrisi regiiler bir matris oldugundan ¢ c rf kapsamasinin var oldugu kolaylikla

goralebilir. 0O
Simdi rf ve rf, uzaylarina ait 6nemli goriilen baz1 6zellikler verilecektir.

Teorem 4.1.2. rf ve rf, dizi uzaylar1 K-, FK- ve BK- uzaylaridir.

Teorem 4.1.3. rf uzay1 solid dizi uzay: degildir.

Ispat: v= (1) =(1,0,1,1,0,0,..) ve u = (u) = (1,1,..), k € N olarak segilirse
u €rf ve v € £, oldugu kolayca goriilir. Buradan uv = v yani (uv), = v, bulunur.

rf —limv = limn}%Z’,}:0 Tk Vg4i = ©© oldugundan ¢, ve rf dizi uzaylarmin £.,7f

carpimi rf uzaymin alt kiimesi degildir. Yani €, 7f < rf kapsamas1 mevcut degildir.

Buradan rf uzayinin solid uzay olmadig: goriiliir. 0O

Dizi uzaylarmin en onemli cebirsel Ozelliklerinden biri de onlarin konveksligi ile

ilgilidir. Asagidaki teorem rf ve rfy kiimelerinin konveksligi ile ilgilidir.
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Teorem 4.1.4. rf ve rf, konveks kiimelerdir.

Ispat: x = (x) ve y = (y;), rf kiumesinde iki dizi ve a € [0,1] olsun. O halde
limném‘:o T Xy = d Ve limnéZ};:O T Yr+i = e limitlerinin mevcut ve i’ ye gore
dizgin oldugu aciktir. ax + (1 —a)y € rf oldugundan rf uzayi konvekstir. Yani,
alim,, éZﬁzo TeXk4i = ad ve (1 —a)lim, éZﬁzo T Yi+i = (1 —a)e olur. Buradan
alim,, éZﬁzo TeXk4i + (1 — a) lim, éZﬁzo Yisi =ad+ (1—a)e ve ad + (1 —

a)e € R olacagindan rf kiimesinin konveks oldugu goriliir. rfy icinde ispat benzer

sekilde yapilabilir. (]

Lemma 4.1.2. A ve pu herhangi iki dizi uzay1 ve &, A veya p’ nin Kdéthe- Toeplitz

duallerinden biri olsun. Eger A < p ise 0 zaman u® < A% dir [40].
Lemma 4.1.3. € € {a, B,y} olmak tizere ¢, = ¢ = £,,° = ¢ esitligi gegerlidir [40].
Teorem 4.1.5. f, ve f uzaylarinin a-, 8- ve y- dual uzaylar1 £; uzayina denktir [41].

Ispat: ¢y € fy € €4, Ve ¢ © f c £, kapsamalari ile Lemma 4.1.2 ve Lemma 4.1.3 g6z

dniine alinirsa € € {a, B,y} olmak uzere f,* = f¢ = £, esitliklerinin mevcut oldugu

goraldr, 0O

Ayrica, ¢y C rfy € ¥, ve c C rf c £, kapsamalart mevcut ve 2,5 =cf = co® =44
oldugundan Lemma 4.1.2 ve Lemma 4.1.3 g6z Oniinde bulunduruldugunda rfogt =
rf¢ = £, oldugu kolaylikla elde edilebilir.

f ve fy uzaylarinin Schauder bazlarina sahip olmadiklar1 goz 6niinde tutulursa [38], rf
ve rf, uzaylarmin da Schauder bazlarina sahip olamayacaklar1 sdylenebilir. Bu durum

asagidaki onerme ile verilmistir.

Onerme 4.1.1. rf, ve rf lineer uzaylarinin Schauder bazlar1 mevcut degildir.
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4.2. zrf- Yakinsak Dizilerin Uzaylan

Bu boliimde tez ¢alismamizin ana kisimlarindan birini olusturan zrf- yakinsaklik tarifi

verilecektir.

Simdi, (4.1) de T matrisi yerine R, (bkz. Tanim 2.9) ve Zweier matrisinde p = 1/2
Ozel secimleri ile “Zweier ortalamasi Riesz yakinsak” kisaca, zrf- yakinsak olan

dizilerin kiimesi tanimlanacaktir.

Tanim 4.2.1.
m
1 Tk
zrf = {x € w:lim R_Z > (Xk4n + Xg4n—1) = £,n’ ye gore diizgiin} (4.8)
k=0
m
1 "
zrfo = {x € w:lim R_Z > (Xk4n + X4n_1) = 0,1’ ye gore diizgiin} (4.9)

kiimeleri tanimlansin. Sirasiyla, zrf ve zrf, kimelerine zrf- yakinsak ve sifira zrf-

yakinsak dizilerin kiimesi denir.

Fonksiyonel Analizin ilgi alani lineer topolojik uzaylardir. Bir kiime (izerine cebirsel ve
topolojik bir yapt konulmasi, bu kiimelerle ilgili bircok 6zelligin incelenebilmesine
olanak vermektedir. Bu incelemeleri zrf ve zrf, kiimeleri tizerinde yapabilmek adina
bu kiimelerin Gizerine ilk olarak cebirsel daha sonrada topolojik bir yap1 konulacaktir.

Teorem 4.2.1. zrf ve zrf, kimeleri,

+:zrf X zrf - zrf,
(. y) > x+y=0q)+ ) =+ ¥

ve
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wFXzrf - zrf,

(a,x) »a-x=ax = (axy)

biciminde tanimlanan, dizilerin koordinatsal toplama ve skalerle carpma islemlerine

gore w’ nin alt uzaylaridir.

Ispat: Lineer uzay sartlarinin saglatilmas: yeterlidir.

Simdi, zrf dizi uzay: Gzerinde

d:zrf X zrf - R,
x,y = d(x,y)

= sup
m

m
1 Tk T ' .. ..
R_Z [? (Xktn + Xpegn—1) — > Vi + yk+n_1)] ,n ye gore diizgiin (4.10)
™ k=0

biciminde tanimli d fonksiyonu g6z Online alinsin. d fonksiyonunun metrik sartlarini
sagladigini gérmek kolaydir. Ustelik zrf lineer uzay oldugundan ve d fonksiyonu

Otelemenin degismezligi ve homotesi 6zelliklerini sagladigindan dolay1

m

Tk
2. (Xkn + Xktn-1)
m =0

= ||x[lzrf n ye gore diizgiin ~ (4.11)

d(x,0) = sup
m

esitligi zrf dizi uzay1 Uzerinde bir norm olur.

Tezin kalan kisminda sik olarak kullanilacak olan y = (y,) dizisi, x = (x;) dizisinin

Zweier transformu olarak alinacaktir, yani:
1
Vi =5 (e + xp—1) (4.12)

seklinde tanimlanacaktir.
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Izometrik iki uzayin topolojileri, lineer olarak izomorfik uzaylarin bu izomorfizmden
dolay1 cebirsel yapilart es olacagindan asagidaki teorem zrf ve zrf, dizi uzaylarinin

bazi 6zellikleri arastirilirken ¢ok kullanigli olmasi bakimindan 6nemlidir.

Teorem 4.2.2. rf ve rfy uzaylan sirast ile zrf ve zrf, uzaylarina izometrik olarak
izomorftur.
Ispat: Bunun icin rf ve zrf uzaylan arasinda uzakliklar1 koruyan lineer bijektif bir

dontisiimiin varligi gosterilmelidir.
Eger g:z,p > rf, g(x) =y,
1
y =) yie =5 (e + x4-1) (4.13)

ile tanimlanan doniisiim g6z Oniine alinirsa, g doniisiimiiniin lineer ve birebir oldugu

aciktir. Gergekten her x,t € zrf ve hera, b € F igin

1 a b
glax + bt) = > [ax), + ax,_q + bty + bt,_4] = > [x) + x5_1] + > [ty + tr_1]

=ag(x) + bg(t)

oldugundan g doniisiimii lineer, x = 6 = (0,0, ...) alindiginda g(x) = %(xk +xp1) =

0 olacagindan g doniisiimii birebirdir.

Eger x = (x;) dizisi x;, = 221’-;0(—1)"‘/' y;» n’ ye gore dizgin olarak segilirse,

. 1 r . 1 e .
a = lim,, EZZL()?" (Xkgn + Xpgn—1) = lim,, EZZ;O Tk Yi4n eositlikleri mevcut olur.

Buise x = (x;) € zrf, yani (4.13) doniisiimiiniin 6rten oldugunu gosterir.

m

1
az Tk Vk+n

k=0

= Iyl

1 % T
1€l lary = 5P (2= > 2 (s + Xen 1)
S =i

= sup
m

32



esitliginden (4.13) ile verilen doniisiimiin izometri ve dolayisiyla ilgili uzaylarin
izometrik uzaylar oldugu gortliir. Benzer durum rf; ve zrf, uzaylar iginde gecerlidir.

Boylece ispat tamamlanmis olur. ]

Teorem 4.2.3. (4.8) ve (4.9) da tamimlanan zrf ve zrf, uzaylar

,n ye gore diizgiin (4.14)

1 % T
”xllzrf,zrfg = sup (xk+n + xk+n—1)
m |R z 2
™ k=0

ile tammlt ||| ¢ . g2 27f, 27 fo & R normu ile Banach uzaylaridir.

Ispat: rf ve rfy uzaylarinin sirasi ile zrf ve zrf, uzaylarina izometrik olarak izomorf
oldugu bir dnceki teoremde goriildii. Z, Zweier matrisi normal, buna ek olarak rf ve rf;
uzaylar1 (4.5) doniisiimii ile Banach uzaylar1 oldugundan Wilansky’ nin [39] da ifade

ve ispatin1 verdigi Teorem 4.3.3” den ispat agiktir. 0O
Teorem 4.2.4. zrf ve zrf, dizi uzaylar1 konveks kiimelerdir.

Ispat: Her x,y € zrf ve a € [0,1] icin ax + (1 — a)y € zrf oldugu gosterilmelidir.
lim, ézzl:o%k(ka + Xpn—1) =4 Ve limy, éZ?:o%k(Ykm + Yitn-1) = 1z
limitlerinin  mevcut ve n’ ye gore dizgin oldugu kolayca goriilebilir.
alim,, izzl:o%k(xun + Xp4n-1) = aly ve (1 — a) lim,, ézzl:o%k(y“n + Vi+n-1)
= (1 — a)l, limitleri mevcut oldugundan alim,, ézzl:o%k (Xpgn + Xpgn—1) + (1 —a)
lim,, ézzl:o%k(ykm + Yiin-1) =aly + (1 —a)l, olur. ax +(1—a)y € zrf ve

aly + (1 — a)l; € R oldugundan zrf kiimesinin konveks oldugu goriiliir. zrf, iginde

ispat benzer sekilde yapilabilir. (]

Teorem 4.25. i =1,2,3 olmak Uzere d; kiimeleri asagidaki gibi tanimlansin. Bu

durumda zrf ve zrf, dizi uzaylarmm B- dual uzayr N3_; d; kesisimine esittir.
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o) m n
2 .
di =4a=(a) € W:supz R_Z riZ(—l)f_kanj < ooy, (4.15)
™= ™= =k
2 m n
d, =<a=(ay) € W:lim—z 7 Z(—l)j_kanj mevcut (4.16)
m R,
i=0 j=k
ve
2 m [0} n
dz; =3a € w: limR—z T; Z (—1)f‘kanj,n' ye gore dlizglin (4.17)
m iy £ .
i=0 n=0j=k

Ispat: T = (t,;,) matrisi a = (a,;) € w dizisi yardimiyla asagidaki sekilde tanimlansin:

n
2(=1) kq;, 0<k<n )
tor = ; J ( ) ; (k,j,n € N).
0

, (k>n)
Xi =ty y; oldugu hatirlanarak her n € N i¢in asagidaki esitlikler kolayca yazilabilir:

n n

> an =) i 2Dy y; = Ty, (4.18)

(4.18) den “x = (x;) € zrf igin ax = (a,x;) € cs dir ancak ve ancak y = (y;) € rf
icin Ty € ¢ olmalidir” ¢ift gerektirmesi, Onerme 4.1.1 ile birlikte g6z 6niine alindiginda

erﬁ = Z‘r‘fo B =ﬂ?:1 di oldugu gorulur D
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BOLUM 5

5. MATRIS KARAKTERIZASYONU TEOREMLERI

Calismanin bu kisminda, ilk olarak Bolim 4’ de insa edilen rf ve rf, dizi uzaylarindan
?, C Ve ¢y uzaylarina ve tersine olarak ¢, c Ve ¢y uzaylarindan rf ve rf; uzaylarina
olan matris smiflarinin karakterizasyonlar1 klasik analiz teknikleri kullanilarak
yapilacaktir. Daha sonra Zweier dual matrisler adi verilen dual matrisler yardimu ile zr f
ve zrf, dizi uzaylarindan herhangi bir A dizi uzaymna veya tersine bir A dizi uzayindan

zrf ve zrf, uzaylarina matris siniflarin1 karakterize eden teoremlere yer verilecektir.

5.1. rf ve rfy Uzaylarindan €, c ve ¢, Uzaylarina ve Tersine olarak €., c ve ¢,

Uzaylarindan rf ve rf, Uzaylarina olan Matris Simiflarimin Karakterizasyonu

A = (a,;) karmasik veya reel sayilarin sonsuz bir matrisi olarak ele alinarak agagidaki

teoremler ifade ve ispat edilmistir.

Teorem 5.1.1. A€ (rf:4,) olmast icin gerek ve yeter sart sup, Xy—1l@n| < o

olmasidir.

Ispat: Kabul edelim Ki sup,, X5 |ay. | < o ve x = (x;) € rf olsun. Bu durumda her
n € N icin (a,)reny € ff = £, oldugundan x’ in A- transformu mevcuttur. Hipotez

g0z Oniine alindiginda,

[1Ax|l¢,, = sup|(Ax),| = sup
n n

[ee]
Z Ank X
k=1

[ee]
< lxll sup ) lan| < o,
" ok=t

oldugu goriiliir. Yani Ax € 4., olur.

Tersine, kabul edelim ki A € (rf: £, ) olsun. Bu durumda her x € rf icin Ax € £, olup

((Ax),) = &7~ ank x;) doniisiim dizisi yakinsak oldugundan A = (a,;) € rff = £,
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dir. Bu durumda her bir n=1,2,... igcin Xy q|la,| <o dur. Demek ki

SUp, Yre1la@u | < oo sart1 saglanir. Boylece ispat tamamlanmis olur. |

Lemma 5.1.1. (A®™)) sonsuz matrislerin bir dizisi olsun. Bu durumda her bir x € 4,

(m)

icin lim(A(m)x)q =0, m’ ye gore dizgindir & lim¥5_|a,n
q q

=0, m’ ye gore

diizgiin olmalidir [52].

Teorem 5.1.2. A € (£4,:7f) olmasi igin gerek ve yeter sartlar

(34) sup ) lan| < e,
=0

(35) rf —lima,, =a;, (Vk €N) ve
n

[ee]

m
1
R_Z TiQntix — ai| = 0,1’ ye gore diizglin
m %

(36) lim
m
k i=0

=0

olmasidir.

Ispat: A € (£:7f) olsun. Bu durumda her m€N icin 4= (ay) € 4" =4,

oldugundan (34)’ Un gerekliligi agiktir. Her n € N igin e,sk) = &, olsun. Bu kabule ek

cikar.

Simdi, sonsuz matrislerin (B™) dizisi asagidaki gibi tamimlansin:

1 m
=1 s
m =0
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B™ matrisi bir Schur matrisidir. Gergekten

1.limbr(r:lk) = limRLZ?;O TiQnyik = Ay Ve A € (£:7f) oldugundan bu madde agiktir.
m m m

2lim(Bx),, = lim };;7_, RLZ?;O T Qu 4 Xk, N ye gore diizgiin esitlikleri gergeklesir.
m m m

Gergekten eger x € £,, ise (B(”)x)m = (S, Ax),, m — oo igin n’ ye gore diizgindir.
Her bir n ve k icin limbfr'llk) = aq;, = lim(S,,Ax), = lim(B(")x) = Y=g Qi X olur.
m m m m

Ayrica bu limit n” ye gore diizgunddr. Yani, her bir x icin rf —limAx = }7°_; aix

esitligi mevcuttur. (C (")) matris dizi uzay1 asagidaki gibi tanimlansin:

1 m
7533 _R_Zrt Antik —
m i=0

(C(”)x)m = (S Ax), — Yi=1 A X oldugundan, her bir x € £, icin lim (C(n)x) =

m—oo

0, n’ ye gore diizgln olur. Ve Lemma 5.1.1" den,

m
R

—_— riAn+ik —Q

Rm n+ik k

i=0

[ee]

lim Z
m

= 0,n’ ye gore dlizglin

olur. Bu ise (36)’ nin gerekliliginin ispatidir.
Tersine, kabul edelim ki A matrisi icin (34) — (36) sartlar1 saglansin. O zaman x € £,
ise

<l Y

= 0,n’ ye gore diizglin

m
1 Z
Rm iY“n+ik k

i=0

(SmAx), — Z A X
=1

olur. Béylece rf — limAx = Y, a; x, esitligi elde edilir. Bu ise ispat1 sonuglandirir.0

Sonu¢g5.11. 4 € (foo : f}o) olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar
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[oe]

(37) “,znkz

=0

m
1
R—Z iy 4| = 0,1 ye gore diizgiin,
m

i=0

(38) sup ) [ay| < oo
" k=0

olmasidir.

Teorem 5.1.3. A € (c:rf) olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar

m
1 Z
Rm ' iY“n+ik

i=0

[ee]

<oo,n=901,..,

(39) sup
™ k=0

1 m
R_Z TiQpiif = Qg , N’ ye gore diizglin
m

i=0

(40) lim
m
olacak sekilde her k € N icin a; € C mevcut,

oo m

1

(41) lim z R_z TiQn4ip = a,n ye gore diizgiin
==

olacak bicimde a € C mevcut,

olmasidir.

Ispat: Kabul edelimki A € (c:7f) ve A;(x) = Xy—o @niir X OlMak tizere

m 1 m o0
timn (x) = _z rzAi(x) = R_ T z An+ik Xk
=0 Mmi=0 k=0
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olsun. 4; € ¢’, i,n = 0,1, ... oldugu aciktir. Buradan t,,, (x) € ¢ oldugu gorilir. A

matrisi Riesz konservatif oldugundan limt,,, (x) = t(x), n’ ye gbre dizgin olur.
m

Buradan x € ¢ i¢in (t, (x)) € €4, oldugu goriiliir. Boylece (||t I) dizisi de dizgin
sinirlilik prensibi geregince sinirhidir.

Her r € Z* igin y = y(m) dizisi asagidaki sekilde tanimlansin:

1 m
Ezr n+iks O<k<r

1=

0, r <k.

Ohaldey € ¢, |lyll = 1 Ve |ty (V)| = éZz:dZﬁ’;O T,an 1| Olur. Buradan

. 1
[tmn O < Nt NI = Nt || yazilir. Boylece - 2io| Zio rin ik | < ltmn |l
R

esitsizligi her m € N i¢in saglandigindan

m
)
Rm iYn+ik

i=0

[ee]

sup Z
m

<oo,n=401,..,

oldugu goriiliir.

e=(11,..1,..) ve (e) =(0,..,01,0,..), k=0,1,.., seklinde tanimli e ve (ej)

dizileri verilmis olsun. e ve (e;) yakinsak birer dizi olduklarindan limt,,, (e) ve
m

limt,,, (e,), n’ ye gore diizgiin, limitleri mevcut olmahdir. Bdylece (40) ve (41)

m

sartlarinin saglandig1 goriiliir.

Tersine, (39) — (41) sartlart hern € Z* ve her x = (x;) € ¢ i¢in saglansmn. Bu

durumda

1 m oo 1 © m
tmn(x)zR_zzri An+ik Xk _R_er An+ik Xk
m 4 m

i=0 k=0 k=0i=0

esitlikleri mevcuttur. Buradan



1l

m
z TiGn+ik

i=0

e G < Y

k=0

oldugu goriiliir. (39) sartindan dolayr bir K > 0 icin ||t,,,, ()| < K||x]|| esitsizligi
yazilabilir. Burada K € R* dir. Bunlara ek olarak m = 1,2, ... icin t,,, € ¢ ve her k
icin (||t ||) dizisinin smirh oldugu sonuglarina ulasilir. (40) ve (41) durumlarindan

n,k =0,1,..., i¢cin limt,,, (e) ve limt,,, (e;) limitlerinin varhig aciktir. {e, eg, ey, ... }
m m

kiimesi c, yakinsak dizilerin uzaymda fundamental bir kiime oldugundan [50]" den

limt,,, (x) = t,(x) € ¢ esitligi mevcuttur. Yine [50]’ den dolay1 t, fonksiyonu
m

asagidaki formda yazilabilir:

[ee]

tn(x) = ﬁ [tn(e) - Z tn (ek) +

k=0

[ee]

Xy tn(er) (5.1)

k=0

Burada g = li]?lxk dir. Sirasiyla (40) ve (41) sartlarindan dolayr k = 0,1, ... igin

t,(er) = a; ve t,(e) = a esitlikleri mevcuttur. Boylece k = 0,1, ... ve her x € c igin

limtp, () =t,(x),  t,(x) =8 [a - z Ak

esitliklerinin mevcut oldugu gérilliir. t,,, € ¢ oldugundan

X bnn (ek) (52)

b () = [tmn @ = tmn )|+
k=0 =

esitligi elde edilir. (5.1) ve (5.2) den t,,(e) > a ve t,,(e,) = a,, n’ ye gobre
dizgiinddr. O halde (t,,, (x)) — t(x) yakinsamasi da n’ ye gore diizgiin olur. Bu ise
A € (c,rf) olmast demektir. O

Onerme 5.1.1. A € (rf:c) olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar
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(42) lirfnz A = a,
k=0

(43) lima,;, = a;, k € N,
n

(44) anmmnk —a)|=0
n
k=0

olmasidir.

5.2. zrf ve zr fy Uzaylarindan Herhangi Bir A Dizi Uzayina veya Tersine Bir A Dizi
Uzayindan zr f ve zr f, Uzaylarina Matris Stmflarinin Zweier Dual Matrisler

Yardim ile Karakterizasyonu
zrf ve zrf, uzaylarindan herhangi bir u dizi uzayina veya tersine bir y dizi uzayindan
zrf ve zrfy uzaylarina matris siniflarinin Zweier dual matrisleri yardimiyla karakterize
edildigi teoremler bu bélimde verilecektir.

Oncelikle Zweier dual matrisler hakkinda &n bilgilere yer verilecektir.

Kabul edelim ki y = (y;) ve x = (x;) dizileri arasinda (4.13) bagintis1 bulunsun ve

x = (x;) dizisinin A- transformu z = (z;), y = (y;) dizisinin B- transformu t = (¢;),

yani

7= (A0, = ) ayx, (5:3)
i=1

ve

t; = (By), = Z by yi (5.4)
i1
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olsun. Ayrica S = (s, ) toplam matrisi n, k € N icin asagidaki sekilde verilsin:

S _{1, 0<k<n,
nk =0, k>n,

B metodu x = (x;) dizisinin Z- transformuna doniisiim uygularken, A metodu direkt
olarak x = (x;) dizisine doniisiim uygulamaktadir. Kabul edelim ki BS matris garpimi
mevcut olsun. limy, b, =0 olmak Uzere eger elemanter islemler yardimu ile z;, t;” ye
ya da t;, z;” ye indirgenebiliyorsa A ve B matrisleri Zwier dual toplanabilme metodlari

olarak adlandirilir [47]. Bu durum asagidaki bagint1 ile verilir:

m

. 1

by =2 ) (D™ a,; veya ay = E(bnk + by k1) n,k € N.
=k

Teorem 5.2.1. A = (a,;) ve B = (b, ) Zweier tip dual matrisler, u herhangi bir dizi
uzayl, (a,;)keny € ¢1 Ve her n,k € N igin lim,, b,,,, =0 olsun. Bu durumda A €

(zrf: p) dir ancak ve ancak B € (rf: u) olmaldir.

Ispat: Kabul edelim ki A = (a,;) ve B = (b, ) Zweier tip dual matrisler, A € (zrf: u)
ve y = (y,) €rf olsun. Bu durumda BZ matris ¢arpimi mevcuttur. (@, )ren €
zrf# = ¢, oldugundan her n € N igin (b )ren € £ Olur. Bdylece her bir y € rf icin

By mevcuttur. Ayrica lim,, by, = 0 oldugu dikkate alinarak

m m—1 1 1
Z bnkYk = Z E(bnk + bn,k+1)xk + Ebnmxm (55)
k=0 k=0

esitligi bulunur. (5.5) esitliginde m — oo igin limite gegilirse By = Ax yani B €

(rf: ) oldugu goriilir.

Tersine, kabul edelim ki B € (rf:u), x = (x;) € zrf olsun. O halde (b, )ieny € %1
olup, bu (au)ren € zrff =€, olmasi anlamina gelir ki bu da Ax doniisiimiiniin

mevcut olmast demektir. Eger n € N olmak izere
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m

m m m
z Api X = z ZZ(_l)j_kaank = z buk i s
=0

esitliginde m — oo igin limit alinrsa Ax = By yani A € (zrf:u) oldugu goriiliir.

Boylece ispat tamamlanmis olur. (]

Teorem 5.2.2. Kabul edelim ki D = (d,,;;) ve E = (e,;,) sonsuz matrisleri arasinda

1
Cnk = E (dnk + dn—l,k); (Tl, k € N) (56)

bagintis1 bulunsun. Bu durmda u herhangi bir dizi uzay1 olmak tizere D € (u: zrf) dir

ancak ve ancak E € (u:rf) olmaldir.

Ispat: D = (d,;,) ve E = (e,,) sonsuz matrisleri arasinda (5.6) bagintisi mevcut,

x = (x;) € uve D € (u: zrf) olsun.

n n

1
z enk X = EZ(dnk + dy_1p )Xk (5.7)

ifadesinin her iki yan1 i¢in n — oo olacak bigimde limit alinirsa x € p i¢in Dx € zrf dir

ancak ve ancak Ex € rf oldugu goriliir. Boylece ispat tamamlanmis olur. 0O

A = (a,y) reel veya karmagik sayilarin sonsuz bir matrisi olsun. Bu durumda asagidaki

onermeler yukarida verilen teoremlerden kolaylikla elde edilebilir.

Onerme 5.2.1. A = (ay) € (zrf:£) olmasi igin gerek ve yeter sart

o] n
(45) supz Z(—l)j_kZanj < ®
" k=1 |i=k

sartinin saglanmasidir.
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Onerme 5.2.2. A € ( zrf:c) olmas1 igin gerek ve yeter sartlar
[ee] n
(46) limz Z(—nf “*2a, = a
e e

n
(47) 1ip2(—1)f-k2anj = ay,
=k

o] n
(48) lirfnz A Z(—1)f—k2anj —a, || =0,
k=1 j=k

olmasidir.

Onerme 5.2.3. A = (a,;,) € (£, : zrf) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

[ee]

1
(49) sup E |ank + an—l,kl < o,
" k=0

1
(50) rf — limz(ank +a,_1x) = a;, mevcuther k € N igin,
n

=0, n yegore diizgin

(51) limz
" k=1

1 - T'l'
R Za(anﬂ',k + an+i—1,k) —ay
m \i=0

olmasidir.

Onerme 5.2.4. A € (c : zrf) olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar
o 1
(52) supz > |ank + an_l,k| < o0,
" k=0
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m
T; ,
(53) limz # (anﬂ-,k + anﬂ-_l,k) = q; mevcut,n ye gore diizgiin,
m m
i=0

m [oe]
T; ,
(54) limz z # (anﬂ-,k + an+i_1,k) mevcut, n ye gore diizgliin
m
i=0 k=0 ™

olmasidir.
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