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OZET

Bu tezin amaci, esnek kiimeler kullanilarak devirli esnek gruplar insa etmek ve bu

gruplarla devirli esnek kodlar tanimlamaktir.

Birinci boliimde, esnek kiimeler ve kodlama teorisinin tarihgesi, gelisim asamalari, bu
kavramlara duyulan ihtiyag ve giiniimiizde bu kavramlarin ulastigi noktalar ifade

edilmistir.

Ikinci boliimde, kodlama teorisi {izerine genis bir literatiir taramasi yapilmis ve kodlama

teorisine ait temel 6zellikler verilmistir.

Uclincii boliimde, esnek kiimelerle ilgili genis bir literatiir calismas1 yapilmis ve esnek
kiimelerler tizerinde yapilan teorik ve pratik ¢alismalardan s6z edilmistir. Ayrica esnek

kiimelerin temel 6zelliklerine yer verilmistir.

Dordiincti boliimde, esnek kiimelerin mertebesi, devirli esnek gruplar ve bu gruplarin
cebirsel ozellikleri calisilmistir. Ayni boliimde devirli esnek kodlar insa edilmis ve
devirli esnek kodlarin tanimi kullanilarak yeni bir tirete¢ matrisi elde edilmistir. Bu

matrisin hamming kodlarla olan iliskisine deginilmistir.
Besinci bolimde ise esnek kiimeler tizerinde vektorel carpim tanimlanmis ve bu carpim
kullanilarak lineer olmayan kodlar elde edilmistir. Ayrica bu metot i¢in kodlama ve kod

¢Ozme algoritmasi gelistirilmistir.
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BOLUM 1

GIRIS

Giiniimiizde matematik ve bilimin en onemli problemlerinden biri belirsizliktir. Unlii
fizik¢i Einstein belirsizligi “Matematigin kavramlar1 kesin olduklar1 siirece gergegi
yansitmazlar, gercegi yansittiklar1 stirece de kesin degillerdir” seklinde ifade etmistir.
Belirsizligi matematiksel olarak ifade etmek i¢cin 1965 yilinda Zadeh tarafindan fuzzy
(bulanik) kiimeler isimli bir makale yayimlanmistir. Klasik mantigm tanimlayamadigi
belirsiz  kavramlarin matematiksel olarak ifade edilebilmesi otomatik c¢amasir
makineleri, otomatik fotograf makineleri, buzdolaplar1 gibi bir¢cok otomatik makinenin

calistirilmasinda fuzzy kiimeler 6nemli bir yer tutmaktadir.

Klasik matematikte bir A kiimesi i¢in x, A nin elemani ise A ya aitlik derecesi 1, degilse
0 olarak belirtilir. Fuzzy kiimelerinde bir elemanin kiimeye aitlik derecesi 0 ile 1

arasinda reel say1 degerleri alir. Yani klasik kiimenin karakteristik fonksiyonu

1,xeA
uA<x>={0xeA

ile ve bir fuzzy kiimesinin iiyelik fonksiyonu da A c X olmak {izere u,(x): X — [0,1]
fonksiyonu ile ifade edilir. Buna gore bir elemanin kiimeye aitlik derecesi 0’a ne kadar
yakin ise kiimeye aitligi o kadar azdir, 1’ e ne kadar yakin ise kiimeye aitligi o kadar
coktur. u, (x) degerine x elemanin iiyelik degeri, bu degeri ifade eden p, fonksiyonuna
da tiyelik fonksiyonu denir. Bulanik kiimelerde bir¢ok kavram tiyelik fonksiyonlar: ile
tanimlanir.  Uyelik fonksiyonunun belirlenmesi bulanik kiimelerinin kullanimini
zorlastiran bir durumdur. Bu ylizden 1999 yilinda Molodtsov {iyelik fonksiyonlarinin
belirlenmesi zorlugundan kurtulmak icin “Soft sets theory-First results” isimli

makalesini yaymlamistir.

U bostan farkli bir kiime ve P(U), U ‘nun kuvvet kiimesi olsun. E parametrelerin
kiimesi, Ac U ve F:A— P(U) tanimhi fonksiyon olmak tizere (F,A) ikilisine
esnek(soft) kiime denir. Bir baska ifade ile esnek kiime U niin parametrelestirilmis alt

ailesidir.



Molodtsov’un makalesinde daha ¢ok esnek kiimelerin matematik ve sosyal alanlarda
uygulamalar1 verilmistir. Ayrica bu ¢alismada her bulanik kiimenin bir esnek kiime
olarak ifade edilebilecegi yani fuzzy kiimenin, esnek kiimenin 6zel hali oldugu
gosterilmistir. Esnek kiimeler {izerinde birlesim, kesisim, AND ve OR gibi kiime
islemleri Maji ve arkadaslar1 tarafindan 2003 yilinda yayimlanan “soft set theory”

makalesinde tanimlanmis ve bu islemlerin ¢esitli cebirsel 6zellikleri incelenmistir.

Belirsizlik ifade eden diger bir kiime de yaklagimli kiimelerdir. U evrensel kiime ve R,

U tizerinde bir bagint1i ve X € U ve bostan farkli bir alt kiime olsun. Bu durumda
AX) = {x:[x]g € X}ve Alx] = {x: [x]g N X = @} kiimeleri sirasiyla Xin alt ve iist
yaklasimidir. Alt ve iist yaklasimlarin olusturdugu A(X) = (A(X), A(X)) ikililerin

kiimesi X in yaklagim ktimesidir. Yaklasimli kiime bir alt kiimeye yine kiimelerle

yaklasilarak olusturulan bir kiimedir.

Sonlu cisimlerin 6nemli ve ilging uygulama alanlarindan biri de cebirsel kodlama
teorisidir. Haberlesme sirasinda olusan bazi problemleri ¢ozmek i¢in ortaya ¢ikan
yaklasik altmis yillik bir gegmise sahip olan kodlama teorisinde, kisa gegmisine ragmen,

onemli gelismeler kaydedilmistir.

Kodlama teorisini kriptoloji biliminden ayiran asil mantik hata bulma 6zelligidir.” Hata
bulma” ctimlesinden de anlasilabilecegi gibi hatadan, parazitten dolayr bir tarafin
mesajinin karsi tarafa hatali bir sekilde tasindigi goriilmiistiir. Hatalar her hangi bir
cihazdaki hatalar, insan kaynakli hatalar olabilir. Bu hatalar alinan iletinin hatal
olmasina yol agar. Bir hata diizeltici kodlama sisteminin amaci verilere ilave bir miktar
hata diizeltme dijiti ekleyerek kodlamaktadir. Iste kodlama teorisi iletisimin hatasiz bir
sekilde yapilmasini amaglayan, eger iletisim sirasinda bir gliriiltii olusmussa bu hatanin
nerde olabilecegini arastiran, bundan daha 6nemlisi de hatali bir sekilde iletilen

mesajdan dogru mesaj elde etmek i¢in ¢ok farkl teknikler gelistiren bir teoridir.

Claude Elwood Shannon, elektronik iletisim c¢agmin onemli bilim adamlarindandir.
1948 yilinda yayinladigi makale ile birlikte hala giiniimiizde bilgi iletisiminin biiytik bir
kismini olusturmaktadir. Bu makale 20. ylizyilin biiylik basarilarindan biri olarak
sayilmaktadir. Claude Elwood Shannon, hamming kodlara benzer bir yontemle kodlama

gerceklestirmistir.



Hata dogrulama kod teorisi 1948 yilinda Claude Shannon’un [1] “A Mathematical
Theory of Communication” makalesi ile birlikte cebirsel yapilari iceren matematiksel
teorilerde kullanilmaya baslanmistir. 1948 yilinda ortaya atilan bu teori giinimiizde
bircok bilgisayar sisteminin yapisinda iletisim araglarinda kullanilmaya calisilmistir. Bir
guriiltiili kanal tizerinde bilginin daha giivenilir iletimi i¢in yapilan kodlama ve kod

¢O6zme teknikleri bugiin hayatimizda ¢ok biiylik 6nem teskil etmektedir.

Gilbert, n uzunlukta ki bir kod i¢in bir minimum uzaklik belirlemis ve bu konu ile ilgili
cesitli metotlar ortaya sturmistiir. Bu metotlar Gilbert- Varshamov smirlari olarak

bilinir. Bu sayede ise devirli kodlar tiretilmistir.

Bell laboratuarlarinda calisan Hamming c¢alistig1 makinelerde bir hata olustugu durumda
bu hatanin nasil tespit edilecegi konusunda bazi yontemler ortaya atmistir. Hamming,
bu yontemler sayesinde olusan hatay1 tek hataya kadar tespit etmistir. Boylece
Hamming tarafindan isimi verilen, bu giin halen kullanilmakta olan “Hamming

kodlama” yontemi ac¢iklanmistir.

Hamming kodlama sistemi iletisimde kullanilan bir ¢esit dogrusal hatanin var olup
olmamast durumunu kontrol ve diizeltme yontemidir. Golay, Hamming kodlarin
gelisimine yardim etmek ic¢in bazi calismalar yapmistir. Bu sayede Golay kodlar elde

edilmistir.

Bu tezde bilginin iletimi konusunda onemli bir yere sahip olan kodlama teorisinin esnek
kiimelerle olan iligkisine deginilmistir. Bu kapsamda 4 boliim olusturulmus ilk boliimde
kodlama teorisinin temel tanim ve teoremlerinden, gelisim asamalarindan ve cesitli
cebirsel yapilar tizerindeki uygulamalarindan bahsedilmistir. Ayrica bu bolim de
kodlama teorisinin giiniimiizdeki uygulamalarindan, kodlamanin temel mantig1 olan
hata bulma algoritmasindan ve tezde yer alan kodlama ve kod ¢dzme mantiginin nasil
olacagi konusunda c¢esitli bilgiler verilmistir. Kodlama tizerinde 6nem teskil eden
agirlik, minimum uzaklik gibi ¢ok 6nemli tanimlar ve bu tanimlarin hata bulma yapilar1
ile olan iliskilerinden bahsedilmistir. Buna ilaveten Hamming kodlardan ozellikle
genisletilmis hamming kodundan ve bu kod c¢esidinin tanimindan, hata bulma
algoritmasindan da bahsedilmis ve bu kod ¢esidinin lirete¢ matrisi ve parity kontrol

matrisinin nasil iiretilecegi orneklerle gosterilmistir. Ikinci boliimde ise kiimeler
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teorisinde bulanik kiimeler ve yaklasimli kiimelerden sonra tanimlanan ve bagimsizlik
ifade eden esnek kiime kavramindan, esnek kiimeler {izerine kurulan cebirsel yapilardan
ve bunlarm bazi 6zelliklerinden bahsedilmistir. Esnek kiime teorisi giiniimiizde egitim
alaninda, oyun teoride ve daha bir¢ok alanda kullanim alani bulmustur. Bu teorinin
uygulamalar1 islevsel arastirmalarda ve oyun teoride detayl bir sekilde tartisilmistir.
Zamanla grup teori lizerine genisleyen esnek kiime teorisi tizerinde tanimlanmis olan
kartezyen carpim, birlesim ve kesisim gibi temel tanim ve teoremler bu bodlimde
aciklanmistir. Ayrica bu tamimlarla ilgili ¢esitli teoremler ve 6nermeler verilmistir.
Uctincii boliimde ise esnek kiimelerin kodlarla olan iliskisi incelenmistir. Bu boliimiin
en temel Ozelligi esnek gruplarin mertebeleri 6nemi Ol¢tide agiklanmis ve bu
mertebelerin esnek kiimeler tizerindeki kartezyen ¢arpim, birlesim ve kesisim tanimlari
tizerinde nasil uygulanacagi konusunda cesitli tanim ve teoremler verilerek, mertebe
tanim1 esnek kiimeler tizerinde incelenmistir. Ayrica bu béliimde esnek devirli gruplar
tanimlanmis olup bu esnek devirli gruplarm ¢esitli 6zellikleri verilmistir.

Bu boliimde elde edilen sonucglar 2014 yilinda Scientific World Journal adli dergide
yayinlanmistir [45].

Ayn1 bolimiin devami olan {clinci kisminda ise devirli esnek kod kiimeleri
tanimlanmis bu kiimelerin temel bazi o6zellikleri incelenmis ve c¢esitli cebirsel
ozelliklerine calisilmistir. Oncelikle bu kisimda esnek devirli kodlar tanimlanmis ve bu
yapinin ¢esitli cebirsel ozellikleri arastirilarak sonuglar elde edilmistir. Devirli esnek
kodlar kullanilarak elde edilen idempotent polinom yapilarmin esnek kiimeler
tizerindeki uygulamalar1 incelenmis ve bu yap1 sayesinde esnek devirli kod yapilarinin
tirete¢ polinomu kiimesi olan A kiimesinin elemanlarmin nasil tiretilecegine dair bilgiler
verilmistir. Esnek devirli kodlarin ortogonalligine bakilmis ve bu tanim sayesinde iki

esnek kiimenin dikligine dair bir teorem ve ornek verilmistir.

Kodlama teorisinde {irete¢ matrisi, tirete¢ polinomu kod iretmek i¢in Onemli
kavramlardir. Bir sonraki alt baslikta esnek devirli kodlarin tanimlar1 kullanilarak
kodlamanin temel mantig1 olan iirete¢ kiime yapisi sayesinde elde edilen esnek devirli
kodlarmm tirete¢ kiimeleri yeni bir tanimla bir araya getirilerek bir {irete¢c kiimesi elde
edilmistir. Esnek devirli kodlarin tirete¢ tanim kullanilarak mevcut kodlardan olan
Hamming kodlarin nasil {iretilecegine dair tanim ve teoremler verilmistir. Yeni bir

trete¢ kiimesine sahip olan esnek devirli kodlarin {irete¢ kiimesi farkli bir kod
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trettiginden bu kodun uzunlugu, tabanindaki eleman sayisi, minimum uzaklig1 nasil
olmas1 gerektigi teoremlerle ifade edilmistir. Ozellikle minimum uzakligm agirlikla
olan iliskisine deginilmis esnek devirli kodlar {izerinde minimum uzaklik ve agirlik
arasindaki iliski incelenmistir. Besinci bolimde ise (n/2) — 1 den daha az veya esit
sayida olan tek sayilarda hata diizeltebilen bir kodlama yontemi gelistirilmistir. Bu
yontemin lizerine bir kod ¢6zme metodu olusturulmustur. Kodlama teorisini kriptoloji
biliminden ayiran 6zelligi olan hata bulma algoritmasi bu metot tizerine kurulmustur.
Bu metodun islerligini gostermek i¢cin boliimiin temelini olusturan vektorel carpimin
cesitli ozelliklerini anlatan temel iki teorem tanimlanmis olup bu sayede hata bulma
algoritmasmin nasil olacagi konusunda da c¢esitli bilgiler verilmistir. Bu teoremler
sayesinde hata bulma algoritmasi insa edilmis ve son olarak da bu algoritmanin
calistigini gosteren bir ornek verilmistir. Makalede tanimlanan bu vektorel carpimin
sonucu olusan esnek kodlarin herhangi bir elemaninin tizerinde olusan (n/2) — 1 den
daha az veya esit sayida olusan hata yapisinin nasil ¢oziilecegi konusunda algoritmanin
her adimi islenerek Oncelikle hatali kod kelimesi belirlenmis arkasindan hatali kod
kelimesinin hatali dijitlerinin dogrusu bulunarak hatali kod kelimesine eklenmis ve hata
yapist dizeltilmistir. Journal of New Theory adl bir dergide yaymlanan bu sonuglar
esnek kiimelerin ¢esitli Ozelliklerini de icermektedir. Esnek kiimelerin en temel
ozellikleri olan birlesim, tiimeyen ve degili ozellikleri de saglatilmis ve bu 6zelliklerin

tizerine ¢esitli teoremler ve 6nermeler ifade edilmistir.



BOLUM 2

KODLAMA TEORISINE GIiRiS

2.1.Giris

Sonlu cisimlerin 6nemli ve ilging uygulama alanlarindan biri de cebirsel kodlama
teorisidir. Haberlesme sirasinda olusan bazi problemleri ¢d6zmek i¢in ortaya c¢ikan
yaklasik altmis yillik bir gegmise sahip olan kodlama teorisinde, kisa ge¢misine ragmen,

onemli gelismeler kaydedilmistir.

Kodlama teorisinin asil amaci olan hatasiz iletisimdir.“ Hatasiz iletisim” ifadesinden de
anlasilabilecegi gibi hatadan, parazitten dolay1 bir tarafin mesajmin karsi tarafa hatal
bir sekilde ulasabildigi gorilmiistiir. Iste kodlama teorisi iletisimin hatasiz bir sekilde
yapilmasmi amaglar. Eger iletisim sirasinda bir giiriiltii olusmussa bu hatanin nerde
olabilecegini arastirir. Bundan daha onemlisi de hatali bir sekilde iletilen mesajdan
dogru mesaj elde etmek i¢in ¢ok farkli teknikler gelistiren bir teoridir. Kodlama
teorisi’nin 6nemli bir teori oldugunu anlamak i¢in su drnege bakilabilir. Ornegin bir
uzay araci diunyadan jiipitere gonderilsin. Uzay aracinin jipitere indigi 1 ile aksi
takdirde O ile kodlansin. Uzay aracina eger 1 yerine 0 yollanirsa olabilecek hatanin
verdigi zarar1 telafi edilemeyecegi gorilir. Bu ornekle birlikte kodlama teorisi’nin

gerekliligi daha iyi anlasilmis olur.

Bilgi kavrami ile ugrasan, bilgiyi 6l¢cmeye ¢alisan ve kullanim alanlarini inceleyen bilim

alanina bilgi teorisi denilebilir.

Genel bakis agisiyla, bilgi kavrami 3’e ayrilir:

1. Sozdizimsel Bilgi: Mesajlar1 olusturan semboller ve bu sembollerin
arasindaki iliskileri ile alakalidir.

2. Anlamsal Bilgi: Mesajlarin ne anlama geldigi ile ilgilenir.

3. Islevsel Bilgi: Mesajlarm nasil kullanildig1 ve etkileri tizerinedir.



Harry Nyquist 1924 yilinda “Certain Factors Affecting Telegraph Speed” adli makalesi
ile telgraf tizerinden maksimum hizda ve bozulma olmadan mesaj géndermenin yolunu
acikladi. Kullanilan devreye gore iletisim kanalinin limitlerinin var oldugundan bahsetti.
Kullanilan devreye gore iletisim kanalinin limitlerinin olusmasi durumunda olusan

sinirliliklarm nasil giderilecegine dair bir teori gelistiremedi.

Claude Elwood Shannon, Nyquist ve Hartley’nin kuramlarini genisleterek giintimiiz
bilgi kuramini olusturmustur. Bir mesajin igerisindeki belirsizligi olasilik kavrami ile
iliskilendirirek mesajin icerisindeki bilgi miktarini tanimlamistir. Tiim karakterlerin
olusma olasiliklarmin esit oldugu varsayildiginda Hartley’nin 6lglisiine dontlmektedir.

Bu sebeple Hartley’nin 6l¢tisti Shannon 6l¢iistiniin 6zel bir durumudur denilebilir.

Hata dogrulama kod teorisi 1948 yilinda Claude Shannon’un [1] “A Mathematical
Theory of Communication” makalesi ile birlikte cebirsel yapilari iceren matematiksel
teorilerde kullanilmaya baslanmistir. 1948 yilinda ortaya atilan bu teori giiniimiizde
bircok bilgisayar sisteminin yapisinda iletisim araglarinda kullanilmaya baglanmistir.
Bir giirtiltiilii kanal tizerinde bilginin daha giivenilir iletimi i¢in yapilan kodlama ve kod

¢o6zme teknikleri bugiin hayatimizda ¢ok biiylik 6nem teskil etmektedir.

1950 yilinda Hamming tarafindan isimini verdigi, bu giin halen kullanilmakta olan

“Hamming kodlama” yontemi ag¢iklandi.

Hamming kodlama sistemi iletisimde kullanilan bir ¢esit dogrusal hatanin var olup
olmamast durumunu kontrol ve diizeltme yontemidir. Hamming kelimesi bu ydntemi
bulan kisi olan Richard Hamming’in isminden gelmektedir. Hamming kodlama yontemi
ile gonderilen mesajlardaki tek bitlik hatalar bulunup diizeltilebilir. Yine bu yontem iki

bitlik hatalar1 da tespit edebilir fakat diizeltemez.

Kodlama teorisi sonlu bir alfabenin sonlu bir dizisinden meydana gelir. Ornegin alfabe
0, 1, 2 den meydana geliyorsa dizide 0, 1, 2 den meydana gelen bir dizidir. Bu sekildeki
kod bi¢imine ternary(ti¢lii) kodlar denir. Kodlama sistemlerinde bu dizilerin aktarimlari
sirasinda hatasiz bir sekilde iletim her zaman temel amactir. Fakat giirtiltii kanalinin

oldugu her yerde bir sekilde hata olusumu her zaman olma ihtimali vardir.



Bir kanal tizerinde hata olma ihtimali varsa akla su soru gelecektir. “Hata sonlu dizinin
neresinde meydana gelmistir?” iste tam olarak bu soru karsiligini kodlama teorisin de
bulmustur. Kodlama teorisi gelistirilen yontemler sayesinde kanal {izerinde hatanin
nerde nasil yapildigini belirler. Asagida bir dijital bilgi sistemi verilerek kodlama
sisteminde ki yontemlerle kodun hatasmin nasil c¢ozilip kodun nasil elde

edilebilecegine dair bir sema verilmistir.

Gu-ait

ilet: K.odsdzelg Alinan Vektor ————— Cazlilen ileti

Kaodlayic » Kanal ——»  Kedodzicl —— | Alicy

ileti Kaynad

Sekil 2.1. Dijital Bilgi Sistemi

Gurilti bu stiregteki en onemli kisimdir. Cunkii glriiltii yoksa kodlama teorisine olan
ihtiyagta ortadan kalkacaktir. Gurilti, teknik bir terim olup kodlama sirasinda
olusabilecek hatalarin tamamina denir. Glriiltiiye 6rnek olarak radyo karisikliligina
sebep olan parazitler verilebilir. Simdi de yukarida ki bilgi sistemini bir Ornekle

aciklayalim.

A, B, C, D harflerini asagida oldugu gibi kodlayalim. A—00, B—01, C—10, D—11
olsun. Oncelikle giiriiltii kanali iizerinde 00 olarak kodlanan A yollansin. Bu génderi
tizerinde herhangi bir bozulma gerceklessin ve A 10 olarak alinsin. Ancak buyilk
olasilikla alicit gonderim sirasinda hata oldugunu diisiinmeyecek ve iletisim basarisiz
olacaktir. iste boyle bir durumda sadece kaynagi kodlamak yani mesaji kodlamak yerine
kanal kodlamas1 da yapmak hatanin var olup olmadig1 konusunda bize kesin sonuglar
verecektir. Goruldaglt gibi sadece kaynak kodlamasi yapmak karmasik yapilarda

oldukca zordur. Simdi yukarida ki kaynak kodlamaya bir basamak ekleyelim.

A—000, B—011, C—101, D—110 olsun. Daha once yaptigimiz gibi A harfini
gonderelim ve bir tane hata yapalim. Buna gore aliman harf 100, 010 veya 001

sembollerinden biri olacaktir. Bu mesajin kelimelerimiz arasinda olmayis1 gonderilen



mesajin hatali oldugu anlamma gelir. Fakat hatali kod kelimesini yine bulunamaz.

Simdi her kelimeye ikiser bit daha ekleyip mesaji tekrar gonderelim.

A—00000, B—01111, C—10110, D—11001 olsun. Simdi yine A harfini géonderelim
ve gonderdigimiz harf tizerinde herhangi bir dijitte hata yapalim. Ornegin mesaj 10000
olarak almsmm bu durumda 10000 iletisinin 00000 oldugu goriilecektir. Ciinkii
10000 mesaji {01111,10110,11001} arasinda en az iki hata vardir. Boylece aktarimin
hizin1 azaltirken hatanin anlasilmasi ve hatanin ¢oziilmesi bakimindan bir sinir var
oldugunu diistiniirtiz. Iste kodlama teorisi tam olarak burada devreye girer ve cesitli

yontemler kullanilarak bu hatalar1 belirleyip ¢ozer.
2.2. Temel Kavramlar

Kod kelimesini ve kodlama fonksiyonunu aciklamadan 6nce dijital bilgi sisteminde yer
alan alfabe 0 ve 1 den olustugu i¢in bundan sonra yapacagimiz tiim ¢alismalar F, cismi

tizerinde olacaktir.

Tamm 2.2.1. [2] F} ={a;|i = 1,2, ...,n} olmak iizere FJ' kiimesi iizerinde toplama
islemi “+”,a; = a;a, ...a, ve b; = bb, ... b, olmak tlzere a; + b; = c;(mod?2) olarak

tanimlanir. Bu sekilde tanimlanan toplama islemi F}' kiimesinde degismeli gruptur.

Tamm 2.2.2. [2]F} = {a;li = 1,2, ...,n} olmak {lizere FJ' kiimesi ilizerinde g¢arpma
islemi X islemi, a; = a,a, ...a,ve b; = by b, ... b,, olmak iizere c€ {0, 1} i¢in seklinde

tanimlanir.
a; X b; = ayb;+...+a,b, = c (mod 2).

Tamm 2.2.3. [2]4 = {alaz ...aq}kiimesini ele alalim. Akiimesine kod alfabesi ve

kiimenin elemanlarina da kod sembolleri denir.

Tanmm 2.2.4. [2] Ayn1 n uzunluguna sahip kod kiimesine blok kod denir. Bu kiime C
harfi ile gosterilir. C kiimesinin her bir elemanina kod kelimesi denir. C kiimesinin
eleman sayis1 |C| seklinde gosterilir. Uzunlugu n olan ve kiime iginde M tane elemana

sahip olan kod i¢in (n, M) gdsterimi kullanilir.



Tamm 2.2.5. [2] x ve y bir A kiimesinde ki n uzunluguna sahip iki kod kelimesi olsun.
Iki kod kelimesi arasinda ki uzaklik (distance) d(x,y) seklinde gosterilir ve asagida ki

gibi tanimlanir. x = x;x5 ... X, V€ Y = Y1V, ... ¥, olmak lizere

1 x;#y

dx.y) ={0 Xi =Yi

boylece d(x,y) = d(x1,y,) + d(xy, y,) + -+ + d(x,,y,) olur.

Tanmmm 2.2.6. [2] ki kod kelimesinin birbirinden farkli olan konumlarinin sayisma
Hamming uzaklik denir. Hamming uzakligi (GF(q))™ tizerinde bir metriktir. x ve y iki

kod kelimesi olmak tizere d(x, y) asagidaki 6zellikleri saglar.

(@d(x,y) >0o0lupd(x,y) =0 x =y,

(b)d(x,y) = d(y,x),
(c) d(x,¥) +d(y,z) = d(x,z) oldugu kolayca gortiliir.

Hatasiz bir kanalda gonderilen dijitler oldugu gibi alinir. Boylece hata diizeltme gibi bir
durumla karsilasilmaz. Asagida verilecek olan bir kodun hatali alinma olasiligini

gostermektedir.

Ikili bir kanalda 0 ve 1 basamaklari esit olarak dizilir ise bu kanala ikili simetrik kanal
denir. Asagida kullanilacak olan p reel sayis1i0 < p < laraliginda olup herhangi bir

basamagin nasil alindigmi géstermektedir.

] r ]
-
Ip
ip
1 = =5

Sekil 2.2. ikili Simetrik Kanal
Bu ikili simetrik kanal i¢in sunlar1 s6ylenebilir.

(1) p = 1 oldugunda kanal miikemmeldir.
10



(2) p sayis1 % < p < 1 arasinda oldugunda kanalin incelenmesi gerektigi diistiniiliir.

Kisacasi hatasiz bir sekilde gonderilme olasiliginin hatali bir sekilde gonderilme

olasiligindan daha biiyiik oldugu bir durumu teskil eder.

Tamim 2.2.7. [3] Herhangi v ve w sozciikleri igin @,(v, w) sayis1 v kod kelimesi p
giivenirlilikle gonderildiginde w’ nin alinma olasihigini gostermek iizere d(v,w) = d -

n — d tane basamaktan d tanesi hatali iletilmistir. Bu durumda
®,(v,w) = (1 - p)*p"~*
olur. Bu yapiya Maksimum Olabilirlik Coziimii denir.

Tanim 2.2.8. [3] Vx € F™ i¢in x kod kelimesinin agirhigi x dizisinin sifirdan farkl

bilesenlerinin sayisidir. Yani

n

wt(x) = Z a;

i=1
dir.

Teorem 2.2.9. [3] Asagidaki 6zellikler saglanir.

(1) d(C) = s+ 1ise C kodu, s veya daha az hataya kadar belirlenebilir.
(2) d(C) = 2t + 1ise C kodu t veya daha az hataya kadar diizeltebilir.

Onerme 2.2.10. [4] Bir C kodunda minumum uzaklik d olarak verilsin. Buna gore

asagida ki 6zellikler saglanir.

(1) En fazla d — 1 hata belirlenebilir.

2) |Z2| hata da diizeltilebilir.
2

Teorem 2.2.11. [4] C kodu p hata olasilikli bir simetrik kanalda n uzunluklu bir kod
olsun. Bu durumda almnan bir kelimede k agirhikli bir hata olma olasihgi p*(1 —
p)™ M dir ve k agirlikh hata vektorlerinin toplam sayist (})p*(1 —p)™® seklinde

bulunur.

11



Tamim 2.2.12. [4] Her bir kod kelimesi sadece x; mesaj sembollerinden olusuyor ve
geriye kalan n — 1 tane sembol x, = x5 = --- = x,, kontrol sembollerinin hepsi x; ’e

esitse bu koda tekrarlama kodu denir.
Tanim 2.2.13. [10] C bir (n, k) kodu olsun.

(1)G, C kodu i¢in k X n seklinde taban elemanlarmdan olusan matrisi teskil
ediyorsa G matrisine Urete¢c Matris denir.

(2) H,C* i¢in (n — k) X n seklinde bir iirete¢ matris olusturuyorsa H matrisine
C i¢in bir Parity Kontrol Matris denir. Burada C kodu i¢in asagidaki 6zelligi

yazabiliriz.

C={x€eFH.x=0}

olur.

C,n uzunluklu lineer bir kod olmak tizere v € F;" i¢in C¢(v) kodu n + 1 uzunluklu
olmak ve genisletilmis kodu gostermek iizere asagidaki gibi tanimlanir. (¢4, ...,c,) € C
olmak tizere c®(v) kod kelimesini inga etmek i¢in ¢ kod kelimesinin sonuna ¢, (v) €

C olacak sekilde ve asagidaki gibi parity kontrol yapis1 olusturularak eklenir.[5]
vicy + -+ v, =0

Bu kodun tirete¢ matrisleri asagidaki gibi bulunur. C bir [n, k] kodu olmak tizere C¢(v)
kodu FJ**! in bir alt uzayr olmak iizere k boyutludur.G¢(v)ve H¢(v) sirasiyla bir
genigletilmis kodun lirete¢ matrisi ve parity kontrol matrisi ise bu matrisler asagidaki

gibi tanimlanir.

I1n+1

Ge(v) — G g27:1.+1

Ikn+1

G®(v) nin en son kolonu gin.1=— 271 g jv; seklinde bulunur.

12



2.3. Lineer Kodlar

Lineer kodlar kodlama teorisinde hata bulma algoritmasinin yapisinda kullanilmaktadir.
Bu kod ¢esidi kodlamanin biiyiik bir kismini olusturmaktadir. Asagida bu kod ¢esidine

dair tanimlar, 6nermeler ve teoremler verilmistir.
Tamim 2.3.1. [6] Bir C < F}! kodu asagidaki sartlar1 saglarsa lineer kod denir.

(D)o e,
(2) x,y € C ikenx +y € Cdir.

Burada C kodu FJ! nin F, tizerinde alt vektor uzayidir.

Tamm 2.3.2. [6] Bir C kodunun ranki F, vektor uzaymda oldugu gibi onun boyutunu
belirtmektedir. Bir n uzunluklu ve ranki k olan lineer kod (n, k) kodu seklinde
gosterilir. Ayrica bu kod d minimum uzakligina sahipse kodu (n,k,d) seklinde

gosterilir. v4, ..., v € kodu i¢in taban temsil etmek tizere

k
C = {Z /L-vl-
i=1

olur. Bu nedenle |C| = 2% dir. Boylece (n, k) kodunu (n, 2¥ = M) seklinde temsil eder

Ay Ay € Fz}

ve bilgi oran1 P(C) = S seklinde bulunur.

Tamm 2.3.3. [7] x € FJ! seklindeki bir kod kelimesinin agirhigi w(x) seklinde gosterilir
ve w(x) = d(x,0) dir.

q —bilesenli (n, M, d ) kodunun var olmasi igin M’ nin en biiyiik degeri olan A,(n, d)
tanimlanir. u € A™ vektérii ve r < n negatif olmayan birr tamsayisi i¢in S,(u) =

{v € A"|d(u,v) < r} kiimesine u merkezli r yarigapli kiire denir. g sembollerinin

13



kiimesi A ve u,v € A™ olmak {izere u # v olsun ve ayrica d(u,v) = molsun. v

vektorlerinin sayisi (:l) (g — 1)™ dir. Buna gore asagidaki esitligi yazabiliriz.

r

sal=>" (") @-nm

m=0

Minimum uzaklig1 dve t = l%J olacak sekilde bir C € A™ kodunu ele alalim. Bu

durumda merkezleri C’ de olan kod kelimesi #-yarigapli olan kiireler ayriktir.

Ornek 2 .3.4. A* = {0000,1000,0100,0010,0001,1100,1010,1001,0110,0101,
0011,1110,1011,1101,0111,1111} olsun. Bu durumda d(1000,x) = 2 olacak
sekilde x kod kelimelerinin sayisini (;) seklinde bulabiliriz. Bu da x kod kelimelerinin

sayisinin 6 oldugunu bize belirtecektir. Boylece x kod kelimesi {0100, 0010, 0001,
1110, 1101, 1011} kod kelimelerinden herhangi biri olacaktir. Ayrica t-yarigapli
kiirelerin birbirinden ayrik oldugunu gostermek icin u kod kelimesinin yerine
{1000,1100 } kod kelimelerini alalim. Boylelikle tanimlanan S,(1000) ve S,(1100)

kiirelerinin birbirinden ayrik oldugunu gosterelim.
S,(1000) = {0100,0010,0001,1110,1101,1011}
S,(1100) = {0000,1010,0110,0101,1001,1111}

olur. Béylece S,(1000) N S,(1100) = @ yani ayrik olur.

Teorem 2.3.5. [7] C, q bilesenli (n, M,d) koduve t = l%] olmak tizere

MZ (::l)(q—l)"‘Sq"

m=0

Bu esitsizlige; Sphere- Packing Bound denir, verilen g,n ve d degerleri i¢in A,(n,d)

sayis1 i¢in bir tist sinir adi verilir.

n

q
M25n=0(:l)(q -nm
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olur. Bircok kodda kod kelimelerinin gercek M sayis1 Sphere- Packing Bound’dan daha

azdrr.

Tamim 2.3.6. [7] d(C) = 2t + 1 olacak sekilde C < A™ tanimlansin. Eger Vy € A"

vektoru icin d(x,y) < ticin x € C varsa o zaman C’ ye miikemmel kod denir.

Teorem 2.3.7. [7] g bilesenli (n, M, d) kodunu ele alalim. d = 2t + 1 i¢in bu kodun

mitkemmel olabilmesi ancak ve ancak asagidaki sart1 saglamasi ile gerceklesir.

MY ("Ya-1m=gq"

m=0
dir.

Teorem 2.3.8. [8] d tek bir say1 olmak {lizere bu durumda ikili bir (n, M, d) kodunun var
olmasi i¢in ancak ve ancak ikili bir (n + 1, M, d + 1) kodu vardir.

Teorem 2.3.9. [8] ikili bir lineer kodda tiim kod kelimelerinin agirlig1 ya cifttir ya da

yarisi ¢ift yarisi tektir.

Lemma 2.3.10. [9] Bir lineer kod’un minimum uzaklhigi sifirdan farkl en az agirlikl

kod kelimelerinin agirligina esittir.

Tamim 2.3.11. [9] p € F}' olsun. C = {x € F}':p.x = 0, Vp € P} seklinde tanimlanan P
koduna parity kontrol kod denir.

Teorem 2.3.12. [10] Her parity kontrol kod lineer bir koddur.

Tamm 2.3.13. [10] C c FJ}! lineer bir kod olsun. Asagidaki gibi tanimlanan koda dual
kod denir. C* = {x € F}':x.y = 0,Vy € C} seklinde tanimlanan koda dual kod denir.

Dual kod bir parity kontrol kod’dur. Bu nedenle lineer bir koddur.

Lemma 2.3.14. [10] C bir lineer kod olsun. (C+)* = C dir.
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Tamm 2.3.15. [11] Iki k X n tipindeki matris [n, k] seklindeki kodlarin iireteg
matrisleri olsun. Asagidaki 6zelliklerin bazilarinin uygulanmasiyla FJ' iizerinde biri

digerinden elde ediliyorsa bu iki matrise denk matris denir.

1. Satirlarin yer degistirilmesi.
Bir satirin sifirdan farkli bir skalerle ¢arpilmasi.
Bir satirin skalerle ¢arpilip baska bir satira eklenmesi.

Stitunlarm yer degistirilmesi.

w»ok o wN

Bir stitunun sifirdan farkli bir skalerle ¢arpilmasi.

FJ! tizerindeki bir [n, k] kodunun iirete¢ matrisi k X n seklindeki bir matris olan standart

formu [1;: A] seklinde yazabiliriz. Burada A matrisi k X (n — k) tipinde bir matristir.

2.4. Lineer Kodlarda Kodlama

F¥ tizerinde bir [n, k, d] lineer kodu olan bir C kodu alalim. € kodunun eleman sayis1
2% tanedir. v € F¥ i¢in C’ nin iirete¢ matrisi G olsun. Bir mesaj kodlanmak isteniyorsa

mesaj kelimesi w olmak tizere w. G seklinde kodlanir.

2.4.1. (7,4) Hamming Kodlama

Hamming kod ilk olarak 1950 yilinda Hamming tarafindan olusturulmustur. Bu kod
(7,4) Hamming kod olarak bilinir. Bu kodlama yonteminde her 4 bitlik data i¢in 3 bit
kontrol biti eklenir. Hamming’ in gelistirdigi bu (7,4) algoritmasi her hangi bir tek bitlik
hatayi diizeltebilir ya da biitiin tek veya iki bitlik hatalar1 tespit edebilir.

Tamm 2.4.1.1. [11] (7,4) lik Hamming kodlama da birbirleriyle baglantili olan 2 ¢esit

matris kullanilir. Kod {irete¢ matrisi G ve parity kontrol matrisi H dir.

1000111
c=[01 00110
00100 11
0001101
1101100
H=<1110010>
101100 1



G matrisinin ilk 4 satirmi, 4 X 4’likk birim matris olustururken son 3 satir1 ise 4 veri
bitinin 3 parity biti ile 4 X 3seklinde bir matristen olusur. G’ deki satir vektorleri
H matrisinin elemanlarin1 olusturur. Birim matrisi c¢arpim islemi sirasinda mesaj
vektoriini aktarir. Yukaridaki acgiklamanin aksine mesaj bitleri ilk 4 pozisyondadir,
parity bitleri ise son 3 pozisyona yerlestirilmistir. Ayrica bu matrisler asil Hamming
matrislerinden biraz farkli olsa da, Hamming kodlamay1 anlamamizi kolaylastiracak

temel ozellikleri tagimaktadir.

H matrisinin olusturulmasi G matrisine benzerlik gostermektedir. H matrisinde her
satirin son 3 siitunu 3 X 3’liik birim matrisidir. Ilk 4 siitun ise yine G matrisinde de

kullanilan ve data bitleri ve parity bitlerinin birlesmesinden olusan 4 X 3’ liikk matristir.

Yukarda bahsedildigi ve isminden de anlasilabilecegi gibi bu yontemde 4 bit veri iletilir.
Ornegin gonderecegimiz 4 bitlik mesaj “1000” olsun. Bu datayr gondermek icin

kullanacagimiz vektor;
x=(1 0 0 0)

olacaktir.
Mesaj kodlamak i¢in G iirete¢ matrisi kullanilir. 7 X 4’liikk G matrisi ile ger¢ek mesaj
olan 4 X 1’lik x matrisinin mod2 ye gore c¢arpilmasindan elde edilecek 7 X 1’lik bir y

matrisi (7,4) lik Hamming kodlama yontemi ile kodlanmis mesaji gosterecektir.

x.G=(1 0 0 0)X =y

S oo R
o oOR O
oOROo O
_ o0 O
[ J S Y
O RER
= O
O OO Mk

\/

Eger mesajin gonderimi sirasinda bir hata olusmazsa alinan mesaj ile iletilen mesaj

[LEQEN

birbirine esit olmalidir.

Eger varsa hatali dijiti bulmak i¢in kullanilacak f matrisini elde etmek i¢cin H ve r

matrisleri carpilir. Matrislerin ¢arpim1 yine mod2 ye gore yapilir.
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11 01100
HXT=H=<1 1 1 0 0 1 0>><
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Eger mesajin gonderimi sirasinda tek dijitte bir hata meydana gelirse r ve y matrisleri
birbirinden farkli olacaktir ve bu fark asagidaki gibi matematiksel olarak ifade

edilebilir;

r=y-+e
e burada hata vektoriidiir. Asagidaki ifadeler n. siradaki tek dijitte meydana gelen
hatanin belirlenisini gosterir.
Eger r matrisini H matrisi ile ¢arparsak;
Hr = H(y + e) = Hy + He
ifadesi elde edilir. Bu ifadede y asil iletilen mesaj oldugu i¢in H matrisi ile ¢carpimi sifir

olacaktir. Buna gore;

Hy + He = 0 + He = He

<
Il
<
+
®
Il
_R RO OO0 R,
+
Soor o0 O
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[ e Y e R T

Simdi ise bu hatali r matrisi H ile ¢arpildig1 zaman elde edilecek f matrisi bize hatali

olan dijitin nerede olduguna dair bilgi verecektir.

Burada f matrisinin gosterdigi 3 X 1’lik matrisH matrisindeki siitunlardan birine esittir.
Iste bu siitunun siras1 ayni1 zamanda bize iletilen mesajm bozulan dijitin sirasidir.

Yukaridaki ornek i¢in hatali dijit;
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(0) matrisi H parity kontrol matrisinde 4. swrada yer aldigindan hatali dijitin
1
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iletilen mesajda 4. siradadir. Bu ylizden kelime olmak zorundadir.

[ S e Nl e N e B

2.5. Lineer Kodlarda Kod Cozme:

Burada bir lineer kod i¢in sifre ¢ozme yontemi verilecektir. Sifre ¢6zmenin genel kurali,
alman vektore en yakin kod kelimesini segmektir. Bunun i¢in bir tablo olusturulur, bu
tablo da alinan her vektor i¢in verilen en yakin kod kelimesini aranir. Bir alt uzay olarak
bir lineer kodun cebirsel yapisi boyle bir tabloyu hazirlamak i¢in uygun bir metot

saglar. C, F3! de bir alt uzay olsun. Va € F}! i¢in

a+C={a+c:ceC}

seklinde tanimlanan kiimeye C’ nin bir koseti denir. x, y € F}' ayni koset de olmasi i¢in
gerek ve yeter sart x —y € C olmasidir. Dolayisiyla FJ! €’ nin farkli kosetlerin
birlesimidir. y, F* de bir vektér x € C de y’ye en yakin kod kelimesi olsun. y kod
kelimesi y + C = {y + c: ¢ € C} kosetindedir. Vc € C i¢in; d(x,y) < d(y,c) dir. Yani
w(y —x) < w(y —c) dir. Buradan y —x, y’ yi iceren koset de en kugiik agirlikli

vektor oldugu anlasilir. e =y —x ise x = y — e olur.

Teorem 2.5.1. [11] C © F™ de bir lineer kod olsun. y € F™ verilsin. y kod kelimesine

en yakin x kod kelimesi x = y — e esitligi ile verilir. e, y kod kelimesini igeren koset
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de en kiictik agirlikli vektordir. Eger y kod kelimesini iceren koset birden ¢ok en kiictik
agirlikli vektore sahipse bu durumda birden fazla y kod kelimesine yakin kelimeleri

vardir.

Tanim 2.5.2. [11] C c F™ de bir lineer kod olsun. Verilen koset de en kiiciik agirlikl

vektore koset lideri dentr.

Eger koset icerisinde birden fazla en kiiciik agirlikli vektor varsa onlardan herhangi biri
de koset lideri olarak secilebilir. t hata diizeltebilen bir C kodunda minimum uzaklik t
den daha kiigiik ve esit olamaz. Eger e vektort agirligi t den daha kiigiik ve esit olan bir
koset lideri ise bu durumda e vektorii koset icerisinde en kiigiik agirlikli tek vektordiir.

C, F, uzerinde bir [n, k] kodu olsun. F™, g™ tane elemana sahiptir. C nin her kosetinde
q" tane eleman vardir. Boylece C nin g™ ¥ tane farkl koseti vardir. Koset liderlerini

ey, €y, ...,e,n-k olarak tanimlayalim ve C = {cq, ¢y, ...,cy} M = q¥ olacak sekilde C

q

kodunu gosterelim. Asagida belirtilen tablo da bir € kodunu kullanarak standart satir

elde edilir ve hata bulma algoritmas1 bunun tizerine insa edilir.

C1=0=el Cy Cym
e, c, e, e, +cy
e; c; + e e +cy
eqn—k eqn—k +c, | ... eqn_k + cy

Standart satir kodlama i¢in kullanilir. y € F™ vektorti alindigin1 kabul edelim. Bu y
vektoriiniin durumlar1 tablodan bulunabilir. Eger y tabloda i. satir da j. siitun da ise o
zaman y = e; + ¢; olur. e; koset de en kii¢iik agirliga sahip olan vektdr oldugundan bir
onceki teoreme gore y kod kelimesine en yakin kod kelimesi x = y — e; = ¢; olacaktir.
Boylece y vektorii en ust stitunda ki bir kod kelimesi olarak ¢oziiliir. Bir x vektorii
gonderilsin ve bir y vektorii alinsin. O zaman e = y — x bir hata vektorii olarak
adlandirilir. Boylece bir koset lideri koset de bulunan her y vektorii i¢in bir hata vektori
teskil eder.
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Ornek 2.5.3. [11] Urete¢c matrisi asagida verilen bir ikili kodun iirete¢ matrisi olmak

tizere bu kodun standart satirmi yazalim.

D

I
—
S =
= o
(e
= o
==
e

Verilen kod [5,2] kodudur ve C nin elemanlar1 ¢ = {00000,10101,01011,11110}
olur. Boylece 8 tane farkli koseti vardir. Standart satir 8 satirdan olusacaktir. C nin
minumum uzakhg1 d(C) = 3 diir ve t = 1 olur. Agirlig1 1 olan 5 vektor 5 farkl koset
olusturacak, kalan 2 satir ise sirayla onceki satirlarda olmayan agirhigi 2 olan

vektorlerden secilecektir. Asagidaki tabloya dikkat edilirse son iki vektor agirligi 2 olan

vektorlerdendir.
00000 10101 01011 11110
10000 00101 11011 01110
01000 11101 00011 10110
00100 10001 01111 11010
00010 10111 01001 11100
00001 10100 01010 11111
11000 01101 10011 00110
10010 00111 11001 01100

Ornegin 01111 kelimesi ¢oziilmek istenirse 3. siituna gidilir. Kelimeyi bulup C
kodundaki karsiligina yani tstteki kod kelimesine bakilir. En fistteki kod 01011
kelimesidir. Bu durumda 01111 kelimesi 01011 kelimesi olarak ¢oziiliir. Standart sira
sifre ¢ozmek icin elverisli olmasina ragmen biiyiik n degerleri i¢in elverigli bir teknik
degildir.

Simdi ise ¢ok daha etkili bir sifre cozme metodu tanimlayalim.
2.5.4. Sifre Cozme Metodu

[11] F cismi Uzerinde parity kontrol matrisi H olan bir C,[n, k] kodu tanimlansin.
Vy € F i¢cin y' nin syndrome s(y) ile gosterilir. s(y) = yHT dir. Dikkat edilmesi
gereken sey ise syndrome, 6zel bir parity kontrol matrisi ile uyumlu olarak tanimlanir.

[n, k] kodu i¢in s(y), (n — k) uzunlugunda bir vektdrdiir. Syndrome yHT satir vektorii
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yada HyT siitun vektorii olarak yazilabilir. s(y) = HyT = y;H' + ---+ y,H™ biliniyor
C={x€F".xH" =0 =Hx"} teoremi geregince s(y) =0 < y € C olur. O halde
S(y) =S(y) & (y — y)HT = 0 olur. Yani y — y’ € C dir. Iki vektoriin ayn1 syndrome
sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart ayni koset de olmasidir. Boylece C 'nin kosetleri ile
syndromlar1 arasinda birebir uyum vardir. Koset lideri e; ve S(e;) koset liderinin
syndorm olmak tizere iki stitunlu tabloya syndrom tablosu denir. Alinan bir y vektorini
¢ozmek i¢in S(y) hesaplanmistir. Daha sonra S(e) = S(y) i¢in koset lideri e nin
tabloda ki yeri bulunur. Boylece x = y — e olacak sekilde y ¢oziilir. Bu asamaya ise

syndrom sifre ¢6zme denir.

Ornek 2.5.5. Daha onceki 6rnekte 11010 vektoriinii ¢ozmek icin syndrome tablosunu
yazip bu tablo ya gore ¢ozmeye calisalim. Urete¢ matris asagidaki gibi verilmisti bu

tirete¢ matrisden parity kontrol matrisi elde edilir.

G=_1 0 1 0 1j

0 1 0 1 1

1 01 0 0

H=(0 1 0 1 0

11 0 0 1

Koset Liderleri Syndrome
10000 101
01000 011
00100 100
00010 010
00001 001
11000 110
10010 111

Verilen y vektoriiniin syndrome ise asagidaki gibi bulunur.

[1 0 1]

0 1 1]
s(y):yHT=[11o1O]|1 0 0|=[100]

0 1 0

l0 0 1J
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Syndrome tablosundan 100 syndrome ile koset lideri bulunur. e = 00100 olur

boylece x = 11110 olarak ¢oziiliir.
Teorem 2.5.6. [11] Asagidaki 6zellikler saglanir.

(HS(y)=0eoyecC
(2) S(y) =s(w) © y + C = w + C olacak sekilde y ile w ayn1 koset i¢erisindedir.

2.6. Polinom Kodlar

Polinom kodlar1 anlatmadan 6nce kodlamada 6nemli bir yere sahip olan polinomlarla

ilgili baz1 temel 6zellikleri verelim.

Tanmm 2.6.1. [12] p(x) = ag + a;x + -+ + a,x" seklinde bir x belirsizine bagli olarak
yazilabilen terimleri bir reel saynin elemanlari olan (ag, a4, -.., @y, Og, Og, ...) seklindeki
diziye reel sayilar iizerinde tanimlanmis bir polinom denir. (ay,ay, ..., ;) sayilarina
polinomun katsayilar1 Vi > 1 olmak iizere a; = 0 ise f = (a, Og, O, ...) polinomuna
sabit polinom V7 = 0 i¢in ise f = (O, Og, O, ...) seklindeki polinoma ise sifir polinom
denir. Eger f bir sifir polinom degilse a; # Ok olan i lerin en biiytigiine f in derecesi
denir. der(f) seklinde gosterilir. f, g polinom olmak itizere f = (aq,a4,...) Ve g =
(bg, by, ...) olsun.Vi > micina; = 0, ve Vi > n ve b; = 0y olacak sekilde m,n >0
tamsayilar vardir. Béylece Vi > 0 i¢in a; = b; ise f = g olur. Buna iki polinomun
esitligi denir. Simdi de iki polinomun nasil toplanacagina bakalim. f, g polinom olmak
tizere f = (aq, aq,...) ve g = (bg, by, ...) olsun. f + g = (ag + by, a1+ by, ...) seklinde
tanimlanir. Iki polinomun carpimi ise asagidaki gibi ifade edilir. f, g polinom olmak
tizere Vk > 0 igin
K
Cr = Z axbi_i = agby + a1by_1 + -+ ay by

i=0

olmak iizere f.g = (cy, ¢y, ..., C) seklinde tanimlanir. Ayrica bir polinomu sabit bir

say1 ile ¢arpimi1 f bir polinom ve r € R i¢in r. f = (1. aq, 7. a4, ... ) seklindedir.
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m

f6) =) ax

=0

polinomununda da a,, # O olsun. a,, ye bas katsayis1 denir ve a,, =1 ise bu

polinoma monik polinom denir.

Lemma 2.6.2. [12] D bir tamlik bolgesi olsun. f(x), g(x) € D(x) olsun. Buna gore

asagidaki 6zellikler saglanir.

(1) der(f(x) + g(x)) < maks{derf(x),derg(x)},
(i) der(f(x).g(x)) = der(f(x)) + der(g(x)).

Teorem 2.6.3. [12] D tamlik bolgesi f(x),g(x) € D(x) g(x) # 0, ve g(x) in bas

katsayisi tersinir olsun. O zaman

fO) =q()g(x) +r(x)

ve der(r(x)) < der(g(x)) olacak sekilde q(x) , r(x) € D(x) vardirr. Ayrica
q(x), r(x) tektir.

Tanim 2.6.4. [12] p(x) € F(x) olsun. Eger

1. p(x) sabit polinom degilse,
2. p(x) her birinin ¢arpimi kendinden daha kiiciik olan polinomlarin ¢arpimi

olarak yazilamiyorsa,

p(x) polinomuna indirgenemez polinom denir.
Tamm 2.6.5. [12] f(x) =ag+a;x + -+ a,x™ € Z[X] ve f(x) # 0 olmak iizere
Aoy, a4, Ay, ..., A, sayllarinin en biiyiik ortak bolenine f(x) in igerigi denir. Eger

C(f(x)) = 1ise f(x)' e ilkel polinom denir.

Temel polinom tanim ve teoremlerini verdikten sonra simdi de kodlama teorisi igin
onemli olan polinom kodlarla ilgili baz1 temel temel kavramlari verelim. Kodlama
teorisinde kodlama yapilirken en ¢ok kullanilan yontem polinom c¢arpimidir. Bu

yontemle bulunan kodlara polinom kod denir.
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Tanim 2.6.6. [13] Derecesi k olacak sekilde g(x) = go + g1x + -+ + g,x* bir polinom
tanimlayalim. Vektorel olarak ifade edilen m uzunluklu olan h = (hgy, hy, ..., hyp_q)
mesaj kelimesini ¢ = (¢, ¢y, ..., Cn—1) seklinde kod kelimesine doniistiiren g(x)
polinomuna iirete¢ polinom denir. ¢ = (¢, ¢4, -.., C—1) mesaj kelimesine karsilik gelen

m+k—-1

c(x) =cy+cix+ 4 Cppg-1X polinomuna da polinom kod denir.

2.7.Z,[X] de Polinom Kodlar
m,n € N i¢in n > m oldugunu kabul edilsin. Buna gore kodlama fonksiyonu
a:Zlt - 7%

seklinde ifade edilsin. Yw = w; ..w,,, € ZJ* icin w(x) = wy + wox + -+ w,x™ 1 €
Zy[x]. Simdi g(X) € Z,[x], n— m dereceli bir polinom olmak iizere w(x)g(x) €
Z,[x] en ¢ok m—1 dereceli bir polinom olsun. w(x)g(x) asagidaki gibi
yazilabilir.cy, ..., c, € Z}
w(x)g(X) =c; + cx + -+ cpx™t

Bu durumda a(w) = ¢4 ...c, € ZZ olacaktir [44].
Onerme 2.7.1.[44] m,n € N, n > m i¢in g(x) € Z,[x], derecesi n — m olan kodlama
fonksiyonu asagidaki gibidir. a: Z3* - Z} herw = w; ..w,, € Z7* i¢in C = a(Z}")
bir grup koddur.
Onerme 2.7.2. Bir 6neki onermeden Vc € C i¢in g(x) polinomu tarafindan boliinen
(c + e)(x) polinomundan kalan e =0..010..0 € Z} , g(x) polinomunun x/~1
polinomunu boldiigiinde kalana esittir. Burada j — 1, e vektoriindeki birden onceki sifir
sayisidir.
2.8. Polinom Kodlarda Kod C6zme Algoritmasi
v € Z} kod kelimesi alinirsa asagidaki hata bulma algoritmasi uygulanarak kod
kelimesi tizerindeki hata bulunur.

1. g(x) , v(x)€ Z,[x] kelimesini bolerse alman kod Kkelimesinde hata

bulunmamaktadir. Kodu ¢6zmek i¢in v(x) = g(x)q(x) € Z,[x] olmak iizere
q € Z7* igin kod kelimesi bulunur.
2. g(x), v(x) € Z,[x] kelimesini bélmez g(x), v(x)’in boldiigiinde elde edilen

kalan ile x/=* i boldiigiinde elde edilen kalan ayni ise bu bizim hatali olan
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dijitimizdir. x/=* + v(x) = g(x).q(x) € Z,[x] olacak sekilde hata bulunarak
q € ZJ* kod kelimesi elde edilir.

3. g(x), v(x) € Z,[x] kelimesini bolmez g(x), v(x)’in boldigiinde elde edilen
kalan ile x/~1 i boldugiinde elde edilen kalan farkli ise bu durum bir hatadan
daha fazla hata oldugunu gosterir. Bunun ¢oziimii i¢in bolim algoritmasi
glivenilir bir metot olmayacaktir.

Ornek 2.8.1. a:Z3 — Z3 tamml olsun. 1+ x + x3, g(x) polinomu olmak {izere

w=1011i¢in w(x) =1+ x2 + x3 olur. c(x) =wx)gx) =1+ x+x%2+x3+

x* + x5 + x® polinom kodu elde edilir. Bu kod kelimesi 1111111 € C dir kod

kelimesi v = 1110111 olarak alinsmm. Bu durumda v(x) =1+ x +x? +x* +

x5+ x% = g(x)(x? + x3) + x + 1. Diger tarafdan x3 = g(x) + x + 1 eger v(x)

polinomuna x3 polinomunu eklersek ve g(x) polinomuna béliinsiin w(x) elde

edilir.

Gonderilen kod tizerinde 2 hata yapilsin. Bu durumda v = 1010111 olur.

v(x) =1+ x2+x*+x°>+x°=g(x)(x% +x3) + 1.
Diger tarafdan 1 = g(x)0+ 1. v(x)’e 1 eklenirse ve g(x) tarafindan béliiniirse

x% + x3 elde edilir. w = 0011 € Z; esit olur. Yontem yapilan hatay1 bulamamustr.
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BOLUM 3

ESNEK KUME TEORISINE GIRIS

3.1.Giris

Tip biliminde, sosyal bilimlerde, muhendislikte, ekonomide bir¢ok problem klasik
metotlarla ¢oziilemez. Clinkii klasik metotlarla ¢c6ziim zorluklar1 ¢6zmek yerine daha da
karmasik haline getirilebilir. Bu zorluklarin sebebi genelde parametrelerin seciminden
kaynakhdir. Belirsiz sekildeki bu zorluklarin ¢6ztimii i¢in olasilik teorisi, bulanik
ktimeler teorisi, yaklasimli kiimeler teorisi ve en son olarak da esnek kiimeler teorisi
ortaya atilmistir. Esnek kiime teorisi oyun teorileri Reiman integrali, Perron integrali
olasilik teorisi ve dl¢tim teorisi gibi bircok konuda uygulamalara sahiptir. Bu teorinin
uygulamalar1 islevsel arastirmalarda ve oyun teoride detayli bir sekilde tartigilmustir.
Ayrica esnek kiime yapisi tip alaninda da cesitli problemler tizerinde konusulmaya
baslamistir. Gergek hayattaki problemler ve diger konular iizerindeki esnek kiime
calismalar1 momentuma kadar ulasmistir. Bulanik esnek kiimeler tizerine yapilan
calisgmalar karar verme problemleri {izerine yogunlastirilmistir. Siniflandirma
algoritmasini temel alan esnek kiime teorisi, belirli nitelikteki siniflandirmalar ile
karsilastirilmistir.  Bu  teklif edilen algoritma, Bayos smiflandirma teknigi ile
karsilastirilabilen daha az karmasik bir yapiya sahiptir. Ayrica esnek kiime yaklasimlari,
semi gruplar tizerinde sezgisel bulanik esnek kiimelerin yapisinin uygulamalari izerinde
yayillmaya baglamistir. 2010 yilinda K. V. Babitha ve J. J. Sunil [15] tarafindan esnek
ktimeler tizerinde kartezyen ¢arpimin bir esnek alt kiimesi tiretilmis ve bu yapi tizerinde
ki birlesim, kesisim, OR ve AND gibi islemler tanimlanmistir. Ayn1 zamanda A. Kharal
ve B. Ahmat [16] esnek kiime {izerinde dontisimler tanimlanmis ve bu tanim tizerinde
cesitli gortintli ve ters gorintii ozelliklerini 6rnek ve ters ornekler ile agiklanmistir. T.
Harawan ve M. M. Deris [17] 2009 yilinda yaklasimli kiimeler Pawlak ve Iwiki [18]
yaklagimli kiimelerle ilgili ¢esitli bilgiler vermis ve bu diisiincesini ¢esitli teoremlerle
ispat etmistir. M. M. Mushrif [18] 2006 yilinda esnek kiime teorisi tizerine basit bir
smiflandirma yontemi uygulamis, 2010 yilinda ise Wei Xu [19] esnek kiime yapisina ek

olarak bulanik esnek kiime yapisini iiretmis ve bu makalede belirsiz esnek kiime
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kavrammi temel 6zellikleri agiklanmistir. M. A. Oztiirk ve E. Inan [20] esnek kiimeler
icerisinde ¢esitli islemler arasindaki baglantiyr gostermis ve esnek kiimelerin simnirl
simetrik farkliliklar1 tanimlamis ve ¢esitli 6zelliklerini incelemistir. G bir grup ve u
iiyelik fonksiyonu olmak iizere Vx,y € Gicin u(x.y) = min {u(x),u(y)} ve Vx € G
i¢in seklinde u(x~1) = u(x) tiyelik fonksiyonlar1 yardimiyla olusturulan cebirsel yap1

bulanik grup yapisidir.

Benzer sekilde cok islemli cebirsel yap1 olan bulanik halka yapisi, R bir halka ve u , R
tizerinde bir bulanik alt kiime olmak tizere Vx,y € R i¢in u(x — y) = min {u(x), u(y)}
ve u(x.y) = min {u(x),u(y)} olarak insa edilen cebirsel yapidir. Bulanik halkada
verilen ikinci ozellik u(x.y) = max{u(x), u(y)}olarak degistirildiginde R halkasinin

bulanik ideali elde edilmis olur.

Bu cebirsel yapilar, klasik grup ve halka yapisina ek olarak tiyelik fonksiyonu ve max,
min islemlerinin kullanildig1 bir ve iki islemli farkli cebirsel yapilardir. Burada
kiimeden alinan herhangi iki elemanin carpiminin kiimeye ait olmasi i¢in ¢arpimin
tiyelik derecesinin ¢arpimdaki elemanlardan en az birinin {iyelik degerinden biiylik

olmasi yeterlidir.

Bulanik kiimeler {izerinde bu iki cebirsel yapmin disinda da oldukc¢a fazla sayida
cebirsel yap1 ve ozelliklerinden s6z etmek miimkiindiir.
U tizerinde ikili islem tanimli bir evrensel kiime ve G, U nun bostan farkl bir alt kiimesi

olsun.

() Vx,y € G,x.y € A(G).

(ii) G de birlesme 6zelligi saglanir.

(iii) Vx € G,x.e = e.x = x 6nermesini dogrulayan 3e € A(G) vardir.
(iv) x.y = y.x = e esitligini saglayan vardir. Vx € G,3y € G.

A(G) = ((A(G),A(G)) yaklagimli kiimesi verilen dort ozelligi sagliyor ise bir
yaklasimli gruptur.
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Yaklasimli kiimeler tizerinde tek ve iki islemli cebirsel yap1 olarak yaklasimli grup ve
yaklagimli halka cebirsel yapilar1 en temel yapilardir. Bunlar disinda da tizerinde
calisilmis cebirsel yap1 ve ozellikleri goriilebilir. G bir grup olmak tizere F: A — P(G)
tanimli F fonksiyonu verilsin. Her x € 4 i¢in F(x), Gnin bir alt grubu ise (F,A)

ikilisine bir esnek grup denir.

Yaklasimli kiimeler tizerinde iki islemli cebirsel yap1 tanimlamak i¢in G nin bir halka
yapisina sahip olmasi yeterlidir. Bu durumda her x € A i¢in F(x), G nin bir alt halkas1

ise (F, A) ikilisine esnek halka denir.

Belirsizlik ifade eden kiimeler iizerinde tanimlanan cebirsel yapilar klasik cebirsel
yapilara dayandirilarak elde edilen ve daha genis cebirsel yapilardir. Bu nedenle
belirsizlik ifade eden cebirsel yapilarin 6zel halleri klasik cebirsel yapilar1 vermektedir.
“Soft sets and soft group” isimli makalede esnek gruplarin bir¢cok cebirsel 6zelliklerinin
yani sira belirsizlik ifade eden bulanik kiime yaklasimli kiime ve esnek kiimeler
karsilastirilmistir. Esnek grup kavrami teorik matematik calisan arastirmacilar igin
oldukca biiyiik ilgi kaynagi olmustur.

Ayrica S. V. Maneman [22] 2011 yilinda bulanik esnek kiimelerin cebirsel 6zelliklerini
ve bulanik esnek gruplari tanimlamistir. Bulanik esnek gruplar {izerine verilen bazi
sonuglar1 ispat etmistir. Ayrica bulanik esnek fonksiyonlarinin tanimmi ve bulanik
esnek homomorfizma yapisini tanimlamistir. Sonug¢ olarak, homomorfik goriinti ve
homomorfik ters goriintii J. Glosh [23] tarafindan agiklanmis ve halka teorisi ve mevcut
bulanik esnek ideal teorisi lizerine yayginlagsmistir. H. Prade ve D. Dubois [24] konu ile
ilgili uygulamalar1 bulanik kiimeler ile ilgili teoriler tizerine ¢alismistir. A. O. Atagiin ve
A. Sezgin [25] 2011 yilinda esnek alt halkalar ve bir halkanin esnek idealleri tizerine
calismistir. Ayrica bir cismin esnek alt cisimleri ve bir R-modiliiniin esnek alt
modiilint tanimlamigtir. Cisimlerin, modiillerin, halkalarin esnek alt yapilar1 hakkinda
bazi1 kavramlar 6rneklerle gosterilmistir. Esnek kiime yapilar1 sezgisel bulanik esnek
kiime yapilar1 tizerine yayginlasmis ve sezgisel bulanik esnek kiime yapilari ise semi
grup yapilar1 tizerinde c¢alisilmaya baslanmistir. Bir semigrup tizerindeki sezgisel
bulanik esnek idealler yapisi ve temel 6zellikleri J. Zhou tarafindan ¢alisilmistir. Ayni
zamanda bir semi grubun yapisinin sezgisel bulanik esnek ideallerin kiimesinin latis

yapilar1 ele alinmistir. Bu teoriler igerisinde 1965 yilinda Zadeh tarafindan ortaya atilan
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ve bir¢ok arastirmaci tarafindan ilgi ile calisilmis bulanik kiime teorisi en ¢ok dikkat
ceken teoridir. Boylece yillardan beri kullanilan klasik mantik olarak taninan dogru ve
yanlis mantigindan kurtulup bu iiyelik fonksiyonu sayesinde degerler kendi igerisinde
derecelendirilmistir. Molodtsov (1999) da tiyelik fonksiyonun dogasi ¢ok fazla bireysel
oldugundan ve her durum i¢in tiyelik fonksiyonu insa etmek zor oldugundan tiyelik
fonksiyonu olmayan yeni bir kiimeler teorisine ihtiyac oldugunu belirtmistir.
Molodtsov[26] kesinlik icermeyen esnek kiime teorisine yeni bir matematiksel teori
tanimlamistir. Daha sonra bir¢ok yazar tarafindan esnek kiimeler iizerine cebirsel
yapilar kurulmustur. Molodtsov’ un bu ¢alismasindan sonra esnek kiimelerin ¢esitli
ozellikleri tizerine Maji [27] tarafindan bir ¢alisma yapildi. Daha sonra Maji bulanik
esnek kiime yapisi lizerine calismalar yapmistir. Rosenfeld’ de bulanik kiimelerin
cebirsel yapisini incelemistir. Aktas ve Cagman [28] tarafindan bulanik kiimeler ve
yaklagimli kiimeler esnek kiimeler ile karsilastirilmis ve esnek kiimeler {izerine grup
yapilarini kurmuslardir. Bu yapmim kurulmasi tizerine bazi yazarlar [29] tarafindan
bulanik esnek grup yapisi tanimi verilmistir. Bunun tizerine F. Feng [30] tarafindan
esnek semi halka yapilar1 tanimlanmig U. Acar tarafindan ise esnek halka yapilari
tanimlanmistir. Baz1 yazarlar ise bulanik modiil yapilar1 tizerine ¢alismalar baslatmistir
ve Qiu-Mei Sun [31] tarafindan bulanik esnek modiller ve onlarin temel 6zellikleri
calisiimigtir. Xiao [32] ise esnek kiimelerin sosyal hayat tizerine etkilerini arastirmis ve
bulanik kiimeler ile ilgili ¢esitli uygulamalar1 esnek kiimeler tizerinde nasil sonug
verdigine dair ¢alismalara imza atmustir. Pei ve Miaono [33] ise esnek kiimelerin bilgi
sistemleri tizerine ¢alismalar baslatmistir. Bu bilgi sistemleri Daouwu Pei ve Duoqion
Miaono [34] ya temel olusturmus ve bu bilgi sistemlerinin bulanik esnek kiimeler
tizerindeki islerligini arastirmiglardir. Park [35] ise esnek ws-cebirleri ve esnek alt
cebirleri tizerine ¢esitli calismalar tizerine yogunlasmistir. Jun [36] uygulamali esnek
cebirler tizerine BCK / BCI- cebirlerinin cebirsel yapilar1 tizerine ile ilgili cesitli
arastirmalar yapmistir. Jun ve Park [37] hilbert cebirleri tizerine esnek kiimelerin
uygulamalar1 incelemistir. Ayrica Jun [38] d- cebirleri i¢indeki ideallerin esnek kiimeler
tizerine uygulamalarini ve Pseudo d- cebirlerinin iizerine ¢alismalar yapmistir. Sun [39]
ise esnek modiiller tizerine ¢esitli tanimlar vermistir. Maji [40] bulanik kiimeler yapisini
daha da gii¢lendirmek i¢in fs- kiimelerini tanimlamis bu tanimi ise bazi arastirmacilar
kullanarak fs-kiimelerinin ¢ok ¢esitli 6zelliklerini incelemistir. Som [41] esnek

kiimelerinin teorisi tizerine bulanik esnek iliskiler tanimlamustir.
30



3.2. Temel Kavramlar
Bu kisimda dort ve besinci boliimde esnek kiimeler tizerinde tanimlanan devirli grup ve

devirli kod kavramlarini insa etmede kullanilacak olan genel kavramlar verilmistir.

Tanim 3.2.1. [28] U evrensel kiime ve E parametrelerin ailesi olmak tizere P(U) U’ nun
kuvvet kiimesi i¢cin A C E olarak gosterilsin. (F, A) siral ikilisi U tizerinde esnek kiime
olarak adlandirilir. F fonksiyonu F: A - P(U) bir dontistimdiir. U lizerindeki esnek

kiime U evrensel kiimesinin alt kiimelerinin parametrelestirilmis ailesidir.

Tamim 3.2.2. [28] E = {eq, e, ..., €} parametrelerin kiimesi olsun. E 'nin degili —E
seklinde gosterilir ve i = 1...n i¢in —e;, e; nin degili seklinde ifade edilir ve asagidaki

gibi tanimlanir. —E = {r—ey, —e,, ..., —e, }.

Onerme 3.2.3. [28] E = {e;, €, ..., €,} parametrelerin kiimesi olsun. 4, B € E olsun.

Buna gore asagidaki 6zellikler saglanir.

. ~(—A)=A

2. —(AUB)=r+-AUB

3. m(ANB)=rANnrB
Tanim 3.2.4. [28] (F,A) esnek kiimesinin tiimleyeni(F, A)¢ seklinde gosterilir ve
Va € —A igin F¢: —A = P(U) seklinde tanimli bir dontisim F€(a), U — F(—a) olarak
tanimh (F, A)¢ = (F¢, —A) kiimesidir.

Tanmm 3.2.5. [28] (F, A) ve (G, B), U evrensel kiimesi iizerinde taniml1 iki esnek kiime
olsun. BS AVb € B i¢cin ve G(b) c F(b) ise (G,B) esnek kiimesine (F,A) esnek

kiimesinin alt kiimesi denir.

Tanim 3.2.6. [28] (F, A), U evrensel kiimesi iizerinde esnek kiime olmak iizere Ve € A
icin F(e) = @ ise (F,A) esnek kiime yapisina bos esnek kiime denir. @ seklinde

gosterilir

Tanmm 3.2.7. [28] (F,A),U evrensel kiimesi lizerinde esnek bir kiime olmak iizere

Ve € A igin F(e) =U ise (F,A) esnek kiime yapisma tam esnek kiime denir. A

seklinde gosterilir.
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Tanim 3.2.8. [28] (F, A) ve (G, B), U evrensel kiimesi iizerinde taniml1 iki esnek kiime
olsun. Vc € C ve C = AU B olmak {tizere (H, C) esnek kiimesine iki esnek kiimenin

birlesimi denir ve asagidaki gibi tanimlanir.

F(c) c€A/B
H(c) =35 G(c) cEBJ/A
F(c)uG(c) ceEANB

(F,A) VU (G,B) = (H, C) seklinde gosterilir.

Tanmm 3.2.9. [28] (F, A) ve (G, B), U evrensel kiimesi iizerinde tanimli iki esnek kiime
olsun. Vc € C ve C = AN B olmak {izere (H, C) esnek kiimesine iki esnek kiimenin
kesisimi denir ve asagidaki gibi tanimlanir. H(e) = F(e) veya G(e)dir ve (F,A) N
(G, B) = (H, C) seklinde gosterilir.

Tanmm 3.2.10. [28] (F, A) G tizerinde bir esnek kiime olsun. Vx € A i¢in F(x), G nin

bir altgrubu ise (F, A) esnek kiimesine G iizerinde bir esnek grup denir.

Tamm 3.2.11. [28] (F,A) ve (H,B), G ve K gruplari {izerinde sirasiyla iki esnek grup
ve f:G = K ve g:A — B ye tanimli iki fonksiyon olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan
(f, g) ikilisine esnek homomorfizma (F, A) esnek grubuna ise (H, B) esnek grubuna

homomorfik denir ve (F, A)~(H, B) seklinde gosterilir.

1. f, G den K ya bir homomorfizmadir.
2. g, A dan B ye bir 6rten dontisimdyir.

3. vx € Aigin f(F(x)) = H(g(x)).

Esnek homomorfizma taniminda f, G den K ya bir izomorfizma ve g de A'dan B' ye
bire bir bir donisiim ise (f, g)ikilisine esnek izomorfizma (F,A) esnek grubu (H, B)

esnek grubuna esnek izomorf denir ve (F,A) = (H,B) seklinde gosterilir.

Tamm 3.2.12. [28] (F, A) ve (G, B) U evrensel kiimesi iizerinde tanimli iki esnek kiime

olsun. VE ve VEYA tanimi asagidaki gibi verilir sirasiyla A ve v ile gosterilir.

(a) N sembolii kiimelerin kesisim iglemini gostersin ve V(a, B) € A X B igin H(a, B) =

F(a) N G(B) olmak iizere (F,A)A(G,B) = (H,A X B) seklinde tanimlanir.
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(b) U sembolii kiimelerin birlesimini gostersin ve V(a,8) € AX B igin K(a,B) =
F(a) U G(B) olarak tanimlanir. (F,A)v(G, B) = (K, A X B) seklinde gosterilir.

Onerme 3.2.13. [42] (F,A), (G, B) ve (H,C) U tizeride {i¢ esnek kiimeler olsun. Buna

gore asagidaki ozellikler saglanir.

1. (F,Av((G,B)V(H,CO) = ((F,Av(G,B)v(H,OC),
2. (F,An(G,B)AH,C)) = ((F,A)r(G,B))a(H, C),
3. (F,A)v((G,B)A(H,C)) = ((F, )v(G, B))A((F, A)v(H, ),
4. (F,)n((G,B)V(H,C)) = ((F,A)r(G, B)V((F, A)r(H, C)).

Onerme 3.2.14. [42] (F,A) ve (G,B), Utizerinde esnek kiimeler olsun. Birlesim ve

kesisim islemleri asagidaki 6zellikleri saglar.
(@) ((F,A) v (G,B))° = (F,A)°u (G, B),
(b) (F,A) n (G,B)* = (F,A)n (G, B)*.

Onerme 3.2.15. [42] (F,A) U iizerinde esnek kiime olsun. Asagidaki ozellikler

saglanir.
(a) (F,A) U (F,A) = (F,A),
(b) (F,A) n(F,A) = (F, 4),
() (F,AAUD =,
d)(F,AN® = o,
(e) (F,A)UA =4,

() (F,A)n A = (F,A).

33



BOLUM 4
ESNEK DEVIRLiIi GRUPLAR VE KODLAMA TEORISi UZERINE

UYGULAMALARI

Aktas ve Cagman tarafindan 2007 yilinda “Soft Sets and Soft Groups” isimli makalesi
ile esnek kiimeler lizerine ilk cebirsel yapi1 tanimlanmistir. Bu makalenin yazimiyla
birlikte esnek kiimeler tizerine yapilan ¢alismalar hizlanmistir. Bu boliimde esnek grup
tanimmi kullanarak bir esnek kiimenin kuvveti ve mertebesi tanimlanmis ve ¢esitli
ozellikleri incelenmistir. Ayrica kuvvet ve mertebe tanimlar1 kullanilarak devirli esnek
grup yapist olusturulmus ve cesitli 6zellikleri verilerek ispatlanmistir. Ayrica klasik
gruplarla ayristigi ve birlestigi durumlar incelenmistir.

Bu boliimde olusturulan kavramlar ve elde edilen sonuglar orijinal olup yaymlamaistir.
4.1. Esnek Kiime Mertebesi

Tanim 4.1.1. F: A—>P(U) tanimli bir 6rten doniisim olmak {izere (F,A) ikilisine U

uizerinde oOrten esnek kiime dentr.

Bu bolim boyunca G bir grup yapisini ve (F, A) ise orten esnek kiimeyi gosterecektir.

(F, A) nin bir elemant olan (a, F (a)) elemanin yerine F(a) kullanilacaktir.

Tanmm 4.1.2. (F, A), G lizerinde bir esnek kiime ve Vx €A i¢in F(x) e(F, A) olsun. Bu

durumda F (x) in n. kuvveti asagidaki gibi tanimlanir.
F(x)" = {a™: aeF(x),neZ}

Ornek 4.1.3. A =S; olmak iizere (F,A) esnek kiime S; iizerinde asagidaki gibi
tanimlansin. (F,A) = {F(e) ={e},F(12) ={e,(12)},F(13) ={e, (13)},F(23) =
{e, (23)}, F(123) = {e, (123), (132)}}
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kiimesi S; grubu tizerinde bir esnek kiimedir. F(123) iin tglincli kuvveti kiimelerdeki
her bir elemanm 3. mertebesi olarak hesaplanir. F(123)3 = {e3,(123)3,(132)3} =
{e, e,e} = {e}. Eger grup yapisi toplamsal bir grup ise F(x) in n.kuvveti

n.F(x) ={n.a:aeF(x),neZ}
seklinde hesaplanir yani F(x) in n kat1 hesaplanarak elde edilir.

Teorem 4.1.4. (F,A),G tuzerinde esnek kiime olmak tzere Vx,yeAd icin

VF(x),F(y) e (F,A) olsun. Buna gore Vn e Z i¢in asagidaki 6zellikler saglanir.

1. VvneZ igin, (F(x) NnF(y)" S F(x)" nF(y)™,
2. VneZ igin, (F(x) U F(y))" = F(x)" UF(y)™,
3. vneZigin, (F(x) X F(y))" = F(x)" X F(y)™.

fspat

1. vn€eZ igin a™ € (F(x) N F(y))" olsun. a € F(x) N F(y) ve buradan a €
F(x) ve a € F(y) olacaktir. Boylece a™ € F(x)" ve a™ € F(y)™ olur. Tanim
4.1.2den a™ € F(x)™ N F(y)™ anlamina gelmektedir. Boylece ispat tamamlanir.

2. Vvn€Z i¢in a®€ (F(x)UF(y))"™ olsun. Buradan a € (F(x)UF(y))
oldugundan a € F(x) veya a € F(y) olur. Bu durumda a™ € F(x)" U F(y)"
olacaktir. Boylece (F(x) U F(y))™ € F(x)™ U F(y)" olur. Simdi a™ € F(x)" U
F(y)" olarak alalim. a™ € F(x)™ veya a™ € F(y)" olur. Bu durumda a € F(x)
veya a € F(y) olacaktir. Boylece a € F(x) U F(y) durumu elde edilir. Buda
a™ € (F(x) UF(y))" anlamma gelir. Buradan (F(x) UF(y)" =F(x)"U
F(y)™ sonucu bulunur.

3. vn € Zigin(a,b)™ € (F(x) X F(y))" olsun.(a,b) € F(x) X F(y) olur. Bu ise
a € F(x) ve b€ F(y) olur. a™ € F(x)" ve b™ € F(y)™ olacaktir. (a,b)™ €
F(x)™ x F(y)"dir. (F(x) X F(y))™ € F(x)" X F(y)™ anlamina gelir.

(a™,b™") e F(x)" X F(y)" olsun. a™ € F(x)" ve b™ € F(y)™ olacaktir. Bu
durumda a € F(x) ve b€ F(y) elde edilir. (a,b) € F(x) X F(y) olur.
Boylece (a,b)" € (F(x) X F(y))™ olacaktr. Buda F(x)" XF(y)" c
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(F(x) X F(y))™ anlamina gelir. Sonu¢ olarak (F(x) X F(y))" = F(x)™ X
F(y)™" elde edilir.

Teorem 4.1.4 (1) in tersinin dogru olmadigini asagidaki 6rnekle gosterelim.

Ornek 4.1.5. A ={0,1} ve F: A —» P(Z)taniml1 bir fonksiyonu F(0) ve F(1) asagidaki
gibi tanimh F(0) = {2k:k € Z} ve F(1) ={2k+ 1:k € Z} olsun. Bu durumda
F(0)NF(1) =@ olur. Bu nedenle (F(0) NF(1))? =@ olur. Ama diger taraftan
F(0)’NF(1)?+# @ dir. Bu da sonug¢ olarak (F(x) NFy))" # F()"NnF(y)"

oldugunu gosterir.

Tamm 4.1.6. (F, A), Ggrubu iizerinde bir esnek kiime ve F(x) € (F,A) olsun. F(x)" =
{e} olacak sekilde bir n pozitif tamsayisi varsa bu n tamsayilarmin en kiigtigtine F(x)
in mertebesi denir. Eger boyle bir n tamsayist yoksa F(x) sonsuz mertebelidir denir.
F(x) in mertebesi |F(x)| seklinde gosterilir. (F, A), G grubu iizerinde bir esnek grup
ise F(x)e(F,A) nin mertebesi, G grubunun bir altgrubu olan F(x) in mertebesi ile
aynidir. Dogal olarak eger F(x) grubu birim elemana esit ise yani F(x) = {e} ise F(x)

in mertebesi 1 olur.
Ornek 4.1.7. F(123) alt grubunun mertebesi 3 diir.

Simdi de (F,N) esnek grubunu ele alalim ve F donusimiini N dogal sayilar
kiimesinden P(Z) tam sayilarin kuvvet kiimesi lizerine tanimlayalim. Dogal sayilar
kiimesi olan N kiimesinden bir n eleman1 alip F doniisimi ile P(Z) kuvvet kiimesi

tizerinde n. Z olacak sekilde tanimlayalim.

F:N—P(Z)

n—->F(n) =nZ

seklinde olsun. F(n)™ = {0} olacak sekilde bir m pozitif tam sayisinin olmadig agiktur.

Bu durumda F(n), VneN — {0} i¢in sonsuz mertebelidir.

Teorem 4.1.8. G sonlu grup ve (F,A) da G tizerinde esnek grup olsun. (F,A) nin

elemanlarinin mertebeleri sonludur.
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Ispat: Lagrange Teoremine gore sonlu bir grubun her alt grubunun mertebesi grubun
mertebesini boleceginden ve (F,A) nin her bir elemani G nin alt grubu oldugundan

(F, A) nin her elemanin mertebesi G nin mertebesini boler

Teorem 4.1.9. (F,A),G sonlu grubu iizerinde bir esnek kiime ve VxeA igin
F(x)e (F,A) olsun. F(x) in mertebesi F(x) in elemanlarinin mertebelerinin en kiigiik

ortak katidir.

Ispat: n, F(x) in mertebesi olsun. Buradan F(x)™ = {e} olur. Boylece Vae F(x) i¢in
a™ = {e} olacaktir. Klasik gruplarda bildigimiz gibi Va e F (x) elemanlarinin mertebesi
grubun mertebesini boler. Yani |a||n olur. Boylece n, F(x) in elemanlarinin
mertebesinin ortak katidir. Ayrica m sayisi F(x) in elemanlariin mertebelerinin ortak
kat1 olsun. VYae F(x) i¢in a™ = {e} olacak sekilde F(x)™ = {e} olur. F(x)" = {e}
olacak sekilde en kiigiik n sayisina sahip ve n sayisi en kii¢iik ortak kat oldugundan

n|m olacaktir. Buda ispati tamamlar.

Teorem 4.1.10. G sonlu bir grup olsun. (F,A), G lizerinde bir esnek grup ve F(x) ve

F(y),(F,A) esnek grubunun elemanlar1 olsun. Vx, y €4 i¢in asagidaki sartlar saglanir.

1. Vx,yeAigin, |[F(x) N F(y)| < ebob(|F(x)|,[F()),
2. Vx,yeAigin, |[F(x) U F(y)| = ekok(|F (x)|, [F()),
3. Vx,yeAicin, |[F(x) x F(y)| = |[F(x)|.|[F(y)|.

1. F(x)NF(y), F(x) ve F(y) nin birer alt grubu oldugundan Langrange teoremi
geregi alt grubun mertebesi grubun mertebesini béler. Yani |F(x) N
FWI|IF(x)| ve |F(x) n F(y)|||F(y)| ayr1 ayr1 boler. Bu durumda |F(x) N
F(y)| < ebob(|F(x)I,|F(y)]) olur.

2. [FX)UF®W)| =k, |[Fx)l=m ve |F(y)|=n olsun. (F(x)UF(y)k =
F(x)* U F(y)¥ = {e} oldugunu biliyoruz. Ayrica alt grubun mertebesi grubun
mertebesini boleceginden n|k ve m|k olur. Boylece k sayisi m ve n sayilarinin

ortak kat1 olur. m ve n sayilarinin diger bir ortak kat1 olarak t olsun.
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(FO)UF(y)!=F(x)*UF@)t ={e} olur. k sayis1 (F(x)UF(@)* = {e}
olacak sekilde en kiiclik pozitif tamsayisi oldugundan k sayisi t sayisini béler.
Boylece k sayist F(x) ve F(y) altgruplarinin mertebelerinin en kiigiik ortak kati

olur.
3. F(x) ve F(y), G nin birer alt grubu oldugundan 3 iin ispat1 agiktir.

Tanmm 4.1.11. G bir grup ve (F, A) esnek kiimesi de G grubu tizerinde bir esnek grup

olsun. (F,A)™ = {F(x)™: x €A, neZ} kiimesine (F, A) esnek grubunun n. kuvveti denir.

Ornek 4.1.12.(F,A) esnek kiimesi daha onceki ornekte de oldugu gibi S; kiimesi
tizerinde bir esnek kiime olsun. (F, A) esnek kiimesinin ikinci kuvveti asagidaki gibi
almir. (F,A)? = {F(e)? ={e},F(12)%? = {e},F(13)? = {e}, F(23)? = {e}, F(123)? =
F(132)}.

Teorem 4.1.12. (F, A) ve (E,B), G grubu uzerinde iki esnek kiime olsun. Buna goére

asagidaki 6zellikler saglanir.

1. ((F,AV(EB))" = (F,A)"(E, B)",
2. YaeA i¢cin, ACB ise F(a) ve E(a) aynt yaklasimli olmak tizere
((F,A)A(E,B))" € (F,A)"A(E, B)" olur.

fspat.'

1. (F,Av(E,B)=(H,AXxB) ve (FA"v(EB)"=(T,AxB) oldugu
bilinmektedir. Ayrica ((F,A)v(E, B))n = (H,A X B)" seklinde yazilabilir.
Tanim 4.1.2. ve Teorem 4.1.10. kullanilarak asagidaki esitlikler yazilabilir.

(H,Ax B)*={H(a,b)":(a,b)cA X B}
={(F(a) UE(b))": (a,b)cA x B}
={F(@)"VEb)":(a,b)eA x B}
={T(a,b): (a,b)cA x B}

= (F,A)"v(G,B)".
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2. (F,A)AN(E,B)=(H,AXB) ve (F,A)"A(E,B)" =(T,AX%XB) seklinde
yazildig1 bilinmektedir. (1) in ispati kullanilarak asagidaki ifadeler yazilir.
(H,Ax B)" ={H(a,b)": (a,b)cA x B}

= {(F(@) NE(b))": (a,b)eA x B}
c{F(@)"NEMDb)":(a,b)eA x B}
={T(a,b): (a,b)cA x B}
= (F,A)"a(E,B)™.

(F,A) ve (E,B) esnek grup ise Va,beA i¢in F(a), ve E(b),G nin alt gruplaridir.
Dolayisiyla F(a) ve E(b), G nin birim elemani olan e yi igerir. Boylece F(a) N
E(b) # @ dir. Bunun anlami Teorem 4.1.12. (2) maddesinde (F,A) ve (E, B) esnek
kiime degil de esnek grup alinirsa Teorem 4.1.12. (2) ye ekstra sartlar eklenir.

Klasik gruplarda, bir grubun mertebesi grupta bulunan elemanlarin sayisi olarak

tanimlanir. Mertebe kavrami esnek gruplarda, klasik gruplardan farklidir.

Tanmim 4.1.13. (F, A), G tizerinde bir esnek grup olsun. G sonlu bir grup ise (F,A) nin
elemanlarinin mertebelerinin en kiigiik ortak katina (F,A) nin mertebesi denir. G,
sonsuz grup ise (F, A) nin mertebesi (F, A) nin elemanlarmin sayisi olarak adlandirilir.
(F,A) esnek grubunun mertebesi |(F, A)| seklinde gosterilir. Ayrica (F,A) Orten ise

(F, A) nin elemanlarinin sayis1 A daki elemanlarin sayisina esittir.

Ornek 4.1.14. Ornek 4.1.3. de (F,A) nin mertebesi 6 ve Ornek 4.1.7. deki N dogal
sayilar kiimesini N = {0,1,2,3,4} olarak secgersek ve F(n) = n.Z seklinde tanimlanirsa

VneNs igin (F, Ns) esnek grubunun mertebesi 5 olur.

Simdi de asagida grup teoride verilen Langrange teoremine benzer sonuglari esnek

gruplar tizerine verelim.

Teorem 4.1.15. (F, A), G sonlu grubu iizerinde esnek grup olsun ve F(x) e (F, A) i¢in

asagidaki 6zellikler saglanir.

1. F(x) in mertebesi (F, A) nin mertebesini boler ve F(x)I(FAl = {e} dur.

2.(F, A) nin mertebesi G nin mertebesini boler.
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fspat:

1. |F(x)| =k i¢in Tanim 4.1.2. gore 0 = meN igin [(F,A)| = k.m olmahdir. Bu
durumda F (x)*™ = {e} olur. Ciinkii F(x)* = {e} dir ve k sayisinin her kuvveti
de F (x) kiimesini birim elemana gotiiriir.

2. Alt grubun mertebesi grubun mertebesini boleceginden (F,A) nin elemanlarmin
mertebesinin en kiigiik ortak kat1 G nin mertebesini boler.

G grubu sonlu bir grup oldugundan (F,A) nin mertebesi de sonludur. (F,A) nin
elemanlarmin mertebeleri  (F,A) nm mertebesini boler. G sonsuz bir grup
oldugunda (F, A) nin mertebesi sonlu ya da sonsuz olabilir. Ama yukaridaki teorem

sonsuz gruplar i¢in dogru degildir.

Teorem 4.1.16. G sonlu bir grup ve (F, A) ve (G, B), G tizerinde iki esnek grup olsun.
Buna gore asagidaki 6zellikler saglanir.

1. |(F,AA(G, B)| < |(F, A)|,

2. |(F,A)A(G,B)| < |(G,B)|.

fspat:

1. (F,A)A(G,B) = (H,C) ve C=A X Bolsun. Tanim 4.1.13. ve Teorem 4.1.12.
den ve |(F,A)| nm tammni  kullanarak  asagidaki  ifadeyi
yazabiliriz.V(a;, b;) €A X B i¢in
|(F,A)n(G, B)| = ekok(|H(a;, by)|) = ekok(|F(a;) N G(by)]) <
ekok|F(a)| = |(F,A)|.

2. (F,A)A(G,B) = (H,C) olsun. Tanim 4.1.13 ve Teorem 3.2.13 ve |(G, B)| nin
tanimimi kullanarak asagidaki ifadeyi yazabiliriz.V (a;, b;) €A X Bigin
|(F,A)A(G, B)| = ekok(|H(a;, b;)|) = ekok(|F(a;) N G(b)]) <
ekok|G(b;)| = |(G,B)].

4.2. Devirli Esnek Gruplar

Devirli gruplar, grup teori icinde 6nemli bir yere sahiptir. Bu béliimde P(G) nin bir
elemani tarafindan tiretilen esnek grup yapilari ¢calisilacaktir. Devirli esnek grup tanimi

ve klasik gruplardaki 6zelliklere benzer sonuclar verilecektir.
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Tanmm 4.2.1. (F, A), G tizerinde bir esnek grup ve X de P(G) nin bir elemani olsun.
Asagidaki gibi tanimlanan (F,A) esnek kiimesinin bir alt kiimesi olan kiimeye X
kiimesi tarafindan iiretilen kiime denir. {(a, < x >): F(a) =< x >, x € X} ve bu kiime
< X > seklinde gosterilir. (F,A) =< X > ise (F,A) esnek grubu X tarafindan {retilen

devirli esnek grup olarak adlandirilir.

(F,A),G tiizerinde devirli esnek grup ise, (F,A) ={F(a) =<x>:a € A,x € G}
seklinde yazilir. Bu durum ancak (F, A) nin tiim elemanlarinin P(G) nin bir X eleman1
tarafindan tretiliyorsa miimkiindiir. Boylece (F, A), G grubu lizerinde devirli esnek bir

gruptur.

G devirli bir grup ise devirli bir grubun her alt grubu devirli oldugundan(F, A4), G
tizerinde devirli bir esnek gruptur, fakat bunun tersi dogru degildir. Bu durum asagidaki

ornekle ifade edilir.

Ornek 4.2.2. G =S; simetrik bir grup ve A= {e, (12),(13),(23),(123)}
parametrelerin kiimesi olsun. Simdi G tizerinde (F, A) esnek kiimesi insa edelim.Vx €
Aigin F(x)={y€G:y =x",n€Z} seklinde tammlanirsa G devirli bir grup
olmamasina ragmen (F, A), G iizerinde esnek devirli bir grup olur. (F,A), G lizerinde
devirli esnek grup ise {< x >:x € G}, P(G) nin bir elemani olmak iizere (F,A) =
{F(a) =< x >:a € A,x € G} seklinde yazilir.

Asagidaki teoremle esnek devirli gruplarin klasik gruplarla olan benzer bazi 6zellikleri

verilmistir.
Teorem 4.2.3. Asagidaki ifadeler saglanir.

1. (F,A), X tarafindan iiretilen sonlu devirli bir grup ise x; € Xi¢in |(F,A)| =
ekok{|x;|} dir.

2. (F,A), X tarafindan iiretilen sonuz devirli bir grup ise, |(F,A)| = |X| dir.

3. (F, A) birim esnek grup ise, bu grup {e} tarafindan tiretilen devirli esnek gruptur.

4. (F,A), G tuzerinde tanimlanan tam esnek grup ise, G devirli grup olmak
tizere (F, A) devirli esnek gruptur.

5. (F,A), G iizerinde esnek grup olsun. G nin mertebesi asal ise (F, A) devirli esnek

gruptur.
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6.
fspat:

1.

[\

whn B~ W

Bir devirli esnek grubun her esnek alt grubu devirli esnek gruptur.

i=1,..,n igin F;(x) € (F,A)i¢in F;(x) =< x > olsun. Boylece | <x; > | =
m oldugunu kabul edelim. Bu durumda |F;(x)| = m olacaktir. Tanim 4.2.1 den
G sonlu bir grup ise (F,A) nin elemanlarmin en kiigiik ortak kat1 (F,A) nin
mertebesi olarak bilinir. Bu durumda |(F, A)| = ekok(|x;|) olur.

(F,A) sonsuz devirli bir grup oldugundan F(x) =< x > olacak sekilde x € X
ile tretili. Bu durumda (F,A) devirli grup oldugundan (F,A) =<X >
olacaktir. Tanim 4.2.1 e gore (F,A) nin mertebesi (F,A) nin elemanlarinin
sayisint gosterir. Bu durumda X kiimesinin her x; elemani i¢in (F,A) esnek
kiimesinin F (x) elemanmi iireteceginden , |(F,A)| = |X| olur.

Tanim 4.2.3 den Vx € A i¢in F(x) = {e} olacagindan devirli esnek gruptur.

Vx € A i¢gin F(x) = G dir. G devirli oldugundan (F, A) devirli esnek gruptur.
(F,A),G tzerinde esnek grup olsun. G grubunun mertebesi asal ve G grubu
icerisindeki herhangi bir elemanmn mertebesi G grubunun mertebesini
boleceginden G nin elemanlarinin mertebesi ya 1 ya da grubun mertebesi
olacaktir. Bu durumda a € G \ {e} olsun. p asal sayisii¢in | < a > | =p = |G|
olsun. Bu durumda G grubu devirli oldugundan F(x) € (F, A) igin

|F(x)| = | < a > | olur. Boylece(F, A) da devirli olacaktir.

(F,A), (H,B) esnek grubunun bir alt grubu olsun. Bu durumda F(x) < H(x)
dir. H(x) devirli oldugundan F(x) de devirlidir. O halde (F, A) da esnek devirli
gruptur.

Teorem 4.2.4. (f, g), K grubu iizerindeki (H, B) esnek grubundan G grubu {iizerindeki

(F,A) esnek grubuna bir esnek homomorfizma olsun. (F, A), G grubu {izerinde devirli

esnek grup ise (f(F),g(A)), K grubu tizerinde devirli esnek gruptur.

Ispat: Tlk olarak (f(F), g(A)), K grubu iizerinde bir esnek grup oldugunu gosterelim.

f,G den K ya bir esnek homomorfizma oldugu biliniyor. Vg(x) € g(A) i¢in K nin bir
alt grubu f(F(x)) = H(g(x)) dir. Boylece (f(F),g(4)),K grubu iizerinde esnek

gruptur. F(x), A kiimesindeki her x i¢in devirli bir alt grup oldugundan, F(x) in f

altindaki gortintiisii de devirli olur ve bu durumda Vg(x) € g(A) i¢in K nin devirli bir
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alt grubu f(F(x)) = H(g(x)) olur. Sonug olarak, (f(F),g(A)), K grubu iizerinde

devirli esnek gruptur.

Teorem 4.2.5. (F,A) ve (H,B) sirastyla G ve K gruplar1 tizerinde iki izomorf esnek

grup olsun. (F, A) devirli esnek grup ise, (H, B) de devirli esnek gruptur.

Ispat: (F,A) ve (H,B) izomorf gruplar olduklarindan Vx € A icinf(F(x)) = H(g(x))
olacak sekilde G grubundan K ya f izomorfizmasi1 vardir. Burada g, A dan B ye birebir
orten bir doniigiimdiir.Vx € A igin F(x) devirli bir alt grup oldugundan H(g(x)), K
grubunun devirli bir alt grubudur. Boylece (H, B) esnek kiimesinin her elemani da

devirli olur. Bu yiizden (H, B) esnek devirli gruptur.

Teorem 4.2.6. (F,A) ve (H,B), G grubu tizerinde esnek grup olsun. (F,A) A (H, B) de

G grubu tlizerinde devirli esnek gruptur.

Ispat: V(a, ) €A X B ve E(a,B) = F(a) N H(B) olacak sekilde (F,A)r (H,B) =
(E,A X B) olsun. VaeA ve VBeB i¢in F(a) ve H(B),G nin devirli alt gruplar1 ve
F(a) NH(B), F(a) ve H(B) gruplarinin alt gruplar1 oldugundan V(a, ) €A X B i¢in
F(a) N H(B), Gnin devirli bir alt grubu olur. Bu yiizden (H, A X B), G tizerinde devirli

bir esnek gruptur.

Teorem 4.2.7. (F,A) ve (H,B), G grubu tizerinde devirli esnek bir grup ve AN B = @
olsun. (F,A) U (H,B) de G grubu iizerinde devirli esnek gruptur.

Ispat: C = A U Bolmak iizere (F,A) U (H,B) = (G, C) seklinde gosterilsin. Buna gore
iki esnek kiimenin birlesimi asagidaki gibi tanimlanir. A N B = @ oldugundan VceC
icin,

F(c) ce€A\B

Gle) = {H(c) ceB\ A

Bu durumda ceA \ B igin G(c) = F(c) olur. F(c) esnek devirli bir grup oldugundan
G (c) de esnek devirli grup olur. ceB \ A i¢in G(c) = H(c) olur ve H(c) esnek devirli
bir grup oldugundan G (c) de esnek devirli bir grup olur.
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Teorem 4.2.8. (F,A)ve (H,B), sirasiyla G ve K iizerinde m ve n mertebeli iki devirli
esnek grup olsun. m ve n sayilar1 aralarinda iki asal say1 ise (F,A) X (H, B) de devirli

esnek gruptur.

Ispat: (m,n) = lolsun. Langrange Teoremine gore Vx €A ve VyeB icin |F(x)||m ve
|H(y)||n dir. (m,n) = 1 oldugundan |F(x)| ve |H(y)| aralarinda asaldir. Bu nedenle
V(x,y)eA X B igin, F(x) X H(y) de devirli esnek bir gruptur. Boylece ispat

tamamlanmis olur.
4.3. Esnek Devirli Kodlar

Bu bolimde devirli kodlarm esnek kiimeler tizerine uygulamalari ¢alisilmis olup devirli
kod yapilarinin ¢esitli ozellikleri esnek kiimeler {izerinde tanimlanmistir. Oncelikle
devirli esnek kod tanimi verilecek ve bu tanim kullanilarak bazi cebirsel 6zellikler ifade
edilecektir. Bu boliim boyunca A kiimesi iirete¢ polinomlarin kiimesini ve g(x) tireteg

polinomunu goésterecektir.

Tamm 4.3.1. U evrensel polinomlarin kiimesini gostersin A € U olsun. Buna gore
asagidaki gibi tanimlanan kiimeye esnek devirli kod kiimesi denir.
i=01,..,n—11iin
F:A—P(U)
gx)—>F(g(x)) =< xig(x) > mod(1 + x™)

Devirli esnek kod kiimesi (F, < x!g(x) >) seklinde gosterilir.

Ornek 4.3.2. A = {1 + x2,1 + x} tirete¢ polinomlarm kiimesi olsun. Sirasiyla n = 4,3
icin A kiimensin polinomlar1 tanimlansin. Buna gore esnek devirli kodlar asagidaki

tanimlanir.
F:A—P(U)

1+ x2>F(1+x%) =<x'(1+x?) >mod(1+x%),i=0,1,2,3
1+x—>F(1+x)=<x'(1+x)>mod(1+x3),i=0,1,2

(F,4)
= {{0,1 +x2x+x314+x3x2+x31+x,1+x%2+x+x3L{1+x,x+x%1
+x2,0}} = {{0000,1010,1001,0011,1100,0101,0110,1111}, {000,110,101,011}}
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Bu bolim boyunca U evrensel kiimesi ile E parametrelerin kiimesi ayni1 kiime olarak

almacaktir.

a(x) =ag+ a;x + -+ aypx™ polinomu ile (F,A) esnek devirli kodunu g¢arpmak
demek F(x) € (F,A) i¢in a(x)F(x) = {a(x)f;(x): fi(x) € F(x)} anlamma gelir.

a(x)F (x) polinom kiimesinin derecesi asagidaki gibi ifade edilir.

der(a(x)F(x)) = max {der(a(x)f;(x)): fi(x) € F(x)}

Teorem 4.3.3. (F,A) esnek devirli kod olsun. VF(x) € (F,A)ve herhangi bir a(x)

polinomu i¢in a(x)F(x) mod(1 + x™), (F,A) nin elemanidir.

Ispat: (F, A) devirli esnek kod olsun. F(x) € (F,A) ve a(x) elemanmni tanimlayalim.
F(x) ={fi(x):i € N} ve a(x) =ay +a;x + -+ axt  seklinde olsun.
der(a(x)F(x)) = max{der(a(x)fl- (x): fi(x) € F(x)}} = m diyelim

der(a(x)F (x)) = m olsun. Bu durumda iki se¢enek vardir.

1.m < n olsun. Bu durumda a(x)F(x), F(x) in elemani olacaktur.
2.m =2 n durumu mevcuttur. Bu durumda m = nq +r olacak sekilde q,7 € Z
tamsayilar1 vardir. Bolme algoritmasindan bildigimiz gibi r < n olacaktir. ng

ifadesi mod(1 + x™) i¢in 1 e denk oldugundan x” € F(x) olacaktur.

Klasik kodlarda her devirli kod bir lineer koddur. Bu durum esnek devirli kodlar i¢inde

asagidaki durumu ifade eder.
Teorem 4.3.4. Her esnek devirli kod bir lineer koddur.

Ispat: (F, A) esnek devirli bir kod olsun. Bu durumda F(x) € (F, A) olsun. (F,A) nin

esnek lineer devirli bir kod olabilmesi i¢in asagidaki sartlar1 saglamasi gerekmektedir.

l. a(x)=ay+a;x+ -+ a,x™ polinomunun kod olarak ifade sekli

(apay ...ay) dir.
(apay ...a,) € F(x) © (aapaq ... Apy_q) € F(x)

2.f;(x) € F(x) ve f;(x)* € F(x) olsun. Bu durumda f;(x) + f;(x)* € F(x)
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Buradan da goriildiigii gibi her F(x) devirli kodu lineer bir koddur. (F, A) esnek lineer
devirli bir koddur.

Teorem 4.3.5. (F, A) esnek devirli kod kiimesinin her elemaninin tireteci tekdir.

Ispat: g,(x),g,(x) ; F(x)in iki iirete¢ polinomu ve deg(g1 (x)) = deg(g2 (x)) =k
olsun. Her bir F(x) eleman: lineer oldugundan g(x) + g,(x) de F(x) kiimesinin bir
elemani olur.deg (g;(x) + g,(x)) < deg {g,(x), g,(x)) esitsizligi vardir. Bu iireteg

polinomun en kii¢lik dereceli polinom olmasi gerekliligi ile celisir.

Teorem 4.3.6. (F,A) esnek devirli kod olsun. VF(x) € (F,A) i¢in |F(x)| =

21<x'g (0> gjr.

Ispat: | < x'g(x) > | = nolsun. |F(x)| bulmak i¢in simdi asagidaki permiitasyon
yontemini uygulayalim. [F(x)| = (7)) + (1) + -+ () = 2"olur.

Idempotent polinom, kodlar i¢in 6nemli bir kavramdir. Burada idempotent polinomlarin
esnek kiimelerde ki uygulamalar1 incelenip esnek gruplarin mertebelerinin bulunma

yontemile ¢esitli kuvvetleri incelenecektir.

Tammm 4.3.7. U = {0,1,2,,..,n — 1} olacak sekilde N dogal sayilar kiimesinin bir alt
kiimesi olsun. A = {Z,:n € N} olmak {izere bir F doniisiimii F(Z,,) = {f(i):Vi € Z,,}

seklinde tanimlansin. Buna gore
F:A- PU)
Z, > F(Z,) ={2).i(modn):j =0,..,7,1 = 2"mod(n)}

olsun. a; € {0,1}icin Yjef(p) a;x) seklinde yazilan F(x) kiimesine idempotent

polinom kiimesi ve (F, A) esnek kiimesine ise esnek idempotent polinom kiimesi denir.

Ornek 4.3.8. A = {Z3,7Z,} ve U evrensel kiimesi dogal sayilar kiimesi olmak {izere f

doniistimiint tanimlayalim.
F:A- P(U)

Zy = F(Z3) = {£(0}, £ (1), £ (2)}
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Z; = F(Z;) = {£(0}, (1), £(2), f(3), f(4), f(5), £ (6)}

Bu durumda yukaridaki kiimeyi yazarsak {{{0}, {1,2}}, {{0}, {1,2,4}, {3,5,6}}} seklinde

olacaktir. (F, A) esnek idempotent polinom kiimesini yazarsak asagidaki gibi yazilir.
(F,A4) = {{apx® + a;(x + x2)}, {aox® + a; (x + x2 + x*) + ay(x3 + x° + x©)}}

={{0,L,x+x31+x+x2}L{0,,x+x?+xtx3+x5+x%1+ x+x%2+
xt 1+ 23+ x>+ x8x+x2 4+ x*+x3 +x° +x6}).

Esnek idempotent polinomlar tizerinde bazi islemler asagidaki gibi yapilir.

1. ebobF(x;) = {g;(x):i € N},
2. 1+ (F, A ={1+f;(x0):fi(x) € (F, A},
3. Bir esnek idempotent polinomun 2. kuvveti Tanim 4.1.17 kullanilarak

yapilir.
Esnek idempotentpolinomlarin bazi 6zellikleri asagidaki gibi yazilabilir.

1. (F,A)esnek idempotent polinom olsun. 1+ (F,A) da esnek bir idempotent
polinomdur.

2. (F,A)esnek idempotent polinom olsun. VF(x) e (F,A)i¢in F(x)? = F(x?) =
F(x) mod(1+ x™).

3. (F,A) esnek idempotent polinom olsun. A = {g;(x): i eN}iirete¢ polinomlarin

kiimesi ebob(F(x),1 + x™) = g;(x).
Ornek 4.3.9. Ornek 4.2.8. kullanarak yukaridaki 6zelliklerin var oldugunu gosterelim.

1. 1+(FAD={01,1+ x+x%x+x2},L{0,1,1+ x+x?+x*1+ x>+
x>+ x6x+x2+xtx3+ x5+ x81+x+x%2+x*+x3+x° +x}}
olur. Buda (F,A) esnek idempotent kiimesine esit oldugundan yine 1 +
(F, A) idempotent polinomdur.

2. (F,A*={{011+ x+x3x+x?L{01,1+ x+x2+ x4 1+ x> +x°+
X6, x +x2 4+ xhx3 + x5+ 161+ x+x2+xt +x3 + x5+ x8}} = (F,4)

oldugundan (F, A)? idempotent polinomdur.
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4.4. Esnek Dual Devirli Kodlar

[2] Devirli kodlarda bir kodun dualini bulmak istiyorsak herhangi bir a(x) ve b(x)

polinomlarm vektorel hali a ve b olarak olsun.
a.b=0= n(a).n(b) =0

oluyorsa bu durumda a ve b vektorleri birbirinin duali denir. Yukarida verilin bu ¢carpim
su sekilde ifade edilir 7(a). 7(b) = a;b; + ayb, + -+ + apb, + agby = a.b = 0 dir.
C =< {v, 7(v), ..., 7(W)" 1} >olsun. i = 0,1,..,n — 1 icinueCt ise ©Z(v).u=0.

Ayrica ueC* icin 7(u) € C* oldugundan C* de devirlidir.

Lemma 4.4.1. [2]a(x), b(x) ve b'(x) = x"bx~*(mod 1 + x™) polinomlarin vektorel
hali a, b veb” olarak gosterilmek iizere bu durumda kodlar arasindaki duallik k =

0,1,...,n — 1 icin asagidaki gibi tanimlanir.
a()b(x)mod(1+x") =0 e 74(a)b =0

Teorem 4.4.2. (F, A) ve (G, B) esnek devirli kodlar olmak iizere bu iki esnek devirli

kodun dual olmasi i¢in gerek ve yeter sart asagidaki gibi ifade edilir.
(F,A)*=(G,B) ® At =B
olmasidir.

Ispat: =) Kabul edelim ki (F,A)* = (G, B) ve A* # B olsun. A = {g;(x):i =1, ...,n}

ve B = {g;(x):i = 1, ...,n} olarak tanimlayalim.
(F,A) = {F(x;):F(x;) =< x"g;(x) > i=1..n}
(G,B) = {F*(x)): F*(x;) =< x"g;(x) >,i=1..n}

olur. Yukaridaki kabuliimiizden gi(x) # g;(x) oldugundan F;*(x) # F;(x) olur. Bu
durumda (F, A)* # (G, B) olur. Bu ise kabuliimiizle celisir. Boylece (F,A)* = (G, B)

oldugu goriilir.
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<) Kabul edelim ki A* =B ve (F,A)* # (G,B) olsun. A = {g;(x):i=1..n} ve
B ={g;(x):i = 1...n} olarak tanimlayalim. Bu durumda g;'(x) = g; (x) olacaktir. Bu
ise (F, A)* # (G, B) olmasit ile ¢elisir. Boylece (F,A)* = (G, B) dir.

Ornek 4.4.3. Yukaridaki o6rnek 4.3.2 teki devirli esnek kod kiimesini kullanalim.
A = {1+ x?% 1+ x} iireteg polinom kiimesi ve A+ = {1 + x%,1 + x + x?} i¢in(F, A) ve
(F, A)* esnek kod kiimesi asagidaki gibi yazilir.

(F,A) = {{0000,1010,0101,1001,0011,1100,1111},{110,011,101,000}}
(F,A)* = {{0000,1010,0101,1001,0011,1100,1111}, {111}} seklinde olur.

Esnek devirli kodlar tizerinde esnek kiimelerin bazi temel kavram ve 6zellikleri ifade
edilmistir.

Tanim 4.4.4. (F,A) ve (G,B) iki esnek devirli kod kiimesi olmak ilizere A C B ise
(F,A) c (G,B) olur. (F,A) devirli esnek kod kiimesine (G,B) devirli esnek kod

kiimesinin alt kiimesi denir.

Tamim 4.4.5. (F,A)ve (G,B) iki esnek devirli kod kiimesi olmak {izere A = B ise
(F,A) = (G,B) olur.

Tanim 4.4.6 A iirete¢ polinomlarinin kiimesi olmak tizere —A = 1,, — A seklinde ifade

edilen kiimeye A kiimesinin degili denir.
Onerme 4.4.7. Asagidaki 6zellikler saglanir.

1. |—(AUB)=|—AU|—B
2. I_(I_A) =A
3. r(ANnB)=rANrB

Tanim 4.4.8. Esnek devirli bir kod olan (F, A) kiimesinin tiimleyeni(F, A)¢ seklinde

gosterilir ve asagidaki gibi tanimlanir.

(F,A)¢ = (F¢,—A) dir.

49



Ornek 4.4.9. Ornek 4.3.2 teki iirete¢ polinomlar kiimesini kullanalim. 4 = {1 + x2,1 +
x} igin A = {1+ x?,1+ x} = {1010,110} kiimesinin degili —A = {0101,001} olur.

Bu durumda

F:A—P(U)
1+ x2>F(1 +x%) =< x'(1+x?) >mod(1+x*),i=0,1,2,3
1+x—>F(1+x)=<x'(1+x)>mod(1+x3%),i=0,1,2

(F,A) = {{0,1+x2,x+x3,1 +x3x2+x314+x1+x2+x+x3L{1+xx

+x2,1+x2,0}}
(F¢,~A) = {{0000,1010,1001,0011,1100,0101,0110}, {000,110,101,011}}

Tanimm 4.4.10. (F, A) ve (G, B) esnek devirli kodlar olsun. (H, C), (F, A) ve (G, B) nin
birlesimi C = A U B olmak lizere Ve € C i¢in

F(e) e€e A—B
H(e) = G(e) eeB—A
F(e)uG(e)ee ANB

seklinde tanimlanir.
(F,A) U (G,B) = (H, () seklinde de gosterilir.
Onerme 4.4.11. (F, A) esnek devirli kod olmak tizere asagidaki 6zellikler saglanir.

1. (F,A) U (F,A4) = (FA),
2. ((F,A) U (G,B))° = (F,A)° U (G B,
3. (F,AAU((G,B)U(H,C))=((F,AU(GB))UH,C),

Ispat: Yukaridaki ifadeler Tanim 4.4.9 ve Tanim 4.4.10 kullanilarak kolayca ispat

edilir.

Teorem 4.4.12. (F,A),(H,B) esnek devirli kodlar olsun. A N B # @ olmak tizere
(F,A) U (H, B) esnek devirli koddur.
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Ispat: (F,A)U (H,B) = (U,C) olsun. C=AUB # @ oldugundan Vx € C igin
XxX€EA—B , x€B—A veya xEANBdr. x€ A—B ise U(x) = F(x) olur. Bu
durumda U(x) esnek devirli koddur. x € B — Aise U(x) = H(x) igin durumda U(x)
esnek devirli koddur. U(x) € (F,A) n (H,B) olmak iizere bu durumdaU(x) esnek
devirli koddur.

4.5. Esnek Devirli Kodlarin Hamming Kodlar Uzerine Uygulamalan

Bu boliimde esnek devirli kod tanimi kullanilarak esnek devirli kodlarin iirete¢ matrisler
insa edilmistir. Ayrica bu iirete¢ matrisler yardimi ile bir hamming kodun nasil elde
edilecegi konusunda teoremler verilmistir. Bu teoremler sayesinde elde edilen yeni
kodun uzunlugu, tabanindaki eleman sayis1 ve minimum uzakligmin nasil hesaplanacagi

hakkinda bazi metotlar gelistirilmistir.

Tamm 4.5.1 (F,A) esnek devirli bir kod olmak tiizere F(x;) € (F,A) i¢in F(x;)
kuimeleri (n;, k, d;) seklinde tanimlansin. Buna goére (F, A) esnek devirli kodun treteg

matrisi G (g 4y olarak gosterilir ve i = 1...m i¢in asagidaki gibi tanimlanur.

Gra) = (G| Griep | |Grexy)

Ornek 4.5.2. A= {1,1+ x + x?} olsun. Bu durumda n = 4 i¢in esnek kiime iizerine

tanimladigimiz esnek devirli kod yapisini belirleyelim.
F:A—- P(U)
1->F(1)=<x'(1)>n=4
14+x+x2>F(Ql+x+x3)=<x*A+x+x¥)>n=4
Buna gore esnek devirli kod asagidaki gibi bulunur.
(F,A ={{<1+x+xx+x2+x31+x24+x31+x+x3>}{< 1,x,x%x3>}}

Boylece tirete¢ matris
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100 01 0 1 1
. —[0 1001 101
FD=10 0 1 0of1 1 1 0
000 1lo 1 1 1

olarak olusturulmustur.

Bu elde edilen iirete¢ matris genisletilmis hamming kod olarak bilinen (8,4,4) kodudur.

Teorem 4.5.3. (F, A) esnek devirli bir kod ve Gz 4) esnek devirli kodun iirete¢ matrisi
olsun. F(x;) € (F,A) i¢cin F(x;) kodlar1 (n; k,d;) seklinde gosterilsin. (F,A) nin
lirete¢ matrisi Gg 4y olan (ny +ny + -+ ny, k,d 2 d; +d; + -+ dy,) koddur.

Ispat: G(r ) Ureteg matrisinin olusturdugu kod kiimesinin her bir elemaninin

uzunlugunun n; +n, + -+ n,, oldugu ve tabanindaki eleman sayisinin k oldugu

aciktir.

Bir lineer kodun minimum uzakhigi kod igerisindeki sifirdan farkli en az agirlikli kod

kelimesi oldugu bilinmektedir. Simdi y € FX elemanmi alalim. Buna gore
YGray = Y(Grexp|Grixep | - |Grexy)

Y Grap|YGrap| + 1YGRx))

elde edilir. Bu durumda iirete¢ matrislerin matrisi olan

Gr,a) = (Grep |Gy | - 1GRex,)

matrisinin ~ elemanlar1  yeni  olusturulacak  kodun {irete¢  matrisi  olur.
YVGrap|YGrxp| -+ 1YGE(x,y) de bu kodun elemani oldugu bilinmektedir. Bu elde
edilen kodun minimum uzaklhg: en az d; + d, + -+ + d,,, kadar olur. Ciinkii en az bir
kod kelimesinin agirhgi d; +d, + ---+ d,,; dir. Sonug olarak yeni elde edilen kodun

minimum uzakhgi d > d; + d, + -+ + d,, olmalidur.

Asagidaki teoremde yukaridaki gibi tanimlanan devirli esnek kodun {irete¢ matrisinden
elde edilen kodun uzunlugu, minimum uzaklig1 ve tabandaki eleman sayilarinin nasil

tanimlanmasi ile ilgili baska bir teorem daha ifade ve ispat edilmistir.
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Teorem 4.5.4. (F,A) esnek devirli bir kod ve G g 4y esnek devirli kodun tirete¢ matrisi
olsun. F(x;) € (F,A)i¢cin F(x;) kodlar1 (n; k,d;) seklinde tanimlansin. G 4 lireteg
matrisli kod (n; + ny, + -+ n,, k,d = dy +d, + -+ d,;,)" € esit bir kod kiimesidir.

fspat.'
X1 Y1 - 2
_( X2 Y2 - Z2
G =\ T
Xy YV - Zg nxk

wt(xqlyp] oo z) = we(xy) + wt(yy) + 4+ wt(zy) = dy+dy +ds + -+ d,y
wt(x,|ys| ... 25) = wt(xy) + wt(y,) + -+ wt(zy) =d, +dy +ds+ -+ dp,
Wt(xk1|yk2| o |2i,) = Wt(xkl) + Wt(ykz) + -+ wt(z,) =2dy+dy+ds++dy

Esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa

wt(xeq |yl o 1z) + wt(xy|yy| o lzp) + -+ wt eyl - 2) = kdy + kdy + -+
kd,,,buradan anlasildig: gibi

wt(xq|ysl ... 1z1) = d,

wt(x; |y, .. 122) = d,

wt (x| yil ... |2zx) = d.
Esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa

wt(xq |yl o 1z) + wt(xy |yl o zy) + -+ wt (x| yil ... 12,) = kd  oldugu  agiktir.

Yukaridaki esitsizlikte yerine yazarsak ifadeyi

kd > kdy + kd, + - + kd,,,
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d2d1+d2+d3+"’+dm

Yeni liretilen ve {irete¢ matrisi G(g 4y olan kodun minimum uzakli1 hesaplanmustir.
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BOLUM 5

(2—1) 'DEN DAHA AZ VEYA ESIT SAYIDA VE SADECE TEK
SAYILARDAKI HATAYI DOGRULAYAN ESNEK KODLAR

Bu boliim de 4. Boliimde tanimlanan esnek lineer devirli kodlardan farkli olarak lineer
olmayan kodlar ¢alisilacaktir. Esnek kiimeler tizerine kod sistemleri tanimlanarak bir
carpim iglemi verilmis ve bu islem ile kodlama yapma algoritmasi tanimlanmistir.
Verilen bir mesaj kiimesinin kodlandiktan sonra kodlanan kelimelerin ¢6ziilip mesaj
kiimlerinin elde edilmesi yontemleri olusturulmustur. Kodlanan kelimelerin transferi
sirasinda olusan hatalarin belirlenmesi ve ¢6ziilmesi i¢in bir algoritma belirlenmistir.
Ayrica esnek kiimeler {lizerine tanimlanan bazi tanimlar esnek kod yapisi tizerinde de
ifade edilmistir. Bu bolimiin son kisimda ise bir ornekle kodlama teorisinin temel
mantig1 olan hata bulma algoritmasinin calistig1 gosterilmistir. Bu boliim boyunca U
evrensel kiimesi kodlarin kiimesi, n ise bir kodun uzunlugunu ve w kodun agirhigini

gosterecektir.
5.1.Esnek Kodlar

Tanmm 5.1.1. U vektorlerin kiimesini gostermek tizere P(U), U nun kuvvet kiimesi
olsun. E kod kelimelerinin agirhigmi gostersin ve A € E olsun. Buna gore
F:A— P*(U) seklinde bir esnek kod yapist asagidaki gibi tanimlanir ve (F,A)y
seklinde gosterilir. Burada P*(U), kuvvet kiimesinin bir alt kiimesi, w, Vx € A i¢in

kodun agirhigini, n ise kodun uzunlugunu gostermektedir.
(F,Ay={(w,F(w),n):e €A }.

Ornek 5.1.2. (F,A)Y esnek bir kod olmak iizere U evrensel kiimesi asagidaki gibi
tanimlanir. U = {0, 1,00,10,01,11,000,100,010,001,110,101,011,111 ...} n=3,4A =
{1,2}, E = {1,2}i¢in P(U) kuvvet kiimesinin bir alt kiimesi asagidaki gibi tanimlansn.

P*(U) = {{000,100,010,001,110,101,011,111}} boylece esnek kod yapisi asagidaki
gibi ifade edilir. (F, A)¥ = {(1,{100,010,001},3), (2,{110,101,011},3)}.
Tamim 5.1.3. U tizerinde bir esnek kod yapisi olan (F, A)y kodu i¢in;
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1. A={0}ise (F,A); yapisina sifir esnek kod denir. (F, A)y = 0,, seklinde
gosterilir.
2. A= Nise(F,A)y yapisina evrensel esnek kod denir. (F,A)y = F}' seklinde
gosterilir.
Tamim 5.1.4. U evrensel kiimesi tizerinde (F,A)Y , (F,B)y ve (F,C)y esnek kodlar
olsun .
1. B € A ise (F,B)Y esnek koduna (F,A)) esnek kodunun alt kodu denir ve
(F,B)y € (F,A); seklinde gosterilir.
2. A= Bise (F,B)Y esnek kod yapisi (F,A)y esnek koduna esittir (F,B)y =
(F, Q)Y seklinde gosterilir.

Tanmm 5.1.5. (F,A)Y,(F,B)¥, (F,C)Y U iizerinde esnek kodlar olsun. Buna gore
asagidaki tanimlar verilebilir.
1. C = AU Bolmak iizere (F,C)¥ ne koduna (F,A)¥ ve (F,B)Y, iki esnek
kodun birlesimi denir.
(F,A)y u (F,B)y = (F,C)y
seklinde gosterilir.
2. C =ANB igin, (F,C)Y ne koduna (F,A)Y ve (F,B)Y, iki esnek kodun
kesigimi denir.
(F,A)y n(F,B)y = (F,C)y
seklinde gosterilir.
3. U tizerinde (F,A)Y nin komplementi (F,B)¥ = 1,, -(F, A)¥ seklinde tanimlanir
ve ((F,A)¥)¢ seklinde gosterilir.
4. (F,A)Y n (F,B)Y = @ise (F,A)Y ve (F,B)Y icin ayrik esnek kodlar denir.

Onerme 5.1.6. ((F, A)Y esnek kod olmak iizere asagidaki 6zellikleri saglanir.
L ((F,A)) = (F, Ay,
2. 0,°=1,.
Ispat:
1. (((F,A)¥))€ esnek kod yapisinin tiimleyeninin tiimleyeni (((F,A)¥)¢)¢ =
1, — ((F, A)¥)seklinde olur. Simdi de tiimleyeninin yerine yukaridaki tanim
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2.

yazilirsa ((F, A7) =1, — ((F, AN =1, — (1, — ((F,Ay)) =
((F, A)¥) elde edilir.
0,,° tanim1 yazilirsa 0,,° = 1,, — 0,, ayn1 uzunluga sahip ve sadece 1 ve 0’dan

olusan 1, ve 0,, kod kelimeleri 0,° = 1,, + 0,, = 1,, olur.

Onerme 5.1.7. (F,A)Y, (F,B)Y, (F, C)¥ esnek kodlar olmak tizere asagidaki dzellikler

saglanir.

1.
2
3.
4

fspat.'
. AUA = Aoldugundan (F,A)¥ U (F,A)Y¥ = (F,A)¥ oldugu agiktir.

4.

(F, Ay v (F,A)y = (F, Ay,

(F,An n ((F,An) =9,

(F,A)y v (F,B)y = (F,B)y U (F,A)y,

((F, A7 v (F,B)y)u (F,0 =(F,A7 v ((F,B)y v (F,O).

Esnek kod kiimesine ait olan bir F(x) elemanm alalim. F(x) € (F,A)¥ N
((F,A)¥)¢ olsun. Bu durumda F(x) € (F,A)Y ve F(x) € ((F,A)¥)¢ olur.
Boylece F(x) & (F,A)¥ olur. Bu da kabuliimiizle ¢elisir. (F,A)¥ N
((F, A7) =0.

. AUB=BUA oldugundan (F,A)¥ U (F,B)Y = (F,B)Y U (F,A)Y oldugu

aciktir.
Onerme 5.1.6 nin 3. sikkina benzer sekilde yapilir.

Onerme 5.1.8. (F,A)Y,(F,B)Y,(F,C)¥ esnek kodlar olmak iizere asagidaki gibi

verilen bazi 6zellikler saglanir.

L. (F, Ay nF A7 =(F, Ay,
2. (F,An n (F,B)y = (F,B)y n(F,Ay,
3. ((F, Ay n (F,B)y)n (F,Oy =F Ay n((F,B)y n (F,0F)

Ispat: ispat aciktir.
Onerme 5.1.9.(F, A)Y, (F,B)Y ve (F,C)Y U tizerinde esnek kodlar olsun. Bu durumda

De Morgan kanunlar1 gegerlidir.

L ((F, Ay n (F,B)p)" = ((F, A7) n ((F, B)y)",
2. ((F, A7 v (F,B))" = ((F,An)* VU (F,B)y)".

57



fspat:
L ((F, Ay n (F,B)Y) =1, = ((F, A7 n (F,B)y)
=1, = (F,Ax)n A, = (F,B)Y)
= ((F, ) n ((F,B)y)*
2. (F,ARV (F,B)) =1, — ((F,Ay U (F,B)y)))
=1, —(F,Ax) v, - (F,By)
= ((F,A)%)° v ((F, B)y)".

Onerme 5.1.10. (F,A)Y, (F, B)Y, (F, C)¥ esnek kodlar olmak iizere buna gore asagidaki
Ozellikler saglanr.
L ((F,A7 v (F,B)y)n (F,On = ((F,A7 n (F,B)y) u((F,A)n
(F, 0)y),
2. (F, AR n (F,B))u (F,0O)y =((F,Ax)v (F,O)n((F,B)y U
(F,O0).
fspat:

Ispatlar 6nerme 5.1.7 dekine benzer sekilde ispat edilebilir.

Lineer olmayan esnek kodlarin temel bazi 6zellikleri verildikten sonra esnek kodlar
tizerinde kodlamanin, kod ¢6zmenin ve hata bulma algoritmasinin temelini olusturacak

vektorel carpim tanimlayalim.

Tamm 5.1.11. Asagida gibi tanimlanan ¢arpima vektorel carpim denir. Ayrica vektorel
carpim sembolii A seklinde gosterilecektir. a = (a1a2 a]-), d = (dd, ...d;) olmak
luzere ;

(a,a, ...aj)A(dldz wd) = {(max {a;,d;}max {a,,d,} ... max {ay,d;}), (max
{az, diymax { ay, dy} ...{max { ay, di} )... (max{a;d}, max {a;,d,} ... max

{a;, di}).
Tanmm 5.1.12. (F, A)Y, (F, B)¥ esnek kodlar olmak iizere. Tanim 5.1.10 vektorel ¢arpim

islemini kullanarak elde edilien esnek kod kiimesine kodlanmis esnek kod kiimesi denir.

Vektorel carpimin tanimlandigi iki esnek kod kiimesinden biri mesaj kiimesi olarak
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adlandirilirken bir digeri ise kodlama kiimesi olarak adlandirilir. Mesaj kiimesiM ile

kodlama kiimesi ise E ile gosterilir. 1,, herhangi bir kodlama isleminde kullanilmaz.

Ornek 5.1.13. Mesaj kiimesi ve kodlama kiimesi olarak asagidaki iki esnek kod

kiimesini belirleyelim.
(F,A)2 = {(2,{1100,1010,1001,0110,0101,0011},4)}
(F,A)3 = (0,{000},3)

Vektorel ¢arpimi islemini uygularsak;

MAE =
{(6,{111111000000, 111000111000,000111000111,000111111000,000000111111},12)}

esnek kod kiimesi elde edilir. Bu kod (F, A)% mesaj kelimesinin(F, A)3 kodlanmasi ile elde

edilen kod kiimesidir.

Kod ¢6zme algoritmasi vektorel ¢carpim isleminin ters islemi ugulanirsa esnek kodlarda

kod ¢6zme (decoding) islemi gerceklestirlir.

Ornek 5.1.14. Ornek 5.1.12 goz oniine alalim. Bu durumda M mesaj kiimesinin
elemanlarini bulalim. M mesaj kiimesinin herhangi bir elemanmi {xyzt} olarak

distinelim. E'esnek kod kiimesi ile vektorel ¢arpimini kullanirsak m € Migin

.mAE = {(6,{111111000000},12)} dir. Buna gore
{xyzt}A{000} = {111111000000}

x A{000} = 111 » x =1

y A{000} = 111 » y = 1

z A{000} = 000 - z = O

t A{000} = 000 -t =0
{xyzt}A{000} = {111000111000}

x A{000} = 111 » x =1

y A{000} = 000 >y =0
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zA{000} =111->2z =1
t A{000} = 000 - t =0
{xyzt}A{000} = {000111000111}
x A{000} =000->x = 0
y A{000}=111>y =1
z A{000} =000—->2z=0
t A{000} = 111 » t =1
{xyzt}A{000} = {000111111000}
x A{000} =000—>x =0
y A{000} =111 >y =1
zA{000}=111->2z=1
t A{000} = 000 - t =0
{xyzt}A{000} = {000000111111}
x A{000} =000->x =0
y A{000} =000 >y =0
zA{000}=111>2z=1
t A{000} = 111 » t =1
¢Oztimi elde edilir.

5.2. (g — 1)’den Daha Az veya Esit Tek Sayilarda Hata Dogrulayan Esnek Kodlar

Lineer olmayan esnek kodlarda hata dogrulama algoritmasini vermeden once hata

dogrulama algoritmasinda kullanilacak olan bazi teoremleri ifade ve ispat edelim.

Teorem 5.2.1. Ayni uzunluk ve agirliga sahip esnek kodlarin minimum uzaklig: 2°dir.
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Ispat: x ve y F(x)’in birer elemani olsun. Bu durumda d(x,y) minimum uzakhg i¢in

iki durum vardir. d(x, y) ya cift yada tek olmalidir.

1. d(x,y) minimum uzaklidi tek olsun. Bu durumda d(x,y) = 2n+ 1 olarak
alalim. Fakat bu durum kodlarin ayni agirlikta olmasi durumu ile ¢elisir. Yani
w(x) # w(y) olacaktir. Bu bir ¢eligkidir. Yani d(x, y) = 2n + 1 olamaz.

2. d(x,y) minimum uzaklig: ¢ift olsun. Bu durumda d(x,y) = 2n olarak alalim. O
zaman kodun minimum uzaklig1 bir ¢ift sayidir. Sunu biliyoruz ki esnek kod
kiimeleri ayn1 uzunluga ve ayni agirhiga sahip kodlardan olustugu bilinmektedir.
Yani kod kuimesi igerisinde 10... kod kelimesi varken O1... kod kelimesi de
bulunmak zorundadir. Minimum uzaklik tanimi geregi kodun en kiigiik uzaklhigi
her zaman 2 olmak zorundadir. Béylece kodun her zaman minimum uzakligi

2°dir.
Teorem 5.2.2. Ayni uzunluk ve agirliga sahip tiim kodlarin toplami1 ya 0,, ya da 1,, olur.

Ispat: Bu ispat1 yapabilmek icin ayni1 agirlik ve ayn1 uzunluga sahip kodlarm biitiin

dijitlerine gelen 1 semboliiniin ayn1 sayida oldugunu gostermek yeterlidir.

1. Ilk olarak birinci dijite 1 semboliiniin gelme durumunu inceleyelim. Birinci
dijite 1 gelme durumu asagidaki gibi hesaplanir.
(n—=1)!
n-1-w+!(w-1)!

2. Simdi ikinci dijite bir gelme durumunu inceleyelim. Bu durumda iki secenek
s6z konusudur.

a. 01...

(n—2)!
n=-2-w+!(w-1)!

(n—=2)!
n=-2-w+2)I(w-2)!
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Simdi iki durumu toplarsak

(n=2)! (n=2)! . (n—-1)!

(n—2-w+1)I(w=1)! (n—2-w+2)!(w=2)! (n—1-w+1)!(w—1)!

Goruldugt gibi ikinci dijitte, birinci dijitte oldugu gibi 1 gelme durumu aynidir. Simdi

birde son dijite gelme durumunu inceleyelim.

(n—1)!
n=-1-w+DI(w-1)!

Son dijjitte 1 gelme durumu diger dijitlerle aynidir.

Ornek 5.2.3. C kodunu asagidaki gibi belirleyelim ve dijitlerindeki 1’lerin sayisina

bakalim.
¢ ={110,011,101}

Dikkat edecek olursak birinci, ikinci ve tiglincii dijitlerindeki 1’lerin sayis1 aynidir. Yani

hepsi 2’dir.

Teorem 5.2.4. Vektorel ¢carpim sonucu elde edilen esnek kodlarin elemanlar1 toplami ya

0,, ‘dir ya da 1,,’dir.

Ispat: M ve E sirastyla bir mesaj kiimesi ve kodlama kiimesi olsun. M ve E esnek kod
kiimeleri M = {x; ... X5, ¥1 .V} Ve E ={a; ...ay, by ... b,} seklinde almnsin. Simdi
M esnek kod kiimesini yukaridaki vektorel carpim islemini kullanarak E kodlayici

kiimesi ile kodlayalim.

MAE = {x; ... xp,AQq ... Qp, X1 .. X Aby ... b, Y1 . Y AQq ... Qp, V1 .. Y Ay ... by}

Simdi bu elemanlarin toplamin1 agagidaki gibi yazalim.
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={xq ..XxpAQq ...y + X1 ... Xy Aby ... by + Vq Y AQq oAy + Yy . Y Aby ... by} Olur.

={(x1 .. Xy + Y1 - Y)AQ .y + (X1 . Xy + V1 - V) Abq ... by}

Sunu biliyoruz ki Teorem 5.2.2 den ayn1 agirlik ve uzunluga sahip kodlarin toplami ya
0, ya da 1, oldugu bilinmektedir. Bu durumda yukaridaki ifadeyi asagidaki gibi
yazabiliriz. (xq ..xp, + Vy; ...V,) = 0, yada 1, olacaktir. Diger taraftan (x; ...x, +

Y1 - Yn) = 0, olsun. Boylece

={(x1 .. Xy + Y1 - Y)AQ .y + (X1 . Xy + V1 - V) Abq ... by}

elde edilir.

Bu ifadenin sonucu 0, ya da 1, seklinde olacaktir. (x; ... X;, + ¥ ... ¥,) = 1,, olsun. Bu

durumda yukaridaki ifadenin sonucu 0,, olmak zorundadir. Buda ispati tamamlar.

Ornek 5.2.5. Simdi iki esnek kod secelim ve yukaridaki gibi bir vektorel carpimi

tanimlayalim.
{100,010,001}4{110,011,101} asagidaki gibi ¢arpimini hesaplayalim.

1004{110,101,011} = {111110110,111101101,111011011} kod kelimelerinin
toplamint yazalim. {111 000 000}= 150505

0104{110,101,011} = {110111110,101111101,011111011} bunlarmda toplami

yazilirsa
{000 111 000}= 031504

0014{110,101,011} = {110110111,101101111,011011111} bunlarinda toplami

yazilirsa

{000 000 111}=030315
Bu ti¢ toplam1 asagidaki gibi yazarsak

{130303, 031503, 050515}
seklinde elde edilir.

63



Kodlarin toplaminin 14 oldugu agiktir.

Bu tanim ve teoremler yardimi ile hata bulma algoritmasini su sekilde ifade edilir.

5.3. Esnek Kiimelerde Hata Bulma Algoritmasi

Asagidaki adimlar izlenerek bir algoritma verilecektir.

> » N

Esnek kodun her F(x) elemanin i¢indeki tiim elemanlar toplanir.

Bu toplam hatali ise 0,, ya da 1,,” den farkli olacaktir.

Bu toplam ile 0,, ya da 1,, arasindaki minimum uzakliga bakilir.

Bu toplamm minimum uzakliginin 0, ya da 1, nin hangisine yakin oldugu
belirlenir.

Hatali olan eleman, elde edilen toplamm yani 0, ya da 1, ’nin uzaklhigindan
farklidir.

Hatali eleman bulunduktan sonra hatali olmayan tiim elemanlar toplanir.

Hatali olmayan elemanlarin toplamindan elde edilen sonug¢ ile 0,, ya da 1,

toplanir hatali eleman dogrulanir.

Ornek 5.3.1. Simdi asagidaki gibi esnek kod kiimelerinin vektorel carpimini yazalim.

Bozuk eleman asagidaki gibi 010001011 bir eleman olsun.

{111110110, 111011011, 111101101, 110111110, 010001011, 101111101, 110110111,
011011111, 101101111}

. Once elemanlari toplayalim. Elde edilen sonu¢ {110001111}.

Kodun 0, ya da 1,, ‘e yakin olduguna bakalim.
d(110001111,111111111) = 3
d(110001111,000000000) = 6

Kod elemanlarmin toplam1 111111111 olmak zorundadir

Simdi kod elemanlarmi tek tek 111111111 ile karsilastiralim.
d(111111111,111110110) = 2

d(111111111111011011) = 2
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d(111111111,111101101) = 2
d(111111111,110111110) = 2
d(111111111,101111101) = 2
d(111111111,110110111) = 2
d(111111111,011011111) = 2
d(111111111,101101111) = 2

d(111111111,010001011) = 4 ( hatali kod kelimesi )

. Hatali olmayan kod kelimelerini hepsini toplarsak 100000100 elde edilir.

Simdi tiim kod kelimelerinin toplamini yazarsak dogru kod kelimesini

111111111+100000100 =011111011 seklinde bulunur.
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6.BOLUM

SONUC VE ONERILER

Hata dogrulama kod teorisi 1948 yilinda Claude Shannon’un “A Mathematical Theory
of Communication” makalesi ile birlikte cebirsel yapilari iceren matematiksel teorilerde
kullanilmaya baslanmistir. 1948 yilinda ortaya atilan bu teori gilinlimiizde bir¢ok
bilgisayar sisteminin yapisinda iletisim araglarinda kullanilmaya baslanmistir. Bir
guriiltiili kanal tizerinde bilginin daha giivenilir iletimi i¢in yapilan kodlama ve kod

¢o6zme teknikleri bugiin hayatimizda ¢ok biiylik 6nem teskil etmektedir.

Bu tezde, esnek kiimeler kullanilarak devirli esnek gruplar insa edilmis ve bu gruplarla
devirli esnek kodlar tanimlanarak cesitli sonuc¢lar elde edilmistir. Bir, iki ve ti¢linc
boluimlerde esnek kiimeler, esnek cebirsel yapilar, kodlar ve devirli kodlarla ilgili

literatiir calismasi yapilmistir.

Dordincti boliimde bir esnek kiimenin kuvveti, mertebesi, esnek grubun mertebesi,
devirli esnek gruplar ve esnek kiimeler {lizerinde insa edilen devirli esnek kodlar

olusturulmus bu kavramlara ait sonuglar elde edilmistir.

Devirli esnek kodlarin tanimi kullanilarak yeni bir iirete¢ matrisi elde edilmis ve bu

matrisin hamming kodlarla arasindaki iligkiler incelenmistir.

Besinci boliimde ise, esnek kiimeler tizerinde vektorel carpim tanimlanmis ve bu carpim
kullanilarak lineer olmayan kodlar elde edilmistir. Ayrica bu metot i¢in kodlama ve kod
¢6zme algoritmasi gelistirilmistir. Ozellikle kurulan algoritmanin bilgisayar programlari

tizerinde uygulanabilirligi gozetilmistir.

Sonug olarak esnek kiimeler yardimi ile elde edilen esnek devirli kodlardan Hamming
kodlarin elde edilis yontemi ile golay kodlar gibi devirli kodlarinda elde edilebilecegi

distiniilmektedir.
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