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OZET

Bu tez calismasinda, Lie-grup yontemlerinden Magnus ve Diizeltilmis Magnus seri
acilim yoOntemlerinin bazi adi diferansiyel denklem sistemleri iizerindeki etkisi
incelenmigtir. Magnus ve Diizeltilmis Magnus seri a¢ilim yontemlerinin lineer stiff adi
diferansiyel denklem sistemlerine, periyodik baslangic deger problemlerine ve 6zel
olarak lineer olmayan Liénard diferansiyel denklem sistemi ile izotermal gaz kiire
denklem sistemine uygulanmasi sonucunda etkinlikleri {izerinde g¢aligilmistir. Lineer
stiff adi diferansiyel denklem sistemleri, MG4, MG6, RK4 ve RK6 yontemleri
kullanilarak farkli h degerleri i¢in, lineer olmayan Liénard diferansiyel denklem sistemi
ve izotermal gaz kiire denklem sistemi, NMG4 yontemi kullanilarak ve Periyodik
baslangi¢c deger problemleri ise MG4, MG6, MMG4 ve MMG6 yontemleri kullanilarak

¢Oziilmiistiir. Son olarak elde edilen veriler tablolar ve grafikler halinde sunulmustur.
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ABSTRACT

In this thesis, it is examined the behaviour of the Magnus and Modified Magnus series
expansion methods, so called Lie-group methods, for some ordinary differential
equation systems. It is studied the effectiveness of Magnus and Modified Magnus series
expansion methods for linear stiff ordinary differential equation systems, periodic initial
value problems and specially nonlinear Liénard differential equation system and
isothermal gas sphere equation system. Linear stiff ordinary differential equation
systems are solved via MG4, MG6, RK4 and RK6 methods for different h values.
Nonlinear Liénard differential equation system and isothermal gas sphere equation
system are solved via NMG4 method. Periodic initial value problems are solved via
MG4, MG6, MMG4 ve MMG6 methods. Finally, results are presented with tables and

figures.
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BOLUM 1
GIRIS
Literatiirde, istatistik, biyoloji, miithendislik ve fizik gibi uygulamali bilimlerin pek
cogunda bir¢ok problem diferansiyel denklem sistemleriyle modellenerek incelenmistir.
Bu modellerin denklemlerin klasik yontemlerle tam olarak ¢oziimiinii bulmak miimkiin
degildir. Bu sebeple niimerik analizciler bazi yaklasimlar gelistirmigler ve bu tip
modelleri bilgisayar iizerinde niimerik olarak ¢ozmeyi amaglamiglardir. Niimerik
analizin en 6nemli amaci analitik ¢6ziimii bulunamayan problemlerin sayisal sonuglarini
elde etmektir. Niimerik analiz yontemleri, elde edilen ileri diizeyde matematiksel
problemleri bilgisayar programlarinin yazilmasi ve bir bilgisayar sisteminin
kullanilmas1  yardimiyla ¢6zmek i¢in kullanilir. Sayisal ¢ozlimlerin  6nemli
ozelliklerinden biri de yaklasik ¢oziim iiretmeleridir. Uretilen bu yaklasik ¢oziimler
istenildigi kadar hassas elde edilebilmektedir. Hassasiyet artirildik¢a islem adimlar: da
artmakla beraber gelistirilmis bilgisayarlar sayesinde kisa siirede sonuca

gidilebilmektedir.

Adi ve kismi diferansiyel denklem sistemlerinin niimerik ¢oziimleri ile ilgili literatiirde
oldukca Onemli c¢aligmalar bulunmaktadwr. Gerisch ve calisma arkadaglari, zaman
bagimli kismi diferansiyel denklemlerin yiiksek mertebeden lineer iki adimli sonlu
eleman yontemi ile sayisal ¢Oziimlerini incelemislerdir [1]. Kleefeld ve Martin-
Vaquero, orta zorlukta kismi stiff diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri i¢in

SERK2v3 yontemini gelistirmislerdir [2].

Literatiirde stiff adi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oztimleri bir¢ok farkli yontem
ile incelenmistir. Cavaglieri ve Bewley daha diisiik maliyetli Kapali / A¢ik Runge-Kutta
yontemlerini  gelistirerek  yliksek mertebeden stiff diferansiyel denklemlerin
simiilasyonu tizerine c¢alismislardir [3]. Abdi, stiff adi diferansiyel denklemlerin
niimerik integrasyonu i¢in 2. mertebeden genel lineer bir yontem gelistirmistir [4].
Javier ve caligma arkadaslari, Krylov alt uzaylarmni kullanarak parcali lineer bir
algoritma gelistirerek, bu algoritmay: stiff adi diferansiyel denklemlerin niimerik
coziimlerinde kullanmuglardir [5]. Jibunoh, stiff ve stiff olmayan ve lineer olmayan adi

diferansiyel denklem sistemlerinin integrasyonu i¢in iistel bir yontem gelistirmistir [6].
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Rang, geleneksel Rosenbrock—Wanner yontemlerini gelistirerek adi diferansiyel ve
diferansiyel cebirsel denklemlerin ¢oziimlerinde kullanmistir [7]. Abdi ve Hojjati stiff
adi diferansiyel denklemler i¢in Nordsieck iki tiirevli yontemlerin uygulamalarini
incelemistir [8]. Guibert ve Tromeur-Dervout, stiff adi diferansiyel ve diferansiyel
cebirsel denklem sistemlerinin niimerik ¢dziimleri i¢in “Parallel adaptive time domain
decomposition” yontemini gelistirmislerdir [9]. Stiff adi diferansiyel denklem ve
denklem sistemleri lizerine oldukca fazla ¢alismasi olan Butcher ve Podhaisky, genel
lineer yontemlerin stiff adi diferansiyel denklemler igin hata tahmini {izerine bir ¢aligma
yapmistir [10]. Beck ve calisma arkadaslari, yiiksek stiffness degerine sahip adi
diferansiyel denklemler i¢cin AMF ve Krylov yontemlerini MATLAB yoluyla
kiyaslayan bir calisma yapmislardir [11]. Hojjati ve ¢aligma arkadaslari, A-EBDF
adinda stiff adi diferansiyel denklem ve sistemleri i¢in etkin olan bir yontem
gelistirmiglerdir [12]. Loffeld ve Tokman, iistel, kapali ve acik yontemlerin stiff adi
diferansiyel denklem ve denklem sistemleri {izerindeki performanslarmi karsilastirmali
olarak inceleyen bir ¢aligma yapmislardir [13]. Aminikhah, stiff adi diferansiyel
denklem sistemleri igin birlestirilmis laplace doniislimii ve yeni bir homotopi
perturbasyon yontemi gelistirerek bu yontemlerin denklemler iizerindeki etkilerini
incelemistir [14]. Hosseini ve Hojjati, MEBDF yontemini gelistirerek stiff adi
diferansiyel denklem sistemlerinin niimerik ¢ozliimlerini bu yontem ile incelemislerdir
[15]. Celnik ve calisma arkadaslari, stiff model olan bir partikiil popiilasyon dengesi
problemi i¢in tahmin edici ve diizeltici yontem gelistirmislerdir [16]. Savcenco, stiff adi
diferansiyel denklem sistemleri icin RODAS ydntemini gelistirmistir [17]. Brugnano ve
Magherini, lineer ve lineer olmayan stiff adi diferansiyel denklem sistemlerinin son
yillardaki yakinsakliginin lineer bir analizi iizerine c¢alismislardir [18]. Bataineh ve
caligma arkadaglari, bazi stiff diferansiyel denklemlerin homotopi analiz yontemi ile
¢oziimlerini incelemislerdir [19]. Hundsdorfer ve Savcenco, stiff adi diferansiyel
denklemler i¢in ¢oklu oranli teta yonteminin analizi {izerine ¢alisma yapmislardir [20].
Ibrahim ve calisma arkadaslari, birinci mertebeden stiff adi diferansiyel denklemlerini
¢ozmek icin kapali “r-point block backward” fark formiiliinii gelistirmislerdir [21].
Tokman, yiliksek stiffness degerine sahip adi diferansiyel denklemlerin iistel yayilma
yontemi (EPI) ile etkili bir sekilde entegre edilebilecegi iizerine ¢aligmistir [22]. Wu ve
White, adi ve diferansiyel cebirsel denklemlerin ¢éziimleri i¢in sonlu fark yonteminin

farkli bir varyasyonu iizerine ¢alismislardir [23]. Ixaru ve calisma arkadaslari, birinci
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mertebeden stiff adi diferansiyel denklemler i¢in iistel olarak uyarlanmis iki adimli geri
fark formiilii algoritmasini gelistirmiglerdir [24]. Cash ve ¢aligma arkadaslari, adi ve
diferansiyel cebirsel denklemlerin niimerik ¢ozlimlerini modifiye edilmis genigletilmis
geri fark formiili ile incelemislerdir [25]. Chartier, farkli tipteki stiff denklemlerinin
¢Oziimii i¢in kosegensel Runge-Kutta yontemi lizerine c¢alismalar yapmistir [26].
Soleimani ve Weiner, stiff sistemler icin yeni bir smif kapali yontem gelistirerek bu
yontemin stiffness katsayisi yiiksek olan denklem i¢in nasil sonuglar verdiklerini
incelemiglerdir [27]. Biazar ve c¢aligma arkadaslari, stiff sistemlerin yar1 analitik
coziimleri i¢in rasyonel homotopi pertiirtbasyon yOntemini gelistirmiglerdir [28].
Rahmanzadeh ve c¢alisma arkadaslari, stiff baslangic deger problemlerinin niimerik
¢oziimleri i¢in “Rahmanzadeh-Cai-White” yontemini gelistirmislerdir [29]. Mazzia ve
Nagy, acik tipteki Runge-Kutta yontemleri igin stiffness tanilama ile yeni bir diiglim
secme stratejisi gelistirmislerdir [30]. Celaya ve calisma arkadaglari, MATLAB paket
programina ait Odel5s yontemi ile BDF-2 formiiliiniin uygulamalarini stiff denklemler
icin niimerik sonuclarin1 kryaslamiglardir [31]. Aminikhah ve Hemmatnezhad,
homotopi pertiirbasyon yontemi i¢in etkili bir modifikasyon yaparak stiff denklemlerin
yar1 analitik ¢dziimiinde daha etkili bir yontem gelistirmislerdir [32]. Rahunanthan ve
Stanescu, yiiksek mertebeden W-yontemlerini incelemis ve bu yontemin stiff adi
diferansiyel denklemler iizerindeki etkilerini incelemislerdir [33]. Xie, kapali runge-
kutta yontemleri igin gelistirilmis Newton yontemini bularak bu yontemin stiff adi
diferansiyel denklemler iizerindeki hesaplama maliyetini azaltmistir [34]. Ibafiez ve
calisma arkadaslar, BDF ve parcali lineer yontemler ile iki farkli sekilde adi
diferansiyel denklem ve denklem sistemlerinin niimerik ¢odziimlerini incelemislerdir
[35]. Abelman ve Patidar, son yillarda literatiire giren yontemlerin stiff adi diferansiyel
denklem ve denklem sistemleri lizerindeki etkilerini kiyaslayan bir ¢aligma yapmuslardir
[36]. Garcia-Alonso ve Reyes, baz1 zorlanmig stiff sistemleri ve salinim denklemlerinin
tam integrasonu i¢in yeni bir yontem gelistirmislerdir [37]. Nguyen ve calisma
arkadaglar, trigonometrik kapali Runge-Kutta yontemlerinin analizi lizerine ¢aligmalar
yapmuglardir [38]. Ferracina ve Spijker, tek tip kosegensel kapali Runge-Kutta
yontemlerinin giiclii kararlilig: iizerine ¢alismalar yapmuslardir [39]. Alvarez ve Rojo,
skaler stiff adi diferansiyel denklem sistemleri i¢in genellestirilmis Runge-Kutta
yontemlerinin yeni bir smifi iizerine ¢alismuslardir [40]. Yine Alvarez ve Rojo, ayrik

stiff adi diferansiyel denklem sistemleri i¢in genellestirilmis Runge-Kutta yontemlerinin
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yeni bir sinifi tizerine ¢aligmiglardir [41]. Hojjati ve calisma arkadaslari, stiff sistemler
icin yeni bir yontem olan iki tiirevli ¢ok adimli yontemleri gelistirmislerdir [42].
Schmitt ve calisma arkadaslari, stiff baslangic deger problemleri i¢in kapali paralel
yontemleri gelistirmiglerdir [43]. Guibert ve Tromeur-Dervout, stiff ve diferansiyel
cebirsel denklemler i¢in paralel zaman ayrimi yontemini gelistirmislerdir [44]. Sewerin
ve Rigopoulos, stiff kimyasal kinetik denklemlerinin integrasyonu igin bir yontemi GPU
tizerinde inceleyerek yontemin performansini artirmiglardir [45]. Li, lineer olmayan
kompozit stiff gelisim denklemleri i¢in kanonik euler ayirma yontemi lizerine ¢aligmalar
yapmiglardir [46]. Akinfenwa ve calisma arkadaslari, stiff sistemlerin niimerik
coziimleri i¢in stirekli blok geri fark formiilii yontemini kullanmiglardir [47]. Migoni ve
calisma arkadaslari, stiff sistemler icin lineer kapali niceleme tabanli integrasyon

yontemini kullanmiglardir [48]. Bu ¢alismalar stiff adi diferansiyel denklemleri ¢6zmek

icin farkli yontemler i¢eren niimerik ¢aligmalardir.

Son zamanlarda “Geometrik Integrasyon” olarak adlandirilan bir 6zellik olduk¢a 6nem
kazanmaya baslamistir. Diferansiyel denklemlerde en az hatayla yaklagik bir ¢6ziim
elde etmek olduk¢a 6nemli bir konu olsa da sadece yaklasik ¢oziimiin dogrulugu pek
cok fiziksel uygulamada yeterli olmayabilir. Bu nedenle elde edilen sayisal ¢oziimlerin
geometrik oOzelliklerinin de korunmasi olduk¢a Onemlidir. Geometrik integrasyon,
diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin geometrik Ozelliklerini bagarili bir sekilde
koruyan bir sayisal integrasyon yontemidir. Bu tezde adi diferansiyel denklemleri
cozebilmek icin geometrik integrasyon yontemlerinden olan Lie grup yontemleri

uzerinde durulacaktir.

[Ik olarak Lie gruplarinda adi diferansiyel denklemlerin integrasyonlar: iizerine
calismalar Sophus Lie ile baglamistir [49]. Sophus Lie 1895’ te kendisinin diferansiyel
denklemlerin integrasyonunda grup kavramini kullanan ilk kisi oldugunu iddia etmistir.
Elde ettigi yapiya “infinitesimal group” adii vermis ve daha sonra H. Weyl tarafindan
bu yapt “Lie Cebiri” olarak yeniden adlandirilmistir [50]. Lie gruplarinda adi
diferansiyel denklemlerin sayisal integrasyonu 1993’ te Crouch ve Grosmann tarafindan
ortaya ¢ikarilmistir [51]. Tezin ana konusu olan Magnus seri a¢ilim yontemi ile ilgili
calismalar ise su sekilde ilerlemistir. ilk olarak 1954 yilinda Wilhelm Magnus
tarafindan bir lineer operatdr i¢cin birinci mertebeden lineer homojen diferansiyel

4



denklem ¢6ziimiiniin bir iistel temsili ortaya ¢ikarilmistir [52]. Bu ¢alismasinda Magnus
Y’ = A(t)Y diferansiyel denkleminin ¢dziimiiniin Y (t) = e®®Y, seklinde oldugunu
sOylemis ve €Q(t) seri agilimini vermistir. Onun bu c¢alismasi ilerleyen donemlerde
“Magnus Seri A¢ilim1” olarak adlandirilmistir. 1960’ lardan beri Magnus Seri Ag¢ilimi1
fizik ve kimya gibi pek ¢ok alanlara basarili bir sekilde uygulanmis ve bu agilim lizerine
caligmalar yapilmistir. Bu alanda yapilan en 6nemli ¢alismalardan baslicalar1 Iserles,
Norsett ve onlarin ¢aligma arkadaslar1 tarafindan olusturulmustur. Onlar Runge-Kutta
Munthe Kaas, Magnus Seri A¢ilim yontemi gibi bircok yontemi gelistirmislerdir. Ayni
zamanda Airy [53], Mathieu [54] gibi bazi 6zel denklem tiplerine bu yontemleri
uygulamiglardir. 1999 yilinda, Iserles ve Norsett Lie gruplarindaki lineer diferansiyel
denklemlerin ¢Ozlimleri lizerine bir calisma yapmuslardir ve birinci mertebe lineer
homojen diferansiyel denklemi Y' = A(t)Y nin ¢6ziimiinii incelemislerdir. Ayrica Lie
tipi denklemler igin Magnus serilerine giris yapmislardir [55]. Magnus serilerinin
yakinsakligi da iizerinde uzun zamandir c¢alisilan 6nemli konulardan biridir. Magnus
serilerinin yakmsaklig1 ile ilgili yapilmis ¢aliymalardan bazilar1 su sekildedir. 1996

yilinda Pechukas ve Light [56], belirli kuantum sistemlerini ele almiglardir ve
yakinsaklik sartlarin1 bulmuslardir. 1976’ da Karasev ve Mosolova [57], r = %logZ

sinirindan bahsetmislerdir. Bu ¢alismadan hemen sonra 1977 yilinda Suzuki [58] BCH
icin bu smir1 yeniden tiiretmislerdir. Agrachev ve Gamkrelidze yaptiklar1 ¢alismada
r = 1.08688 oldugunu soylemiglerdir [59]. 1998’ de bu smir Blanes ve c¢alisma
arkadaslar1 [60] ile Moan [61] tarafindan bagimsiz olarak ve farkli yOntemler
kullanilarak yeniden kesfedilmistir. Vela, 2003 yilinda yapmis oldugu ¢aligmada yeni
bir yakinsaklik sinir1 vermistir [62]. 1991° de Chacon ve Fomenko (), i¢in alternatif bir
ifade bulmuslardir [63]. Bu ifadeyi ispatlayabilmek i¢in 7 = 0.57745 degerini
kullanmislardir. 1987 yilinda Strichartz [64], Bialynicki-Birula ve ¢alisma arkadaslari
[65] tarafindan bulunan Q, i¢in acik bir ifadeyi yeniden kesfetmis olup bu agilimi
ispatlayabilmek i¢in 7 = 1 oldugunu kabul etmistir. Sonu¢ olarak, Moan ve Oteo, buna
benzer teknikler kullanarak r = 2 sinirmi tiiretmislerdir [66]. Moan, r = m ile reel
degerli A icin gercek bir logaritmanin varlig1 i¢in bir sart elde etmistir [67]. Fakat bu
sart yapilan caliymada yeterince agik degildir. O nedenle Moan ve Niesen bu sarti
aciklamak icin 2008 yilinda bir calisma yapmislardir [68]. Casas [69], Moan ve Niesen

[68], Blanes ve caligma arkadaslar1 [60] Magnus serilerinin yakinsaklig1 iizerine yapilan
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calismalardan en 6nemlilerine sahiplerdir. 2006 yilinda Casas ve Iserles, Magnus seri
acilim yontemini lineer olmayan (nonlineer) diferansiyel denklemler i¢in incelemis ve
lineer olmayan difernasiyel denklemler i¢in bir algoritma gelistirmiglerdir [70].
Homojen ve homojen olmayan lineer siir deger ve baglangic deger problemlerini
¢ozmek i¢in Magnus seri a¢ilim yontemi Blanes ve Ponsoda tarafindan verilmistir [71].
Bu c¢aligmalara ek olarak, Diizeltilmis Magnus seri ac¢ilim yontemi {izerine pek fazla
calisma olmasa da yapilan bazi ¢alismalar su sekildedir. Magnus seri agilim ydntemi
icin diizeltilmis bir versiyon 2002 yilinda Iserles tarafindan sunulmustur [72]. Bu konu
hakkinda yapilan en onemli ¢aligmalar M. Khanamiryan tarafindan yapilmistir. 2008
yilinda, Khanamiryan, yiiksek salmimli lineer ve lineer olmayan adi diferansiyel

denklem sistemleri iizerinde ¢aligmistir [73].

Literatiirde yapilan biitiin bu ¢alismalarin yanisira tez konusunun temeli olan Magnus
seri acilim yontemleri ile ilgili yapilan 6zgiin ¢alismalar ise su sekilde siralanabilir. 1k
olarak 2015 yilinda Atay ve calisma arkadaglar1 tarafindan homojen lineer stiff adi
diferansiyel denklem sistemlerine Magnus seri agilim yontemi uygulanmistir. Bu
calismada Magnus seri acilim yonteminin farkli mertebelerinde yontemin, segilen
denklem sistemleri {izerindeki davranisi ve etkisi incelenmistir [74]. Daha sonra 2016
yilinda Atay ve c¢alisma arkadaslari homojen olmayan lineer stiff adi diferansiyel
denklem sistemleri i¢cin Magnus seri acilim yontemi tizerinde bir ¢calisma yapmislardir
[75]. Kome ve ¢alisma arkadaglar1 lineer olmayan Liénard diferansiyel denklem sistemi
ve Izotermal gaz kiire denklem sistemine Magnus seri agilim yontemini uygulanuslardir

[76].

Bu tezin amaci, lineer stiff homojen ve homojen olmayan adi diferansiyel denklem
sistemleri, Periyodik baslangic deger problemleri ve 6zel tiplerdeki lineer olmayan adi
diferansiyel denklem sistemlerine Lie grup yontemlerinden Magnus ve Diizeltilmis
Magnus seri agilim yontemlerini uygulamak ve bu denklem sistemleri iizerindeki
etkisini inceleyerek yontemlerin etkinligi hakkinda yargiya varmaktir. Yapilan niimerik
calismalar neticesinde elde edilecek olan yaklasik ¢oziimler, analitik ¢oziimlerle
kiyaslanarak bulunan hata degerleri tablolar halinde verilip daha anlagilabilir olmas1

acisindan grafiklerle gorsel olarak desteklenecektir.



Tez, bes bolim olarak tasarlanmistir. Tezin birinci boliimiinde, diferansiyel denklem ve
sistemlerinin niimerik ¢dziimleri ile ilgili literatiir taramasi verilmistir. ikinci bdliimde,
bu yontemleri daha iyi anlayabilmek adina gerekli olan temel tanimlar verilmistir. Tezin
liclincii bolimiinde, Magnus ve Diizeltilmis Magnus seri agilim ydntemlerinin elde
ediliglerinden bahsedilmitir. Dordiincii boliimde, bu yontemleri kullanarak yapilan
niimerik c¢aligmalar neticesinde elde edilen veriler tablolar ve grafikler halinde

sunulmustur. Son boliimde ise, elde edilen sonuglar ve dneriler verilmistir.



BOLUM 2

GENEL BIiLGILER

Bu boliimde tezin temel sonuclari ile ilgili diger bdlimlerde yararlanilacak temel

kavramlar verilecektir.

2.1. Temel Tanimlar
Tamm 2.1.1 (Topolojik Manifold) [77]:
M bir topolojik uzay olmak tizere
1. M bir Hausdorff uzay1
il. M ‘nin her bir agik alt kiimesi E™’ e veya E™’ nin bir agik alt kiimesine homeomorf
iii. Msayilabilir coklukta acik kiimeler ile ortiilebilir

onermelerini saglayan M topolojik uzayma n-boyutlu topolojik manifold denir.

Tamm 2.1.2 (Diferansiyellenebilirlik) [77]:
E™, n-boyutlu Oklid uzayinda U bir acik alt kiime ve f: U — E™ tanimli bir fonksiyon
olsun. f fonksiyonunun biitiin k. mertebeden kismi tiirevleri var ve siirekli ise

f fonksiyonuna C* smifindan diferansiyellenebilirdir denir.

Tamm 2.1.3 [77]: U ve V sirastyla E™ ve E™ Oklid uzaylarinda agik alt kiimeler ve

Y:U->V
x =) = (fi(x), (), oo, fu ()

bir fonksiyon olsun. i = 1,2, ...,n i¢in f;: U - R koordinat fonksiyonlar1 C* smifindan

ise 1 € C*(U,V) dir denir.

Eger C°(U,V) ={y|y € C*¥(U,V), ke N} ise f; fonksiyonlarma 1 nin Oklid

koordinat fonksiyonlar1 denir.

Tamm 2.1.4 [77]: f:R™ > R" tamimh bir fonksiyon olsun. Eger f birebir ve f~!
siirekli ise f fonksiyonuna homeomorfizm, eger f birebir ve f ~1 diferansiyellenebilir ise

f fonksiyonuna diffeomorfizm denir.



Tamim 2.1.5 (Koordinat Komsulugu) [77]:

M, n-boyutlu bir topolojik manifold ve U da E™ nin bir acik alt kiimesi olsun. Eger U
bir 1 homeomorfizmi ile M nin bir W agik alt kiimesine eslenebiliyorsa, yani
Y:UCE" > W c M homeomorfizmi varsa, (¥, W) ikilisine M de bir koordinat
komsulugu denir. Y(u) = (xl(u),xz(u) ...,xn(u)), x(w)eER, 1<i<n dir.
Burada x;(u) reel sayisma y(u) € M noktasmn i-yinci koordinati ve u;:U —» R
fonksiyonuna da u nun i-yinci Oklid koordinat fonksiyonudur. Ayrica

x; =u; o~ W > R fonksiyonuna W nin i-yinci Oklid koordinat fonksiyonu denir.

R

Tanim 2.1.5” teki Y fonksiyonu homeomorfizm oldugundan W’ nin P ve Q gibi iki

noktasi i¢in
x;(P)=x;(Q), 1<i<n=P=Q

oldugu kolayca gortiliir.

Tamm 2.1.6 [77]: M, n-boyutlu bir topolojik manifold ve W’ da M nin bir acik alt
kiimesi olsun. x;, W nin i-yinci Oklid koordinat fonksiyonu olmak iizere
x1(p), x;(p), ..., x,,(p) reel sayilarina P € W noktasmm (y, W) koordinat komsuluguna
gore lokal (yerel) koordinatlart ve W tizerinde tanimli olan (x4, x5, ..., X,,) reel degerli

fonksiyon n-lisine de (y, W) lizerindeki lokal koordinat sistemi denir.

Tanim 2.1.1 nin (iii) dnermesine gore, M bir topolojik n-manifold oldugundan M yi,
E™ deki agik alt kiimelere homeomorf olan W, agik alt kiimelerinin bir { W, } ailesiyle

ortiilebildigi i¢in agagidaki tanim verilebilir.



Tamim 2.1.7 (Koordinat Komsulugu Sistemi) [77]:

M, n-boyuthu bir topolojik manifold olsun. M’ nin bir agik Ortiisii, @ indislerinin

. . homeomorfizm
kiimesi A olmak tizere {Uzlges Ve Yo: U, € E*——— E, CE™"

homeomorfizm olsun.
(Yo, Uy) koordinat komsuluklarmin {(¥,, U,) }eea koleksiyonuna bir koordinat

komsulugu sistemi denir.

Tamm 2.1.8 (Diferansiyellenebilir Yapi) [77]:

M, n-boyutlu bir topolojik manifold ve S = {y, Wy}pea M’ nin bir koordinat
komsuluk sistemi olsun. Eger V a, € A igin W, N Wp # @, ¢qp ve Pp, fonksiyonlar
C* sinifindan diferansiyellenebilir iseler S koordinat komsuluk sistemine C smifindan
diferansiyellenebilirdir denir. Eger S koordinat komsuluk sistemi C* smifindan
diferansiyellenebilirse S koordinat  komsuluk  sistemine C*  smifindan

diferansiyellenebilir yap1 denir.

Tamim 2.1.9 (Diferansiyellenebilir Manifold) [77]:
M, n-boyutlu bir topolojik manifold olsun. M {izerinde C* smifindan bir
diferansiyellenebilir yap: tanimlanabilirse M’ ye C* smifindan difeansiyellenebilir

manifold denir.

2.2. Lie Gruplan ve Lie Cebirleri

Bir © Lie grubu ve onunla iliskili g Lie cebiri geometrik integrasyonda Lie grup
yontemleri i¢in biitiin teorilerin temeli oldugundan bunlarla alakali tanimlar konunun

kavranmasi a¢isindan oldukc¢a dnem arz ettigi i¢in temel tanimlar agsagida verilmistir.

Tamm 2.2.1 (Lie Operatorii) [78]:

V bir K cismi tizerinde vektor uzayi olsun. [,] : V X V — K doniisimii
1) [aX + bY,Z] = a[X,Z] + b[Y, Z] (2-lineerlik 6zelligi)

2) [x,Y]=-[Y,X] (Ters simetri 6zelligi)
3) [x[v. 21|+ [V, (2, X]] + [Z[X,Y]] =0 (Jacobi 6zdesligi)

kosullarin1 sagliyorsa [, ] doniisiimiine, V vektor uzayi iizerinde bir Lie operatorii denir.
10



Tanim 2.2.2 (Lie Grubu) [78]:
S diferansiyellenebilir bir manifold olsun. Eger © manifoldu G X G = & ikili islemine

gore grup yapisina sahipse S ‘ye Lie grubu denir.

Yani Lie gruplar1 ayn1 zamanda grup olan diferansiyellenebilir manifoldlardir. O halde
bir Lie grubu ayn1 zamanda bir grup, bir topolojik uzay ve bir manifolddur. Lie gruplari,
gruplarin cebirsel yapilar1 ile manifoldlarin diferansiyellenebilir geometrik yapilari
arasindaki bag gibidir. Bir S Lie grubu i¢in ¢carpma, V a,b € S elemanlar1 i¢in gruptaki

“sol” ve “sag” carpim olmak iizere iki sekilde tanimlanir. Bunlar

L,(b) =a.b, R,(b)=bh.a 2.1)

seklinde gosterilir.

Tanmm 2.2.3 [79]: M diferansiyellenebilir bir manifold ve & bir Lie grup olsun. M

tizerindeki sol Lie grup hareketi A: & X M — M diizgiin doniisiimiidiir. Yani,

Alep)=ep=p VPEM, e€G
A(g1.92.0) = Mg1,A(g2,p)), YPEM, 91,9, €S

dir. Eger yukarida verilenler sadece e € S birim elemaninin komsulugundaki elemanlar

icin saglaniyorsa A: © X M — M nin bir lokal (yerel) Lie grup hareketi denir.

Tanmim 2.2.4 (Lie Cebirleri) [78]:

g, S Lie grubunun bir reel vektor uzayi olsun. g iizerinde Lie operatorii

[.,.l:gxg—g
(x,y) = [x,¥]
doniistimii;

i. [ax+ By, z] = alx, z] + Bly, z]
ii. [x,y] =—[y,x]
1. [x, Ly, z]] + [y, [z,x]] + [z, [x, y]] =0

kosullarmi sagliyorsa g vektor uzayina bir Lie cebiri denir.

11



Tanmim 2.2.5 (Lie grup homomorfizmi ve izomorfizmi) [78]:

S ve H iki Lie grubu ve ¢p: G = H seklinde tanimlanan bir doniisiim olsun.

¢(a.b) = ¢(a).¢(H), g bHES

islemine Lie grup homomorfizmi denir. Eger ¢ ters doniisiimiine sahipse, ¢ doniistimii

S ve Harasinda ayni zamanda bir izomorfizm olur.

Tanim 2.2.6 (Lie cebir homomorfizmi) [78]:
g ve b iki Lie cebiri olsun. Eger ¢p: g = ) donilisimii asagidaki sartlar1 sagliyorsa bu
doniigsiime Lie cebir homomorfizmi denir.
o Va,B € RveVx,y € gi¢in ¢:g = b lineer bir doniisiim olmak iizere
¢(ax + By) = ag(x) + o (y) dir.
o Vx,y € gicin a([x,y]) = [a(x), a(y)] dir.

Tamm 2.2.7 (Lie cebir izomorfizmi) [78]:
Bir ¢p:g - H homomorfizmi birebir ve Orten ise g ve § Lie cebirleri birbirlerine

izomorfiktir denir ve g = ) seklinde gosterilir.

Tanmim 2.2.8 (Reel matris Lie grubu) [78]:
R™ ™ matrislerde ¢arpma ve matrisin tersi islemlerine gore kapali olan bir vektor uzay

olsun. & € R™™’ ¢ reel matris Lie grubu denir.

Tanm 2.2.9 (Ustel doniisiim) [78]:
S bir matris Lie grubu ve g’ de Lie cebiri olsun. YA € g icin exp: g —» & seklinde

tanimlanan doniisiime iistel doniisiim denir. Ustel doniisiim,

exp(A) = Ty (22)

seklinde tanimlanir.

1

Hem {istel doniigiimiin tiirevi dexp hemde onun tiirevinin tersi dexp ™" i¢in tanimlar,

Lie grup yontemlerindeki Magnus seri a¢ilimlarmin ag¢iklamalarinda oldukca biiyiik bir

12



Oonem tasir. Fakat bu tanimlar1 vermeye baslamadan 6nce & Lie grubunun adjoint
gosterimi olan Ad ve g Lie cebirine karsilik gelen hareketlerin lineer adjoint operatorii

olan ad tanimlar1 verilmelidir.

Tamim 2.2.10 (Adjoint gosterim) [80]:

G Lie grubu ve g Lie cebiri olsun. Adjoint gosterim Vg € G ve A € g i¢in Adg:g > G
doniigiimii,

Ady(A) = gAg™! (2.3)

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.2.11 (Adjoint operatorii) [78]:

g Lie cebiri olmak iizere ady: g — g doniisiimii tanimlansin. Adjoint operatorii u € g
yoniinde e € © birim elemanina kargilik gelen Ad, adjoint gosteriminin tiirevidir [80].
Bagka bir deyisle, adjoint operatdrii 4, B € g i¢in,

ad,(B) = AB — BA = [A,B] (2.4)

seklinde tanimlanir [78].

Adjoint operatorii dikkate alinirsa iistel doniislimiin tiirevi,
= exp(A(t)) = dexpa A’ (t) exp(A(D)) (2.5)
seklindedir. Burada dexp: g X g — g bir fonksiyondur [78].

dexp,, ad, nin analitik bir fonksiyonu oldugundan,

exp(adyg )-I

dexp, = ads (2.6)
olarak bulunur. Bundan dolay1 dexp, matrisinin tersi,

-1 _ ady
dexp, = oy (2.7)

13



seklindedir. Burada verilen exp(ad, ), I ve ad, matris oldugundan ve exp(ady)-l

adg ’
—ada islemleri matrislerde yapilamayacagindan, sirastyla et ve —— in seri
exp(adg)-I y Y i y eX—1
exp(adyg )—1 ady . . SO
acilimlarindan yararlanarak islemleri kuvvet serilerine
ada exp(adg)-I
agilacaktir.
e*—1 1 1 1 1
=1+-x4+=-x?+=x3+ 4 ——xF 4.
x 2! 3! 4! (k+1)!
oldugundan

depr(C) — exp(adyaC)—1I

adC
. 1 1 2 1 3 1 k
=C+5adsC +2adiC+ad;C+ -+ (k+1)!adAC + -
= C+-[ACl+ S [ATACI + S [A A [ACI] + - 2.8)

_ Yoo _ 1
= Xk=o0 (k+1)! ady ¢

olarak bulunur.

. . X . .
Simdi de %y Inseri acilimindan yararlanilirsa,
X

X

eX—1

1 4 o Bk k
_x + cee — _ —x
720 Yi=o k!

1 1
=1——x+—x2—
2 12

elde edilir. Burada B, literatiirde iyi bilinen Bernoulli sayilaridir [81]. Ik birkag

Bernoulli sayis1 B, =1, B; = —%, B, = %, B; =0, B, = —% seklindedir.

-1 _ adyC
depr (C) - exp(adygC)-I
1 1 1 4
=C +;adAC +EadAC —%adAC + .-
1 1 1
=Cc-1[Acl+=[AlAC)] - = [A, [A, [4, (4, C]]” 4o (2.9)

_ v Bk k
—_ Zk=ogadA C

oldugu kolayca gortiliir.
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2.3. Stiff Adi Diferansiyel Denklem Sistemleri

Stiff diferansiyel denklemler hesaplanmasi zor ve oldukca maliyet gerektiren
denklemlerdir. Bu denklem tiplerindeki en Onemli ifade stiffness (sertlik) orani
ifadesidir. Adi diferansiyel denklemler ile ilgili kesin bir stiffness tanimi yapmak
oldukca zordur. Fakat ana tema denklemin, ilgili ¢6ziimde hizli bir sekilde degisim
yaratabilen bazi terimler igeriyor olmasidir. Bu tip denklemlerde biri ¢ok ¢abuk degisen
digeri ise yavas degisen terim grubu veya gruplari bulunmaktadir. Stiff diferansiyel
denklemlerin ¢oziimiinde h adim araligmi secerken dikkat edilmesi gerekir. Genellikle
h adim aralig: kiiciik segilerek yapilan islemlerde daha iyi sonuglar alinmaktadir. Fakat

bu durum her yontem i¢in ayni degildir [82].

Simdi

Y'(t) = A@)Y () + ¢ (t) (2.10)

lineer diferansiyel denklem sistemi verilsin.i = 1,2,..,n i¢in A(t) matrisinin

max|Re(4;)]

Ozdegerleri 1; € R™ ise sistemin stiffness oran1 S = —
min|Re(4;)|

> 1 dir [82].

2.4. Liénard Diferansiyel Denklem Sistemi

Liénard diferansiyel denklem sistemi biyoloji, fizik, miihendislik ve mekanik
alanlarinda oldukca &nemli bir 6zel denklem ¢esididir [83]. Ikinci mertebeden lineer
olmayan Liénard tipindeki diferansiyel denklemi, y(t) ikinci mertebeden siirekli
tiirevlere sahip bir fonksiyon ve f(y) ve g(y) polinomlari sirastyla n. ve m. dereceden

y degiskenine bagli polinomlar1 olmak iizere,

y'(®)+ fy' () + g(y) = h(t) (2.11)

dir [84].

2.5. izotermal Gaz Kiire Denklem Sistemi

Izotermal gaz kiire denklem sistemi, y(t) ikinci mertebeden siirekli tiirevlere sahip bir

fonksiyon olmak {iizere,
15



YO +2y' () +e¥® =0, =0, (2.12)

y(0)=0, y'(0)=0

seklindedir [85]. (2.12) denkleminin analitik ¢6ziimii olmadigindan yari1 analitik

¢Ozumil,

o 1., 1 .4 8 5, 122 g 6167 4
y(£) = sl Tsal “2iel taat T aesiot
seklindedir [86].

2.6. Periyodik Baslangi¢c Deger Problemleri

Periyodik baslangic deger problemleri kimya, teorik fizik, kuantum mekanigi,
elektronik gibi uygulamali bilimlerin ve miihendisligin pek ¢ok alanlarinda ortaya

cikmaktadir. Periyodik ¢oziimlere sahip ikinci mertebeden bir baslangi¢c deger problemi,

y'(x) =fx,y), ¥(xo) =y, ¥'(x0) =¥'o (2.13)

dir [87].
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BOLUM 3

LIiE GRUP YONTEMLERI

Bu bolimde, Lie grup yontemlerinden Magnus ve Diizeltilmis Magnus seri agilim
yontemleri, Lie grup yapisi ile Magnus serileri arasindaki iligki, homojen ve homojen
olmayan Lie tipi diferansiyel denklem sistemleri ile lineer ve lineer olmayan Lie tipi
diferansiyel denklem sistemleri i¢cin Magnus seri a¢ilim yontemleri detayli bir sekilde

incelenecektir.

3.1. Lineer diferansiyel denklem sistemleri icin Magnus seri acilim yontemi

Magnus seri acilimi yontemindeki asil amag, lineer homojen adi diferansiyel denklem

sistemlerine,

Y')=A@)Y(@®), t=0, Y(0)=Y€EGC (3.1)

Magnus serileri ile yaklasik bir ¢oziim bulmaktir. Burada A(t): Rt — g, G Lie grubu, g

Lie cebiridir. (3.1) denklem sisteminin ¢éziimii

Y = %0y, (3.2)
dir. (3.2) denklem sisteminin her iki tarafinin t degiskenine gore tiirevi alinirsa,

Y' = (e%9)'y, (3.3)
elde edilir. Denklem (2.5)’ ten,

Y = dexpaq (2 (£)e"©Y,

Y' = dexpo (Q'(0)Y (3.4)

dir. Denklem (3.1) ve Denklem (3.4)’ ten,

dexpo (V' ()Y = AD)Y
dexpo (V' ()Y — AD)Y =0
(dexpa (' (1)) — A(D)Y =0
Y # 0 igin,
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dexpqs) (Q’(t)) —A(t) =0
dexpa ) (V' (£)) = A(D) (3.5)

elde edilir. Denklem (2.7) ve Denklem (2.9) dikkate alinirsa,

dexpatyy (dexpac (2 (1)) = dexpaly (A(D))

Q'(6) = dexpgly (A() (3.6)

dir. Asagida verilen Lemma, Denklem (3.6)° nin Denklem (3.1)’ in bir ¢dziimii

oldugunu gosterir.

Lemma 3.1.1:t > 0igin Y'(¢t) = A(t)Y(t), Y(0) = Y, denklem sisteminin ¢6ziimi,

Y(t) = exp(Q(£)Yo (3.7)

dir. Ayrica g, bir Lie cebiri olmak lizere () € g i¢in,

Q'(t) = dexpgy(A(1),  Q(0) =0 (3.8)

dir [78].
Denklem (2.9) kullanilarak dexpa(lt) (A(t)) ifadesi seriye agilirsa,

' (1) = dexpqy (AD)
= A() =5 [0, AD] + = [2®), [0, AD)]] + -

=¥ ok adk, (A(®) (3.9)

K

bulunur. Denklem (3.9) literatiirde iyi bilinen Picard iterasyon yontemi kullanilarak

¢oOziliirse,

alklty =0

t - o Bt
am+(e) = [ dex'pﬂ[lml(s)A(s)ds = Yi=02 Jo adg[m](s)A(s)ds,
elde edilir. Buradan, iterasyonun ilk birkac terimi agilirsa,

Qll(e) = [; A(syds, (3.10)
18



QPI(e) = [ A(s))ds; — 5 [1[J;* As)ds, , ACsy)]ds,

+= [T Alsy)ds,, [y Alsp)ds, , Als)]]dsy + - (3.11)
aBl(e) = [ A(s))ds; — [1[J;* Asp)ds, , ACsy)]ds,

+= [ Als2)ds;, [y Alsp)ds; , Als)]ds,

+2 [ Alss)dss, A(sy)ds; , As)]ds,

=L [T L Alsodss, [y Alsa)dss , A(sp)]Ndsz , Asy)]dsy

— 2 U Alseddss, Alsp))ds,, [y As;)ds; , ACs,)]]dsy

—— [T Alsa)dsy, [, fy? ACss)dss, A(s;)]dsz, A(s)]ds,

e % fot[fosl A(sz)ds,, UOSl A(s)ds,, [ f;l A(sz)ds,, A(Sl)] ]]d51
LN (3.12)

elde edilir. Picard teoremine gore orijinin uygun kii¢lik bir komsulugunda
Q(t) = lim,,_,, Q™I (¢t) ifadesi vardir ve yukaridaki ilk birkag iterasyon A(t) matrisi
tizerinde tekrarli bir sekilde hareket eden komiitatdrler ve integrallerden olusan

terimlerin lineer kombinasyonu olarak genisletebilecegini gostermektedir. Magnus seri

acilimy, H, (t) = % fot adg[ A(s)ds olmak iizere,

ml(s)
Q(t) = Yoo He (0. (3.13)

seklindedir. Buradaki her bir Hy,, (k + 1) integral iceren veya k tane komiitatr igeren
terimlerin lineer kombinasyonudur [78]. Bdylece Magnus seris ag¢ilimmnin ilk birkag

terimi agagidaki sekilde verilebilir.

Ho(t) = [ A(sy)ds, (3.14)
Hy () = =3 J,[J;* As)ds;, A(sy)]ds, (3.15)
Hy () = = [1[[7 A(s;)ds; , [, Alsp)ds,, Als)]]ds,

+1 [ Alss)dss, Alsy)ds,, A(sy)]ds, (3.16)

Hy(8) = = [(US 157 Alsa)dss, [f;? A(ss)dss, A(sp)]]ds, , ACsy)ds,y

- i f;[f;l UOSZ A(s3)ds3 ;A(Sz)]dsz: [f;l A(sz)ds,, A(51)]]d51
19



—— [ S Alsa)dsy, [, fy? ACss)dss , ACs;)]dsz, AGs)]ds,

— = Sy [ ACsy)ds, [ As)dsy, [ f Als2)ds, , Asp)] 1]ds,. (3.17)

Denklem (3.13), (3.1) diferansiyel denklem sisteminin yaklasik ¢Oziimiiniin bir
degeridir. Dikkat edilirse, (3.13) Magnus seri agilimindaki terimler k degeri arttikca ¢cok
daha karmasik bir sekilde ilerlemektedir.

3.1.1. Cok degiskenli tiimlev

Bir onceki bdliimde verilen Magnus seri agilimmin terimlerinde ortaya ¢ikan kath
integralleri hesaplayabilmek icin bazi timlev formiilleri verilmelidir. Tiimlev
formiiliiniin arkasinda yatan ana fikir, tek degiskenli bir fonksiyonun integraline
yaklasik bir deger bulmaktir. Burada integrasyon araliginda belirli noktalarda
degerlendirilen fonksiyonun agirlikli toplamini bulma islemi gerceklestirilir. Newton-
Cotes formiiliindeki gibi yaklasimlarda, esit aralikli noktalardaki fonksiyonun degerleri
kullanilir [88]. Fakat Gauss tiimlevi durumunda, fonksiyonu hesaplamak icin gerekli
olan noktalar uygun dogruluklar1 verecek sekilde segilir ve bu noktalara diigiim (node)
denir. Gauss tiimlevinde bu diigiimler, P,(x) [—1,1] simetrik araliinda taniml n.
dereceden Legendre polinomu olmak iizere, [0,1] araliginda taniml1 6telenmis Legendre
polinomu B;(x) = B,(2x — 1)’ in kokleridir [89]. P;(x) Otelenmis Legendre

polinomunun ilk birkag terimi

Pi(x) =1,

Pi(x)=2x—-1,

P;(x) = 6x%2—6x +1,

P;(x) = 20x3 —30x%+ 12x — 1,

seklindedir.
Asagida tek katli integrallerin yaklagiminda kullanilan Gauss-Legendre tiimlevi tanimi

verilmistir.

Tanmm 3.1.1: i =1,2,...,n i¢in x;” ler n. dereceden P, (x) Otelenmis Legendre

polinomunun kokleri ve i = 1,2, ...,n i¢in b; agirliklari,
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b; = H}-‘zlx—’“jdx (3.18)

olsun. Eger ¢(x), der(¢(x)) < 2n olacak sekilde herhangi bir polinom ise Gauss—

Legendre tiimlev formiilii

1
Jo #C)dx = X bip(x;) (3.19)
seklinde tanimlanir [88].

3.1.1.1. Cok degiskenli Gauss-Legendre tiimlevi

Tek kath integrallerdeki gibi kath integrallerde de Gauss tiimlevi ¢ok degiskenli
fonksiyonun agirlikli toplami seklinde yazilmasiyla elde edilir. Bu boliimde, Iserles ve
calisma arkadaglarinin tanimladigi politoplarla kathh integral tiimlevi iizerinde

durulacaktir [78]. Magnus seri agilimindaki her bir katlh integraller

1(h) = [ L(AGED, A, .., AGE,))dE, ... d; (3.20)

seklinde verilsin. Burada L multilineer form (¢cok degiskenli fonksiyon), s yukaridaki

ifadede verilen integral sayisi, h adim aralii, S integrasyon bolgesi,

S={&.&, .6 ERE €[0,h], & €[0,&y, ] k=23, ..,5}, (3.21)
seklinde tanimlanan bir politop, m; € {1,2,...,s — 1} dir. Buradan tiimlev formiiliiniin
yaklasik degeri

I(h) = [; L(AGE1),A(&2), ..., A(E))dEs ... dEy = W™ Tyecy bk (Aky, Aryy 0 A)  (3.22)

seklindedir [55]. i = 1,2, ...,n i¢in ¢; € [0,1] olmak iizere c¢;’ ler n. dereceden B; (x)

otelenmis Legendre polinomunun kokleri ve k; € k, j = 1,2,...,s igin

x—c: . . .
lkj(x) = [T}, . ; Lagrange interpolasyon polinomu olmak iizere Lagrange

ik kT
]

interpolasyon polinomlarinin ¢garpiminin katl integralleriyle b, agirliklar,
by = fs Hf:ﬂlq(fi)dfi (3.23)
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olsun. €&, {1,2,...,n} kiimesinin s-kath k larin tiim kombinasyonlarindan olusan bir

kiime olmak tizere Gauss timlevi

D(h) = ZkECSn bkL(AkllAkzl""Aks)7 (324)
dir.
Simdi (3.22) islemi gerceklestirilebilir. Yani Denklem (3.20)’ nin yaklasik degerini

hesaplayabilmek i¢in (3.24) esitligi kullanilabilir. Fakat bu yOntemin farkli

mertebelerini hesaplamak i¢in asagidaki teoreme ihtiyag vardir.

Teorem 3.1.1: c(t) = [[}_,(t — c,) seklinde tanimlanan c(t) polinomunun asagidaki

ortogonallik kosulunu sagladigi en biiylik i = 0 tamsayist m olmak iizere

[y € 1c(©)dE =0, i=12,..,m

dir. Ortogonallik kosulu, tiim S politoplar1 ve tiim ¢ok degiskenli L fonksiyonlar1 i¢in
(3.24) tiimlevinin mertebesinin n +m olmasin1 gerektirir. Eger cq,cy,...,c, n.
dereceden otelenmis Legendre polinomu P, (x)’ in [0,1] araligindaki farkl reel kokleri

ise (3.24) timlevinin mertebesi 2n olur [78].

3.1.2. Dordiincii mertebeden Magnus seri acilm yontemi (MG4)

4. Mertebeden Magnus seri a¢ilim yontemi i¢in Teorem 3.1.1° e gore Gauss—Legendre
timlevinde yalnizca 2. dereceden otelenmis Legendre polinomu P;(x)’ nin kokleri
kullanilacaktir [90]. Magnus seri agilimindaki i € N icin [;(t) integralleri asagidaki

sekilde yeniden verilirse,

Q) = L(0) =5 L) + S 15(0) +21,(0) (3.25)

denklemi elde edilir. Burada

L) = [ A(§,)dé, ~ Dy(h)
L) = [F [PIAGE), AGD]dE, d& ~ Dy(h)

L@ = ff [ [PAE), [AGE), AED]] dé;dE,dE; ~ Ds(h)
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L(©) = [ [ [2[IA(E), A1, A(§:)] dEsd&,dé; ~ Dy(h)

dir. Simdi Denklem (3.25)’ teki ilk dort integralin Gauss-Legendre tiimlevi ile yaklasik

olarak toplamlar1 hesaplanmalidir. P;(x), 2. dereceden Otelenmis Legendre

polinomunun kokleri ¢; ve ¢, olmak tizere c¢; = - —3, Cy = . AEE dir.
2 6 2 6

l;(x) Lagrange interpolasyon polinomlar1

L) =72 = —V3x +-(V3+1) (3.26)

L(x) =2t =Bx~ (V3 -1) (3.27)

seklindedir. Buradan c; ve ¢, koklerinde A(t) fonksiyonu i¢in yaklasik degerleri

A, = hA ((1 — ﬁ) h>, A, = hA (G + ﬁ) h> seklinde elde edilir. 1k I,(t)

2 6 6
integralinin ok degiskenli tiimlevi igin L fonksiyonu L(A(&;)) = A(&;)’ dir. Burada
s=1ven = 2olup C* = C? = {(1),(2)} dir. b, agirhiklar1 ise Denklem (3.23)’ ten

1 1 1 1
b(1) = fo L(&)dé = Y b(2) = fo L(&)dé = 5
elde edilir. I;(t) integrali i¢in Gauss—Legendre noktalarmi kullanarak bulunan c¢ok

degiskenli tiimlev, Denklem (3.24)’ ten,
Dy(h) = byL(A) + by L(Ay) =S Ay +- A = 2 (A1 +4y) (3.28)

bulunur. Benzer sekilde I,(t) integrali i¢in Gauss—Legendre noktalarini kullanarak

bulunan ¢ok degiskenli tiimlev, Denklem (3.24)’ ten,

Dy(h) = b(1,2)L(A1,A3) + ba1)L(A2, A1) = b(12)[Az, A1l + bz 1)[A1, A7 ]

V3
6

= (b(1,2) - b(2,1))[A2;A1] = ——[4,,44] (3.29)

elde edilir. I3(t) integrali i¢in Gauss—Legendre noktalarini kullanarak bulunan ¢ok

degiskenli tiimlev, Denklem (3.24)’ ten,
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D3(h) = b(1,12)L(A1, A1, A3) + by21)L(A1, Az, Ay) + bia11)L(Az, Ay, Ay)
+b22,1)L(Az, Az, Ay) + b(212)L(Az, Ay, Ay) + by p2)L(A1, Az, Ay)
= (b1 — ba12)[A2 A1), A1l + (baz1y — baaz)[[A2 A1l A2

= (L4 2[4z AL As] + (2= 2) [[42 411, 4.] (3.30)

16

olarak hesaplanir. Son olarak I,(t) integrali i¢in Gauss—Legendre noktalarini kullanarak

bulunan ¢ok degiskenli tiimlev, Denklem (3.24)’ ten,

D,(h) = (b(1,2 1) — b(1,1 2))[141; [Az,Aq]] + (b(2,2,1) - b(2,1,2))[A2; [4,, Aq]]

= (2 -2) [y (45 A0+ (E+ 2) (45, [42,44]] (3.31)

48

elde edilir. Boylece yapilan islemler sonucunda Denklem (3.28)’ den Denklem (3.31)’ e
kadar elde edilen denklemler Magnus seri agilimina yaklasik olacak sekilde

Q(t) ~ Dy (h) = 2D, (h) + = D3(h) + 7 Dy(h) + -+

~ (A +4y) + 2 [Az, + =142, 411, A1) = = [[4, A1, A + -

yerine yazilwr. I3(t) ve I,(t)’ ye karsilik gelen integraller 4. mertebe Magnus seri
acilimimda olup bu integrallerin lineer kombinasyonlar1 4. mertebeden Magnus seri
acilim yonteminin (MG4) sonucunu etkilemez. Boylece agilimdaki son iki terim ihmal

edilirse 4. mertebeden Magnus seri agilimi asagidaki sekilde elde edilir.
Q) = ‘(A1 + Az) 5 [AZ; 1] +0(t).

Sonug olarak, y(t,) =y, ve h = t,,; —t, olmak iizere 4. mertebeden Magnus seri

acilim yontemi (MG#4),
=4+ (3-0)n)
=l G+ D) 632

Q4 = 2h(A; + 4y) + 2 h2[4,,4,]
Yn+1 = exp(ﬂ4) Yn
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seklinde elde edilir [55].

3.1.3. Altinci1 mertebeden Magnus seri acilim yontemi (MG6)

6. Mertebeden Magnus seri agilim yontemi i¢in Teorem 3.1.1° e gore Gauss—Legendre
timlevinde yalnizca 3. dereceden otelenmis Legendre polinomu Pj(x)’ nin kokleri
kullanilacaktir [90]. Magnus seri agilimindaki i € N i¢in [;(t) integralleri asagidaki

sekilde yeniden verilirse,

Q) = 1,(t) =3 1,(8) + = I5(8) + 1 1, (©) (3.33)
denklemi elde edilir. Burada

1(6) = [ A(&)dé; ~ D (h)

L(®) = [F [PIAE), AGD]dE, dE; ~ Dy(h)

() = fy [5 [FA(E), [A(E), A(E)]] dEsdE,dE, ~ Ds(h)
L(©) = [} ;7 [2[IA(E), AGE)], A(€:)] dEsd&,déE; ~ Dy(h)

dir. Simdi Denklem (3.33)’ teki ilk dort integralin Gauss-Legendre tiimlevi ile yaklagik

olarak toplamlar1 hesaplanmalidir. P (x), 3. dereceden Legendre polinomunun kokleri

. 1 V15 1 1 V15 .
¢, C; ve c3olmak iizere ¢, = ST o G275 3= F W, dir. [;(x) Lagrange

interpolasyon polinomlari ise

_ (x=c)(x=c3) _ 10 5  10+V15 5+vV15

ll(x) T (cimc2)(ci-c3) 3 3 X+ 6 (3.34)
_ (x—cy)(x=c3) _ 20 _o , 20 2

l =2 % = _ Zx == )

Z(x) (c2—c1)(c2—c3) 3 X+ 3 x 3 (3.35)
_ (x=c))(x=c) _ 10 5  (10-V15 5515

(%) = (cs—ci)(ca—c) 3 ° ( 3 )x t (3.36)

seklindedir. Buradan c¢,, c,ve c3 kdklerinde A(t) fonksiyonu i¢in yaklasik degerleri

A, = hA ((% - ) h), 4y =hA(2h), Ag = ha ((g +2) h) seklinde elde edilir.

I,(t) integralinin ok degiskenli tiimlevi igin L fonksiyonu L(A(&;)) = A(&;)’ dir.
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Burada s = 1 ve n = 3 olup C* = €} = {(1),(2), (3)}’ dir. by, agirliklar1 ise Denklem
(3.23)’ ten
1 5 1 8 1 5
b(1) = fo 1,(&)dé; = 18’ b(z) = fo 1,(§)dé; = 18 b(3) = fo 1,(§)dé; = 18
elde edilir. I;(t) integrali i¢in Gauss—Legendre noktalarmi kullanarak bulunan c¢ok

degiskenli tiimlev, (3.24)’ ten,

Dy(h) = by L(A1) + b)L(A2) + b3 L(A3) = — (54;+84, + 54;) (3.37)

bulunur. Benzer sekilde I,(t) integrali i¢in Gauss—Legendre noktalarini kullanarak

bulunan ¢ok degiskenli tiimlev, (3.24)’ ten,

D;(h) =X 2[4y, 45) + (A1, Aq) + 2[4z, As]) (3.38)

elde edilir. I5(t) ve I,(t) integrali i¢in Gauss—Legendre noktalarini kullanarak ¢ok

degiskenli tiimlev yukaridakilere benzer olarak bulunabilir. Buradan 6. mertebeden
Magnus seri agthmi Dy = A, D, = %(Ag —A,), D, = ?(A3 —2A, + A;) olmak

lizere,

1 1 1
Q(t) = Dy + ZDZ + E [Dy, Dy] — 280 [D,, D]
1

1
240

720

+ == [Dy, [Dy, Dol] = 2= [Do, [D2, Dol] = = Do, [Do, [Ds, Dol

seklinde elde edilir.
Sonug olarak, y(t,) =y, ve h = t,,; —t, olmak iizere 6. mertebeden Magnus seri
acilim yontemini (MG6)
1 V15
Av=a(t+ (G-5)h)
4,=A (tn + %h)
1, V15
As =4 (et (5+355) 1)

Do = Az, Dy =2 (A5 = A)), D, =5 (45— 24, + 4) (3.39)

Q6 = h(Do +5;D;) + h? (55 (D1, Do) = 755 D2, D1])
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+h3(% [Dll [Dll DO]] - % [Do, [DZJ DO]]_h4% [DOJ [DOJ [DIJDO]]:I

Yn+1 = eXP(Qe) Yn

seklinde elde edilir [55].

3.1.4. Homojen olmayan lineer diferansiyel denklem sistemleri icin Magnus seri

acilim yontemi

Bu boliimde Blanes ve Ponsoda tarafindan yapilan calismada homojen olmayan
denklem sistemleri i¢in verilen doniisiim lizerinde durulacaktir [71].

t =0, y(t),h(t) € C¥1, M(t) € C"" olmak iizere,

y'(t) = M)y (t) + h(t) (3.40)

denklem sistemi verilsin. (3.40) denklemini

[y(t) [M () h(t)] [Y(t) (3.41)

seklinde yeniden yazmak, problemin Magnus seri agilim yontemiyle ¢dziilebilmesini

kolaylastirir. Burada A(t)
A(t) = [M (t) h(t) (3.42)

dir. A(t) matrisi Denklem (3.42)’ deki gibi elde edildikten sonra bilinen Magnus seri

acilim yontemi yoluyla bu denklem sistemi ¢oziilebilir.

3.1.5. Lineer olmayan diferansiyel denklem sistemleri icin Magnus seri aciim
yontemi

Bu bolimde Casas ve Iserles tarafindan lineer olmayan denklem sistemlerini ¢dzmek
icin gelistirilen Magnus seri ac¢ilim yontemi {izerinde durulacaktir [70]. Lineer olmayan
Lie tipindeki denklem sistemlerinde Denklem (3.1)’ deki A(t) matrisinin yalnizca
zamana bagli olmadig1 ayni1 zamanda Y fonksiyonuna da bagli oldugu soylenebilir.

Lineer olmayan Lie tipindeki bir diferansiyel denklem sistemi,

Y'(t) =A@ YV)Y(), Y(0)=Y, €S (3.43)
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seklindedir. Burada & matris Lie grubu, A(t,Y): Rt X & - g ve g Lie cebiridir. (3.43)

denklem sisteminin ¢oziimii,
Y(t) = ey, (3.44)

olsun. Lineer diferansiyel denklem sistemleri icin Magnus seri a¢ilim yontemine benzer

olarak,

Q'(t) = dexpg*(At, V), Q(0)=0

elde edilir. Bu denklemde Y yerine (3.44) ifadesi yazilirsa,

Q'(t) = dexpg* (A(t,e*®y,)), 00) =0 (3.45)

elde edilir. (3.45) denklemine Picard iterasyonu uygulanirsa,

Qi) =0
Qm+e) = (Cdexn=t., A almes)y, \ g
(t) = [, dexpm sAlse Vo ) ds
twew B [m]
= Jy T ad i, A (s, ey ) ds, m = 0 (3.46)

elde edilir. (3.46) agiliminda dexp~! operatoriiniin uygun bigimde kesilmesiyle

iterasyon formiilii

Qlol =

all(e) = [ A(s, Yo)ds

seklinde elde edilir [70].
3.1.5.1. Dérdiincii mertebeden lineer olmayan Magnus seri a¢ilim yontemi (NMG4)

Doérdiincii mertebeden lineer olmayan Magnus seri agilim yontemini elde etmek igin
Denklem (3.47)’ de m = 4 degeri yerine yazilip Simpson kurali uygulanirsa NMG#4 i¢in

algoritma
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u1 = 0

k1 = hA(tn, Yn)

Q =k,

Uy = %Q1

kZ = hA (tn + g,euZYO)
Q; =k, —ky

Uz = %Q1 + in

k3 = hA (tn + g,euSYO)
Q3 = ks —k,

Uy = Q1+ 0Q;

k, = hA(t, + h, e™Y,)
Q4 =k4_2k2+k1

Us = 1Q1 +iQ2+§Q3_iQ4_£[Q1;Q2]

T2
h
k5 = hA (tn + E,euSYO)
Qs = ks — k;
2 1 1
Ug = Q1+ 0Q; +§Q3 +EQ4 _E[Ql;QZ]
kﬁ = hA(tn + h, eu6YO)
Q6=k6_2k2+k1

174=Q1'|‘Q2'|‘§Q5 +%Q6_%[Q1JQ2_Q3+Q5 +%Q6]

Yn+1 (t) = ev4Yn

seklinde elde edilir [70].

3.2. Diizeltilmis (Modifiye Edilmis) Magnus Seri Acilimi Yontemi

y'(t) = Ay (6), y(0) = yo

denklem sistemi verilsin. (3.49) diferansiyel denklem sisteminin ¢6ziimii,

1
y(6) = e AR (e 1), £2
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olsun. t1 =t .1=t,+ %h olmak tizere A(t) = X772, A;(t — t1/2)j dir. Burada

2 2

_ 1 da@p

J T ar (3.51)

t=ty,

dir(9l].t=t—t1 A olarak kabul edilirse A(t) matrisinin seri agilimi,
A(t) - AO + AlT + A2T2 + i
seklindedir. Denklem (3.51)’ den t = t1 /, olupt=t—t1 /= 0 dir. Buradan,

A = A(ty),) = ACta +3h) = 4,

olur. Aranilan ¢oziim y,(t) = exp ((t —t,)A (tn + %h)) ve y7(t) = x(t — t,,) olmak

tizere y(t) = y,(t)y;(t) olsun. Simdi ¥;'(t) = B(t)y7(t) olacak sekilde bir denklem
sisteminin varhg1 gosterilsin. y(t) = y,(t)y7(t) denkleminde y,(t) ve y;(t) degerleri

yerlerine yazilirsa,

y(©) = FOF(®) = exp((t — t,)A (tn +5h)) x(t — )

elde edilir. Bu esitligin (3.50) ifadesine esit oldugu goriilebilir. (3.50) esitliginin her iki

tarafinin t’ ye gore tilirevi alinirsa,

v = A(t, + %h)e“‘fn“(tn%")x(t — ) + eCtmAltnzh) e gy (3.52)
elde edilir. Denklem (3.49) ve Denklem (3.52)’ den,

A (tn + %h) et A(tn3t) y (p — t,) — A(e)e At +31) . — t.)

1
= e tA(tnrzh) oy gy (3.53)

elde edilir. Buradan

1 1
Xt —t,) = e AN 1400 — A, + %h)]e(t‘tn“(wih)x(t —t,)
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olur. t — t,, = % olarak kabul edilirse,
1) = o—tA(tn+3h) 1 tA(tn+3h)
x'(t) =e 2 )[A(t, +£) — A(t, + ~h)]e 27x(1) (3.54)

elde edilir. Denklem (3.54) ve Denklem (3.53) ten

x'(1) = B()x(2), x(0) = yn (3.55)

1 1
yazilabilir. Burada B(#) = e~ 2[4t + £) = Aty + 2 1)1 A2 dir,

Denklem (3.55)” in Magnus seri agilim yontemiyle yaklasik ¢ozimii
X (£) = ey, (3.56)

1
seklindedir. Dolayistyla y,, .1 = ehA(t"+5h)xn dir. n € Z* igin x,, yerine yazilirsa,

1
Ynar = " *i) gy,

elde edilir. Eger burada verilen (3.55) denklem sistemi MG4 yontemi ile ¢oziiliirse elde
edilen yontem 4. mertebeden diizeltilmis Magnus seri agilim yontemi, MG6 yontemi ile
¢oziilirse elde edilen yontem 6. mertebeden diizeltilmis Magnus seri agilim yontemi

olur.

3.2.1. Dordiincii mertebeden diizeltilmis Magnus seri acihm yontemi (MMG4)

Ikinci dereceden 6telenmis Legendre polinomlarinin kokleri

a=0(-2), o=(3+9 (3.57)

2 6 2 6

olsun. Buradan,

A, =A (tn + g) (3.58)
Ay = Aty +ch) = At + (-2 n) (3.59)
A, = Aty + c,h) = A (tn + G + g) h) (3.60)
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matrisleri elde edilir. Eger Denklem (3.55)° e standart Magnus seri acilim yontemi

uygulanirsa U; ve U, gibi iki matris elde edilir. Yani,

%' (£) = etA(tnt3h) [A(tn +t)—A (tn + éh)] eAltn3h) ()

denkleminde t = c¢;h alinirsa, A(t,, + t) = A(t, + c;h) = A, dir. Buradan

x'(t) = e~1hAo[A; — AgleMox(t)

elde edilir. Benzer sekilde t = c,h alinirsa, A(t,, +t) = A(t, + c,h ) = A, olup

x'(t) = e C2Mo[A, — Aylec2Mox(t)

bulunur. Buradan U; ve U, matrisleri

U, = e c1h4o[A; — Aplecitbo, U, = e~c2M4o[A4, — Aylec2o (3.61)

seklinde elde edilir. U; ve U, matrisleri kullanilarak 4. mertebeden klasik Magnus seri

acilimi yazilirsa,

n 3
Qq =2 (Uy + Up) = h2 (U U, — UpUy) (3.62)

dir. Sonug olarak iterasyon formiili,
Vi1 = Mo e@) y, (3.63)

seklinde elde edilir. Bu yontem dordiincii mertebeden diizeltilmis Magnus seri agilim

yontemi (MMG4) olarak bilinir [72].

3.2.2. Altinc1 mertebeden diizeltilmis Magnus seri acihm yontemi (MMG6)

Altinct mertebeden diizeltilmis Magnus seri agilim yontemi de MMG4 ydntemine

benzer olarak asagidaki gibi verilir.

(-, ani (e a0
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ticlincii dereceden 6telenmis Legendre polinomlarmin kokleri olmak iizere,

Ay =A(t,+2) (3.65)
Ay = Alty +cih) = At + (3= 22)n) (3.66)
Ay = Aty + czh) = Aty +3h) (3.67)
Ay = Alty + csh) = At + (3452 ) (3.68)

tiir. Eger Denklem (3.55)” e standart Magnus seri agilim yontemi uygulanirsa U, U, ve

U; gibi li¢ matris elde edilir. Fakat burada A, = A, oldugundan U, hesaplanamaz. Yani,
x'(£) = e~tA(tn+31) [A(tn +t)—A (tn + %h)] eAltnt3h) (1)

denkleminde t = c,h alinirsa, A(t, +t) = A(t,, + c;h ) = A, dir. Buradan

x'(t) = e~1ho[A; — AgleMox(t)

elde edilir. Benzer sekilde t = c,h almirsa, A(t,, +t) = A(t, + c,h) = A, olup

x'(t) = e~2Mo[A, — Agle2Mox(t)

bulunur. Fakat A, = A, oldugundan U, matrisinin degeri hesaplanamaz. t = c3h

alinirsa, A(t, + t) = A(t,, + c3h ) = A5 olur. Buradan

x'(t) = e~ 3Mo[A; — AglesMox(t)

elde edilir. Buradan U, U, ve U; matrisleri

U, = e c1hdo[4, — A lecrMo, U, =0, U; = e 3M4o[A; — Ay]ec34o (3.69)

seklinde bulunur. U, U, ve U; matrisleri kullanilarak 6. mertebeden klasik Magnus seri

acilimi yazilirsa,

V15 20
Dy=U;, D= T(U3 - Ul); D, = ?(U3 —2U; + Ul)

olmak tizere,
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Qs =h (D0 + iDz) + h? (i [D1, Do] — — D, D1])

+h3 (o= [Dy, [Py, Dol] = == [Do, [z, Dol]—h* = Do, [Do, [D1, Dl]|  (3.70)

dir. U, = 0 oldugundan D, = 0 olup Denklem (3.70)’ te Dy, D; ve D, degerleri yerine

yazilirsa,
05 = Sh(Uy + Us) =32 h2(U3U; — Uy Us) 3.71)
elde edilir. Sonug olarak iterasyon formiild,

Yn+1 = eftdo g(0e) Yn (3.72)

seklindedir. Bu yontem altinc1 mertebeden diizeltilmis Magnus seri agilim yontemi

(MMG6) olarak bilinir [72].

3.3. Magnus Serilerinin Yakinsakhg:

Wilhelm Magnus dort kath integrallerden olusan terimleri daha da genigletmeyi
basarmistir fakat genel bir formiil sunamamakla beraber yakinsakligi da
ispatlayamamigtir  [92]. Magnus serilerinin yakinsakligi konusu literatiirde tam
anlamiyla aciklanmig sayilmaz. Fakat bu konu {izerinde hala c¢aligmalar devam

etmektedir. Bu boliimdeki asil amag yakimsaklik ile ilgili gerekli sart1 vermektir.

Teorem 3.3.1: A(t), gergek integrallenebilir bir matris ve Y(t)’ de Y' = A(t)Y,

Y (0) = I denkleminin ¢4ziimii olsun. Eger,

FNA@Ilde <

ise Denklem (3.13)’ teki Magnus serileri yakinsaktir ve Q(t) toplami e®® =Y (t)
denklemini saglar [68].
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BOLUM 4
NUMERIK CALISMALAR

Bu boliimde, Magnus ve Diizeltilmis Magnus seri a¢ilim yontemi ile elde edilen bilgiler
1s18inda yapilan niimerik calismalar ve bunlarin sonuglari tablo ve grafikler halinde
verilmistir. Ornek 4.1 ve 4.2° de lineer homojen stiff adi diferansiyel denklem
sistemlerine, Ornek 4.3, 4.4 ve 4.5’ te lineer homojen olmayan stiff adi diferansiyel
denklem sistemlerine, Ornek 4.6° da lineer olmayan liénard diferansiyel denklem
sistemine, Ornek 4.7° de lineer olmayan izotermal gaz kiire denklem sistemine, Ornek

4.8, 4.9 ve 4.10° da periyodik baslangic deger problemlerine ait 6rnekler verilmistir.

[Ik olarak, lineer homojen stiff adi diferansiyel denklem sistemleri iizerine Magnus seri

acilim yonteminin etkisini inceleyen ¢aligmalar verilmistir.

Ornek 4.1. y,(t), y,(t) birinci mertebeden siirekli tiirevlere sahip fonksiyonlar olmak

lizere,

y' (@) =y, (1)
y',(£) = —0.9999y, (t) — 100y,(t) (4.1)
y1(0)=1,95,(0)=0

baslangi¢ deger problemi verilsin. Baslangi¢ deger probleminin analitik ¢6zimii,

y,1(t) = —0.00010002000400080088¢ ~%-9°t + 1.000100020004001¢ ~0-009999999999990905¢
y,(t) = 0.010001000200040078e 999t — 0.01000100020004007 8¢ ~0-009999999999990905¢

diir [93].

Tablo 4.1’ de, (4.1) stiff adi diferansiyel denklem sistemine h = 0.01 adim aralig1 i¢in

Magnus seri a¢ilim yontemi uygulandiginda elde edilen sonuglar verilmistir.
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Tablo 4.1. Ornek 4.1° in Magnus seri agilim ydnteminden elde edilen yaklasik
coziimleri ve mutlak hata degerleri

y(©) y(®)

t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak Hata
0.1 0.9991004153219216 0.9991004153219216 0
0.2 0.9981018188310272 0.9981018188310272 0
0.3 0.9971042158969984 0.9971042158969984 0
0.4 0.9961076100670728 0.9961076100670728 0
0.5 0.9951120003448295 0.9951120003448295 0
0.6 0.9941173857346696 0.9941173857346696 0
0.7 0.9931237652419852 0.9931237652419852 0
0.8 0.9921311378731562 0.9921311378731562 0
0.9 0.9911395026355332 0.9911395026355332 0
1.0 0.9901488585374958 0.9901488585374958 0

(4.1) denkleminde A(t) =

[—0.8999 —1100]

katsayilar matrisinin elemanlar1 reel degerli

oldugundan Lie operatorii (komiitator) islemi goz ardi edilir. Bunun sonucu olarak
Magnus seri a¢ilim ydnteminin biitiin mertebeleri ayn1 sonucu verir. Dolayisiyla farkli h
degerleri i¢inde sonuglar ayni kalir. Sonug olarak hata degerinin 0 ¢ikmasi bu yontemin

sabit katsayil1 diferansiyel denklem sistemlerine uygulanamayacagni gosterir [74].

Asagidaki ornekte, denklem sisteminin katsayilar1 sabit olmadigindan MG4 ve MG6

yontemleri farkli h degerleri i¢in kiyaslanabilir.

Ornek 4.2. y,(t),y,(t) birinci mertebeden siirekli tiirevlere sahip fonksiyonlar olmak

lizere,
y', (£) = =1000ty,(t) + ¥, (¢)
y', (@) = —ty,(t) 4.2)

y1 (0)=-1,y,(0)=1

baslangi¢ deger problemi verilsin. Baslangi¢ deger probleminin analitik ¢6ziimd,

Y1 () = ﬁe—f’ootz <—666 +222nErfi l3 /12—1 tD
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t2

y,(t)=e 2

diir. Burada

Erfi [3\/1224 = 3\/%t+999\/%t3 +%\%t5 + -
dir [54].

[—1000t 1 ] ve
0 —t
t € [0,1] olmak tizere, h = 0.01, h = 0.001, h = 0.0001 adim araliklar1 i¢in Denklem

(4.2) stiff diferansiyel denklem sisteminin katsayilar matrisi A(t) =

(3.32) goz 6niine alindiginda MG4 yontemine ait iterasyon islemi sonucunda elde edilen

verilerin ilk 3 adimi asagidaki tablolarda verilmistir.
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Tablo 4.2. h = 0.01 igin Ornek 4.2° nin MG4 ydntemine ait iterasyon iglemi

t=0.01 t=0.02 t =0.03

A [—12.1132 1 ] [—22.1132 1 ] [—32.1132 1 ]

4 0 —0.0121132 0 —0.0221132 0 —0.0321132

—17.8868 1 —27.8868 1 —37.8868 1

4 [ 0 —0.0178868] [ 0 —0.0278868] [ 0 —0.0378868]
Q [—0.15 0.00991675 —0.25 0.00991675] [—0.35 0.00991675

4

0

—0.00015

0 —0.00025

0 —0.00035

Yn+1 = €Xp (94)3’71

v = exp(Qy) yo

y2 = exp(Qy) y;

y3 = exp(Qy) y,

_ [ OoAIEET _ [080115g] _ [0615202
Ynt1 Y171 0.99995 Y2=1 0.9998 Y3 =1 0.99955
Tablo 4.3. h = 0.001 igin Ornek 4.2’ nin MG4 ydntemine ait iterasyon islemi
t =0.001 t =0.002 t =0.003

A [—1.21132 1 ] [—2.21132 1 ] [—3.21132 1 ]

1 0 —0.00121132 0 —0.00221132 0 —0.00321132
A [—1.78868 1 ] [—2.78868 1 ] [—3.78868 1 ]

2 0 —0.00178868 0 —0.00278868 0 —0.00378868
Q [—0.0015 0.000999917 —0.0025 0.000999917] [—0.0035 0.00099917

4 0 —0.0000015 0 —0.0000025 0 —0.0000035

Yn+1 = eXP(Q4) n

y1 = exp(Qy) yo

y2 = exp(Qy) y;

vz = exp(Qy) y,

Yn+1

b= [—0.3985]

_ —0.996005]
Y271 0.999998

_ [—0.992519
Y3 =1 0.999996




6¢

Tablo 4.4. h = 0.0001 igin Ornek 4.2’ nin MG4 ydntemine ait iterasyon islemi

t =0.0001 t = 0.0002 t = 0.0003
A [—0.121132 1 ] [—0.221132 1 ] [—0.321132 1 ]
! 0 —0.000121132 0 —0.000221132 0 —0.000321132
—0.178868 1 —0.278868 1 —0.378868 1
4 [ 0 —0.000178868] [ 0 —0.000278868] [ 0 —0.000378868]
Q [—0.000015 0.0000999999 —0.000025 0.0000999999] [—0.000035 0.0000999999
4 0 —0.000000015 0 —0.000000025 0 —0.000000035

Yn+1 = eXP(Q4) Yn

y1 = exp(Qy) Yo

y2 = exp(Qy) y;

y3 = exp(Q) y,

Yn+1

b= [—0.919895]

)= [—0.9{9978]

b= [—0.939655]

t € [0,1] olmak tizere, h = 0.01, h = 0.001, A = 0.0001 adim araliklari i¢in Denklem (3.39) g6z 6niine alindiginda MG6 yontemine

ait iterasyon iglemi sonucunda elde edilen verilerin ilk 3 adim1 asagidaki tablolarda verilmistir.
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Tablo 4.5. h = 0.01 i¢in Ornek 4.2° nin MG6 yontemine ait iterasyon islemi

t =0.01 t =0.02 t =0.03
4 [—11.127 1 ] [—21.127 1 ] [—31.127 1 ]
1 0 —0.011127 0 —0.021127 0 —0.031127
—-15 1 -25 1 -35 1
Az 0 —0.015] [ 0 —0.025] 0 —0.035]
—18.873 1 —28.873 1 —38.873 1
4 [ 0 —0.018873] [ 0 —0.028873] [ 0 —0.038873
—15 1 —25 1 -35 1
Do 0 —0.015] [ 0 —0.025] 0 —0.035]
—10 0 —10 0 —10 0
b, 0 —0.01] 0 —0.01] 0 —0.01]
D —1.18424 x 10714 0 ] —2.36848 x 10714 0] —1.18424 x 10713 0 ]
2 0 —2.31296 x 10717 0 0 0 —4.62593 x 10717
Q [—0.15 0.00991675 —0.25 0.00991725] [—0.35 0.00991734
6
0

—0.00015

0 —0.00025

0 —0.00035

Yn+1 = €Xp (96)3’71

y1 = exp(Q¢) Yo

y2 = exp(Q¢) ¥4

y3 = exp(Q¢) ¥,

Yn+1

_ [—0.941556
Y171 0.99995

_ —0.801197]
Y2 0.9998

_ [—0.615201
Y3 =1 0.99955
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Tablo 4.6. h = 0.001 igin Ornek 4.2’ nin MG6 ydntemine ait iterasyon islemi

£=0001 £=0002 £=0003
A = _osoaizs] 5 _ooozu127] [0 _o0s1127]
Ay 70" _ooo1s) [75° _o002s] 5 _o003s]
45 [0 _ososers] [0 _oozsers] [0 _o00zee73]
Dy [0 _ooo1s) I 5 _o003s]
D, o oo [0 —o001] [ 000l

P, [Ty 0 o o o

a 97" 0000015 0 Xoo000ozs | [0 20000035

Yn+1 = €Xp (96)3’71

y1 = exp(Qg) Vo

y2 = exp(Q¢) ¥4

vz = exp(Q¢) y2

Yn+1

b= [—0.?985]

_ —0.996005]
2 0.999998

_ [—0.992519
Y3 =1 0.999996
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Tablo 4.7. h = 0.0001 igin Ornek 4.2’ nin MG6 ydntemine ait iterasyon islemi

t = 0.0001 t = 0.0002 t =0.0003
A [—0.11127 1 ] [—0.21127 1 ] [—0.31127 1 ]
! 0 —0.00011127 0 —0.00021127 0 —0.00031127
A [—0.15 1 ] [—0.25 1 ] [—0.35 1 ]
z 0 —0.00015 0 —0.00025 0 —0.00035
A [—0.18873 1 ] [—0.28873 1 ] [—0.38873 1 ]
3 0 —0.00018873 0 —0.00028873 0 —0.00038873
D [—0.15 1 ] [—0.25 1 ] [—0.35 1 ]
0 0 —0.00015 0 —0.00025 0 —0.00035
-0.1 0 -0.1 0 -0.1 0
Dy [ 0 —0.0001] [ 0 —0.0001] [ 0 —0.0001]
D 2.77556 x 10716 0 ] —3.70074 x 10716 0 ] 0 0 ]
2 0 9.03502 x 10720 0 —1.807 x 1071° 0 3.61401x 1071
Q [—0.000015 0.0000999999 —0.000025 0.0000999999] [—0.000035 0.0000999999
6 0 —0.000000015 0 —0.000000025 0 —0.000000035

Yn+1 = €Xp (96)3’71

y1 = exp(Qg) Yo

y2 = exp(Q¢) ¥4

y3 = exp(Q¢) ¥

Yn+1

b= [—0.939895]

)= [—0.9{9978]

b= [—0.939655]




Bu sekilde t = 1’ e kadar devam edilirse, MG4 ve MG6 yontemleri kullanilarak elde
edilen gercek ¢oziim, yaklasik ¢oziim degerleri ile mutlak hata degerleri asagidaki
tablolarda verilmistir [74]. Ayrica dordiincii mertebeden Runge-Kutta yontemi (RK4)
ve altinci mertebeden Runge-Kutta yontemi (RK6) kullanilarak elde edilen yaklasik
¢Oziim degerleri ve mutlak hata degerleri de Tablo 4.14, 4.15, 4.16 ve 4.17° de

verilmistir.
Tablo 4.8. h =0.01 i¢cin Ornek 4.2’ nin MG4 ydnteminden elde edilen yaklasik
coziimleri ve mutlak hata degerleri
y(®) y(t)
t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak hata
0.1 | 0.004788438856654205 0.004786780414370417 | 1.6584422837875867 x 10~°
0.2 | 0.005039304792290868 | 0.005036698696919041 | 2.6060953718272384 x 10~
0.3 | 0.003226581691867235 | 0.0032232292695685526 | 3.352422298682437 x 10~°
0.4 | 0.002324833687128679 | 0.0023210594126784148 | 3.7742744502643893 x 10~
0.5 | 0.0017739214071528352 | 0.001770011684693963 3.909722458872314 x 107
0.6 | 0.001397418047002593 | 0.0013935848714085597 | 3.833175594033416 x 107°
0.7 | 0.0011215692753747594 | 0.0011179517261896757 | 3.617549185083724 x 10~°
0.8 | 0.0009100227126543259 | 0.0009067018069023954 | 3.3209057519305047 x 107°
0.9 | 0.0007427473453034181 | 0.0007397623404288402 2.9850048745779 x 107
1.0 | 0.0006077473773139123 | 0.0006051092160958073 | 2.6381612181049577 x 10~°
Tablo 4.9. h =0.001 igin Ornek 4.2° nin MG4 yonteminden elde edilen yaklasik

coziimleri ve mutlak hata degerleri

y(® y(®
t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak hata
0.1 | 0.004788438856654205 | 0.004788438686822496 | 1.698317085921385 x 10710
0.2 | 0.005039304792290868 | 0.005039304506867239 | 2.854236291760514 x 10710
0.3 | 0.003226581691867235 | 0.003226581286266913 | 4.056003219919668 x 10710
0.4 | 0.002324833687128679 | 0.0023248331708462643| 5.162824148231826 x 10710
0.5 | 0.0017739214071528352| 0.0017739207942755724| 6.128772628288814 x 10710
0.6 | 0.001397418047002593 | 0.0013974173544071232| 6.925954699078113 x 10710
0.7 | 0.0011215692753747594| 0.0011215685216204355| 7.537543239306138 x 10710
0.8 | 0.0009100227126543259| 0.0009100219170289942| 7.956253316766804 x 10710
0.9 | 0.0007427473453034181| 0.0007427465269526064 | 8.183508117031238 x 10710
1.0 | 0.0006077473773139123| 0.0006077465544652914 | 8.228486208378127 x 10~10
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Tablo 4. 10. h = 0.0001 i¢in Ornek 4.2’ nin MG4 yonteminden elde edilen yaklagik
coziimleri ve mutlak hata degerleri

y(®) y(®)
t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak Hata

0.1 | 0.004788438856654205 | 0.004788438856637138 | 1.7067076918397817 x 10~*
0.2 | 0.005039304792290868 | 0.005039304792262303 | 2.8564824117172094 x 10~*
0.3 | 0.003226581691867235 | 0.0032265816918266017| 4.063329533954274 x 10~1*
0.4 | 0.002324833687128679 | 0.002324833687076848 | 5.183093537697303 x 10~1*
0.5 | 0.0017739214071528352| 0.0017739214070911957| 6.163949559101489 x 10~1*
0.6 | 0.001397418047002593 | 0.0013974180469327792| 6.98139462906866 x 10~1*

0.7 | 0.0011215692753747594| 0.0011215692752985864| 7.617300887274858 x 10~1*
0.8 | 0.0009100227126543259| 0.0009100227125735789| 8.074693257781318 x 10~1*
0.9 | 0.0007427473453034181| 0.00074274734522001 8.340810681017885 x 10714
1.0 | 0.0006077473773139123| 0.0006077473772296983| 8.421399428498733 x 10~1*

Tablo 4.11. h = 0.01 igin Ornek 4.2° nin MG6 ydnteminden elde edilen yaklasik
coziimleri ve mutlak hata degerleri

y(® y(®
t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak Hata
0.1 | 0.004788438856654205 | 0.00478847186232619 3.300567198542825 x 1078
0.2 | 0.005039304792290868 | 0.005039536215136678 | 2.3142284581029182 x 10~
0.3 | 0.003226581691867235 | 0.0032272661441778506| 6.844523106155388 x 1077
0.4 | 0.002324833687128679 | 0.00232620840809544 1.3747209667608513 x 1076
0.5 | 0.0017739214071528352| 0.0017761400659024726| 2.218658749637316 x 1076
0.6 | 0.001397418047002593 | 0.0014005317854346511| 3.1137384320580226 x 107¢
0.7 | 0.0011215692753747594| 0.0011255386698003145| 3.969394425555085 x 10~
0.8 | 0.0009100227126543259| 0.0009147416591928036| 4.7189465384777154 x 1076
0.9 | 0.0007427473453034181| 0.0007480676671897068| 5.320321886288738 x 107
1.0 | 0.0006077473773139123| 0.0006134997470667265| 5.752369752814231 x 107
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Tablo 4.12. h = 0.001 igin Ornek 4.2’ nin MG6 ydnteminden elde edilen yaklasik
coziimleri ve mutlak hata degerleri

y(®) y()
t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak Hata
0.1 | 0.004788438856654205 | 0.004788438856688662 | 3.445681240332732 x 10~'*
0.2 | 0.005039304792290868 | 0.005039304792549599 | 2.587314043567268 x 1013
0.3 | 0.003226581691867235 | 0.003226581692715816 | 8.485811879566096 x 1013
0.4 | 0.002324833687128679 | 0.002324833689066781 | 1.938102022619459 x 1012
0.5 | 0.0017739214071528352| 0.0017739214107631868| 3.6103516010133063 x 10712
0.6 | 0.001397418047002593 | 0.0013974180528911677| 5.8885745671949374 x 10712
0.7 | 0.0011215692753747594| 0.001121569284108935 | 8.734175492228213 x 1012
0.8 | 0.0009100227126543259| 0.0009100227247051727| 1.2050846865535592 x 101!
0.9 | 0.0007427473453034181| 0.00074274736099798 | 1.5694561861061274 x 101!
1.0 | 0.0006077473773139123| 0.0006077473968011909| 1.948727865273142 x 101!

Tablo 4.13. h = 0.0001 icin Ornek 4.2° nin MG6 ydnteminden elde edilen yaklasik
coziimleri ve mutlak hata degerleri

y(®) y(®)
t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak Hata
0.1 | 0.004788438856654205 | 0.00478843885665412 | 8.500145032286355 x 10~17
0.2 | 0.005039304792290868 | 0.005039304792290874 | 6.071532165918825 x 10718
0.3 | 0.003226581691867235 | 0.0032265816918672498| 1.474514954580286 x 10~17
0.4 | 0.002324833687128679 | 0.0023248336871286774| 1.734723475976807 x 10718
0.5 | 0.0017739214071528352| 0.00177392140715285 | 1.474514954580286 x 10~17
0.6 | 0.001397418047002593 | 0.001397418047002634 | 4.098284211995207 x 10~17
0.7 | 0.0011215692753747594| 0.0011215692753748425| 8.304988641238964 x 10~17
0.8 | 0.0009100227126543259| 0.0009100227126543534| 2.753873518113181 x 10~17
0.9 | 0.0007427473453034181| 0.0007427473453034218| 3.686287386450715 x 10718
1.0 | 0.0006077473773139123| 0.0006077473773139392| 2.688821387764051 x 10~17
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Tablo 4.14. h =0.01 igin Ornek 4.2° nin RK4 yonteminden elde edilen yaklagik
coziimleri ve mutlak hata degerleri

y(t) y(t)
t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak hata
0.1 0.004788438856654205 0.004607569427002661 0.00018086942965154368
0.2| 0.005039304792290868 0.0050433088368217385 4.004044530870471 x 107
0.3] 0.003226581691867235 0.0032458633513566004 0.00001928165948936536
0.4| 0.002324833687128679 0.4592388410801891 0.45691400739306043
0.5| 0.0017739214071528352 | 8.380077769974068 x 108 8.380077769956329 x 108
0.6 0.001397418047002593 1.3228836828171 x 10%? 1.3228836828171 x 10%2
0.7| 0.0011215692753747594 | 3.61796105555402 x 1038 3.61796105555402 x 1038
0.8| 0.0009100227126543259 | 5.51880258894179 x 1057 5.51880258894179 x 1057
0.9] 0.0007427473453034181 | 2.027433533750975 % 107° | 2.027433533750975 x 107°
1.0| 0.0006077473773139123 | 9.40212274426931 x 10102 9.40212274426931 x 10192

Tablo 4.15. h = 0.001 i¢in Ornek 4.2° nin RK4 yonteminden elde edilen yaklasik
coziimleri ve mutlak hata degerleri

y(®) y(t)

t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak hata

0.1| 0.004788438856654205 0.00478842922848677 9.62816743433486 x 1077

0.2| 0.005039304792290868 0.0050393049367357 1.444448423718047 x 10710
0.3| 0.003226581691867235 0.003226581782972646 9.11054114094422 x 10711
0.4| 0.002324833687128679 0.002324833757967865 7.08391865132662 x 10711
0.5| 0.0017739214071528352 | 0.001773920794275572 6.01407988080199 x 10~11
0.6 0.001397418047002593 0.00139741810056963 5.356704489700714 x 1011
0.7| 0.0011215692753747594 0.00112156932446569 4.90909346593376 x 10711
0.8| 0.0009100227126543259 | 0.000910022758417987 4.57636618487675 x 10711
0.9| 0.0007427473453034181 0.00074274738838214 4.30787309036589 x 101!
1.0| 0.0006077473773139123 | 0.000607747418058827 4.07449148205618 x 10711
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Tablo 4.16. h = 0.0001 igin Ornek 4.2’ nin RK4 yonteminden elde edilen yaklasik
coziimleri ve mutlak hata degerleri

y(®) y(t)
t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak hata
0.1 | 0.004788438856654205 0.0047884388557498 9.044015536474603 x 10713
0.2 | 0.005039304792290868 0.00503930479230404 1.3171755353091896 x 10714
0.3 | 0.003226581691867235 0.00322658169187521 7.98146271296929 x 10715
0.4 | 0.002324833687128679 0.00232483368713461 5.934922692185651 x 10715
0.5 | 0.0017739214071528352| 0.001773921407157683 | 4.8479015940516845 x 10~1°
0.6 | 0.001397418047002593 0.00139741804700677 4.1772141301521515 x 10715
0.7 | 0.0011215692753747594| 0.001121569275378472 3.712741919459361 x 10~ 1°
0.8 | 0.0009100227126543259| 0.000910022712657602 3.2762421248166973 x 10715
0.9 | 0.0007427473453034181| 0.00074274734530635 2.9356942224390004 x 10715
1.0 | 0.0006077473773139123| 0.000607747377316591 2.678738307559936 x 10715
Tablo 4.17. h=0.01 icin Ornek 4.2° nin RK6 yonteminden elde edilen yaklasik
coziimleri ve mutlak hata degerleri
y(t) y(©)
t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak hata
0.1 | 0.004788438856654205 0.004837717260123161 0.000049278403468955984
0.2 | 0.005039304792290868 0.005037781784523361 1.523007767506926 x 107
0.3 | 0.003226581691867235 0.003225814519644342 7.671722228931067 x 1077
0.4 | 0.002324833687128679 | 0.0023245402564402466 | 2.9343068843256867 x 1077
0.5 | 0.0017739214071528352 —656618.8723835432 656618.8741574646
0.6 | 0.001397418047002593 | —2.048760833405 x 102+ —2.048760833405 x 102*
0.7 | 0.0011215692753747594 | —1.19995056073 x 10*’ —1.19995056073 x 10%7
0.8 | 0.0009100227126543259 | —3.167904095235 x 1073 —3.167904095235 x 1073
0.9 | 0.0007427473453034181 | —1.30292768836 x 10103 —1.30292768836 x 10193
1.0 | 0.0006077473773139123 | —3.66849626678 x 1035 —3.66849626678 x 10135

Asagida t € [0,1] icin MG4 ve MG6 yontemleri kullanilarak elde edilen hata grafikleri

verilmistir.
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Bu ornekte goriildiigli gibi, tablolar dikkate alinirsa, MG6 yOnteminin ayni zaman
araliginda fakat daha kiigiik adim aralig1 i¢in MG4 yonteminden daha iyi sonug verdigi
goriiliir. Ayrica daha yiiksek adim araliklarmda MG6 yontemi, RK4 ve RK6
yontemlerinden daha iyi sonuglar vermektedir. Sonu¢ olarak Magnus seri agilim
yonteminin stiff adi diferansiyel denklem sistemleri icin etkili bir yontem oldugu

goriiliir [74].
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Simdi, Magnus seri acilim yonteminin farkli mertebeleri arasindaki durumu incelemek
icin homojen olmayan stiff adi diferansiyel denklem sistemleri ele alinacaktir.
Asagidaki 6rnekler homojen olmayan diferansiyel denklem sistemleri olup bu denklem
sistemlerinin A(t) matrisinin elemanlar1 sabit degildir. Dolayisiyla Lie operatorii
(komiitator) goz ardi edilmemelidir. Yani homojen olmayan stiff adi diferansiyel
denklem sistemleri i¢in Magnus seri agilimimin dordiinci ve altinct mertebeleri

arasindaki fark kiyaslanabilir.

Ornek 4.3. y,(t), y,(t) birinci mertebeden siirekli tiirevlere sahip fonksiyonlar olmak

uzere,

y' () = 9y, (¢t) + 24y,(t) + 5cost — ésint,

y', () = —24y,(t) — 51y, (t) — Ycost + isint, (4.3)

2

y:1(0) = i» y2(0) ==

3 3

baslangi¢ deger problemi verilsin. Baslangi¢ deger probleminin analitik ¢6ziimii,
y1(t) =273 —e™3% + gcost

y,(t) = —e73t 4 2e73% — écost

dir [94].

9 24 S5cost — %sint

Denklem (3.42)’ den, A(t) = _24 _51 ve t €[0,1] olmak

—9cost + %sint
0 0 0
tizere, h = 0.01, h = 0.001, h = 0.0001 adim araliklar1 i¢in Denklem (3.32) g6z Oniine

alindiginda MG4 yontemine ait iterasyon islemi sonucunda elde edilen verilerin ilk 3

adim1 asagidaki tablolarda verilmistir.
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Tablo 4.18. h = 0.01 i¢in Ornek 4.3’ iin MG4 yontemine ait iterasyon islemi

t=0.01 t =0.02 t =0.03
9 24 4.9956 9 24 499141 9 24  4.98672
A, —24 -51 —8.9953 —24 —51 —8.99043 —24 —51 —8.98466
[ 0 0 0 [ 0 0 0 L 0 0 0
"9 24 4.99324] 9 24 498876 9 24 498379
A, —24 -51 —8.9926 —24 -51 -8.98721 —24 —-51 —8.98092
[ 0 0 0 [ 0 0 0 | 0 0 0
0.09 024 0.0499435 0.09 024 0.0499001 0.09 024 0.0498516
Q, —0.24 —0.51 —0.0899383 —0.24 —0.51 —0.0898867 —0.24 —0.51 —0.0898261
0 0 0 0 0 0 0 0 0
V1 = exp(Qa) ¥y y1 = exp(Qy)y, y2 = exp(Q,)y; y3 = exp(Q,)y,
1.59715 1.75839 1.85068
Vi1 y, =10.0503515 y, =|—0.358219 y; = |—0.626381
1 1 1
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Tablo 4.19. h = 0.001 i¢in Ornek 4.3 iin MG4 ydntemine ait iterasyon iglemi

t =0.001 t =0.002 t =0.003

[ 9 24 499959 ] [ 9 24 499925 ] 9 24 49989
Ay —-24 -51 -—8.99959 —-24 —-51 -8.99924 —24 -51 -—8.9953

L 0 0 0 L 0 0 0 0 0 0

[ 9 24 4.9994 ] [ 9 24 499905 ] 9 24 4.99324
A, —-24 -51 -8.99939 —24 —-51 -8.99904 —24 -51 -—8.999888

L 0 0 0 L 0 0 0 0 0 0

0.009 0.024  0.00499949 0.009 0.024  0.00499915 0.009  0.024 0.0049988
Q, —0.024 -0.051 -0.00899949 —0.024 -0.051 -0.00899914 —0.024 -0.051 -0.00899878
0 0 0 0 0 0 0 0 0

Yn+1 = eXP(Q4) Yn

y1 = exp(Q4)y,

y2 = exp(Q,)y;

y3 = exp(Q,)y,

Yn+1

1.36559
¥, =0.593164

1

1.3964
vy, =0.522578

1

1.42583
¥3 = (0.454798

1
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Tablo 4.20. h = 0.0001 igin Ornek 4.3’ iin MG4 ydntemine ait iterasyon iglemi

t = 0.0001 t =0.0002 t =0.0003
[ 9 24 499996 ] [ 9 24 499993 ] [ 9 24 499989 ]
Ay —24 —-51 -8.99996 —24 —-51 -8.99993 —24 -51 -8.99989
L 0 0 0 L 0 0 0 L 0 0 0
[ 9 24 499994 ] [ 9 24 499991 ] [ 9 24 499987 ]
A, —24 —-51 -—8.99994 —24 -51 -8.99991 —24 —-51 -—8.99987
L 0 0 0 L 0 0 0 L 0 0 0
0.0009  0.0024  0.000499995 0.0009  0.0024  0.000499992 0.0009  0.0024 0.0004999880
Q, —0.0024 -0.0051 -—0.000899995 —0.0024 -0.0051 -—0.000899992 —0.0024 -0.0051 —0.00899988
0 0 0 0 0 0 0 0 0

Yn+1 = eXp(Q4) Yn

y1 = exp(Q4)y,

y2 = exp(Q,)y,

y3 = exp(Q,)y,

Yn+1

1.33663
y, = |0.65918

1

1.3399
y, = [0.651727
1

1.34317
ys = [0.644303

1

t € [0,1] olmak iizere, h = 0.01, h = 0.001, h = 0.0001 adim araliklar1 i¢in Denklem (3.39) g6z 6niine alindiginda MG6 yontemine

ait iterasyon iglemi sonucunda elde edilen verilerin ilk 3 adim1 asagidaki tablolarda verilmistir.
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Tablo 4.21. h = 0.01 i¢in Ornek 4.3’ iin MG6 yontemine ait iterasyon islemi

t=0.01 t=0.02 t =0.03
[ 9 24 499598 ] [ 9 24 4.99184 | [ 9 24 49872 ]
Ay —24 -51 -—8.99573 —24 —-51 -8.99095 —24 —-51 -8.98527
L 0 0 0 L 0 0 0 L 0 0 0
[ 9 24 499444 ] [ 9 24 499011 ] [ 9 24 498527 ]
A, —24 -51 -8.99399 —-24 —-51 -—8.98886 —24 -51 -—8.98282
L 0 0 0 L 0 0 0 L 0 0 0
[ 9 24 499282 ] [ 9 24 498829 ] [ 9 24 498327 ]
A —-24 -51 -8.99211 —24 -51 -—8.98663 —24 -51 -—8.98025
L 0 0 0 L 0 0 0 L 0 0 0
0 0 -0.00408292 [0 0 —0.00458215] 0 0 -—0.00508092
D, 0 0 0.0046829 0 0 0.00558204 0 0 0.00648063
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 -0.000499443 [0 0 —0.00049901] 0 0 -—0.000498527
D, 0 0 0.000899398 0 0 0.00089884 0 0 0.000898261
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0.09 0.24  0.0499435 0.09 024  0.0499001 0.09 0.24 0.0498516
Qg —-0.24 -0.51 -0.0899383 —-0.24 -0.51 -0.0898867 —0.24 -0.51 -0.0898261
0 0 0 0 0 0 0 0 0

Yn+1 = €XpP (96)3’71

y1 = exp(Q4)yo

y2 = exp(Qe)yy

y3 = exp(Qe)y,

Yn+1

1.59715
¥y, =0.0503515

1

Vo = I—0.358219

1.75839 l

1

Y3 = I—0.626381

1.85068 l

1
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Tablo 4.22. h = 0.001 i¢in Ornek 4.3’ iin MG6 ydntemine ait iterasyon iglemi

t =0.001 t =0.002 t =0.003
[ 9 24 4,99963 ] [ 9 24 4,99928 1 [ 9 24 4.99894 ]
A, —24 —-51 -8.99962 —24 —-51 -—-8.99928 —24 —-51 -8.99892
L 0 0 0 L 0 0 0 L 0 0 0
[ 9 24 4,99949 1 [ 9 24 499915 ] [ 9 24 4,9988 1
A, —24 —-51 -—-8.99949 —24 —-51 -8.99914 —24 —-51 -8.99878
[ 0 0 0 L 0 0 0 L 0 0 0
[ 9 24 4,99936 ] 9 24 4.99902 [ 9 24 4.99867 ]
A, —24 —-51 -8.99935 —24 —-51 -8.999 —24 —-51 -8.99864
L 0 0 0 0 0 0 L 0 0 0
[ 9 24 4,99949 ] 9 24 4,99915 [ 9 24 4,9988 ]
D, —24 —-51 -8.99949 —-24 —-51 -8.99914 —24 —-51 -8.99878
L 0 0 0 0 0 0 L 0 0 0
0 0 —-0.000340833 0 0 -0.000345832 0 0 -0.000350831
D, 0 0 0.000346833 0 0 0.000355832 0 0 0.000364831
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 —0.00000499949 0 0 —0.00000499915 0 0 —0.0000049988
D, 0 0 0.00000899949 0 0 0.00000899914 0 0 0.00000899878
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0.009 0.024 0.00499949 0.009 0.024 0.00499915 0.009 0.024 0.0049988
Qe —0.024 —-0.051 —-0.00899949 —0.024 —-0.051 —-0.00899914 —0.024 —-0.051 -—0.00899878
0 0 0 0 0 0 0 0 0
Yn+1 = exp(Qe)yn y1 = exp(Qe)¥o vz = exp(Qe)y; y3 = exp(Qe)y,
1.36559 1.3964 1.42583
Vi1 y; = |0.593164 v, =10.522578 y3 = |—0.454798
1 1 1
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Tablo 4.23. h = 0.0001 igin Ornek 4.3’ iin MG6 ydntemine ait iterasyon iglemi

t = 0.0001 t = 0.0002 t = 0.0003
[ 9 24 499996 ] [ 9 24 499993 ] 9 24 49999
Ay —24 —-51 -8.99996 —24 —-51 -—8.99993 —24 —-51 -8.9999
L 0 0 0 L 0 0 0 0 0 0
[ 9 24 499995 ] [ 9 24 4.99992 | [ 9 24 499988 ]
A, —24 -51 -—8.99995 —24 —-51 -—8.99992 —24 —-51 -—8.99988
L 0 0 0 L 0 0 0 L 0 0 0
[ 9 24 499994 ] 9 24 49999 [ 9 24 499987 ]
A —24 -51 -—8.99994 —24 —-51 -8.9999 —24 —-51 -—8.99987
L 0 0 0 0 0 0 L 0 0 0
[ 9 24 499995 ] [ 9 24 4.99992 | [ 9 24 499988 ]
D, —24 -51 -—8.99995 —24 —-51 -—-8.99992 —24 —-51 -—8.99988
L 0 0 0 L 0 0 0 L 0 0 0
[0 0 —0.0000334083] [0 0 —0.0000334583] 0 0 -—0.0000335083]
D, 0 0 0.0000334683 0 0 0.0000335583 0 0 0.0000336483
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 —4.99995x 1078 0 0 —4.99992x10°® 0 0 —4.99988x 1078
D, 0 0 899995x 1078 0 0 899992x1078 0 0 899988x 1078
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0.0009  0.0024  0.000499995 0.0009  0.0024  0.000499992 0.0009  0.0024  0.000499988
Q¢ —0.0024 -0.0051 —0.000899995 —0.0024 -0.0051 -—0.000899992 —0.0024 -0.0051 -0.000899988
0 0 0 0 0 0 0 0 0

Yn+1 = €Xp (96)3/71

y1 = exp(Q4)¥o

y2 = exp(Qe)yy

y3 = exp(Qg)y,

1.33663 1.3399 1.34317
Yn+1 y; =(0.659182 vy, =(0.651727 y3 =|—0.644303
1 1 1




Bu sekilde t = 1’ e kadar devam edilirse, MG4 ve MG6 yontemleri kullanilarak elde
edilen gercek ¢oziim, yaklasik ¢6ziim degerleri ile mutlak hata degerleri asagidaki
tablolarda verilmistir [75]. Ayrica RK4 ve RK6 kullanilarak elde edilen yaklasik ¢6zim
degerleri ve mutlak hata degerleri de Tablo 4.30, 4.31, 4.32 ve 4.33’ te verilmistir.

Tablo 4.24. h =0.01 icin Ornek 4.3’ iin MG4 ydnteminden elde edilen yaklasik
coziimleri ve mutlak hata degerleri

y(® y(®
t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak Hata

0.1 1.793062585010306 1.7930625782067209 6.8035850286918276 x 1078
0.2 | 1.4239023964894861 1.423902380674598 1.5814888065790456 x 1078
0.3 | 1.1315765220372391 1.1315764973215359 2.4715703261790622 x 1078
0.4 | 0.9094085872759455 0.9094085539043321 3.3371613472610306 x 1078
0.5 0.738787837528716 0.7387877958337838 4.169493217354159 x 1078
0.6 | 0.6057096480109448 0.605709598408684 4.960226085426456 x 1078
0.7 | 0.4998602522660672 0.49986019525163333 5.701443384076299 x 1078
0.8 | 0.41367147636118484 | 0.41367141250391104 6.385727380209261 x 1078
0.9 | 0.34161434823638664 | 0.34161427817406453 7.006232211059782 x 1078
1.0 | 0.2796749053584411 0.2796748297909253 7.5567515800401 x 1078

Tablo 4.25. h = 0.001 i¢in Ornek 4.3’ iin MG4 yonteminden elde edilen yaklasik

coziimleri ve mutlak hata degerleri

y(®) y(®)
t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak Hata
0.1 1.793062585010306 1.7930625850095876 7.183142969324763 x 10713
0.2 | 1.4239023964894861 1.4239023964878361 1.6500134591979077 x 10712
0.3 | 1.1315765220372391 1.131576522034681 2.5581758933412857 x 10712
0.4 | 0.9094085872759455 0.909408587272514 3.4315883468138964 x 10712
0.5 0.738787837528716 0.7387878375244491 4.266920150541864 x 10712
0.6 | 0.6057096480109448 0.6057096480058877 5.0571768994700506 x 10712
0.7 | 0.4998602522660672 0.49986025226027 5.797196056533949 x 10~12
0.8 | 0.41367147636118484 | 0.41367147635470586 6.478984015956257 x 10712
0.9 | 0.34161434823638664 | 0.34161434822929115 7.095490861530607 x 10712
1.0 | 0.2796749053584411 0.2796749053507996 7.641498545041259 x 10~12

56




Tablo 4.26. h = 0.0001 icin Ornek 4.3’ {in MG4 ydnteminden elde edilen yaklasik

coziimleri ve mutlak hata degerleri

y(®) y(®)
t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak Hata
0.1 1.793062585010306 1.7930625850105464 | 2.404743071338089 x 10713
0.2 1.4239023964894861 | 1.4239023964898885 | 4.0234482412415673 x 10713
0.3 1.1315765220372391 | 1.1315765220377074 4.68292071786891 x 10713
0.4 0.9094085872759455 | 0.9094085872764311 | 4.856115509710435 x 10713
0.5 0.738787837528716 0.7387878375291873 4.71289673953379 x 10713
0.6 0.6057096480109448 | 0.6057096480113842 | 4.3931525084417444 x 10713
0.7 0.4998602522660672 | 0.4998602522664684 | 4.0123460109953157 x 10~13
0.8 | 0.41367147636118484 | 0.4136714763615437 | 3.5887959271008185 x 10713
0.9 | 0.34161434823638664 | 0.3416143482367031 | 3.1646907316940087 x 1013
1.0 0.2796749053584411 | 0.27967490535871603 2.7494673204842 x 10713

Tablo 4.27. h=0.01 icin Ornek 4.3’ iin MG6 ydnteminden elde edilen yaklasik

coziimleri ve mutlak hata degerleri

y(@®) y(@®)
t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak Hata

0.1 1.793062585010306 1.793062585034908 2.460209813648362 x 10711
0.2 1.4239023964894861 1.4239023965466797 5.719358320277479 x 10~ 11
0.3 1.1315765220372391 1.13157652212662 8.93809470881024 x 101!

0.4 | 0.9094085872759455 0.9094085873966254 | 1.2067991050912497 x 10710
0.5 0.738787837528716 0.7387878376794886 1.507726166138923 x 10~1°
0.6 | 0.6057096480109448 | 0.6057096481903044 | 1.7935952723036053 x 10710
0.7 | 0.4998602522660672 | 0.49986025247222116 | 2.0615398277357144 x 10710
0.8 | 0.41367147636118484 | 0.4136714765920734 | 2.3088853051689284 x 1070
0.9 | 0.34161434823638664 | 0.34161434848970246 | 2.5331581277043824 x 10710
1.0 | 0.2796749053584411 0.2796749056316528 | 2.7321173101668705 x 10710
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Tablo 4.28. h = 0.001 igin Ornek 4.3’ iin MG6 ydnteminden elde edilen yaklasik

coziimleri ve mutlak hata degerleri

y() y()
t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak Hata
0.1 1.793062585010306 1.793062585010273 3.2862601528904634 x 10~1*
0.2 1.4239023964894861 | 1.4239023964894257 6.039613253960852 x 10714
0.3 1.1315765220372391 | 1.1315765220371654 7.37188088351104 x 10~14
0.4 0.9094085872759455 | 0.9094085872758669 7.860379014346108 x 10~1*
0.5 0.738787837528716 0.7387878375286369 7.915890165577366 x 1014
0.6 0.6057096480109448 | 0.6057096480108688 7.605027718682322 x 1014
0.7 0.4998602522660672 | 0.49986025226599434 | 7.283063041541027 x 10714
0.8 | 0.41367147636118484 | 0.41367147636111745 6.7390537594747 x 10714
0.9 | 0.34161434823638664 | 0.341614348236325 6.161737786669619 x 10~1*
1.0 0.2796749053584411 | 0.2796749053583856 5.551115123125783 x 10~1*

Tablo 4.29. h = 0.0001 icin Ornek 4.3’ iin MG6 ydnteminden elde edilen yaklagik

coziimleri ve mutlak hata degerleri

y(t) y(t)
t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak Hata
0.1 1.793062585010306 1.7930625850105466 | 2.4069635173873394 x 10713
0.2 | 1.4239023964894861 1.4239023964898883 4.021227795192317 x 10713
0.3 | 1.1315765220372391 1.1315765220377079 4.687361609967411 x 10713
0.4 | 0.9094085872759455 0.909408587276432 4.864997293907436 x 10713
0.5 0.738787837528716 0.7387878375291872 4.711786516509164 x 10713
0.6 | 0.6057096480109448 | 0.6057096480113843 | 4.3942627314663696 x 10713
0.7 | 0.4998602522660672 0.4998602522664691 | 4.0190073491430667 x 10713
0.8 | 0.41367147636118484 | 0.4136714763615445 | 3.5965674882731946 x 10713
0.9 | 0.34161434823638664 | 0.3416143482367027 | 3.1608049511078207 x 10713
1.0 | 0.2796749053584411 0.2796749053587161 2.750022431996513 x 10713
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Tablo 4.30. h = 0.01 Ornek 4.3’ iin RK4 ydnteminden elde edilen yaklasik ¢dziimleri

ve mutlak hata degerleri

y() y(t)

t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak hata

0.1 1.793062585010306 1.7930414623401851 0.000021122670120776732
0.2 1.4239023964894861 1.4239015251954412 8.712940449129292 x 1077
0.3 1.1315765220372391 1.1315764805821242 4.145511489639375 x 1078
0.4 0.9094085872759455 0.9094085716960022 1.5579943335453095 x 1078
0.5 0.738787837528716 0.7387878231359544 1.4392761649162367 x 1078
0.6 0.6057096480109448 0.60570963418923 1.3821714883732739 x 1078
0.7 0.4998602522660672 0.4998602391363671 1.3129700049407944 x 1078
0.8 | 0.41367147636118484 0.4136714641052963 1.2255888526269132 x 1078
0.9 | 0.34161434823638664 0.3416143370524767 1.1183909964795902 x 1078
1.0 0.2796749053584411 0.27967489544244406 9.915997023490775 x 107°

Tablo 4.31. h =0.001 igin Ornek 4.3’ iin RK4 ydnteminden elde edilen yaklasik
coziimleri ve mutlak hata degerleri
t ye) y) Mutlak hata
(Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim)

0.1 1.793062585010306 1.7930625834366276 1.5736782987829656 x 107°
0.2 1.4239023964894861 1.4239023964245106 6.497558047158236 x 10711
0.3 1.1315765220372391 1.1315765220340672 3.1719071813540722 x 10712
0.4 | 0.9094085872759455 0.9094085872747049 1.2406742300186124 x 10712
0.5 0.738787837528716 0.7387878375275637 1.15230047725845 x 10712

0.6 | 0.6057096480109448 0.6057096480098338 1.1110001807423942 x 10~12
0.7 | 0.4998602522660672 0.4998602522650073 1.0598744104584057 x 10712
0.8 | 0.41367147636118484 | 0.4136714763601927 9.921508059562711 x 10713
0.9 | 0.34161434823638664 | 0.3416143482354787 9.07940389538453 x 10713

1.0 | 0.2796749053584411 0.2796749053576344 8.066880496926387 x 10713
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Tablo 4.32. h = 0.0001 i¢in Ornek 4.3’ iin RK4 yonteminden elde edilen yaklasik
coziimleri ve mutlak hata degerleri

y(®) y(®)
t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak hata
0.1 1.793062585010306 1.7930625850101582 | 1.4765966227514582 x 10713
0.2 1.4239023964894861 1.4239023964894788 7.327471962526033 x 10715
0.3 1.1315765220372391 1.1315765220372385 6.661338147750939 x 10716
0.4 0.9094085872759455 0.9094085872759476 | 2.1094237467877974 x 10~ 1°
0.5 0.738787837528716 0.7387878375287192 3.219646771412954 x 10~ 1°
0.6 0.6057096480109448 0.6057096480109463 | 1.4432899320127035 x 10~ 1°
0.7 0.4998602522660672 0.4998602522660685 | 1.3322676295501878 x 10~ 1°
0.8 0.41367147636118484 | 0.41367147636118506 | 2.220446049250313 x 1071¢
0.9 0.34161434823638664 0.3416143482363867 5.551115123125783 x 10~17
1.0 0.2796749053584411 0.27967490535844186 | 7.771561172376096 x 10716

Tablo 4.33. h = 0.01 Ornek 4.3’ iin RK6 ydnteminden elde edilen yaklasik ¢dziimleri
ve mutlak hata degerleri

y(® y(t)
t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak hata
0.1 1.793062585010306 1.7930659182669237 | 3.3332566178323475 x 1076
0.2 1.4239023964894861 1.4239025332049915 | 1.3671550536109578 x 1077
0.3 1.1315765220372391 1.1315765279447954 5.907556221984578 x 107°
0.4 0.9094085872759455 0.9094085891411984 | 1.8652528410711966 x 10~°
0.5 0.738787837528716 0.7387878392132065 | 1.6844904360269197 x 10~°
0.6 0.6057096480109448 0.6057096496039595 | 1.5930146091136521 x 10~°
0.7 0.4998602522660672 0.499860253754371 1.488303813523828 x 107°
0.8 | 0.41367147636118484 | 0.41367147772938784 | 1.3682029953443475 x 107°
0.9 | 0.34161434823638664 | 0.34161434946994307 | 1.2335564236742869 x 107°
1.0 0.2796749053584411 0.2796749064440469 1.085605827455538 x 107°

Asagida t € [0,1] icin MG4 ve MG6 yontemleri kullanilarak elde edilen hata grafikleri

verilmistir.
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Ornek 4.4. y,(t), y,(t) birinci mertebeden siirekli tiirevlere sahip fonksiyonlar olmak

uzere,

y' () = =3y1(t) + 2y,(t) + 3cost — 3sint,
y'5(t) = 2y,(t) — 3y,(t) — cost + 3sint, (4.4)
y1(0) =1, y,(0)=0

baslangi¢ deger problemi verilsin. Baslangi¢ deger probleminin analitik ¢6zimil,

y1(t) = cost,
y,(t) = sint
diir [32].

—3 2 3cost—3sint
Denklem (3.42)’ den, A(t) =| 2 —3 —cost+ 3sint| ve t € [0,1] olmak iizere,
0 0 0

h =0.01, h =0.001, h =0.0001 admm araliklar1 i¢in Denklem (3.32) goz Oniine
alindiginda MG4 yontemine ait iterasyon islemi sonucunda elde edilen verilerin ilk 3

adim1 asagidaki tablolarda verilmistir.
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Tablo 4.34. h = 0.01 i¢in Ornek 4.4’ iin MG4 yontemine ait iterasyon islemi

t=0.01 t=0.02 t =0.03
—3 2 2.96344 | —3 2 2.93293 | —3 2 2.90213 |
A, 2 -3 —0.963588 2 —3 —0.933421 2 -3 —-0.903161
Lo 0 0 Lo 0 0 Lo 0 0
—3 2 2.94586 | —3 2 291518 | —3 2 2.88421 ]
A, 2 -3 —0.946183 2 -3 —0.915962 2 -3 —0.885649
Lo 0 0 0 0 0 Lo 0 0
—0.03 0.02  0.0295453 —0.03 0.02  0.0292393 —0.03 0.02  0.0289304
Q, 0.02 —0.03 —0.00954759 0.02 —0.03 —0.00924565 0.02 —0.03 —0.00894278
0 0 0 0 0 0 0 0 0
V1 = exp(Qy) ¥y y1 = exp(Q4)y, y2 = exp(Q,)y; y3 = exp(Q,)y,
0.99995 0.9998 0.99955
Vi1 y; = 10.00999983 y, = 0.0199987 y; =0.0299955
1 1 1
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Tablo 4.35. h = 0.001 i¢in Ornek 4.4’ iin MG4 ydntemine ait iterasyon iglemi

t =0.001 t =0.002 t =0.003

-3 2 2.99636 ] -3 2 2.99336 -3 2 2.99035 |
Ay 2 =3 -0.996365 2 =3 -0.993364 2 =3 -0.990361

L0 0 0 0 o0 0 L0 0 0

-3 2 2.99463 ] -3 2 299162 -3 2 2.98861 |
A, 2 =3 -0.994632 2 -3 -0.99163 2 =3 -0.988627

L0 0 0 0 o0 0 L0 0 0

—0.003 0.002 0.0029955 —0.003 0.002 0.00299249 —0.003 0.002 0.00298948
Q, 0.002 —0.003 —0.000995498 0.002 —0.003 —-0.000992496 0.002 —0.003 —-0.000989493
0 0 0 0 0 0 0 0 0

Yn+1 = eXp(Q4) Yn

y1 = exp(Q4)y,

y2 = exp(Qy)y,

y3 = exp(Q,)y,

Yn+1

1
v, =10.001
1

0.999998
vy, =1 0.002

1

0.999996
y3 =] 0.003

1
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Tablo 4.36. h = 0.0001 igin Ornek 4.4’ iin MG4 ydntemine ait iterasyon iglemi

t = 0.0001 t = 0.0002 t = 0.0003
-3 2 2.99964 | -3 2 2.99934 | -3 2 2.99904 ]
Ay 2 =3 -=0.999637 2 -3 -0.999337 2 =3 -0.999037
L0 0 0 L0 0 0 L0 0 0
-3 2 2.99946 | -3 2 2.99916 | -3 2 2.99886 |
A, 2 =3 -0.999463 2 =3 -0.999163 2 =3 -0.998863
L0 0 0 L0 0 0 L0 0 0
—0.0003 0.0002  0.000299955 —0.0003 0.0002 0.000299925 —0.0003 0.0002 0.000299895
Q, 0.0002 —0.0003 —0.000099955 0.0002 —0.0003 —0.000099925 0.0002 —0.0003 —0.000099895
0 0 0 0 0 0 0 0 0

Yn+1 = exp(ﬂz}) Yn

y1 = exp(Q4)y

y2 = exp(Qy)y,

y3 = exp(Q,)y,

Yn+1

1
y, = 0.0001
1

1
y, = [0.0002
1

1
y, = 0.0003
1

t € [0,1] olmak iizere, h = 0.01, h = 0.001, h = 0.0001 adim araliklar1 i¢in Denklem (3.39) g6z 6niine alindiginda MG6 yontemine

ait iterasyon iglemi sonucunda elde edilen verilerin ilk 3 adimi1 agagidaki tablolarda verilmistir.
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Tablo 4.37. h = 0.01 igin Ornek 4.4” {in MG6 yontemine ait iterasyon islemi

t=0.01 t=0.02 t =0.03
—3 2 2.96643 | —3 2 293595 —3 2 290518
A, 2 -3 —0.966558 2 -3 —0.9364 2 -3 —0.90615
L0 0 0 0 0 0 0 0 0
—3 2 2.95466 | —3 2 2.92407 | —3 2 2.89318 |
A, 2 -3 —0.954889 2 -3 —0.924695 2 =3 —0.894409
Lo 0 0 Lo 0 0 Lo 0 0
—3 2 2.94285 | —3 2 291214 ] —3 2 2.88114 |
A, 2 -3 —0.943206 2 -3 —0.912976 2 -3 —0.882655
Lo 0 0 Lo 0 0 Lo 0 0
0 0 —0.0304465 0 0 —0.0307405 0 0 —0.0310313
D, 0 0 0.0301465 0 0 0.0302405 0 0 0.0303315
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 —0.000295466 0 0 —0.000292407 0 0 —0.0002893186
D, 0 0 0.0000954888 0 0 0.0000924694 0 0 0.0000894408
0 0 0 0 0 0 0 0 0
—0.03 0.02  0.0295453 —0.03 0.02  0.0292393 —0.03 0.02  0.0289304
Qq 0.02 —0.03 —0.00954759 0.02 —0.03 —0.00924565 0.02 —0.03 —0.00894278
0 0 0 0 0 0 0 0 0
V1 = exp(Qe) ¥y y1 = exp(Qe)Yo y2 = exp(Qe)y; y3 = exp(Qe)y,
0.99995 0.9998 0.99955
Vi1 y; = 10.00999983 y, = 0.0199987 y; =0.0299955
1 1 1
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Tablo 4.38. h = 0.001 i¢in Ornek 4.4’ iin MG6 ydntemine ait iterasyon iglemi

t =0.001 t =0.002 t =0.003
-3 2 2.99666 | -3 2 299366 -3 2 2.99065 |
Ay 2 =3 -0.996661 2 =3 -0.99366 -3 —0.990657
L0 O 0 0 o0 0 0 0
-3 2 2.9955 -3 2 2.99249 | -3 2 2.98948 ]
A, 2 =3 -0.995499 2 -3 -0.992497 -3 —0.989494
L0 0 0 L0 O 0 0 0
-3 2 2.99433 ] -3 2 2.99133 | -3 2 2.98832 ]
A 2 =3 -0.994336 2 -3 -0.991334 -3 —0.988331
L0 0 0 L0 0 0 0 0
-3 2 2.9955 -3 2 2.99249 ] -3 2 2.98948 ]
D, 2 =3 -0.995499 2 =3 -0.992497 -3 —0.989494
L0 0 0 L0 0 0 L0 0 0
0 0 -0.0030045 0 0 -0.00300749 0 0 -0.00301048
D, 0 0 0.0030015 0 0 0.00300249 0 0 0.00300348
0 0 0 00 0 0 0 0
0 0 -—0.000002995 0 0 -—0.00000299249 0 0 -0.00000298948
D, 0 0 9.95499 x 1077 0 0 9.92497x1077 0 0 9.89494x 1077
0 0 0 0 0 0 0 0 0
—0.003 0.002 0.0029955 —0.003 0.002 0.00299249 —0.003 0.002 0.00298948
Q¢ 0.002 —0.003 -0.000995498 0.002 —0.003 -0.000992496 0.002 —0.003 —0.000989493
0 0 0 0 0 0 0 0 0

Yn+1 = €XpP (96)3/71

y1 = exp(Q4)¥o

y2 = exp(Qe)yy

y3 = exp(Qg)y,

Yn+1

1
v, =10.001
1

0.999998
v, =1 0.002

1

0.999996
y3 =] 0.003

1




Tablo 4.39. h = 0.0001 igin Ornek 4.4’ iin MG6 ydntemine ait iterasyon iglemi

89

t = 0.0001 t = 0.0002 t = 0.0003
-3 2 2.99967 -3 2 2.99937 -3 2 2.99907
Ay 2 =3 -0.999666 2 =3 -0.999366 2 =3 -0.999066
0 0 0 0 O 0 0 o0 0
-3 2 299955 -3 2 299925 -3 2 299895
A, 2 -3 -0.99955 2 =3 -0.99925 2 =3 -0.99895
0 0 0 0 0 0 0 o0 0
-3 2 2.99943 ] -3 2 2.99913 | -3 2 2.99883 |
A 2 =3 -0.999434 2 -3 -0.999134 2 =3 -0.998834
L0 0 0 L0 0 0 L0 0 0
0 0 -—0.000300045] [0 0 —0.000300075] [0 0 —0.000300105]
D, 0 0 0.000300015 0 0 0.000300025 0 0 0.000300035
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 —2.99955x 1078 0 0 —2.99925x 1078 0 0 —2.99895x 1078
D, 0 0 9.9955x107° 0 0 99925x107° 0 0 9.9895x107°
0 0 0 0 0 0 0 0 0
—0.0003 0.0002  0.000299955 —0.0003 0.0002 0.000299925 —0.0003 0.0002  0.000299895
Qg 0.0002 —0.0003 —0.000099955 0.0002 —0.0003 —0.000099925 0.0002 —0.0003 —0.000099895

0 0 0

0 0

0 0 0

Yn+1 = €Xp (96)3’71

y1 = exp(Q4)¥o

y2 = exp(Qe)yy

y3 = exp(Qg)y,

Yn+1

1
y, =10.0001
1

1
vy, =10.0002
1

1
y3 =10.0003
1




Bu sekilde t = 1’ e kadar devam edilirse, MG4 ve MG6 yontemleri kullanilarak elde
edilen gercek ¢oziim, yaklasik ¢6ziim degerleri ve mutlak hata degerleri asagidaki
tablolarda verilmistir [75]. Ayrica RK4 ve RK6 yontemleri kullanilarak elde edilen
yaklagik ¢6ziim degerleri ve mutlak hata degerleri de Tablo 4.46, 4.47, 4.48 ve 4.49° da

verilmistir.

Tablo 4.40. h = 0.01 igin Ornek 4.4’ iin MG4 yonteminden elde edilen yaklasik
coziimleri ve mutlak hata degerleri

y(®) y(®)
t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak Hata
0.1 | 0.9950041652780258 0.9950041648936438 3.84381970697234 x 10710
0.2 | 0.9800665778412416 0.9800665771916226 6.496190252391898 x 10710
0.3 0.955336489125606 0.9553364882870825 8.385234728791602 x 10710
0.4 | 0.9210609940028851 0.9210609930261116 9.76773550931398 x 10710
0.5 | 0.8775825618903728 0.8775825608106744 1.0796983307415076 x 107°
0.6 | 0.8253356149096783 0.8253356137532794 1.1563989765761562 x 107°
0.7 | 0.7648421872844884 0.7648421860722431 1.2122453041385484 x 107°
0.8 | 0.6967067093471654 0.6967067080967697 1.2503956758891377 x 107°
0.9 | 0.6216099682706644 0.6216099669979467 1.2727177089999486 x 10~°
1.0 | 0.5403023058681398 0.5403023045877927 1.2803470506028702 x 107°

Tablo 4.41. h = 0.001 icin Ornek 4.4’ {in MG4 ydnteminden elde edilen yaklasik

coziimleri ve mutlak hata degerleri

y(©) y(©)
t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak Hata
0.1 | 0.9950041652780258 | 0.9950041652779738 5.206945985491984 x 10~ 14
0.2 | 0.9800665778412416 | 0.9800665778411536 8.804068585277491 x 10714
0.3 | 0.955336489125606 0.955336489125491 1.1501910535116622 x 10713
0.4 | 0.9210609940028851 | 0.9210609940027498 1.3533618670180658 x 10713
0.5 | 0.8775825618903728 | 0.8775825618902209 1.5187850976872141 x 10713
0.6 | 0.8253356149096783 0.825335614909514 1.6431300764452317 x 10713
0.7 | 0.7648421872844884 0.764842187284314 1.744160371686121 x 10713
0.8 | 0.6967067093471654 | 0.6967067093469831 1.822986206434507 x 10713
0.9 | 0.6216099682706644 | 0.6216099682704775 1.8685053504441385 x 10713
1.0 | 0.5403023058681398 | 0.5403023058679502 1.8951507030351422 x 10713
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Tablo 4.42. h = 0.0001 igin Ornek 4.4’ {in MG4 yonteminden elde edilen yaklasik

coziimleri ve mutlak hata degerleri

y(t) y(t)
t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak Hata

0.1 | 0.9950041652780258 | 0.9950041652778887 1.3711254354120683 x 10713
0.2 | 0.9800665778412416 0.98006657784109 1.5165646516379638 x 10713
0.3 | 0.955336489125606 0.9553364891254453 1.6064927166326015 x 10713
0.4 | 0.9210609940028851 0.921060994002713 1.7208456881689926 x 10713
0.5 | 0.8775825618903728 | 0.8775825618901901 1.8263168755083825 x 10713
0.6 | 0.8253356149096783 | 0.8253356149094869 1.91402449445377 x 10713

0.7 | 0.7648421872844884 | 0.7648421872842888 1.9961809982760315 x 10713
0.8 | 0.6967067093471654 | 0.6967067093469571 2.0827783941967937 x 10713
0.9 | 0.6216099682706644 | 0.6216099682704511 2.1327384303049257 x 10713
1.0 | 0.5403023058681398 | 0.5403023058679219 2.1782575743145571 x 10713

Tablo 4.43. h=0.01 icin Ornek 4.4’ iin MG6 yonteminden elde edilen yaklasik

coziimleri ve mutlak hata degerleri

y(® y(t)
t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak Hata

0.1 | 0.9950041652780258 0.9950041652780464 | 2.0539125955565396 x 10~1*
0.2 | 0.9800665778412416 0.9800665778412767 | 3.5083047578154947 x 10~1*
0.3 0.955336489125606 0.9553364891256515 4.551914400963142 x 10~1*
0.4 | 0.9210609940028851 0.9210609940029385 5.340172748447003 x 10~1*
0.5 | 0.8775825618903728 0.8775825618904324 5.96189764223709 x 10~14

0.6 | 0.8253356149096783 0.8253356149097423 6.394884621840902 x 10714
0.7 | 0.7648421872844884 0.7648421872845552 6.683542608243442 x 10714
0.8 | 0.6967067093471654 0.6967067093472343 6.894484982922222 x 10714
0.9 | 0.6216099682706644 0.6216099682707338 6.938893903907228 x 10714
1.0 | 0.5403023058681398 0.5403023058682087 6.894484982922222 x 10714
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Tablo

coziimleri ve mutlak hata degerleri

4.44. h = 0.001 igin Ornek 4.4’ {in MG6 ydnteminden elde edilen yaklasik

y(t) y()
t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak Hata
0.1 | 0.9950041652780258 0.9950041652780135 1.2323475573339238 x 10~ 14
0.2 | 0.9800665778412416 0.9800665778412192 2.2426505097428162 x 10714
0.3 | 0.955336489125606 0.9553364891255754 3.0531133177191805 x 10714
0.4 | 0.9210609940028851 0.9210609940028475 3.7636560534792807 x 10714
0.5 | 0.8775825618903728 0.8775825618903297 4.3076653355456074 x 10~ 14
0.6 | 0.8253356149096783 0.8253356149096305 4.785061236134425 x 10714
0.7 | 0.7648421872844884 0.7648421872844372 5.1181281435219717 x 10714
0.8 | 0.6967067093471654 0.6967067093471102 5.517808432387028 x 10714
0.9 | 0.6216099682706644 0.6216099682706065 5.784261958297066 x 10714
1.0 | 0.5403023058681398 0.5403023058680788 6.09512440519211 x 1071
Tablo 4.45. h = 0.0001 icin Ornek 4.4’ iin MG6 yonteminden elde edilen yaklasik
¢Oziimleri ve mutlak hata degerleri
y(®) y(@®)
t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak Hata

0.1 | 0.9950041652780258 0.9950041652778887 1.3711254354120683 x 10713
0.2 | 0.9800665778412416 0.98006657784109 1.5165646516379638 x 10713
0.3 0.955336489125606 0.9553364891254453 1.6064927166326015 x 10713
0.4 | 0.9210609940028851 0.921060994002713 1.7208456881689926 x 10713
0.5 | 0.8775825618903728 0.8775825618901901 1.8263168755083825 x 10713
0.6 | 0.8253356149096783 0.8253356149094869 1.91402449445377 x 10713

0.7 | 0.7648421872844884 0.7648421872842888 1.9961809982760315 x 10713
0.8 | 0.6967067093471654 0.6967067093469573 2.0805579481475434 x 10713
0.9 | 0.6216099682706644 0.6216099682704513 2.1305179842556754 x 10713
1.0 | 0.5403023058681398 0.540302305867922 2.177147351289932 x 10713
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Tablo 4.46. h = 0.01 icin Ornek 4.4’ iin RK4 ydnteminden elde edilen yaklasik

coziimleri ve mutlak hata degerleri

y(®) y()
t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak hata
0.1 0.9950041652780258 0.9950041648144818 4.635439809774766 x 10710
0.2 0.9800665778412416 0.9800665771548406 6.864010471119286 x 10710
0.3 0.955336489125606 0.9553364883664646 7.591414163954369 x 10710
0.4 | 0.9210609940028851 0.921060993265555 7.373300858759535 x 10710
0.5 0.8775825618903728 0.8775825612350378 6.553350084814724 x 10710
0.6 | 0.8253356149096783 0.8253356143749834 5.346949549789315 x 10710
0.7 0.7648421872844884 0.7648421868953 3.8918834821544124 x 10710
0.8 0.6967067093471654 0.696706709119265 2.2790036524611423 x 10710
0.9 0.6216099682706644 0.6216099682135885 5.707589956216452 x 1011
1.0 0.5403023058681398 0.5403023059869032 1.1876344352401702 x 10710
Tablo 4.47. h = 0.001 icin Ornek 4.4’ {in RK4 ydnteminden elde edilen yaklasik
coziimleri ve mutlak hata degerleri
t t
‘ (GerQ:k( g)éziim) (Yakla};i( )gézﬁm) Mutlaichata
0.1 | 0.9950041652780258 0.9950041652779805 4.529709940470639 x 10~ 14
0.2 | 0.9800665778412416 0.9800665778411745 6.716849298982197 x 10~14
0.3 0.955336489125606 0.9553364891255325 7.349676423018536 x 10714
0.4 | 0.9210609940028851 0.9210609940028136 7.149836278586008 x 10714
0.5 | 0.8775825618903728 0.8775825618903093 6.350475700855895 x 10714
0.6 | 0.8253356149096783 0.8253356149096267 5.162537064506978 x 10714
0.7 | 0.7648421872844884 0.764842187284451 3.7414515929867775 x 10714
0.8 | 0.6967067093471654 0.6967067093471437 2.1649348980190553 x 10714
0.9 | 0.6216099682706644 0.62160996827066 4.440892098500626 x 10715
1.0 | 0.5403023058681398 0.5403023058681519 1.2101430968414206 x 10~1*
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Tablo 4.48. h = 0.0001 igin Ornek 4.4’ iin RK4 ydnteminden elde edilen yaklasik

coziimleri ve mutlak hata degerleri

y(t) y()
t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak hata
0.1 | 0.9950041652780258 0.995004165278025 7.771561172376096 x 10716
0.2 | 0.9800665778412416 | 0.9800665778412408 7.771561172376096 x 10716
0.3 0.955336489125606 0.9553364891256052 7.771561172376096 x 10716
0.4 | 0.9210609940028851 | 0.9210609940028847 4.440892098500626 x 10716
0.5 | 0.8775825618903728 | 0.8775825618903728 0
0.6 | 0.8253356149096783 | 0.8253356149096781 2.220446049250313 x 10716
0.7 | 0.7648421872844884 | 0.7648421872844875 8.881784197001252 x 10716
0.8 | 0.6967067093471654 | 0.6967067093471654 0
0.9 | 0.6216099682706644 | 0.6216099682706654 9.992007221626409 x 10716
1.0 | 0.5403023058681398 0.540302305868142 2.220446049250313 x 107 1°

Tablo 4.49. h =0.01 icin Ornek 4.4’ iin RK6 yonteminden elde edilen yaklasik

coziimleri ve mutlak hata degerleri

y(®) y(®
t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak hata
0.1 | 0.9950041652780258 | 0.9950041652840004 5.9745541847178174 x 10712
0.2 | 0.9800665778412416 | 0.9800665778502373 8.995693079327793 x 10712
0.3 0.955336489125606 0.9553364891357782 1.0172196418523072 x 10711
0.4 | 0.9210609940028851 | 0.9210609940130678 1.018274353725701 x 10711
0.5 | 0.8775825618903728 | 0.8775825618998189 9.44611056041822 x 10712
0.6 | 0.8253356149096783 | 0.8253356149179021 8.223755010305922 x 10712
0.7 | 0.7648421872844884 | 0.7648421872911705 6.68209931831143 x 10712
0.8 | 0.6967067093471654 | 0.6967067093520952 4.929834318545545 x 10712
0.9 | 0.6216099682706644 | 0.6216099682737057 3.041344953658154 x 10712
1.0 | 0.5403023058681398 | 0.5403023058692095 1.0696998842263383 x 10712

Asagida t € [0,1] icin MG4 ve MG6 yontemleri kullanilarak elde edilen hata grafikleri
verilmistir.
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Sekil 4.9. h = 0.0001 i¢in Ornek 4.4’ iin mutlak hata (absolute errors) grafikleri MG4
(sol) ve MG6 (sag)
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Ornek 4.5. y,(t), y,(t) birinci mertebeden siirekli tiirevlere sahip fonksiyonlar olmak

uzere,

y' (£) = —y1(t) — 15y,(t) + 15e7F,
y'2(t) = 15y,(t) — y,(t) — 15e7", (4.5)
y1(0)=1, y,(0)=1

baslangic deger problemi verilsin. Baglangic deger probleminin analitik ¢Oziimi,
yi(t) =e Ly, (t) =e™*
dir [12].

-1 —-15 15e7¢
Denklem (3.42)° den, A(t) =|15 -1 —15e~t| ve t €[0,1] olmak iizere,
0 0 0

h =0.01, h =0.001, h =0.0001 admm aralklar1 i¢in Denklem (3.32) goz Oniine
alindiginda MG4 yontemine ait iterasyon islemi sonucunda elde edilen verilerin ilk 3

adim1 asagidaki tablolarda verilmistir.
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Tablo 4.50. h = 0.01 igin Ornek 4.5 in MG4 yontemine ait iterasyon islemi

t =0.01 t =0.02 t =0.03

(-1 —15 14.8194 ] [—1 —15 14.6719 ] -1 -15 14.526
Ay 15 -1 —14.8194 15 -1 -14.6719 15 -1 -14.526

L 0 0 0 L 0 0 0 0 0 0

[—1 —15 14.7341 ] (-1 —15 14.5875 ] -1 —15 14.4423
A, 15 -1 -14.7341 15 -1 —14.5875 15 -1 —14.4423

L 0 0 0 L 0 0 0 0 0 0

—-0.01 -0.15 0.147785 —-0.01 -0.15 0.146314 —0.01 -0.15 0.144858

Q, 0.15 —-0.01 -0.147748 0.15 -0.01 -0.146278 0.15 —0.01 -—0.144822

0 0 0 0 0 0 0 0 0

Yn+1 = €Xp (94)3’71

y1 = exp(Q4)y,

y2 = exp(Q,)y;

y3 = exp(Q,)y,

0.99005 0.980199 0.970446
Vi1 y: = |0.99005 y, = 0.980199 ys = [0.970446
1 1 1




LL

Tablo 4.51. h = 0.001 i¢in Ornek 4.5’ in MG4 ydntemine ait iterasyon islemi

t =0.001 t =0.002 t =0.003
[—1 —15 14.9818 ] [—1 —15 14.9669 | -1 —15 14.9519 ]
Ay 15 -1 —14.9818 15 -1 —14.9669 15 -1 -—14.9519
L 0 0 0 L 0 0 0 L 0 0 0
[—1 —15 149732 ] [—1 —15 14.9582 ] [—1 —15 14.9433]
A, 15 -1 -—14.9732 15 -1 —14.9582 15 -1 —14.9433
L 0 0 0 L 0 0 0 L 0 0 0
—0.001 -0.015 0.0149775 —0.001 -0.015 0.0149626 —0.001 -0.015 0.0149476
Q, 0.015 -—0.001 -0.0149775 0.015 -—0.001 -0.0149626 0.015 -—0.001 -0.0149476
0 0 0 0 0 0 0 0 0

Yn+1 = eXp(Q4) Yn

y1 = exp(Q4)y

y2 = exp(Q,)y,

y3 = exp(Q,)y,

Yn+1

0.999
¥, =10.999

1

0.998002

0.998002
V2 =
1

0.997004

0.997004
V3 =
1
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Tablo 4.52. h = 0.0001 igin Ornek 4.5” in MG4 ydntemine ait iterasyon iglemi

t =0.0001 t =0.0002 t =0.0003
[—1 —15 14.9982 ] [—1 —15 14.9967 ] [—1 —15 14.9952 ]
Ay 15 -1 —14.9982 15 -1 -—14.9967 15 -1 —14.9952
L 0 0 0 L 0 0 0 L 0 0 0
[—1 —15 14.9973 ] [—1 —15 14.9958 ] [—1 —15 14.9943 ]
A, 15 -1 —14.9973 15 -1 —14.9958 15 -1 —14.9943
L 0 0 0 L 0 0 0 L 0 0 0
—0.0001 -0.0015 0.00149978 —0.0001 -0.0015 0.00149963 —0.0001 -0.0015 0.00149948
Q, 0.0015 —0.0001 -—0.00149977 0.0015 —0.0001 -—0.00149963 0.0015 —0.0001 -—0.00149948
0 0 0 0 0 0 0 0 0

Yn+1 = eXp(Q4) Yn

y1 = exp(Q4)y,

y2 = exp(Q,)y;

y3 = exp(Q,)y,

0.9999 0.9998 0.9997
Vi1 y, = |0.9999 y, = 0.9998 y; =10.9997
1 1 1

t € [0,1] olmak iizere, h = 0.01, h = 0.001, h = 0.0001 adim araliklar1 i¢in Denklem (3.39) g6z 6niine alindiginda MG6 yontemine

ait iterasyon iglemi sonucunda elde edilen verilerin ilk 3 adim1 agagidaki tablolarda verilmistir.
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Tablo 4.53. h = 0.01 igin Ornek 4.5 in MG6 yontemine ait iterasyon islemi

t =0.01 t =0.02 t =0.03
-1 —-15 14.834 [—1 —15 14.6864 ] [—1 —15 14.5403 ]
Ay 15 -1 -—14.834 15 -1 -—14.6864 15 -1 —14.5403
0 0 0 L 0 0 0 L 0 0 0
[—1 —15 14.7767 ] [—1 —15 14.6296 ] [—1 —15 14.4841 ]
A, 15 -1 —14.7767 15 -1 -—14.6296 15 -1 -—14.4841
L 0 0 0 L 0 0 0 L 0 0 0
[—1 —15 14.7196 ] (-1 —15 14.5731 ] [—1 —15 14.4281 ]
A 15 -1 -14.7196 15 -1 -14.5731 15 -1 -—14.4281
L 0 0 0 L 0 0 0 L 0 0 0
0 0 -0.147767 0 0 -0.146297 0 0 -0.144841
D, 0 0 0.147767 0 0 0.146297 0 0 0.144841
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0.00147767 0 0 0.00146297 0 0 0.00144841
D, 0 0 -0.00147767 0 0 -0.00146297 0 0 -0.00144841
0 0 0 0 0 0 0 0 0
—-0.01 -0.15 0.147785 —-0.01 -0.15 0.146314 —0.01 -0.15 0.144858
Qg 0.15 —-0.01 -0.147748 0.15 -0.01 -0.146278 0.15 —0.01 -—0.144822
0 0 0 0 0 0 0 0 0

Yn+1 = €XpP (96)3’71

y1 = exp(Qe)Yo

y2 = exp(Qe)y;

y3 = exp(Qe)y,

0.99005 0.980199 0.970446
Vi1 y: = |0.99005 y, = 0.980199 ys = [0.970446
1 1 1
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Tablo 4.54. h = 0.001 i¢in Ornek 4.5’ in MG6 ydntemine ait iterasyon islemi

t =0.001 t =0.002 t =0.003
[—1 —15 14.9833 ] [—1 —15 14.9683 ] [—1 —15 14.9534 ]
Ay 15 -1 —14.9833 15 -1 —14.9683 15 -1 —149534
L 0 0 0 L 0 0 0 L 0 0 0
[—1 —15 14.9775] [—1 —15 14.9625 ] [—1 —15 14.9476 ]
A, 15 -1 -—14.9775 15 -1 —14.9625 15 -1 -—14.9476
L 0 0 0 L 0 0 0 L 0 0 0
[—1 —15 14.9717 [—1 —15 14.9568 | [—1 —15 14.9418 ]
A 15 -1 -14.9717 15 -1 —14.9568 15 -1 -—14.9418
L 0 0 0 L 0 0 0 L 0 0 0
0 0 -0.0149775 0 0 -—0.0149625 0 0 -—0.0149476
D, 0 0 0.0149775 0 0 0.0149625 0 0 0.0149476
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0.0000149775 0 0 0.0000149625 0 0 0.0000149476
D, 0 0 -0.0000149775 0 0 -0.0000149625 0 0 -0.0000149476
0 0 0 0 0 0 0 0 0
—0.001 -0.015 0.0149775 —0.001 -0.015 0.0149626 —0.001 -0.015 0.0149476
Qg 0.015 -—0.001 -0.0149775 0.015 —0.001 -—0.0149625 0.015 —0.001 -0.0149476
0 0 0 0 0 0 0 0 0

Yn+1 = €XpP (96)3’71

y1 = exp(Q4)yo

y2 = exp(Qe)yy

y3 = exp(Qe)y,

Yn+1

0.999
¥, =10.999

1

V2

0.998002

IO.998002]
1

V3

0.997004

IO.997004I
1
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Tablo 4.55. h = 0.0001 igin Ornek 4.5” in MG6 ydntemine ait iterasyon iglemi

t = 0.0001 t =0.0002 t =0.0003
[—1 —15 14.9983 ] [—1 —15 14.9968 ] [—1 —15 14.9953 ]
Ay 15 -1 —14.9983 15 -1 —14.9968 15 -1 —14.9953
L 0 0 0 L 0 0 0 L 0 0 0
(-1 —15 14.9978 ] [—1 —15 14.9963 ] [—1 —15 14.9948 ]
A, 15 -1 —14.9978 15 -1 —14.9963 15 —1 —14.9948
L 0 0 0 L 0 0 0 L 0 0 0
(-1 —15 149972 ] [—1 —15 14.9957 ] [—1 —15 14.9942 ]
A 15 -1 —14.9972 15 -1 —14.9957 15 -1 —14.9942
L 0 0 0 L 0 0 0 L 0 0 0
0 0 -0.00149978 0 0 -0.00149963 0 0 -—0.00149948
D, 0 0 0.00149978 0 0 0.00149963 0 0 0.00149948
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1.49978x 1077 0 0 1.49963x 1077 0 0 1.49948x 1077
D, 0 0 —1.4998x 1077 0 0 —1.49963x 1077 0 0 —1.49948x 1077
0 0 0 0 0 0 0 0 0
—0.0001 -0.0015 0.00149978 —0.0001 -0.0015 0.00149963 —0.001 -0.015 0.00149948
Qg 0.0015 —0.0001 -—0.00149978 0.0015 —0.0001 -—0.00149963 0.015 -—0.001 -0.00149948
0 0 0 0 0 0 0 0 0

Yn+1 = €XpP (96)3’71

y1 = exp(Qe)Yo

y2 = exp(Qe)y;

y3 = exp(Qe)y,

Yn+1

0.9999

0.9999
V1=
1

0.9998
vy, =10.9998

1

0.9997
y3 =10.9997

1




Bu sekilde t = 1’ e kadar devam edilirse, MG4 ve MG6 yontemleri kullanilarak elde
edilen gercek ¢oziim, yaklasik ¢oziim degerleri ve mutlak hata degerleri asagidaki
tablolarda verilmistir [75]. Ayrica RK4 yontemi kullanilarak elde edilen yaklasik ¢6ziim
degerleri ve mutlak hata degerleri de Tablo 4.62, 4.63 ve 4.64’ te verilmistir.

Tablo 4.56. h = 0.01 icin Ornek 4.5’ in MG4 ydnteminden elde edilen yaklasik
coziimleri ve mutlak hata degerleri

y(® y(®
t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak Hata

0.1 0.9048374180359595 0.9048374369597412 1.8923781652802063 x 1078
0.2 0.8187307530779818 0.8187308444870725 9.140909063010128 x 1078
0.3 0.7408182206817179 0.7408182974080687 7.672635082833779 x 1078
0.4 0.6703200460356393 0.6703200538741403 7.838500959422845 x 107°
0.5 0.6065306597126334 0.6065306638207445 4.10811107354192 x 107°

0.6 0.5488116360940265 0.5488116898518103 5.375778378002849 x 1078
0.7 | 0.49658530379140947 0.4965853612826954 5.7491285954114346 x 1078
0.8 | 0.44932896411722156 0.449328976300502 1.2183280440059008 x 1078
0.9 0.4065696597405991 0.4065696584197628 1.3208363291994374 x 10~°
1.0 | 0.36787944117144233 0.3678794710118004 2.984035807340746 x 1078

Tablo 4.57. h = 0.001 i¢in Ornek 4.5’ in MG4 ydnteminden elde edilen yaklasik
coziimleri ve mutlak hata degerleri

y(®) y(®)
t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak Hata

0.1 0.9048374180359595 0.9048374180378442 1.8847146066036657 x 10712
0.2 0.8187307530779818 0.8187307530871168 9.13502606891825 x 10712

0.3 0.7408182206817179 0.7408182206893917 7.673861546209082 x 10712
0.4 0.6703200460356393 0.6703200460364238 7.844835892001356 x 10713
0.5 0.6065306597126334 0.6065306597130387 4.0523140398818214 x 10713
0.6 0.5488116360940265 0.548811636099398 5.371481037741432 x 10712
0.7 | 0.49658530379140947 0.4965853037971592 5.749734022231223 x 10712
0.8 | 0.44932896411722156 0.44932896411844053 | 1.2189693698871906 x 10712
0.9 0.4065696597405991 0.40656965974046344 | 1.3566925360919413 x 10713
1.0 | 0.36787944117144233 0.367879441174423 2.980671265362389 x 10712
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Tablo 4.58. h = 0.0001 igin Ornek 4.5° in MG4 ydnteminden elde edilen yaklasik
coziimleri ve mutlak hata degerleri

y(®) y(®)
t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak Hata

0.1 0.9048374180359595 0.9048374180359566 2.886579864025407 x 10™1°
0.2 0.8187307530779818 0.8187307530780347 5.284661597215745 x 1014
0.3 0.7408182206817179 0.7408182206817704 5.2513549064769904 x 10~1*
0.4 0.6703200460356393 0.6703200460356462 6.8833827526759706 x 1071°
0.5 0.6065306597126334 0.6065306597126248 8.659739592076221 x 10~ 1°
0.6 0.5488116360940265 0.5488116360940533 2.6756374893466273 x 10714
0.7 | 0.49658530379140947 0.4965853037914511 4.163336342344337 x 10714
0.8 | 0.44932896411722156 0.4493289641172339 1.2323475573339238 x 10~ 14
0.9 0.4065696597405991 0.4065696597405927 6.38378239159465 x 10715

1.0 | 0.36787944117144233 0.36787944117145477 | 1.2434497875801753 x 10~1*

Tablo 4.59. h = 0.01 i¢in Ornek 4.5’ in MG6 yonteminden elde edilen yaklasik
coziimleri ve mutlak hata degerleri

y(® y(®
t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak Hata

0.1 0.9048374180359595 0.9048374180518104 1.5850876167178285 x 10711
0.2 0.8187307530779818 0.818730753130921 5.293920857241119 x 10711
0.3 0.7408182206817179 0.7408182207215819 3.986400098909826 x 10711
0.4 0.6703200460356393 0.670320046039081 3.4416913763379853 x 10712
0.5 0.6065306597126334 0.60653065971815 5.51658718705994 x 10712

0.6 0.5488116360940265 0.5488116361260384 3.201194864743684 x 10711
0.7 | 0.49658530379140947 0.49658530382186616 3.045669272339069 x 10711
0.8 | 0.44932896411722156 0.4493289641228474 5.625833132683056 x 10712
0.9 0.4065696597405991 0.40656965974166054 1.061428722692881 x 10712
1.0 | 0.36787944117144233 0.36787944118984306 | 1.8400725387834882 x 10711
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Tablo 4.60. h = 0.001 igin Ornek 4.5’ in MG6 ydnteminden elde edilen yaklagik
coziimleri ve mutlak hata degerleri

y(®) y(®)
t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak Hata
0.1 0.9048374180359595 0.9048374180359539 5.662137425588298 x 10715
0.2 0.8187307530779818 0.8187307530779807 1.1102230246251565 x 10715
0.3 0.7408182206817179 0.740818220681722 4.107825191113079 x 10715
0.4 0.6703200460356393 0.6703200460356418 2.4424906541753444 x 10715
0.5 0.6065306597126334 0.6065306597126295 3.885780586188048 x 10~ 1°
0.6 0.5488116360940265 0.5488116360940224 4.107825191113079 x 10715
0.7 | 0.49658530379140947 0.49658530379141214 | 2.6645352591003757 x 10™1°
0.8 | 0.44932896411722156 0.4493289641172245 2.942091015256665 x 1071°
0.9 0.4065696597405991 0.4065696597405966 2.4980018054066022 x 10715
1.0 | 0.36787944117144233 0.36787944117143984 | 2.4980018054066022 x 101>

Tablo 4.61. h = 0.0001 icin Ornek 4.5’ in MG6 yonteminden elde edilen yaklasik
coziimleri ve mutlak hata degerleri

y(® y(®
t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak Hata

0.1 0.9048374180359595 0.9048374180359559 3.6637359812630166 x 10715
0.2 0.8187307530779818 0.8187307530780348 5.295763827461997 x 10~ 14
0.3 0.7408182206817179 0.7408182206817706 5.2735593669694936 x 10~1*
0.4 0.6703200460356393 0.6703200460356457 6.328271240363392 x 107 1°
0.5 0.6065306597126334 0.606530659712624 9.43689570931383 x 10715

0.6 0.5488116360940265 0.5488116360940531 2.6645352591003757 x 10~ 14
0.7 | 0.49658530379140947 0.496585303791451 4.1522341120980855 x 10~14
0.8 | 0.44932896411722156 0.44932896411723366 | 1.2101430968414206 x 10~1*
0.9 0.4065696597405991 0.4065696597405926 6.494804694057166 x 1071°
1.0 | 0.36787944117144233 0.3678794411714549 1.2545520178264269 x 10~1*
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Tablo 4.62. h=0.01 i¢cin Ornek 4.5° in RK4 ydnteminden elde edilen yaklasik

coziimleri ve mutlak hata degerleri

y(t) y(®)
t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak hata
0.1 | 0.9048374180359595 0.9048373766681305 4.136782905117542 x 1078
0.2 | 0.8187307530779818 0.8187307155139352 3.756404665100632 x 1078
0.3 | 0.7408182206817179 0.7408182205445543 1.371636138003396 x 10710
0.4 | 0.6703200460356393 0.6703200503541831 4.3185437448300945 x 1072
0.5 | 0.6065306597126334 0.606530636473071 2.3239562385590773 x 1078
0.6 | 0.5488116360940265 0.5488116079531974 2.8140829111400478 x 1078
0.7 | 0.49658530379140947 0.496585299644192 4.,147217458339014 x 10~°
0.8 | 0.44932896411722156 0.44932896891704277 4.799821207157606 x 10~°
0.9 | 0.4065696597405991 0.4065696477267264 1.2013872729976782 x 1078
1.0 | 0.36787944117144233 0.36787942120466494 1.9966777398128244 x 1078
Tablo 4.63. h = 0.001 igin Ornek 4.5° in RK4 yonteminden elde edilen yaklasik
coziimleri ve mutlak hata degerleri
t t
‘ (GerQ:k( g)éziim) (Yakla};i( )gézﬁm) Mutlaichata

0.1 0.9048374180359595 0.9048374180318854 4,0740744111644744 x 10712
0.2 0.8187307530779818 0.8187307530745331 3.4486857813931238 x 10712
0.3 0.7408182206817179 0.7408182206819638 2.4591439995447217 x 10713
0.4 0.6703200460356393 0.6703200460360977 4.584110868677271 x 10713
0.5 0.6065306597126334 0.6065306597103233 2.3101520696400257 x 10712
0.6 0.5488116360940265 0.548811636091393 2.6334490144108713 x 10712
0.7 | 0.49658530379140947 0.49658530379118837 2.2110091535409993 x 10713
0.8 | 0.44932896411722156 0.4493289641177425 5.209166431541234 x 10713
0.9 0.4065696597405991 0.40656965973939335 1.2057577158941513 x 10712
1.0 | 0.36787944117144233 0.36787944116954646 1.8958723480011486 x 10712
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Tablo 4.64. h = 0.0001 i¢in Ornek 4.5 in RK4 yonteminden elde edilen yaklasik
coziimleri ve mutlak hata degerleri

y(®) y(®)
t (Gergek ¢oziim) (Yaklasik ¢oziim) Mutlak hata

0.1 0.9048374180359595 0.9048374180359586 8.881784197001252 x 10716
0.2 0.8187307530779818 0.8187307530779819 1.1102230246251565 x 10716
0.3 0.7408182206817179 0.740818220681718 1.1102230246251565 x 10716
0.4 0.6703200460356393 0.6703200460356398 4.440892098500626 x 10716
0.5 0.6065306597126334 0.6065306597126334 0

0.6 0.5488116360940265 0.5488116360940241 2.4424906541753444 x 10715
0.7 | 0.49658530379140947 0.4965853037914107 1.2212453270876722 x 10715
0.8 | 0.44932896411722156 0.4493289641172226 1.0547118733938987 x 10715
0.9 0.4065696597405991 0.406569659740598 1.1102230246251565 x 10715
1.0 | 0.36787944117144233 0.36787944117144117 | 1.1657341758564144 x 10715

Asagida t € [0,1] i¢in MG4 ve MG6 yontemleri kullanilarak elde edilen hata grafikleri

verilmistir.

Absolute Errors

0.0
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5.x10°11
4.x10™M

3.x10° M

Absolute Errors

2.x10° 1

1.x10° M1

0.8 1.0

Time

Sekil 4.10. h = 0.01i¢in Ornek 4.5 in mutlak hata (absolute errors) grafikleri MG4
(sol) ve MG6 (sag)
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Sekil 4.11. h = 0.001 i¢in Ornek 4.5> in mutlak hata (absolute errors) grafikleri MG4
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Sekil 4.12. h = 0.0001 i¢in Ornek 4.5” in mutlak hata (absolute errors) grafikleri MG4
(sol) ve MG6 (sag)

Ornek 4.3, 4.4 ve 4.5 homojen olmayan stiff adi diferansiyel denklem sistemleri
oldugundan, Denklem (3.42) g6z Oniine alindiginda A(t) matrisi degisken igeren
elemanlardan olusmaktadir. Dolayisiyla, homojen olmayan stiff adi diferansiyel
denklem sistemleri ¢oziilirken Magnus seri ag¢ilim yonteminin farkli mertebelerinin
aralarindaki farkm kiyaslanabilecegi anlammna gelmektedir. Buradan, MG6 yonteminin
ayni zaman araliginda fakat daha kii¢lik adim aralig1 icin MG4 yonteminden daha iyi
sonug verdigi goriiliir [75]. Ayrica daha yiiksek adim araliklarinda MG6 yontemi RK4
yonteminden daha iyi sonuglar vermektedir. Sonu¢ olarak Magnus seri ac¢ilim yontemi,

homojen olmayan stiff adi diferansiyel denklem sistemleri i¢in etkili bir yontemdir.

Simdi daha 6nce ¢dziilmemis olan bazi 6zel denklemler Magnus seri agilim yontemiyle

coziilecektir. Sirasiyla, Liénard diferansiyel denklem sistemi ve izotermal gaz kiire
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denklem sistemi {izerindeki lineer olmayan Magnus seri ac¢ilim yOnteminin etkisi

incelenecektir.

Ornek 4.6. y(t) ikinci mertebeden siirekli tiirevlere sahip fonksiyon olmak iizere,
y" () + y(©)y'(t) + y(t) + y*(t) = cos*(t) — sin(t)cos(t) (4.6)
y(0)=1, y'(0)=0

Liénard baslangi¢ deger probleminin analitik ¢6ziimii y(t) = cos(t) dir [95].

Denklem (4.6), diferansiyel denklem sistemine doniistiiriiliirse,

;]::Eg] - [—yz —0y1 —il (1)] ;]: Eg] + [cosz(t) — s(.)in(t)cos(t)

elde edilir. Denklem (3.42)’ den A(t) =

0 1 0
—y,—y1—1 0 cos?(t) — sin(t)cos(t)] ve
0 0 0

t € [0,0.5] olmak iizere, h = 0.001 adim aralig1 i¢in Denklem (3.48) gz Oniine
alindiginda NMG4 yontemine ait iterasyon igslemi sonucunda elde edilen verilerin ilk 2

adim1 asagidaki tabloda verilmistir.
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Tablo 4.65. h = 0.001 i¢in Ornek 4.6’ nin NMG4 yontemine ait iterasyon islemi

t = 0.001 t = 0.002
0 0 0.001 0 0 0.001 0
—0.001999 0  0.000997996 —0.001998 0  0.000996991
0 0 0 0 0 0
0, 0 0 0 0 0 0
—5.00876 X 107 0 —5.02245 % 1077 —1.50421%x 10" 0 —5.03239 % 1077
0 0 0 0 0 0
Qs 0 0 0 0 0 0
2.50843x 107 0 0 5.01988x 107 0 0
0 00 0 0 0
0, 0 0 0 0 0 0
1.00276 X 1076 0 —4.97494 x 1010 2.0071x 10 0 —4.96488 x 10710
0 0 0 0 0 0
Qs 0 0 0 0 0 0
2.92509x 107 0 0 5.85409x 107 0 0
0 00 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
1.00259 X 1076 0 —4.97494 x 1010 2.00676 x 1076 0 —4.96488 x 10710
0 0 0 0 0 0
V, —7.66937 X 10~ 0.001 8.37489 x 1011 8.34579 x 1011 0.001 8.39146 x 1011
—0.00199933  7.66937 x 10~1*  0.000997494 —0.00199916 —8.34579 x 10~*  0.000996488
0 0 0 0 0 0
Yn+1 = €xXp(Vs)Yn Y1 = exp(v4)Yo Y2 = exp(V4)y;

In

0.999999
y, =1—0.001001

1

0.999998
vy, =1—0.00200284
1




Bu sekilde t = 0.5 e kadar devam edilirse, Liénard diferansiyel denklem sisteminin
NMG4 yontemi kullanilarak elde edilen gercek ¢ozlim, yaklagik ¢oziim degerleri ve

mutlak hata degerleri asagidaki tabloda verilmistir [76].

Tablo 4.66. h = 0.001 i¢in Ornek 4.6’ min NMG4 ydnteminden elde edilen yaklagik
coziimleri ve mutlak hata degerleri

t t
‘ (Gerg;((c)éziim) (Yakla)sli( )Ct')ziim) Mutlak Hata
0.1 0.9950041652780258 0.994860075659013 1.4409 x 10™*
0.2 0.9800665778412416 0.9789118152487274 1.15476 x 1073
0.3 0.955336489125606 0.9514346422581428 3.90185x 1073
0.4 0.9210609940028851 0.9118477951509781 9.2132x 1073
0.5 0.8775825618903728 0.8597626237202116 1.78199 x 1072

Ornek 4.7. t = 0 ve y(t) ikinci mertebeden siirekli tiirevlere sahip fonksiyon olmak

lizere, izotermal gaz kiire denklemi

') +2y'(t) +e7® =0, (4.7)

y(0)=0, y'(0)=0

seklindedir [58]. Bu denklemin yar1 analitik ¢oziimii,

1 1 8 122 61.67
y(t) ~ =22 + ¢4 — 6 8 _ 10
6 5.4! 21.6! 81.8! 495.10!

seklinde bulunmustur [85].

Denklem (4.7), diferansiyel denklem sistemine doniistiiriiliirse,

y1'<t>]:l 0 1 lyla)
ya' () ~t ;_2 y2(t)

0 1
elde edilir. Buradan A(t) = l_tyl tys 2] ve t € [0,1] olmak {izere, h = 0.001 adim
Y1

araligr icin Denklem (3.48) g6z Oniine alindiginda NMG4 yontemine ait iterasyon

islemi sonucunda elde edilen verilerin ilk 2 adim1 asagidaki tabloda verilmistir.
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Tablo 4.67. h = 0.001 i¢in Ornek 4.7’ nin NMG4 yontemine ait iterasyon islemi

t = 0.001 t = 0.002
0, [0 0.001 ] [0 0.001
~2x 107 —0.002 ~3x 107 —0.002
0, [0 0 ] [0 0 ]
~5x 1077 4.98585 x 10713 ~5x 1077 6.73265 x 10712
0, 0 0 ] 0 0 ]
7.8099 x 10717 —3.12344 x 10713 1.09338 x 10716 —4.37281 x 10713
0, 0 0 ] 0 0 ]
3.83042 x 10715 —5.49234 x 10712 143592 x 10™*  —1.54713 x 10711
0: 0 0 ] 0 0 ]
5.20705 x 10717  —3.12396 x 10713 7.2899 x 10717 —4.37354 x 10713
0. 0 0 ] 0 0 ]
3.58067 x 10715  —5.49284 x 10712 140262 x 107*  —1.54719 x 10711
v, 833333 x 10711 0.001

8.33333 x 10711 0.001 ]
—2.50017 x 107¢ —0.002

—3.50017 x 10~¢ —0.002

Yn+1 = €xXp(Vs)Yn

Y1 = exp(v4)Y,

V2 = exp(vy)y1

In

B 1
Y11= [—1.49867 X 10-6]

B 1
Y2 = [—3.99334 x 106




Bu sekilde t = 1’ e kadar devam edilirse, Izotermal gaz kiire denklem sisteminin
NMG4 yontemi kullanilarak elde edilen yar1 analitik ¢6ziim, yaklasik ¢oziim degerleri
ve mutlak hata degerleri agagidaki tabloda verilmistir [76].

Tablo 4.68. h = 0.001 i¢in Ornek 4.7° nin NMG4 ydnteminden elde edilen yaklagik
coziimleri ve mutlak hata degerleri

t t
‘ (Yari An::lgtii( Coziim) (Yakla)sli( )Ct')ziim) Mutlak Hata
0.2 0.9933687175402979 0.9987728129004231 5.4041 x 1073
0.4 0.9738914041322059 0.9911258298643896 1.72344 x 1072
0.6 0.9427594942946572 0.9727490268397473 2.99895 x 1072
0.8 0.9017788097837728 0.9411702372084342 3.93914 x 1072
1 0.85314363837003529 0.8955041241743008 4.23605 x 1072

Tablo 4.64 ve 4.65 dikkate alindiginda, sirastyla Liénard diferansiyel denklem sistemi
ve Izotermal gaz kiire denklem sistemi, NMG4 ydntemi kullanilarak elde edilen mutlak
hata degerleri igin bu ydntemin lineer olmayan diferansiyel denklemler iizerinde

yeterince etkili bir yontem olmadig1 goriilmiistiir [76].

Son olarak periyodik baslangic deger problemleri i¢in diizeltilmis Magnus seri a¢ilim

yontemi ile klasik Magnus seri a¢ilim yontemlerinin etkileri incelenecektir.

Ornek 4.8. y(t) ikinci mertebeden siirekli tiirevlere sahip fonksiyon olmak iizere,

y'(t) =-y() +¢, (4.8)
y(0) =1, y'(0) =2,
baglangi¢ deger probleminin analitik ¢ozimii y(t) = sin(t) + cos(t) +t dir [96].

Denklem (4.8), diferansiyel denklem sistemine doniistiiriiliirse,

@®1_10 1(0) 0
izl(t)]_[ i’]z(t)] [
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0O 1 0
elde edilir. Denklem (3.42)" den, A(t) =|—-1 0 ¢t
0O 0 O

h = 0.005 ile MG4 ve MG6 yontemleri icin gerekli olan iterasyon islemleri Ornek 4.1-

ve t € [0,157] olmak {izere,

Ornek 4.5’ teki yapilan islemlere benzer olarak Denklem (3.32) ve Denklem (3.39) goz

Onuine almarak bulunabilir.

Asagida MG4 ve MG6 yontemleri kullanilarak elde edilen yaklasik ¢oziim degerleri ve

mutlak hata degerleri tablolar halinde verilmistir.

Tablo 4.69. h = 0.005 i¢in Ornek 4.8’ in MG4 ydnteminden elde edilen yaklasik
coziimleri ve mutlak hata degerleri

y(©) y(t)
‘ (Gergek Coziim) (Yaklasik Coziim) Mutlak Hata
5 4.324737910800088 4.324737910799219 8.68638494466722 x 10713
10 8.616907360034178 8.61690736003369 4.88498130835068 x 10713
15 | 14.890599927298295 | 14.89059992729888 5.844214001626824 x 10713
20 21.32102731254102 21.3210273125418 7.815970093361102 x 10713
25 25.8588510617657 25.858851061765627 7.46069872548105 x 10~ 14
30 | 29.166219825794723 | 29.166219825793924 7.99360577730112 x 10713
35 | 33.668125125412345 | 33.668125125411926 4.19220214098459 x 10713
40 40.07817509882709 40.07817509882776 6.679101716144942 x 10713
45 46.37622551335185 46.37622551335278 9.308109838457312 x 10713
47.12| 46.12389735931519 | 46.123897359314945 2.41584530158434 x 10713
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Tablo 4.70. h = 0.005 icin Ornek 4.8’ in MG6 yonteminden elde edilen yaklasik

coziimleri ve mutlak hata degerleri

t t
‘ (Gerg;((c)éziim) (Yakla)sli( )Ct')ziim) Mutlak Hata
5 4.324737910800088 4.32473791080005 3.73034936274052 x 1014
10 8.616907360034178 8.616907360034162 1.59872115546022 x 10~14
15 14.890599927298295 14.890599927298336 | 4.085620730620576 x 1071*
20 21.32102731254102 21.321027312541002 1.77635683940025 x 10~14
25 25.8588510617657 25.858851061765616 8.52651282912120 x 10~ 1*
30 29.166219825794723 29.166219825794755 | 3.197442310920451 x 10~1*
35 33.668125125412345 33.66812512541235 7.105427357601002 x 10715
40 40.07817509882709 40.078175098827096 | 7.105427357601002 x 10~1°
45 46.37622551335185 46.37622551335195 9.947598300641403 x 10714
47.12 46.12389735931519 46.12389735931509 9.94759830064140 x 1014

Simdi Ornek 4.8, t € [0,157] olmak iizere h = 0.005 adim aralig1 igin sirasiyla
Denklem (3.62), Denklem (3.63) ve Denklem (3.71), Denklem (3.72) kullanilarak
yapilan dordiincli mertebeden (MMG4) ve altinct mertebeden diizeltilmis Magnus seri
acilim yontemlerine (MMG6) ait iterasyon islemlerinin ilk 3 adimlar1 asagidaki

tablolarda verilmistir.

94



S6

Tablo 4.71. h = 0.005 i¢in Ornek 4.8’ in MMG#4 yontemine ait iterasyon islemi

t = 0.005 t=20.01 t =0.015
A, 0 1 0 0 1 0 0 1 0
-1 0 0.0075 -1 0 0.0125 -1 0 0.0175
0 0 0 0 O 0 0 O 0
A, [0 1 0 [0 1 0 [0 1 0
-1 0 0.00605662 -1 0 0.0110566 -1 0 0.0160566
L0 0 0 L0 O 0 L0 O 0
A, [0 1 0 [0 1 0 [0 1 0
-1 0 0.00894338 -1 0 0.0139434 -1 0 0.0189434
L0 O 0 | L0 O 0 | L0 O 0 |
U, 0 0 1.52511x10°° 0 0 1.52511x10°° 0 0 1.52511x10°°
0 0 —0.00144337 0 0 —0.00144337 0 0 —0.00144337
0 0 0 0 0 0 0 0 0
U, 0 0 —-5.69176x 107 0 0 —5.69176x 107 0 0 —5.69176x 107
00 0.00144336 0 0 0.00144336 00 0.00144336
00 0 0 0 0 00 0
Q, 0 -1.04166x 1078 0 0 -1.04166x 1078 0 -1.04166x 1078
0 0 -2.60416x 10711 0 0 -2.60416x 10711 0 0 -2.60416x 10711
0 0 0 0 0 0 0 0 0

Ve = e ey,

yl = ehAO e(Ql}) yo

3’2 = ehAO 6(04) yl

y3 = ehAO e(ﬂl}) yz

In

1.00999
¥, =]1.99499

1

1.01995
¥y, = (1.98995

1

1.02989
y3 =11.98489

1
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Tablo 4.72. h = 0.005 i¢in Ornek 4.8’ in MMG6 ydntemine ait iterasyon islemi

t = 0.005 t=20.01 t =0.015
A, 0 1 0 0 1 0 0 1 0
-1 0 0.0075 -1 0 0.0125 -1 0 0.0175
0 0 0 0 O 0 0 0 0
A, 0 1 0 0 1 0 0 1 0
-1 0 0.00556351 -1 0 0.0105635 -1 0 0.0155635
0 0 0 0 O 0 0 0 0
A, 0 1 0 0 1 0 0 1 0
-1 0 0.0075 -1 0 0.0125 -1 0 0.0175
0 0 0 0 O 0 0 O 0
As 0 1 0 0 1 0 0 1 0
-1 0 0.00943649 -1 0 0.0144365 —1 0 0.0194365
0 0 0 0 O 0 0 0 0
U, 0 0 1.09123x10°° 0 0 1.09123x10°° 0 0 1.09123x10°°
0 0 —0.00193649 0 0 —0.00193649 0 0 —0.00193649
0 0 0 0 0 0 0 0 0
U, 0 0 O 0 00 0 00
0 0 O 0 0 O 0 00
0 0 O 0 0O 0 0O
U, 0 0 —85912x10°° 0 0 —85912x107° 0 0 —85912x10°°
00 0.00193647 0 0 0.00193647 00 0.00193647
0 0 0 0 0 0 0 0 0
Q, 0 0 -1.04166x 1078 0 0 -1.04166x 1078 0 0 -1.04166x 1078
0 0 -2.60416x 10711 0 0 -2.60416x 10711 0 0 -2.60416x 10711
0 0 0 0 0 0 0 0 0

Yn+1 = ehAO e(Qs) yn

yl = ehAO e(Qs) yo

yZ = ehAO e(QS) yl

y3 = ehAO 6(06) yz

In

1.00999
¥, =]1.99499

1

1.01995
¥y, = (1.98995

1

1.02989
y3 =11.98489

1




Bu sekilde t = 157° e kadar devam edilirse, MMG4 ve MMG6 yontemleri igin yaklagik

¢Oziim degerleri ve mutlak hata degerleri asagidaki tablolarda verilmistir.

Tablo 4.73. h = 0.005 i¢in Ornek 4.8’ in MMG4 ydnteminden elde edilen yaklagik

coziimleri ve mutlak hata degerleri

y(t) y(t)

‘ (Gergek Coziim) (Yaklasik Coziim) Mutlak Hata
5 4.324737910800088 4.324737910800609 5.213607323639735 x 10713
10 8.616907360034178 8.61690736003448 3.019806626980426 x 10713
15 14.890599927298295 | 14.890599927297936 3.58824081558850 x 10713
20 21.32102731254102 21.321027312540426 5.93303184359683 x 10713
25 25.8588510617657 25.85885106176573 2.842170943040401 x 10~14
30 29.166219825794723 | 29.166219825795345 | 6.217248937900877 x 10713
35 33.668125125412345 33.6681251254126 2.557953848736360 x 10713
40 40.07817509882709 40.07817509882666 4.26325641456060 x 10713
45 46.37622551335185 46.37622551335139 4.54747350886464 x 10713
47.12 46.12389735931519 46.12389735931502 1.63424829224823 x 10713

Tablo 4.74. h = 0.005 icin Ornek 4.8’ in MMG6 yonteminden elde edilen yaklasik
coziimleri ve mutlak hata degerleri
t t

‘ (Gerg;(((zézﬁm) (Yakla};i( )Cézﬁm) Mutlak Hata
5 4.324737910800088 4.324737910800051 3.64153152077051 x 10714
10 8.616907360034178 8.616907360034164 1.42108547152020 x 10~1*
15 14.890599927298295 14.890599927298338 | 4.263256414560601 x 10~1*
20 21.32102731254102 21.321027312540988 3.19744231092045 x 10714
25 25.8588510617657 25.85885106176562 8.17124146124115 x 1071
30 29.166219825794723 29.166219825794773 | 4.973799150320701 x 10~1*
35 33.668125125412345 33.66812512541237 2.131628207280300 x 10~1*
40 40.07817509882709 40.078175098827096 | 7.105427357601002 x 1015
45 46.37622551335185 46.376225513351926 | 7.815970093361102 x 10714
47.12 46.12389735931519 46.123897359315116 7.10542735760100 x 10714
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Ornek 4.9. y,(t), y,(t) ikinci mertebeden siirekli tiirevlere sahip fonksiyonlar olmak

uzere,

") = vy () +v3f () + f'(1)
y1(0) = a+ £(0), y',(0) = f'(0)
y."'(t) = —v?y,(6) + V2 f () + f'(t)
¥2(0) = £(0), ¥',(0) = va + £'(0)

(4.9)

denklem sisteminin ¢oziimleri y, (t) = acos(vt) + f(t), y,(t) = asin(vt) + f(t) dir.
Burada f(t) = e %9, v = 20, a = 0.1 olarak kabul edilmektedir [97].

Simdi sirasiyla MG4, MG6, MMG4 ve MMG6 yontemleri i¢in t € [0,20] ve h =

0.0025 degerlerindeki gercek ¢oziim, yaklagik ¢oziim degerleri ve mutlak hata degerleri

tablolar halinde verilecektir.

Tablo 4.75. h = 0.0025 i¢in Ornek 4.9° un MG4 yonteminden elde edilen yaklasik
coziimleri ve mutlak hata degerleri

t y(®) y(e) Mutlak Hata
(Gergek Coziim) (Yaklasik Coziim)

2.5 0.9789935054338068 0.978993505439488 5.681233261611851 x 10712

5 0.8650326703001733 | 0.8650326703111543 | 1.0980993891962498 x 10~11
7.5 0.7572143594388098 | 0.7572143594543259 1.55161439252538 x 10711
10 0.655249427213334 0.6552494272323044 1.897038082177005 x 10711
12.5 0.5593602590475162 | 0.5593602590686146 2.109845631537155 x 10711
15 0.4701568908131463 | 0.47015689083489876 | 2.1752433188026998 x 10~11
17.5 0.3884986917602917 | 0.3884986917811766 2.088484940543367 x 10711
20 0.31534980730718876 | 0.3153498073257438 1.855504638825778 x 10711
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Tablo 4.76. h = 0.0025 icin Ornek 4.9’ un MG6 yonteminden elde edilen yaklasik

coziimleri ve mutlak hata degerleri

t t

‘ (Gerg;((c)éziim) (Yakla)sli( )Ct')ziim) Mutlaic Hata
2.5 0.9789935054338068 0.9789935054338027 4.107825191113079 x 10715

5 0.8650326703001733 0.8650326703001733 9.992007221626409 x 10716
7.5 0.7572143594388098 0.7572143594388138 | 3.9968028886505635 x 10715
10 0.655249427213334 0.6552494272133399 5.88418203051333 x 10715
12.5 0.5593602590475162 0.5593602590475217 5.551115123125783 x 10715
15 0.4701568908131463 | 0.47015689081314915 | 2.831068712794149 x 10715
17.5 0.3884986917602917 | 0.38849869176028934 | 2.3869795029440866 x 10~1°
20 0.31534980730718876 | 0.3153498073071797 9.048317650695026 x 10715

Tablo 4.77. h = 0.0025 i¢in Ornek 4.9 un MMG4 yonteminden elde edilen yaklasik

coziimleri ve mutlak hata degerleri

t Y ye) Mutlak Hata
(Gergek Coziim) (Yaklasik Coziim)

2.5 0.9789935054338068 | 0.9789935054300054 3.801403636316536 x 10712

5 0.8650326703001733 | 0.8650326702928429 7.330358542390059 x 10712
7.5 0.7572143594388098 0.757214359428466 1.0343725875827658 x 10711
10 0.655249427213334 0.6552494272007026 1.2631451440370256 x 10711
12.5 | 0.5593602590475162 | 0.5593602590334805 1.4035661521916154 x 10711
15 0.4701568908131463 | 0.4701568907986906 1.4455714403283082 x 10711
17.5 | 0.3884986917602917 | 0.3884986917464272 1.3864520642670186 x 10711
20 | 0.31534980730718876 | 0.31534980729488454 | 1.2304213203861991 x 10~11
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Tablo 4.78. h = 0.0025 igin Ornek 4.9’ un MMG6 yonteminden elde edilen yaklasik
coziimleri ve mutlak hata degerleri

t t

‘ (Gerge};((C)tSziim) (Yakla)sli( )Ct')ziim) Mutaic Hata
2.5 | 0.9789935054338068 | 0.9789935054338011 5.662137425588298 x 10™1°
5 0.8650326703001733 | 0.8650326703001712 2.1094237467877974 x 10715

7.5 | 0.7572143594388098 | 0.7572143594388143 4.551914400963142 x 10715
10 0.655249427213334 0.6552494272133442 1.021405182655144 x 1014
12.5| 0.5593602590475162 | 0.5593602590475275 1.1324274851176597 x 10714
15 | 0.4701568908131463 | 0.4701568908131552 8.881784197001252 x 10715
17.5| 0.3884986917602917 | 0.38849869176029694 5.218048215738236 x 107 1°

20 | 0.31534980730718876 | 0.3153498073071876 1.1657341758564144 x 10715

Ornek 4.10. (Hemen hemen periyodik yoriinge problemi) y,(t), y,(t) ikinci

mertebeden siirekli tlirevlere sahip fonksiyonlar olmak iizere,

y:"'(£) + y1(t) = 0.001cos(t)

y1(0)=1, y' (0)=0

y,"' () + y,(t) = 0.001sin(t)

y2(0) =0, y',(0) = 0.9995 (4.10)

denklem sisteminin ¢oziimleri y, (t) = cos(t) + 0.0005tsin(t),
y,(t) = sin(t) — 0.0005tcos(t) dir [98].

Simdi sirasiyla MG4, MG6, MMG4 ve MMG6 yontemleri i¢in t € [0,1000] ve h =

0.125 degerlerindeki gercek ¢oziim, yaklasik ¢6ziim degerleri ve mutlak hata degerleri

tablolar halinde verilecektir.
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Tablo 4.79. h = 0.125 igin Ornek 4.10° un MG4 yonteminden elde edilen yaklasik

coziimleri ve mutlak hata degerleri

t t
‘ (Gerge};((C)tSziim) (Yakla)sli( )Ct')ziim) Mutaic Hata

100 0.83700059023219 0.8370006031040 1.287187401111111 x 1078
200 0.399857945285606 0.399857989684231 4.439862510974279 x 1078
300 | —0.1720599952638563 | —0.1720599190221593 | 7.62416970390145 x 1078
400 —0.695480210570371 | —0.69548012404854 8.65218263701450 x 1078
500 —1.00079222476209 | —1.000792165308077 | 5.945401926332749 x 1078
600 —0.985768744333343 | —0.985768751072111 6.73876743295664 x 107°
700 —0.64871464270356 | —0.648714739498108 9.6794547821410 x 1078

800 | —0.0905396539386837 | —0.0905398357371202 | 1.81798436471591 x 1077
900 0.515258175693044 0.515257947414683 2.28278360991929 x 1077
1000 0.975818846556704 0.975818636363106 2.10193597527386 x 1077

Tablo 4.80. h = 0.125 icin Ornek 4.10° un MG6 ydnteminden elde edilen yaklasik
coziimleri ve mutlak hata degerleri

t t
‘ (Gergei((zéziim) (Yakla};i( )Céziim) Mutlak Hata
100 0.83700059023219 0.83700059023906 6.87006007638046 x 10~12
200 0.399857945285606 0.399857945309286 | 2.367994689222996 x 10~11
300 —0.1720599952638563 | —0.1720599952232042 | 4.06521205587040 x 10~1?
400 —0.695480210570371 | —0.695480210524249 | 4.61221061343053 x 10711
500 —1.00079222476209 —1.000792224730418 | 3.167865969544436 x 101!
600 —0.985768744333343 | —0.985768744336971 | 3.62809782217254 x 10~12
700 —0.64871464270356 —0.648714642755201 | 5.16401366112972 x 10711
800 —0.0905396539386837 | —0.0905396540356318 | 9.69481162016450 x 10~ 1!
900 0.515258175693044 0.515258175571335 1.21709309297557 x 10710
1000 0.975818846556704 0.975818846444665 1.12038933686164 x 10710
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Tablo 4.81. h = 0.125 i¢in Ornek 4.10° un MMG4 yonteminden elde edilen yaklagik

coziimleri ve mutlak hata degerleri

t t
‘ (Gerge};(C)éziim) (Yakla)sli( )Ct')ziim) Mudal Hata
100 0.83700059023219 0.83700058880158 1.43060896462543 x 1077
200 0.399857945285606 0.39985794035102 4.93458146566538 x 107°
300 —0.1720599952638563 | —0.1720600037375748 | 8.47371850465350 x 10~°
400 —0.695480210570371 | —0.695480220186669 9.61629853524215 x 10~°
500 —1.00079222476209 —1.000792231370019 6.60792243145635 x 107°
600 —0.985768744333343 —0.98576874358441 7.48924811055928 x 10710
700 —0.64871464270356 —0.648714631945578 | 1.075798294891683 x 10~8
800 —0.0905396539386837 | —0.0905396337331096 | 2.020557407500511 x 1078
900 0.515258175693044 0.515258201064559 2.537151444492735 x 1078
1000 0.975818846556704 0.975818869918263 2.33615597977632 x 1078

Tablo 4.82. h = 0.125 i¢in Ornek 4.10° un MMG6 ydnteminden elde edilen yaklasik
coziimleri ve mutlak hata degerleri

y(t t
‘ (Gergek((zézﬁm) (Yakla};i )Céziim) Mutlak Hata
100 0.83700059023219 0.837000590232250 5.41788836017076 x 10~ 14
200 0.399857945285606 0.399857945285780 1.7374990335383 x 10713
300 —0.1720599952638563 | —0.172059995263568 | 2.874644966510686 x 10~13
400 —0.695480210570371 | —0.695480210570057 | 3.13526982154144 x 103
500 —1.00079222476209 —1.00079222476189 | 1.980637875931279 x 10713
600 —0.985768744333343 | —0.985768744333405 | 6.20614670765462 x 10~ 14
700 —0.64871464270356 —0.648714642703961 4.0067948958721 x 10713
800 —0.0905396539386837 | —0.0905396539393867 | 7.02979341404841 x 10713
900 0.515258175693044 0.51525817569219 8.46878123184069 x 10713
1000 0.975818846556704 0.975818846555965 7.38631378283116 x 10713

Sonug olarak yukarida ¢oziilen 6rneklerden elde edilen veriler neticesinde diizeltilmis

Magnus seri acilim yonteminin klasik Magnus seri a¢ilim yonteminden daha iyi

sonuglar verdigi goriilmektedir.
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BOLUM 5

SONUCLAR VE ONERILER
5.1. Sonuclar

Magnus seri agilim yonteminin ilk olarak lineer, homojen ve homojen olmayan stiff adi
diferansiyel denklem sistemleri {lizerindeki etkisi incelenmis ve elde edilen sonuglar
analitik ¢ozlimlerle Kkarsilastirilip, bu veriler tablolar ve hata grafikleri ile
desteklenmistir. Stiff adi diferansiyel denklem sistemleri i¢in, ayn1 zaman araliginda
adim aralig: kiigiiltiildiikce daha kii¢iik hatalar elde edildigi goriilmiistiir. Ayrica MG6
yonteminin, MG4 yonteminden daha iyi sonuglar verdigi sdylenebilir. Bu nedenle,
gdzlemlenen sonuglar altinda lineer homojen ve homojen olmayan stiff adi diferansiyel
denklem sistemleri i¢in Magnus seri a¢ilim yontemlerinin RK4 ve RK6 yontemlerinden

daha etkili bir yontem oldugu sdylenebilir.

Stiff adi diferansiyel denklem sistemlerinden sonra bazi 6zel lineer olmayan denklem
sistemleri icin de Magnus seri a¢ilim yonteminin etkisi tizerinde durulmustur. Sirasiyla
Liénard diferansiyel denklem sistemi ve izotermal gaz kiire denklem sistemi ele
almmustir. Her iki denklem sistemi icin de NMG4 yontemi kullanilarak elde edilen hata
degerleri incelendiginde, yontemin lineer olmayan diferansiyel denklem sistemleri

tizerinde yeterince etkili bir yontem olmadig1 goriilmiistiir.

Son olarak Periyodik baslangi¢ deger problemleri {izerinde durulmustur. Bu problemler
icin Magnus seri ag¢ilim yontemi ile Diizeltilmis Magnus seri agilim ydntemi
karsilastirilmis ve elde edilen sonuglar tablo ve grafikler halinde verilmistir. Elde edilen
veriler neticesinde MMG6 yonteminin MMG4 yonteminden daha iyi sonu¢ verdigi
goriilmiistiir. Ayrica, diizeltilmis Magnus seri a¢ilim yontemi de klasik Magnus seri

acilim yonteminden daha kii¢lik hatalar vermistir.

Sonug olarak Magnus ve Diizeltilmis Magnus seri agilim yontemlerinin etkili yontemler
olmalarmin en 6nemli sebebi, Magnus serileri belli bir yerde kesilmesine ragmen gercek
¢oziimiin geometrik 6zelliklerini korumaya devam etmesidir. Dolayisiyla bu yontemler

secilen denklem sistemleri i¢in etkili yontemlerdir denilebilir.
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5.2. Oneriler

Magnus ve diizeltilmis Magnus seri agilim yontemleri gelistirilebilir yontemlerdir.
Dolayisiyla bu yontemlerin yakinsakliklar1 iizerinde hala ¢aligmalar devam etmektedir.
Bu baglamda da yontemlerin yakinsakligi ile ilgili ¢aligmalar yapilmasi, literatiirdeki
bosluk g6z Oniine alindiginda onerilebilir. Ayrica bu ¢aligmada sadece adi diferansiyel
denklem sistemleri {izerinde durulmustur. Bu yontemlerin kismi diferansiyel denklem
sistemleri lizerindeki etkisi ise incelemeye agik baska bir konudur. Ek olarak literatiirde
bulunan Magnus ve diizeltilmis Magnus seri a¢ilim yontemleri acik yontemlerdir. Yine
bu yontemlerin kapali yontemler olmasi halinde yontemin etkinligini oldukga arttiracagi
ongoriilmektedir. Bu nedenle kapali Magnus ve diizeltilmis Magnus seri a¢ilim yontemi

hakkinda da arastirmalar yapilabilir.
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