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Bu çalışma dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde; fark denklemleri ile ilgili genel tanım 

ve teoremler verilmiştir. 

İkinci bölümde; fark denklemleri ve fark denklem sistemlerinin global asimptotik kararlılığı ile 

ilgili yapılmış bazı çalışmalar hakkında bilgi verilmiştir. 

Üçüncü bölümde; negatif olmayan başlangıç şartları ve pozitif parametreler için  
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fark denklem sistemi tanımlanmış ve bu sistemin pozitif çözümlerinin global kararlılık karakteri 

literatürdeki bazı sonuçlar genelleştirilerek incelenmiştir. Ayrıca, denklem sisteminin çözümlerinin 

periyodikliği, sınırlılığı, sınırsızlığı ve salınımlılığı parametrelere ve başlangıç şartlarına bağlı olarak 

incelenmiş ve teorik sonuçlar için bazı nümerik örnekler verilmiştir.  

Dördüncü bölümde; bu çalışmaya dair sonuç ve önerilere yer verilmiştir.  

 
Anahtar Kelimeler: Fark denklemi, Fark denklem sistemi, Global asimptotik kararlılık, 

Periyodiklik, Yarı dönme.  
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This study consists of four sections. In the first section, general definitions and theorems related 

to difference equations were given. 

In the second section, informations about global asymptotic stability of some difference 

equations and  systems studied before were given. 

In the third section, the difference equation system 
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where the non-negative initial conditions and positive parameters was defined and global stability 

character of this difference equation system  was studied. Also, periodicity, boundedness, unboundedness 

and oscillation of the positive solutions of this equation system were investigated depending on the 

parameters and the initial conditions. Some numerical examples of the theoretical results were given.  

In the fourth section, some conclusions and suggestions were given. 

 
Keywords: Difference equation, System of difference equation, Global asymptotic stability, 
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1. GĠRĠġ 

Doğadaki güzellik ve dengenin sırrı aslında bir bakıma matematik ile 

ilişkilendirilebilir. Evrendeki matematiksel düzene Fibonacci sayıları ve logaritmik 

spiraller örnek olarak verilebilir. Bilimsel ve teknolojik gelişmeler matematik 

biliminden elde edilen sonuçlardan yola çıkılarak gerçekleştirilmektedir. Bilgisayarlarda 

kullanılan algoritmalardan tartılardaki ölçme işlemine, meteorolojideki hava 

tahminlerinden ekonomideki hesaplamalara kadar günlük hayatımızın pek çok yerinde 

matematiğe rastlamak mümkündür. 

Uygulamalı matematik daha çok istatistik, kriptoloji vb. alanlarda kullanılan 

matematiğin bir alt dalıdır. Bu tez çalışmasında, uygulamalı matematiğin önemli 

konularından biri olan fark denklemleri ele alınmıştır. Fark denklemleri sadece 

diferansiyel denklemlerin nümerik çözümlerinde değil, aynı zamanda biyoloji, 

mühendislik, ekonomi gibi alanlarda ortaya çıkan matematiksel modellerde de ya 

doğrudan ya da dolaylı olarak yer alır. Bu denklemlerde bağımsız değişken tam sayılar 

üzerinde tanımlanır. Dolayısıyla, fark denklemlerinde türev terimleri yerine bilinmeyen 

fonksiyonun farkları bulunur. Bu bakımdan fark denklemleri daha çok sürekli olmayan 

problemleri karakterize eder. Örneğin; genetik alanda kuşaklar arasındaki genetik 

başkalaşım ile ekonomide fiyat değişim problemleri açıkça sürekli olmayan 

problemlerdir. Çünkü bağımsız değişkenler birinde kuşak; diğerinde duruma göre gün, 

hafta, ay veya yıldır ve ikisi de doğal olarak ayrık cümleler üzerinde tanımlıdır (Elaydi, 

1999).   

Fark denklemleri son 20 yıl içerisinde pek çok bilim insanının ilgisini çekmiştir. 

Bu nedenle, fark denklemleri alanında zengin bir literatür meydana gelmiştir. 

Çalışmamızın ikinci bölümde fark denklemleri ve fark denklem sistemlerinin önemli 

çalışma alanlarından biri olan global asimptotik kararlılık ile ilgili yapılmış 

çalışmalardan bazıları hakkında bir literatür taraması verilmiştir. 

Üçüncü bölümde literatürdeki denklem ve sistemler göz önünde bulundurularak 

dördüncü mertebeden rasyonel bir fark denklem sistemi tanımlanmış ve bu sistemin 

pozitif çözümlerinin global davranışı incelenmiştir. Daha sonra, bu rasyonel fark 

denklem sisteminden elde edilen çözümlerin kararlılığına dair bazı bilgiler verilmiştir. 

Ayrıca, bu fark denklem sisteminin salınım davranışı, sınırsız çözümlerinin varlığı ve 
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periyodikliği incelenmiştir. Buna ilaveten çalışılan fark denklem sistemi için sayısal 

örnekler verilmiştir. 

Dördüncü bölümde ise üçüncü bölümde yapılan çalışmaların sonuçları ve 

konuya dair bazı öneriler verilmiştir. 

1.1. Fark Denklemleri Ġle Ġlgili Genel Tanım Ve Teoremler 

 

x  bağımsız değişkeninin sürekli olduğu durumda, )(xy  bağımlı değişkeninin değişimi 

( )( ),  ( ),  ...,  ( ),  ...ny x y x y x   türevleri yardımıyla açıklanabilmektedir. Ancak x  in 

kesikli değerler alması durumunda değişim türevler yardımıyla açıklanamaz. Bu 

kısımda x  in tam sayı değerler aldığı durumlarda ortaya çıkan ve içinde sonlu farkların 

bulunduğu fark denklemleri üzerinde durulacak ve bu denklemler ile ilgili literatürde 

var olan genel tanım ve teoremler verilecektir (Camouzis ve Ladas, 2008; Elaydi, 1999). 

Tanım 1.1. n  bağımsız değişken ve buna bağımlı değişken de y olmak üzere, bağımlı 

değişken ve bağımsız değişken ile bağımlı değişkenin 2 3( ), ( ), ( ),..., ( ),...nE y E y E y E y  

gibi farklarını içeren bağıntılara Fark Denklemi denir. Dikkat edilirse, fark 

denklemlerinin n ’in sürekli olduğu durumda diferansiyel denklemler ile arasında büyük 

benzerlikler vardır. Örneğin, )()1()( 10 nfnyanya   denklemi birinci mertebeden 

bir fark denklemi, )()1()()1( 210 ngnyanyanya   denklemi ise ikinci 

mertebeden bir fark denklemidir. Denklemin mertebesinin belirlenmesinde, y nin 

hesaplanabilmesi için gerekli olan başlangıç şartı sayısı göz önüne alınmaktadır. 

Teorem 1.1. I  reel sayıların bir aralığı ve k   olmak üzere 1: kf I I   sürekli 

türevlere sahip bir fonksiyon ise 1 0, ,...,k kx x x I     başlangıç şartları için 

 1 1 0, , , ,n n n n kx f x x x n               (1.1) 

fark denkleminin bir tek  n n k
x




 çözümü vardır. 

Tanım 1.2. Eğer x  için (1.1) denkleminde  , , ,x f x x x  ise x  noktasına (1.1) 

denkleminin denge noktası denir.  
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Tanım 1.3. Eğer her 0n  için 1 0, ,...,k kx x x J     iken Jxn   olacak şekilde bir 

IJ   alt aralığı varsa, bu J aralığına (1.1) denkleminin değişmez aralığı denir. 

Tanım 1.4. x , (1.1) denkleminin denge noktası olmak üzere: 

(a) Eğer 0 ,..., kx x I   olmak üzere her 0  için 0 ... kx x x x       iken her 

n k   için nx x    olacak şekilde bir 0  sayısı varsa x  denge noktası 

kararlıdır denir. 

(b) Eğer x  denge noktası kararlı ve 0 ,..., kx x I   iken lim n
n

x x


  olacak şekilde 

0 ... kx x x x       şartını sağlayan 0  sayısı varsa x  denge noktası 

lokal asimptotik kararlıdır denir. 

(c) Eğer her 0 ,..., kx x I   iken lim n
n

x x


  ise x  denge noktasına çekim noktası 

denir. 

(d) Eğer x  denge noktası kararlı ve çekim noktası ise x  denge noktası global 

asimptotik kararlıdır denir. 

(e) Eğer x  denge noktası kararlı değil ise kararsızdır denir. 

(f) Eğer 0 ,..., kx x I   iken 0 ... kx x x x r      ve bazı N k   sayıları için 

Nx x r   olacak şekilde bir 0r  sayısı varsa x  denge noktasına repeller 

denir. 

Tanım 1.5.  n n k
x




, (1.1) fark denkleminin bir çözümü olsun. Eğer  n n k

x



 çözümü 

n k   için n p nx x   şartını sağlıyorsa,  n n k
x




 çözümü p periyotludur denir. Bu şartı 

sağlayan en küçük pozitif p tam sayısına da asal periyod denir. 

Tanım 1.6. Eğer  n n k
x




 çözümü sonlu sayıda terim hariç tutulduğunda, geriye kalan 

sonsuz sayıdaki terim için n p nx x   şartını sağlıyorsa,  n n k
x




 çözümü er geç p 

periyotludur denir ve p bu şartı sağlayan en küçük pozitif tam sayıdır. 
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Tanım 1.7. I  reel sayıların bir aralığı, k   ve 0,1,i k  olmak üzere 

 , , ,i

i

f
q x x x

x





 

ifadesi 1: kf I I   fonksiyonunun ix
 

lere göre kısmi türevlerinin x  denge 

noktasındaki değerleri olsun. Bu durumda, 

1 0
0

,
k

n i n i
i

z q z n 


               (1.2) 

denklemine (1.1) denkleminin x  denge noktası civarındaki lineerleştirilmiş denklemi 

denir. 

1

0

0
k

k k i

i
i

q  



                (1.3) 

polinom denklemine ise (1.1) denkleminin x  denge noktasındaki karakteristik 

denklemi denir. 

Teorem 1.2. (Lineer Kararlılık Teoremi) 

(a) Eğer (1.3) denkleminin bütün kökleri mutlak değerce 1’den küçük ise x  denge 

noktası lokal asimptotik kararlıdır. 

(b) Eğer (1.3) denkleminin köklerinden en az biri mutlak değerce 1’den büyük ise 

x  denge noktası kararsızdır.  

Tanım 1.8. x , (1.1) denkleminin denge noktası olsun. l k  , m  olmak üzere, 

 mll xxx ,...,, 1  dizisinin her elemanı x  denge noktasından büyük veya eşit, 1lx x   ve 

1mx x   oluyorsa,  mll xxx ,...,, 1  dizisine  n n k
x




 çözümünün bir pozitif yarı dönmesi 

denir. Benzer şekilde, l k  , m  olmak üzere,  mll xxx ,...,, 1  dizisinin her elemanı 

x  denge noktasından küçük, 1lx x   ve 1mx x   oluyorsa,  mll xxx ,...,, 1  dizisine 

 n n k
x




 çözümünün bir negatif yarı dönmesi denir. 

Tanım 1.9.  n n k
x




 çözümlerinin hepsi birden ne pozitif ne de negatif ise bu çözümlere 

sıfır civarında salınımlıdır denir. Aksi halde salınımlı değildir. 
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Tanım 1.10.  nx x  dizisi salınımlı ise  n n k
x




 çözümüne x  denge noktası civarında 

salınımlıdır denir. 

Tanım 1.11.  n n k
x




 dizisinde her n  için QxP n   olacak şekilde P  ve Q  pozitif 

sayıları varsa  n n k
x




 dizisine sınırlıdır denir. 

Teorem 1.3. ,  I J  birer reel sayı aralığı, 1 1: k kf I J I    ve 1 1: k kg I J J    

sürekli türevlere sahip fonksiyonlar ise
 
her  ,i ix y I J     başlangıç şartı için 

 

 
1

0

1

, , , , ,
,

, , , , ,

n n n k n n k

n n n k n n k

x f x x y y
n

y g x x y y

  

  





                                                                     (1.4) 

fark denklem sisteminin bir tek  ( , )n n n k
x y




 çözümü vardır. 

Tanım 1.12. Eğer  ,x y  için (1.4) fark denklem sisteminde  

   , , , , , ,  , , , , ,x f x x y y y g x x y y                                                         (1.5) 

ise  ,x y  noktasına (1.4) sisteminin denge noktası denir.  

(1.4) fark denklem sistemi  

 , , , , , ,
T

n n n k n n kX x x y y   1 1 1 1: k k k kF I J I J        

ve 

0 0 0

0

1

0 0 0

0

1

( ,..., , ,..., ))

.

. .

. .

( ,..., , ,..., )

.

. .

. .

k k

k k

k k

k k

u f x x y y

x

u x
F

v g x x y y

y

v y





    
    
    
    
    
    
    
    
    
    
    
    
    
    
    
    

          (1.6) 
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olmak üzere 

1 0( ),  n nX F X n                                                                                                     (1.7) 

vektör formunda yazılabilir. Eğer (1.4) sistemi  ,x y  denge noktasına sahip ise (1.7) 

sisteminin denge noktasının  , , , , ,
T

X x x y y  şeklinde olduğu açıktır. Bu 

çalışmada, herhangi bir vektörün veya matrisin normu  ile ve (1.7) sisteminin bir 

başlangıç şartı 1 1

0

k kX I J    şeklinde gösterilecektir. 

Tanım 1.13. (1.7) sisteminin bir denge noktası X  olsun. Bu durumda,  

(a) Eğer her 0   için 
0X X    olduğunda her 0n   için 

nX X    olacak 

şekilde 0   sayısı bulunabiliyor ise X  denge noktası kararlıdır denir. Aksi 

taktirde X  denge noktası kararsızdır denir.  

(b) Eğer X  denge noktası kararlı ve 
0X X    olduğunda n  iken 

nX X  

olacak şekilde 0   sayısı bulunabiliyor ise X  denge noktası lokal asimptotik 

kararlıdır denir. 

(c) Eğer n  iken 
nX X  ise X  denge noktasına global çekim noktası denir. 

(d) Eğer X  denge noktası hem lokal asimptotik kararlı hem de global çekim noktası 

ise X  denge noktası global asimptotik kararlıdır denir. 

,FJ  F dönüşümünün X  denge noktasındaki Jacobian matrisi olmak üzere (1.7) 

sisteminin X  denge noktası civarındaki lineerleştirilmiş sistemi  

1 0,n F nZ J Z n                                                                                                        (1.8) 

şeklindedir ve (1.7) sisteminin X  denge noktası civarındaki karakteristik polinomu 

0 0a  olmak üzere  

 
 

2 1 2 1

0 1 2 1 2 1
( ) ···

k k

k k
P a a a a   

 

 
                                                                   (1.9) 

şeklinde yazılabilir. 
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Teorem 1.4. (1.7) sisteminin denge noktası X  olsun. Eğer 
FJ  Jacobian matrisinin tüm 

öz değerleri X  denge noktası için | | 1   açık birim diskinde ise X  denge noktası 

lokal asimptotik kararlıdır. Eğer öz değerlerden en az biri için | | 1   ise X  denge 

noktası kararsızdır (Kocic, 1993). 
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2. KAYNAK ARAġTIRMASI 

Bu bölümde, fark denklemleri ve fark denklem sistemlerinin önemli çalışma 

alanlarından biri olan global asimptotik kararlılık ile ilgili yapılmış çalışmalardan 

bazıları hakkında bilgi verilmiştir. Çalışmada kullanılan literatürün özeti iki ayrı 

kısımda ele alınmıştır.  

2.1. Fark Denklemlerinin Kararlılığı Ġle Ġlgili YapılmıĢ Bazı ÇalıĢmalar 

Bu kısımda, fark denklemlerinin global asimptotik kararlılığı ile ilgili yapılmış 

çalışmalardan bazıları hakkında bilgi verilmiştir. 

El-Owaidy ve El-Afifi (2000); na  ve nb  periyodik diziler olmak üzere 

1

1

n n n
n

n

a b x
x

x





                                                                                                         (2.1.1) 

fark denkleminin çözümlerinin davranışını incelemişlerdir. 

Gibbons ve arkadaşları (2000); bütün parametreler ve başlangıç şartları negatif 

olmayan reel sayılar olmak üzere 

1
1

 n
n

n

y
y

y

 










                                                                                                      (2.1.2) 

lineer olmayan fark denklemini incelemişlerdir. 

Amleh ve arkadaşları (2001); bütün parametreler ve başlangıç şartları negatif 

olmayan reel sayılar olmak üzere 

1
1

2

n
n

n

a bx
x

A Bx










                                                                                                        (2.1.3) 

fark denklemini incelemişlerdir. 

Yan ve Li (2003); 0   ve , 0    olmak üzere 

1

1

n
n

n

x
x

x

 










                                                                                                          (2.1.4) 
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fark denkleminin denge noktasının global asimptotik kararlılığını incelemişler ve pozitif 

denge noktasının global çekici olabilmesi için gerekli olan şartları belirlemişlerdir. 

El-Owaidy ve arkadaşları (2003); ,   negatif olmayan reel sayılar olmak üzere 

1
1

n
n

n

x
x

x












                                                                                                            (2.1.5) 

fark denkleminin denge noktasının global asimptotik kararlılığını incelemişlerdir. 

Chatterjee ve arkadaşları (2003); bütün parametreler ve başlangıç şartları negatif 

olmayan reel sayılar olmak üzere 

1
1

2

n
n

n n

x
x

A Bx x

  







 
                                                                                                 (2.1.6) 

fark denkleminin denge noktasının global asimptotik kararlılığını, çözümlerinin 

sınırlılığını ve periyodikliğini incelemişlerdir. 

Zeng ve arkadaşları (2004); pozitif parametreler ve sürekli bir ( )g x  fonksiyonu 

için 

 
1

n
n

n k

x
x

g x

 










                                                                                                    (2.1.7) 

fark denkleminin denge noktasının global asimptotik karalılığını incelemişlerdir. 

El-Owaidy ve arkadaşları (2004); pozitif parametreler ve başlangıç şartları için 

1
1

n
n

n

x
x

x

 










                                                                                                        (2.1.8) 

fark denkleminin pozitif denge noktasının kararlılığını incelemişlerdir. 
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El-Owaidy ve arkadaşları (2004); pozitif parametreler ve başlangıç şartları için 

1
n k

n

n

x
x

x

 










                                                                                                       (2.1.9) 

fark denkleminin pozitif denge noktasının global asimptotik kararlılığını 

incelemişlerdir. 

 El-Owaidy ve arkadaşları (2005); negatif olmayan parametreler ve başlangıç 

şartları için 

1
1

2

n
n p

n

x
x

x



 









                                                                                                      (2.1.10) 

fark denkleminin pozitif çözümlerinin global davranışını incelemişlerdir. 

Aloqeili (2006); pozitif parametreler ve başlangıç şartları için 

1
n k

n

n k n

x
x

a x x









                                                                                                     (2.1.11) 

fark denkleminin çözümlerini ve denge noktasının global asimptotik kararlılığını 

incelemiştir. 

 Camouzis ve arkadaşları (2007); pozitif parametreler ve negatif olmayan 

başlangıç şartları için 

2 3
1

3

n n
n

n

x x
x

A x

  








                                                                                                  (2.1.12) 

fark denkleminin denge noktasının global asimptotik kararlılığını incelemişlerdir. 

 Chen ve Li (2009); pozitif parametreler ve negatif olmayan başlangıç şartları 

için 

1
n k

n p

n l

x
x

x



 









                                                                                                       (2.1.13) 

fark denkleminin denge noktasının global asimptotik kararlılığını incelemişlerdir. 
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 Battaloğlu ve arkadaşları (2010); negatif olmayan parametreler ve başlangıç 

şartları için 

1

( 1)

n k
n p

n k

x
x

x



 




 




                                                                                                  (2.1.14) 

fark denkleminin denge noktasının global asimptotik kararlılığını incelemişlerdir. 

Tollu ve arkadaşları (2013); Riccati fark denkleminin iki özel hali olan 

1 1

1 1
,  

1 1
n n

n n

x y
x y

  
  

                                                                                    (2.1.15) 

denklemlerinin çözümlerinin Fibonacci sayılarıyla ilişkili olduğunu gösterip, bu 

denklemlerin çözümlerinin asimptotik özelliklerini incelemişlerdir. 

Wang ve Feng (2016); katsayılar pozitif ve başlangıç şartları negatif olmayan 

reel sayılar olmak üzere 

1

1
nx

n nx a bx e 

                                                                                                     (2.1.16) 

fark denkleminin pozitif çözümlerinin asimptotik davranışını ve sınırlılığını 

incelemişlerdir. 

 

2.2. Fark Denklem Sistemlerinin Kararlılığı Ġle Ġlgili YapılmıĢ Bazı ÇalıĢmalar 

Bu kısımda, fark denklem sistemlerinin global asimptotik kararlılığı ile ilgili 

yapılmış çalışmalardan bazıları hakkında bilgi verilmiştir. 

Kulenović ve Nurkanović (2005); başlangıç şartları ve parametreler negatif 

olmayan reel sayılar olmak üzere 

1 1 1, ,n n n
n n n

n n n

a x c y e z
x y z

b y d z f x
  

  
  

  
                                                               (2.2.1) 

fark denklem sisteminin çözümlerinin global asimptotik davranışını incelemişlerdir. 
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Yalçınkaya (2010); başlangıç şartları pozitif reel sayılar olmak üzere 

1 1

1 1

1 1,  
1 1

n n n n

n n n n

n n

x y y x
y

y y x
x

x
 

 

 

 

 
                                                                            (2.2.2) 

fark denklem sisteminin denge noktasının global asimptotik kararlılığı için bir yeter şart 

elde etmiştir. 

Kurbanlı (2011); başlangıç şartları reel sayılar olmak üzere 

1 1 1
1 1 1

1 1 1

, ,
1 1 1

n n n
n n n

n n n n n n

x y z
x y z

y x x y y z

  
  

  

  
  

                                                 (2.2.3) 

fark denklem sisteminin çözümlerinin davranışını incelemiştir. 

Stević (2011); bütün parametreler ve başlangıç şartları reel sayılar olmak üzere 

1 1
1 1

1 1

,n n
n n

n n n n

ax y
x y

by x c x y



 
 

 

 

 
 

                                                                       (2.2.4) 

fark denklem sisteminin çözülebilir olduğunu ve daha sonra da katsayılar iki periyotlu 

reel terimli diziler ve başlangıç şartları reel sayılar olmak üzere  

1 1
1 1

1 1

,n n n n
n n

n n n n n n n n

a x x
x y

b y x c y x



 
 

 

 

 
 

                                                                  (2.2.5) 

sisteminin çözülebileceğini göstermiştir. 

Berg ve Stević (2011); 0u  ve  0v  kompleks başlangıç şartları olmak üzere  

1 1,
1 1

n n
n n

n n

v u
u v

v u
  

 
 

1 1,
1 1

n n
n n

n n

v u
u v

u v
  

 
                                                                                         (2.2.6) 

1 1,
1 1

n n
n n

n n

u v
u v

v u
  

 
 

fark denklem sistemlerinin Riccati fark denkleminin genel çözümü yardımıyla açık 

olarak çözülebileceğini gösterip, genel çözümlerinin asimptotik davranışını 

incelemişlerdir. 
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Stević (2012); reel başlangıç şartları için ,  ,  n n nu v w  ve ns  dizilerinin her biri nx  

ve ny  dizilerinden biri olmak üzere 

1 1,  
1 1

n n
n n

n n

u w
x y

v s
  

 
                                                                                         (2.2.7) 

sisteminin on altı muhtemel durumundan on dört tanesinde çözülebilir olduğunu 

göstermiştir. 

El-Metwally (2013); başlangıç şartları sıfırdan farklı reel sayılar olmak üzere 

1 1

1 2 1 2

,  n n n n
n n

n n n n

x y x y
x y

x y y x

 

   

 
   

                                                                         (2.2.8) 

fark denklem sistemlerinin çözüm formlarını bularak bu çözümlerin bazı özelliklerini 

incelemiştir. 

Yazlık ve arkadaşları (2013); çalışmalarında 

1 1
1 1

1 1

1 1
,  n n

n n

n n n n

x y
x y

y x x y

 
 

 

 
                                                                                      (2.2.9) 

fark denklem sistemlerinin çözümlerini Padovan sayıları ile ilişkilendirerek formülüze 

edip, bu formülleri kullanarak her bir sistem için bütün çözümlerin asimptotik olarak tek 

bir noktaya yakınsadığını göstermişler ve sistemler için tanımlanamaz çözümleri veren 

başlangıç şartlarının kümelerini belirlemişlerdir. 

Tollu ve arkadaşları (2014); reel başlangıç şartları için ,  ,  n n np q r  ve ns  

dizilerinin her biri nx  ve ny  dizilerinden biri olmak üzere 

1 1

1 1
,  n n

n n

n n

p r
x y

q s
 

 
                                                                                         (2.2.10) 

sisteminin on altı muhtemel durumundan on dört tanesinde çözülebilir olduğunu 

göstermişlerdir. 
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Yazlık ve arkadaşları (2014); başlangıç şartları çözümleri iyi tanımlı yapan keyfi 

reel sayılar olmak üzere  

5 5
1 1

1 3 5 1 3 5

,
1 1

n n
n n

n n n n n n

y x
x y

y x y x y x

 
 

     

 
   

                                                   (2.2.11) 

sistemlerinin açık çözümlerini elde edip, bu çözümlerin davranışlarını incelemişlerdir. 

El-Dessoky (2015); başlangıç şartları sıfırdan farklı reel sayılar olmak üzere 

1 2 1 2
1 1

1 2 1 2

,  
( 1 ) ( 1 )

n n n n
n n

n n n n n n

y y x x
x y

x y y y x x

   
 

   

 
   

                                                     (2.2.12) 

üçüncü mertebeden rasyonel fark denklem sisteminin çözümlerini ve periyodikliğini 

incelemiştir. 

Elsayed ve Ahmed (2015); başlangıç şartları sıfırdan farklı reel sayılar olmak 

üzere 

2 2 2
1 1 1

2 1 2 1 2 1

,  ,  n n n n n n
n n n

n n n n n n

y x z y x z
x y z

x z y x z y

  
  

     

  
  

 
                                          (2.2.13) 

üç boyutlu rasyonel fark denklem sisteminin çözümlerini ve periyodikliğini 

incelemişlerdir. 

Gümüş ve Soykan (2016); (2.1.10) denklemini iki boyutlu bir sisteme 

genelleştirerek pozitif parametreler ve başlangıç şartları için 

1 1 1
1 1

2 1 1 2

,n n
n np p

n n

u v
u v

v u

 

   
 

 

 

 
 

                                                                         (2.2.14) 

fark denklem sistemini tanımlamışlar ve bu sistemin pozitif çözümlerinin davranışını 

incelemişlerdir. 

Yazlık ve arkadaşları (2016); parametreler ve başlangıç şartları reel sayılar 

olmak üzere 

1 1 1
1 1 1

0 0 2 1 1 2 2 2 2

, ,n n n n n n
n n n

n n n n n n

x y y z z x
x y z

a x b y a y b z a z b x

  
  

  

  
  

                               (2.2.15) 
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üç boyutlu fark denklem sisteminin çözümlerini elde etmişler ve literatürde var olan 

sonuçları genelleştirerek bu sistemin iyi tanımlı çözümlerinin asimptotik davranışını 

incelemişlerdir. 

El-Dessoky (2016); başlangıç şartları reel sayılar olmak üzere 

3 3
1 1

1 2 3 1 2 3

3 3
1 1

1 2 3 1 2 3

, ,
1 1

,
1 1

n n
n n

n n n n n n n n

n n
n n

n n n n n n n n

x y
x y

t z y x x t z y

z t
z t

y x t z z y x t

 
 

     

 
 

     

 
   

 
   

                                            (2.2.16) 

dört boyutlu fark denklem sisteminin çözümlerinin varlığını incelemiştir. 

El-Dessoky (2016); başlangıç şartları sıfırdan farklı reel sayılar olmak üzere 

2 2
1 1

2 1 2 1

,
1 1

n n
n n

n n n n n n

y x
x y

y x y x y x

 
 

   

 
   

                                                       (2.2.17) 

üçüncü mertebeden rasyonel fark denklem sisteminin çözümlerini ve periyodikliğini 

incelemiştir. 

El-Dessoky (2016); başlangıç şartları reel sayılar ve katsayılar tam sayılar olmak 

üzere 

3 3
1 1

1 1 1 2 3 2 2 1 2 3

3
1

3 3 1 2 3

, ,n n
n n

n n n n n n n n

n
n

n n n n

z x
x y

a b z y x z a b x z y x

y
z

a b y x z y

 
 

     




  

 
 




                                      (2.2.18) 

dördüncü mertebeden rasyonel fark denklem sisteminin çözümlerini ve periyodikliğini 

incelemiştir. 

Elsayed ve Alghamdi (2016); başlangıç şartları reel sayılar olmak üzere 

7 7
1 1

7 3 3 7

,
1 1

n n
n n

n n n n

x y
x y

x y x y

 
 

   

 
  

                                                                 (2.2.19) 

lineer olmayan fark denklem sisteminin çözümlerini incelemişlerdir. 
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Tollu ve Yalçınkaya (2017); (2.2.14) sistemini üç boyutlu bir sisteme 

genelleştirerek pozitif parametreler ve negatif olmayan başlangıç şartları için 

1 1 2 1 3 1
1 1 1

1 1 2 2 2 2 3 3 2

, ,n n n
n n np q r

n n n

u v w
u v w

v w u

  

     
  

  

  

  
  

                                       (2.2.20) 

fark denklem sistemini tanımlamışlar ve bu sistemin çözümlerinin global davranışını 

incelemişlerdir. Ayrıca, bu çalışmada sistemin denge noktaları, lokal asimptotik 

kararlılığı, global asimptotik kararlılığı, iki periyotlu çözümlerin varlığı ve çözümlerin 

bu periyodik çözümlere yakınsaması parametrelerin durumuna göre incelenmiştir. 
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3. 1 1

1 1

3 3

,n n

n np q

n n

au dv
u v

b cv e fu

 

 

 

 
   

FARK DENKLEM SĠSTEMĠNĠN KARARLILIĞI 

Bu bölümde; başlangıç şartları negatif olmayan reel sayılar ve katsayılar pozitif 

reel sayılar olmak üzere 

1 1
1 1 0

3 3

, ,n n
n np q

n n

au dv
u v n

b cv e fu

 
 

 

  
 

                                                                     (3.1) 

fark denklem sistemi tanımlanmış ve bu sistemin pozitif çözümlerinin global asimptotik 

kararlılığı, salınım davranışı, sınırsız ve iki periyotlu çözümlerin varlığı konuları 

incelenmiştir. 

(3.1) fark denklem sistemi    
1/ 1/

,  ,  ,  
q p

e b a d
n n n nf c b e

u x v y     
 
değişken 

değiştirmeleri ile  

1 1
1 1 0

3 3

, ,
1 1

n n
n np q

n n

x y
x y n

y x

  
 

 

  
 

                                                                         (3.2) 

şeklinde yazılabilir. Bu nedenle, çalışmamızın kalan kısmında (3.1) denklem sisteminin 

yerine (3.2) denklem sistemini incelemek yeterli olacaktır. 

 Bu bölüm dört kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda (3.2) denklem sisteminin 

global asimptotik kararlılığı, ikinci kısımda çözümlerin salınım davranışı ve sınırsız 

çözümlerin varlığı, üçüncü kısımda ise iki periyotlu çözümlerin varlığı konuları ele 

alınmıştır. Dördüncü ve son kısımda da (3.2) denklem sistemi için nümerik örnekler 

verilmiştir. 

3.1. Sistemin Kararlılığı  

Bu kısımda, (3.2) sisteminin iki denge noktasının lokal ve global asimptotik 

kararlılığı incelenmiştir. , (0,1)    iken 1 1( , ) (0,0)x y   noktasının (3.2) sisteminin 

negatif olmayan tek denge noktası olduğu aşikardır. , (1, )     iken (3.2) sisteminin 

tek pozitif denge noktası     1/ 1/

2 2( , ) 1 , 1
q p

x y      şeklinde yazılabilir. 
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Teorem 3.1.1. (3.2) sistemi için aşağıdaki ifadeler doğrudur: 

(a) Eğer , (0,1)    ise (3.2) sisteminin 1 1( , ) (0,0)x y   denge noktası lokal 

asimptotik kararlıdır. 

(b) Eğer (1, )   veya (1, )    ise (3.2) sisteminin 1 1( , ) (0,0)x y   denge noktası 

kararsızdır. 

(c) Eğer , (1, )     ise (3.2) sisteminin     1/ 1/

2 2( , ) 1 , 1
q p

x y      pozitif 

denge noktası kararsızdır. 

Ġspat. (3.2) sistemi 

 1 2 3, 1 2, 3, , , , ,
T

n n n n n n n n nX x x x x y y y y                                                                        (3.3) 

ve 

0 1 3

1 0

2 1

3 2

0 1 3

1 0

2 1

3 2

/ (1 )

/ (1 )

p

q

z z t

z z

z z

z z
F

t t z

t t

t t

t t





    
    
    
    
    
     
     
    
    
    
    
    
    

                                                                                          (3.4) 

olmak üzere 1 ( )n nX F X 
 
şeklinde yazılabilir.  

(a) (3.2) sisteminin 
0 (0,0,0,0,0,0,0,0)TX   denge noktası civarındaki lineerleştirilmiş 

formu 

1

2

3

0

1

2

3

0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0
 ve ( )

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

n

n

n

n

n F

n

n

n

n

x

x

x

x
X J X

y

y

y

y

















   
   
   
   
   
    
   
   
   
   
   

  
  

                                           (3.5) 

olmak üzere 
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1 0( )n F nX J X X                                                                                                           (3.6) 

şeklinde yazılabilir. Burada 0( )FJ X  matrisinin karakteristik denklemi  

  4 2 2 0                                                                                                      (3.7) 

şeklinde verilir. Eğer , (0,1)    ise (3.7) karakteristik denkleminin tüm kökleri | | 1   

açık birim diskinin içindedir. Bu nedenle, Teorem 1.4’e göre (3.2) sisteminin 

1 1( , ) (0,0)x y   denge noktası lokal asimptotik kararlıdır. 

(b) Eğer (1, )   veya (1, )    ise (3.7) karakteristik denkleminin bazı kökleri için

| | 1   eşitsizliğinin sağlandığı açıktır. Bu nedenle, Teorem 1.4’e göre (3.2) sisteminin 

1 1( , ) (0,0)x y   denge noktası kararsızdır. 

(c) (3.2) sisteminin  

                1/ 1/ 1/ 1/ 1/ 1/ 1/ 1/

, 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1
T

q q q q p p p p
X                            (3.8) 

pozitif denge noktası civarındaki lineerleştirilmiş formu 

       
1 111/

1 1 1 1
,  

p q

p p q
q

p q
A B

   

 

 

   
                                                    (3.9) 

ve 

1

2

3

,

1

2

3

0 1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0
,  ( )

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

n

n

n

n

n F

n

n

n

n

x A

x

x

x
X J X

y B

y

y

y

 













   
   
   
   
   
    
   
   
   
   
   

  
  

                                         (3.10) 

olmak üzere 

1 ,( )n F nX J X X                                                                                                      (3.11) 

şeklinde yazılabilir. Burada 0( )FJ X  matrisinin karakteristik denklemi  
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 
  8 6 4 1 1

2
pq

P
 

   


 
                                                                      (3.12) 

şeklinde verilir. Burada, 

 
  1 1

1 0  ve  lim ( )
pq

P P


 


 

 
                                                           (3.13) 

olduğundan ( )P   polinomu (1, )  aralığında bir köke sahiptir. Bu nedenle, Teorem 

1.4’e göre , (1, )     iken     1/ 1/

2 2( , ) 1 , 1
q p

x y      pozitif denge noktası 

kararsızdır. 

Teorem 3.1.2. Eğer , (0,1)    ise (3.2) sisteminin 1 1( , ) (0,0)x y   denge noktası 

global asimptotik kararlıdır. 

Ġspat. Teorem 3.1.1. den , (0,1)    için (3.2) sisteminin 1 1( , ) (0,0)x y   denge 

noktasının lokal asimptotik kararlı olduğunu biliyoruz. Bu nedenle, ispatı tamamlamak 

için 

lim( , ) (0,0)n n
n

x y


                                                                                                      (3.14) 

olduğunu göstermek yeterli olacaktır. (3.2) sisteminden 0n  için 

1 1
1 1 1 1

3 3

0 ,  0
1 1

n n
n n n np q

n n

x y
x x y y

y x

 
  

   

 

     
 

                                                (3.15) 

yazılabilir. Burada 

1 1
1 1 1 1

3 3

0 ,  0
1 1p q

x y
x x y y

y x

 
  

 

 

     
 

 

0 0
2 0 2 0

2 2

0 ,  0
1 1p q

x y
x x y y

y x

 
 

 

     
 

 

2 21 1
3 1 1 3 1 1

1 1

0 ,  0
1 1p q

x y
x x x y y y

y x

 
    

 

       
 
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2 22 2
4 2 0 4 2 0

0 0

0 ,  0
1 1p q

x y
x x x y y y

y x

 
          

 
 

olup, tümevarım yöntemi yardımıyla ,   ( 0,1)i ix y i    başlangıç şartları olmak üzere 

2 20 , 0 ,n n

n i i n i ix x y y                                                                                   (3.16) 

eşitsizlikleri elde edilir. , (0,1)    iken (3.16) da verilen eşitsizliklerde n  için 

limit alınırsa (3.14) limiti elde edilir ki ispat tamamlanmış olur. 

3.2. Salınım DavranıĢı ve Sınırsız Çözümlerin Varlığı  

Bu kısımda, (3.2) sisteminin pozitif çözümlerinin     1/ 1/

2 2( , ) 1 , 1
q p

x y      denge 

noktası civarında salınımı ve sistemin sınırsız çözümlerinin varlığı incelenmiştir. 

Teorem 3.2.1. , (1, )     ve (3.2) sisteminin bir çözümü   
3

,n n n
x y



  
olsun. Eğer 

(a) 1 3 2 0 2 2 1 3 2 0 2 2, ;  , ;  , ;  ,x x x x x x y y y y y y           

veya 

(b) 1 3 2 0 2 2 1 3 2 0 2 2, ;  , ;  , ;  ,x x x x x x y y y y y y          

ise   
3

,n n n
x y




 çözümü     1/ 1/

2 2( , ) 1 , 1
q p

x y      denge noktası civarında bir 

uzunluğunda yarı dönmeler ile salınım hareketi yapar. 

Ġspat. (a) da verilen eşitsizliklerin sağlandığını kabul edelim. Bu durumda, (3.2) 

sisteminden  

01 1 2
1 2 3 4

3 2 1 0

, , , ,  ...
1 1 1 1p p p p

xx x x
x x x x x x x x

y y y y

  

  

       
   

                 (3.17) 

ve 

01 1 2
1 2 3 4

3 2 1 0

, , , ,  ...
1 1 1 1q q q q

yy y y
y y y y y y y y

x x x x

  

  

       
   

                (3.18) 

yazılabilir. Buradan tümevarım yöntemi yardımıyla ispat tamamlanır. (İspat (b) de 

verilen eşitsizlikler için de benzer şekilde yapılabilir.) 
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Teorem 3.2.2. Eğer , (1, )     ise (3.2) sistemi sınırsız çözümlere sahiptir. 

Ġspat. Teorem 3.2.1. den, 0n  için 2 3 2 2 2 2 2 3 2, ,n n nx x x x y y      ve 2 2 2ny y 

olmak üzere genelliği bozmadan   
3

,n n n
x y




 dizisinin (3.2) sisteminin bir çözümü 

olduğunu kabul edebiliriz. Bu durumda, (3.2) sisteminden  

2 2 1
2 2 2 2 1 2 1

2 2 2 3

,
1 1

n n
n n n np q

n n

x y
x x y y

y x

  
  

 

   
 

                                                           (3.19) 

ve 

2 1 2
2 1 2 1 2 2 2

2 3 2 2

,
1 1

n n
n n n np q

n n

x y
x x y y

y x

 
  

 

   
 

                                                           (3.20) 

yazılabilir. Buradan 

2 2lim ( , ) ( ,0)n n nx y  
 
ve  2 1 2 1lim , (0, )n n nx y       

elde edilir ki böylece ispat tamamlanmış olur.  

3.3. Periyodiklik  

Bu kısımda, (3.2) sisteminin iki periyotlu çözümlerinin varlığı konusu incelenmiştir. 

Teorem 3.3.1. Eğer 1    ise (3.2) sistemi iki periyotlu çözüme sahiptir ve bu 

çözüm , , , 0r s v   olmak üzere  

       , 0, , 0, , 0, , 0, ,r s r s                                                                                  (3.21) 

veya 

       , ,0 , ,0 , ,0 , ,0 ,                                                                                    (3.22) 

şeklindedir.  
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Ġspat. (3.2) sisteminden 0n  için 

2 1 2
2 1 2 2

2 3 2 2

,
1 1

n n
n np p

n n

x x
x x

y y


 

 

 
 

                                                                               (3.23) 

ve 

2 1 2
2 1 2 2

2 3 2 2

,
1 1

n n
n nq q

n n

y y
y y

x x


 

 

 
 

                                                                               (3.24) 

yazılabilir. (3.23) ve (3.24) ten  

1 1

2 1 1 2 0

0 02 3 2 2

1 1
,

1 1

n n

n np p
i ii i

x x x x
y y

 

 

  

 
 

                                                                 (3.25) 

ve 

1 1

2 1 1 2 0

0 02 3 2 2

1 1
,

1 1

n n

n nq q
i ii i

y y y y
x x

 

 

  

 
 

                                                                (3.26) 

elde edilir.  

Eğer 3 2 1 0( , , , ) (0,0,0,0)x x x x     ise 0nx   ve 2 1 2 1 0( , ) ( , )n ny y y y   olduğu 

açıktır. Bu durumda, 3 1 0y y r     ve 2 0 0y y s     olmak üzere  

       , 0, , 0, , 0, , 0, ,r s r s                                                                                  (3.27) 

çözümü elde edilir ki bu (3.2) sisteminin iki periyotlu bir çözümüdür.  

Benzer şekilde, 3 2 1 0( , , , ) (0,0,0,0)y y y y     ise 0ny   ve 2 1 2 1 0( , ) ( , )n nx x x x   

olduğu açıktır. Bu durumda, 3 1 0x x      ve 2 0 0x x      olmak üzere 

       , ,0 , ,0 , ,0 , ,0 ,                                                                                   (3.28) 

elde edilir ki bu çözüm (3.2) sisteminin iki periyotlu bir çözümüdür, böylece ispat 

tamamlanır. 
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Teorem 3.3.2. Eğer 1    ise (3.2) sisteminin bütün çözümleri iki periyotlu 

çözümlere yakınsar. 

Ġspat. (3.2) sisteminden,  

2 1 2 3 2 1 2 3
2 1 2 1 2 1 2 1

2 3 2 3

0, 0
1 1

p q

n n n n
n n n np q

n n

x y y x
x x y y

y x

   
   

 

       
 

                                    (3.29) 

ve 

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

0, 0
1 1

p q

n n n n
n n n np q

n n

x y y x
x x y y

y x

 
 

 

       
 

                                           (3.30) 

yazılabilir. (3.29) ve (3.30) dan  

2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 2 2 2 2, , ,n n n n n n n nx x y y x x y y                                                            (3.31) 

elde edilir. Yani,  2 1 2 1( , )n nx y   ve  2 2( , )n nx y  dizileri artmayan dizilerdir. Bu nedenle, 

tek indisli terimler bir noktaya yakınsarken, çift indisli terimler başka bir noktaya 

yakınsar. Böylece ispat tamamlanmış olur. 
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3.4. Nümerik Örnekler  

Bu kısımda,   ve   katsayılarının farklı değerleri dikkate alınarak (3.2) sistemi için 

bazı nümerik örnekler verilmiştir. 

Örnek 3.4.1. 
3 1.2x  , 2 1.1x  , 

1 0.13x  , 
0 1x  , 

3 1.29,y   
2 0.21y  , 

1 1.3y  , 

0 2y   olmak üzere 0.7   ve 0.8   değerleri için (3.2) sisteminin çözümleri pozitif 

denge noktasına yakınsar. 

 

 

ġekil 3.4.1. 0.7,  0.8    
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Örnek 3.4.2. 
3 1.3x  , 2 1.1x  , 

1 0.13x  , 
0 1x  , 

3 1.36,y   
2 0.21y  , 

1 1.3y  , 

0 2y   olmak üzere 1.02   ve 1.05   değerleri için (3.2) sisteminin çözümleri 

sınırsızdır. 

 

 

 

ġekil 3.4.2. 1.02,  1.05    
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Örnek 3.4.3. 
3 0.9x  , 2 1.1x  , 

1 0.13x  , 
0 1x  , 

3 0.25,y   
2 0.21y  , 

1 1.3y  , 

0 2y   olmak üzere 1.02   ve 0.9   değerleri için (3.2) sisteminin çözümleri 

pozitif denge noktasına yakınsamaz. 

 

 

 

ġekil 3.4.3. 1.02,  0.9    
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Örnek 3.4.4. 
3 1.4x  , 2 1.1x  , 

1 0.13x  , 
0 1x  , 

3 0.84,y   
2 0.21y  , 

1 1.3y  , 

0 2y   olmak üzere 0.99   ve 1.01   değerleri için (3.2) sisteminin çözümleri 

pozitif denge noktasına yakınsamaz. 

 

 

 

ġekil 3.4.4. 0.99,  1.01    
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Örnek 3.4.5. 
3 0.8x  , 2 1.1x  , 

1 0.13x  , 
0 1x  , 

3 2.26,y   
2 0.21y  , 

1 1.3y  , 

0 2y   olmak üzere 1    değerleri için (3.2) sisteminin çözümleri bir periyodik 

çözüme yakınsar. 

 

 

 

ġekil 3.4.5. 1    
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Örnek 3.4.6. 
3 0.7x  , 2 1 0 0x x x    , 

3 0.56,y   
2 1.2y  , 

1 0.3y  , 
0 1.2y   

olmak üzere 1    değerleri için (3.2) sisteminin çözümleri iki periyotlu bir çözüme 

yakınsar. 

 

 

 

ġekil 3.4.6. 1    
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Örnek 3.4.7. 
3 1.14x  , 2 0.1x  , 

1 1.13x  , 
0 0.11x  , 

3 3.65,y   
2 0.21y  , 

1 1.3y  , 
0 0.2y   olmak üzere 1.02   ve 1.05   değerleri için (3.2) sisteminin 

çözümleri salınım hareketi yapar. 

 

 

 

ġekil 3.4.7. 1.02,  1.05    
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Örnek 3.4.8. 
3 0.78x  , 2 2.1x  , 

1 0.13x  , 
0 1.11x  , 

3 0.70,y   
2 1.21y  , 

1 0.23y  , 
0 2.2y   olmak üzere 1.02   ve 1.05   değerleri için (3.2) sisteminin 

çözümleri salınım hareketi yapar. 

 

 

 

ġekil 3.4.8. 1.02,  1.05    
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4. SONUÇ VE ÖNERĠLER 

 

Bu çalışmada; negatif olmayan başlangıç şartları ve pozitif parametreler için  

1 1
1 1 0

3 3

, ,n n
n np q

n n

au dv
u v n

b cv e fu

 
 

 

  
 

                                                                      

fark denklem sistemi tanımlanmış ve bu sistemin pozitif çözümlerinin global asimptotik 

kararlılığı, salınım davranışı, sınırsız ve iki periyotlu çözümlerin varlığı konuları 

incelenmiştir.  

Tanımlanan bu sistemde katsayıların yerine farklı diziler alınarak yeni çalışmalar 

yapılabileceği gibi sistemdeki bilinmeyen sayısı veya sistemin mertebesi artırılarak daha 

genel çalışmalar yapılabilir. 
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