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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

DORDUNCU MERTEBEDEN RASYONEL FARK DENKLEM SISTEMLERI
UZERINE BIiR CALISMA

Gokhan TURK

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Damsman: Doc. Dr. ibrahim YALCINKAYA
2017, 38 Sayfa

Jiiri
Dog. Dr. ibrahim YALCINKAYA
Yrd. Do¢. Dr. Ozan OZKAN
Yrd. Dog¢. Dr. Durhasan Turgut TOLLU

Bu ¢alisma dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde; fark denklemleri ile ilgili genel tanim
ve teoremler verilmistir.

Ikinci béliimde; fark denklemleri ve fark denklem sistemlerinin global asimptotik kararlilig: ile
ilgili yapilmig bazi ¢aligmalar hakkinda bilgi verilmistir.

Uciincii boliimde; negatif olmayan baslangig sartlar1 ve pozitif parametreler icin
au dv

b+cvP,’ e+ ful,

n-1 n-1

, heN;

n+l n+1

fark denklem sistemi tanmimlanmig ve bu sistemin pozitif ¢oziimlerinin global kararlilik karakteri
literatirdeki bazi sonuglar genellestirilerek incelenmistir. Ayrica, denklem sisteminin ¢dziimlerinin
periyodikligi, smirliligi, siirsizligi ve salimmliligi parametrelere ve baslangig sartlarina baglh olarak
incelenmis ve teorik sonuglar i¢in bazi niimerik 6rnekler verilmistir.

Dordiincii boliimde; bu ¢alismaya dair sonug ve dnerilere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Fark denklemi, Fark denklem sistemi, Global asimptotik kararlilik,
Periyodiklik, Yart donme.
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MS THESIS

A STUDY ON THE RATIONAL DIFFERENCE EQUATION SYSTEMS OF
ORDER FOUR
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This study consists of four sections. In the first section, general definitions and theorems related
to difference equations were given.

In the second section, informations about global asymptotic stability of some difference
equations and systems studied before were given.

In the third section, the difference equation system

au dv \
u,, = o, Vi = -, ne N,
b+cv), e+ ful,

where the non-negative initial conditions and positive parameters was defined and global stability
character of this difference equation system was studied. Also, periodicity, boundedness, unboundedness
and oscillation of the positive solutions of this equation system were investigated depending on the
parameters and the initial conditions. Some numerical examples of the theoretical results were given.

In the fourth section, some conclusions and suggestions were given.

Keywords: Difference equation, System of difference equation, Global asymptotic stability,
Periodicity, Semicycle.
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1. GIRIS

Dogadaki giizellik ve dengenin sirr1 aslinda bir bakima matematik ile
iliskilendirilebilir. Evrendeki matematiksel diizene Fibonacci sayilar1 ve logaritmik
spiraller Ornek olarak verilebilir. Bilimsel ve teknolojik gelismeler matematik
biliminden elde edilen sonuglardan yola ¢ikilarak gergeklestirilmektedir. Bilgisayarlarda
kullanilan algoritmalardan tartilardaki Olgme islemine, meteorolojideki hava
tahminlerinden ekonomideki hesaplamalara kadar giinliik hayatimizin pek c¢ok yerinde

matematige rastlamak miimkiindiir.

Uygulamali matematik daha ¢ok istatistik, kriptoloji vb. alanlarda kullanilan
matematigin bir alt dalidir. Bu tez calismasinda, uygulamali matematigin 6nemli
konularindan biri olan fark denklemleri ele alimmustir. Fark denklemleri sadece
diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6zlimlerinde degil, aym1 zamanda biyoloji,
miihendislik, ekonomi gibi alanlarda ortaya g¢ikan matematiksel modellerde de ya
dogrudan ya da dolayl olarak yer alir. Bu denklemlerde bagimsiz degisken tam sayilar
tizerinde tanimlanir. Dolayisiyla, fark denklemlerinde tiirev terimleri yerine bilinmeyen
fonksiyonun farklar1 bulunur. Bu bakimdan fark denklemleri daha ¢ok stirekli olmayan
problemleri karakterize eder. Ornegin; genetik alanda kusaklar arasindaki genetik
baskalasim ile ekonomide fiyat degisim problemleri agik¢a siirekli olmayan
problemlerdir. Ciinkii bagimsiz degiskenler birinde kusak; digerinde duruma gore giin,
hafta, ay veya yildir ve ikisi de dogal olarak ayrik climleler lizerinde tanimlidir (Elaydi,

1999).

Fark denklemleri son 20 yil igerisinde pek ¢ok bilim insaninin ilgisini ¢gekmistir.
Bu nedenle, fark denklemleri alaninda zengin bir literatir meydana gelmistir.
Calismamizin ikinci bolimde fark denklemleri ve fark denklem sistemlerinin 6nemli
calisma alanlarindan biri olan global asimptotik kararhilik ile ilgili yapilmis

calismalardan bazilar1 hakkinda bir literatiir taramasi1 verilmistir.

Ugiincii béliimde literatiirdeki denklem ve sistemler géz dniinde bulundurularak
dordiincii mertebeden rasyonel bir fark denklem sistemi tanimlanmis ve bu sistemin
pozitif ¢oziimlerinin global davranisi incelenmistir. Daha sonra, bu rasyonel fark
denklem sisteminden elde edilen ¢oziimlerin kararliligina dair baz1 bilgiler verilmistir.

Ayrica, bu fark denklem sisteminin salinim davranisi, sinirsiz ¢oziimlerinin varligi ve



periyodikligi incelenmistir. Buna ilaveten calisilan fark denklem sistemi i¢in sayisal

ornekler verilmistir.

Dordiincii boliimde ise lgiincli boliimde yapilan calismalarin sonuglar1 ve

konuya dair bazi oneriler verilmistir.

1.1. Fark Denklemleri Ile Tigili Genel Tanim Ve Teoremler

X bagimsiz degiskeninin siirekli oldugu durumda, y(x) bagimli degiskeninin degisimi
Y'(X), Y'(X), ..., Y(X), ... tiirevleri yardimiyla agiklanabilmektedir. Ancak X in

kesikli degerler almasi durumunda degisim tiirevler yardimiyla aciklanamaz. Bu
kisimda X in tam say1 degerler aldigi durumlarda ortaya ¢ikan ve i¢inde sonlu farklarin
bulundugu fark denklemleri iizerinde durulacak ve bu denklemler ile ilgili literatiirde

var olan genel tanim ve teoremler verilecektir (Camouzis ve Ladas, 2008; Elaydi, 1999).

Tamm 1.1. n bagimsiz degisken ve buna bagimli degisken de y olmak {izere, bagimli
degisken ve bagimsiz degisken ile bagimli degiskenin E(y), E*(y),E*(y),...,E"(Y),...
gibi farklarin1 igeren bagmtilara Fark Denklemi denir. Dikkat edilirse, fark

denklemlerinin n’in siirekli oldugu durumda diferansiyel denklemler ile arasinda biiyiik
benzerlikler vardir. Ornegin, a,y(n)+a,y(n+1) = f(n) denklemi birinci mertebeden
bir fark denklemi, a,y(n—-1)+ay(n)+a,y(n+1)=g(n) denklemi ise ikinci

mertebeden bir fark denklemidir. Denklemin mertebesinin belirlenmesinde, y nin

hesaplanabilmesi i¢in gerekli olan baslangi¢ sart1 sayis1 géz oniine alinmaktadir.

Teorem 1.1. | reel sayilarin bir araligi ve k € Z* olmak iizere f : 1" — 1 siirekli
tiirevlere sahip bir fonksiyon ise X ,,X,,;,..., X, € | baslangi¢ sartlari i¢in
X = F (X0 X g0 Xy ) NEN (1.1)

fark denkleminin bir tek {x,}"  ¢oziimii vardur.

Tamm 1.2. Eger X i¢in (1.1) denkleminde X = f(Y,i,...,i) ise X noktasina (1.1)

denkleminin denge noktasi denir.



Tamm 1.3. Eger her n>0 igin X ,,X ,,,...% €J iken X, €J olacak sekilde bir

J < | alt aralig1 varsa, bu J araligina (1.1) denkleminin degismez aralig1 denir.
Tanim 1.4. X, (1.1) denkleminin denge noktasi olmak iizere:

(@) Eger X,,...,X, €| olmak iizere her ¢ >0 i¢in |X0—Y|—|—...+|X_k —7|<5 iken her
n>-k i¢in |Xn —Y| <& olacak sekilde bir 0 >0 sayis1 varsa X denge noktasi

kararhidir denir.

(b) Eger X denge noktasi kararli ve X,,..., X, €l iken limx, =X olacak sekilde

n—o
|X0 —7|+...+|X_k —7| <y sartim saglayan y >0 sayis1 varsa X denge noktasi

lokal asimptotik kararlidir denir.

(c) Eger her X,,..,x, €l iken limx =X ise x denge noktasina ¢ekim noktasi

n—o

denir.

(d) Eger x denge noktasi kararli ve ¢ekim noktasi ise X denge noktasi global

asimptotik kararlidir denir.

(e) Eger X denge noktasi kararli degil ise kararsizdir denir.

f) Eger X,,...X, el iken |X,—X|+...+[x, —X|<r ve bazt N >-k sayilar icin
( ger X, k 0 k y
Xy —X|=r olacak sekilde bir I >0 sayis1 varsa X denge noktasina repeller

denir.

Tanmm 1.5. {x,}" , (1.1) fark denkleminin bir ¢oziimii olsun. Eger {x,}" ¢oziimii

n>-K igin x,,, =X, sartim sagliyorsa, {x,}” ¢oziimii p periyotludur denir. Bu sart:

saglayan en kiigiik pozitif p tam sayisina da asal periyod denir.

Tamm 1.6. Eger {Xn}:;_k ¢Ozlimii sonlu sayida terim hari¢ tutuldugunda, geriye kalan

sonsuz sayidaki terim i¢in X, , =X, sartini sagliyorsa, {Xn}::_k ¢Oziimii er gec p

periyotludur denir ve p bu sart1 saglayan en kiigiik pozitif tam sayidir.



Tamim 1.7. | reel sayilarin bir araligi, k e Z* ve i =0,1,...k olmak {izere

o _ _ -
qi—a—Xi(x,x,...,x)

ifadesi f : 1" —1 fonksiyonunun x lere gdre kismi tiirevlerinin X denge

noktasindaki degerleri olsun. Bu durumda,
K
Z,,=2>02Z,, neN, (1.2)

denklemine (1.1) denkleminin X denge noktasi civarindaki lineerlestirilmis denklemi

denir.
K .
/1k+l - g(:) qiik_l . 0 (13)

polinom denklemine ise (1.1) denkleminin X denge noktasindaki Kkarakteristik

denklemi denir.
Teorem 1.2. (Lineer Kararhhk Teoremi)

(a) Eger (1.3) denkleminin biitiin kokleri mutlak degerce 1’den kiigiik ise X denge
noktasi lokal asimptotik kararlidir.
(b) Eger (1.3) denkleminin koklerinden en az biri mutlak degerce 1’den biiyiik ise

X denge noktasi kararsizdir.

Tamm 1.8. X, (1.1) denkleminin denge noktasi olsun. | >-K, m<c olmak iizere,

{Xl s Xpygrees Xm} dizisinin her eleman1 X denge noktasindan biiyiik veya esit, X_, <X ve

X ., <X oluyorsa, {X,X,, ... X, | dizisine {X,}"_ ¢dziimiiniin bir pozitif yar1 dénmesi

m+1
denir. Benzer sekilde, | > -k, m <o olmak iizere, {X| s Xiygrees Xm} dizisinin her elemani
X denge noktasindan kiigiik, X, ;=X ve X, , =X oluyorsa, {x, s Xpygseees xm} dizisine

{X,}._ ¢Oziimiiniin bir negatif yar: donmesi denir.

Tanim 1.9. {x, }:}k ¢cozlimlerinin hepsi birden ne pozitif ne de negatif ise bu ¢oziimlere

sifir civarinda salinimlidir denir. Aksi halde salinimli degildir.



Tanmm 1.10. {x, —X} dizisi salimmli ise {x,}”  ¢6ziimiine X denge noktasi civarinda

salinimlidir denir.

Tammm 1.11. {x }” dizisinde her n i¢in P <X <Q olacak sekilde P ve Q pozitif

sayilari varsa {x,}"  dizisine smirhdir denir.

Teorem 1.3. 1, J birer reel say1 araligi, f : 1"?*xJ* 51 veg : I xJ*' 5]

siirekli tiirevlere sahip fonksiyonlar ise her (x_;,y ;) €| xJ baslangi¢ sart1 i¢in

X = F(Xonee s X Yoo Yok )

el 1.4
yn+1:g(Xni"”Xn—k’yn""1yn—k) i ( )

fark denklem sisteminin bir tek {(x,,y,)} _ ¢ziimii vardur.

Tamm 1.12. Eger (X, V) i¢in (1.4) fark denklem sisteminde
X=f(X...,¥,-..¥), ¥=9(X,....X, ¥,..., V) (1.5)

ise (Y )7) noktasina (1.4) sisteminin denge noktasi denir.
(1.4) fark denklem sistemi

T .ok k+1 k+1 k-1
Xo=(Xpreeo X Yoreoon Yo )+ F 1 19X 3 5 1]

ve
U, F(Xgyeer Xes Yoo Vi)
XO
S i (16)
VO g(xoa---yxk’yo""lyk)
Yo
Vi Y




olmak lizere

X,,=F(X,), neN, (1.7)

vektor formunda yazilabilir. Eger (1.4) sistemi (Y, y) denge noktasina sahip ise (1.7)
sisteminin denge noktasmin X =(¥,...,Y,7,...,7)T seklinde oldugu agiktir. Bu

calismada, herhangi bir vektoriin veya matrisin normu

ile ve (1.7) sisteminin bir

Ik+lx Jk+l

baslangig sart1 X, € seklinde gosterilecektir.

Tamm 1.13. (1.7) sisteminin bir denge noktas1 X olsun. Bu durumda,

(@) Eger her & >0 igin HXO —~ )?H <6 oldugunda her n>0 icin HXn - )?H < ¢ olacak

sekilde >0 sayis1 bulunabiliyor ise X denge noktas: kararlidir denir. Aksi

taktirde X denge noktas1 kararsizdir denir.

(b) Eger X denge noktasi kararli ve HXO -X H <y oldugunda n — oo iken X — X

olacak sekilde y >0 sayisi bulunabiliyor ise X denge noktasi lokal asimptotik

kararlidir denir.

(c) Eger n— oo iken X — X ise X denge noktasina global gekim noktasi denir.

(d) Eger X denge noktasi hem lokal asimptotik kararli hem de global ¢ekim noktasi

ise X denge noktas1 global asimptotik kararlidir denir.

Je, F doniisiimiiniin X denge noktasindaki Jacobian matrisi olmak iizere (1.7)

sisteminin X denge noktasi civarindaki lineerlestirilmis sistemi
Z..=J:Z,neN, (1.8)

seklindedir ve (1.7) sisteminin X denge noktasi civarindaki karakteristik polinomu

a, >0 olmak lizere

P(2) =8, A" Y +af "1+ +a, A +ay, (1.9)

k+1)

seklinde yazilabilir.



Teorem 1.4. (1.7) sisteminin denge noktast X olsun. Eger J_ Jacobian matrisinin tiim
6z degerleri X denge noktas1 icin |A|<1 acik birim diskinde ise X denge noktasi

lokal asimptotik kararlidir. Eger 6z degerlerden en az biri igin |A[>1 ise X denge

noktasi kararsizdir (Kocic, 1993).



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Bu boliimde, fark denklemleri ve fark denklem sistemlerinin 6nemli ¢alisma
alanlarindan biri olan global asimptotik kararlilik ile ilgili yapilmis caligmalardan
bazilar1 hakkinda bilgi verilmistir. Calismada kullanilan literatiiriin 6zeti iki ayri

kisimda ele alinmustir.
2.1. Fark Denklemlerinin Kararhhg ile lgili Yapilmis Bazi Calismalar

Bu kisimda, fark denklemlerinin global asimptotik kararlilig1 ile ilgili yapilmig

calismalardan bazilar1 hakkinda bilgi verilmistir.

El-Owaidy ve EI-Afifi (2000); a, ve b, periyodik diziler olmak {izere

_a,+bx,
n+1 X

(2.1.1)

n-1
fark denkleminin ¢oziimlerinin davranisini incelemislerdir.

Gibbons ve arkadaslar1 (2000); biitiin parametreler ve baslangic sartlar1 negatif

olmayan reel sayilar olmak tizere

o+
1 = CALATS! (2.1.2)
7+ Y,

lineer olmayan fark denklemini incelemislerdir.

Amleh ve arkadaglar1 (2001); biitiin parametreler ve baslangic sartlar1 negatif

olmayan reel sayilar olmak tizere

Xy = s (2.1.3)
A+Bx, ,
fark denklemini incelemislerdir.
Yan ve Li (2003); >0 ve S,y >0 olmak iizere
o — X
g = a=p% (2.1.4)

Y- Xn—l



fark denkleminin denge noktasinin global asimptotik kararliligin1 incelemisler ve pozitif

denge noktasinin global ¢ekici olabilmesi i¢in gerekli olan sartlart belirlemislerdir.

El-Owaidy ve arkadaslari (2003); @, f negatif olmayan reel sayilar olmak iizere

—aX, ,
X .4 =—7T= 2.1.5
n+1 ﬁi Xn ( )

fark denkleminin denge noktasinin global asimptotik kararliligini incelemislerdir.

Chatterjee ve arkadaslar1 (2003); biitlin parametreler ve baslangic sartlar1 negatif

olmayan reel sayilar olmak tizere

o +7/Xn—1

— . . (2.1.6)
A+Bx, +X, ,

n+1

fark denkleminin denge noktasinin global asimptotik kararliligini, ¢o6ziimlerinin

siirliligini ve periyodikligini incelemislerdir.
Zeng ve arkadaslar (2004); pozitif parametreler ve siirekli bir g(x) fonksiyonu

i¢cin

__a=px (2.1.7)
7/+ g (Xn—k)

n+1

fark denkleminin denge noktasinin global asimptotik karaliligini incelemislerdir.

El-Owaidy ve arkadaslar1 (2004); pozitif parametreler ve baslangi¢ sartlari i¢in

Xy = 2P0 (2.1.8)
VX,

fark denkleminin pozitif denge noktasinin kararliligini incelemislerdir.
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El-Owaidy ve arkadaslar1 (2004); pozitif parametreler ve baslangi¢ sartlari i¢in

Xy = 2P (2.1.9)
y+X,

fark denkleminin pozitif denge noktasiin global asimptotik kararliligini

incelemislerdir.

El-Owaidy ve arkadaglar1 (2005); negatif olmayan parametreler ve baslangic

sartlar1 i¢in

axX,

—_ "% (2.1.10)
BHyx,

n+1

fark denkleminin pozitif ¢ézlimlerinin global davranigini incelemislerdir.
Alogeili (2006); pozitif parametreler ve baglangi¢ sartlari igin

S, S (2.1.11)
a+ X, _ X,

n+1

fark denkleminin ¢oziimlerini ve denge noktasinin global asimptotik kararliligim

incelemistir.

Camouzis ve arkadaslart (2007); pozitif parametreler ve negatif olmayan
baslangi¢ sartlar1 i¢in
5Xn—2 +Xn—3

=—Dn=2 'n3 2.1.12
A+X, , ( )

n+1

fark denkleminin denge noktasinin global asimptotik kararliligini incelemislerdir.

Chen ve Li (2009); pozitif parametreler ve negatif olmayan baslangic sartlari
i¢in

- o (2.1.13)

B+rXy,

n+1

fark denkleminin denge noktasinin global asimptotik kararliligini incelemislerdir.
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Battaloglu ve arkadaslar1 (2010); negatif olmayan parametreler ve baslangic

sartlar1 i¢in

G2 (2.1.14)
B+ J/Xr?—(kﬂ)

n+1

fark denkleminin denge noktasinin global asimptotik kararliligini incelemislerdir.

Tollu ve arkadaslar1 (2013); Riccati fark denkleminin iki 6zel hali olan

=—, yn+l:— (2.1.15)
denklemlerinin ¢6ziimlerinin Fibonacci sayilariyla iliskili oldugunu gosterip, bu
denklemlerin ¢6ziimlerinin asimptotik 6zelliklerini incelemislerdir.

Wang ve Feng (2016); katsayilar pozitif ve baslangi¢ sartlar1 negatif olmayan

reel sayilar olmak tizere

X, =a+bx.e ™ (2.1.16)

fark denkleminin pozitif ¢Ozlimlerinin asimptotik davramigini  ve  smirliligim

incelemislerdir.

2.2. Fark Denklem Sistemlerinin Kararhhig fle flgili Yapilmis Baz1 Cahsmalar

Bu kisimda, fark denklem sistemlerinin global asimptotik kararlilig: ile ilgili

yapilmis ¢caligmalardan bazilar1 hakkinda bilgi verilmistir.

Kulenovi¢ ve Nurkanovi¢ (2005); baslangi¢ sartlar1 ve parametreler negatif

olmayan reel sayilar olmak iizere

_a+x, _CH+y, _e+gz,
d+z, ' "™ f+x

n

(2.2.1)

n+1_b+ v Jn+l
n

fark denklem sisteminin ¢oziimlerinin global asimptotik davranisini incelemislerdir.
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Yalginkaya (2010); baslangig sartlar1 pozitif reel sayilar olmak tizere

_ Xn + yn—l

_ yn +Xn—l
- Xnyn—l+11 yn

=0 nd (2.2.2)
yan—l +1

n+1 +1

fark denklem sisteminin denge noktasinin global asimptotik kararliligi i¢in bir yeter sart
elde etmistir.

Kurbanli (2011); baslangig sartlar reel sayilar olmak {izere

(2.2.3)

fark denklem sisteminin ¢oziimlerinin davranisini incelemistir.
Stevi¢ (2011); biitlin parametreler ve baslangic sartlar1 reel sayilar olmak iizere

aXn -1

_ Y
byn Xn—l +C ,

ﬂxn yn—l + 7/

fark denklem sisteminin ¢oziilebilir oldugunu ve daha sonra da katsayilar iki periyotlu

Xn +1 n+l

(2.2.4)

reel terimli diziler ve baslangig sartlari reel sayilar olmak {izere

X4

— . 2.2.5
yn Xn—l + Cn ﬂn yan—l + yn ( )

sisteminin ¢oziilebilecegini géstermistir.

Berg ve Stevi¢ (2011); u, ve V, kompleks baslangi¢ sartlar1 olmak {izere

\'

n

1+v,

n+l

\"

n

1+u,’

n+l

u

n

1+v,

n+l

u

n

_l+un

n+l

u
=_n 2.2.6
1+v, ( )

n+1

v

n

_l+un

n+l

fark denklem sistemlerinin Riccati fark denkleminin genel ¢oziimii yardimiyla acik

olarak ¢oziilebilecegini

gosterip, genel c¢oziimlerinin asimptotik  davranigini

incelemislerdir.
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Stevi¢ (2012); reel baglangi¢ sartlart i¢in U, V,, W, ve S_ dizilerinin her biri X,

ve Y, dizilerinden biri olmak tizere

u w,
—_n __ " 2.2.7
1+v, Yo 1+s, (2.2.7)

Xn +1

sisteminin on alti muhtemel durumundan on dort tanesinde c¢oziilebilir oldugunu

gostermistir.

El-Metwally (2013); baslangig sartlar1 sifirdan farkl reel sayilar olmak tizere

Xn—l yn _ Xn yn—l

X = =
' Jn
iXn—l * yn—z iyn—l T Xn—2

n

(2.2.8)

fark denklem sistemlerinin ¢6ziim formlarin1 bularak bu ¢éziimlerin baz1 6zelliklerini

incelemistir.
Yazlik ve arkadaslar1 (2013); ¢alismalarinda

n—lil y - yn—lil (229)

. X
- ' Jn+l
yn Xn—l Xn yn—l

n+1

fark denklem sistemlerinin ¢éziimlerini Padovan sayilari ile iliskilendirerek formiiliize
edip, bu formiilleri kullanarak her bir sistem i¢in biitiin ¢oziimlerin asimptotik olarak tek
bir noktaya yakinsadigini gostermisler ve sistemler i¢in tanimlanamaz ¢6ziimleri veren

baslangi¢ sartlarinin kiimelerini belirlemislerdir.

Tollu ve arkadaslart (2014); reel baslangi¢ sartlari i¢in p,, ¢,, I, ve S,

dizilerinin her biri X, ve y, dizilerinden biri olmak {izere

_1+p, 1+

n+1 v Jndl T

On Sh

X

(2.2.10)

sisteminin on altt muhtemel durumundan on dort tanesinde c¢oziilebilir oldugunu

gostermislerdir.



14

Yazlik ve arkadaslar1 (2014); baslangig sartlar1 ¢éziimleri iyi tanimli yapan keyfi

reel sayilar olmak tizere
yn—5 Xn -5

= ! yn+1 =
i1+ yn—lxn—S yn—5 i1+ Xn—l yn—SXn—S

(2.2.11)

n+1

sistemlerinin a¢ik ¢6ziimlerini elde edip, bu ¢oziimlerin davranislarini incelemislerdir.

El-Dessoky (2015); baslangig sartlar1 sifirdan farkli reel sayilar olmak tizere

_ YiaYnoo y = XnaXno2
1 Jn+l
X, (il * Yoa yn,z) Yn (il * Xn—lxn—Z)

liclincli mertebeden rasyonel fark denklem sisteminin ¢dziimlerini ve periyodikligini

(2.2.12)

n+1

incelemistir.

Elsayed ve Ahmed (2015); baslangi¢ sartlar1 sifirdan farkli reel sayilar olmak

uzere

ynxn—z — Zn yn—2 Xn Zn—2

v Yo = 2 = — (2.2.13)
n+l n+l L.
Xn—2 * Zn—l yn—2 * Xn—l Zn—2 * yn—l

Xn+1 =
tic boyutlu rasyonel fark denklem sisteminin ¢6ziimlerini ve periyodikligini

incelemiglerdir.

Gimiis ve Soykan (2016); (2.1.10) denklemini iki boyutlu bir sisteme

genellestirerek pozitif parametreler ve baslangic sartlar1 igin

au, oV,

= — = . (2.2.14)
B+, , Bitru,,

n+1 n+1

fark denklem sistemini tanimlamiglar ve bu sistemin pozitif ¢oziimlerinin davranisini

incelemislerdir.

Yazlik ve arkadaslar1 (2016); parametreler ve baslangi¢ sartlari reel sayilar

olmak tzere

— XI’] yn—l yn anl — Zn anl

= ayX, +b0yn_2 v Yo = ay. —|—b12n_2 ' Cnal T a,z, +b2Xn_2 (2215)

n+1
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tic boyutlu fark denklem sisteminin ¢éziimlerini elde etmisler ve literatiirde var olan
sonuclar1 genellestirerek bu sistemin iyi tanimli ¢oziimlerinin asimptotik davranigini

incelemislerdir.

El-Dessoky (2016); baslangig sartlar1 reel sayilar olmak {izere

X _ Xn—3 _ yn—3
n+l_+1+t ' yn+1_+l+ t '
- nzn—lyn—ZXn—S - —Xn n—lzn—zyn—S
(2.2.16)
Z Zn3 tn—3
n+1 n+1

ili yn Xn—ltn—ZZn—3 ili Zn yn—lxn—Ztn—S

dort boyutlu fark denklem sisteminin ¢éziimlerinin varligini incelemistir.

El-Dessoky (2016); baslangig sartlar sifirdan farkli reel sayilar olmak tizere

_ yn72 y _ Xn—2
- ' n+l —
-1+ yn—an—lyn 1+ Xn—2 yn—lxn

n+1

(2.2.17)

ticiincli mertebeden rasyonel fark denklem sisteminin ¢ézlimlerini ve periyodikligini

incelemistir.

El-Dessoky (2016); baslangi¢ sartlari reel sayilar ve katsayilar tam sayilar olmak

uzere
Zn—3 X”—3
Xn+1 = ’ yn+1 = !
al + blzn yn—an—ZZn—3 a2 + b2 ann—lyn—Z Xn—3
(2.2.18)
z yn—3
n+l

- a3 + b3 yn Xn—lzn—z yn—3

dordiincii mertebeden rasyonel fark denklem sisteminin ¢ézlimlerini ve periyodikligini

incelemistir.

Elsayed ve Alghamdi (2016); baslangig sartlar reel sayilar olmak iizere

You = —— (2.2.19)

lineer olmayan fark denklem sisteminin ¢6ziimlerini incelemislerdir.
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Tollu ve Yalginkaya (2017); (2.2.14) sistemini ii¢ boyutlu bir sisteme

genellestirerek pozitif parametreler ve negatif olmayan baslangi¢ sartlart igin

U, OV oW,y

= —, = T W,y = - (2.2.20)
BV, By + 7, W, B+ 73U,

un+l n+l

fark denklem sistemini tanimlamiglar ve bu sistemin ¢dziimlerinin global davranisini
incelemiglerdir. Ayrica, bu ¢alismada sistemin denge noktalari, lokal asimptotik
kararlilig1, global asimptotik kararliligi, iki periyotlu ¢oziimlerin varligi ve ¢éziimlerin

bu periyodik ¢oziimlere yakinsamasi parametrelerin durumuna gore incelenmistir.
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au dv
— n-1 _ n-1
3 ' un+1 Vn+1 - q
n

b+cv?,’ e+ fu

FARK DENKLEM SISTEMININ KARARLILIGI

-3

Bu boliimde; baslangig sartlari negatif olmayan reel sayilar ve katsayilar pozitif

reel sayilar olmak tizere

au dv
=—2L v =—2"L nelN, (3.1)
b+cv!, e+ ful,

n+l

fark denklem sistemi tanimlanmis ve bu sistemin pozitif ¢oziimlerinin global asimptotik
kararlilig1, salinim davranisi, sinirsiz ve iki periyotlu ¢oziimlerin varligi konulari

incelenmistir.

(3.1) fark denklem sistemi u, =(2)""x,, v, =(2)""y,, @=2, A= degisken

degistirmeleri ile

Xy =ty = Vot e, (32)

seklinde yazilabilir. Bu nedenle, ¢alismamizin kalan kisminda (3.1) denklem sisteminin

yerine (3.2) denklem sistemini incelemek yeterli olacaktir.

Bu boliim dort kisimdan olugmaktadir. Birinci kisimda (3.2) denklem sisteminin
global asimptotik kararliligi, ikinci kisimda ¢oziimlerin salinim davranisi ve sinirsiz
¢oziimlerin varligi, tlgiincii kisimda ise iki periyotlu ¢oziimlerin varligi konulart ele
alimmustir. Dordiincii ve son kisimda da (3.2) denklem sistemi i¢in niimerik drnekler

verilmistir.
3.1. Sistemin Kararhhg:

Bu kisimda, (3.2) sisteminin iki denge noktasinin lokal ve global asimptotik
kararhligi incelenmistir. «, f€(0,1) iken (X,V,;)=(0,0) noktasinin (3.2) sisteminin

negatif olmayan tek denge noktasi oldugu asikardir. «, € (L,00) iken (3.2) sisteminin

tek pozitif denge noktasi (X,,V,) = (( Yij —1)1/q (a —l)l/p) seklinde yazilabilir.
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Teorem 3.1.1. (3.2) sistemi i¢in asagidaki ifadeler dogrudur:
(@) Eger a,fe(0,1) ise (3.2) sisteminin (X,V;)=(0,0) denge noktasi lokal
asimptotik kararlidir.
(b) Eger o € (L) veya e (L) ise (3.2) sisteminin (X, ¥;) =(0,0) denge noktasi
kararsizdir.

(c) Eger a,Be(lo) ise (3.2) sisteminin (x2,72)=((ﬁ—1)”q,(a—l)”") pozitif

denge noktasi kararsizdir.

Ispat. (3.2) sistemi

T
Xﬂ = (Xn ! Xn—l’ Xn—Z’ Xn—3, yn’ yn—l' yn—2,yn_3) (33)
ve

o)) (azl(@L+t))

N -
N N
= o

w
N
N

z
z
z
z
= (3.4)
t pt 1 (1+123)
t0
L
t2

o

t

iy

N

t
t

w

olmak iizere X, , =F(X,) seklinde yazilabilir.

(@) (3.2) sisteminin )?O =(0,0,0,0,0,0,0,0)" denge noktas: civarindaki lineerlestirilmis

formu

X, 0O a 000 O0O00DO
X 1 10 00O0O0OTGO
X, 5 01 000O0TO0ODO
X, 3 _ 0 01 00O0OO0ODDO

X, = ve Jo(X,)= (3.5)

A 0 0000 p 00O

Yoa 0 0001 O0O00DO
Yo, 0 000O0OT1O00
Yos 0 0O0O0OOOT110

olmak tlizere
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X.a=J (X)X, (3.6)
seklinde yazilabilir. Burada J_(X,) matrisinin karakteristik denklemi

AW -a)(4*-B)=0 (3.7)
seklinde verilir. Eger «, f €(0,1) ise (3.7) karakteristik denkleminin tim kokleri | 4 |<1

acik birim diskinin igindedir. Bu nedenle, Teorem 1.4’e¢ goére (3.2) sisteminin

(X, ;) =(0,0) denge noktasi lokal asimptotik kararlidur.

(b) Eger a €(L,) veya f e (L ) ise (3.7) karakteristik denkleminin baz1 kokleri i¢in
| A]>1 esitsizliginin saglandig agiktir. Bu nedenle, Teorem 1.4°e gore (3.2) sisteminin

(X, ;) =(0,0) denge noktasi kararsizdir.
(c) (3.2) sisteminin
X, =( (80" (8- (81" (8- (a=1)"" (a~1)"" (a-1)" (@-1)") (3.8)

pozitif denge noktasi civarindaki lineerlestirilmis formu

_11/q _1%1 _1% _1%1
ae P @) o a(e-D (s 9
a B
ve
X, 0100000 A
X, 10000000
Xo_p 01 0 0 0 O0O0UDO
X, 3 0 01 00 O0OO0TOO
Xn = , JF(XM;) = (3.10)
A 0 00 B O1O0UDO
Vo 00001000
Yo, 00000100
Yos 000 0O O0OOT1TO
olmak lzere
xn+1:‘]F()za,ﬁ)xn (311)

seklinde yazilabilir. Burada J_(X,) matrisinin karakteristik denklemi
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pa(a-1)(8-1)
ap

P(A)=2"-22°+2" - (3.12)

seklinde verilir. Burada,

P(1)=- pq(“_lﬁ)(ﬂ_l) <0 ve limP(1)=o (3.13)
a A0

oldugundan P(4) polinomu (1,00) araliginda bir koke sahiptir. Bu nedenle, Teorem
1.4’¢ gore a,f (L) iken (iz,)_/z):((ﬁ 1)1/q (a 1)1/p) pozitif denge noktasi

kararsizdir.

Teorem 3.1.2. Eger «,f€(0,1) ise (3.2) sisteminin (X,Y;)=(0,0) denge noktasi

global asimptotik kararlidir.

Ispat. Teorem 3.1.1. den «,B€(0,)) igin (3.2) sisteminin (X,¥,)=(0,0) denge

noktasinin lokal asimptotik kararli oldugunu biliyoruz. Bu nedenle, ispati tamamlamak

i¢in
lim(x,.y,) = (0,0) (3.14)

oldugunu gostermek yeterli olacaktir. (3.2) sisteminden ne N, i¢in

ax, LY.
0<x , =—0L <gx ., 0< Al 3.15
n+l — 1+ yn 5 n-1 yn+l 1+ Xn , ﬂyn—l ( )
yazilabilir. Burada
ax_ ﬂyf
0< L<ax,, 0<
Xl 1+ y7 —1 yl 1+ Xq ﬂy 1

0<x, =

<aX, 0<y,=

ﬂyO <
1+y2 1+ ng_,ByO

o aX 2 By 2
0£X3—1+y7p1S0(X1S05X71, 0<y,= Ttx lq <SBHhSPY,




21

axX By
O£x4:l+;0p <ax,<a’X, 0< y4:ﬁsﬂy2£/32yo

olup, timevarim yontemi yardimiyla X ;, ¥ ; (i=0,1) baslangic sartlari olmak {izere

0<Xy;<a'x;, 0=y, <B"Yy,, (3.16)

- 2n-i —

esitsizlikleri elde edilir. «, S <(0,1) iken (3.16) da verilen esitsizliklerde n— oo igin

limit alinirsa (3.14) limiti elde edilir ki ispat tamamlanmis olur.

3.2. Salimim Davranisi ve Sinirsiz Coziimlerin Varhg

1/q 1/p
)

Bu kisimda, (3.2) sisteminin pozitif ¢éziimlerinin (X,,Y,) = (( -1 " (a-1) ) denge
noktasi civarinda salinimi ve sistemin sinirsiz ¢oziimlerinin varligi incelenmistir.

0
n=-

Teorem 3.2.1. «, S € (L,) ve (3.2) sisteminin bir ¢6ziimii {(Xn, Y, )} 5 olsun. Eger
(8) X4 X3 <X X0, X, 2% V.0, Y 32 Vo) You Y2 < Vo

veya
(b) X—l’ X—3 Z Y2’ XO’ X—2 < Y2’ y—l’ y—3 < 72’ yO’ y—2 Z 72

ise {(Xn, A )} , §oziimii (X, Y,) :((,B—l)ﬂq ,(a—l)llp) denge noktasi civarinda bir

uzunlugunda yar1 donmeler ile salinim hareketi yapar.

Ispat. (a) da verilen esitsizliklerin saglandigmi kabul edelim. Bu durumda, (3.2)

sisteminden
ax, ax, _ ax, ax, _
= <X = >X, X,= X, = >X, .. 3.17
% 1+yP, 2 14yP 14y Colgy? 317)
ve
BY o BYs _ BY: « BY _o
=221 >y =20 vy, =L7L >y =L722 <y .. 3.18
Y1 14, Y, Y 1S, Y, Y; 14, Y. Y, 14 y ( )

yazilabilir. Buradan tiimevarim yontemi yardimiyla ispat tamamlanir. (ispat (b) de

verilen esitsizlikler i¢in de benzer sekilde yapilabilir.)
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Teorem 3.2.2. Eger «, f € (1,) ise (3.2) sistemi sinirsiz ¢éziimlere sahiptir.

Ispat. Teorem 3.2.1. den, neN, igin X, s < X, X052 %, Yor a2V, V€ Yo, <V,

0
n=

olmak {tizere genelligi bozmadan {(Xn,yn)} ~ dizisinin (3.2) sisteminin bir ¢ozimii

oldugunu kabul edebiliriz. Bu durumda, (3.2) sisteminden

ax, BYona
X2n+2 = 1+ pn > X2nl y2n+l = 1+ Xg > y2n—l (319)
2n-2 2n-3
ve
AXona BY,
Xons1 = r;]) <Xopar Yoni2 = —qn <Yon (320)
l+ y2n—3 1+ X2n—2

yazilabilir. Buradan

lim, ., (X0, Y20) = (2,0) ve lim, . (X, 4: Yony ) = (0,0)

elde edilir ki boylece ispat tamamlanmis olur.

3.3. Periyodiklik

Bu kisimda, (3.2) sisteminin iki periyotlu ¢oztimlerinin varligi konusu incelenmistir.

Teorem 3.3.1. Eger o= /=1 ise (3.2) sistemi iki periyotlu ¢éziime sahiptir ve bu

¢oziim r,S, 1,v>0 olmak iizere

+++,(0,r),(0,5),(0,r),(0,s),- (3.21)
veya
3 (#40),(v,0),(4,0),(v,0), - (3.22)

seklindedir.
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Ispat. (3.2) sisteminden ne N, igin

X X
X, =—2 o x =20 3.23
2n+1 1+ yzpm3 2n+2 l+ y2pn72 ( )
ve
y2n—l — y2n 3 24
y2n+1 1+ Xgn , 1 y2n+2 1+ Xgn , ( . )

n-1 1
Xong = 11_[ %[ [ (3.25)

1"‘ Vi s io 1+ Yo 5
ve
n-1 1 n-1 1
_ b — 3.26
Yora =Y ico 1+ X5 5 Yor yoli_o[lJr Xis ( )
elde edilir.

Eger (X_3,X_2,X_1,X0)=(O,O,O,0) ise Xn:0 ve (Y2n—1’y2n):(y_1’yo) oldugu

agiktir. Bu durumda, y ;=Y ,=r>0ve y, =Y, =5>0 olmak iizere
-,(0,r),(0,s),(0,r),(0,s),--- (3.27)

¢oziimii elde edilir ki bu (3.2) sisteminin iki periyotlu bir ¢oziimiidiir.
Benzer sekilde, (Y5, Y, Y1, ¥o) =(0,0,0,0) ise y, =0 ve (X4, %) =(X4,%)

oldugu agiktir. Bu durumda, X ; =X, =x>0 ve X, =X, =v >0 olmak iizere

+(£,0),(v,0),(4,0),(v,0),-- (3.28)

elde edilir ki bu ¢oziim (3.2) sisteminin iki periyotlu bir ¢oziimiidiir, boylece ispat

tamamlanir.
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Teorem 3.3.2. Eger a=/=1 ise (3.2) sisteminin biitin ¢oziimleri iki periyotlu

¢oziimlere yakinsar.
Ispat. (3.2) sisteminden,

q

Xann — Xon g = —ﬁlTi;p: <0, Vypi = Yons = —312#);2: <0 (3.29)
ve

XonYon-2 Yon¥on-2
Xorrp — Xop = —m <0, Yorio = Yon = —m <0 (3.30)
yazilabilir. (3.29) ve (3.30) dan
Xon1 < Xon 1 Yot < Yon1r %oniz < %ons Yoz < Yon (3.31)

elde edilir. Yani, {(X,y1 Yons)} V€ {(Xn, Yan)} dizileri artmayan dizilerdir. Bu nedenle,

tek indisli terimler bir noktaya yakinsarken, ¢ift indisli terimler baska bir noktaya

yakinsar. Boylece ispat tamamlanmais olur.
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3.4. Niimerik Ornekler

Bu kisimda, o ve [ katsayilarinin farkli degerleri dikkate alinarak (3.2) sistemi i¢in

bazi niimerik o6rnekler verilmistir.

Ornek 3.4.1. x,=1.2, x,=11, x,=0.13, x,=1, y, =129, y,=0.21, y, =13,
Y, =2 olmak tizere a =0.7 ve f=0.8 degerleri i¢in (3.2) sisteminin ¢dziimleri pozitif

denge noktasina yakinsar.

| x(n) yin)|

{x(n), p(n)}

40 60 80 100
n

Sekil 3.4.1. ¢=07, f=08
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Ornek 3.4.2. x,=1.3, x,=11, x,=0.13, x,=1, y,=1.36, y, =021, y, =13,

Y, =2 olmak tizere =102 ve B=1.05 degerleri igin (3.2) sisteminin ¢oziimleri

sinirsizdir.

x(n) v(n)l

151

Sekil 3.4.2. «=1.02, B=1.05
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Ornek 34.3. x , =09, x,=11, x, =013, x,=1, y,=0.25 y,=0.21, y, =13,
Y, =2 olmak iizere =102 ve B=0.9 degerleri i¢in (3.2) sisteminin ¢oziimleri

pozitif denge noktasina yakinsamaz.

| x(n) yin)|

2

“

“hn.

Y

n

Sekil 3.4.3. «=1.02, 3=09
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Ornek 3.4.4. x ,=1.4, x,=11, x,=0.13, x,=1, y,=084, y, =021, y, =13,
Y, =2 olmak iizere a=0.99 ve =101 degerleri igin (3.2) sisteminin ¢oziimleri

pozitif denge noktasina yakinsamaz.

| x(n) yin)|

Sekil 3.4.4. ¢=0.99, f=1.01






x(n

40
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Ornek 3.4.7. x,=114, x,=01, x,=113, x,=0.11, y,=365 vy,b=0.21,

y,=13, y,=0.2 olmak iizere =102 ve =105 degerleri i¢in (3.2) sisteminin

¢Oziimleri salinim hareketi yapar.

x denge
noktasi noktasi

y.acnge x(n) y(n)

IANSANNANEANEAENSEESEEAREEEEEEEEEN] |
X Ls - Ll Bl L5

20 40 60 80
n

Sekil 3.4.7. =102, f=1.05

100
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Ornek 3.48. x,=078, x,=21, x,=013, x,=111, y,=0.70, y,=1.21,
y, =023, y, =22 olmak iizere & =1.02 ve f=1.05 degerleri i¢in (3.2) sisteminin

¢Oziimleri salinim hareketi yapar.

x denge y denge
noktasi noktasi x() Yo
254
204
oo,
t 5 -
E;l)

| M l"

",H.mmlHH““l“““lm

AAAlAlllllll]l‘l“l‘“‘“‘“““““““lw‘ll‘ll‘

Sekil 3.4.8. «=1.02, f=1.05
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4. SONUC VE ONERILER

Bu calismada; negatif olmayan baslangi¢ sartlar1 ve pozitif parametreler igin

_au,, _av

= , = , heN
b+ovP, ™ e+ ful, °

n+1

fark denklem sistemi tanimlanmis ve bu sistemin pozitif ¢éztimlerinin global asimptotik
kararliligi, salinim davranisi, sinirsiz ve iki periyotlu ¢6ziimlerin varligi konulari

incelenmistir.

Tanimlanan bu sistemde katsayilarin yerine farkli diziler alinarak yeni ¢aligmalar
yapilabilecegi gibi sistemdeki bilinmeyen sayisi veya sistemin mertebesi artirilarak daha

genel calismalar yapilabilir.
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