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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

USTEL TIPTEN FARK DENKLEMLERININ POZITIF COZUMLERI
UZERINE BIiR CALISMA

Tugrul COMERT

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
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Damsman: Doc. Dr. ibrahim YALCINKAYA
2017, 38 Sayfa

Jiiri
Dog. Dr. Necati TASKARA
Dog. Dr. ibrahim YALCINKAYA
Yrd. Dog¢. Dr. Durhasan Turgut TOLLU

Bu ¢alisma toplam dort boliimden olugmaktadir. Birinci bolimde; fark denklemleri ile ilgili
genel tanim ve teoremler verilmistir.

ikinci boliimde; iistel tipten fark denklemleri ve fark denklem sistemlerinin pozitif ¢oziimleri ile
ilgili yapilmis bazi ¢aligmalar hakkinda bilgi verilmistir.

Ugiincii  bolimde; negatif olmayan X,, x,, X, baslangig sartlani ve «, B, y pozitif
parametreleri i¢in
_a+pe™
- VX
fark denklemi tanimlanmis, bu denklemin pozitif ¢éziimlerinin yakinsakligi, smirlihigi ve periyodikligi

parametrelere ve baglangi¢ sartlarina bagli olarak incelenmis ve teorik sonuglar igin bazi niimerik 6rnekler
verilmistir.

, heN,

n+1

Dordiincii boliimde; tigiincii boliimde elde edilen sonuglar
x,
A *pe ,heN,
7/+ Xn—k

n+1

fark denklemi i¢in genellestirilmis ve ¢aligmaya dair sonug ve Onerilere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Fark denklemi, Global asimptotik kararlilik, Simirlilik, Periyodiklik.
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A STUDY ON THE POSITIVE SOLUTIONS OF THE EXPONENTIAL TYPE
DIFFERENCE EQUATIONS
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Jury
Assoc. Prof. Dr. Necati TASKARA
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Assist. Prof. Dr. Durhasan Turgut TOLLU

This study consists of four sections. In the first section, general definitions and theorems related
to difference equations were given.

In the second section, informations about some of the studies regarding positive solutions of the
exponential type difference equations and systems studied before were given.

In the third section, we defined the difference equation
_a+pe™

n+l — 7+xn_2
where the non-negative initial conditions x_,, x ;, X, and positive parameters «, f, y. Also, the

convergence, the boundedness and the periodic character of the positive solutions of this equation was
investigated depending on the parameters and the initial conditions, and some numerical examples
regarding the theoretical results were given.

,helN;

In the fourth section, the results obtained in the third section were generalized for the equation
o+ pe™

neN
n+l ’ 0
7/+ Xn—k

and some conclusions and suggestions were given.

Keywords: Difference equations, Global asymptotic stability, Boundedness, Periodicity.
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1. GIRIS

Matematigin gelismesi, teknolojinin ilerlemesi ve insanoglunun yiiksek bir
medeniyete sahip olmasi i¢in hayati oneme sahiptir. Miihendislik, genetik, iktisat,
ekonomi, fizik, biyoloji gibi alanlarda karsimiza ¢ikan fark denklemleri bu anlamda
Oonemlidir.

Temel bilimlerin yani sira miihendislik bilimlerinde de pek ¢ok uygulama
alanina sahip olan fark denklemleri bazen iirete¢ fonksiyonlarindan, bazen diferansiyel
denklemlerin niimerik yaklasimlarindan dogabildigi gibi bazen de matematiksel
modellerde dogrudan veya dolayli olarak ortaya c¢ikar. Fark denklemlerinin
uygulamalarinin gelisimi her seyden Once teorisinin gelisimine baglidir. Bu dogrultuda
hazirlanan c¢aligmalar uygulamali matematigin dolayisiyla bilim ve teknolojinin
gelisimine biiyiik katki saglamasi agisindan olduk¢a Onemlidir. Bu nedenle, fark
denklemleri lizerine ¢aligmalar siiregelmis ve halen devam etmektedir.

Bu tez ¢calismasinda, uygulamali matematigin gelisen konularindan biri olan fark
denklemleri ele alinmistir. Bu denklemlerde bagimsiz degisken tam sayilar iizerinde
tanimlanir. Dolayisiyla, fark denklemlerinde tiirev terimleri yerine bilinmeyen
fonksiyonun farklar1 bulunur. Bundan dolay: fark denklemleri daha ¢ok siirekli olmayan
verilere sahip problemlerde karsimiza ¢ikar.

Calismamizin ikinci boliimiinde; {istel tipten fark denklemlerinin pozitif
¢oziimleri ile ilgili yapilmis calismalardan bazilar1 hakkinda bir literatiir taramasi
verilmistir.

Ugiincii boliimde; literatiirdeki denklemler géz oniinde bulundurularak iistel
tipten bir fark denklemi tanimlanmis ve bu denklemin pozitif ¢éziimlerinin yakinsakligt,
sinirlilign ve periyodikligi incelenmistir. Buna ilaveten caligilan fark denklemi igin
nliimerik ornekler verilmistir.

Dordiincii boliimde ise iiglincii boliimde yapilan ¢alismanin sonuglari ve konuya

dair bazi1 6neriler verilmistir.
1.1. Fark Denklemleri ile Tlgili Genel Tamim ve Teoremler

X bagimsiz degiskeninin strekli degerler aldigi durumda, y=Yy(X)

fonksiyonunun degisimi Y'(X), Y"(X), ..., Y™ (X), ... tirevleri yardimiyla agiklanabilir.

Ancak x in kesikli degerler almasi durumunda degisim tiirevler yardimiyla



aciklanamaz. Bu kisimda X in tam say1 degerler aldig1 durumlarda ortaya ¢ikan ve
icinde sonlu farklarin bulundugu fark denklemleri tizerinde durulacak ve bu denklemler

ile ilgili literatiirde var olan genel tanim ve teoremler verilecektir.

Tamm 1.1.1. Bir X:N; - R fonksiyonu i¢in A fark operatori (ileri fark) veya x in

birinci mertebeden (basamaktan) farki

AX(n) = x(n+1) — x(n) (1.1.1)

seklinde tamimlanir; burada N, ={0,1,2,...} dogal sayilar kiimesi ve R reel sayilar
kiimesidir.

Buna gére x in ikinci mertebeden farki (A*X)
A*x(n) = A(Ax(n)) = x(n+2) — 2x(n+1) + x(n) (1.1.2)

ve bdyle devam ederek x in k. mertebeden farki (A*X)

K [k
A"x(n)=2(—1)’(_jx(n+k— i) (1.1.3)
=0 J
seklinde hesaplanir; burada k > j olmak tizere,
K B .
[J:k“ nm$ j+1) (1.14)
J J:

dir (Bereketoglu ve Kutay, 2012).

Teorem 1.1.1. A fark operatorii lineerdir; yani

A(ax(n) +by(n)) = aAx(n) +bAy(n) (1.1.5)
dir; burada a ve b sabitlerdir (Bereketoglu ve Kutay, 2012).

Ornek 1.1.1. A(7n° —=5n+1) = 7An* —5An + Al =14n+ 2 (Bereketoglu ve Kutay, 2012).

Tamm 1.1.2. E o6teleme (kaydirma) operatorii

Ex(n) =x(n+1) (1.1.6)



seklinde tanimlanir.

Bu tanima gore
E*x(n) = x(n+k) (1.1.7)
dir. Ayrica, a ve b sabitleri igin
E(ax(n) +by(n)) = aEx(n) +bEy(n) (1.1.8)
dir; yani E operatdrii lineerlik 6zelligine sahiptir.

A Ve E operatorleri arasinda
A=E-I (1.1.9)

iligkisi vardir; burada 1 6zdeslik operatoridiir; yani Ix(n) =x(n).

Buradan

AE = EA (1.1.10)

degisme 0Ozelligi ortaya ¢ikar. Binom formiliinden, k. mertebeden fark ve oteleme

operatorleri, sirasiyla,

A =(E-1)* =i[ﬂ(—1)i EX (1.1.11)
ve
EX=(A+1)" =Zk:[k_jA“ (1.1.12)

dir (Bereketoglu ve Kutay, 2012).

Teorem 1.1.2.
(@) Her k,I eZ" igin A*A' = A'A* =A*"' ve E*E' =E'E* = E*"';
(b) A(x(n)y(n)) = y(n)Ax(n) +x(n+DAy(n);

© A(X(n)j _ Y()Ax(n) - x(n)Ay(n)
y(n) y(n)y(n+1)

dir (Bereketoglu ve Kutay, 2012).



Tamm 1.1.3. ne N bagimsiz degisken ve x bilinmeyen fonksiyon olmak iizere

F(n,x(n),x(n+1),...,x(n+k))=0

esitligine bir fark denklemi denir.

E = A+ operatorii g6z 6niine alinirsa, (1.1.13) fark denklemi
G(n, x(n), Ax(n),..., A*x(n)) =0

formunda yazilabilir.

(1.1.13) denklemi

x(n+k) = f (n,x(n), x(n+1),..., x(n+k 1))
ya da

A*x(n) = g(n, x(n), Ax(n), .., A7'x(n))

ya da

A*x(n) = g(n, x(n), x(n+1),..., x(n+k —1))

formunda ise, normal fark denklemi adin1 alir (Bereketoglu ve Kutay, 2012).

Ornek 1.1.2. Bir S ciimlesi tizerinde tanimli olan

Ax(n)+3x(n) =0,
A’X(n) +2Ax(n) + x(n) =0,

A*x(n)—nx(n)=2n+7,
3 (n) = £
x(nN)A*x(n) = >

(Ax(n))* +x*(n) =-1

(1.1.13)

(1.1.14)

(1.1.15)

(1.1.16)

(1.1.17)

(1.1.18)
(1.1.19)

(1.1.20)

(1.1.21)

(1.1.22)

fark denklemlerini g6z 6niine alalim; burada S, bir n, e N, sayisindan baslayan ardigik

dogal sayilarin sonlu ya da sonsuz bir kiimesidir. Bu denklemlerin hepsinde bagimsiz



degisken n ve bilinmeyen fonksiyon x tir. (1.1.22) hari¢ digerleri normal formda

yazilabilen denklemlerdir (Bereketoglu ve Kutay, 2012).

Fark denklem literatiiriinde X(n) yerine sik sik X, sembolil kullanilabilmektedir.

Buna gore AX, =X, —X. olup yukardaki denklemlerin esdegerleri sirasiyla

X, +2X%, =0, (1.1.23)
X2 =0, (1.1.24)
X,y —2X ., +A—=N)X =2n+7, (1.1.25)
X X5 —3X X,.p +3X X, — X = % , (1.1.26)
(X =%)" +% =1 (1.1.27)

dir (Bereketoglu ve Kutay, 2012).

Tanmm 1.1.4. Bir fark denkleminde bilinmeyen fonksiyonun mevcut en biiyiik ve en

kiiciik argiimentlerinin (indislerinin) farkina o denklemin mertebesi (basamagi) denir.

Ornegin, X .,—4X,,+5X,,,=0 ve X ,+X X, ,=1 denklemlerinin mertebeleri,

sirastyla, N+3—(N+1)=2 ve n+4—n=4 tir. X,,, =n(n—2) ise sifirmct mertebeden

bir denklemdir; yani, agik olarak bir fonksiyondur (Bereketoglu ve Kutay, 2012).

Tamm 1.1.5. N, iizerinde tanimli bir X(n) fonksiyonu her neN; i¢in (1.1.13)
denklemini sagliyorsa, o zaman X(n) fonksiyonuna N iizerinde (1.1.13) denkleminin

bir ¢oziimii denir. K . mertebeden bir fark denkleminin,

w(n,x.c,C,,...,C,)=0 (1.1.28)
veya
x=¢(n,c,C,,...,C,) (1.1.29)

seklinde k tane c,C,,...,C, € R keyfi sabit i¢eren ¢6ziimiine genel ¢oziim adi verilir.

Genel ¢oziimden elde edilen ¢oziimlere de 6zel ¢6ziim denir (Bereketoglu ve Kutay,

2012).



Teorem 1.1.3. | reel sayilarin bir araligi ve k € Z* olmak iizere f : 1" > 1 siirekli
tirevlere sahip bir fonksiyon ise X ,X ,.;,...,X, € | baslangi¢ sartlar i¢in
Xpur = £ (X0 Xogree e Xy ), NEN (1.1.30)

fark denkleminin bir tek {x }”  ¢dziimii vardir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tamm 1.1.6. Eger X icin (1.1.30) denkleminde X = f (X,X,...,X) ise X noktasina

(1.1.30) denkleminin denge noktasi denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tamm 1.1.7. Eger her n>0 igin X ,,X 4% €J iken X, € J olacak sekilde bir

J < | alt aralig1 varsa, bu J araligma (1.1.30) denkleminin degismez araligi denir

(Camouzis ve Ladas, 2008).

Tamm 1.1.8. X, (1.1.30) denkleminin denge noktas1 olmak iizere:

(i) Eger X,,...,X, €l olmak tizere her &> 0 igin |XO—K|+...+|X7k —K|<5 iken her
n>-k icgin |xn —X| < ¢ olacak sekilde bir 0 >0 sayis1 varsa X denge noktasi

kararhidir denir.

(i) Eger X denge noktast kararli ve X,,...,X , €l iken limx =X olacak sekilde

n—o
|X0 —7|+...+|x_k —7| <y sartin1 saglayan y >0 sayisi1 varsa X denge noktasi
lokal asimptotik kararlidir denir.

(iii) Eger her X,,..,X , €l iken limx =X ise x denge noktasina ¢ekim noktasi

N—o0

denir.
(iv) Eger X denge noktasi kararli ve ¢ekim noktasi ise X denge noktasi global
asimptotik kararlidir denir.

(v) Eger X denge noktasi kararli degil ise kararsizdir denir.
(vi) Eger X,,...,X, €l iken |X0—Y|+...+|X7k—¥|<r ve bazi N >—K sayilar igin
|XN —¥| >r olacak sekilde bir >0 sayisi varsa X denge noktasina repeller

denir (Camouzis ve Ladas, 2008).



Tamm 1.1.9. {x }” , (1.1.30) fark denkleminin bir ¢oziimii olsun. Eger {x,}”

n=-—k
¢oziimii N>-K igin X, =X, sarti sagliyorsa, {X,} _ ¢dziimii p periyotludur denir.

Bu sart1 saglayan en kiiglik pozitif p tam sayisina da asal periyod denir (Camouzis ve
Ladas, 2008).

Tamm 1.1.10. Eger {x,} ¢oziimii sonlu sayida terim hari¢ tutuldugunda, geriye

kalan sonsuz sayidaki terim i¢in X, , =X, sartini sagliyorsa, {Xn}::_k ¢Ozliimii er ge¢ p

periyotludur denir ve p bu sarti saglayan en kiigiik pozitif tam sayidir (Camouzis ve
Ladas, 2008).

Tanmm 1.1.11. | reel sayilarin bir araligi, ke Z" ve i =0,1,...,k olmak lizere

o _ _ _
a, =8—Xi(x,x,...,x) (1.1.31)

f . Ik+l

ifadesi — | fonksiyonunun X, lere gore kismi tirevlerinin X denge

noktasindaki degerleri olsun. Bu durumda,

Z,,=202Z,, neN (1.1.32)

LM~

denklemine (1.1.30) denkleminin X denge noktasi civarindaki lineerlestirilmis

denklemi denir.

K )
At -3qA" =0 (1.1.33)
i=0

polinom denklemine ise (1.1.30) denkleminin X denge noktasindaki karakteristik

denklemi denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Teorem 1.1.4. (Lineer Kararhlik Teoremi)
(i) Eger (1.1.33) denkleminin biitiin kokleri mutlak degerce 1’den kiiciik ise X
denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.
(i) Eger (1.1.33) denkleminin koklerinden en az biri mutlak degerce 1’den biiyiik

ise X denge noktas1 kararsizdir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tamm 1.1.12. x, (1.1.30) denkleminin denge noktasi olsun. | >—-k, m<oo olmak

lizere, {XI7XI+1""’Xm} dizisinin her eleman1 X denge noktasindan biiyiik veya esit,

Xy <X Ve X, <X oluyorsa, {X,X,i,.... X, dizisine {x,}” ¢oziiminiin bir pozitif



yarl dénmesi denir. Benzer sekilde, 1>-K, m<oo olmak iizere, {X,,X,..r X, }

dizisinin her elemani X denge noktasindan kiicik, X, =X ve X,,=X oluyorsa,

X)) Xy 0o X,y | dizisine {X,}”_, ¢bziimiiniin bir negatif yar1 dénmesi denir (Camouzis

ve Ladas, 2008).

Tamm 1.1.13. {Xn}::—k ¢Ozlimlerinin hepsi birden ne pozitif ne de negatif ise bu

¢cozlimlere sifir civarinda salinimlidir denir. Aksi halde salimimli degildir (Camouzis ve

Ladas, 2008).

Tamm 1.1.14. {x -X} dizisi sahmmh ise {X,}” ¢oziimiine X denge noktasi

civarinda salinimlidir denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tamm 1.1.15. {x }"  dizisinde her n i¢in P <x <Q olacak sekilde P ve Q pozitif

sayilari varsa {x,}"_ dizisi siirhdir denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Teorem 1.1.5. (Clark Teoremi) (1.1.32) fark denkleminin lokal asimptotik kararli

k
olmasi i¢in yeter sart Z| qi| <1 olmasidir.
i=0

Lemma 1.1.1. f:[a,b]x[a,b]—[a,b] siirekli bir fonksiyon ve a,b pozitif reel sayilar

olmak lizere

X, = F(X, X, ), neN, (1.1.34)
denklemini ele alalim. Eger f fonksiyonu,

(i) f(u,v) fonksiyonu hem u hem de v ye gore artmayandir.
(i) Eger (m,M)e[ab]x[a,b], M=1f(mm) ve m=f(M,M) sisteminin bir
¢oziimi ise m=M dir.

ozelliklerine sahip ise (1.1.34) denklemi tek bir X pozitif denge noktasina sahiptir ve
biitiin ¢6ziimler bu denge noktasina yakinsar (DeVault ve ark., 2001).



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Bu boliimde; iistel tipten fark denklemleri ve fark denklem sistemleri ile ilgili
yapilmis ¢caligmalardan bazilar1 hakkinda bilgi verilmistir.

El-Metwally ve arkadaslar1i (2001), yaptiklar1 ¢alismada «,f parametreleri

pozitif reel sayilar ve X_;, X, baslangi¢ sartlar1 negatif olmayan reel sayilar olmak tizere,

bir popiilasyon modeli olan
X,y =+ X, €7 (2.1)

fark denkleminin pozitif ¢ézlimlerinin global kararliligini, sinirliligini ve periyodikligini

incelemislerdir.

Aboutaleb ve arkadaslar1 (2001), yaptiklar1 ¢alismada «,f,y parametreleri

negatif olmayan reel sayilar olmak iizere,

_a=px (2.2)
7/+ Xn—l

n+1

fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin global asimptotik kararliligini incelemislerdir.

Oztiirk ve arkadaslar1 (2006), yaptiklar1 calismada «, 8,y parametreleri pozitif

reel sayilar ve Y ,, Y, baslangi¢ sartlar1 negatif olmayan reel sayilar olmak tizere,

_a+pe

n+l (23)
}/+ yn—l

fark denkleminin pozitif ¢ézlimlerinin yakinsakligii, sinirliligmi ve periyodikligini
incelemislerdir.
Oztiirk ve arkadaslar1 (2008), yaptiklar1 ¢alismada o, parametreleri pozitif

reel sayilar ve Y ,,..., Y, Y, baslangic sartlar1 keyfi reel sayilar olmak tizere,

ae_(nyn+(n_k)yn—k )

= 2.4
y”+1 ﬁ + nyn + (n - k) yn—k ( )
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fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin smirliligini ve global asimptotik davranisini

incelemislerdir.
Ding ve Zhang (2008), yaptiklar1 ¢aligmada « €(0,1), f€(0,00) ve X, X,

baslangi¢ sartlari pozitif reel sayilar olmak iizere,
X,y = (X, + X, )e " (2.5)

fark denkleminin ¢oziimlerinin kararligini ve periyodikligini incelemislerdir. Buradaki

(2.5) denklemi ayrik gecikmeli sivrisinek popiilasyon modelidir.

Papaschinopoulos ve arkadaslar1 (2010), yaptiklar1 ¢alismada A, B € (0,0) ve

X1, %, Y1, Yo baslangic sartlari pozitif reel sayilar olmak iizere,

Xn+1 = (1_ yn - yn—l)(l_ e—Ayn) ’ yn+l = (l_ Xn - Xn—l)(l_ e_BXH) (26)

fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerini ve pozitif ¢oziimlerin negatif olmayan

denge noktasina yakinsakligini incelemislerdir. Buradaki (2.6) sistemi bir salgin hastalik
modeli olan x_, =(1—x, —x,,)(L—e ™) istel tipten fark denkleminin iki boyutlu bir

genellestirmesidir (Kocic ve Ladas, 1993).
Papaschinopoulos ve arkadaglar1 (2011), vyaptiklar1 ¢alismada a,b,c,d
parametreleri ve X ;, X, Y ;, Y, baslangi¢ sartlar1 pozitif reel sayilar olmak iizere,

X, =a+bx e, y =c+dy e™ 2.7

fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerinin sinirhiligini ve asimptotik davranigini

incelemislerdir.

Fotiades ve Papaschinopoulos (2012), yaptiklari ¢alismada a,b parametreleri ve

X, X, baslangic sartlar1 pozitif reel sayilar olmak iizere,
X, =a+bx _e™ (2.8)

fark denkleminin iki periyotlu c¢oziimlerinin varhigmni, tekligini ve kararliligini

incelemislerdir.
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Fotiades ve Papaschinopoulos (2012), yaptiklari ¢alismada i=12,....k igin

a, b parametreleri ve x. , n=-10 baslangig sartlar1 pozitif reel sayilar olmak iizere,

i,n

X ., =a+hx e (2.9)

in+l i,n-1
fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin asimptotik davranisini incelemislerdir.

Papaschinopoulos ve arkadaglar1 (2012), yaptiklar1 calismada «,f,7,0,¢,¢

parametreleri ve X ;, X, Y ;, Y, baslangi¢ sartlar1 pozitif reel sayilar olmak iizere,

« Z + pe o+ee ™
nel — n+1 =
YVt Yo =
a+pe O+ege™
Xpn=—"—— You="7—"" (2.10)
7/ + Xn—l é/ + yn—l
_a+per O+

n+1 v Jn+l T
Y+ Yo &+ %oy

fark denklem sistemlerinin pozitif ¢oziimlerinin smirliligini ve asimptotik davranigini

incelemislerdir.

Papaschinopoulos ve Schinas (2012), yaptiklart c¢alismada a,b,c,d

parametreleri ve X ;,X,,Y_;, Y, baslangi¢ sartlar1 pozitif reel sayilar olmak iizere,

Xn+1 =a+ byn—leixn ’ yn+l =C+ dxn—leiyn (211)
ve
Xn+l =a+ byn—leiyn ' yn+1 =C+ dxn—le7Xn (212)

fark denklem sistemlerinin pozitif ¢oziimlerinin asimptotik davranisini incelemislerdir.

Khuong ve Phong (2013), yaptiklar1 calismada a,b,c parametreleri ve X;,Y,

baslangi¢ sartlar1 pozitif reel sayilar olmak tizere,

_a+be™ _a+hbe™

(2.13)

n+l

c+y, CH+X

n+1
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fark denklem sisteminin pozitif ¢6ziimlerinin smirliligini ve asimptotik davranigini

incelemislerdir.

Din ve Elsayed (2014), yaptiklar1 calismada «, £, 7, 0, €, ¢ parametreleri ve

X 1, Xy, Y11 Yo baslangic sartlart pozitif reel sayilar olmak iizere,
Xn+1 =a+ ﬂXn + 7Xn—le_yn ! yn+1 = 5+ Eyn + gyn—le_Xn (214)

fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerinin davranisini incelemislerdir.

Papaschinopoulos ve arkadaglar1 (2014), yaptiklar1 ¢alismada a,b,c,d

parametreleri ve X_j, X, Y_;, Y, baslangi¢ sartlar1 pozitif reel sayilar olmak iizere,
X, =ax +by e y =cy +dx e (2.15)

fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerinin sinirliligimi ve asimptotik davranigini

incelemislerdir.

Papaschinopoulos ve arkadaslari (2014), yaptiklari ¢alismada O<a<1l ve
b,c,d,k parametreleri ile X; baslangi¢ sart1 pozitif reel say1r olmak iizere, bir biyolojik

model olan

aXZ ek—dxn

X +nb e (2.16)

n+1

fark denkleminin pozitif ¢ézlimlerinin karaliligini ve sinirliligini incelemislerdir.

Din (2015), yaptig1 ¢alismada « € (0,%0), B€(0,%), y €(0,)), o+ >1+B/y
ve X, Y, baslangic sartlar1 pozitif reel sayilar olmak iizere, bitki otgul modeli olarak

bilinen

ax,
Xo = Br rer You =706 +D)Y, (2.17)
fark denklem sisteminin pozitif denge noktasinin lokal ve global davranigini

incelemistir.
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Papaschinopoulos ve arkadaslar1 (2015), yaptiklar1 ¢alismada 1=1,2,...,m igin

a;, b parametreleri ve Xil, X('J baslangi¢ sartlar1 pozitif sayilar olmak iizere,

(i) _ A (i+D) (i) a—x
Xn+l - ai Xn + bi Xn—le (2 18)
M _ 4 x® L p xMax" '
Xn+l - aan + an—le

fark denklem sisteminin pozitif ¢6ziimlerinin asimptotik davranisini incelemislerdir.

Wang ve Feng (2016), yaptiklari calismada a,b parametreleri ve X, X,

baslangig sartlari negatif olmayan sayilar olmak tizere, bir popiilasyon modeli olan
X, =a-+bx e’ (2.19)

fark denkleminin pozitif ¢6ziimlerinin siirliligini  ve asimptotik  davranigini

incelemislerdir.

Feng ve arkadaslar1 (2016), yaptiklart calismada (2.1) denklemini genellestirerek
ae(0,,), be(0,1), ce(0,0) ve X, X, baslangi¢ sartlari negatif olmayan sayilar

olmak iizere,
X, =a+bx , +cx _e™ (2.20)

fark denklemini tanimlamislar ve bu denklemin pozitif ¢éziimlerinin global kararliligini

ve siurliligini incelemislerdir.

Bu calismada iistel tipten fark denklemleri ile ilgili literatiir taramasinin 151831nda
2006 yilinda Oztiirk ve arkadaslar tarafindan calisilmis (2.3) denkleminin mertebesi
arttirilarak yeni bir denklem tanimlanmis ve tanimlanan denklemin pozitif ¢6ziimlerinin
baz1 6zellikleri incelenmistir. Ayrica, elde edilen sonuglar denklemin en genel hali i¢in

genellestirilerek Sonug ve Oneriler boliimiinde sunulmustur.



14

_a+pe™

3' Xn+l
7/+Xn—2

FARK DENKLEMININ POZITiF COZUMLERI

Bu bdlimde; «,f,y parametreleri pozitif reel sayilar ve X_,,X ;,X, baslangic

sartlar1 negatif olmayan reel sayilar olmak tizere,

_a+pe

N+l S+ X , neN, (3.1)
n-2

fark denklemi tanimlanmis, bu denklemin pozitif ¢oziimlerinin yakinsakligi, sinirliligi
ve periyodikligi parametrelere ve baslangi¢ sartlarina bagli olarak incelenmis ve teorik

sonuglar i¢in bazi niimerik 6rnekler verilmistir.
Oncelikle (3.1) denkleminin denge noktasin elde edelim:

Denge noktas1 tanimina gore

7:% veya %—720 (3.2
y+X y+X
yazilabilir.
f(x):%_x (3.3)
y+X

fonksiyonunu tanimlayalim. Buna gore, (3.1) denkleminin denge noktast f(x)=0

denkleminin kokiidir. f(0)= a+p >0, lim f(x)=-0 ve f'(x)<0 oldugundan (3.1)
7/ X—00
denkleminin tek bir pozitif denge noktasina sahip oldugu agiktir.

Teorem 3.1. Eger

—yrlr?+4(a—r)
p<ye 2 (3.4)

ise (3.1) denkleminin X denge noktas1 lokal asimptotik kararlidir.
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Ispat. (3.1) denkleminin lineerlestirilmis denklemi

Xuy +  x +- =~ X, ,=0 (3.5)

seklindedir. Oncelikle Teorem 1.1.5 te verilen lokal asimptotik kararlik igin yeterli olan
sart gbz Oniinde bulundurulursa

X

pe”

y+X

+

—<1 (3.6)
y+X

oldugunu gostermeliyiz. Buradan

ﬂe‘_+ Y_<1 veya e <y (3.7)
y+X y+X

yazilabilir. (3.2) den elde edilen g™ = yX +X° —a esitligi (3.7) de yerine yazilirsa

X>+yX—(a+y)<0 (3.8)

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikten iki farkli reel denge noktasi elde edilebilir.
Bunlardan pozitif olan

—7+«j7/2+4(a+7/) (3.9)

2

X, =
denge noktasini ele alalim. Bu denge noktasi (3.7) de yerine yazilirsa

—yrlP+a(aty)
p<ye 2 (3.10)

elde edilir ki bu ispatin tamamlandigini gosterir.
Teorem 3.2. (3.1) denklemi i¢in asagidaki ifadeler dogrudur:

(i) Eger a <X, ise (3.1) denkleminin biitiin pozitif ¢cdzlimleri sinirlidir.

(i) Bger <% ise X <278 q.
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Ispat.

(i) a<Xx, oldugunu kabul edelim. (3.1) denkleminin bir pozitif ¢dzimii {x,}" ,
olsun. Bu durumda, n=0,1,2,... i¢in

O<Xn+1:a+,8e "<a+ﬂe <a+ﬁe (3.11)
VX VX v

olur ki bu (3.1) denkleminin biitiin pozitif ¢éziimlerinin sinirli oldugunu gosterir.
(i) X, >0 oldugundan o <X i¢in

a+pe™ - a+pe - a+pe”
7 +X yt+a 4

X, = (3.12)

olur ki bu (3.1) denkleminin X, denge noktasinin sinirli oldugunu gosterir.o
Teorem 3.3. {x,}”  (3.1) denkleminin pozitif ¢oziimii olmak iizere,
(i) X, %=X veXx,<X
veya
(i) X,, % <X ve X,=X

ise {Xn }::_2 ¢oziimii X denge noktasi civarinda bir uzunlugunda yari donmeler ile

salinim hareketi yapar.

Ispat. (i) de verilen esitsizliklerin saglandigim1 kabul edelim. Bu durumda, (3.1)

denkleminden

_a+pe” <05+ﬂe_Y

—=X
y+X, 7 +X
a+pe™ a+pe*  _

X, = B > ﬁ_ =X
+X +X
4 ﬁe‘_lxz 4 e (3.13)
a+ a+ _
X, = < =X
7+ X%, 7 +X
a+pe™  a+pe*
X, = B > B =X

y+X y+X
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yazilabilir. Buradan tiimevarim yontemi yardimiyla ispat (i) de verilen esitsizlikler igin

tamamlanir.

Benzer sekilde (ii) de verilen esitsizliklerin saglandigini kabul edelim. Bu

durumda, (3.1) denkleminden

_a+pe™ >05+ﬂe_Y B

> c =X
y+X, 7 +X
a+pe™ a+pBe* _
X, = pe _ ﬂ_ =X
+X +X
4 ﬁe‘_lxz 4 o (3.14)
a+ a+ _
X, = > ~ =X
7+ X, 7 +X
a+pe ™ a+pe*
y - GtPe _atpe o

4

y+X% y+X
yazilabilir. Buradan tiimevarim yontemi yardimiyla ispat (ii) de verilen esitsizlikler i¢in

tamamlanir. Boylece ispat tamamlanmis olur.o

Lemma 3.1. f(u,v)=

+ B, u,vel0,) ise f(u,v) fonksiyonu hem u hem de
+V

Vv ye gore artmayandir.

Ispat. f(u,v) fonksiyonunun u ve v ye gore tiirevleri alinirsa,

of —pe™ ve I _ —(a+pe™)

- = 3.15
ou  y+v N (y+v)’ (3.19)

elde edilir. ?,%<0 oldugundan f(u,v) fonksiyonu hem u hem de v ye gore
u

artmayandir.O

Teorem 3.4. Eger (3.4) esitsizligi saglanir ve S <y ise (3.1) denkleminin X, denge

noktasi global asimptotik kararlidir.

Ispat. Lemma 3.1 den f(u,v) fonksiyonunun U ve Vv degiskenlerine gore artmayan

oldugunu biliyoruz. Bu durumda, u,v €[0, ) igin

a+pe - a+pe”
y+v v

0< f(uv)= (3.16)

yazilabilir.
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(3.17)

oldugu kabul edelim. Bu durumda, g<min{%—A,ﬂ} sartin1 saglayan her
v

£>0 icinbir Ny eN vardir 6yleki A—e<x, <A+e& ve n2n,+1 igin

(A+¢) (A-¢)

a+pe X <a+ﬂe_
r+(A+eg) ™M y+(A-¢)

esitsizligi saglanir. Buradan,

—(A+¢)
a+ pe S/ISASOH_'BE

y+(A+eé) y+(A-¢)

—(1-¢)

—A -1
atpe” _, _ycoethe”
y+A y+A

—A A
a+ pe </1;/+/1A Vo Ay +AA <a+ﬁe

y+A  y+A y+A  y+A
a+pe™ —yA<AA ve Al<a+ e’ —yA
a+pet —yA<IN<a+pet —yA

elde edilir. (3.23) ten,

a+ et —yA<a+pet —yA

P -e")<y(A-A)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

yazilabilir. <y oldugundan A <A elde edilir ki bu A=A4=X oldugu anlamma

gelir. (3.1) denkleminin tek bir denge noktasina sahip oldugu ve Lemma 1.1 g6z oniinde

bulundurulursa (3.1) denkleminin biitiin ¢éziimlerinin X, denge noktasina yakinsadigi

sonucuna varilir. Boylece ispat tamamlanir.o



Teorem 3.5. (3.1) denklemi ti¢ periyotlu pozitif ¢éziimlere sahip degildir.

Ispat. (3.1) denkleminin ii¢ periyotlu bir ¢6ziimii
ey ¢1l//1 77! ¢1 l//y 77'-'

olsun. Bu durumda,

_a+pe” _a+ﬂe”7ve _a+pe”’

¢ Y
y+¢ y+y y+n

yazilabilir. Dolayisiyla,
a=¢" +yp—pe’ =y’ +yy-pe’ =n"+ym-pe’
elde edilir.

F(2)=2"+y71-fe’" -a

19

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyon i¢in F(X)=0 ve F'(z)>0 oldugu agiktir.

F'(z)>0 oldugundan F(z) fonksiyonu artandir. Dolayisiyla, (3.28) de verilen

esitlikleri saglayan ii¢ farkli degerin var olamayacagi agiktir ki bdylece ispat

tamamlanir.o
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3.1. Niimerik Ornekler

Bu kisimda, baslangi¢ sartlar1 ve katsayilarin farkli degerleri dikkate alinarak
(3.1) denklemi i¢in bazi niimerik Ornekler verilmistir. Ayrica, (3.1) denkleminin
mertebesi arttirilarak elde edilen bazi denklemler i¢in de niimerik Orneklere yer

verilmistir.

Ornek 3.1.1. x,=12, x,=04, x,=09 olmak iizere a=1, f=3 ve y=2

degerleri i¢in (3.1) denkleminin ¢6ziimii bir tek denge noktasina yakinsar.

14

0.6

0.4}

0 20 40 60 80 100



21

Ornek 3.1.2. X,=033, x,=14, X,=042 olmak tizere a=1, f=3 ve y=2

degerleri i¢in (3.1) denkleminin ¢6ziimii bir tek denge noktasina yakinsar.

—
—
1

0 20 4 60 80 100
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Ornek 3.1.3. X,=12, x,=04, X,=09 olmak iizere =5, =2 ve y=3

degerleri i¢in (3.1) denkleminin ¢6ziimii bir tek denge noktasina yakinsar.

1.6+

—
2
I

0.8

06

0 .4 T o T v T v T 1



lllll
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Ornek 3.1.5. x,=2.02, x,=045, x,=12, x, =04, %, =0.9 olmak iizere =1,

f =3 ve y=2 degerleri i¢in

_a+pe™

X
n+1
VX4

, neN,

denkleminin ¢6zlimili denge noktasina yakinsar.

0 20 4 60 80

100

(3.1.1)
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Ornek 3.1.6. x ,=2.02, x,=045, x,=12, x, =04, x,=0.9 olmak iizere & =5,

L =2 ve y=3 degerleri igin (3.1.1) denkleminin ¢6ziimii denge noktasina yakinsar.

1.6

141 ?

12/

0.8

06

0 .4 T o T v T v T 1



lllllll



Ornek 3.1.8. x,=171, x,=201, x,=202, x,=045, x,=12,

X, = 0.9 olmak iizere @ =1, =3 ve y =2 degerleri i¢in

a+pe™
n+1 =

, heN,
7/+Xn—6

denkleminin ¢6zlimii denge noktasina yakinsar.

—
"
)

VAAAA-

=]
\D
J

27

X,=04,

(3.1.2)
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Ornek 3.1.9. X =171, x =201, x,=202, x,=045, x,=12, x,=04,

X, =0.9 olmak lizere @ =5, =2 ve y =3 degerleri igin (3.1.2) denkleminin ¢dziimii

denge noktasina yakinsar.

1.6-

|

x(n
i
(=)

n

0.8}

0.6

0 20 4 60 80 100
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4. SONUC VE ONERILER

4.1. Sonuclar

Bu caligmada, (2.3) denkleminin mertebesi arttirilarak (3.1) denklemi
tanimlanmis ve pozitif katsayilar ile negatif olmayan baslangi¢ sartlar1 i¢in (3.1)

denkleminin pozitif ¢oziimlerinin yakinsakligi, sinirlilig1 ve periyodikligi incelenmistir.

(3.1) denklemi i¢in elde edilen sonuglar, «,f,y parametreleri pozitif reel
sayilar, K bir ¢ift dogal say1 ve X ,,X,.,..., X, X, negatif olmayan baglangic sartlari

olmak lizere

_a+pe”

, neN, (4.1)
7/+Xn—k

n+1

fark denklemi i¢in asagidaki gibi genellestirilebilir (Comert ve ark., 2017)

Teorem 4.1. Eger

N e
B<ye 2 (4.2)

ise (4.1) denkleminin x denge noktas1 lokal asimptotik kararlidir.
Teorem 4.2. (4.1) denkleminin biitiin pozitif ¢oziimleri sinirhdir.

Teorem 4.3. {x.},_, (4.1) denkleminin pozitif ¢c6ziimil olmak iizere,

(1) X Xy Xg 2 X V8 Xpyqs X pieig0en X g <X
veya

(1) Xoppseen X5 Xg <X V8 X pi1s X ppigreens X 2 X

ise {x,}._, ¢Oziimii X denge noktasi civarinda bir uzunlugunda yar1 dénmeler ile

salinim hareketi yapar.

Teorem 4.4. Eger (3.4) esitsizligi saglanirsa ve S <y ise (4.1) denkleminin X, denge

noktasi1 global asimptotik kararlidir.
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Teorem 4.5. (4.1) denklemi k periyotlu pozitif ¢6ziimlere sahip degildir.

4.2. Oneriler

Yapilacak yeni ¢alismalarda (3.1) veya (4.1) denklemindeki pozitif katsayilarin
yerine farkli diziler alinarak yeni ¢alismalar yapilabilecegi gibi denklemdeki bilinmeyen
sayis1 veya denklemin mertebesi artirilarak daha genel ¢alismalar yapilabilir. Ayrica, bu
denklemler kullanilarak fark denklem sistemleri tanimlanabilir ve tanimlanan

sistemlerin dzellikleri incelenebilir.
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