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ABSTRACT

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the introduction
section and provide a general knowledge of literature. In the second chapter, we have
given about the basic concepts needed, refinement and generalization of Hermite-
Hadamard type inequalities. In the third chapter, we have given some estimates of the
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1 GIRIS

22 Kasim 1881 de Ch. Hermite (1822-1901) Mathesis dergisine bir mektup
gonderdi. Bu mektubun bir 6zeti 1883 de derginin 3. sayisinda yayimlandi.
Mektupta, “Sur deux limites d’une intégrale définie. Soit f(z) une fonction qui

varie toujours dans le méme sens de x = a, a x = b. On aura les relations

(b—a)f(a;b)</f(x)dm<(b—a)w (L1)

ou bien

(b—a)f (“b) /f dx>b_a)f();f()

suivant que la courbe y = f (X) tourne sa convexité ou sa concavité vers |I’axe
desabcisses.

En faisant dans ces formules f(z) = 1/(1 + z),a = 0,b = «x il vient

2 2

x
24z

log (1 -
<log(l+z)<z 20+

yaziliydi. Etraflica yapilan aragtirmalardan anliyoruz ki daha sonralari literaturde

xr —

bu nota ve bu 6nemli esitsizligin Hermite’e ait olduguna hic deginilmedi. Hermite
in kisa notu ne Jahrbuch ber die Fortschritte der Mathematik dergisinde ne de

Sous les auspices de I’ Académie des sciences de Paris par Emile Picard, membre

de I’Institut de basilan kendi toplu makalelerinde yer almadi[1].

P. Mansion [2] kitapciginda Hermite’in yazilarinin bir biyografisini yayinladi

fakat Mathesis dergisindeki nottan hi¢ bahsetmedi.

E. F. Beckenbach [4, s. 44], (1.1) deki esitsizligin sol tarafinin 1893 te Hadamard

[5,s. 174-176, 186] tarafindan ispatlandigini belirtti. (1.1) deki birinci esitsizligin
on y1l dnce Hermite tarafindan yayimlanmasina ragmen Beckenbach bu esitsizligi
Hadamard’a mal etmek icin buyuk ¢aba sarfetti. Burada sunu belirtmek gerekir

ki Beckenbach’in kendisi konveks fonksiyonlar ve tarihi konusunda uzman biriydi

ve gercekten Hermite’in sonucundan haberi yoktu.
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Hardy, Littlewood, Polya [6, 5.98] 1934 deki klasik calismasinda,
"f () surekli fonksiyonunun (a,b) de konveks olmasi icin gerek ve yeter sart
alr—h<z<xz+hZbigin,

1

x+h
CE Y| e (12)

olmasidir." yaziliydi. Bu sonucun f in [a, b] de stirekli olmasi durumunda Hermite’in
(1.1) deki ilk esitsizlige esdeger oldugu gosterilebilir.

Ancak (1.1) esitsizliginden (1.2) deki konvekslik kriterine donusiimi kimin ne
zaman yaptigi acik degildir. Dahasi (1.1) deki ikinci esitsizlikten benzer bir kriter
olusturulabilecegini gostermek zor degildir. Gercekte (1.1) deki birinci ve ikinci
esitsizlikler esdegerdir.

Hermite’in sonucu (1.1) formunda Timan ve Trofimoff’un [7, s. 182], Lackovi¢’in
[8] ve Hortman’in [9, s.351] eserlerinde yer almaktadir, ancak bu esitsizliklerin
Hermite’e ait oldugu belirtilmemektedir.

Su anda Hermite’in esitsizliklerinin bazilari oldukga basit olan birgok ispati vardir.
Esitsizlikler surekli konveks fonksiyonlarin temel 6zelliklerinin bir sonucu olan
basit bir geometrik yoruma sahiptir. Ancak bu Hermite’in esitsizliklerinin 6nemini
azaltmaz.

(1.1) deki ilk esitsizlik ayrintil bir sekilde ¢aligilmakta olan altharmonik fonksiyonlarla
yakin bir sekilde iligkilidir. Ornek icin Radd’nun[10] ve Fejer’in [11] eserlerine
g0z atiniz.

T. Rado [10] daki monografinin girisinde konveks ve altharmonik fonksiyonlar
arasindaki benzerligi incelikle inceledi. (1.1) deki Hermite’in ilk esitsizligi bu
benzerlik icin kesinlikle temeldir. Bu nedenle altharmonik fonksiyonlar teorisinin
bircok sonug konveks fonksiyonlar teorisindeki kaynaklara sahiptir.

Hermite’in esitsizliklerinin dnemi (1.2) tarafindan belirtilen konvekslik kriteri
ile bir sekilde bilinebilir. Bir ¢ok 6zel veya genel lineer konvekslik kriterleri
literattirde bulunabilir ve onlar (1.2) seklindeki sart tarafindan ilham alinmigtir.
T. Rado [10] tarafindan elde edilen lineer olmayan konvekslik kriterlerinin ve

onlarin (1.1) in temel sonucuna dayandigini distinmek 6zellikle 6nemlidir.
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Fejer (1880-1959) 1906 da trigonometrik polinomlar Gizerine ¢alisirken Hermite’in
sonucundan hi¢ bahsetmeksizin Hermite’in (1.1) deki esitsizligini genellestiren
su esitsizligi ispatladi.

"f (a,b) araliginda konveks, g yine (a, b) araliginda pozitif degerli birer fonksiyon
ve her t € [a, tt] icin,

glat+it)=gb-1)

olsun. Bu takdirde,

f<“+b>/ dx</ f(x dx<w/abg(x)dx

dir[11]. Ozel olarak g (z) = 1vet € [a, b] alinirsa bu Hermite’in (1.1) esitsizligini

verir. Bu esitsizlik (1.1) esitsizliginin Hermite’e atfedilmemesinin sebeplerinden
birisidir. Hermite’in sonucu basildiktan 25 yildan daha fazla bir zaman sonra
J.L.W.V. Jensen(1905-1906) Hermite’in (1.1) esitsizliginin bir sonucu olan

f(a+b) < fla)+ fb)

2 - 2
esitsizligini baz alarak konveks fonksiyonlari tanimlamistir[12].
(1.1) esitsizligi bu sebeplerden dolay1 uzun yillar sadece Hadamard esitsizligi
olarak adlandirildi. (1.1) esitsizligini Hermite Hadamard esitsizligi olarak tanimlayan
ilk eserler "Hermite and Convexity" ve "Convex functions, Partial Orderings and

Statistical Applications™ adli eserlerdir.



2 KURAMSAL KAVRAMLAR

2.1 Temel Kavramlar

Bu boélimde calismamiz icin gerekli olan tanim, teorem, bazi esitsizlikler ve
temel 6zellikler verilecektir. Gerekli gorulenler igin ispatlar yapilarak birer 6rnek
verilecektir.

Tanim 2.1.1 Lineer uzaydan reel(kompleks) uzaya olan dontstumlere fonksiyonel
denir.

Tanim 2.1.2 Fonksiyonlar ctimlesini fonksiyonlar ciimlesine dondstiren doniistime
operator denir.

Tanim 2.1.3 1 C R, f : I — R bir fonksiyon ve Vz € I'igin |f (z)| < K olacak
sekilde bir K pozitif reel sayisi varsa f fonksiyonuna sinurle fonksiyon denir.

Tanim 2.1.4 (Lipschitz Sarti) [a, b] kapali araliginda her x ve y noktalari igin,

[f () = f ()| < Kz -yl

sartini saglayan bir K sabiti varsa f,[a, b] araliginda Lipschitz sartin saglyor
denir (Bayraktar 2010).
Tanim 2.1.5 (Mutlak Sureklilik) [a,b] nin ayrik agik alt araliklarinin ailesi

{(ai, b;)}7 igin

n

Z(bi—ai)<5

1
oldugunda,

Z|f(bi) — fla)| <e

olacak sekilde herhangi bir ¢ > 0 sayisina karsilik, bir 6 > 0 bulunabiliyorsa, f,
[a, b] de mutlak siireklidir denir (Carter ve Brust 2000).
Tanim 2.1.6 (Konveks Fonksiyon) Her =,y € T ve A € [0, 1] igin,

FOz+ (1 =Ny) <Af(z)+ 1 =N F(y)

esitsizligini saglayan f : I ¢ R — R fonksiyonuna konveks fonksiyon denir

(esdeger olarak A, (0, 1) araliginda da segilebilir).Geometrik olarak bu esitsizlik,
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f fonksiyonunun grafigi kirislerinin altindan gecer anlamindadir (Pecaric ve ark.
1992).

Asagidaki kriterler konveks fonksiyon tanimina esdegerdir (Roberts ve Varberg
1973).

(a) I arahigi uzerinde f fonksiyonunun konveks olmasi icin gerek ve yeter sart
herhangi bir ¢ € I noktasi icin, f (z)—f (¢) / (z — ¢) fonksiyonunun [ araliginda
artan olmasidir.

(b) f : (a,b) — R fonksiyonunun konveks olmasi igin gerek ve yeter sart her

c,x € (a,b)igin,

olacak sekilde g : (a,b) — R artan fonksiyonun olmasidir.

(c) f diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak Uzere, f in konveks olmasi igin
gerek ve yeter sart f’ fonksiyonunun artan olmasidir.

(d) f”, (a,b) de mevcut olsun. Bu durumda f in konveks olmasi igin gerek ve
yeter sart f” () > 0 olmasidir.

) f : (a,b) — R fonksiyonunun konveks olmasi icin gerek ve yeter sart her

zo € (a,b) igin f fonksiyonun en az bir destek dogrusuna sahip olmasidir. Yani
f@)> f(zg)+A(x—x9) V€ (a,b)

esitsizligini saglamasidir. Burada A, o a baglidir ve eger /' varsa o zaman \ =
' (wo) yada . (wo) # fi (x0) ise A € [fL (x0), f1 (wo)] dir.
(f) f : (a,b) — R fonksiyonunun konveks olmasi igin gerek ve yeter sart P, @

ve R noktalari f fonksiyonun grafigi Uzerinde herhangi ti¢c nokta olmak Uzere,
egimPQ < egimPR < egimQR

esitsizliginin saglanmasidir.
Konveks Fonksiyonun Ozellikleri

i. Kapal aralikta tanimli konveks fonksiyon sinirhidir.



ii. f: 1 — R konveks fonksiyon ise, 7°(Z nin ici) inde herhangi bir [a, b] kapal
araliginda Lipschitz sartini saglar. Bu nedenle f fonksiyonu [a, b] araliginda de
mutlak strekli ve I° de sureklidir.

iii. f: I — R konveks fonksiyon ise, I° de f’ (x) ve f’ (x) vardir ve artandir.
iv. f: I — R fonksiyonu I acik araliginda konveks ise, sayilabilir bir £ kiimesi
haricinde f’ mevcuttur ve sireklidir.

v. k tane fonksiyon R™ — R ye konveks fonksiyonlar olsun. Bu takdirde;

k

f(x) :Zajfj(k:),aj >0;(j=1,23,..,k)

j=1
fonksiyonuda konvekstir.
vi. g : R — R azalmayan ve konveks fonksiyon ayrica h : R” — R konveks
olsun. Bu takdirde; f : R™ — R, f () = (g o h) (x) olarak tanimlanan f bileske
fonksiyonu da konvekstir.
vii. g : R™ — R konveks ve h, h (x) = Az + B formunda i : R™ — R konveks

olmak tizere (Burada A uygun matristir.)

fonksiyonu konveks fonksiyondur.
Teorem 2.1.1 (Hermite Hadamard Esitsizligi) f : I — R konveks fonksiyon
olmak Uzere, hera,b € I ve a < bigin,

(5 <5t [ e L0

esitsizligine Hermite Hadamard Esitsizligi denir. Burada f fonksiyonunun konkav
olmasi esitsizligi tersine cevirir (Pachpatte 2005).
Ispat. f fonksiyonu siirekli ve sinirl oldugundan dolayi [a, b] arahginda integrallenebilirdir.

Konvekslik tanimindan,

Flta+ (1= 1)) < tf(a) + (1= ()



esitsizligi saglanir. Bu esitsizligin her iki tarafinin [0, 1] araliginda ¢ ye gore

integrali alinirsa,

/01f<ta+<1—t>b> < /Oltf(aH/Ol(l—t)f(b)

f(a) + [ (b)
2

elde edilip soldaki esitsizlikte = = ta+(1—1t)b, t € [0, 1] dénligimi uygulanirsa

H. — H. esitsizliginin sag tarafi elde edilir. Sol tarafini ispat etmek icin,

bia/abf(x)dx:bia [/aﬁbf(q;)dﬂﬂr/;f(x)d:c]

esitliginin sagindaki integrandlara sirasiyla * = a +t(b—a) /2 ve x = b —

t (b — a) /2 degisken degisimi uygulanirsa,

bia/abf(x)dx _ %/01 [f(ath(bQ_a))+f(b—t(b2_a>>]dt
> f<a—2|—b>

elde edilip H. — H. esitsizliginin sol tarafi ispatlanmis olur.

Tanim 2.1.7 (Logaritmik Konveks Fonksiyon) f : I — [0, o) fonksiyonu,
i. Her z,y € I ve A € [0,1] icin,

FOz+ 1= Ny) < [f @ f )]

ii. log f konveks

sartlarindan birini sagliyorsa f fonksiyonuna logaritmik konveks fonksiyon
denir (Dragomir and Pearce 2000).

Teorem 2.1.2 f : I — [0,00) fonksiyonu logaritmik konveks ise konvekstir
(Dragomir and Pearce 2000).

Ispat. f fonksiyonu logaritmik konveks fonksiyon oldugundan, log f fonksiyonu
I arahginda konvekstir ve g (x) = e” fonksiyonu tlim reel sayilar kiimesinde

artan ve konveks bir fonksiyon oldugundan, ézellik (vi) den dolayi,

f = exp (log [)

7



olup f fonksiyonu konveks olur. Diger yoldan direk olarak konveksligin ve
logaritmik konveksligin tanimi kullanilarak AO-GO esitsizliginden de benzer
sonuc elde edilebilir.

Teorem 2.1.3 f : I — R logaritmik konveks fonksiyon, a,b € I ve a < b olmak

f(a;b) < exp [ﬁ/ﬂblnf(x)dx]

uzere,

< 5o [ CU@Farb-a)as
b

R

< L(f(@).f0)

esitsizlikleri gecerlidir. Burada G (a, b) pozitif reel sayilar i¢in geometrik ortalama
ve L (p, q) ayrik pozitif reel sayilar icin logaritmik ortalama anlamindadir (Dragomir
and Pearce 2000).

Tanim 2.1.8 (Quasi Konveks Fonksiyon) Her z,y € I ve X € [0, 1] igin,

fQz + (1= N)y) <max{f(z),f(y)}

esitsizligi saglaniyorsa f : I — R fonksiyonuna quasi konveks fonksiyon
denir.

Yukaridaki tanimlardan dolay!

f @) [f ()]
A (@) + (1= \) f(y)
< max{f(z),f(y)}

fOz + (1= A)y)

IN

IN

esitsizliklerine sahip olabiliriz. Yani quasi-konveks fonksiyon ailesi log-konveks
fonksiyon ailesini, log-konveks fonksiyon aileside konveks fonksiyon ailesini
kapsar (Dragomir and Pearce 2000).

Tanim 2.1.9 (Birinci Anlamda s-Konveks Fonsiyon) 0 < s < 1 olsun. R* :=

[0, 00) olmak tizere f : R* — R fonksiyonuna, her u,v € R* ve a, 5 > 0 ile

8



o + (% = 11igin,
flou+ o) <a®f (u) + 5°f (v)
sartini sagliyorsa birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. Reel fonksiyonlarin
bu sinifi K} ile gosterilir (Breckner 1978).
Tanim 2.1.10 (1kinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon) Her u,v > 0o+ 8 = 1

olacak sekilde o, 5 > 0 ve s € (0,1] icin,

flau+ pv) <o’ f(u) + 5°f (v)

saglaniyorsa f : RT™ — IR fonksiyonuna ikinci anlamda s-konveks fonksiyon
denir. Reel fonksiyonlarin bu sinifi K% ile gosterilir (Breckner 1978).

Tamim 2.1.11 (Ozel Ortalamalar) o, /3 reel sayilar ve o # /3 olmak iizere,

G(a, B) = +ap, a,p € R/{0} Geometrik Ortalama
Ala, ) = QTJFB, a, B €R Aritmetik Ortalama
Lo, B) = % a,p € R/{0} Logaritmik Ortalama
L Genellestirilmis
n+1_an+1 n
Ln(avﬁ):[m] 047&67 aaﬂeR

Logaritmik Ortalama

Wia,B)=Xa+(1-Nb «o,feRAXe[0,1] Weighted Ortalama

seklindedir (Dragomir and Pearce 2000).
Teorem 2.1.4 (Jensen Esitsizligi) f fonksiyonu (a, b) araliginda konveks ve z; €

(a,b) olsun. Budurumda c; > 0ve > " | o; = 1ise,

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovi¢ 1970).

Ispat. (a) Tanim 2.6 daki (e) aksiyomundan dolay1 f fonksiyonu her z, € (a, b)
icin bir destek dogruya sahiptir. Yani her xzo noktasi icin f (z) > f(zo) +
m (x — o) olacak sekilde z, a bagli bir m noktasi vardir. Bu esitsizlikte 6zel

olarak i =1,2,....,n i¢inzy = > | a,x; segilirse,

f (i) = f(x0) +m (z; — x0)

9



esitsizlikleri elde edilir. Bu esitsizlikler «; ile carpilir, taraf tarafa toplanir ve

dizenlenirse Jensen Esitsizligi elde edilir.

(b)

1. Durum: n = 2 ve a; = as = = i¢in, konveks fonksiyon taniminda \ = %

1
2
secilerek elde edilebilen J — konveks fonksiyonun tanimini elde ederiz. 11k
olarak Pecaric’in [13] de kullandigi tumevarim yontemiyle o, = 1/n,i =1,...,n
icin,

f (% > a:) <o > (@) (13)

esitsizligini ispatlayalim.

Varsayalim ki 2 < k < n icin (1.3) esitsizligi gecerli olsun. Bu durumda,

n+1
(n#—leZ)
1 n—1 n+1
= 5 sz n n+1zxz+ —Tn+1

o n+1
% f(gzlxz> +f<nn ! +i$n+1>]
11 1 ntl
< 5_5;“%)*5{ <n+12@>+f “”U"H)H

elde edilir. Sondaki esitsizlite f (%ﬂ Z?*ll x; ) terimli ifadeler esitsizligin sol

IN

tarafinda toplanirsa,

(n+1z$’) = %Zlf(x")

esitsizligini elde ederiz. Bu ise bizlere k = n—+1 iginde (1.3) esitsizliginin gecerli
oldugunu goésterir. O halde tumevarim aksiyomundan dolayi (1.3) esitsizligi
bitln »n dogal sayilari igin gecerlidir.

2. Durum: ay, ..., o, Negatif olmayan rasyonel sayilari igin a;; = 240 = 1,...,n

sartini saglayan m = p1+...+p, (p1, ..., pn € Z* U {0}) olacak sekilde m dogal

10



sayisi bulunabilir. Bu durumda hipotezdeki esitsizlikten,

F ((ml + .t x) + m+ (n + ... —i—xn))

(f (@1) + o4 f (@) F oo (F (@) + oo + f (30))

m

esitsizliginin gecerli oldugu kolaylikla gosterilebilir. Burada ilk parantezde p,
tane ve son parantezde p,, tane terim olduguna dikkat edin. Bdylece Jensen

esitsizligine esdeger olan,

( zmz) <> ErG

esitsizligini elde ederiz ve o;; = 2,7 = 1, ..., n secilirse, Teorem (2.1.4) Un ispat

tamamlanir.

Teorem 2.1.5 (Integraller igin Jensen Esitsizligi) f : I = [a,b] — R konveks

fonksiyon, h : I — (0,00)vewu : I — R, = [0, co) integrallenebilir fonksiyonlar

olmak Uzere,

0“

f<ﬁh ) 2R (#) f (u (b)) dt
[P h(t) B [, h(t)dt

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic 1970).
Ispat. f fonksiyonu konveks oldugundan dolayi, bir support dogruya sahiptir.
Yani v > 0 igin,
F@ =f()zA(t=7), vt =0
olacak sekilde bir \ sabiti vardir. Burada ¢ = wu (t) segilir ve esitsizligin her iki

tarafi i (t) ile garpilip [a, b] araliginda ¢ ye gore integral alinirsa,

b b
/hwﬂwmﬁ—ﬂw/hwﬁ

> )\{/jh(t)u(t)dt—y/abh(t)dt}

elde edilir. Son bulunan esitsizlikte,

[Pty u(t)dt
[P h(t) dt

11
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yerine yazilirsa ispat tamamlanir.
Teorem 2.1.6 (AO-GO Esitsizligi) Eger heri = 1,2,...,n i¢inx; > 0, a; > 0
ved " a; =1ise,
[[or <> o
=1 =1
esitsizligi gecerlidir (Mitrinovi¢ 1970).
Ispat. en az bir i icin z; = 0 ise ispat agikardir. x; > 0 durumunda, y; = log x;

secilirse,
H Ti' = exp (Z ouw)
=1 =1

olup f (t) = €' fonksiyonu R de konveks oldugundan Jensen Esitsizligini uygularsak,
Hl’? = f (Z Oéiyi>
; =1
< Zaif (yi) = Zaiﬂﬁi
=1 =1

elde edilip ispat tamamlanmis olur. Ozel olarak n = 2, a; = %, ay = % x, = P

ve x5 = y9 secilirse Yooung Esitsizligi olarak bilinen,
1 1
ry < —a¥ 4~y
P q
esitsizligi elde edilir.

Teorem 2.1.7 (Holder Esitsizligi) z1, ..., 25, Y1, ..., yn > 0, p,q > 1 Oyleki > +

% = 1 olmak (izere,

ixi%’ < (iﬁ) p : (i?ﬁ) q

=1 =1 =1
esitsiligine Holder Esitsilizligi denir. Ozel olarak p = g = 2 segilirse yukardaki
esitsizlik Cauchy-Buniakowsky-Schwartz esitsizligi elde edilir (Mitrinovi¢ 1970).
Ispat. Yukaridaki esitsizlikte z; ve y; lerden en az birinin sifirdan farkli oldugunu
distnebiliriz. O halde u = (>, xf)% vev= 3", y;?ﬁ her ikiside pozitiftir,

Young Esitsizliginde x = x;/u ve y = y; /v segersek,
o Ly Ly
U v p\u qg \v

12



elde edilip bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa,

n
i iy 1
UV -

1
+-=1
q

S

olup Holder Esitsizligi elde edilir.
Tanim 2.1.12 (Integraller Icin Holder Esitsizligi) p > 1 ve ]% + % = 1 olsun.
f ve g, [a,b] arahiginda tanimh reel fonksiyonlar, |f|” ve |g|?, [a, b] aralifinda

integrallenebilir fonksiyonlar ise

s ([isors) (o)

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovi¢ 1970).

13



2.2 Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler ile 11gili Kestirimler ve Genellestirmeleri

Bu bolimde Hermite Hadamard Esitsizliginin bir ispati ve bu esitsizlige dair
kestirimler ve genellestirmeleri verilmektedir. Cesitli genellestirmeler tzerine
incelemeler [17] ve [20] de bulunabilir. Hermite Hadamard tiplli esitsizliklerin
muhtemel en iyi tarifi [19] da Fink tarafindan sunulmustur. Hermite Hadamard
Esitsizligi Gzerine ayrintilar [21] de bulunabilir.

Farissi tarafindan [14] de Hermite Hadamard esitsizliginin farkh bir ispati yapilmigtir.
11k olarak bu ispata gecmeden 6nce gerekli olan lemmay1 verelim.

Lemma 2.2.1 f, I tzerinde integrallenebilen bir fonksiyon olmak lizere;

I 1
b_a/af(w)d:c = /Of(/\b+(1—)\)a)d)\ (2.1)

= /1f()\a+(1—)\)b)d>\ (2.2)

esitlikleri gecerlidir.

Ispat. (2.1) ve (2.2) esitliklerinin sag tarafindaki integrandlara sirasiyla = =
Ab+ (1—XNavex = da+ (1—X\)b degisken degisimi uygulanirsa ispat
tamamlanmisg olur.

Teorem 2.2.1 (Hermite Hadamard Esitsizligi) f : I — R konveks fonksiyon
olmak Uzere, her a,b € I ve a < b igin,

f(a;b)gbia/abf@)dxgw @3)

esitsizligine Hermite Hadamard Esitsizligi denir. Burada f fonksiyonunun konkav
olmasi esitsizligi tersine cevirir.

Simdi Teorem 2.2.1 icin Farissi’nin [14] deki ispatini verelim.
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Ispat. f konveks fonksiyon oldugundan, her A € [0, 1] igin,

f(a—2|—b> _ f(Ab+(1—A)a-gAa+(1—A)b)

_ g (%(AbJr (1 =N a)+ 50a+ (1 —A)b))

< %f()\bJr(l—)\)a)+%f()\a+(1—)\)b)
< MO +A =) fla) +Af(a) + (L =A) f(b) _ fla)+f(b)
- 2 - 2
ve
f(a-l—b) < JAb+(1=X)a)+ f(ha+ (1 =A)D) < f(a)+ f(b)
2 - 2 - 2

elde edilir. Bu esitsizligin her tarafi [0,1] de X ya gore integre edilirse (2.3)
esitsizligi bulunup ispat tamamlanir,

Son zamanlarda [18] de yazarlar (2.3) esitsizligini iki kez diferansiyellenebilen
fonksiyonlar icin kurdular ve f in konveks olmasi durumunda (2.3) den daha iyi

bir yaklasik deger olup olmadigini bulmak icin onlar su soruyu sordular:

f, I Uzerinde konveks fonksiyon olmak Uzere,
fla) + f(b)

f(a;b)qu /f ydr <L) < T

esitsizligini saglayan ¢ ve L reel sayilari var midir? Farissi [14] de bu sekilde ¢ ve

b—a

L reel sayilarini asagidaki gibi bulmustur. Bu ayni zamanda Hermite Hadamard
esitsizliginin bir kestirimidir.
Teorem 2.2.2 f : I — R fonksiyonu I Gzerinde konveks olsun. Bu durumda her

A € [0, 1] igin,

f(a;b> ) < _a/f )dz < L(\)

esitsizligi gecerlidir. Burada

| /\

UCESIUNY
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LA =Af <w> +(1—A)f<(1+k>b;(1—A)a)

ve

1
L\ = 5f(/\bJr(l —A)a)+Af(a)+ (1 =) f(b)
dir.
Ispat. f I da konveks fonksiyon olsun. A # 0 igin [a, Ab + (1 — \) a] alt araliginda
(2.3) U uygularsak,

M+ (2-Na 1 Ab+(1-Na fOb+(1=Na)+ f(a)
F(EEA L [ e s 2

(2.5)
elde edilir. Benzer sekilde A # 0 icin, [Ab + (1 — X) a, b] de (2.3) U uygularsak,

(1+Nb+(1=Na 1 b
/ ( 2 ) S T=N0-a /M_mf (z) dw (26)

_ S0 =Na)+f()
- 2

bulunur. (2.5) i Aile, (2.6) y1 (1 — \) ile carpip taraf tarafa toplarsak,

a (BEEEA) oy (RS

1 b
< =g ) S

< (L=XN)fO)+fA+(1=XNa)+ \f(a)

ve

O — [ 1@<z 27)

bulunur.
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Burada ¢ (\) ve L (\) Teorem 2.2.2 de tanimlandigi gibidir. f nin konveksligini

kullanarak,

f<a—2i—b> _ f()\/\b+(22—)\)a+(1_)\) (1+>\)642r(1—)\)a)
(2.8)

A ()\b+(1—2)\)a+a)+(1_)\)f()\b+(1;)\)a+b)

IN

< %()\f(b)+(1—)\)a+>\f(a)+(1—)\)f(b))S

(2.7) ve (2.8) tarafindan (2.4) e sahip oluruz.

Sonug 2.2.3 f : I — R konveks fonksiyon olmak tzere, her A € [0, 1] i¢in,

f(a+b>§ sup £ (A b— /f Ydr < inf L(\) < M

2 A€[0,1] A€(0,1] 2

dir. Burada ¢ (\) ve L (\) Teorem 2.2.2 de tanimlandig gibidir.

Gao [23] de Farissi’nin yukarida verdigimiz sonucundan daha genel bir sonuca
ulasmistir. Bu genellestirme icin Jensen esitsizligini kullanmis ve A ya indis
vermistir. Bu teoremi vermeden Once ispati igin gerekli olan lemmayi verelim.
Lemma 2.2.4(Jensen Esitsizligi) f : R — R konveks fonksiyon olmak uzere,

keyfi ® : I — R negatif olmayan reel degerli integrallenebilir fonksiyonu icin,
1/ 1 b
< -
f (b—a/a @(m)dm) < (b—a)/a fo®(z)dx
dir.

Ispat. Bknz. [6]

Simdi Gao’nun teoremini ve ispatini verelim.

Teorem 2.2.5 f : R — R konveks fonksiyon olsun. O zaman & : I — R negatif
olmayan reel degerli integrallenebilir fonksiyon ve f o ® konveks olmak Uzere
neEN, =0 N1 =1vekeyfi0 <\ <...< )\, < 1igin

f(bia/abé(x)dx) < UMy




dir. Burada,

n

1 (1—/\k+1)a+/\k+1b
(

(Aks1 — k) (b—a)

k=0 1-Xp)at+Agb
ve
- ® ((1— ) a+ Ad ®((1—\ Neorh
L()\h"")‘n):Z()‘kJrl_)\k:)fO (( k)a+ K )+£O (( k+1)a+ k+1 )

k=0
dir. Simdi Lemma 2.2.4 yardimiyla Teorem 2.2.5 in ispatina gecelim.

Ispat. f (z) ve f o ® (x) konveks oldugundan, f (z) icin Jensen esitsizligini ve

f o ® (z) i¢in Hermite Hadamard esitsizliginin sag tarafini uygulayarak,

f(ﬁ/abq)(x)dw)S(bia)/abfoq)(x)dﬁﬂéfoq}(a);fOCI)(b)
(2.9)

esitsizligine sahip oluruz.

Ao = 0 alirsak,
[a, (1 — )\1) a + /\16} = [(1 — )\0) a —+ )\[)b, (]. — )\1) a + )\16]

olup k& = 0,1,....,ni¢in [(1 — Ag) a+ Agb, (1 — Ngs1) a + Ag41b] araliklarinda
(2.9) esitsizliklerini kurarsak,

1 (1—/\k+1)a+/\k+1b ( )
f / P (z)dz
(A1 — Ar) (b—a) (1-Xg)a+Agb

1 (1—Ak+1)a+)\k+1b ( )
fod(x)dx
(Akr1 — Ar) (b—a) /(1,\k)a+xkb

IN

fo®((A=A)a+Md) + fo®((1 = Apa) at Aeab)
- 2
bulunur. Bu esitsizliklerin herbirini (\x; — Ax) ile garpip taraf tarafa toplarsak,

) . (1=Aggp1)a+Apy1b
Nt f / ® (x)dx
Z (A1 = Ax) (Aet1 = Ae) (b= @) Jaayasae "

k=0

1 n /(1—)\k+1)a+)\k+1b f o ( ) ;
S o xX)ax
(b o CL) k=0 (1-Xk)a+Arb
3 o®((1—Mp)a+ b))+ fo®((1—Ngy1)a—+ Mpyib
< (A1 — Ar) ! ( 3 b) ‘g ( k1) k+1b)
k=0
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yani

b
(bia)/ fod(z)dr < L(A,...,\n)

elde edilir. Burada ¢ (A, ..., A,) Ve L (A, ..., A,) Teorem 2.2.5 deki gibi tanimlidir.

OOy A <

Kalan esitsizlikleri, yani

f(bia/abcp(x)dx) <A1y X)) S L (O, ) < fo@(a);focb(b)

esitsizliklerini ispatlarken >, (Ax11 — Ax) = 1 i elde etmek igin f ve f o @

fonksiyonlarinin konveksligini kullanacagiz.

f<bia/ab¢(a:)dx>

n 1 (1—/\k+1)a+>\k+1b
= f (Aer1 — Ax) / ® (x)dx

=0 (Akr1 — Ax) (b —a) (1=Ap)a+Apb

1 (17/\k+1)a+/\k+1b
O — Ap) f / b (z) da

(Ak1 — Ax) (b —a) (1=Ag)at+Apb

n

IN

k=0

. n ()\k+1_)\k>foq)((l_)\k>a+)\kb)+‘;Oq)(<1_)\k+1)a+)‘k+lb)

k=0

n

Do (=) = (1= X)) (1= M) + (1= Aa)) f o @ (a))

0
n

AN
N —

% (st — M) gt + ) £ 0 ® (b))

k=0

+

n

(L =) = (L= Xern)”) fo@(a) + (Niy — ) fo @ (D))

=0

DN | —
=

fo®(a)+ fo®(b)
2

olup ispat tamamlanir.
[24] de Dragomir birka¢ fonksiyon tanimlamis ve bu fonksiyonlarla (2.3) un
sol tarafinin bir kestirimini olusturmustur. Simdi Dragomir’in bununla ilgili iki

teoremini verelim.
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Teorem 2.2.6 f : [a, b] — R konveks fonksiyon ve [0, 1] tizerinde H,

Ht) = bf<tx+(1—t)a;b) iz

“b—al,
seklinde tanimlansin. O halde H, [0, 1] de artandir, konvekstir ve her ¢ € [0, 1]

icin,

() -rosro<nn- = [j@e @

esitsizligi gecerlidir.

Teorem 2.2.7 f, H Teorem 2.2.6. da verildigi gibi olsun ve [0, 1] Gzerinde F,

F(t):ﬁ/@b/abf(tx+(l—t)y)dxdy

seklinde tanimlansin. O halde,
(i) F, [0,1] de konveks, % civarinda simetrik, [0, 1] de azalan, [3,1] de artan ve

her ¢ € [0, 1] igin,

b
SupF(t):F(O):F(l):b1 f(z)dx
te[0,1] —a J,
ve
inf F(t)=F(2)=— /b/bf PTYY dad
t€[0,1] n 2)  (b—a)?t. Ja 2 vy
seklindedir.

(ii) Her ¢ € [0, 1] icin,

esitsizlikleri gecerlidir.
[25] de Yang ve Hong, (2.3) esitsizliginin sag tarafinin bazi fonksiyonlar yardimiyla
bir kestirimini olusturmustur.

Teorem 2.2.8 f : [a, b] — R konveks fonksiyon ve [0, 1] izerinde P,

v = g [ () (7))
() () )]
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seklinde tanimlansin. O halde P, [0, 1] de konvekstir, artandir ve her ¢t € [0, 1]
icin,
1
b—a

esitsizlikleri gecerlidir.

/bf<x)d:czp(o>gp(t)gp<1):w (2.11)

[25] de Dragomir, Milosevic ve Sandor (2.3) ile ilgili esitsizlikler olusturdular.

Teorem 2.2.9 f, H Teorem 2.2.6. da verildigi gibi olsun. O halde,
(i)

3b+a

a+b 2 1

f( 2 ) = b—a/ﬁa;b
1 a+b 1 b

< §{f< : )+b_a/af<x>dx}

(ii) f, [a, b] de diferansiyellenebilir olmak uzere her ¢ € [0, 1] icin,

0 < ﬁ/af(af)dx—H(t)

< a1 {f(a)—i-f(b)_bia/abf(x)d:v}

f(x)dxﬁ/() H (t)

2

ve ) .
(f (a) + f (b)) (b—a)
4

esitsizlikleri saglanir.

Teorem 2.2.10 f, H Teorem 2.2.6. da verildigi gibi olsun ve [0, 1] Gzerinde G,
1
G(t) = 5 lf (ta—l—(l—t)a;—b) + f (tb+(1—t)a;rb)}

seklinde tanimlansin. O halde,

(i) G, [0, 1] de konvekstir ve artandir.
(i)

inf G(f) — G(O):f(“+b>

te(0,1]

sup G(t) = G(1)=
t€[0,1] 2



dir.
(iii) Her ¢ € [0, 1] igin,

dir.
(iv)

a+3b

2 i
b—a/3a4+b f(x)dx

IN
NN
| — ]
&H
7 N

(8]
S)
=+
S
N————
+
~
7 N
S|
N
w
S
N————
—_

VAN
C\H
Q
=
VAN
DO | —

dir.
(v) f, |a, b] de diferansiyellenebilir olmak Uzere her ¢ € [0, 1] igin,

“;b)smw—ﬂw

03H(f>—f<

dir.
Teorem 2.2.11 f, H, G Teorem 2.2.10 da verildigi gibi olsun ve [0, 1] Uzerinde

L,

L(t):2<b—1_a)/a [ (ba+ (1—8)2) + f (th) + (1 — t) 2] da

seklinde tanimlansin. O halde,
(i) L, [0, 1] arahiginda konvekstir.
(if) Her ¢ € [0, 1] igin,

G < _2:t/f Vd + DTS O) +f() 2.12)
o T+ f0)
- 2
ve
p L) = L @S0
t€[0,1]
dir.
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(iii) Her ¢ € [0, 1] igin,

H(1—-t)<L(t) ve

dir.

[26] da Tseng, Yang ve Hsu (2.3) esitsizligine dair bazi sonuglara ulagmigstir. Bu
sonuglara gecmeden once ispatlarinda kullanacagimiz lemmalari verelim.
Lemma2.2.12 f : [a,b] — R konveks fonksiyonvea < A < C < D < B <),
A+ B = C + D olsun. O halde

FO)+F (D)< f(A)+f(B)

dir.

Lemma 2.2.12 deki varsayimlari asagidaki lemmadaki gibi zayiflatabiliriz.
Lemma 2.2.13 f : [a,b] — R konveks fonksiyonvea < A < C < B < b,
a<A<D<B<b A+ B=C+ Dolsun. O halde

FCO)+ (D)< f(A)+f(B)

dir.
Teorem 2.2.14 f : [a,b] — R konveks fonksiyon ve H, P Teorem 2.2.8 deki
gibi tanimlansin. O halde asagidaki sonuglara sahip oluruz:
(i)
] (@) d
b a2 )
(2.13)

S(KPWﬁgéh%a[fm@$i@%ﬂQ

IN

(i) Her ¢ € [0, 1] icin,

L) < _;:t/f d:v—l—t )+f()
(2.14)
< f(a);f(b)
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ve

dir.

(iii) f, [a, b] de diferansiyellenebilir olmak lzere her ¢ € [0,

0

< t{ﬁ/ f(w)d:v—f<“;b
[ rwa,

) < (f (@) +f () (b—a)

1
b—a

< P(t)-
O<P(t)—f(a;b
ve
0<P(t)—H(t)
dir.

)

1] igin,

Ispat. (i) Temel integrasyon tekniklerini kullanarak,

2
b—a

b—a

[

)+ f(a+b—z)|dtde,

/[“7sff’]u[a+43b7b] f(x)dz

TG

a+x

24

)<

a+ 2b—

2

“ﬂ dtdz,

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)



/OlP(t)dt

et (L= a) + f(tfa+ (1 —t)2)) dida

1 53
+b—a/a /O [fb+(1—t)(a+b—2x))

+ f(t(a+b—xz)+ (1 —1t)b)]dtdx

(2.21)

ve

%{f b—a/f dﬂ”]
= 7% / / )] dtda (2.22)
+bia/aagb/j [f (a+b—2)+ f (b)) didz

esitliklerine sahip oluruz. Her ¢ € [0, 1] ve = € [a, $2] icin Lemma 2.2.12 de

A=42 C=g,D=a+b—xveB="2=alnirsa,

f(x)+f(a+b—x)§f<a;x>+f(a+226_x); (2.23)
A=tez+(1—-t)a,C =D =2 ve B=ta+ (1—1t)xalinirsa,
() <y te s 0-na+fGar a0l @29

A=tb+(1—t)(a+b—2),C=D=""2=2veB=t(a+b—xz)+(1—1t)b

alinirsa,

f(a”;_f”) U+ (L) (at b))+ f(t(atb—a)+ (L D)D)
(2.25)
A=a,C=tz+ (1 —t)a,D =ta+ (1 —1t)xve B=xalinirsa,

[f (@) + f(2)];  (2.26)

N | —

S o+ (1= 1)a) + f (ta+ (1~ 1)2)] <
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A=a+b—z,C=tb+(1—-t)(a+b—2z),D=t(a+b—x)+ (1 —t)bve

B = balinirsa,

[fb+(1—=t)(a+b—2))+ f(t(a+b—2x)+ (1 —1)b)]
(2.27)

DN | —

fla+b—2x)+ f(b)
- 2

esitsizlikleri elde edilir. (2.23)-(2.27) esitsizlikleri [0 1} de t ye gore integre

12
edilip her iki tarafini b‘T“ ile bolip (2.19)-(2.22) tanimlari kullanilarak, (2.13)
elde edilir.
(ii) Integrasyon icin degisken degisimi kurallarini kullanarak, her ¢ € [0, 1] igin,

a+b
2

P(t):bia/ (fta+(1—=t)z)+ f(tb+(1—1t)(a+b—x))]dx
’ (2.28)
ve
L(t) = %P(t)+ﬁ/2[f(ta—i—(l—t)(a—i—b—x))
(2.29)

+f(th+ (1 —t)z)|dx

tanimlarina sahip oluruz. Lemma 2.2.13. de her ¢ € [0, 1] ve = € [a, 2] icin,
A=ta+(1-t)z,C =ta+(1—-t)(a+b—2), D =tb+ (1—1t)x ve

B=tb+ (1—1t)(a+b— x)alnirsa,

flta+ (1 —=t)(a+b—2))+ f{tb+ (1 —1t)x) (2.30)

< flta+(Q=t)x)+ftb+(1—t)(a+b— 1))

esitsizligi gecerlidir. (2.30) esitsizliginin her iki tarafi [a, 2] Uzerinde integre
edilip 2 (b — a) ile bolunilp (2.28)-(2.29) tanimlari kullanilarak (2.14) ilk kismini
elde ederiz. (2.3) ve f in konveksligi uygulanarak (2.14) nin ikinci ve Gglnci

esitsizliklerini elde ederiz. Bu (2.14) yi ispatlar.
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Tekrar integrasyon icin degisken degisimi kurallarini kullanarak, her ¢ € [0, 1]

3a+b
4

icin,
P) = bia/a [f(ta+(1—t)a:)+f<ta+(1—t)<3a2+b—x))
(2.31)

+f(tb+(1—t) (Z)_Ta—i—x)>—|—f(tb+(1—t)(a+b—x))} dx

tanimina sahip oluruz. Lemma 2.2.12 de her ¢ € [0, 1] ve = € [a, 242] icin,

A=a,C=ta+(1—t)z, D =ta+ (1 —1t) (32=2) ve B=ta+ (1 —t) 2

alinirsa,

flta+(1—t)a)+ f <m + (1=t (W)) (2.32)

< f(a)—kf(ta—i—(l—t)a;_b);

A=th+(1—-t)2,C=tb+(1—1t) (5% +2),D=tb+(1—1t)(a+b—2)

ve B = b alinirsa,

f(tb+(1—t) (Z)_Tam)) +f(tb+(1—1t)(a+b—2))2.33)

< be+u—w9§£>+f@

esitsizlikleri gegerlidir.(2.32) ve (2.33) esitsizlikleri [a, 22t2] izerinde « e gore

integre edilip (b — a) ile bolinup (2.31) tanimi kullanilarak, her ¢ € [0, 1] igin,

L[f(a)+ f(b)

P(t) <= [ 5 +G (1) (2.34)

-2
esitsizligine sahip oluruz. (2.34) kullanilarak biz (2.31) nin ikinci esitsizligini
elde ederiz. (2.15) Un ilk esitsizligi (2.12) ve (2.14) den elde edilebilir. Bu
(2.15)i ispatlar.

(iii) Kismi integrasyon yontemini kullanarak,

A (L BT TR ) P e

- bi@/jf(w)dx—f(“jb)
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esitligine sahip oluruz. Integrasyonun altaralik kurallarini kullanarak,

a+b
2

! /f(m)dx_ 1/ F@) 4+ flatb—a)de  (236)

b—a b—a
tanimina sahip oluruz. simdi f in konveksligini kullanarak, her ¢ € [0, 1] ve
T E [a, “TH’} icin,
flta+(1=t)z) = f(z) > t(a—a)f (v)
ve

ftb+1—t)(a+b—2a)—fla+b—2a)>t(x—a)f (a+b—2z)

esitsizliklerini elde ederiz. Bu esitsizlikleri [a, “t2] de m e gore integre edip her
tarafi (b — a) ile bolp (2.28), (2.35), (2.36) ve (2.3) U kullanirsak, (2.16) yi elde
ederiz.

Diger taraftan

2 2 4
ve (s
f)—f(92 1 at+b\ , . b—a,
S < (-1 r o ="
esitsizliklerini taraf tarafa toplarsak
f(a);rf(b> B f(a;b) U <b>—f4<a)) (b—a) (2.37)

elde edilir. Sonugta (2.3), (2.10), (2.11) ve (2.35) den (2.15) ve (2.16) elde edilir

ve ispat tamamlanir.
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3 FARKLI KONVEKSLIK TURLERI ICIN HERMITE HADAMARD
TIPLI ESITSIZLIKLER

Bu bolimde farkl konvekslik turleri igin Hermite Hadamard esitsizligi ile ilgili
genellestirmeler verilmistir. 11k olarak lon’un quasi-konveks fonksiyonlar icin

Hermite Hadamard tipi esitsizliginin sag tarafi (izerine sonuclarini verecegiz.

Daha sonra Alomari, Darus ve Kirmaci’nin quasi-konveks fonksiyonlar ve s-konveks
fonksiyonlar i¢in olusturduklari Hermite Hadamard tipli esitsizlikler i¢in genellestirmelerini
verecegiz. Son olarakta, Chen ve Feng’in birinci tiirevinin mutlak degeri s-konveks

olan fonksiyon icin Hermite Hadamard esitsizliginin sol tarafi ile ilgili bazi esitsizliklerden

bahsedecegiz.

3.1 Quasi-Konveks Fonksiyon igin Kestirimler ve Genellestirmeleri

lon [28] de quasi-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizliginin sag
tarafi ile ilgili bazi sonuclar 6ne siirmiistiir. Ayrica trapezoidal formda fabf (x)dx
integralinin yaklasik hatasl icin bazi sonuglar ve uygulamalar elde etmistir. lon’un
teoremini vermeden once ispat igin gerekli olan lemmay1 vererek baslayalim.

Lemma 3.1.1 f : [a,b] — R, (a.b) Uzerinde diferansiyellenebilen fonksiyon,

a,b € R, a < bolsun.|f'| € L' (a,b) olmak lizere

L0 I0 L[

_ (b;a)./ol(l—2t)f'(ta+(1—t)b)dt

3.1)

esitsizligi gecerlidir. [28, Lemma 2.1]

Ispat. Kismi integrasyon yéntemiyle

I = /1(1—2t)f'(m+(1—t)b)dt

fta+(1—1)b)
a—2b

f (ta+(1—1)b)

dt
a—>b

(1—2t) +2
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esitligine sahip oluruz ve integrasyonda = = ta + (1 — t) b degisken degisimi ile

f@er® 2
b—a (b—a)2/af(x)d

elde edilir ve ispat tamamlanir.

I =

Teorem 3.1.2 f : [a,b] — R, (a.b) Uzerinde diferansiyellenebilen fonksiyon
olmak iizere a,b € R, a < bolsun. | f'|", [a, b] Uizerinde quasi-konveks fonksiyon

ise

< (b—a) sup { [/ (a)], | £ (0)[}

4

fl@+fo 1 [
5 —b_a/(lf(:c)dx

esitisizligi gecerlidir. [28, Teorem 1]

Ispat. |f|, (a,b) de quasi-konveks oldugundan ve Lemma 3.1.1 yardimiyla

fl@+fe 1 [
5 —b_a/af(x)dm

- (b;a)./o (1—2t)f'(ta+(1—t)b)dt’

b—a
2

s {7 @

_ “‘@“mﬂg“”ﬁfaﬂ}ﬁﬂl_mmt

IA

/01|1—2t|‘f’(ta+(1—t)b)‘dt

IN

i

sup {

gl @17 o)

olup ispat tamamlanir.
Teorem 3.1.3 f : [a,b] — R, (a,b) Uzerinde diferansiyellenebilen fonksiyon ve
a,b € R, a < bolsun. {f\p% , [a, b] tizerinde quasi-konveks fonksiyon olmak

uzere
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L0 I0 L [

e
< M=o {Sup{\f' @ |F ®) H

2(p+1)»

esitsizligi gecerlidir. [28, Teorem 2]
Not. Dragomir [29] da Teorem 3.1.2 ve Teorem 3.1.3 U genellestirmistir. Simdi
Teorem 3.1.3 (in ispatini verelim.

Ispat. Oncelikle

1

1 1 1
2 2 1
/ |1—2t|pdt:/ (1—2t)pdt+/ (2t—1)pdt:2/ (1—-2t)’dt = ——
0 0 1 0 p+1

2

-

olduguna dikkat ¢ekecek olursak, Lemma 3.1.1 ve Holder esitsizligi yardimiyla,

‘f(a);f(b) _bia/abf(rb)dx

_ (b;a)./ol\(l—%)\‘f’(ta+(1—t)b)‘dt
< (b;a>.</01|(1—2t)|pdt);(/01 f'(ta+(1—t)b)‘th);
< “’;“).(/01|<1—2t>|pdt)’1’(/olsup{f’<a>q,(f’a»)]q}cw)é
- 0 fan{lr @]y o ]
elde edilir. Burada
1.y
p q

dir.
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Alomari ve arkadaslari [30] da quasi-konveks fonksiyonlar icin Hadamard esitsizliginin
bir kestirimini vermis, 6zel ortalamalar i¢in uygulamalar verip, trapezoidal formil

icin bazi yaklasik hatalar elde etmistir. Alomari’nin sonuglarini vermeden énce

ispat i¢in gerekli olan lemmayi verelim.

Teorem 3.1.5 i ispatlamak icin asagidaki lemmaya ihtiya¢ duyulmustur.

Lemma 3.14 f: I c R — R, I° izerinde diferansiyellenebilir fonksiyon,

a,b € I°vea < bolsun. f € L [a,b] olmak tizere

'f(a);f(b) _bia/abf(x)dx

= b;a[/o (—t)f’(l—zi_ta—i—l;tb)dt—i—/tf (ﬂb—i—#)dt]

esitsizligi saglanir. [30, Lemma 2.1]

Ispat. Kismi integrasyon yontemi ile

1 1—
h:/—ﬁ<+t+ tOﬁ
O 2
2 1+t  1-—t 2 Vo144t 11—t
= —a_bf( 5 ot 5 )t!0+ — f( 5 0t 5 b)dt

2 2 Lo+t 1—t
- = | f( o b)dt

bulunur. Integrasyonda = = Fta + 151, dow = %5bdt degigken degisimi ile

2 4
W= @ [ rwas

bulunur. I i¢in ayni yontemler uygulanirsa

1 1
bz/tf<+f Qt)ﬁ
0

2 4 b
— b—af<b>t+—(b—a)2/a;rbf(x)dx
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esitligine sahip oluruz. Boylece esitlikler taraf tarafa toplanirsa

4
esitligi elde edilir.

b—a[[1+[2}: f<a>_2’_f(b)_bia/ f(x)da:

Alomari [28] de ki esitsizlikten daha iyi oldugunu disundugi quasi-konveks
fonksiyonlar icin Hadamard esitsizliginin sag tarafi ile ilgili yeni sinirlarini buldugu
Teorem 3.1.5 asagida verilmistir.

Teorem 3.1.5 f: 1 C [0,00) — R, I° izerinde diferansiyellenebilir fonksiyon,
a,b € I'vea < bigin f € La,b] dir. |f'|,][a,b] Uzerinde quasi-konveks

fonksiyon olmak tzere

R T R
bl
el 3ol

esitsizligi gecerlidir. [30, Teorem 2.2]

Y

/ (a)]} (33)

Ispat. Lemma 3.1.4 den

L0 L[ e

— ! (1 1— /1 1—
b-a / -0 f (a4 120 dt+/ i (L
. 2 2 . 2 2

4
esitligine sahip oluruz ve | f'| , herhangi ¢ € [0, 1] i¢in [a, b] lizerinde quasi-konveks

33



fonksiyon oldugundan

1010 L[ e

b—a 1 1+t 1—t
= . —t b||dt

(14t 1-1¢
(250 o]

AN
S8
N
Q
| u— |
S—
2

~
0]
=
o}

|7 (b)\H

Sonug¢ f, Teorem 3.1.5 deki gibi tanimlaniyor ve burada

ol (7)

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

1) | /| artansa,

‘f(a);‘f(b) _bia/abf(:t)dx

2)|f'| azalansa,

!

f (@) +

2 b—a

MERIL L[ s <2

b—a[
<

’ a + b
()]
(3.5)
esitsizlikleri saglanir.

Not. (3.4) ve (3.5) quasi-konveks ve konveks fonksiyonlar Trapezoid esitsizligine

dair iki yeni kestirimdir. Simdi Teorem 3.1.6 y1 verelim.
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Teorem 3.1.6 f : I C [0,00) — R, I° tizerinde diferansiyellenebilir fonksiyon
olsun dyle ki a,b € T ve a < bigin f € Lla,b] dir. |f/|7-1, [a,b] Uzerinde

p > 1ic¢in quasi-konveks fonksiyon olmak uizere

e eI

rfa+b
()

p—1

}) e

/()

P
p—1 ,
?

esitsizligi saglanir. [30, Teorem 2.3]

Ispat. Lemma 3.1.4 ve Holder Integral esitsizligi uygulanirsa

ICEUESy P
Ll (e i) e [l (S5
(L) (L (a5
) (L (e 59
e Codlr ()] o)™
(2 )

esitsizligi elde edilir, ispat tamamlanir. Burada (1/p + 1/q = 1) dir

IN

1+t 1-—1¢
f<+b—|- a)

y

IN

q

b—a

’

IN

)

/

f (a)

Y

Sonug¢ 3.1.7 f Teorem 3.1.6 daki gibi tanimlaniyor ve burada
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1) }f’|p/%1 artansa,

izt foa]< i ol (2]
1P~ azalansa,
et el oy el b (5]

esitsizlikleri saglanir.

Teorem 3.1.6 nin ilerlemis sekli ve Teorem 3.1.5 in sonucunu saglamlastiran
Teorem 3.1.8 nin ispatini verelim.

Teorem 3.1.8 f : I ¢ R — R, I° tizerinde diferansiyellenebilir fonksiyon,
a,b € I°ve a < bolsun. |f'|?,[a,b] Uzerinde ¢ > 1 igin quasi-konveks

fonksiyon olmak tzere

e IR
< 5 [ (45
(el (57

esitsizligi gecerlidir. [30, Teorem 2.4]

q}>é

Ispat. Lemma 3.1.4 ve power-mean esitsizligi kullanilarak,
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OO @
[ el (e 5o [l (152
) (o (o))
() (o (e )

S ol 2 o)

(omflr () )

elde edilir ve ispat tamamlanir.

IA

.

IN

S @)

IN

f (a)

Y
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3.2 S-Konveks Fonksiyonlar icin Kestirimler ve Genellestirmeleri

Alomari [31] de s-konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard esitsizliginin

sol tarafi ile ilgili bazi varsayimlar 6ne stirmistir. Alomari’nin teoremini vermeden

once [32] de Dragomir ve Fitzcpatric degisken degisimi uygulayarak Hermite-Hadamard
esitsizligini s-konveks fonksiyonlar icin olusturmuslardir. 1lgili teoremi verdikten

sonra ispat icin gerekli lemmayi verelim.

Oncelikle Dragomir ve Fitzcpatric’in [32] de ki teoremini verelim.

Teorem 3.2.1 f : [0,00) — f : [0, 00) s-konveks fonksiyon, s € (0,1], a,b €

[0,00) ve a < bolsun. f € L' [0, 1] olmak lizere

. (a+D I f(a)+ f(b)
2 f(2)§b—a/af($)dx§s+—1 (3.7)

esitsizligi gecerlidir. [31, Teorem 1.1]

Simdi gerekli olan lemma ile devam edelim.
Lemma3.22 f : I C R — R, I° tizerinde diferansiyellenebilir fonksiyon ve

a,b € I,a<bolsun. |f'| € L]a,b] olmak iizere

f(a";b)—bfa/abf(a:)dx
= b;a[/Oltf'(ta;bﬂl—t)a)dt+/01(t—1)f'<tb+(1—t)aT+b)dt]

esitsizligi saglanir. [31, Lemma 2.1]

Ispat. Kismi integrasyon yontemiyle

I, — /1tf’<ta;b+(1—t)a>dt
0
2 a+b ! 2 ! a-+b
= b—atf<t 5 +(1—t)a>0—b_a/0f(t 5 +(1—t)a>dt

2 a+b 2 ! a+b
_ b_af( ! )—b_a/0f<t : +(1—t)a>dt
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bulunur ve integrasyonda x = t“T“’ + (1 —t)a, dz = I"T“dt degisken degisimi

uygulanirsa

hzbiaf(a;b) N (b—4a)2/an(I)dx

elde edilir. Benzer olarak

L = /Ol(t—l)f' (tb+(1—t)a;b) dt

2 a+b 4 b
B b—af( 2 > T G—ap /a;bf(x)d”“"
oldugu gorulir ve boylece esitlikler taraf tarafa toplanirsa

e et [t () e [

_ f(a+b) /f

ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.3 f : I C [0,00) — R, I° Uizerinde diferansiyellenebilir fonksiyon
olsundyleki f € L[a,b],a,b € Ivea < bdir. f', [a,b] Uzerinde bazi s € (0, 1]

sabitleri igin s-konveks fonksiyon olmak Utzere

'f <a + b) o) de
4(s+b1_2+2 Uf ‘”(S“) f/(a;rb)'+ '(b)”(3-8)
el +fr o] o9

esitsizligi saglanir. [31, Teorem 2.2]
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Ispat. Lemma 3.2.2 den yararlanarak

((57) a1
L (oo el (e ot o
Sl () ey
a5t [oofoserle (5]

b—a| 1 rfa+Db
g [s—|—2‘f( 2 >‘+(3—|— (s+2) ’f ”

IN

IN

’(a)” dt

f%m”ﬁ

+b;a[@+1 s+2‘f ’ (sim‘f(a;b)u
- e F @ el (50|l o) @10

esitsizligi elde edilir ve boylece (3.8) ispatlanir. (3.9) esitsizligini ispatlamak icin
herhangi ¢ € [0, 1] icin | f'| , [a, b] Uizerinde s-konveks oldugundan (3.7) esitsizligi
yardimiyla

2371

LY

esitsizligine sahip oluruz. (3.10) ile (3.11) birlestirilerek,
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‘f(“f’) —bia/abf@)dx

< forers 11 @ e (50| o]
< ity | @] 2oz HOELOL ||
= (i(:: 11))((sb+_26;) |7 @] +]s o]

oldugu goralir ve (3.9) un ispati tamamlanir.

Alomari ve arkadaslarinin s-konveks fonksiyonlar icin Hadamard esitsizliginin
sol tarafinin Ust sinirini bulduklari Teorem 3.2.4 agagida verilmistir.

Teorem 3.2.4 f : I C [0,00) — R, I° lizerinde diferansiyellenebilir fonksiyon
olsunodylekia,b € I vea < bigin f’ € [a, b] dir. |f’|ﬁ ,(p>1),]a,0b] Uzerinde

bazi s € (0, 1] sabitleri igin s-konveks fonksiyon olmak tizere

) st o= (2) ) ()

{((21‘5 +s+1) | (@ +2 q)é (3.12)

qﬂ

£ ()

!/

+(@=]f @+ @ +s+1) |7 )

esitsizligi gecerlidir. Burada

q=p/(p—1)

dir. [31, Teorem 2.3]

Ispat. p > 1 oldugunu varsayalim. Lemma 3.2.2 ve Holder esitsizligini kullanarak
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(57 [ @
lb;a/olt . (ta—zi—b+(1_t)a)
() (] )
e (fomms) ([ o)

esitsizligine sahip oluruz ve | f'|* s-konveks oldugundan,

/01 f <ta;b+(1—t)a> dtg/ol {ts f (a;rb>

1 fa+b q
N s+1‘f( 2 )

ve

/

IN

dt+/01(1—t) f (tb+(1—t)a;b)‘dt}

f (ta;b—l—(l—t)a)

N
dt>

q

+(1—1t)°

f (a) H dt

q+s—{1—1‘f/(a)

q

f (tb+(1—t)a;b)

q
}dt

dt < /01 {tsf'(b)q—l—(l—t)s

r[a+Db
()

1 ’ q ]. ’ a+b 4
B s—i-l“f (®) +3—|—1f( 2 )
olur, boylece

i/bﬂ Yo — f (25

b—a /, o 2

b—a 1 7 1 ¢
< :
< 5 G) () 613

=

g i (&)D; + ('f (“;b) 4 a0 ) ]
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esitsizligini elde ederiz. $imdi |f'|*, herhangi ¢ € [0,1] icin [a,b] Uzerinde

s-konveks oldugundan ve (3.7) esitsizliginden
_ @l )

rfa+b
/ <T> ST

(3.14) elde edilir. (3.13) ile (3.14) birlestirilirse

(5) i s
< ()G ()
(25 )
(ol Sl al slron)|

< (7)) (52)

‘ q

9s-1 (3.14)

!

f (@] +

@[+ o

’

f (a)

1

|:<(21—S—I—S+ 1) ‘f/ (a)] + (21—5+8+1) ’f, (0) q);

—+<(T*ﬁ f%a”q+(21s—%s%—n‘f/@ﬂq>;
elde edilir ve burada
1 1
—+-=1
P q

dir. Teorem 3.2.4 ten asagidaki sonuca ulasilir.
Sonug 3.25 f : I C [0,00) — R, I° izerinde diferansiyellenebilir fonksiyon
olsun dyle ki a,b € I ve a < bigin f' € L]a,b] dir. |f’|p%1, (p>1), [a,0b]

Uzerinde bazi s € (0, 1] sabitleri icin s-konveks fonksiyon olmak uzere
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\f(“;b) —bia/abﬂx)da:
< () Gh) ()

e s (-

7))

esitsizligi elde edilir. Burada

dir.
Ispat. (3.12) esitsizligi Uzerinde a; = (2! + s + 1) | f (a)

q —_—
, Ao =

Tob = (27 [ (b)
2=*) |f (a)|" ve by = (2! + s+ 1) |f (b)|* olsun. Burada ¢ > 1 i¢in 0 <
1/q < 1 dir. Aslinda

n

Z(ai +bi>r < Zaf +Zb:
1=1 1=1

=1
r = (0,1), ai,as,....,a, > 0 Ve by, by,....;b, > 0 olmak lzere yukaridaki

esitsizlige uygulanirsa

44



\f(“;b) —bia/abﬂx)da:
< () Gh) ()

+ {((21—5 +s+ ) | (@ +2

’

f ()

q>;
|

Q=

!

+ <2178

f (a)(q + (2 s+ 1) ‘f’ (b)ﬁ

< (7)) ()

Lo s )1 (|5 @) +

7))

elde edilir ve asagidaki teorem saglanir.
Teorem 3.2.6 f : I C [0,00) — R, I° Uizerinde diferansiyellenebilir fonksiyon
olsundylekia,b € Ivea < bigin f' € L[a,b]dir. |f'|?, (¢ > 1), [a, b] Uzerinde

bazi s € (0, 1] sabitleri igin s-konveks fonksiyon olmak izere.

f(a;b>_bia/abf("”dx : <b§a)(<s+1>2<s+2>); (319

‘q

+ 2178

F o)

q};}

[{ @+ 1)|f (@

!

e+ o +27|f @

esitsizligi gecerlidir. [31, Teorem 2.4]
Ispat. p > 1 oldugunu varsayalim. Lemma 3.2.2 ve power-mean esitsizligi

kullanilarak
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(20t [ s
< 12 [[olr (=5t v amna)fas [a-ols (wra-ot2)a]
(L) ([ (5t o) w)
AT (L amna) (L ool (wronty?)

esitsizligine sahip oluruz ve | /| s-konveks oldugundan

1
|

¢ N\
dt)

q

dt

f (ta;b—i-(l—t)a)

VAN
Q\H
~
®
=

ve

/01(1—t)‘f' (tb+(1—t)a;b> Lt
/01 [(1—t)t$
_ 5+2‘f (a+b>

q
}dt

o ey (a;”)

+(3—l— s—|—2 ‘f
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bulunur. Boylece,

(57 bia/abf@:)dx
< (%) <<s+1>2<s+2>)é (319
(iwenlr (S5 4l )
w (7o) + el (42) )]

Simdi |f'|*, [a,b] Uzerinde bazi ¢ € (0,1] sabitleri icin s-konveks fonksiyon

@

esitsizligi elde edilir.
oldugundan ve (3.7) esitsizligi kullanilarak

rfa+b
(%)

@ o)
- s+1

28—1

(3.17)
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oldugu goralir. (3.16) ile (3.17) birlestirilerek

() -5 [ sl
: (b§a> (<s+1>2<s+2>>é
(ool (55 +lrer)y
(ol sl (5))]
: (bga) (<s+1>2<s+2>);

([ o'+ |7 o) | @)

!

elde edilir.
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Sonug 3.2.7 f ,Teorem 3.2.6 daki gibi tanimlansin, ¢ > 1 i¢in olmak lzere

(22 s
< (%) (<s+1>2<3+2>); (319

o)}

(s @+ ") (|7 @] +2

esitsizligi gecerlidir.
Teorem 3.2.8 f : [ C [0,00) — R, I° lizerinde diferansiyellenebilir fonksiyon
olsun dyle ki a,b € I ve a < bicin f' € L[a,b] dir. |f'|?,(¢ > 1) icin [a, ]

Uzerinde bazi s € (0, 1] sabitleri icin konkav fonksiyon olmak tUzere

a+b 1 b
(53) ot [
b—a\ [ q—1\"5[| ., /3a+b , (a+3b
< () G=) [ Gl ()
esitsizligi saglanir. [31, Teorem 2.5]
Ispat. ¢ > 1vep = ¢/ (¢ — 1) igin Lemma 3.2.2 ve Holder esitsizligi kullanilarak,
a+b
‘f( ) b—a/f
b—al (' |, [.a+b
[ (52 e 0 0a)
+/11—t‘f <tb+(1—t) ;b)‘dt]
b—a 1p % ! ’ CL+b
" (/Otdt) (/ f(t ! +<1_t>a>
b—a 1 » % 1
= (/0 (1-1) dt) </
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dt

IN

IN

AN
dt)

f (tb+(1—t)a;b)

¢ N7
dt)




esitsizligini elde ederiz. Burada (1/p + 1/q = 1) dir. |f'|?, [a,b] Uzerinde her

x,y € [a, b] icin konkav oldugundan ve power-mean esitsizligi kullanilarak

fOa+@=2y| = Alf

> (Mf@|+a-n]fw

)(1
Bu ytzden,

£ 0w+ (1= 0g)| 2 A|f @)+ (1=

f’(y)(

olur, boylece \f\ ayni zamanda konkavdir. Jensen integral esitsizliginden,

[ s ([

r (3a+D
()
saglanir ve benzer olarak

/1 f <tb+(1—t)aT+b)‘dt§ f <a23b)

elde edilir. Butln esitsizlikler birlestirilerek sonuca ulasilir.

q

dt

f (ta;b—l—(l—t)a)

P (fol (192 4 (1 — 1) a) dt>

[leodt

q

IN

q

Simdi Alomari [31] de bulmus oldugu kestirimlere dair bir notu verelim.
Not. Esitsizlik (3.8) ile (3.9) da s = 1 verilirse [34] de Kirmaci’nin ispatladigi

i [ @an— s ()] <550 7 @]+ |7 0

esitsizliginin yeni bir kestirimi bulunur. Ayrica (3.15) ile [35] de Pearce ve

Pecaric’in ispatladigi

[ (e5) -t s
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esitsizliginin ve (3.12), (3.18) ve Sonu¢ 3.2.5 ile [35] de Pearce ve Pecaric’in
ispatladigi

'f (a;—b) _bia/abf(iﬂ)dx' < b;a {|f(a)\q-2|r|f(b)‘q 1/q

esitsizliginin yeni sinirlari bulunur.

Simdi Chen ve Feng’in [33] de birinci turevinin mutlak degeri s-konveks olan
fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard esitsizliginin sol tarafina dair teoremlerini
verelim. Chen ve Feng’in teoremine gecmeden gerekli olan lemma ile baglayalim.
Lemma3.29 f : I C R — R, I° tizerinde diferansiyellenebilir fonksiyon ve
a,be I, a<bdir f € L[a,b] olmak Uzere VA € [0, 1] icin

b
f()\a+(1—/\)b)—ﬁ/ £(t) dt

1

= (b—a)(l—)\)2/o tf a4+ 1 =Nb+(1—t)a)dt

+(b—a)A2/1(t—1)f'(tb+(1—t)b+(/\a+(1—>\)b))dt

esitligi gecerlidir. [33, Lemma 2.1]

Ispat. Kismi integrasyon yontemiyle
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L = /ltf’(t()\a+(1—A)b)+(1—t)a)dt

1 1

= Goaa oy e =N+ a-nad|

_(b_a)l(l_)\)/o ftMa+(1—=Nb)+(1—t)a)dt

1
= Goaaoy/ Cer -0

_(b_a)l(l_,\)/o ftAa+(1—=Nb)+(1—t)a)dt

ve integrasyonda x = t(Aa+ (1 = A)b) + (1 —t)a, dez = (b—a) (1 —N)dt
degisken degisimi ile,

1 1 Aa+(1—-A)b
h=G=a (1_)\)f()\aJr(l—)\)b)—(b_a)Q(l_)\)2/a £ (z)da

bulunur. Benzer olarak,
1 !
L - / (E—1) f (th+ (1—1) Qa+ (1 —\)b)) dt
0
1

1 b
— =) )\f (Aa+ (1 —=A)b) — —(b - a)2 2 /)\a—i-(l—)\)b f(z)dz

esitligi elde edilir. Boylece

I = (b—a)(1=XN1L+ (b—a) NI,

_ f()\a+(1—)\)b)—bia/f(x)d:c

ispat tamamlanir. Burada A = 1/2 icin Lemma 3.2.2 elde edilir.
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Teorem 3.2.10 f : I € R — R, I° tizerinde diferansiyellenebilir fonksiyon,
f' € Lla,bl, a,b € I vea < bdir. |f'|, (¢ > 1) olacak sekilde [a, b] Uzerinde

bazi s € (0, 1] sabitleri ve YA € [0, 1] i¢in s-konveks fonksiyon olmak uzere
1 b

1
(s+1)(s+2)

/

f <a)+5$2f'(xa+<1—x)b)‘>

< -

1
(s+1)(s+2

+(b—a))\2( >’f’(b)+ﬁ%f’(xa+(1—x)b)‘>

esitsizligi saglanir. [33, Teorem 3.1]

Ispat. Lemma 3.2.9 kullanilarak

'f<M+(1—A)b)—ﬁ/abf(t>dt‘
< (b—a)u_A)2/01t‘f’(m+(1—A)b)+(1_t)a)dt

+(b—a)/\2/1(1—t)‘f/tb+(1—t)(>\a+(1—)\)b)‘dt

esitsizligine sahip olunur ve | f’| s-konveks oldugundan,
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‘f(/\aJr(l—)\)b)—ﬁ/abf(t)dt'

1

< (b—a)(l—)\)2/ 16

0

7 (a)D dt

7 (Aa+(1—A)b)) (-

/

f0)+(1—1)°

+(b—a))\2/01(1—t)<t5 f’(Aa+(1—A)b)>dt

, 1
= (=)= ((3+1)(5+2)

’

F@+ gl Dot - 2n))

+2

+(b—a))\2((8+1)1<8+2> 'f’(b)+s+2f’(xa+(1—x)b)‘)

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir. Teorem 3.2.11 ile devam edelim.

Teorem 3.2.11 f : I € R — R, I° izerinde diferansiyellenebilir fonksiyon
olsun dyle ki f’ € L a,b], burada a,b € I ve a < bdir. |f'["/*~", (p > 1) olacak
sekilde [a, b] Uzerinde bazi s € (0, 1] sabitleri ve VA € [0, 1] igin s-konveks

fonksiyon olmak tzere (¢ = p/p — 1)

1

’f(/\aJr(l—)\)b)—m/abf(t)dt‘

< o-a ()" ()

<<1 ) [()\5 +1)

!

/()

q} 1/q>

esitsizligi saglanir. Burada (¢ = p/ (p — 1)) dir. [33, Teorem 3.2]

q} 1/q

@[ +a-xy

!

2 | @ +@=n 0l

Ispat. Lemma 3.2.9 ve Holder esitsizligi uygulanirsa
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‘an+1 A) b /f dt'

IN

(b—a)(l—)\)2/0 t‘f’(t()\aJr(1—)\)b)+(1—t)a)‘dt

+(b—a))\2/1(1—t))f/(thr(l—t)(AaJr(l—)\)b))‘dt

(b—a)(1— (/ t%lt) (/ ]f (Aa+(1—A)b)+(1— t)a)(th)
+<b—a)A2(/01(1—t)1?dt)1/p</01

elde edilir ve | f'|? s-konveks fonksiyon o halde

/

1/q

IN

1/q
Fbr(1—1)at(1—N b))‘th>

1F Qa+1=N0)]"+|f (a)]

f/(t()\a—k(l—/\)b)+(1—t)a)‘th<

s+1
ve
/1 f b+ (1—1) (AaJr(l_)\)b))‘thS f (b)|q+ \f/s(i\ra;r (1-X) b)|q
olur, boylece
1/p 1/q
‘f()\a+(1 A)b) /f dt‘ (b—a) (pj-l) (SL)

-2 (| Gas =)+ |7 @[]

L\ [ q} 1/q

fQa+@=Np)| +|f )

Simdi |f|?, [a, b] Uzerinde herhangi A € [0, 1] i¢in s-konveks oldugundan
/ q ’ q s , q
£ at =0 <X |f @[+ a-n|f o)
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bulunur. Yukaridaki esitsizliklerin tamami birlestirilerek,

‘“A“(l”)b)—ﬁ/:f(t)dt g(b—a)(L)l/% 1 )”q

!

f (a)

!

fol+

(1= 37 ¥ RECREPNE

!

2 [x|f (a)‘q (1= q} v

7o+ o

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.
Teorem 3.2.12 f : I ¢ R — R, I° zerinde diferansiyellenebilir fonksiyon
olsundyle kia,b € I,a < bve f' € Lla,b] dir. |f'|*,[a,b] Uzerinde ¢ > 1, bazi

s € (0, 1] sabitleri ve VA € [0, 1] i¢in s-konveks fonksiyon olmak tzere

pomsa -2z [0 <o-0 (Gryarg) <%>

/ q} 1/q

(1= [((s+ D)X+ 1) f ()

7 (a)‘q+(s+1) (1—A)°

!

f@ +(s+Da=n+ 1] )

A% [(s+ 1) A" q} v

esitsizligi gecerlidir. [33, Teorem 3.3]

Ispat. Lemma 3.2.9 ve Power-mean esitsizligi kullanilarak,
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‘an+1 A)b /f dt'

1

(b—a)(l—A)2/0 "

+(b—a))\2/1(1—t))f’(thr(l—t)()\aJr(l—)\)b))‘dt

(b—a)(1— (/ tdt) (/ (a1 X))+ (1 - t)a)‘th>1/q
- 14

+(b—a) (/01(1 t)dt) (/01 1|7 - t)(Aa+(1—A)b))(th)

elde edilir. | f’|* s-konveks oldugundan

1
|
0
1
0

(s+1) s—|—2 ’f

IA

fl(t()\aJr(1—)\)b)+(1—t)a)‘dt

IN

f (t()\a+(1—/\)b)—i—(l—t)a)‘th

IN

fOat =) +ea-1°|f (@

q) dt

o ‘f’Aa (1) b)q

ve

/01(1_t>)f’(tb+(1—t>(Aa+<1—A)b))‘th

IN

/01 ((1 — 1)t )f’ (b)‘q+ (1—1t) ‘f’ (Aa+ (1 —A)b)‘q> dt

1
(s—|—2)

FoeTsl’® [ 0as - n0f

bulunur, bdylece,
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‘f(AaJr(l—/\)b)—bia/abf(t)dt g(b_a)((8+1)1(8+2)>1/q <%>1_}1

’

f (a)

q] 1/(1]

esitsizligi elde edilir. Simdi |f’|, [a,b] Uzerinde VA € [0, 1] igin s-konveks

q] 1/q

((1—)\)2 [(s+1)‘f’()\a+(1—)\)b)q—l—

!

22 (s + 1) ‘f’ (Aa+(1-N) b))q+ £ ()

oldugundan

q

/

FOar@=0n| < | @[+ a- ) o)

(1- ) [(s+1) ‘f’ a1 _)\)b)‘q+ ‘f’ @ T/q

22 [(s+1) ’f’ (Aa+(1—A) b)(q + ’f’ (b) q} v

esitsizligi elde edilir. Yukaridaki esitsizlikler birlestirilerek,

pomsa-vn-2z [0 <o-0 (pryarg) @

!

7 (0) q} 1/q

A=V [+ DX+ D |f @] + +1) -2y

A% [(s+ 1) A" q} v

f@ +(s+Da=-n+ 1] )

esitsizligine sahip oluruz. Simdi s-konkav fonksiyon ile ilgili Teorem 3.2.13 (i
verelim.

Teorem 3.2.13 f : I € R — R, I° lzerinde diferansiyellenebilir fonksiyon
olsun dyle ki a,b € I, a < bve f' € Lla,b] dir. |f'|?,[a,b] Uzerinde ¢ > 1 igin

bazi s € (0, 1] sabitleri ve YA € [0, 1] i¢in s-konkav fonksiyon olmak Uzere
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11/(1571
o s-n(523) e
29 — 1

f,((1+A)a;L(1—A)b)'+A2 K. <Aa+(Z—A)b)‘

esitsizligi saglanir. [33, Teorem 3.4]

'f Aa+(1—N\)b

(1—A)*

Ispat. Lemma 3.2.9 ve Holder esitsizligi kullanilarak

‘f (Aa+(1—=MN)b /f dt'

1

p-a -2 [
+<b‘““2/01<1‘”)f’<tb+<1—t><Aa+<1—A>b>>\dt

oo ([ea) ([ )"
ro-ap ([ <1_t)pdt)”” (['Favo-o (MHl_W)‘th)l/q

bulunur. | f'|* konkav oldugundan [33] de (1.3) den

dt

IN

fta+1=Xb)+1—t)a)

ftOa+1=XNb+1—t)a)

IN

/1 £t (=) (at (1= X)) ar <2 f'<(1+/\)a;(1_)\)b> q
ve
/1 FtQat(1-Nb)+(1—t)a)| dt <2 f’(AaJF(Z_A)b) q

olur, boylece
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\f(xaﬂl—A)b)—ﬁ/abf(t)dt'

< (b—a) (L> oy

p+1

f,(<1+A)a;(1—A)b)‘H2

=)

f,<(1+x)@;<1—x)b)‘ﬂ2

(5

(-

istenen sonuca ulagilir ve ispat tamamlanir.

Not. Teorem 3.2.13 de A = 1/2 verilirse,

a—+b 1 b
(5) i [0
b—a (qg—1 e i), (3a+b » (a+3b
Fe) )l ()

b—a (qg—1 Ve (3a+b » (a+3b
274
e Gm) b Gl ()

elde edilir dyle ki Teorem 3.2.8 oldugu goralir.
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4 UYGULAMALAR

Bu bolimde simdiye kadar tezimizde sunmus oldugumuz Hermite-Hadamard
esitsizligine dair inceltmeler ve farkli konvekslik tirleri icin 3. bélimde vermis
oldugumuz genellestirmelerin uygulamalarini verecegiz. 11k olarak lon ve Alomari’nin
bazi teoremleri icin trapezoidal formda uygulamalar ve sonrasinda 6zel ortalamalar

ile ilgili uygulamalar verilmistir.

4.1 Trapezoidal Formda Uygulamalar

lon [28] de Teorem 3.1.2 ve Teorem 3.1.3, Alomari ve arkadaslari [30] daki
teoremler icin trapezoidal formda fabf (x) dz integralinin yaklagik hatasi ile ilgili
bazi sonuclar ve uygulamalar elde etmistir.

Trapezoidal formda yazilislar verilmeden 6nce gerekli olan Trapezoidal formunun
tanimini vererek baslayalim.

Trapezoidal form 4.1.1 7 A” nin [a, b] n

A:a=xg<11<...<Tp1<x,=0>

seklinde boldugund digtinelim. O halde f : [a,b] — R olmak (izere verilen

fonksiyonun trapezoidal formulii

n—1

Zf :’C’L +f szrl)(

$i+1—$i)
=0

seklinde bulunur.

1"

f @) <

[ (a, b) Uzerinde iki kez diferansiyellenebilir fonksiyon ve M = sup, ¢ 4.

oo olmak lzere

/ f(@)de =T (f,A) + E(f.A) (4.1)

seklindedir. Buradafa f (z) dz integralinin yaklagik hatasi £ (f, A) ile gosterilmekte
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ve trapezoidal formuli icin

i
L

[E(f,A)] <

Sl=

(@i1-:)° (4.2)

s
Il
=)

esitsizligi saglanir.

Acikea f fonksiyonu iki kez diferansiyellenemiyorsa veya f in ikinci tiirevi (a, b)
uzerinde sinirli degilse (4.2) esitsizligi dogru degildir. Bu durumda E (f, A)
Uzerine bazi yaklagimlarin elde edilmesi i¢in lon’un Teorem 3.1.2 i¢in olusturdugu
trapezoidal form ile devam edelim.

Sonug 4.1.2 f : [a,b] — R,(a,b) Uzerinde a,b € R, a < b olacak sekilde
diferansiyellenebilen fonksiyon olsun. | f'|, [a, b] Uzerinde [a, b] nin her A ayrimi

icin quasi-konveks fonksiyon olmak tizere

sup {|f' (a)],

|E(f,A)] <

/ (b)}} i ($i+1—l’z‘)2 (4.3)

esitsizligine sahip oluruz.
ispat. A ayriminin [z; x;1 4] alt araliklari tizerinde ¢ = 0,» — 1 Teorem 3.1.2 ye

uygulanarak, i = 0 dan i = n — 1 e toplanirsa

<

)

}

(4.4)

£ (@ir1)

M1

($¢+1—$¢)2 sup {‘f/ (z;)

PwﬁA>—[ff@wm !

(2

Il
o

sonucu ¢ikarthr. Diger taraftan, V x; € [a, b] icin, «; [0, 1] vardir ve x;—c;a +

(1 — o) bdir. Ayrica | f'| quasi-konveks fonksiyon oldugundan

!/

7 ) £ o)} vi=om

< Sup{‘f/ (a)

b

dir. Boylece,

sup {)f (i)

Jf @i} < s {|f @

Jrol}vi=oa=1 @s

oldugu gorilir. (4.5) ile (4.4) esitsizlikleri (4.3) nin saglandigini gosterir ve ispat

tamamlanir.
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Teorem 3.1.3 (in ispati icin Sonug 4.1.2 ile benzer yontemler kullanilarak ispat
yapilabilir. Teorem 3.1.2 ye dayanarak asagidaki sonucu verelim.

Sonug 4.1.3 f : [a,b] — R,(a,b) Uzerinde a,b € R, a < b olacak sekilde
diferansiyellenebilen fonksiyon olsun. p € R ve p > 1 oldugunu kabul edelim.
|f |P ' |a,b] Gzerinde [a,b] nin her A ayrimi icin quasi-konveks fonksiyon

olmak Uzere

Sup{}f
2(p+1

[E(f,A)] <

E mz—‘rl :Ez

esitsizligi saglanir.

Simdi Alomari’nin [30] da yukaridaki esitsizlikleri kullanarak birinci tirevin
kullanimiyla ilgili £ (f,d) i¢in bazi yaklagimlarini verelim. Teorem 3.1.5 ile
ilgili Onerme 4.1.4 asagida verilmistir.

Onerme 4.1.4 f : I° ¢ R — R, I° lizerinde diferansiyellenebilir fonksiyon,
a,be I°vea < bolsun. |f'], [a,b] Uzerinde [a, b] araliginin her ”d” ayrimi igin

quasi-konveks fonksiyon ve (4.1) den

|E(f,d)] < 1%_1 (@it1-2;) [SUP {'f (M) ', [ (@ita)

esitsizligi saglanir.

f

Ispat. d ayriminin [z;, z;,4] alt araliklari tizerinde (i = 0,1, ....,n — 1) Teorem

3.1.5 de uygulanirsa

($i+1fxi) f(ﬂ%) +2f <$i+1) _ /%Hl f(fL') dr

b

[ T + 1y
< (wigr-my) SUP{‘f (TH)

gl ()]
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esitsizligi elde edilir. + = 0 dani = n — 1 e toplanir ve |f’| quasi-konveks

oldugundan

T(ﬂd)—/ f (z) dz

—_

n—

IN

(Tiv1-74) [Sup {

ool

Z P ()| e}
(gl () el

hesaplanir ve ispat tamamlanir.
Sonug¢ 4.15 f : I° ¢ R — R, I° tizerinde diferansiyellenebilir fonksiyon,

1

: ‘f/ (2s)

a,b e I°vea < bolsunve f' € Lla,b]dir. |f'|, [a,b] Uzerinde [a, b] arahginin
her ”d” ayrimi igin quasi-konveks fonksiyon ve (4.1) den
1) | f'| artansa,

Bl < g3 G (|1 (2550 +]7 @

i=1

) (4.6)

2) }f’|p/p_1 azalansa,

y (%)‘ + |/ (@)

) 4.7

Ispat. Ispati Sonug 3.1.7 kullanilarak Onerme 4.1.4 e benzer sekilde yapilir.

esitsizliklerine sahip oluruz.

Alomari’nin Teorem 3.1.6 i¢in 6ne strdugu yaklagimi verelim.
Onerme 4.1.6 f : I° ¢ R — R, I° tzerinde diferansiyellenebilir fonksiyon,
a,b e I°ve a < bolsun. [f|P/"~" [a, b] Uizerinde p > 1 ve [a, b] arahinin her

”d” ayrimi i¢in quasi-konveks fonksiyon olmak tzere ve (4.1) yardimiyla
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esitsizligi saglanir.

Ispat. Ispati Teorem 3.1.6 kullanilarak Onerme 4.1.4 e benzer sekilde yapilr.
Sonuc 4.1.7 f : I° ¢ R — R, I° tizerinde diferansiyellenebilir fonksiyon,
a,be 1% a<bve f € Lla,b]dir. [f/["/"~" [a, b] Uzerinde [a, b] arah@inin her
”d” ayrimi i¢in quasi-konveks fonksiyon olmak tzere ve (4.1) yardimiyla

1) | /| artansa,

[E(f,d)] < L ”Z‘l (Tip1-2;) <‘f/ <M) ‘ + ‘f’ (Tit1)

4(p+1)"" 4 2

=1

)

p/p—

’ 1
2\ f azalansa,

n—1

B < Y (o)

4 (p + 1)1/p i=1

7 (%)‘ + |1 (@)

)

Ispat. Ispati Teorem 3.1.6 kullanilarak Onerme 4.1.6 ya benzer sekilde yapilir.

esitsizlikleri saglanir.

Alomarinin bir diger 6nermesi ile devam edelim.
Onerme 4.1.8 f : I° ¢ R — R, I° tizerinde diferansiyellenebilir fonksiyon,
a,b e I°vea < bolsun. |f'|?, [a,b] Uzerinde ¢ > 1 icin [a, b] araliginin her ”d”

ayrimi icin quasi-konveks fonksiyon ve (4.1) yardimiyla
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’

[ (wi41)

"

Bl < g <)[(p{\f (=)

=1
o T+ T
r ()

1/q
+ | sup
Ispat. Ispati Teorem 3.1.8 kullanilarak Onerme 4.1.6 ya benzer sekilde yapilr.

esitsizligi gecerlidir.

4.2 Ozel Ortalamalar icin Uygulamalar

Bu bolim Alomari’nin [30] ve [31] de, Chen ve Feng’in [33] de 0zel ortalamalarla
ilgili vermis oldugu uygulamalardan olusmaktadir. i1k olarak Alomari’nin quasi-konveks

fonksiyonlarin sonucunu kullanarak olusturdugu uygulamalarini verelim. Teorem

Ly (a,0) — A(a",0")] < b—Ta [(sup ( ; ,]a\"‘l>>
{ofi7)

Ispat. f(z) = 2™ quasi-konveks fonksiyonu z € R olacak sekilde Teorem 3.1.5

3.1.5 ile baglayalim.

Onerme4.21a,b € R,a < b,n € N,n > 2 olmak lizere

a+b
2

a+b

esitsizligi saglanr.

e uygulanirsa yukaridaki sonuca ulasilir.
Alomari’nin Teorem 3.1.6 nin sonucunu kullanarak olusturdugu uygulamasini
verelim.

Onerme 4.2.3a,b € R, a < b, 0 ¢ [a, b] olmak tizere Vg > 1 igin

b — 2 , p—1/p
_ _ _ —a P _2p
L 1(a,b)—A(a o) 1) < —— (Sup( |al p_1>>

a+b
2

4(p+1)




esitsizligi saglanir.

Ispat. f(x) = 1/x quasi-konveks fonksiyonu = € [a, b] olmak iizere Teorem
3.1.6 ya uygulanirsa yukaridaki sonuca ulasilir.

Alomari’nin Teorem 3.1.8 in sonucunu kullanarak olusturdugu uygulamasini
verelim.

Onerme 424 a,b € R, a < b, 0 ¢ [a, b] olmak lizere Vg > 1 igin

b—a (n—1)q 1/a
|L3 (a,b) — A% (a,b)] < n (T) sup , |a|("7)q
(n—1)q 1/a
+ (sup < , ]a\("_l)q>>

Ispat. f(z) = a™ quasi-konveks fonksiyonu = € R olmak (izere Teorem 3.1.8 e

a+b
2

a+b
2

esitsizligi saglanir.

uygulanirsa yukaridaki sonuca ulasilir.

Simdi Alomari [31] de s-konveks fonksiyonlarin sonucunu kullanarak olusturdugu
uygulamalarini verelim. f : [0,1] — [0,1], f (x) = x* s-konveks fonksiyonu
icin asagidaki esitsizlikler saglanir.(n € Z\ {—1,0})

Onerme4.25a.bc 1% a<bve0 < s < ligin

a+b

|L% (a,b) — A® (a,b)] < (4(5 —|—b1_)(2 n 2)) (|a|s_1 +2(s+1)

s—1
+ |b|s—1>

(2275 + 1) (b — a)
45+ 1)(5+2)

(|a|sfl + |b|sfl)

Onerme4.26abc I’ a<bved<s<1lveVq>1licgin

|5 (a,b) = A% (a, b)]

b—a 1\ 1 \+ - B y ) .
< 2(1 s)/q 9l—s 1 q:| s—1 bsl
B S( 4 )(p+1) <s+1> [ +(@27 s+ 1) (lal” + [0
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esitsizligi elde edilir.

Onerme4.2.7abec I’ a<bve0 < s<1veVq>1olmak iizere

|5 (a,0) = A% (a, b)]

< 7 (7) (Gomes 2)); 20 @ ) (e ™ )

esitsizligi elde edilir.

Son olarakta Chen ve Feng’in [33] de s-konveks fonksiyonlarin sonucunu kullanarak
olusturdugu uygulamalarini verelim.

f:10,1] — [0,1], f (x) = 2* s-konveks fonksiyonlar icin asagidaki esitsizlikler
saglanir. (n € N)

Onerme 428 a.b € I°, a < b,0 < s < 1 ve her X € [0, 1] olmak (izere

|WS (aa b) - Li (CL, b>|

(s+1)(s+2)

< s(b—qa) (1”)2( !a|s‘1+8%2\Aa+<1—A)b!S‘l)

(s+1)(s+2)

+(b—a)\? ( |b|5_1—|—8+i2|/\a+(1—)\)b|5_1)

esitsizligi saglanir.

Onerme 429 a.b € I°,a < b,0 < s<1,q>1veher\ € [0,1] olmak tizere

(W (a,b) — L (a, )]

: S<b_a>< : )( ; )SZ(“_*)Z [+ 1) Ja = 1= 2y o)’

p+1 s+1
1
FAZ A Jal T (1= A) 1) o] )
esitsizligi saglanir.
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