Jt* 7,
(‘% T.C. $ %
/\f‘ NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITESI W@
<: ™ o . I i
Nz} FEN BiLIMLERI ENSTITUSU g
KONYA

FARK DENKLEM SIiSTEMLERI UZERINE
BiR CALISMA

Abdullah Furkan SAHINKAYA
YUKSEK LiSANS TEZi

Matematik Anabilim Dali

Temmuz - 2018
KONYA
Her Hakki Sakhdir



TEZ KABUL VE ONAYI

Abdullah  Furkan SAHINKAYA tarafindan hazirlanan “FARK DENKLEM
SISTEMLERI UZERINE BIR GCALISMA” adli tez ¢alismasi 02/07/2018 tarihinde
asafidaki juri tyeleri tarafindan oy birligi / oy=goklugn ile Necmettin Erbakan
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dali’nda YUKSEK LISANS
TEZI olarak kabul edilmistir.

Jiiri Uyeleri

Baskan
Dog. Dr. Necati TASKARA

Dan1§map

Prof. Dr. Ibrahim YALCINKAYA

Uye

Dr. Ogr. Uyesi Durhasan Turgut TOLLU

Yukaridaki sonucu onaylarim.

Prof. Dr. Mehmet KARALI
Enstiti Mudiiri



TEZ BiLDiRiMi

Bu tezdeki biitiin bilgilerin etik davranis ve akademik kurallar ¢er¢evesinde elde
edildigini ve tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu c¢aligmada bana ait
olmayan her tiirlii ifade ve bilginin kaynagina eksiksiz atif yapildigini bildiririm.

DECLARATION PAGE

| hereby declare that all information in this document has been obtained and
presented in accordance with academic rules and ethical conduct. | also declare that, as
required by these rules and conduct, I have fully cited and referenced all materials and
results that are not original to this work.

Abdullah Furkan SAHINKAYA
02/07/2018



OZET

YUKSEK LiSANS TEZi

FARK DENKLEM SiSTEMLERI UZERINE BiR CALISMA

Abdullah Furkan SAHINKAYA

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damsman: Prof. Dr. ibrahim YALCINKAYA
2018, 36 Sayfa

Jiiri
Prof. Dr. ibrahim YALCINKAYA
Dog. Dr. Necati TASKARA
Dr. Ogr. Uyesi Durhasan Turgut TOLLU

Bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir.
Birinci bolimde; fark denklemleri ile ilgili genel tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde; fark denklem sistemleri ile ilgili yapilmis bazi calismalar hakkinda bilgi
verilmigtir.

Uciincii boliimde; baslangic sartlar1 reel sayilar olmak iizere

_ Xn yn—l _ yn anl Z _ Zﬂ anl
= ) = v bpy T )
Xn + yn—l yl’l + Zn—l Zn + Xn—l

n+l ne I\\]0
fark denklem sistemi tanimlanmig ve tanimlanan sistemin genel ¢6ziimii kapali formda elde edilmistir.

n+1

Doérdiincti bolimde; a e [0, 00) ve baslangig sartlari reel sayilar olmak tizere

_ XY, +a =ynzn+a,Z :Z”X”+a,neNo

n+l n+l

Xﬂ+yn yﬂ+Zﬂ Zn+Xn

n+1

fark denklem sistemi tanimlanmig, tanimlanan sistemin genel ¢oziimii agik bir sekilde elde edilmis,
¢oziimlerin global davramisi incelenmis ve elde edilen teorik sonuglar igin bazi niimerik ornekler
verilmigtir.

Besinci boliimde ise; caligmaya dair sonug ve Onerilere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Denge noktasi, Fark denklem sistemi, Global asimptotik kararlilik, Siirlilik



ABSTRACT
MS THESIS
A STUDY ON THE SYSTEMS OF DIFFERENCE EQUATIONS

Abdullah Furkan SAHINKAYA

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF

NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE
IN MATHEMATICS

Advisor: Prof. Dr. ibrahim YALCINKAYA
2018, 36 Pages

Jury
Prof. Dr. ibrahim YALCINKAYA
Assoc. Prof. Dr. Necati TASKARA
Dr. Durhasan Turgut TOLLU

This study consists of five sections.
In the first section, general definitions and theorems related to difference equations were given.

In the second section, informations about some of the studies regarding the system of difference

equations studied before were given.

_ Xn yn—l _ yn Zn—l 7 — ann—l
Xn + yn—l yn + Zn—l Zn + Xn—l

In the third section, we show that the following systems of nonlinear difference equations

neN,

' n+l T Tn+l

where the initial values are real numbers, can be solved in explict form.

n+1

_ XY, ta _WaZn+d 7% +a

In the fourth section, we show that the following systems of nonlinear difference equations

neN,

n+l 1 Tn+l '

Xn+yn yn+zn Zn+Xn

where ae [O,oo) and initial values are real numbers, can be solved in explict form. Also we investigate

the asymptotic behavior of the solutions by using these formulae and give some numerical examples
which verify our theoretical results.

In the fifth section, some conclusions and suggestions were given.

Keywords: Equilibrium point, System of difference equation, Global asymptotic stability, Boundedness
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1.GIRIS

Fark denklemleri, diferansiyel denklemlerin ayrik benzerleri ve niimerik
coziimleri olarak ortaya ¢ikarlar. Fark denklemleri konu kapsam yoniinden matematigin
zengin dallarindan birisidir, matematigin diger dallarina ve bilimin diger disiplinlerine
bircok uygulamasi vardir. Bunlardan bir kismi olasilik teorisi, ekonomi, biyoloji, sinyal
isleme, bilgisayar miihendisligi, kontrol miihendisligi, genetik, popiilasyon dinamigi,
saglik bilimleri, ekoloji, fizik ve normlu uzaylardir. Bu nedenle, matematikg¢ilerin yani
sira uygulamali alanlarda ¢alisanlarin da fark denklemlerini bilmeye ihtiyaglar
olmaktadir (Soykan ve arkadaslari, 2017). Fark denklemleri ve fark denklem sistemleri
konularinda yapilan caligmalar 6ncelikle uygulamali matematigin ve dolayli olarak

bilim ve teknolojinin gelisimine katki saglar.

Calismamizin birinci bolimiinde; fark denklemleri ile ilgili temel tanim ve
teoremler ele almmustir. ikinci boliimiinde; fark denklem sistemleri ile ilgili yapilmus
calismalardan bazilar1 hakkinda literatiir taramasi verilmistir. Uciincii béliimde;
literatiirdeki denklem sistemleri g6z 6niinde bulundurularak bir fark denklem sistemi
tanimlanmis ve bu sistemin genel ¢oziimii 6zel bir durum i¢in elde edilmistir. Dordiincii
bolimde; yine literatiirdeki sistemler g6z oniinde bulundurularak bir fark denklem
sistemi tanimlanmig ve tanimlanan sistemin genel ¢oziimii ile sinirliligi incelenmistir.
Ayrica, ¢alisilan fark denklem sistemi ic¢in niimerik Orneklere yer verilmistir. Besinci

boliimde ise yapilan ¢alismalarin sonuclar1 ve konuya dair bazi 6neriler verilmistir.

1.1. Fark Denklemleri ile Tlgili Genel Tanim ve Teoremler

Bu kisimda, fark denklemleri ile ilgili literatiirde var olan genel tanim ve

teoremler verilmistir.

Tamm 1.1.1. Bir X:N; > R fonksiyonu i¢in A fark operatorii (ileri fark) veya x in

birinci mertebeden (basamaktan) farki

AX(n) = x(n+1)—x(n) (1.1.1)

seklinde tamimlanir; burada N; ={0,12,...} dogal sayilar kiimesi ve R reel sayilar

kimesidir.



Buna gére x in ikinci mertebeden farki (AX)
A*x(n) = A(Ax(n)) = x(n+2) — 2x(n+1) + x(n) (1.1.2)

ve boyle devam ederek x in k. mertebeden farki (A*X)

K (K
Ax(n)=> (-1’ (Jx(m k—j) (1.1.3)
j=0
seklinde hesaplanir; burada k > j olmak iizere
K _ o
[J: k(k 1)...j(lk j+1) (1.1.4)

dir (Bereketoglu ve Kutay, 2012).

Teorem 1.1.1. A fark operatérii lineerdir; yani

A(ax(n) +by(n)) = aAx(n) +bAy(n) (1.1.5)
dir; burada a ve b sabitlerdir (Bereketoglu ve Kutay, 2012).

Ornek 1.1.1. A(7n° =5n° +n* +4n—9) = 7An> =5An* + An* + 4An— A9 = 2In* +13n+7
(Soykan ve arkadaslari, 2017)

Tanmim 1.1.2. E o6teleme (kaydirma) operatorii
Ex(n) =x(n+1) (1.1.6)
seklinde tanimlanir.

Bu tanima gore
E*x(n) = x(n+k) (1.1.7)
dir. Ayrica, a ve b sabitleri i¢in
E(ax(n) +by(n)) = aEx(n) + bEy(n) (1.1.8)

dir; yani E operatorii lineerlik 6zelligine sahiptir.



A ve E operatdrleri arasinda
A=E—1 (1.1.9)

iliskisi vardir; burada | 6zdeslik operatoriidiir; yani 1x(n) = x(n).

Buradan

AE = EA (1.1.10)

degisme Ozelligi ortaya ¢ikar. Binom formiiliinden, k. mertebeden fark ve Gteleme

operatdrleri sirasiyla,

A =(E-1)* =Zk:(ﬂ(—1)j5k'j (1.1.11)
ve
EX=(A+1) :ZKJGJAH (1.1.12)
dir (Bereketoglu ve Kutay, 2012).
Teorem 1.1.2.
(@) A(x(n)y(n)) =y(n)Ax(n)+x(n+1)Ay(n) (1.1.13)
o) A( x(n) j _ Y(m)AX(n) - x(n)Ay(n) 1114)
y(n) y(my(n+1)

dir (Soykan ve arkadaslari, 2017).

Tamm 1.1.3. neN, ={0,1,2,...} bagimsiz degisken ve x bilinmeyen bir fonksiyon

olmak tizere

F(n,x(n),x(n+1),...,x(n+k))=0 (1.1.15)
esitligine bir fark denklemi denir.

f Dbir fonksiyon olmak iizere (1.1.15) denklemi

x(n+k) = f(n,x(n),x(n+1),...,x(n+k —1)) (1.1.16)

formunda ise normal fark denklemi adimi alir. Normal fark denklemi, g ve h fonksiyon

olmak lizere



A*x(n) = g(n, x(n), Ax(n),..., A“*x(n)) (1.1.17)
ya da
A*x(n) = h(n, x(n), x(n+1),...,x(n+k —1)) (1.1.18)

formlarinda da yazilabilir (Soykan ve arkadaslari, 2017).

Ornek 1.1.2. Bir S ciimlesi iizerinde tanimli olan

AX(N) +4x(n) =—3n+5, (1.1.19)
(Ax(n))’ +x*(n)—x(n) =6, (1.1.20)
A’x(n)+(2n+3)Ax(n) =—sin(4n-1)+5n’ +7n, (1.1.21)
x(n)A*x(n) =0 (1.1.22)

fark denklemlerini g6z Oniine alalim; burada S, bir n, e N, sayisindan baslayan ardigik

dogal sayilarin sonlu ya da sonsuz bir kiimesidir. Bu denklemlerin hepsinde bagimsiz
degisken n ve bilinmeyen fonksiyon x tir. (1.1.20) hari¢ digerleri normal formda

yazilabilen denklemlerdir (Soykan ve arkadaslari, 2017).

Tanmm 1.1.4. Bir fark denkleminde bilinmeyen fonksiyonun en biiyiik ve en kiiciik

argiimentlerinin farkina o denklemin mertebesi denir (Soykan ve arkadaslari, 2017).

Tamm 1.1.5. N, iizerinde tanimli bir x(n) fonksiyonu her neN; ig¢in (1.1.15)

denklemini sagliyorsa, bu durumda x(n) fonksiyonuna N, iizerinde (1.1.15)
denkleminin bir ¢dziimii denir. k 1nc1 mertebeden bir fark denkleminin, ¢ ve

fonksiyonlar olmak iizere

o(n,x(n),c,,C,,...,c) =0 (1.1.23)
veya

x(n)=w(n,c,c,,...c,) (1.1.24)



seklinde k tane C,C,,...,C, € R keyfi sabit igeren ¢oziimiine genel ¢oziim adi verilir.

Genel ¢oziimden elde edilen ¢oziimlere de 6zel ¢oziim denir (Soykan ve arkadaslari,
2017).

Teorem 1.1.3. Sabit reel katsayili, birinci mertebeden homojen

x(n+1)—ax(n)=0, aeR, a=0, neN, (1.1.25)
fark denkleminin genel ¢6ziimii, C, keyfi sabit olmak tizere

x(n)=cA" (1.1.26)

ile verilir. Burada 1, (1.1.25) in A—a=0 karakteristik denkleminden elde edilir yani
A =a dir (Soykan ve arkadaslari, 2017).

Teorem 1.1.4. | reel sayilarin bir araligi ve k € Z" olmak iizere f : 1" -1 siirekli
tiirevlere sahip bir fonksiyon ise X ,,X ,...., X, € | baslangic sartlar1 icin
X = T (Xys Xogre o X ) NENG (1.12.27)

fark denkleminin bir tek {x,}"  ¢dziimii vardir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tanmim 1.1.6. Eger X igin (1.1.27) denkleminde X = f (7,?,...,?) ise X noktasina

(1.1.27) denkleminin denge noktasi denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tamm 1.1.7. Eger her n>0 i¢in X ,,X ... % €J iken X, € J olacak sekilde bir

J < | alt aralig1 varsa, bu J araligma (1.1.27) denkleminin degismez araligi denir

(Camouzis ve Ladas, 2008).
Tamm 1.1.8. X, (1.1.27) denkleminin denge noktasi olmak tizere:

(i) Eger X,...,X, €| olmak iizere her & >0 igin |, —X|+...+|x, —X| <& iken her
n>—k icin |x,—X|<¢& olacak sekilde bir § >0 sayisi varsa X denge noktas

kararlidir denir.



(ii) Eger X denge noktasi kararli ve X,,...,X , €l iken limx =X olacak sekilde

n—o
|X0 —Y|+...+|X_k —Y| <y sartin1 saglayan y >0 sayis1 varsa X denge noktasi
lokal asimptotik kararlidir denir.

(iii) Eger her X,,..,X, €l iken limXx =X ise X denge noktasmna g¢ekim noktasi

N—o

denir.

(iv) Eger X denge noktasi kararli ve ¢ekim noktasi ise X denge noktasi global
asimptotik kararlidir denir.

(v) Eger X denge noktasi kararli degil ise kararsizdir denir.

(vi) Eger X,,...,X, €l iken ‘X0—7‘+---+‘X,k—i‘<l' ve bazi N >—K sayilar igin
Xy =X|>r olacak sekilde bir r>0 sayisi varsa X denge noktasina repeller

denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tanimm 1.1.9. {Xn}::_k, (1.1.27) fark denkleminin bir ¢éziimii olsun. Eger {Xn}::_k

¢oziimii n>-K i¢in X, , =X, sartin1 sagliyorsa, {Xn}::_k ¢ozimii p periyotludur denir.

Bu sart1 saglayan en kiigiik pozitif p tam sayisina da asal periyod denir (Camouzis ve
Ladas, 2008).

Tanmm 1.1.10. Eger {Xn}f:_k ¢oziimil sonlu sayida terim hari¢ tutuldugunda, geriye

kalan sonsuz sayidaki terim i¢in X, , =X, sartini sagliyorsa, {Xn}::_k ¢Ozimi er ge¢ p

periyotludur denir ve p bu sart1 saglayan en kiiglik pozitif tam sayidir (Camouzis ve
Ladas, 2008).

Tamm 1.1.11. | reel sayilarin bir araligi, k e Z" ve i=0,1,...,k olmak iizere

of
=—(%X,X,...,X 1.1.28
q; 6Xi(xx X) ( )

ifadesi f : 1" —> 1 fonksiyonunun X, lere goére kismi tiirevlerinin X denge

noktasindaki degerleri olsun. Bu durumda,

Z.4 0z, NeN, (1.1.29)

Il
L~

denklemine (1.1.27) denkleminin X denge noktas1 civarindaki lineerlestirilmis

denklemi denir.



k .
A -3 g =0 (1.1.30)
i=0

polinom denklemine ise (1.1.27) denkleminin X denge noktasindaki karakteristik

denklemi denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Teorem 1.1.5. (Lineer Kararhhk Teoremi)
(i) Eger (1.1.30) denkleminin biitiin kokleri mutlak degerce 1’den kiiciik ise X
denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.
(i) Eger (1.1.30) denkleminin koklerinden en az biri mutlak degerce 1’den biiyiik

iIse X denge noktasi kararsizdir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tanmm 1.1.12. X, (1.1.27) denkleminin denge noktast olsun. | >—k, m<oo olmak

lizere, {Xl,XM,...,Xm} dizisinin her elemant X denge noktasindan biiyiikk veya esit,

X <X Ve X, <X oluyorsa, {X,X,i,....X, | dizisine {x,}”  ¢oziimiiniin bir pozitif

m+1
yart donmesi denir. Benzer sekilde, | >-k, m<oo olmak iizere, {Xl,XHl,...,Xm}
dizisinin her elemani X denge noktasindan kiigiik, X, >X ve X =X oluyorsa,

{Xl s Xjagseens Xm} dizisine {Xn}::_k ¢Oziimiiniin bir negatif yar1 donmesi denir (Camouzis

ve Ladas, 2008).

Tamim 1.1.13. Eger her N pozitif tam sayisi i¢in X X.., <0 olacak sekilde n>N tam

nn+l =
. @© . .. .. . . .
sayilar1 mevcut ise {Xn}n}k ¢oziimil sifir civarinda salinimlidir denir. Aksi halde

salimimli degildir denir. (Elaydi, 1995).

Tamm 1.1.14. {x,—X} dizisi salimml ise {X,} ¢bziimine X denge noktas

civarinda salinimlidir denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tamm 1.1.15. {x,} dizisinde her N igin P <X <Q olacak sekilde P ve Q pozitif

sayilar1 varsa {Xn}::_k dizisi siirhdir denir (Camouzis ve Ladas, 2008).



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Bu boliimde; fark denklem sistemleri ile ilgili yapilmis ¢aligmalardan bazilari

hakkinda bilgi verilmistir.
Yal¢inkaya (2010); baslangi¢ sartlar1 pozitif reel sayilar olmak tizere

_ Xn + yn—l _ yn + Xn—l

X =ty =20 Tt
Xy, +1 Yna y. X, +1

n+l (2.1)
fark denklem sisteminin denge noktasinin global asimptotik kararlilig1 i¢in bir yeter sart

elde etmistir.
Kurbanli (2011); baglangig sartlar1 reel sayilar olmak iizere

anl yn,l Zn—l
- 1 Y T v Loy = .
y“ anl -1 I Xn ynfl -1 ' yn Zn—l -1 (2 2)

n+1

fark denklem sisteminin ¢oziimlerinin davranisini incelemistir.
Stevi¢ (2011); biitiin parametreler ve baslangic sartlar1 reel sayilar olmak iizere

axn -1 o yn -1

B by, x _,+c " B BXY  +¥ (2.3)

Xn +1

fark denklem sisteminin ¢oziilebilir oldugunu ve daha sonra da katsayilar iki periyotlu

reel terimli diziler ve baslangig sartlar reel sayilar olmak {izere

a X o X
X — n“n-1 y — n"n-1 (2 4)
n+1 1 n+l .
bn ynxn—l +Cn ﬂn ynxn—l +7n

fark denklem sisteminin ¢oziilebilecegini gostermistir.

Stevi¢ (2012); reel baslangig sartlari i¢in U,, V,, W, ve S_ dizilerinin her biri X,

ve Y, dizilerinden biri olmak iizere

un Wn
X =1y Y T (2.5)

n




fark denklem sisteminin on alti muhtemel durumundan on dort tanesinde ¢6ziilebilir

oldugunu gostermistir.
El-Metwally (2013); baslangi¢ sartlar1 sifirdan farkl reel sayilar olmak tizere

Xn -1 yn _ Xn yn -1

X = =
! n
iXn—l T yn—2 iyn—l T Xn—2

n

(2.6)

fark denklem sistemlerinin ¢6ziim formlarin1 bularak bu ¢éziimlerin baz1 6zelliklerini

incelemistir.
Yazlik ve arkadaslar1 (2013); ¢alismalarinda

_ Xl y _ Yo #l 2.7)

n+1

X ;
yn Xn—l Xn yn—l

n+1

fark denklem sistemlerinin ¢dzlimlerini Padovan sayilar ile iliskilendirerek formiiliize
edip, bu formiilleri kullanarak her bir sistem i¢in biitiin ¢oziimlerin asimptotik olarak tek
bir noktaya yakinsadigini gostermisler ve sistemler i¢in tanimlanamaz ¢oziimleri veren

baslangi¢ sartlarinin kiimelerini belirlemislerdir.

Tollu ve arkadaslar1 (2014); reel baslangi¢ sartlart i¢in p,, Q,, I, ve S,

dizilerinin her biri X, ve Yy, dizilerinden biri olmak iizere
_1+p, 1+,

n+1 v Jn+l T
n Sn

X (2.8)

sisteminin on altt muhtemel durumundan on dort tanesinde c¢oziilebilir oldugunu

gostermislerdir.

Yazlik ve arkadaglar1 (2014); baslangi¢ sartlari ¢oziimleri iyi tanimli yapan keyfi

reel sayilar olmak tizere,

_ yn—5 _ Xn—5
- v Jnsl T
i1+ yn—lxn—3 yn—S i1+ Xn—l yn—3Xn—5

(2.9)

n+1

fark denklem sisteminin ¢o6ziimlerini kapali formda elde edip, bu ¢oziimlerin

davranislarini incelemislerdir.
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Stevi¢ ve arkadaslar1 (2015); a,b,c,d € Z ve baslangi¢ sartlart kompleks sayilar

olmak lizere

w YA
Zn+l = bn ' Wn+l = (;] (210)
Zn—l Wn—l

fark denklem sisteminin ¢6ziimlerini kapali formda elde edecek bir metot

gelistirmiglerdir.

El-Dessoky (2016a); baslangic sartlari reel sayilar olmak {izere

X .= Xo-s — Ynos
" 414t 7 x . T Hixt 2 ’
- n—lyn—2 n-3 —=— "n"n-1 n—2yn—3
(2.11)
7 Zn—3 tn—3
n+1 n+1

ili yn Xn—ltn—ZZn—B ili Zn yn—lxn—Ztn—3

dort boyutlu fark denklem sisteminin ¢éziimlerinin varligini incelemistir.

El-Dessoky (2016b); baslangig sartlar1 sifirdan farkli reel sayilar olmak izere

_ yn—2 Xn—2

Ty, M A Y, (2.12)

n+1

ticlincli mertebeden rasyonel fark denklem sisteminin ¢éziimlerini incelemistir.

El-Dessoky (2016c¢); baslangi¢c sartlari reel sayilar ve katsayilar tam sayilar

olmak tzere

X _ Zn—3
n+l ’
a1 + blzn yn—lxn—Z Zn—3
X 3
yn+l = = 1 (213)
az + bZXn Zn—l yn—2 Xn—3
Yn_3
Zn+1 .

a0y, X2, Y

dordiincii mertebeden rasyonel fark denklem sisteminin ¢oziimlerini ve ¢oziimlerin

periyodikligini incelemistir.
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El-Dessoky (2016d); baslangi¢ sartlar1 sifirdan farkli reel sayilar olmak tizere

— yn—l yn—2 y — Xn—lxn—2
! +1
Xn (ili yn—l yn—z) " yn (ili Xn—lxn—z)

(2.14)

n+1

ticiincii mertebeden rasyonel fark denklem sistemlerinin ¢oziimlerini ve ¢6ziimlerin

periyodikligini incelemistir.

Elsayed ve Ahmed (2016); baslangic sartlar1 sifirdan farkli reel sayilar olmak

uzere

yn Xn—2 _ Zn yn—2 Xn Zn—2

s Yo = L =T (2.15)
n+1 n+1 .
Xn—2 T Zn—l yn—Z * Xn—l Zn—z * yn—l

X =

n+1

i boyutlu rasyonel fark denklem sistemlerinin ¢oziimlerini ve ¢Oziimlerin

periyodikligini incelemislerdir.

Elsayed ve Alghamdi (2016); baslangic sartlari reel sayilar olmak tizere

Xn+l = L’ yn+1 = L (2.16)
1+ Xn—7 yn—3 ili Xn—3 yn—?
lineer olmayan fark denklem sisteminin ¢6ziimlerini incelemislerdir.
Gilimiis ve Soykan (2016); pozitif parametreler ve baslangi¢ sartlari i¢in
— aun—l — alvn—l (2 17)
n+1 B+, i B +ruy,

fark denklem sistemini tanimlamiglar ve bu sistemin pozitif ¢dziimlerinin davranisini

incelemislerdir.

Yazlik ve arkadaslari (2016); parametreler ve baslangic sartlar1 reel sayilar
olmak tizere
Xn yn—l yn Zn—l Zn Xn—l

= ! n+ = ! Zn+ = .
aOxn +b0 yn—2 y ' a‘.l.yn +blzn—2 ' aZZn +b2Xn—2 (2 18)

n+1

tic boyutlu fark denklem sisteminin ¢oziimlerini elde etmigler sistemin i1yi tanimli

¢Oziimlerinin asimptotik davranisini incelemislerdir.
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Elyased ve arkadaslar1 (2017); baslangi¢ sartlari sifirdan farkli reel sayilar olmak

uzere
_ ynxn—2 Xn yn—2
”*1 yn + yn—3 1 y”+l iXn x Xn 3 (219)
fark denklem sistemlerinin ¢6ziimlerini incelemislerdir.
Elyased (2017); baslangig sartlari sifirdan farkli reel sayilar olmak tizere
Xn— yn— Xn— yn—
Xy = ot = 2o (2.20)

Yn (ili Xn—lyn—ZXn—S) , %n (ili YnaXo-a yn_3)

lineer olmayan fark denklem sistemlerinin ¢6ziimlerini ve ¢6ziimlerin periyodikligini

incelemistir.

Haddad ve arkadaslar1 (2017); parametreler ve baslangig sartlari sifirdan farkli

reel sayilar olmak iizere

_ an—k yn ynp—k+1xn
n+l — ayr? ) + byn yn+1 axnp ) +ﬂXn (221)

lineer olmayan fark denklem sisteminin ¢oziimiinii elde etmislerdir. Ayrica, (2.21)

sistemin ¢éziimlerinin davranisini 6zel bir durum i¢in incelemislerdir.

Haddad ve Rabago (2017); parametreler ve baslangi¢ sartlar1 negatif olmayan

reel sayilar olmak iizere

(2.22)

fark denklem sisteminin negatif olmayan c¢oziimlerinin siirliligmi ve global

kararliligini incelemislerdir.
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Stevi¢ (2017); 1=1,2,3 i¢in &,b,,¢;,%,, ¥y, Z, € R (veya C) olmak iizere

_a b ¢
Xnyn ynzn Zan
_ % i b, n )
Xnyn ynzn ann
_ n b, n Cs
Xnyn ynzn Zan

n+1

n+1

(2.23)

n+1

sistemini tanimlamis Ve tanimlanan sistemin ¢6ziilebilir oldugunu géstermistir.

Tollu ve arkadaslar1 (2017); a,b € R" ve baslangi¢ sartlar1 negatif olmayan reel

sayilar olmak iizere
Xn=7 v Y= (2.24)
fark denklem sistemini tanimlamislar ve bu sistemin ¢éziimlerinin global davranigini

incelemislerdir. Ayrica, elde ettikleri sonuglar igin niimerik 6rnekler vermislerdir.

Haddad ve arkadaslar1 (2018); baslangi¢ sartlar1 ve parametreler sifirdan farkli

reel sayilar olmak tizere

a [n yn—l bXn—l yn
X =4 , N+ = —+ .
v B Yaa x5t (2.25)

fark denklem sisteminin ¢éziimlerini incelemislerdir. Ayrica, elde ettikleri sonuglar igin

niimerik ornekler vermislerdir.

Tirk ve arkadaslar1 (2018); a, b, ¢, d, e, f, p, qeR" ve baslangi¢ sartlari

negatif olmayan reel sayilar olmak iizere

au, , dv, ,

U, = Vg =—t .
" haovP, ™ e ful, (2.26)

fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerinin davranisini incelemislerdir.
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Yilmazyildirim ve Tollu (2018); baslangi¢ sartlar1 pozitif reel sayilar olmak

uzere

XY, Y.tz 7, +X,
- v Jn+l T ’ -
1+x.Y, 1+y,z, 1+2z X,

(2.27)

n+1 n+1
fark denklem sisteminin genel ¢Oziimiinii kapali formda elde etmisler ve ¢6ziimlerin

asimptotik davranisini incelemislerdir.

Tollu ve Yalgmmkaya (2019); (2.17) sistemini ¢ boyutlu bir sisteme

genellestirerek pozitif parametreler ve negatif olmayan baslangi¢ sartlari icin

alu n-1 aZVn -1 aSWn -1

= —, Vo = — = - (2.28)
BtV B+ 7, W, B+ 75U,

n+1 n+l

fark denklem sistemini tanimlamiglar ve bu sistemin ¢éziimlerinin global davranigini
incelemiglerdir. Ayrica, bu calismada sistemin denge noktalari, lokal asimptotik
kararlilig1, global asimptotik kararliligi, iki periyotlu ¢oziimlerin varligi ve ¢oziimlerin

bu periyodik ¢dzlimlere yakinsamasi parametrelerin durumuna goére incelenmistir.

Bu calismada; fark denklem sistemleri ile ilgili olarak yapilan literatiir
taramasinin 1s1@inda iki yeni fark denklem sistemi tanimlanmigs ve tanimlanan
sistemlerin genel ¢oziimleri kapali formda elde edilmistir. Ayrica, tanimlanan
sistemlerden birinin ¢6ziimlerinin global davranisi incelenmis ve elde edilen teorik

sonugclar i¢in bazi niimerik 6rnekler verilmistir.
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3ox =Y oy fea o, ZXna pENKLEM SISTEMI

n+l L (T

Xn + yn—l yn + Zn—l Zn + Xn—l

Bu boliimde; baslangig sartlari reel sayilar olmak tizere

_ Xnyn—l _ ynzn—l z _ ann—l

n+1 ' o4l

_ | _ (3.1)
Xn + yn—l yn + anl Zn + Xn—l

n+1

fark denklem sistemi tanimlanmis ve tanimlanan sistemin genel ¢6ziimii kapali formda

elde edilmistir.

Bu sistemde, ne N, i¢in X Yy,Z, #0 olmak tizere

1 1

1
X, =—, Y,=—i 2, =— (3.2)
un Vn Wn
degisken degistirmeleri yapilirsa,
un+1 = un +Vn—1' Vn+1 = Vn +Wn—17 Wn+1 = Wn +un—1 (33)

lineer fark denklem sistemi elde edilir. (3.1) sisteminin genel ¢dzliimiine ulagmak igin
(3.3) sisteminin genel ¢oziimiini elde etmek yeterli olacaktir. (3.3) sistemindeki
denklemlerde indis degisimi yapilarak, sistemdeki birinci denklemden

=Uy 3+ Voo, (34)
+V

n+3?

=U,5 TV

denklemleri elde edilir. Benzer sekilde, ikinci denklemden

Vn+2 = Vn+1 + Wn !
Vn+3 = Vn+2 + Wn+1' (35)
Vn+4 = Vn+3 + Wn+2

denklemleri ve tigiincii denklemden de

W, =W . +U (3.6)

n+2 = "'n4l n

denklemi elde edilir. (3.4) ve (3.5) teki degerler (3.6) da kullanilirsa,

Unss -3u

n+5 +3un+4 —Up3—U, = 0 (37)

n
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denklemi elde edilir. (3.7) denkleminin karakteristik denklemi
A°-32°+31*-21°-1=0 (3.8)

seklinde olup bu denklemin kokleri

2= 2*/5 , (3.10)
P ‘_12_2h/§ (3.11)
24 =1+— ‘1_]'2_2i\/§' (3.12)
ve

A = LHy=1+2IV8 “_1;2'*/5 (3.14)

olarak bulunur. Buna gore, (3.7) denkleminin genel ¢6ziimii c, parametreleri keyfi

sabitler olmak tizere

6
U, =D CA (3.15)

6
v, =) dA (3.16)
i=1
ve
6
w,=> a4 (3.17)

genel ¢oziimleri de elde edilir. (3.2) deki degisken degistirmeler g6z Oniine alinirsa,
(3.1) sisteminin genel ¢oziimii
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(3.18)

seklindedir.
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4. x  =2%h*q ., _hhrd ., 4T3 ppNKLEM SISTEMI
X, + Y, Yy, +2, Z,+X,
Bu boliimde; a €[0,) ve baslangig sartlari reel sayilar olmak {izere
=Xahrdny  _hkhta, 4% *a 4.1)
X, + Y, Yy, +2, Z,+X,

fark denklem sistemi tanimlanmis, tanimlanan sistemin genel ¢6ziimii kapali formda
elde edilmis, ¢6ziimlerin global davranisi incelenmis ve elde edilen teorik sonuglar igin

bazi niimerik dérnekler verilmistir.

4.1. a=0 Durumu

Bu kisimda; (4.1) sistemi a=0 igin ele alinmustir. (4.1) sisteminde a =0 olarak

alinirsa,

X Z Z X
i A (4.1.1)
X, +VY, Y, + 2, Z, +X,

n+1

sistemi elde edilir. Bu sistemde, ne N i¢in X Y,z, #0 olmak iizere

1 1

Xp =—> yn:_,zn:i (4.1.2)
un Vn Wn

degisken degistirmeleri yapilirsa,

un+l = un +Vn ’ Vn+1 :Vn +Wn ’ VVn+1 = Wn +un (413)

lineer fark denklem sistemi elde edilir. (4.1.1) sisteminin genel ¢6ziimiine ulagmak i¢in
(4.1.3) sisteminin genel ¢6ziimiini elde etmek yeterli olacaktir. (4.1.3) sistemindeki

denklemlerin toplanmasi ile

u.,+v

n+l

+W,,, =2(u, +V, +W,) (4.1.4)

n+l

denklemi ve bu denklemden de ne N ve K, =u, +V, +W, i¢in
u, +v, +w, =2"K, (4.1.5)
denklemi elde edilir. (4.1.3) ile (4.1.5) ten

v, +w,,, =2"K, (4.1.6)



denklemi ve (4.1.3) ile (4.1.6) dan

n
V., =V, +V, =2"K,

n+1

ve

Vo, =V, =V, +2"'K,

n+.

denklemleri elde edilir. (4.1.8) denkleminin bir 6zel ¢dziimiiniin

2"K
3

0

seklinde oldugu agiktir. (4.1.8) ve (4.1.9) dan
2"K 2"K 2K
Vo — = v, — ¢ Vi — 0
3 3 3

elde edilir ve bu denklemde neN, i¢in

degisken degistirmesi yapilirsa, N €N, igin

IFn+1 = rn - rn—l

19

(4.1.7)

(4.1.8)

(4.1.9)

(4.1.10)

(4.1.11)

(4.1.12)

denklemi elde edilir. (4.1.12) denkleminin ¢6ziimii i €{0,1,2,3,4,5} olmak iizere

fh=V,——=— ,
0 0 3 3
Py 2K _2K0__2u0 Vo — W,
1 1 0 0 3 3 '
fp_r = Uy +Vy — 2W,
2 1 0 3 !

Uy — 2V, + W,
L=r—h=—lh== —,

3
2Uy =V, — W,

(4.1.13)

(4.1.14)

(4.1.15)

(4.1.16)

(4.1.17)

(4.1.18)



ve

Uy +V, — 2W,

r5=r4—r3=—(rl—r0)= 3

esitlikleri ve bu esitlikler sayesinde

on Ko 2" —1 22"+ 2
Vg, =2 ?+r0:u0 T +V, 3 + W,
J [ 6n+1
j ( 6n+2

26n+1

K
__nbn+l "N _
V6n+l_2 ?"‘rl_uo

K 26n+2
__nbn+2 "N
Voni2 = 2 ? +h

K 26n+3 26n+3 2
__nb6n+3 N0 _
Venis =2 — ThE=U,
K 26n+4 + 2 26n+4
__nbn+d "N _
Vonsa =2 — th=U,
ve
K 26n+5 +1 26I’H—5 +l
Vg =22 =241, = U, +V,
3 3 3

el

o

J(5
P55

26n+2

26n+3

26n+4

26n+5 _

3

)
|

|

2).
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(4.1.19)

(4.1.20)

(4.1.21)

(4.1.22)

(4.1.23)

(4.1.24)

(4.1.25)

denklemleri elde edilir. (4.1.20) - (4.1.25) arasindaki degerler (4.1.3) sistemindeki ikinci

denklemde kullanilirsa,

2°" -1 2°" -1 2" +2
Wap =Up| =5 [+Vp| = [+Wo| =——— |,

26n+1 +1 26n+1 _ 2 26n+l +1
Wen+1 = Uo 3 Vo 3 +Wo 3 '

26n+2 + 2 26n+2 _1 26n+2

W6n+2=u0( 3 ]‘*‘Vo( 3 j"'wo( 3

w _y 26n+3 +1 iy 26n+3 +1 W 26n+3 _
6n+3 0 3 0 3 0 3

4

2}

(4.1.26)

(4.1.27)

(4.1.28)

(4.1.29)



26n+4 _1 26n+4 +
Wensa ZUOL 3 j"'vo[ 3

ve

W,

bnss = Uo (

26n+5 _ 2 26n+5 +
+V,
3 3

2) (26n+4 _1}
+W,
3
ol
+W,

3

denklemleri elde edilir. Benzer sekilde, (4.1.26) -
sistemindeki ti¢iincii denklemde kullanilirsa,

2" 42
Ug, = U 3

u6n+1 (

Usn.2 = Uo
Usn.3 = Ug
Ugn.s = Uy
ve

Ugns = U [

+

v 2" -1 +
°\ 3

26n+1+1J ( 6n+1+l
26n+2 1j [26n+2
26n+3 2] (zems

26n_
W
(5

g’

(5

+W,

+W,

A G

26I’H—5 +l 26n+5 _
+Vy
3 3

2

26I’H—2 _1
3

26n+3 +1

26n+5 _l_lJ

3

26n+4 + 2
3

] [26!’14—5 +1j
+W,
3
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(4.1.30)

(4.1.31)

(4.1.31) arasindaki degerler (4.1.3)

(4.1.32)

(4.1.33)

(4.1.34)

(4.1.35)

(4.1.36)

(4.1.37)

denklemleri elde edilir. Bu durumda, (4.1.20) ile (4.1.37) arasindaki degerler (4.1.2) de
kullanilirsa, (4.1.1) sisteminin genel ¢6ziimii

3%, YoZo

Xon =

3%, Y020

YoZo (26” + 2)+ X,Z, (26” —1)+ X, Yo (26” —1) ’

Xonua = YoZo (2% +1) 4+ X,2, (257 +1) + X, ¥, (25— 2)

3%, YoZo

Xone2 = YoZo (26”+2 —1)+ X, Z, (26”+2 + 2)+ X, Yo (26”+2 —1) ’

(4.1.38)

(4.1.39)

(4.1.40)



3%, Yo Zo

Xeniz =

3% YoZo

YoZo (26n+3 —2)+ XoZo (26n+3 +1)+ X, Yo (26n+3 +1) ’

X6n+4 =

3%, Y02,

Xenss =

YoZo (26”+4 —1)+ %Zo (26“+4 _1)+ X,Ys (26n+4 N 2) ’

Yoo (2% +1)+ %2 (2% —2) + XY, (277 +1)'

yo = 3%, YoZo

T Yoz (2 = 1)+ %20 (277 +2) + XY, (27 1)
yo = 3%, Y02y

Yz, (26”+l - 2) +X,Z, (26”+l +1) + %, Y, (26”+1 +1) '
yo S 3%, Y02y

™ yz, (277 1)+ %25 (2™ = 1)+ %, ¥, (27 +2)
. 3%YoZ

Ty (27770 1)+ X2 (277 = 2) + XY, (250 +1)
Vo = 3%, Y02,

Tz (257 2) 4 %2, (27 — 1)+ % (207 1)
Vo o= 3%, YoZo

Yz, (257 +1) + %20 (2°7°° +1) + %, ¥, (25 - 2)
o 3%YoZ

o YoZo (2% =1)+ %2, (27" 1)+ X,¥, (27" +2)
. 3%, YoZy

T Yz (2 1)+ %2, (27 = 2) + XY, (257 +1)
;o 3%, YoZo

T Yoz (277 4 2) + %2, (277 — 1)+ XY, (27 1)
o 3%Vl

Yz, (26”+3 +1) +X,Z, (26"+3 +1) + X%, Y, (26"*3 - 2) ’
ZGn+4 = 3X0y020

YoZo (257 =1)+ %2, (257" +2) + X, Y, (257 1)

22

(4.1.41)

(4.1.42)

(4.1.43)

(4.1.44)

(4.1.45)

(4.1.46)

(4.1.47)

(4.1.48)

(4.1.49)

(4.1.50)

(4.1.51)

(4.1.52)

(4.1.53)

(4.1.54)
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3%, Y020

Zoo o= 4.1.55
vz, (27 =2)+ %2, (27 +1) + Xp¥, (2°7° +1) ( )
seklinde elde edilir.
4.2. a>0 Durumu
Bu kisimda; (4.1) sistemi a >0 igin ele alinmustir. (4.1) sisteminden
Xpptva= %, +aax, +ay, ) (4.2.1)
Xy +Yn
z, +a++ay, ++az
Yoo +a =25 Jay, +az, , (4.2.2)
Yy, +2,
, W z X +a++az, +ax, (4.2.3)
Z, +X
ve
X,., —Ja = +a—ax, —ay, , (4.2.4)
Xn + yn
z +a—+ay —+az
You —a = Yoy Jay, ~az, : (4.2.5)
Yo +2,
1, - = A= YA%, —ax (4.26)

Z, +X,

esitlikleri elde edilebilir. (4.2.1) - (4.2.3) ve (4.2.4) - (4.2.6) sistemlerinden ne N, icin
(% + ¥ ) (Vo +2,) (2, +%,) %0, (xn i«/g)(yn iﬁ)(zn iﬁ);ﬁo,

xn+ﬁ:X§, yn+J§:Yn+, zn+\/5:2n+

(4.2.7)

ve
xn—\E:Xn‘, yn—\EzYn‘, zn—\5=z; (4.2.8)
olmak lzere

Xog _ KXo Yo You Y02y Zpny _Zy X§
Xow Xo Yo Yoo Yo Zo ' Zo, Zo X,

n+l

(4.2.9)
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sistemi elde edilir. (4.2.9) sisteminden n>0 i¢in iterasyon ile
Xp _XoYo W _YZo Zy_Z Xy

Xy Xo Yo' Yo Yo Zo'Zo Zy X

+ + + 2 + + + + 2 + + + + 2 +
Ko _KofYo | 2o Yo _Yo|Zo| KXo 22 _ZofXo| Yo (4.2.10)
X; Xo\Yy ) zZ3 Yy Yo\Zy) X3 Z, Zy\ X,

2 3 3 2 3 3 2 3 3
Xo [Xo | (Yo ) [Zo] Yo (Yo |[Zo|(Xa)] Z_[Zo)[Xe ][
X; \Xg ) \Yy ) zy ) Yy (Yo ) \zo )X ) z; \Zg )\ X5 )Yy )’
elde edilir ve bu esitlikler
i + a, 4 bn + Cq
X, _[Xo ) (Yo ) [ (4.2.11)
X A\ Xg ) \Yy ) \zy )
a b, ®
Y+ Y+ i Z+ n + \"
oY) (L) [ (42.12)
Yn YO Z0 XO
+ + ) 4 By +\%n
Zo (Lo ] [ Ko (Yo (4.2.13)
Zy \Zy) (X9 ) Yo

seklinde genellestirilebilir. (4.2.11) - (4.2.13) arasindaki denklemlerden n=0 i¢in

+ + % +\P +\%
Xo _[Xe ) [Yo ) [Z (4.2.14)
Xg \Xg ) LYy z; )

+ +\% +\P +\%
Yo (Yo | [Zo] [Xo (4.2.15)
Y, LY, Z; Xy )

+ +\% + by +\%
Zy _[Zo) [Xo | [Yo (4.2.16)
Z, \Z, Xo ) Yo

ve buradan b, =c,=0 ve a, =1 degerleri elde edilir. (4.2.11) - (4.2.13) arasindaki
degerler (4.2.9) daki birinci denklemde kullanilirsa,n € N i¢in

+ Ani1 + bn+1 + Chia + a+Cy + an +bn + bn +Cy
Xe (Y | [Z ] [ Xa Yo | [Z (4.2.17)
Xo Yo Zy Xo Yo Z,

ve
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a,,=a,+c,Cc. ,=c+b,b,=b +a (4.2.18)

n+1 n+1

esitlikleri elde edilir. a,=u,, ¢, =V, ve b, =W, icin (4.2.18) sisteminin ¢dzimii

(4.1.3) sisteminin ¢éziimiine benzer oldugundan by =c, =0 ve a, =1 baslangi¢ sartlart

ile
26n +2 26n+l +1 26n+2 _1
= ' =5 = , 4.2.19
a6n 3 a6n+1 3 a6n+2 3 ( )
26n+3 _ 2 26n+4 _1 26n+5 +1
a6n+3 = T’ a6n+4 = T ! a6n+5 = 3 (4220)
26n _1 26n+l+l 26n+2 +2
b6n = T ) b5n+1 = T ) b6n+2 = T, (4221)
26n+3 +1 26n+4 _1 26n+5 . 2
b6n+3 = T ' b6n+4 = T y b6n+5 = 3 (4222)
26n _1 26n+1 _ 2 26n+2 _1
C6n = T ) C6n+l ~ T ) C6n+2 = T ) (4223)
26n+3 +1 26n+4 + 2 26n+5 +1
Coniz = Tf Conra = T! Conss = T (4.2.24)

formiilleri elde edilir. Sonug olarak, (4.2.11) - (4.2.13) ve (4.2.19) - (4.2.24) ten (4.1.1)
sisteminin genel ¢oziimii

2642 260 2601 2642 2601 260
+ 3 + 3 + 3 N 3 . 3 N 3
R0 T )T ()T ()T (%) ()
X6n =+a 260 o 26n_q 260 1 260, o 260 1 26n_q ! ( re )
+ 3 + 3 + 3 _ N 3 - 3 N 3
(%) = (%) > (z5) * =(X) * (%) * (Z)
26n+l+l 26n+1+1 26n+172 26n+1+1 26n+l+1 26n+172
S06) () (@) ¢ (%) ¢ (%) ¢ (z)
X6n+1 =+a 26 1 26n+H L 26Ml_o 261+ g 26n+ g 26ni_o (4226)
+ 3 + 3 + 3 — N 3 . 3 N 3
(XO ) YO 0 XO YO ZO
26n+2 1 26n+2+2 26n+2 1 26n+2 1 26n+2 +2 26n+2 1
(X)) T (Y) F (zF) T 4+(xg) T (Yy) ¢ (z5) @
X6n+2 =~a 26n+2 ¢ 26042, o 26n+2_q 26n+2 ¢ 26042, o gbn+2_q 1 (4227)
+ 3 + 3 + 3 — N 3 - 3 N 3
XO ) YO Z0 ) XO YO ZO
26M3_o 26043 19 26043 19 26M+3_o 26043 19 2643 19
—(X5) () * (Z5) T (X)) P (Vo) ® (Zo) ®
X6n+3 =~a 26m43_o 26043 9 26043 9 2643 _o 26043 4 26043 1 (4228)
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(4.2.29)

(4.2.30)

(4.2.31)

(4.2.32)

(4.2.33)

(4.2.34)

(4.2.35)

(4.2.36)

(4.2.37)
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26mi g 26 26mi 264 26 _p 26m g
+) 3 +) 3 +) 3 -\ 3 -) 3 -) 3
_\/_(xO Y, Z: +(X, Y, (2, 1238
Zonag =N @ 260 260 204 25041 260 _p 2504 (4.2.38)
+) 3 3 ) 3 _ -) 3 -) 3 -) 3
(Xo Yo Zo (Xo Yo Z0
26042 o 26n+2_q 26n+2_q 26042 o 26n+2_4 26n+2_q
+ 3 +) 3 +) 3 -\ 3 3 -) 3
_\/_(x0 Y, Zy) * +(X, Y, ; 4230
26n+2 =+a 26142 4 5 2642 4 26m2_q 2642 5 26m2 ¢ 26M+2 4 ( e )
(x0+ A (X)) F (Yr) ® (z5) @
26m34 26m34 26m3_2 26034 26M3 4 26m3_2
+) 3 +) 3 + 3 -) 3 -\ 3 -) 3
_J—(xo Yo 0 +(Xo (Yo 0 4.2.40
Zen+3 =+a 2643 9 2643 19 26M43_o 26M43 1 2643 9 26M+3_o ( e )
(X5) * (%) ® (Z5) ° —=(Xo) ® (%) ® (Zo) °
26n+4 1 25n+4 +2 26n+4_l 26 4_1 26 4+2 26 4_1
+) 3 + 3 +) 3 -) 3 - 3 -) 3
_\/_(x0 Y, (z5) = +(X, Y, Z
26n+4 . a 26n+4_l 26n+4+2 26n+4_1 26n+4_l 26n+4+2 26n+4_1 1 (4'2'41)
+) 3 + 3 +) 3 _ -) 3 - 3 -] 3
(Xo ) Yo (Zo X0 Yo Zo
26n+5_2 26n+5 +1 26n+5+1 26 5_o 26 5.1 26 511
+ 3 +) 3 +) 3 -\ 3 -) 3 -) 3
_\/—(Xo) Y0 0 +( 0 (Yo Zo 4.9.42
26n+5 =~a 26045 _o 26045 4 26045 1 26145 _o 26045 4 26145 ¢ ( re )
(x0+) 3 (Yo+) 3 (z5) s —(X5) ® (Yy) ® (z5) @

seklinde elde edilir.

4.3. Coziimlerin Asimptotik Davranisi

Bu kisimda; (4.1) sisteminin ¢dziimlerinin asimptotik davranisi incelenecektir.
(4.1) sisteminin denge noktalarmn a=0 igin (0,0,0) ve a>0 icin (ﬁ,ﬁ,ﬁ) ile

(—x/g , —«/g , —«/5 ) oldugu agiktir.
Teorem 4.3.1. (4.1) sistemi i¢in asagidaki ifadeler dogrudur.

(i) Eger a=0 ise n—oo i¢in (X,, Y, Z,)—(0,0,0) dur.
(ii) Eger a>0 ise N — o0 i¢in (|Xn|,|yn|,|zn|)—>(\E,xE,«E) dir

Ispat.
(i) Istenen sonug (4.1.38) - (4.1.55) arasindaki denklemlerden kolaylikla elde edilir.

(i) Ispat X,, Yy, ve z, ¢oziimleri igin benzerdir. Bu nedenle, ispatin sadece X, igin

yapilmasi yeterli olacaktir. (4.2.25) denklemi, ne N i¢in
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Xen =~a| 1+ 2 (4.3.1)

26M42 2501 2501

) () ()

seklinde yazilabilir.
f(x)= itﬁ (4.3.2)

fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyon,

{x <0ise | f(x)|<1 (4.3.3)

x>0ise |f(x)>1
sartlarini saglar ve (4.3.1) denklemi ile (4.3.3) 6zelliginden iki durum ortaya ¢ikar:

(a) Eger X, <0, y, <0, z,<0 ise n— oo igin (xn,yn,zn)e(—ﬁ,—ﬁ,—ﬁ)
dir.
(b) Bger % >0, ¥,>0, 2,>0 ise n—o icin (x,,,,2,) > (Va,v/a,/a) d.

Diger durumlar i¢in

25042 2501 2501

[ %#va) P (yorva) ? (z44a)
(S0 )pao = (XO_ J&J (yo_ Jg] (ZO_ Jaj (4.3.4)

n>0

dizisini ele alalim. Eger n—co igin (s,)—>0 ise (Xn,yn,zn)—>(—\5, —Ja, —ﬁ) ve

n— oo igin (S,) —> o ise (X,,Y,,2,) (ﬁ, Ja, ﬁ) dir. Boylece, ispat tamamlanir.

Sonug¢ 4.3.1. (4.1) sisteminin denge noktalar1 birer ¢ekim noktasidir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada; literatiirde var olan fark denklem sistemlerinin 1s1ginda iki farkli
fark denklem sistemi tanimlanmis ve tanimlanan sistemler incelenmistir. ilk olarak;
baslangig sartlar1 reel say1 olan

_ Xn yn—l _ yn Zn—l 7 _ Zn Xn—l
- ! - n+l —
Xn + yn—l Zn + Xn—l

n+1

n+1 !
yn + Zn—l

fark denklem sistemi tanimlanmis ve tanimlanan bu sistemin genel ¢oziimii kapali
formda elde edilmistir. Son olarak; ae[O,oo) olmak iizere, baslangi¢ sartlar1 reel sayi

olan

_xnyn+a _ynzn+a 2 _Zan-l-a.
- n+l — ' Sn+l

Xn+yn yn+zn Zn+xn

n+1

fark denklem sistemi tanimlanmis, bu sistemin genel ¢6ziimii kapali formda elde
edilmis ve ¢ozlimlerinin davranigi incelenmistir. Ayrica, elde edilen sonuglar niimerik

ornekler ile desteklenmistir.

Yapilacak yeni ¢alismalarda, bu galismada incelenen sistemlerdeki bilinmeyen
sayist artirilarak daha genel ¢alismalar yapilabilir. Ayrica incelenen ikinci sistemdeki
negatif olmayan a parametresinin yerine negatif bir parametre veya herhangi bir dizi

aliarak yeni ¢aligmalar yapilabilir.
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