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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

BAZI CEBIRSEL GRAFLARIN ZAGREB INDEKSLERI

Ayse CELIK

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Nihat AKGUNES
2018, 44 Sayfa

Jiiri
Dr. Ogr. Uyesi Nihat AKGUNES
Prof. Dr. Emine Gok¢cen KOCER
Prof. Dr. Ayse Dilek MADEN

Graf teori, uygulamali matematigin c¢ok kullanigh bir alanidir. Giinliik hayata dair birgok
probleme ¢6ziim sunabilmis olmasi, graf teoriye ve uygulamalarina olan ilgiyi son yillarda arttirmistir.

Graf teorinin énemli uygulamalarindan olan Zagreb indeksler ve bu indekslerin uygulamalarina
yer verilmistir.Bircok cesit Zagreb indeks tanimlanmis olup, bu indeksler {izerine yapilan calismalar
giiniimiizde hala popiilaritesini devam ettirmektedir.

Tez toplamda 4 ana boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde graf teori ile ilgili temel kavramlara ve bazi 6zel graflarin tanimlarina yer
verilmistir. Ayn1 zamanda tezde kullanilmis olan kaynaklar hakkinda arastirma yapilip, igerik bilgileri
sunulmustur.

Ikinci boliimde sifir bolen graflar, Zp VA q Ozel halkalari tzerinde sifir bolen graflar ve

Zagreb indekslerin tanimlar1 verilmistir. Ayrica bu graflarin Zagreb indeksleri incelenerek elde edilmistir.
Ugiincii béliimde graflar {izerinde tensor ¢arpim tanimi verilerek, ikinci béliimde tanimlanan sifir

bolen graflarmin tensor ¢arpim graflar lizerinde Zagreb indeksler uygulanmis ve sonuglar elde edilmistir.
Son ve dordiincii boliimde tezde elde edilmis olan sonuglar ve dneriler sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Graflar, Sifir bolen graflar, Tensor ¢arpim, Zagreb indeks



ABSTRACT

MS THESIS

ZAGREB INDICES OF SOME ALGEBRAIC GRAPHS

Ayse CELIK

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE
OF NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE
IN MATHEMATICS

Advisor: Asst.Prof.Dr. Nihat AKGUNES

2018, 44 Pages

Jury
Asst.Prof.Dr. Nihat AKGUNES
Prof. Dr. Emine Gok¢cen KOCER

Prof. Dr. Ayse Dilek MADEN

Graph theory is a very useful field of applied mathematics. The fact that it has been able to offer
many solutions for everyday life has increased a quite amount of interest to graph theory and its
applications in the recent years.

Zagreb indices are one of the most important applications of Graph theory and applications of
these indices are included. Many types of Zagreb indices have been defined and studies on these indices
are still popular today.

The thesis consists of four main sections.

In the first section, basic concepts related to graph theory and definitions of some special graphs
are given. At the same time, content information as made some researches about the resources used in the
thesis.

In the second section, the definitions of zero-divisor graphs, zero-divisor graphs on special rings
Z ,x L, and Zagreb indices are given.

Furthermore, these graphs are obtained by studying the Zagreb indices.

In the third section, the definition of tensor multiplication on graphs is given and Zagreb indices
are applied on tensor multiplication graphs of zero-divisor graphs that are defined in the second section
and the results are obtained.

In the last and fourth section, the results obtained in the thesis and suggestions are presented.

Keywords: Graphs, Tensor product, Zagreb indices, Zero-divisor graphs
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1. GIRIS

Graf teori 1736 yilinda Leonhard Euler’in, Konigsberg’in Yedi Kopriisii isimli
probleminden ortaya ¢ikmistir. Bu problemi su sekilde agiklayabiliriz. Almanya’da
bulunan Konigsberg sehrinde Eski ve Yeni Pregel nehirleri birleserek Pregel nehrini
olusturmaktadir. Bu nehirler aralarinda iki kii¢lik adacik olusturmakta ve nehir iizerinde
bu adaciklarla sehri birlestiren yedi koprii bulunmaktadir. Euler’in ¢6ziim bulmaya
calistigr durum ise biitiin kopriilerden bir ve yalniz bir kez gecilerek bir yliriiyiis

yapilmasinin miimkiin olup olmadigidir.

Sekil 1.1. Pregel Nehri ve Konigsberg Kopriisii

Bu problemden yola ¢ikilarak temelleri atilan graf teori ile giliniimiizde sehirlerde
bulunan trafo yapilari, bilgisayar aglar1 vb. yapilar planlanmaktadir. Aslinda bu
problemde amag yiirliylis gibi goriinse de o glinden giinlimiize gelisen teknolojinin
ekonomikligi hakkinda bir temel olusturmustur. Bunun sonucunda graf teori olusmus ve

giiniimiizde hala devam eden calismalar yapilmaya baslanmistir.



1.1.Graflar ve Ozellikleri

Bu kisimda tiim tez boyunca kullanacagimiz graflarm temel tanimlar1 ve
ornekleri ile ilgili bilgiler verilecektir. Kullandigimiz tiim temel tanimlar ve gosterimler
Gross ve Yellen’in Handbook of Graph Theory (Gross ve Yellen, 2004) kitabindan
almmistir. Ayrica bu kitaba alternatif olarak Bollobds’im Modern Graph Theory
(Bollobas, 2013) kitab: da incelenebilir.

Tamm.1.1. V, elemanlar1 kdse (vertex) olarak adlandirilan bostan farkli bir kiime, E de
elemanlar1 kenar (edge) olarak adlandirilan ve V kiimesinin bir ya da iki elemanl: alt
kiimelerinden olusan herhangi bir kiime olsun. Bu sekilde tanimlanan G=(V,E) ikilisine

graf (graph) denir.

Ornek.1.1. V={V1,V,,V3,V4,Vs} ve E={e; €, €384, €5, €, €7}0lacak sekilde asagidaki

yap1 bir graf 6rnegidir.
€

€s
€4 25 Vs

€7
V,

Sekil.1.2.Graf Ornegi
Tanim.1.2. V kose kiimesinden alinan bir v; kdsesine komsu olan kdselerin sayisina, V;
kosesinin derecesi denir ve dg(Vvi) ile gosterilir. Bir graf yapisinda derecesi 1 olan

koseye ug (pendant) kose, derecesi 0 olan kdseye ise izole kose denir.

Ornek.1.2. Asagidaki grafta her kose dereceleri ile isimlendirilmistir.

Sekil.1.3. Kose dereceleri gosterilen graf 6rnegi



Tamim.1.3. Bir G grafinin kdse kiimesi olan Jden iki kdse segilsin. Segilen bu koseler

arasinda bir kenar olusuyorsa bu koselere komsu koseler denir.

Tamm.1.4. Bir grafta her bir kose ¢ifti komsu ise bu graf tam graf olarak adlandirilir. n

koseli bir tam graf K, ile gosterilir.

Ki Ka Ks

X

Sekil.1.4.Tam graf cesitleri

Tamm.1.5. Baslangi¢ ve bitis kdselerinin derecesi 1, tiim diger koselerinin derecesi 2

olan grafa yol graf denir. n koseli bir tam graf P, ile gosterilir.

Sekil.1.5.Y ol graf cesitleri

Tamim.1.6. Baslangic ve bitis noktasi ayni kdse iizerinde olan ve tiim koselerinin
derecesi 2 olan graflar g¢evre graf olarak adlandirilir. n koseli bir gevre graf C, ile

gosterilir.



JAN

G C, Ce

Sekil.1.6.Cevre graf cesitleri

Tanim.1.7. n koseli bir C, ¢evre grafinin tiim koselerine tek bir kenar ile komsu olan
yeni bir kose eklenmesi ile elde elde edilen grafa tekerlek (wheel) graf denir. W, ile

gosterilir.

A\

Sekil.1.7. Tekerlek graf cesitleri

1.2. KAYNAK ARASTIRMASI
Bu kisimda g¢alismamiza 1sik tutan literatiirde Onemli yere sahip olan graf
parametreleri, Zagreb indeksler ve sifir bolen graflarla ilgili calismalar ayrintili olarak

ele alinmustir.

1.2.1.Sifir Bolen Graflan ile flgili Kaynak Arastirmasi
(Beck, 1988) “Coloring of Commutating Rings” isimli ¢aligmasi sifir-bolen
graflarin baglangici olmustur. Bu arastirmada, halkalarin sifir-bolen graflarini ortaya
koyulmus ve tanimlamustir. Ayrica bu grafin renklendirilmesi tizerine ¢alisilmistir.
(Anderson ve Livingston, 1999) “The Zero-divisor Graph of Commutative
Ring” isimli ¢aligmalarinda degismeli halkalarin sifir-bolen graflari ile ilgili bircok

temel sonug elde ederek ortaya koymuslardir.



(Gross ve Yellen, 2004) “Handbook of Graph Theory” isimli kitaplarmmda
graflar hakkindaki temel tanim ve drnekleri agiklamis, graflar ile ilgili genel 6zellikleri
gostermislerdir.

(Anderson ve Badawi, 2008) “On the Zero-Divisor Graph of a Ring” adlh
calismalarinda bir R halkasinin idealleri ve esas idealleri arasindaki karsilastirilabilme

kosullar1 ya da R’nin bilesenleri arasindaki kesin boliinebilme kosullarimi saglayan sifir

olmayan bdlenlere sahip R halkalar1 i¢in T’ (R) grafin1 incelediler.

(Sharma ve ark., 2011) “Analysis of Adjacency Matrix and Neighborhood
Associated with Zero Divisor Graph of Finite Commutative Rings” adl arastirmalarinda
sonlu ve degismeli halkalar {izerindeki sifir bolen bir grafin komsuluk matrisi {izerine

aragtirmig, bu ¢aligmalarinda p 'nin bir asal oldugu, Z  xZ  halkasindan elde edilen

sifir bolen grafinin komsuluk matrisi i¢in ayrintili agiklamalar bulmaya ¢aligmiglardir.

(Akgunes ve Togan 2012) “Analyzing special parameters over zero-divisor

graphs” isimli calismasinda p ve g farkli asal sayilar igin F(Zp qu) sifir-bdlen

graflarinin ¢esitli parametlerini p ve q ya bagl olarak incelemis ve bulmustur.

(Bollobas, 2013) “Modern graph theory” adl kitabinda giincellenen graf teori
konularinda bilgiler vermistir.

(Anderson ve Weber, 2018) “The Zero divisor graph of a commutative ring
without identity” adl1 ¢alismalarinda birimsiz degismeli halkalarin sifir bolen graflariyla

ilgili teoremler ispat etmistir.

1.2.2. Zagreb indeksler Uzerine Kaynak Arastirmasi

(Gutman ve Trinajstic, 1972) “Graph Theory and molekiiler orbitals: Total 7 -
elektron energy of alternant hydrocarbons” isimli arastirmasinda birinci Zagreb
indeksini ortaya koymustur. Bu tanim graf teoride ve kimyasal matematik alaninda
onemli bir yer tutmaktadir.

(Gutman, 1975) “Graph theorey and molecular orbitals. XII. Acyclic polyenes”
isimli arastrmasinda Ikinci Zagreb indeksi tamimlamistir ve bircok oOzelligini
aciklamstir.

(Balaban, 1983) “Topological indices for structure-activity correlations” isimli

calismasinda Zagreb indekslerini adlandirmastir.



(Imrich ve Klavzar, 2000) “Product graphs: Structure and Recognition” adli
calismalarinda ¢esitli graf carpimlar1 iizerine ¢alismis ve konumuzda gecen tensor
carpim tanimini yapmuslardir.

(Das ve Gutman, 2004) “Some properties of the second Zagreb index” isimli
calismasinda ikinci Zagreb indekslere ait bir¢cok 6zellik ortaya koymustur.

(Todeschini ve Consanni, 2010) “New local vertex invariants and molecular
descriptors based on functions of the vertex degrees” adindaki arastirmasinda ¢arpimsal
Zagreb indeksini tanimlamistir.

(Ashrafi ve ark., 2010) “The Zagreb coindices of graph operation” isimli
calismalarinda Zagreb esindekleri lizerine arastirmalar yapmislardir.

(Ranjini ve ark., 2011) “On the Zagreb indices of the line graphs of the
subdivision graphs” isimli ¢aligmalarinda altboliim graflar1 ve ¢izgi graflarinin Zagreb
indekslerini incelemislerdir.

(Xu ve Das, 2012) “Unicyclic and bicyclic graphs” isimli ¢aligmalarinda
carpimsal toplam ve total carpmmsal toplam Zagreb indekslerini tanimlayarak
Ozelliklerini belirtmislerdir.

(Xu ve ark., 2013) “On the multiplicative Zagreb coindex of Graphs” adl
calismalarinda birinci ve ikinci ¢arpimsal Zagreb esindeksleri ilizerine arastirma yapmis
ve indeksleri tanimlamislardir.

(Eliasi, 2012) “Multiplicative versions of first Zagreb index” isimli
arastirmasinda ¢arpimsal toplam Zagreb indeksini tanimlamis ve ortaya koymustur.

(Cevik ve ark., 2013) “The multiplicative Zagreb indices of graph operations”
isimli caligmalarinda ¢arpimsal Zagreb indekslerini incelemislerdir.

(Das ve ark., 2016) “On the first Zagreb index and multiplicative Zagreb
coindices of graphs” isimli arastirmalarinda birinci Zagreb indeksi ve ¢arpimsal Zagreb
esindeksleri ile ilgili caligmalar yapmislardir.

(Cangul ve ark., 2017) “New formulae for Zagreb indices” isimli ¢calismasinda
Zagreb indekslerine ait yeni ispatlarda bulunmustur.

(Maden ve Nacaroglu, 2017) “The Upper Bounds for Multiplicative Sum Zagreb
Index of Some Graph Operations” isimli aragtirmalarinda ¢arpimsal toplam Zagreb indeksi
ile ilgili bazi iist sinirlar ortaya koymuslardir.

(Akgunes, 2018) “A Further Note on the Graph of Monogenic Semigroups” isimli
calismasinda monojenik yarigruplar i¢in bazi graf parametreleri, birinci ve ikinci Zagreb

indeksi, Laplasyen karakteristik polinomunu ortaya koymustur.



Z.F(prZq) SIFIR BOLEN GRAFLARI VE BU GRAFLARIN BAZI ZAGREB

INDEKSLERI

Bu boliimde sifir bélen graflarin, cebirin 6nemli alt dallarindan biri olan halkalardan

Z ,xZ, 0Ozel halkalari tizerinde sifir bolen graflarin ve Zagreb indekslerin tanimlar

verilerek, bu graflarin Zagreb indeksleri elde edilmistir.

2.1. F(Zp qu) SIFIR BOLEN GRAFLARI
Bu kisimda calismamizin temelini teskil eden halkalardan elde ettigimiz bir tiir sifir
bolen graflarinin kisa tarihi gelisimi, tanim1 ve 6rneklerini verecegiz.

(Beck, 1988)’de, degismeli R halkasinin, sifir bolen grafi olan T’ (R) kavramini

literatiire sundu. Daha sonra, degismeli ve degismeli olmayan halkalar {izerindeki sifir

bolen graflar, spektral ve spektral olmayan graf nitelikleri agisindan genis bir sekilde

incelendi. Ornegin, (Anderson ve ark. 1999)°da I'(R) grafinin her zaman, R halkasinin

degismeli olmasiyla iligkili oldugunu kanitladi. (Anderson ve Badawi, 2008)’ de R
halkasmin idealleri ve esas idealleri arasindaki karsilastirilabilme kosullar1 ya da R’nin

bilesenleri arasindaki kesin boliinebilme kosullarini saglayan sifir olmayan bélenlere

sahip R halkalari i¢in I'(R)yi inceledi. Daha sonra, (Sharma ve ark. 2011) “de sonlu ve

degismeli halkalar tizerinde sifir bolen bir grafin komsuluk matrisi iizerinde ¢alismistir.

Bu ¢aligmalarinda p 'nin bir asal oldugu, Z,x7Z, halkasindan elde edilen sifir bolen

grafinin komsuluk matrisi i¢cin ayrintili agiklamalar bulunmaya calisilmistir.

Bu ¢alismadaki sonuglarin bir genellemesi olarak, Akgiines 2012°de, p ve q 'nun farkh

asallar oldugu Z xZ, halkasindan elde edilen sifir bolen graflar igin bazi teorik

ozellikleri sunmustur.

Simdi degismeli halkalardaki sifir bolen graflarini tanimlayalim.

Tamm.2.1.1. R, degismeli bir halka ve Z(R), R’nin sifir bélenlerinin kiimesi olsun.
Sifir  bdlen graf T (R) , kose kimesi xy=0  kosulunu saglayan
X,y e Z(R)* = Z(R)\{O} koseleri ile olusturulan (yonlendirilmemis) bir graftir
(Beck,1988).



R, integral bolgesi ise sifir bdlen eleman igermediginden grafin bos graf olacagi agiktir.
Ayrica bu konudaki ¢aligmalara ek olarak (Anderson ve Weber, 2018) ¢aligmasi da
incelenebilir.

Bu tamimi Z ; xZ, halkasinin sifir blen grafina aktaralim.

Tanmm.2.1.2. p ve q asal sayilar olmak lizere Z xZ,’ nun sifir bolenlerinin kiimesi
{(1,0),(2,0),....(p-10),(0,1),(0,2),...,(0,g 1)} dir. Kdse kiimesi bu elemanlarmn
her biri, kenar kiimesi ise kose kiimesindeki elemanlarin g¢arpimlarindan (O, 0)

olanlaridir (Akgiines, Togan, 2012).

Ornek.2.1.1. T (Zs X ZS) sifir bolen grafinin kdse ve kenarlarini gosterelim.

(0,2)
(2,0)

(0,3)

(0,4)

Sekil.2.2.1. F(Zs X Zs) Sifir bélen grafi



Ornek.2.1.2. l”(Z5 X Z7) sifir bolen grafinin elemanlarini gosterelim.

(0,1)

(0,2)

(0,3)

(0,4)

(0,5)

(0,6)

Sekil.2.2.2. F(Z5 X Z7) Sifir bolen grafi

2.2.T(Z,*Z,) SIFIR BOLEN GRAFLARININ ZAGREB iNDEKSLERI

Bu boliimde, sifir bdlenler, sifir bolen graflari, Zagreb indeksleri kavramlarini goz

Oniine alarak, p ve(q asallar1 icin, F(prZq)mﬁr bolen graflar1 iizerine alinan

sonuglar1 ifade edip kanitlayacagiz. Bu calisma boyunca p veq esit olabilen asal

sayilar olarak varsayilacaktir. Bu calisma icin asagida sunulan kaynaklara ek olarak

(Ranjini ve ark., 2011) ¢aligmasi da incelenbilir.

Tanim.2.2.1. G, E(G) kenarlarmn kiimesine ve V(G) koselerin kiimesine sahip bir graf

olsun.

Birinci Zagreb indeksi graf koselerinin derecelerinin karelerinin toplamidir. M, (G) ile
ifade edilir. Tkinci Zagreb indeksi her bir kenar1 olusturan koselerin derecelerinin
carpimlarmm toplamudir. M, (G) ile ifade edilir. Dolayisiyla, birinci ve ikinci Zagreb

indeks sirastyla,

M(G)= 3 [da)] veM,(G)= Y [dq(u).dq(v)]

uv eV(G) uv e E(G)
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seklinde ifade edilir (Gutman,Trinajstic, 1972). Ayrica bu konu ile ilgili (Balaban,
1983) ve (Akgiines, 2018) ¢alimalar1 da vardir.

Asagidaki ilk iki teorem F(Zp qu) sifir bolen grafinin sirastyla birinci ve ikinci

Zagreb indekslerini karakterize eder.

Teorem.2.2.1. F(Z p X Zq) sifir bolen grafinin birinci Zagreb indeksi

Ml[r(szzq)]:(q—l)(p—l)(p+q—2)

Ispat: F(Zp qu) graf yapisinda (q—1) tane kosenin derecesinin karesi (p —1)2 "dir.

(p—1) tane kdsenin derecesinin karesi de (q—l)2 ’dir. Tiim bu kose derecelerinin

karelerinin toplami1 yani, birinci Zagreb indeksi ;
M,[T(Z,xZ,)]=(a-2)(p-1*+(p-1)(a-1)
=(q-1(p-[(p-1)+@-D]

=(q-1)(p-1)(p+a-2)

olur ve ispat tamamlanir.

Teorem.2.2.2. F(Zp qu) sifir bélen grafinin ikinci Zagreb indeksi

Mz[r(zp qu)]z(p—l)z (q-1)

Ispat: : Z xZ, graf yapisinda toplamda (p—1).(q—1) tane kenar oluur. Bu kenarlari
olusturan (p—1) tane kosenin derecesi (q—1) ve (q—1)tane kdsenin derecesi ise
(p —1) "dir. ikinci Zagreb indeksi bu kose derecelerinin garpim sonuglarmin toplamini
hesapladigindan, (p—1).(q—1) tane (p—1).(q—1) ‘in toplam;
M, [T (Z,xZ,)]|= (p-1)(a-1)+(p-1)(qa-1)++(p-1)(q-1)

(p-1)(q-1) tane

=(p-1)° (q-1
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olur ve istenendir.

Simdi de F(Z o X2 q) sifir bolen grafinin carpimsal Zagreb indekslerini inceleyelim.

Tanim.2.2.2. G, E(G) kenarlarm kiimesine ve V(G) koselerin kiimesine sahip bir graf
olsun.

Birinci ¢arpimsal Zagreb indeksi bir G grafindaki tiim kdoselerin derecelerinin

karelerinin ¢arpimini verir. [1,(G) ile ifade edilir. Ikinci ¢arpimsal Zagreb indeksi de G

grafindaki kenar olusturan her bir kdse ¢iftinin derece ¢arpimlarmm ¢arpimudir. [1], (G)

ile gosterilir. Birinci ve ikinci carpimsal Zagreb indeksleri sirasiyla,

I1,(G)=]] ds)* ve IT,(G)= [T de(u). ds(v)

veV u,veE(G)

seklinde ifade edilir (Todeschini, Consonni, 2010). Bu konu ile ilgili ayrintili caligmalar

(Cevik ve ark., 2013) arastirmasindan da edinilebilir.

Siradaki iki teorem sirasiyla birinci ve ikinci ¢arpimsal Zagreb indeksleri ile ilgilidir.

Teorem.2.2.3. F(Z o X2 q) sifir bolen grafinin birinci ¢arpimsal Zagreb indeksi

IL[T(Z,*xZy) | =[(p-D° 1 *[(q-1)*]"?

Ispat: Z,%Z, grafinda toplamda (p—l)+(q—1) tane kose vardir. (p—l) tane olan
koselerin her birinin derecesi (q—l) "dir. Aymi sekilde (q—l) tane olan koselerin her

birinin derecesi de (p—l) ‘dir. Bu iki farkli derece sayisina sahip kose gruplarmin
birinci ¢arpimsal Zagreb indekslerini iki durumda inceleyecegiz.

1.Durum: Derecesi (p—l) olan (q—l) tane kosenin derecelerinin karelerinin
carpimi,

(p-D°(p-D* ... (p-1)°
g-—1tane

=[(p-1?1°" olur. (2.1)
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2.Durum: Derecesi (q—1) olan (p—1) tane kdsenin derecelerinin karelerinin
carpimi;

@-9°(q-2)* ... (q-1)°
p—1tane

=[(q-1)°1®™ olur. (2.2)
(2.1) ve (2.2)’den tiim kose derecelerinin karelerinin ¢arpimi yani, birinci ¢arpimsal

Zagreb indeksi;
IL[T(Z,*xZy) | =[(p-D)° 1 *[(q-1)*1"?

bulunarak ispat tamamlanir.

Teorem.2.2.4. F(Z o X2 q) sifir bolen grafinin ikinci ¢garpimsal Zagreb indeksi

I, [T(Z,%Z,) | =[(p-D(@-11* "

Ispat: F(Zp qu)graflnda, Z,xZ,’> nun sifir bolenlerinin olusturdugu koseler
arasindaki toplam kenar sayisi; (p—1) tane kdse ile (q—1) tane kdseden toplamda
(p—1).(q-1) tanedir. Yine (p—1) tane kdsenin her birinin derecesi (q-1), (q—1)
tane kosenin her birinin derecesi de (p—l) oldugundan; bir tane kenar1 olusturan bu

kése ¢iftlerinden birer tanelerinin derece garpimlar1 (p—1).(q—1) olur. O halde bu sifir

bolen grafinda her bir kenari1 olusturan kose ciftlerinin derecelerinin carpimlarinin

carpimyi, yani ikinci ¢arpimsal Zagreb indeksi;

I,[1Z,x2)]=[(p-1)@-D][(p-1)@-D] ... [(P-1)(@-D]
(p-1)(g-1) tane kenar icin

=[(p-1(q-11* "

olur ki istenendir.

Swradaki tanim ve teorem F(Zp qu) sifir bolen grafinin sirasiyla birinci ve ikinci

Zagreb esindeksini karakterize eder.

Tamm.2.2.3. G, E(G) kenar kiimesine ve V(G) kose kiimesine sahip bir graf olsun.
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G grafinin kenar olusturmayan kose ciftlerinin derecelerinin toplami seklinde ifade
edilen indeks birinci Zagreb esindeksidir. M_l(G) ile ifade edilir. Ikinci Zagreb
esindeksi ise, G grafinin kenar olusturmayan kose ¢iftlerinin derecelerinin ¢arpimlarinin

toplamudir. M_Z(G) ile ifade edilir. Birinci ve ikinci Zagreb esindeksleri sirasiyla,

[d (V)] ve M2 (G)= > [(dg(u).ds()]

u veE u veE(G)

bi¢iminde ifade edilir (Das ve Gutman, 2004). Ayrica tim Zagreb esindeksleri

konusunda (Ashrafi ve ark., 2010) ¢aligmas1 da incelenebilir.

Teorem.2.2.5. F(Zp qu) sifir bolen grafinin birinci Zagreb esindeksi

M[F(przq)}{(p; 1]<q—1>+[q; 1j<p—1>}

Ispat: (a,O), O<a< p-1 sifir bolenlerinden olusan koseler kendi aralarinda kenar

olusturamazlar. Cilinkii F(Zp qu) sifir bolen grafinda iki sifir bélenin garpimi (0, 0)

olmalidir. O halde kenar olusturamayacak kose ciftlerinin sayisi (pz j tanedir. Bu

koselerin derecesi (q —1) “dir. Ayni sekilde (0, b) , 0<b < g-1 sifir blenlerinden

olusan kenar olusturamayan kose ¢iftlerinin sayisi (q J tanedir. Bu koselerin derecesi

de (p —1) ’dir. Buradan hareketle, kenar olusturamayan kose ciftlerinin birinci Zagreb

esindeksini dereceleri farkli olanlar1 ayirmak adina iki durumda incelememiz gerekir.

1.Durum: (p—l) tane kdsenin her birinin derecesi (q—l) oldugundan; kenar
e : p-1
olusturmayan herhangi iki kosenin dereceleri toplami1 (q —1) + (q —1) olur. 5 tane

kenar olusturamayan kose ciftinin derecelerinin toplama;

[(a-1)+@-D]+[(a-1)+(@-D |+...+[(a-1)+ (-1 ]

( P _1J tane
2
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=2(q-1)+2(q-1)+...+2(q-1)
-1
(pz j tane

=2(p2—1J(q—1) 2.3)

2.Durum: (q—1) tane kdsenin her birinin derecesi (p—1) oldugundan; kenar
i : q-1
olusturmayan herhangi iki kdsenin dereceleri toplami (p—1)+(p—1) olur, ) tane

kenar olusturamayan kose ¢iftinin derecelerinin toplama;

[(p—l)+(p—1)]+[(p—l)+(p—l)]+...+[(p—1)+(p—1)]
(q—lj tane
2
=2(p-1)+2(p-1)+...+2(p-1)
1
(qz j tane
:2(q2_1j(p—1) (24)

(2.3) ve (2.4)’ten tiim kenar olusturamayan kose derecelerinin toplami yani, birinci

Zagreb esindeksi;

M, [T(2Z,%2,)]= 2[ pz_lj(q —1)+2(q2_1j( p-1)

oo

olur ve ispat tamamlanur.
Teorem.2.2.6. F(Z p X Zq) sifir bolen grafinin ikinci Zagreb esindeksi

W [r(z,2)]- (7, o+ oo

Ispat: Bir iistteki teoremde verdigimiz cikarimlar iizerinden bu kez aymi kenar

olusturmayan kdse ¢iftlerinin, derecelerinin ¢carpimlarmin toplamini gésterecegiz.
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1.Durum: Dereceleri (q—1) olan (p—1) tane kosenin kendi aralarmda kenar

-1
olusturmadigini biliyoruz. Dolayisiyla kenar olusturmayan (pZ j tane kose cifti

vardir. O halde bu kdse ciftlerinin derecelerinin ¢arpimlarmin toplami;

(a-1)(a-1)+(a-1)(q-1)+...+(q-1)(q-1)
BC
= (q-1)° +(q=1)% +...+(q-1)?
BC
=[p2_l](q—1)2 (2.5)

2.Durum: Dereceleri (p—1) olan (q—1) tane késenin kendi aralarinda kenar

-1
olusturmadigin1 biliyoruz. Dolayisiyla kenar olusturmayan (qz j tane kose c¢ifti

vardrr. O halde bu kose ciftlerinin derecelerinin ¢arpimlarinin toplama;

(p-1)(p-1)+(p-1)(p-1)+...+(p-1)(p-1)

(q _1] tane
2

=(p-)°+(p-1)°+...+(p-1°

:(qz_lJ( p-1) (2.6)

(2.5) ve (2.6)’dan tiim kenar olusturmayan kose ¢iftlerinin derecelerinin ¢arpimlarinin

toplamy, yani ikinci Zagreb esindeksi;

— p-1 qg-1
Mz[r(prZq)]=( ) J(q_1)2+[ 5 j(p__’]_)2
bulunur ve ispat tamamlanir.

Simdi de F(prZq) sifir beglen grafinin birinci ve ikinci carpimsal Zagreb

esindekslerini inceleyecegiz.
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Tamm.2.2.4. G, E(G) kenar kiimesine ve V(G) kose kiimesine sahip bir graf olsun.

G grafinin kenar olusturmayan kose ciftlerinin derecelerinin toplamlarmin ¢arpimi
birinci ¢arpimsal Zagreb esindeksi olarak adlandirilir. ﬁl(G) ile gosterilir. Ikinci
carpimsal Zagreb esindeksi ise G grafinin kenar olusturmayan kose ciftlerinin
derecelerinin ¢arpimlarinin ¢arpimidir. ﬁz(G) ile ifade edilir. Birinci ve ikinci

carpimsal Zagreb esindeksleri sirasiyla,

M(G)= [ [[@e)+(de]ve Th= [] do(u).de)

u,vgE(G) u,veE(G)

Bi¢ciminde gosterilir (Xu ve ark., 2013). Ayrica bu konu hakkindaki alternatif

arastirmalar i¢in (Das ve ark., 2016) calismasindan yararlanilabilir.

Siradaki iki teorem birinci ve ikinci ¢arpimsal Zagreb esindekslerini ortaya koyacaktir.

Teorem.2.2.7. F(Z p X Zq) sifir bolen grafinin birinci ¢arpimsal Zagreb esindeksi

— q-1

ML[T(2,x2,)]= [2(p—1)]( 2 ][Z(q —1)](p51]

Ispat: Koselerin derecelerine gore birinci ¢arpimsal Zagreb esindeksini de iki durumda

incelememiz gerekir.

1.Durum: Dereceleri (p—1) olan ve kenar olusturmayan (q J tane kose

¢iftinin derece toplamlarinin ¢arpimi;

(p-1+p-1)(p-1+p-1) ... (p—-1+p-1)

(q _1j tane
2

(p-1) ... 2(p-1)

1
f ] tane
2

=2(p-1) 2
|

=[2(p —1)](q51] (2.7)
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2.Durum: Dereceleri (q—1) olan ve kenar olusturmayan (p— j tane kose
ciftinin derece toplamlarmin ¢arpimi;
(q-1+g-1)(q-1+q-1) ... (q-1+q-1)
(p_lj tane
2
=2(9-1) 2(q-1) ... 2(q-1)
[p_lj tane
2

)

~[2(a-D)] 2 (2.8

(2.7) ve (2.8)’de bulunan esitliklerin ¢arpimi, tiim kenar olusturmayan kdse ¢iftlerinin

derecelerinin toplamlarinin ¢arpimidir. Yani F(Zp qu) sifir bolen grafinin birinci
carpimsal Zagreb esindeksi,

— a-1 p-1

L [r(zp xzq)] - [Z(p—l)]( 2 ][Z(q —1)]( ;)

bulunur ve ispat tamamlanir.

Teorem.2.2.8. F(Z p X Zq) sifir bolen grafinin ikinci ¢arpimsal Zagreb esindeksi

g-1

ﬁz [F(Zp qu)] = (p_l)z[ 2 ](q _l)z[p;]

Ispat: Koselerin derecelerine gore ikinci carpimsal Zagreb esindeksini de iki durumda

inceleyecegiz.

-1
1.Durum: Dereceleri(p—1) olan ve kenar olusturmayan (qz j tane kose

ciftinin derecelerinin ¢arpimlarmin ¢arpimi;

[(P-1)(p-1)][(P-1)(P-1)] ... [(P-1)(P-1)]

(q _1j tane
2
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=(p-1*(p-D* ... (p-1)°
{q _]j tane
2

_ (p_l)z[ ;) (2.9)

. -1
2.Durum: Dereceleri (q—1) olan ve kenar olusturmayan (DZ j tane kose

¢iftinin derecelerinin ¢arpimlarinin ¢carpimu;

[(a-1)(a-1)][(a-2)(a-1)] ... [(a-1)(a-1)]
[p_lj tane
2
(@-D*(a-1)° ... (a-1)°

( q _1] tane
2

=(q —1)2{ !} (2.10)

(2.9) ve (2.10)’da bulunan esitliklerin ¢arpimi, tiim kenar olusturmayan kose ¢iftlerinin

derecelerinin ¢arpimlarmin ¢arpimidir. Yani F(prZq) sifir bolen grafinin ikinci

carpimsal Zagreb esindeksi,

g-1

ﬁz [F(Zp qu)] = (p_l)z[ 2 ](q _1)2[')2_1]

olur ve ispat tamamlanir.

Swradaki tanim ve teorem yeni Zagreb indeks cesitlerinden olan carpimsal toplam

Zagreb indeksini belirtir.

Tamm.2.2.5. G, E(G) kenar kiimesine ve V(G) kose kiimesine sahip bir graf olsun.

G grafinin kenar olusturan kose c¢iftlerinin derecelerinin toplamlarmin ¢arpimi,

arpimsal toplam Zagreb indeksi olarak adlandmilir. [1,"(G) seklinde gosterilir.

Carpimsal toplam Zagreb indeksi,

[5(G)= [] [(ds(u)+ds(v)]

u,veE(G)
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seklinde ifade edilir (Xu ve Das, 2012). Bu konu hakkinda (Maden ve Nacaroglu,

2017) c¢alismasi da incelenebilir.

Teorem.2.2.9. F(Z o X2, ) sifir bolen grafinin carpimsal toplam Zagreb indeksi

[ [F(Zp X Zq )] =(p+q- 2)(9—1)(q—1)

Ispat: F(Zp qu) graf yapisinda toplamda (p—-1).(q—1) tane kenar oldugu, (p—1)
tane olan koselerin her birinin derecesinin (q—1) ve (q—1) tane olan kdselerin her

birinin derecesinin de (p—1) oldugu yukaridaki teoremlerin ispatlarinda belirtilmisti.
Kenar olusturan koseler bu farkli derece degerlerine sahip olan késelerdir. Buradan
hareketle, kenar olusturan her bir kdse ¢iftinin dereceleri toplammm (p-1)+(q-1)

oldugu aciktir. O halde kenar olusturan her bir kdse ¢iftinin derecelerinin toplamlarinin

carpimi, yani ¢arpimsal toplam Zagreb indeksi;

117 [0(2,x24)]=[(P-D+ @-D][(P-D +(q-D)] - [(P-D+(a-D]
(p—1)(g-1) tane kenar igin

=(p+q-2)(p+q-2) ... (p+q-2)
(p-1)(q-1) tane kenar igin

— ( pP+0q— 2)(pfl)(qfl)

bulunur ki istenendir.
Asagidaki tanim ve teorem total carpimsal toplam Zagreb indeksini karakterize eder.

Tamm.2.2.6. G, E(G) kenar kiimesine ve V(G) kose kiimesine sahip bir graf olsun.

G grafina ait tiim koselerinden, herhangi iki kdsesinin derecelerinin toplamlarmin

¢arpimu total garpimsal toplam Zagreb indeksi olarak adlandirilir ve [1," (G) ile ifade

edilir. Total carpimsal toplam Zagreb indeksi,

[ (G)= [T [(ds(u)+ds¥)]

u,veV (G)

bigiminde ifade edilir (Xu ve Das, 2012).
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Teorem.2.2.10. F(Z o X2, ) sifir bolen grafinin total carpimsal toplam Zagreb indeksi

1y [r(z, xzq)]:4(p—1)2(q—1)2(p+q_2)[p—1](q—1j

2 2

Ispat: Dereceleri farkli olan bu koselerin total ¢arpimsal toplam Zagreb indekslerini

gostermek i¢in bu kose ¢iftlerini ti¢ durumda incelememiz gerekir.
. .. . p-1
1.Durum: Dereceleri (q—1) olan, (p—1) tane kdsenin iginden segilen )

tane ikili kose vardr. Bu her bir ikili koselerin derecelerinin toplam

(a-1)+(q—-1)=2q-2"dir, (pz

j tane olan ikili koselerin timiiniin derecelerinin

toplamu;
p-1
e
_ (p;}(q_g (2.11)

-1

2.Durum: Dereceleri (p—1) olan, (q—1) tane kdsenin iginden segilen (qz J

tane ikili kose vardr. Bu her bir ikili koselerin derecelerinin toplami
-1

(p-1)+(p-1)=2p-2-dir. (qz j tane olan ikili koselerin her birinin derecelerinin

toplamu;

(qz_lJ(Zp—Z)

-1
_ (q j( p-1) (212
2
3.Durum: Dereceleri (q —1) ve ( p —1) olan koselerin iginden birer tane olmak

-1 -1
iizere secilen sirastyla (pl j ve (ql J tane kose vardir. Bu her bir ikili késelerin

-1\(g-1
derecelerinin toplami (p—1)+(q—1):(p+q—2)’dir. O halde, (pl j(ql J tane

ikili koselerin her birinin derecelerinin toplami;
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(pl_lj(ql_lj(pm—z) (2.13)

(2.11) , (2.12) ve (2.13)’te bulunmus olan sonuglarin ¢arpimi, biitiin ikili kdselerin

derecelerinin toplamlarmin g¢arpimmidir. Yani F(prZq) sifir bolen grafinin total

carpimsal toplam Zagreb indeksi;

' [r(z,xz,)] {2( pz_lj(q —1)}{2@;1}( P—l)m pl_lj(qf}( D+q—2)}
=4( p—l)z(Q—l)z(p+q‘2)(p2—1j(q2_1]

bulunur ve ispat tamamlanmis olur.

Zagreb indekslerine ait farkli ispatlara yer veren (Cangul ve ark., 2017) ¢alismas: da
vardir.

Gostermis oldugumuz bu Zagreb indekslerini asagidaki 6rnekle pekistirelim.

Ornek.2.2.1. p=3 ve q=5 olmak iizere, I'(Z,xZg)sifir bdlen grafinm Zagreb

indekslerini hesaplayalim:

M, [T (Z,xZ)] =48 (Teorem 2.2.1)

M, [T (Z,xZ)] =64 (Teorem 2.2.2)
[1,[T(Z,xZs)]= 4> (Teorem 2.2.3)
[1,[T(Z,xZ;)] =8 (Teorem 2.2.4)
M1[T(Z;xZ;)]|=32 (Teorem 2.2.5)

M. [T(ZyxZ;)]=40 (Teorem2.2.6)
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L[ T(Z;xZg)]=2" (Teorem 2.2.7)

Il [T(ZyxZ;)]=2" (Teorem 2.2.8)

[1;[T(Z,%Zs)|=6° (Teorem 2.2.9)

[1} [T(Z,xZ)]|=2".3" (Teorem 2.2.10)

3. TENSOR CARPIM GRAFLARI VE TI'(Z,xZ,)®T(Z,xZ,)’NIN ZAGREB

INDEKSLERI

Bu kisimda F(prZq) sifir bolen graflarinin tensor ¢arpimlarinin bazi Zagreb

indekslerini inceleyecegiz. Oncelikle graflarda tensor carpim tanimini  Vverip,

['(Z, xZy) sifir bolen graflarma aktaralim.

Tamm.3.1. G, ve G, iki graf, G, =(V,,E)) , G,=(V,,E,) olsun. G,®G, tensor
garpiminin, kose kiimesi V, xV, , komsuluklart u=(u,,u,) ve v=(V,,V,) olmak iizere;
U~V olmasi igin,

1) G, grafinda u, ~v, ,

2) G, grafinda u, ~ v,

sartlarinin her ikisini birden saglamalidir (Imrich ve Klavzar, 2000).

Graflarm tensor ¢arpimini drnekle gosterebiliriz.

Ornek.3.1. G, ve G, iki graf olmak iizere; V, = {a,b,c} vV, = {X, y} olsun. F(Gl ®G2)

tensor ¢arpim grafini bulalim.
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Sekil.3.1.G, ve G, graflan

Oncelikle G, ®G, tensor ¢arpiminin V, xV, kdse kiimesini gosterelim.

VixV; = {(@ %), (@), (,%). (b,y). (6.%). (e, )}

Burada tensor carpim i¢in, ilk sart olan G, grafinin herhangi iki kosesi olan u, vev,
‘nin U, ~ Vv, olmasi gerekir. Yukarida gosterdigimiz ilk grafta a~b ve a ~ c ’dir.

Ikinci sart olarak da G, grafinin herhangi iki kdsesi olan U, Ve v, ‘nin U, ~V, olmasi

gerekir. Yukaridaki ikinci grafta X~y ‘dir. Artik G ®G, tensor ¢arpim grafini

olusturabiliriz. (a,x)

(cy) ./
(c.%) —

(b.y)

Sekil.3.2. I’ (Gl ®G, ) tensor carpim grafi

(ay)

(b,x)

Simdi de Tensor ¢arpim tanimini F(Zp qu) sifir bolen graflarina aktaralim. O halde,

[(Z,xZ,)®(Z,xZ,) tensor carpmindaki olusacak komsuluklari daha iyi
gorebilmek adina 4 grupta inceleyelim.

/. [(p,0),(r,0)] késelerinin [(0,q,),(0,s,)] seklinde komsuluklar: olusur.
Burada; (p-1)(r-1) tane kose icin (q—1)(s—1)tane komsuluk olusur denilebilir.
Benzer sekilde;

/i .[(P,0).,(0,5,) ] késelerinin [(0,q,),(r,,0)] ‘I komsuluklar: olusur. Yani;

(p—1)(s—1)tane kdse i¢in, (q—1)(r —1) tane komsuluk olusur.
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I . [(0, ql) , (I’l, O)] ‘li koselerin [( P, O) , (O, S, )] i komsuluklar1 olusur.
(q —1)(r —1) tane kdse i¢in ( p —1)(3 —1) tane komsuluk olusur.
. [(0 ql) (0, sl)] koseleri iginse [( p,,0), (rz,O)] seklinde komsuluklar

olusur. (q—1)(s—1) tane kése i¢in; ( p—1)(r —1)tane komsuluk olusur.
Asagida verecegimiz teoremlerde bu komsuluklar 6zellikle dikkate alinacaktir.

Ik teorem F(Zp qu)®F (Zr XZS) tensor carpiminin birinci Zagreb indeksini ortaya

koyar.

Teorem.3.1. T(Z,xZ,)®T (Z,xZ,) grafinm birinci Zagreb indeksi

Ml[F(Zp xZ,)®T(Z, xZS)]:(p—l)(s—l)(q—l)(r—l)(s+ r-2)(p+q-2)

Ispat: F(prZq)@)F(erZS) grafinm birinci Zagreb indeksini komsuluklarin

olusumuna gore dort durumda incelememiz gerekir.

1.Durum:|[(p,,0),(5,0)]  késelerine ait  dereceler, [(0,0,),(0.s,)]
komsuluklaridir. Buradan, (p-1)(r—1) tane kosenin her birinin derecesinin
(q—1)(s—1) oldugu goriiliir. Bu kdselerin derecelerinin karelerinin toplami,

:[(q—l)(s—l)]z +[(a-1)(s-1)] +..+[(a-1)(s-1)]
(p—-1)(r-1) tane
=(p-2)(r-1)[(a-2)(s-1)] (3.2)

2.Durum:[(p,,0),(0,5,)|  koselerine ait  dereceler, [(0,0,),(r,,0)]

komsuluklaridir. Buradan ayni sekilde, ( p —1)(8 —1) tane kosenin her birinin derecesi ,
(q —1)(r —1) ’dir. Bu koselerin derecelerinin karelerinin toplama;

=[(a-2)(r-)] +[(a-2)(r-1)T +..+[(a-2)(r-1)T

| (p-1)(s-1) tane

=(p-1)(s-2).[(a-2).(r-1)] (32)
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3.Durum: [(0, ql),(rl,O)] koselerinin dereceleri [( p,,0),(0,s, )]
komsguluklaridir.  Yani, (q —1) ( r —1) tane  kOsenin  her birinin  derecesi

( p —1).(8 —1) “dir. Bu koselerin derecelerinin karelerinin toplami;

:[(p_l)(s_l)f [(p-1)(s-1)] +..+[(p-1)(s-1)T
(q-1)(r-1) tane
=(a-2)(r-1)[(p-1)(s-1)]' (3.3)

4.Durum:[(0,q,),(0,5,)]  kdselerinin  dereceleri ise,  [(p,,0),(r,,0)]

komsuluklaridir. (q—1)(s—1) tane kosenin her birinin derecesi (p—1)(r—1)’dir. Bu
koselerin derecelerinin karelerinin toplama,
=[(p-2)(r-)T +[(p-1)(r=)T +...+[(p-D)(r-1)]

(q—-1)(s-1) tane

=(@-1)(s-)[(p-1)(r-1] (3.4)

O halde (3.1), (3.2), (3.3) ve (3.4)’den F(Zp qu)@)F(Zr xZS) tensor garpiminin tiim

kése derecelerinin karelerinin toplam, yani birinci Zagreb indeksi;
M,[T(Z,xZ,)@T(Z,xZ,)|=(p-1)(r-1[(a-1)(s-1)] +(p-1)(s-1[(a-1)(r-1)]
+(a-0(r-1)[(p-1)(s-1] +(a-1)(s-D[(p-1(r-1)]
=(p-1)(a-1)(r-1)(s-1[(a-1)(s=1)+(a-1)(r-1)+(p-1)(s-1)+(p-1)(r-1)]
=(P-1)(a-1)(r-1)(s-1)(s+r-2)(p+a-2)

olur ve ispat tamamlanir.

2

Siradaki teorem F(Zp qu)®F(Zr xZ,) tensor carpimmnmn ikinci Zagreb indeksini

gosterir.

Teorem.3.2. T (Z o X2, ) ®I(Z, xZ, ) tensor carpiminin ikinci Zagreb indeksi

M, [T(Z,xZ,)®T (Z, xZ,) |=2[(a-1)(p-1)(s-1)(r-1) ]
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Ispat: Késelerin komsuluk olusturma gesitlerine gére I'(Z,xZ,)®T(Z, xZ,) tensor
garpmminin ikinci Zagreb indeksini iki durumda inceleyecegiz.

1.Durum:[(p,,0),(r,,0)| késeleri ile komsuluk olusturan [(0,4,),(0,s,)]
koselerinin derecelerinin arpimlarmm toplamu igin;

i. [(p,,0),(1,0)] koselerine ait dereceler, (p—1)(r—1) tane kdsenin her biri
igin (q—l)(s—l) ‘dir.

ii. [(0,0,).(0.s,)] kdselerine ait dereceler, (q—1)(s—1) tane kdsenin her biri

icin ( p —1)(r —1) ’dir. Bu derecelerin ¢arpimlarinin toplami;

(a-1)(s-1)(p-1)(r-1)+(a-1)(s-1)(p-1)(r-1)+...+(q-1)(s-1)(p-1)(r-1)
(p—l)(r —1)(q —1)(5—1) tane
=[(a-1)(s=1)(p-1)(r-1) | (a-2)(s-1)(p-1)(r-1)]
[(a-1)(s-1)(p-D)(r-1) (3.5)

2.Durum:[(p,,0),(0,s,)| késeleri ile komsuluk olusturan [(0,q,),(r,,0)]

koselerinin derecelerinin ¢carpimlarinin toplami i¢in;

i. [( p.,0),(0, sl)J koselerine ait dereceler, (p—1)(s—1) tane kdsenin her biri
i¢in (q—1)(r—1) “dir.
ii. [(0, qz),(rz,O)] koselerine ait dereceler, (q—1)(r—1) tane kdsenin her biri

icin ( p —1)(8 —1) ’dir. Bu derecelerin ¢arpimlarmin toplama;

(@-9(r-9(p-1(s-1)+(a-1)(r-H(p-1)(s-1)+...+(a-1)(r-1)(p-1)(s-1)
(p 1)(5 1)(q 1)(r 1) tane
=[(a-1)(r-1)(p-1)(s-1) |[(a-1)(r-1)(p-1)(s-1)]

=[(a-1)(r-1)(p-1)(s-1)] (3.6)

(3.5) ve (3.6)’daki esitliklerin toplami, tiim kenar (komsuluk) olusturan koselerin

derecelerinin  ¢arpimlarmin  toplamudir.  Yani F(Z o X2, ) ®I(Z,xZg) tensor

carpimiin ikinci Zagreb indeksi,



27

M,[T(Z,x2,)®T(Z,xZ,)|=[(a-1)(s-1)(p-2)(r-)] + [(a-1)(r-1)(p-1)(s-1)]
=2[(q-1)(r-1)(p-1)(s-1)]

olur ve ispat tamamlanir.

Asagidaki teorem F(Z o X2, ) &I (Zr X2 ) tensor ¢arpiminin birinci ¢arpimsal Zagreb

indeksini gosterir.

Teorem.3.3. F(Zp qu)®F(Zr XZS) tensor ¢arpimimin birinci ¢arpimsal Zagreb

indeksi

IL[T(2,x2,)®r (2,%2,)|=[(a-D)(s-1) """ [(q-1)(r-1) """
[(p=)(s-1J"™ [(p-1(r-1]"

Ispat: F(Zp qu)®F(Zr xZS) tensor ¢arpimmin birinci ¢arpimsal Zagreb indeksini

komsuluklarin olusumuna gére dort durumda incelememiz gerekir.

1.Durum:[(pl,0),(rl,0)] koselerine  ait  dereceler, [(O,qz),(O,sz)]

komsuluklaridir. Yani, (p—1)(r—1) tane kdsenin her birinin derecesi (q—1)(s—1) dir.

Bu derecelerin karelerinin ¢arpimu,

[(a-1)(s-)] [(a-D)(s-1)] ... [(a-1)(s-1)T

| (p—l)(r—l) tane

~([@-n-yT) ™" o0

2.Durum:[(p,,0),(0,5,)| “li koselere ait dereceler [(0,,),(r,,0)]

komsuluklaridir. Yani, ( p —1)(8 —1) tane kOsenin her birinin derecesi (q —1)(I’ —1) dir.
Bu derecelerin karelerinin ¢arpimy,

[(a-)(r-1)] [(a-1)(r-D)T ... [(a-1)(r-D)]

| (p—l)(s—l) tane

(p-1)(s-2)

-([a-1(r-T) (38
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3.Durum: [(0, ql),(rl,O)] koselerine  ait  dereceler [( p,,0),(0,s, )]
komsuluklaridir. Yani;
(q—1)(r—1) tane kdsenin her birinin derecesi (p—1)(s—1)’dir. Bu derecelerin

karelerinin ¢arpimi;

[(p-1)(s-D)T [(p-1)(s-D] ... [(p-1)(s-D)T

| (q—l)(r—l) tane

(g-1)(r-1)

~([(p-2)(s-1)T) (3.9)

4.Durum:[(0,q,),(0,s,)]li  kdselere  ait  dereceler  [(p,,0),(r,,0)]
komsuluklaridir. Yani; (q—1)(s—1) tane kosenin her birinin derecesi (p—1)(r —1)’dir.
Bu derecelerin karelerinin carpimi;

[(p-0)(r-)] [(p-)(r-1)T ... [(p-1)(r-1)]

| (q —1)(3—1) tane

(a-1)(s-1)

=([(p-0(r-1T) (310)

(3.7), (3.8), (3.9) ve (3.10)’dan F(Zp qu)®F(Zr XZS) tensor ¢arpiminin tiim kose

derecelerinin karelerinin ¢arpimi, yani birinci ¢arpimsal Zagreb indeksi;
IL[T(2,%2,)®r (2, x2,)|=[(a-D)(s-1) " [(q-1)(r-1) """
[( P —1)(8 _1)]2(q—1)(r—1) [( D _1) ( r _1)]2(q—1)(s-1)

olur ve ispat tamamlanir.

Swradaki teorem F(Zp qu)®F(Zr xZS) tensor ¢arpiminin ikinci ¢arpimsal Zagreb

indeksini karakterize eder.

Teorem.3.4. F(Zp qu)®F(Zr XZS) tensor c¢arpmminin ikinci carpimsal Zagreb

indeksi

[L[T(Z,xZ,)®T(Z, xZ,) |=[(a-1)(r-1)(p-1)(s-1) "



29

Ispat: ['(Z,xZ,)®T(Z,xZ,) tensor carpimmnmn ikinci garpimsal Zagreb indeksini
komsuluklarin olusumuna gore iki durumda inceleyecegiz.

1.Durum:{(p,,0),(1,,0)| késeleriyle kenar olusturan késeler [(0,4,),(0,s,)]
komsuluklardir.

i. [(p0),(r,0)] Kkoselerinin dereceleri (p-1)(r—1) tane kdse icin
(q-1)(s—1) dir.

i. [(0,0,),(0,s,)] kdselerinin dereceleri (q-1)(s—1) tane kdse icin

(p—1)(r—1) dir.

Bu kose ciftlerinin derecelerinin ¢carpimlarinin ¢arpimi;
[(a-1)(s-1)(p-1)(r-1)][(a-2)(s-1)(p-2)(r-1) ] .. [(a-1)(s-2)(p-1)(r-1)]
( p—l)(r —1)(q —1)(3—1) tane

=[(a-1)(s-2)(p-1)(r-)]" " (3.11)

2.Durum: [( pl,O),(O,Sl)] koseleriyle kenar olusturan kdseler [(0, qz),(rz,O)]

komsuluklaridir.

i. [(p.0).(0,5)] koselerinin dereceleri (p—1)(s—1) tane kdse icin
(q-1)(r—1) dir.

i. [(0,0,).(r,,0)] koselerinin dereceleri (q-1)(r—1) tane kdse icin
(p—1)(s—1)dir.

Bu kose ciftlerinin derecelerinin ¢arpimlarinin ¢arpimi,

L(a-2)(r-D(p-1)(s-Y[(a-2)(r-1(p-1)(s-1)] ... [(a-D(r-2)(p-1)(s-1)]

( p —1)(3 —1)(q —1)(r —1) tane

=[(a-2)(r-1)(p-1)(s-1)]" " (3.12)

(3.11) ve (3.12)’den F(Z o X2, ) ®T (Zr X ZS) tensor ¢arpiminin tiim kenar (komsuluk)

olusturan kose ciftlerinin derecelerinin ¢arpimlarmin ¢arpimi, yani ikinci carpimsal

Zagreb indeksi;
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_ [(q _1) ( S _1)( D _1) ( r _1)]( p-1)(r-1)(a-1)(s-1) [(q _1) ( r _1)( D _1)(5 _1)]( p-1)(s-1)(q-1)(r-1)

=[(a-)(r-2)(p-1)(s-n) "

olur ki istenendir.

Swradaki teorem F(Zp qu)®F (Z, xZy) tensor ¢arpiminin ¢arpimsal toplam Zagreb

indeksini ortaya koyacaktir.

Teorem.3.5. F(prZq)@)F(erZS) tensor carpiminin c¢arpimsal toplam Zagreb
indeksi

M, [ (2,%2,)®T(Z,%Z,)]

=[(r-2)(s-0[(a-2 +(p-1 ]+ (p-D)(@-D)[(s-1 +(r-2y ][
Ispat: T(Z,xZ,)®T(Z, xZ,) tensor garpimnmn ikinci garpimsal Zagreb indeksini de
yine komsuluklarm olusumuna gore iki durumda inceleyecegiz.

1.Durum:|[(p,,0),(1,,0) | késeleriyle kenar olusturan késeler [(0,d,),(0.s,)]
komsuluklaridir.

i. [(p0),(r,0)] Kkoselerinin dereceleri (p-1)(r—1) tane kdse icin
(q-1)(s—1) dir.

i. [(0,0,),(0,s,)] kdselerinin dereceleri (q-1)(s—1) tane kése icin

(p—1)(r—1) dir.

Bu kose ciftlerinin derecelerinin toplamlarinin ¢arpimi;
[(a-2)(s-D)+(p-1)(r-1) [[(a-1)(s-1)+(p-1)(r-1)] ... [(a-1)(s-1)+(p-1)(r-1)]
( p—l)(r —1)(q —1)(5—1) tane

_ [(q _1)(3 _1) +( D _1) ( r _1)](5)*1)(“1)((1*1)(3*1) (3.13)

2.Durum: [( pl,O),(O,Sl)] koseleriyle kenar olusturan koseler [(0, qz),(rz,O)]

komsuluklaridir.
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i. [( pl,O),(O,Sl)] koselerinin  dereceleri  (p—1).(s—1) tane kdse igin

(q-1).(r—1) dir.

i [O,qz),(rz,O)] koselerinin  dereceleri  (q—1).(r—1) tane kdse igin

Bu kdse ciftlerinin derecelerinin toplamlarmin ¢arpima;
[(a-2)(r=1)+(p-1)(s-1)][(a-1)(r-1+(p-1)(s-1)] ... [(a-1)(r-1)+(p-1)(s-1)]
(p—l)(s—l)(q—l)(r —1) tane

—[(a-1)(r-1)+(p-1)(s-)] e (3.14)

(3.13) ve (3.14)’deki esitliklerin garpimi tim kenar (komsuluk) olusturan kdse

ciftlerinin derecelerinin toplamlarnin ¢arpimidir. Yani, T (Z o X2, ) I (Zr /R )

tensor ¢arpiminin ¢arpimsal toplam Zagreb indeksi;

1 [F(Z o XZy)®T(Z, xZ, )] =[(a-1)(s-1)+(p-1)(r —1)]<P-1><r—1><q—1><s—1>
[(q _1) ( r _1) n ( P _1) (S _1)]( p-1)(s-1)(a-1)(r-1)

ifadesidir. Burada gerekli islemler yapildiginda,

(r-1)(s=D[ (-1 +(p-1)" |+ (p-1)(a-D[ (s~ +(r-1)

sonucu elde edilir ve ispat tamamlanir.

zﬂ(q—n(r—n(p—n(s—n
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4. SONUCLAR VE ONERILER

4.1 Sonuclar

Bu calismada oncelikle uygulamali matematik ve cebirin 6nemli bir alt dali olan

graf teori ele alimmistir. Detaylandiracak olursak,

cebirsel graflar ailesine ait sifir bolen graflar taniltilmis,

ozel bir cebirsel graf olan Z xZ, halkalarinda sifir bolen graflarin Zagreb

indeksleri incelenmistir.

Zagreb indeksleri ¢ok cesitlidir. Biz de burada F(Z o X2 q) graflarinin

birinci ve ikinci Zagreb indekslerini,

birinci ve ikinci ¢arpimsal Zagreb indekslerini,
birinci ve ikinci Zagreb esindekslerini,

birinci ve ikinci ¢carpimsal Zagreb esindekslerini,
carpimsal toplam Zagreb indeksini ve

total garpimsal toplam Zagreb indeksini ortaya koyduk.

Ayrica graf teorisinde genis bir uygulamaya sahip, graf ¢arpimmlar1 kismmin 6nemli bir

temsilcisi olan tensor ¢arpimlari ve F(Z Y/ q) graflarinin tensor ¢arpimlarinin,

birinci ve ikinci Zagreb indekslerini,
birinci ve ikinci carpimsal Zagreb indekslerini ve

carpimsal toplam Zagreb indeksini inceledik.

4.2 Oneriler

Bu tezde yapilan calismalar g6z Oniine alinarak degisik cebirsel yap1 graflari

tanimlanabilir, bu graflarin Zagreb indeksleri ortaya konulabilir. Ayrica burada sadece

tensor carpim iizerinde durulmustur, dolayisiyla tanimladigimiz graflarin diger

carpimlarinin da Zagreb indeksleri hesaplanabilir.



33
5. KAYNAKLAR

Akgiines, N., 2018, Some graph parameters on the strong product of monogenic
semigroup graphs, Balikesir Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi.

Akgiines, N., Togan, M., 2012, Some graph theoretical properties over zero-divisor
graphs of special finite commutative rings, Adv. Stud. Contemp. Math, 22 (2),
305-315.

Anderson, D. F., Badawi, A., 2008, The total graph of a commutative ring, Journal of
Algebra, 320 (7), 2706-2719.

Anderson, D. F., Livingston, P. S., 1999, The zero-divisor graph of a commutative
ring, Journal of Algebra, 217 (2), 434-447.

Anderson, D. F., Weber, D., 2018, The zero-divisor graph of a commutative ring
without identity. International Electronic Journal of Algebra, 23 (23), 176-202.

Ashrafi, A. R., Dosli¢, T., Hamzeh, A. 2010, The Zagreb coindices of graph
operation,. Discrete applied mathematics, 158 (15), 1571-1578.

Balaban, A. T., Motoc, I., Bonchev, D., Mekenyan, O., 1983, Topological indices for
structure-activity correlations, Steric effects in drug design, Springer, Berlin,
Heidelberg, 21-55.

Beck, 1., 1988, Coloring of commutative rings, Journal of Algebra, 116 (1), 208-226.

Bollobas, B., 2013, Modern graph theory, Springer Science & Business Media, Vol.
184.

Cangul, I. N., Yurttas, A., Togan, M., Cevik, A. S., 2017, New formulae for Zagreb
indices, AIP Conference Proceedings, AIP Publishing, Vol. 1863, No;1, 300013.

Das, K. C., Yurttas, A., Togan, M., Cevik, A. S., Cangul, I. N., 2013, The multiplicative
Zagreb indices of graph operations, Journal of Inequalities and
Applications, 2013 (1), 90.

Das, K. C., Akgunes, N., Togan, M., Yurttas, A., Cangul, I. N., Cevik, A. S., 2016, On
the first Zagreb index and multiplicative Zagreb coindices of graphs, Analele
Universitatii" Ovidius" Constanta-Seria Matematica, 24 (1), 153-176.

Das, K. C., Gutman, I., 2004, Some properties of the second Zagreb index, MATCH
Commun. Math. Comput. Chem, 52 (1), 3-1.

Eliasi, M., Iranmanesh, A., & Gutman, I., 2012, Multiplicative versions of first Zagreb
index, Match-Communications in Mathematical and Computer Chemistry, 68 (1),
217.

Gutman, |. 2011, Multiplicative Zagreb indices of trees, Bull. Soc. Math. Banja
Luka, 18, 17-23.



34

Gutman, I., Trinajsti¢, N., Wilcox Jr, C. F., 1975, Graph theory and molecular orbitals.
XII. Acyclic polyenes, The Journal of Chemical Physics, 62 (9), 3399-3405.

Gutman, I., Trinajsti¢, N. 1972, Graph theory and molecular orbitals, Total @-electron
energy of alternant hydrocarbons, Chemical Physics Letters, 17 (4), 535-538.

Gross, J. L., Yellen, J., & Zhang, P., 2013, Handbook of graph theory, Chapman and
Hall/CRC.

Imrich, W., & Klavzar, S., 2000, Product graphs: structure and recognition, Wiley.

Nacaroglu, Y., Maden, A. D., 2017, The upper bounds for multiplicative sum Zagreb
index of some graph operations. Journal of Mathematical Inequalities, 11 (3),
749-761.

Ranjini, P. S., Lokesha, V., Cangiil, I. N., 2011, On the Zagreb indices of the line
graphs of the subdivision graphs, Applied Mathematics and Computation, 218 (3),
699-702.

Sharma, P., Sharma, A., Vats, R. K., 2011, Analysis of adjacency matrix and
neighborhood associated with zero divisor graph of finite commutative
rings, Analysis, 14 (3).

Todeschini, R., Consonni, V., 2010, New local vertex invariants and molecular
descriptors based on functions of the vertex degrees, MATCH Commun. Math.
Comput. Chem, 64 (2), 359-372.

Togan, M., Yurttas, A., Cangul, I. N., 2015, Some formulae and inequalities on several
Zagreb indices of r-subdivision graphs, Enlightments of Pure and Applied
Mathematics, 1 (1), 29-45.

Xu, K., Das, K. C., 2012, Trees, unicyclic, and bicyclic graphs extremal with respect to
multiplicative sum Zagreb index, Match-Communications in Mathematical and
Computer Chemistry, 68 (1), 257.

Xu, K., Das, K. C., Tang, K., 2013, On the multiplicative Zagreb coindex of
graphs, Opuscula Mathematica, 33, 191-204.



OZGECMIS
KISISEL BILGILER
Ad1 Soyadi . Ayse CELIK
Uyrugu . Tiirkiye Cumhuriyeti
Dogum Yeri ve Tarihi : Konya-26/28/1990
Telefon : +90 (507) 737 90 15
Faks Do-
e-mail : aysecelik4226 @gmail.com
EGITIM
Derece Ady, ilge, 11
Lise . Meram Anadolu Lisesi
Universite : Necmettin Erbakan Universitesi

Yiiksek Lisans : Necmettin Erbakan Universitesi
Doktora

IS DENEYIMLERI
Yil Kurum
2014- Milli Egitim Bakanhg

UZMANLIK ALANI — CEBIR VE SAYILAR TEORISi

YABANCI DIiLLER - INGILIZCE

35

Bitirme Yih
2009
2014

Gorevi

Matematik
Ogretmeni


mailto:aysecelik4226@gmail.com

