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Graf teori, uygulamalı matematiğin çok kullanıĢlı bir alanıdır. Günlük hayata dair birçok 

probleme çözüm sunabilmiĢ olması, graf teoriye ve uygulamalarına olan ilgiyi son yıllarda arttırmıĢtır. 

              Graf teorinin önemli uygulamalarından olan Zagreb indeksler ve bu indekslerin uygulamalarına 

yer verilmiĢtir.Birçok çeĢit Zagreb indeks tanımlanmıĢ olup, bu indeksler üzerine yapılan çalıĢmalar 

günümüzde hala popülaritesini devam ettirmektedir. 

              Tez toplamda 4 ana bölümden oluĢmaktadır. 

              Birinci bölümde graf teori ile ilgili temel kavramlara ve bazı özel grafların tanımlarına yer 
verilmiĢtir. Aynı zamanda tezde kullanılmıĢ olan kaynaklar hakkında araĢtırma yapılıp, içerik bilgileri 

sunulmuĢtur. 

              Ġkinci bölümde sıfır bölen graflar, p q    özel halkaları üzerinde sıfır bölen graflar ve 

Zagreb indekslerin tanımları verilmiĢtir. Ayrıca bu grafların Zagreb indeksleri incelenerek elde edilmiĢtir. 

              Üçüncü bölümde graflar üzerinde tensor çarpım tanımı verilerek, ikinci bölümde tanımlanan sıfır 

bölen graflarının tensor çarpım grafları üzerinde Zagreb indeksler uygulanmıĢ ve sonuçlar elde edilmiĢtir. 

              Son ve dördüncü  bölümde tezde elde edilmiĢ olan sonuçlar ve öneriler sunulmuĢtur. 
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Graph theory is a very useful field of applied mathematics. The fact that it has been able to offer 

many solutions for everyday life has increased a quite amount of interest to graph theory and its 

applications in the recent years. 

Zagreb indices are one of the most important applications of  Graph theory and applications of 

these indices are included. Many types of Zagreb indices have been defined and studies on these indices 

are still popular today. 

The thesis consists of four main sections. 

In the first section, basic concepts related to graph theory and definitions of some special graphs 

are given. At the same time, content information as made some researches about the resources used in the 

thesis. 

In the second section, the definitions of zero-divisor graphs, zero-divisor graphs on special rings 

p q   and Zagreb indices are given. 

Furthermore, these graphs are obtained by studying the Zagreb indices. 

In the third section, the definition of  tensor multiplication on graphs is given and Zagreb indices 

are applied on tensor multiplication graphs of zero-divisor graphs that are defined in the second section 

and the results are obtained. 

In the last and fourth section, the results obtained in the thesis and suggestions are presented. 
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1. GĠRĠġ 

Graf teori 1736 yılında Leonhard Euler‟in, Königsberg‟in Yedi Köprüsü isimli 

probleminden ortaya çıkmıĢtır. Bu problemi Ģu Ģekilde açıklayabiliriz. Almanya‟da 

bulunan Königsberg Ģehrinde Eski ve Yeni Pregel nehirleri birleĢerek Pregel nehrini 

oluĢturmaktadır. Bu nehirler aralarında iki küçük adacık oluĢturmakta ve nehir üzerinde 

bu adacıklarla Ģehri birleĢtiren yedi köprü bulunmaktadır. Euler‟in çözüm bulmaya 

çalıĢtığı durum ise bütün köprülerden bir ve yalnız bir kez geçilerek bir yürüyüĢ 

yapılmasının mümkün olup olmadığıdır.  

 

 

ġekil 1.1. Pregel Nehri ve Königsberg Köprüsü 

 

 

Bu problemden yola çıkılarak temelleri atılan graf teori ile günümüzde Ģehirlerde 

bulunan trafo yapıları, bilgisayar ağları vb. yapılar planlanmaktadır. Aslında bu 

problemde amaç yürüyüĢ gibi görünse de o günden günümüze geliĢen teknolojinin 

ekonomikliği hakkında bir temel oluĢturmuĢtur. Bunun sonucunda graf teori oluĢmuĢ ve 

günümüzde hala devam eden çalıĢmalar yapılmaya baĢlanmıĢtır. 
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1.1.Graflar ve Özellikleri 

Bu kısımda tüm tez boyunca kullanacağımız grafların temel tanımları ve 

örnekleri ile ilgili bilgiler verilecektir. Kullandığımız tüm temel tanımlar ve gösterimler 

Gross ve Yellen‟in Handbook of Graph Theory (Gross ve Yellen, 2004) kitabından 

alınmıĢtır. Ayrıca bu kitaba alternatif olarak Bollobás‟ın Modern Graph Theory 

(Bollobás, 2013) kitabı da incelenebilir. 

 

Tanım.1.1. V, elemanları köĢe (vertex) olarak adlandırılan boĢtan farklı bir   küme, E de 

elemanları kenar (edge) olarak adlandırılan ve V kümesinin bir ya da iki elemanlı alt 

kümelerinden oluĢan herhangi bir küme olsun. Bu Ģekilde tanımlanan G=(V,E) ikilisine 

graf (graph) denir. 

 

Örnek.1.1.  V={V1,V2,V3,V4,V5} ve E={e1, e2, e3,e4, e5, e6, e7}olacak Ģekilde aĢağıdaki 

yapı bir graf örneğidir. 

                     

                                     ġekil.1.2.Graf Örneği 

 

Tanım.1.2. V  köĢe kümesinden alınan bir vi köĢesine komĢu olan köĢelerin sayısına, vi 

köĢesinin derecesi denir ve dG(vi) ile gösterilir. Bir graf yapısında derecesi 1 olan 

köĢeye uç (pendant) köĢe, derecesi 0 olan köĢeye ise izole köĢe denir. 

 

Örnek.1.2. AĢağıdaki grafta her köĢe dereceleri ile isimlendirilmiĢtir. 

 

                        

ġekil.1.3.KöĢe dereceleri gösterilen graf örneği 
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Tanım.1.3. Bir G grafının köĢe kümesi olan V’den iki köĢe seçilsin. Seçilen bu köĢeler 

arasında bir kenar oluĢuyorsa bu köĢelere komĢu köĢeler denir. 

 

Tanım.1.4. Bir grafta her bir köĢe çifti komĢu ise bu graf tam graf olarak adlandırılır. n 

köĢeli bir tam graf Kn ile gösterilir. 

                    

                 

                                                     

ġekil.1.4.Tam graf çeĢitleri 

 

Tanım.1.5. BaĢlangıç ve bitiĢ köĢelerinin derecesi 1, tüm diğer köĢelerinin derecesi 2 

olan grafa yol graf denir. n köĢeli bir tam graf Pn ile gösterilir. 

 

 

                       

                                                  

ġekil.1.5.Yol graf çeĢitleri 

 

Tanım.1.6. BaĢlangıç ve bitiĢ noktası aynı köĢe üzerinde olan ve tüm köĢelerinin 

derecesi 2 olan graflar çevre graf olarak adlandırılır. n köĢeli bir çevre graf Cn ile 

gösterilir.  
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                                                  ġekil.1.6.Çevre graf çeĢitleri 

 

Tanım.1.7. n köĢeli bir Cn çevre grafının tüm köĢelerine tek bir kenar ile komĢu olan 

yeni bir köĢe eklenmesi ile elde elde edilen grafa tekerlek (wheel) graf denir. Wn ile 

gösterilir.  

 

                    

 

                                    ġekil.1.7. Tekerlek graf çeĢitleri 

 

1.2. KAYNAK ARAġTIRMASI 

 Bu kısımda çalıĢmamıza ıĢık tutan literatürde önemli yere sahip olan graf 

parametreleri, Zagreb indeksler ve sıfır bölen graflarla ilgili çalıĢmalar ayrıntılı olarak 

ele alınmıĢtır. 

 

1.2.1.Sıfır Bölen Grafları ile Ġlgili Kaynak AraĢtırması 

(Beck, 1988) “Coloring of Commutating Rings” isimli çalıĢması sıfır-bölen 

grafların baĢlangıcı olmuĢtur. Bu araĢtırmada, halkaların sıfır-bölen graflarını ortaya 

koyulmuĢ ve tanımlamıĢtır. Ayrıca bu grafın renklendirilmesi üzerine çalıĢılmıĢtır. 

(Anderson ve Livingston, 1999) “The Zero-divisor Graph of Commutative 

Ring” isimli çalıĢmalarında değiĢmeli halkaların sıfır-bölen grafları ile ilgili birçok 

temel sonuç elde ederek ortaya koymuĢlardır. 
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(Gross ve Yellen, 2004) “Handbook of Graph Theory” isimli kitaplarında 

graflar hakkındaki temel tanım ve örnekleri açıklamıĢ, graflar ile ilgili genel özellikleri 

göstermiĢlerdir. 

(Anderson ve Badawi, 2008) “On the Zero-Divisor Graph of a Ring” adlı 

çalıĢmalarında bir R halkasının idealleri ve esas idealleri arasındaki karĢılaĢtırılabilme 

koĢulları ya da R‟nin bileĢenleri arasındaki kesin bölünebilme koĢullarını sağlayan sıfır 

olmayan bölenlere sahip R halkaları için  R  grafını incelediler. 

(Sharma ve ark., 2011) “Analysis of Adjacency Matrix and Neighborhood 

Associated with Zero Divisor Graph of Finite Commutative Rings” adlı araĢtırmalarında 

sonlu ve değiĢmeli halkalar üzerindeki sıfır bölen bir grafın komĢuluk matrisi üzerine 

araĢtırmıĢ, bu çalıĢmalarında p 'nin bir asal olduğu, p p   halkasından elde edilen 

sıfır bölen grafının komĢuluk matrisi için ayrıntılı açıklamalar bulmaya çalıĢmıĢlardır. 

(Akgunes ve Togan 2012) “Analyzing special parameters over zero-divisor 

graphs” isimli çalıĢmasında p  ve q  farklı asal sayılar için  p q    sıfır-bölen 

graflarının çeĢitli parametlerini p  ve q  ya bağlı olarak incelemiĢ ve bulmuĢtur. 

(Bollobás, 2013) “Modern graph theory” adlı kitabında güncellenen graf teori 

konularında bilgiler vermiĢtir. 

(Anderson ve Weber, 2018) “The Zero divisor graph of a commutative ring 

without identity” adlı çalıĢmalarında birimsiz değiĢmeli halkaların sıfır bölen graflarıyla 

ilgili teoremler ispat etmiĢtir. 

 

1.2.2. Zagreb Ġndeksler Üzerine Kaynak AraĢtırması 

(Gutman ve Trinajstic, 1972) “Graph Theory and moleküler orbitals: Total  -

elektron energy of alternant hydrocarbons” isimli araĢtırmasında birinci Zagreb 

indeksini ortaya koymuĢtur. Bu tanım graf teoride ve kimyasal matematik alanında 

önemli bir yer tutmaktadır. 

(Gutman, 1975) “Graph theorey and molecular orbitals. XII. Acyclic polyenes” 

isimli araĢtırmasında Ġkinci Zagreb indeksi tanımlamıĢtır ve birçok özelliğini 

açıklamıĢtır. 

(Balaban, 1983) “Topological indices for structure-activity correlations” isimli 

çalıĢmasında Zagreb indekslerini adlandırmıĢtır. 
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(Imrich ve Klavzar, 2000) “Product graphs: Structure and Recognition” adlı 

çalıĢmalarında çeĢitli graf çarpımları üzerine çalıĢmıĢ ve konumuzda geçen tensor 

çarpım tanımını yapmıĢlardır. 

(Das ve Gutman, 2004) “Some properties of the second Zagreb index” isimli 

çalıĢmasında ikinci Zagreb indekslere ait birçok özellik ortaya koymuĢtur. 

(Todeschini ve Consanni, 2010) “New local vertex invariants and molecular 

descriptors based on functions of the vertex degrees” adındaki araĢtırmasında çarpımsal 

Zagreb indeksini tanımlamıĢtır. 

(Ashrafi ve ark., 2010) “The Zagreb coindices of graph operation” isimli 

çalıĢmalarında Zagreb eĢindekleri üzerine araĢtırmalar yapmıĢlardır. 

(Ranjini ve ark., 2011) “On the Zagreb indices of the line graphs of the 

subdivision graphs” isimli çalıĢmalarında altbölüm grafları ve çizgi graflarının Zagreb 

indekslerini incelemiĢlerdir. 

(Xu ve Das, 2012) “Unicyclic and bicyclic graphs” isimli çalıĢmalarında 

çarpımsal toplam ve total çarpımsal toplam Zagreb indekslerini tanımlayarak 

özelliklerini belirtmiĢlerdir. 

(Xu ve ark., 2013)  “On the multiplicative Zagreb coindex of Graphs” adlı 

çalıĢmalarında birinci ve ikinci çarpımsal Zagreb eĢindeksleri üzerine araĢtırma yapmıĢ 

ve indeksleri tanımlamıĢlardır. 

(Eliasi, 2012) “Multiplicative versions of first Zagreb index” isimli 

araĢtırmasında çarpımsal toplam Zagreb indeksini tanımlamıĢ ve ortaya koymuĢtur. 

(Cevik ve ark., 2013) “The multiplicative Zagreb indices of graph operations” 

isimli çalıĢmalarında çarpımsal Zagreb indekslerini incelemiĢlerdir. 

(Das ve ark., 2016) “On the first Zagreb index and multiplicative Zagreb 

coindices of graphs” isimli araĢtırmalarında birinci Zagreb indeksi ve çarpımsal Zagreb 

eĢindeksleri ile ilgili çalıĢmalar yapmıĢlardır. 

(Cangul ve ark., 2017) “New formulae for Zagreb indices” isimli çalıĢmasında 

Zagreb indekslerine ait yeni ispatlarda bulunmuĢtur. 

(Maden ve Nacaroglu, 2017) “The Upper Bounds for Multiplicative Sum Zagreb 

Index of Some Graph Operations” isimli araĢtırmalarında çarpımsal toplam Zagreb indeksi 

ile ilgili bazı üst sınırlar ortaya koymuĢlardır. 

(Akgunes, 2018) “A Further Note on the Graph of Monogenic Semigroups” isimli 

çalıĢmasında monojenik yarıgruplar için bazı graf parametreleri, birinci ve ikinci Zagreb 

indeksi, Laplasyen karakteristik polinomunu ortaya koymuĢtur. 



 

 

7 

2.  p q    SIFIR BÖLEN GRAFLARI VE BU GRAFLARIN BAZI ZAGREB 

ĠNDEKSLERĠ 

 

Bu bölümde sıfır bölen grafların, cebirin önemli alt dallarından biri olan halkalardan 

p q   özel halkaları üzerinde sıfır bölen grafların ve Zagreb indekslerin tanımları 

verilerek, bu grafların Zagreb indeksleri elde edilmiĢtir. 

 

2.1.  p q    SIFIR BÖLEN GRAFLARI 

Bu kısımda çalıĢmamızın temelini teĢkil eden halkalardan elde ettiğimiz bir tür sıfır 

bölen graflarının kısa tarihi geliĢimi, tanımı ve örneklerini vereceğiz.  

(Beck, 1988)‟de, değiĢmeli R halkasının, sıfır bölen grafı olan  R  kavramını 

literatüre sundu. Daha sonra, değiĢmeli ve değiĢmeli olmayan halkalar üzerindeki sıfır 

bölen graflar, spektral ve spektral olmayan graf nitelikleri açısından geniĢ bir Ģekilde 

incelendi. Örneğin, (Anderson ve ark. 1999)‟da  R  grafının her zaman, R halkasının 

değiĢmeli olmasıyla iliĢkili olduğunu kanıtladı. (Anderson ve Badawi, 2008)‟ de  R 

halkasının idealleri ve esas idealleri arasındaki karĢılaĢtırılabilme koĢulları ya da R‟nin 

bileĢenleri arasındaki kesin bölünebilme koĢullarını sağlayan sıfır olmayan bölenlere 

sahip R halkaları için  R ‟yi inceledi. Daha sonra, (Sharma ve ark. 2011) ‟de sonlu ve 

değiĢmeli halkalar üzerinde sıfır bölen bir grafın komĢuluk matrisi üzerinde çalıĢmıĢtır. 

Bu çalıĢmalarında p 'nin bir asal olduğu, p p   halkasından elde edilen sıfır bölen 

grafının komĢuluk matrisi için ayrıntılı açıklamalar bulunmaya çalıĢılmıĢtır. 

Bu çalıĢmadaki sonuçların bir genellemesi olarak, AkgüneĢ 2012‟de,  ve p q  'nun farklı 

asallar olduğu p q   halkasından elde edilen sıfır bölen graflar için bazı teorik 

özellikleri sunmuĢtur. 

ġimdi değiĢmeli halkalardaki sıfır bölen graflarını tanımlayalım. 

 

Tanım.2.1.1. R, değiĢmeli bir halka ve  R , R‟nin sıfır bölenlerinin kümesi olsun. 

Sıfır bölen graf  R , köĢe kümesi 0xy   koĢulunu sağlayan  

     , \ 0x y R R


    köĢeleri ile oluĢturulan (yönlendirilmemiĢ) bir graftır 

(Beck,1988). 
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R, integral bölgesi ise sıfır bölen eleman içermediğinden grafın boĢ graf olacağı açıktır. 

Ayrıca bu konudaki çalıĢmalara ek olarak (Anderson ve Weber, 2018) çalıĢması da 

incelenebilir. 

Bu tanımı p q   halkasının sıfır bölen grafına aktaralım. 

 

Tanım.2.1.2.  ve p q  asal sayılar olmak üzere p q  ‟ nun sıfır bölenlerinin kümesi 

            1,0 , 2,0 , , 1,0 , 0,1 , 0,2 , , 0, 1p q   ‟ dir. KöĢe kümesi bu elemanların 

her biri, kenar kümesi ise köĢe kümesindeki elemanların çarpımlarından  0,0   

olanlarıdır (AkgüneĢ, Togan, 2012). 

   

 

Örnek.2.1.1.  3 5    sıfır bölen grafının köĢe ve kenarlarını gösterelim. 

 

 

 

 

       

 

    

 

ġekil.2.2.1.  3 5   Sıfır bölen grafı 

           

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 0,1

  

 0,2

  

 0,3

  

 0,4

  

 1,0

  

 2,0
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Örnek.2.1.2.  5 7    sıfır bölen grafının elemanlarını gösterelim. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                               ġekil.2.2.2.  5 7    Sıfır bölen grafı 

 

2.2.  p q    SIFIR BÖLEN GRAFLARININ ZAGREB ĠNDEKSLERĠ 

Bu bölümde, sıfır bölenler, sıfır bölen grafları, Zagreb indeksleri kavramlarını göz 

önüne alarak,  ve p q  asalları için,  p q   sıfır bölen grafları üzerine alınan 

sonuçları ifade edip kanıtlayacağız. Bu çalıĢma boyunca  ve p q  eĢit olabilen asal 

sayılar olarak varsayılacaktır. Bu çalıĢma için aĢağıda sunulan kaynaklara ek olarak 

(Ranjini ve ark., 2011) çalıĢması da incelenbilir. 

 

Tanım.2.2.1. G, E(G)  kenarların kümesine ve V(G) köĢelerin kümesine sahip bir graf 

olsun. 

Birinci Zagreb indeksi graf köĢelerinin derecelerinin karelerinin toplamıdır.  1M G  ile 

ifade edilir. Ġkinci Zagreb indeksi her bir kenarı oluĢturan köĢelerin derecelerinin 

çarpımlarının toplamıdır.  2M G  ile ifade edilir. Dolayısıyla, birinci ve ikinci Zagreb 

indeks sırasıyla, 

      

 
 

   
 

   
2

1 2

,   ,   

 ve)  ( . G G G

u v V G u v E G

M G d u M G d u d v
 

       

 0,1

  

 0,2

  

 0,3

  

 0,4

  

 0,5

  

 1,0

  

 2,0

  

 3,0

  

 4,0

   0,6
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Ģeklinde ifade edilir (Gutman,Trinajstic, 1972). Ayrıca bu konu ile ilgili (Balaban, 

1983) ve (AkgüneĢ, 2018)  çalımaları da vardır. 

 

AĢağıdaki ilk iki teorem  p q    sıfır bölen grafının sırasıyla birinci ve ikinci 

Zagreb indekslerini karakterize eder. 

 

Teorem.2.2.1.  p q    sıfır bölen grafının birinci Zagreb indeksi 

     1 1 1 ( 2)p qM q p p q       
 

 
 

 

Ġspat:  p q    graf yapısında  1q  tane köĢenin derecesinin karesi  
2

1p  ‟dir. 

 1p   tane köĢenin derecesinin karesi de   
2

1q  ‟dir. Tüm bu köĢe derecelerinin 

karelerinin toplamı yani, birinci Zagreb indeksi ;                 

     2 2

1 1 ( 1) 1 ( 1)p qM q p p q        
 

    

                                1 1 1 ( 1)q p p q          

                               1 1 2q p p q       

olur ve ispat tamamlanır. 

 

Teorem.2.2.2.  p q    sıfır bölen grafının ikinci Zagreb indeksi 

   
2 2

2 1 ( 1)p qM p q 
 
    

 

 

Ġspat: : 
p q   graf yapısında toplamda    1 . 1p q   tane kenar oluĢur. Bu kenarları 

oluĢturan  1p   tane köĢenin derecesi  1q  ve  1q tane köĢenin derecesi ise 

 1p  ‟dir. Ġkinci Zagreb indeksi bu köĢe derecelerinin çarpım sonuçlarının toplamını 

hesapladığından,    1 . 1p q   tane    1 . 1p q  „in toplamı; 

 2 p qM   
 
           

  

1   1 1 1 1   1

1   1  tane

p q p q p q

p q

        

 




 

                             
2 21 ( 1)p q  
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olur ve istenendir. 

ġimdi de
 

 p q    sıfır bölen grafının çarpımsal Zagreb indekslerini inceleyelim. 

 

Tanım.2.2.2.
 
G, E(G)  kenarların kümesine ve V(G) köĢelerin kümesine sahip bir graf 

olsun. 

Birinci çarpımsal Zagreb indeksi bir G grafındaki tüm köĢelerin derecelerinin 

karelerinin çarpımını verir.  1 G  ile ifade edilir. Ġkinci çarpımsal Zagreb indeksi de G 

grafındaki kenar oluĢturan her bir köĢe çiftinin derece çarpımlarının çarpımıdır.  2 G  

ile gösterilir. Birinci ve ikinci çarpımsal Zagreb indeksleri sırasıyla, 

 

                   

   
 

 2

1 2

,

 ( )  . ( ) veG G G

v V u v E G

G d v G d u d v
 

     

Ģeklinde ifade edilir (Todeschini, Consonni, 2010). Bu konu ile ilgili ayrıntılı çalıĢmalar 

(Çevik ve ark., 2013) araĢtırmasından da edinilebilir. 

 

Sıradaki iki teorem sırasıyla birinci ve ikinci çarpımsal Zagreb indeksleri ile ilgilidir.  

 

 

Teorem.2.2.3.  p q    sıfır bölen grafının birinci çarpımsal Zagreb indeksi 

2 ( 1) 2 ( 1)

1 ( ) [( 1) ] [( 1) ]q p

p q p q       
 

 

Ġspat:
 p q   grafında toplamda    1 1p q    tane köĢe vardır.  1p   tane olan 

köĢelerin her birinin derecesi  1q ‟dir. Aynı Ģekilde  1q  tane olan köĢelerin her 

birinin derecesi de  1p   „dir. Bu iki farklı derece sayısına sahip köĢe gruplarının 

birinci çarpımsal Zagreb indekslerini iki durumda inceleyeceğiz. 

 1.Durum:  Derecesi  1p   olan  1q  tane köĢenin derecelerinin karelerinin 

çarpımı; 

2 2 2(   

1 

)

tane

1 ( 1) ( 1)p p p

q 

  

 

2 ( 1)[( 1) ] qp    olur.                                                                                      (2.1) 
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2.Durum: Derecesi  1q  olan  1p   tane köĢenin derecelerinin karelerinin 

çarpımı; 

2 2 2(   

1 

)

tane

1 ( 1) ( 1)q q q

p 

    

            2 ( 1)[( 1) ] pq    olur.                                                                                     (2.2) 

(2.1) ve (2.2)‟den tüm köĢe derecelerinin karelerinin çarpımı yani, birinci çarpımsal 

Zagreb indeksi; 

2 ( 1) 2 ( 1)

1 ( ) [( 1) ] [( 1) ]q p

p q p q       
  

bulunarak ispat tamamlanır. 

 

Teorem.2.2.4.  p q    sıfır bölen grafının ikinci çarpımsal Zagreb indeksi 

  1

2

1
( ) [( 1)( 1)]q

p

p

q
Z Z p q

 
         

 

Ġspat:

 

 p q   grafında, p q  ‟ nun sıfır bölenlerinin oluĢturduğu köĢeler 

arasındaki toplam kenar sayısı;  1p   tane köĢe ile  1q  tane köĢeden toplamda 

   1 . 1p q   tanedir. Yine  1p   tane köĢenin her birinin derecesi  1q ,  1q  

tane köĢenin her birinin derecesi de  1p   olduğundan; bir tane kenarı oluĢturan bu 

köĢe çiftlerinden birer tanelerinin derece çarpımları    1 . 1p q   olur. O halde bu sıfır 

bölen grafında her bir kenarı oluĢturan köĢe çiftlerinin derecelerinin çarpımlarının 

çarpımı, yani ikinci çarpımsal Zagreb indeksi; 

     

  

2 ( ) 1 ( 1) 1 ( 1)   1 ( 1)

1 1  tane kenar için

p qZ Z p q p q p q

p q

                  



 






 

                          
  1 1

[( 1)( 1)]
p q

p q
 

     

olur ki istenendir. 

 

Sıradaki tanım ve teorem  p q    sıfır bölen grafının sırasıyla birinci ve ikinci 

Zagreb eĢindeksini karakterize eder. 

 

Tanım.2.2.3.

 

G, E(G)  kenar kümesine ve V(G) köĢe kümesine sahip bir graf olsun. 
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G grafının kenar oluĢturmayan köĢe çiftlerinin derecelerinin toplamı Ģeklinde ifade 

edilen indeks birinci Zagreb eĢindeksidir.  1M G  ile ifade edilir. Ġkinci Zagreb 

eĢindeksi ise, G grafının kenar oluĢturmayan köĢe çiftlerinin derecelerinin çarpımlarının 

toplamıdır.  2M G  ile ifade edilir. Birinci ve ikinci Zagreb eĢindeksleri sırasıyla, 

           

 
 

       1 2

, , ( )

 ve ( . ( )G G G G

u v E G u v E G

M G d u d v M G d u d v
 

           

 biçiminde ifade edilir (Das ve Gutman, 2004). Ayrıca tüm Zagreb eĢindeksleri 

konusunda (Ashrafi ve ark., 2010) çalıĢması da incelenebilir. 

 

Teorem.2.2.5.  p q    sıfır bölen grafının birinci Zagreb eĢindeksi 

   1

1 1
2 1 ( 1)

2 2
p q

p q
M q p

      
          

    
 

 

 

Ġspat:  ,0a , 0 1a p    sıfır bölenlerinden oluĢan köĢeler kendi aralarında kenar 

oluĢturamazlar. Çünkü  p q    sıfır bölen grafında iki sıfır bölenin çarpımı  0,0  

olmalıdır. O halde kenar oluĢturamayacak köĢe çiftlerinin sayısı 
1

2

p  
 
   

tanedir. Bu 

köĢelerin derecesi  1q ‟dir. Aynı Ģekilde  0,b , 0 1b q    sıfır bölenlerinden 

oluĢan kenar oluĢturamayan köĢe çiftlerinin sayısı 
1

2

q  
 
   

tanedir. Bu köĢelerin derecesi 

de  1p  ‟dir. Buradan hareketle, kenar oluĢturamayan köĢe çiftlerinin birinci Zagreb 

eĢindeksini dereceleri farklı olanları ayırmak adına iki durumda incelememiz gerekir.  

          1.Durum:  1p   tane köĢenin her birinin derecesi  1q  olduğundan; kenar 

oluĢturmayan herhangi iki köĢenin dereceleri toplamı    1 1q q    olur.

 

1

2

p  
 
 

 tane 

kenar oluĢturamayan köĢe çiftinin derecelerinin toplamı; 

     1 ( 1) 1 ( 1) 1 ( 1)

1
 tane

2

q q q q q q

p
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1

2 1 2 1

 tan

2 1

e
2

p

q q q



 







  












 

 12
1

2

p
q

 
 

 


  

                                                                                                    (2.3) 

            

2.Durum:  1q

 

tane köĢenin her birinin derecesi  1p   olduğundan; kenar 

oluĢturmayan herhangi iki köĢenin dereceleri toplamı    1 1p p    olur.

 

1

2

q  
 
   

tane 

kenar oluĢturamayan köĢe çiftinin derecelerinin toplamı; 

     1 ( 1) 1 ( 1) 1 ( 1)

1
 tane

2

p p p p p p

q

                     

 
 
 




 

     

1

2 1 2 1

 tan

2 1

e
2

q

p p p



 







  












 

 12
1

2

q
p

 
 

 
                                                                                                      (2.4) 

(2.3) ve (2.4)‟ten tüm kenar oluĢturamayan köĢe derecelerinin toplamı yani, birinci 

Zagreb eĢindeksi; 

     1 2
1 1

1 12
2 2

p q

p q
M q p

    
         

   
 

 

                           

 
1 1

2 1 ( 1)
2 2

p q
q p

      
       

       

olur ve ispat tamamlanır.

  

Teorem.2.2.6.  p q    sıfır bölen grafının ikinci Zagreb eĢindeksi 

   
2 2

2

1 1
1 ( 1)

2 2
p q

p q
M q p

    
         




  
 

 

 

Ġspat: Bir üstteki teoremde verdiğimiz çıkarımlar üzerinden bu kez aynı kenar 

oluĢturmayan köĢe çiftlerinin, derecelerinin çarpımlarının toplamını göstereceğiz. 
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1.Durum: Dereceleri  1q  olan

 

 1p   tane köĢenin kendi aralarında kenar 

oluĢturmadığını biliyoruz. Dolayısıyla kenar oluĢturmayan 
1

2

p  
 
   

tane köĢe çifti 

vardır. O halde bu köĢe çiftlerinin derecelerinin çarpımlarının toplamı; 

         1 1 1 1 1 1

1
 tane

2

q q q q q q

p

        

 
 
 




  

2 2 2( 1) ( 1) ( 1)

1
 tane

2

q q q

p

   

 
 
 

     

 
21

1
2

p
q

 
  
 

                                                                                                      (2.5) 

 2.Durum:  Dereceleri  1p   olan

 

 1q  tane köĢenin kendi aralarında kenar 

oluĢturmadığını biliyoruz. Dolayısıyla kenar oluĢturmayan 
1

2

q  
 
   

tane köĢe çifti 

vardır. O halde bu köĢe çiftlerinin derecelerinin çarpımlarının toplamı; 

        1 1 1 1 1 1

1
 tane

2

p p p p p p

q

        

 
 
 




  

2 2 2( 1) ( 1) ( 1)

1
 tane

2

p p p

q

   

 
 
 

     

 
21

1
2

q
p

 
  
 

                                                                                                       (2.6) 

(2.5) ve (2.6)‟dan tüm kenar oluĢturmayan köĢe çiftlerinin derecelerinin çarpımlarının 

toplamı, yani ikinci Zagreb eĢindeksi; 

   
2 2

2

1 1
1 ( 1)

2 2
p q

p q
M q p

    
         




  
 

 

bulunur ve ispat tamamlanır. 

ġimdi de  p q    sıfır bçlen grafının birinci ve ikinci çarpımsal Zagreb 

eĢindekslerini inceleyeceğiz. 
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Tanım.2.2.4. G, E(G)  kenar kümesine ve V(G) köĢe kümesine sahip bir graf olsun. 

G grafının kenar oluĢturmayan köĢe çiftlerinin derecelerinin toplamlarının çarpımı 

birinci çarpımsal Zagreb eĢindeksi olarak adlandırılır.  1 G  ile gösterilir. Ġkinci 

çarpımsal Zagreb eĢindeksi ise G grafının kenar oluĢturmayan köĢe çiftlerinin 

derecelerinin çarpımlarının çarpımıdır.  2 G  ile ifade edilir. Birinci ve ikinci 

çarpımsal Zagreb eĢindeksleri sırasıyla, 

                 

   
 

 1 2

, ( ) ,

( ( ) ( ( )  ve  . ( )G G G G

u v E G u v E G

G d u d v d u d v
 

       

 Biçiminde gösterilir (Xu ve ark., 2013). Ayrıca bu konu hakkındaki alternatif 

araĢtırmalar için (Das ve ark., 2016) çalıĢmasından yararlanılabilir. 

 

Sıradaki iki teorem birinci ve ikinci çarpımsal Zagreb eĢindekslerini ortaya koyacaktır. 

 

Teorem.2.2.7.  p q    sıfır bölen grafının birinci çarpımsal Zagreb eĢindeksi 

     
1 1

2 2
1 2( 1) 2( 1)

q p

p q p q
    

   
         

 
 

 

 

Ġspat: KöĢelerin derecelerine göre birinci çarpımsal Zagreb eĢindeksini de iki durumda 

incelememiz gerekir. 

           1.Durum: Dereceleri  1p   olan ve kenar oluĢturmayan 
1

2

q  
 
   

tane köĢe 

çiftinin derece toplamlarının çarpımı;  

     1 1 1 1   1 1

1
 tane

2

p p p p p p

q

        

 
 
 




   

     2 1  2 1   2 1

1
 tane

2

p p p

q

   

 
 
 




  

 
1

22( 1)
q

p
 

 
                                                                                                            (2.7) 
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         2.Durum: Dereceleri  1q  olan ve kenar oluĢturmayan 
1

2

p  
 
   

tane köĢe 

çiftinin derece toplamlarının çarpımı; 

    1 1 1 1   1 1

1
 tane

2

q q q q q q

p

        

 
 
 




  

     2 1  2 1   2 1

1
 tane

2

q q q

p

   

 
 
 




 

 
1

22( 1)
p

q
 

 
                                                                                                           (2.8) 

(2.7) ve (2.8)‟de bulunan eĢitliklerin çarpımı, tüm kenar oluĢturmayan köĢe çiftlerinin 

derecelerinin toplamlarının çarpımıdır. Yani  p q    sıfır bölen grafının birinci 

çarpımsal Zagreb eĢindeksi; 

     
1 1

2 2
1 2( 1) 2( 1)

q p

p q p q
    

   
         

 
 

 

bulunur ve ispat tamamlanır. 

 

Teorem.2.2.8.  p q    sıfır bölen grafının ikinci çarpımsal Zagreb eĢindeksi 

 
1 1

2 2
2 2

2 ( 1) ( 1)

q p

p q p q

    
   
      

 
   

 

 

Ġspat: KöĢelerin derecelerine göre ikinci çarpımsal Zagreb eĢindeksini de iki durumda 

inceleyeceğiz. 

1.Durum: Dereceleri  1p   olan ve kenar oluĢturmayan 
1

2

q  
 
 

 tane köĢe 

çiftinin derecelerinin çarpımlarının çarpımı; 

        1 1 1 1   1 1

1
 tane

2

p p p p p p

q
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2 2 2( 1) ( 1) ( 1)

1

2

 

e

 

 tan

p p p

q

   

 
 
 

   

1
2

2
( 1)

q

p

 
 
                                                                                                              (2.9) 

2.Durum: Dereceleri  1q  olan ve kenar oluĢturmayan 
1

2

p  
 
 

 tane köĢe 

çiftinin derecelerinin çarpımlarının çarpımı; 

        1 1 1   1 1

1
 ne

1

ta
2

qq q q q q

p

              





 
 
 




  

2 2 2( 1) ( 1) ( 1)

1
 tane

2

  q q q

p

  

 
 
 

  

1
2.

2
( 1)

p

q

 
 
                                                                                                              (2.10) 

(2.9) ve (2.10)‟da bulunan eĢitliklerin çarpımı, tüm kenar oluĢturmayan köĢe çiftlerinin 

derecelerinin çarpımlarının çarpımıdır. Yani  p q    sıfır bölen grafının ikinci 

çarpımsal Zagreb eĢindeksi; 

 
1 1

2 2
2 2

2 ( 1) ( 1)

q p

p q p q

    
   
      

 
   

 

olur ve ispat tamamlanır. 

 

Sıradaki tanım ve teorem yeni Zagreb indeks çeĢitlerinden olan çarpımsal toplam 

Zagreb indeksini belirtir. 

 

Tanım.2.2.5.
 
G, E(G)  kenar kümesine ve V(G) köĢe kümesine sahip bir graf olsun. 

G grafının kenar oluĢturan köĢe çiftlerinin derecelerinin toplamlarının çarpımı, 

çarpımsal toplam Zagreb indeksi olarak adlandırılır.  1 G  Ģeklinde gösterilir. 

Çarpımsal toplam Zagreb indeksi, 

                              
   *

1

, ( )

( ( )G G

u v E G

G d u d v
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 Ģeklinde ifade edilir (Xu ve Das, 2012). Bu konu hakkında (Maden ve Nacaroğlu, 

2017)  çalıĢması da incelenebilir. 

 

Teorem.2.2.9.  p q    sıfır bölen grafının çarpımsal toplam Zagreb indeksi 

    )

1

1 ( 1
( 2)

p q

p q p q       
 

   

 

Ġspat:  p q    graf yapısında toplamda    1 . 1p q   tane kenar olduğu,  1p   

tane olan köĢelerin her birinin derecesinin  1q  ve  1q  tane olan köĢelerin her 

birinin derecesinin de  1p   olduğu yukarıdaki teoremlerin ispatlarında belirtilmiĢti. 

Kenar oluĢturan köĢeler bu farklı derece değerlerine sahip olan köĢelerdir. Buradan 

hareketle, kenar oluĢturan her bir köĢe çiftinin dereceleri toplamının    1 1p q    

olduğu açıktır. O halde kenar oluĢturan her bir köĢe çiftinin derecelerinin toplamlarının 

çarpımı, yani çarpımsal toplam Zagreb indeksi; 

      

  

1 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)   ( 1) ( 1)

1 1  tane kenar için

p q p q p q p q

p q

           



 
 






    

  

( 2)( 2)  ( 2)

1 1  tane kenar için

p q p q p q

p q

      

 

   

( 1)( 1)( 2) p qp q       

bulunur ki istenendir. 

 

AĢağıdaki tanım ve teorem total çarpımsal toplam Zagreb indeksini karakterize eder. 

 

Tanım.2.2.6.  G, E(G)  kenar kümesine ve V(G) köĢe kümesine sahip bir graf olsun. 

G grafına ait tüm köĢelerinden, herhangi iki köĢesinin derecelerinin toplamlarının 

çarpımı total çarpımsal toplam Zagreb indeksi olarak adlandırılır ve  1

T G  ile ifade 

edilir. Total çarpımsal toplam Zagreb indeksi, 

                                  

   T

1

, ( )

( ( )G G

u v V G

G d u d v


     

biçiminde ifade edilir (Xu ve Das, 2012). 
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Teorem.2.2.10.  p q    sıfır bölen grafının total çarpımsal toplam Zagreb indeksi 

       
2

1

2 1 1
4 1 1 2

2 2
p q

T
p q

p q p q
   

        
 

 
 


 

 

 

Ġspat: Dereceleri farklı olan bu köĢelerin total çarpımsal toplam Zagreb indekslerini 

göstermek için bu köĢe çiftlerini üç durumda incelememiz gerekir. 

           1.Durum: Dereceleri  1q  olan,  1p   tane köĢenin içinden seçilen 
1

2

p  
 
   

tane ikili köĢe vardır. Bu her bir ikili köĢelerin derecelerinin toplamı 

   1 1 2 2q q q     ‟dir. 
1

2

p  
 
   

tane olan ikili köĢelerin tümünün derecelerinin 

toplamı; 

 
1

2 2
2

p
q

 
 

   

 
1

2 1
2

p
q

 
  

   

                                                                                                   (2.11) 

 2.Durum: Dereceleri  1p   olan,  1q  tane köĢenin içinden seçilen 
1

2

q  
 
   

tane ikili köĢe vardır. Bu her bir ikili köĢelerin derecelerinin toplamı 

   1 1 2 2p p p     ‟dir. 
1

2

q  
 
   

tane olan ikili köĢelerin her birinin derecelerinin 

toplamı; 

 
1

2 2
2

q
p

 
 

 
 

 
1

2 1
2

q
p

 
  

   

                                                                                                 (2.12) 

 3.Durum: Dereceleri  1q  ve  1p   olan köĢelerin içinden birer tane olmak 

üzere seçilen sırasıyla 
1

1

p  
 
   

ve 
1

1

q  
 
 

 tane köĢe vardır. Bu her bir ikili köĢelerin 

derecelerinin toplamı      1 1 2p q p q      ‟dir. O halde,

 

1

1

1

1

p q   
  
  

 tane 

ikili köĢelerin her birinin derecelerinin toplamı; 
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1 1

2
1 1

p q
p q

   
   

    

                                                                                      (2.13) 

 

(2.11) , (2.12) ve (2.13)‟te bulunmuĢ olan sonuçların çarpımı, bütün ikili köĢelerin 

derecelerinin toplamlarının çarpımıdır. Yani  p q    sıfır bölen grafının total 

çarpımsal toplam Zagreb indeksi; 

       1
1

1 1 1 1
  2 1 2 1 2

2 2 1
p q

T
p q p q

q p p q
               

                 
     

 


    



 

     
2 2 1 1

4 1 1 2
2 2

p q
p q p q

   
       

    

bulunur ve ispat tamamlanmıĢ olur. 

 

Zagreb indekslerine ait farklı ispatlara yer veren (Cangul ve ark., 2017) çalıĢması da 

vardır. 

GöstermiĢ olduğumuz bu Zagreb indekslerini aĢağıdaki örnekle pekiĢtirelim. 

 

Örnek.2.2.1. 3p    ve 5q   olmak üzere,  3 5   sıfır bölen grafının Zagreb 

indekslerini hesaplayalım: 

 1 3 5M     48  (Teorem 2.2.1) 

 

 32 5M     64  (Teorem 2.2.2) 

 

 1 3 5      84   (Teorem 2.2.3) 

 

 32 5       88   (Teorem 2.2.4) 

 

 51 3 32M        (Teorem 2.2.5) 

 

 52 3 40M        (Teorem 2.2.6) 
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  5
1

1

3 5 2       (Teorem 2.2.7) 

 

  6
2

1

3 5 2       (Teorem 2.2.8) 

 

  8

3 5

*

1 6       (Teorem 2.2.9) 

 

  10 2

31 5 2 .3T       (Teorem 2.2.10)  

 

3. TENSOR ÇARPIM GRAFLARI VE    p q r s       ’NIN ZAGREB 

ĠNDEKSLERĠ 

Bu kısımda  p q    sıfır bölen graflarının tensor çarpımlarının bazı Zagreb 

indekslerini inceleyeceğiz. Öncelikle graflarda tensor çarpım tanımını verip, 

 r s   sıfır bölen graflarına aktaralım. 

 

Tanım.3.1. 1G  ve 2G  iki graf,  1 1 1,G V E  ,  2 2 2,G V E  olsun. 1 2G G  tensor 

çarpımının, köĢe kümesi 1 2V V  , komĢulukları  1 2,u u u  ve  1 2,v v v  olmak üzere;  

u v  olması için, 

1) 1G  grafında 1 1u v  , 

2) 2G  grafında 2 2u v   

Ģartlarının her ikisini birden sağlamalıdır (Imrich ve Klavzar, 2000). 

 

Grafların tensor çarpımını örnekle gösterebiliriz. 

 

Örnek.3.1. 1 2 ve G G  iki graf olmak üzere;  1 , ,V a b c  ,  2 ,V x y  olsun.  1 2G G   

tensor çarpım grafını bulalım. 
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ġekil.3.1. 1 2 ve G G  grafları 

 

Öncelikle 1 2G G  tensor çarpımının 1 2V V  köĢe kümesini gösterelim. 

            1 2 , , , , , , , , , , ,V V a x a y b x b y c x c y   

Burada tensor çarpım için, ilk Ģart olan 1G  grafının herhangi iki köĢesi olan 1 1 ve u v  

„nin  1 1u v olması gerekir. Yukarıda gösterdiğimiz ilk grafta a b  ve a c ‟dir. 

Ġkinci Ģart olarak da 2G  grafının herhangi iki köĢesi olan 2 2 ve u v  „nin 2 2u v  olması 

gerekir. Yukarıdaki ikinci grafta x y  „dir. Artık 1 2G G  tensor çarpım grafını 

oluĢturabiliriz. 

 

 

         

 

 

 

 

                                ġekil.3.2.  1 2G G  tensor çarpım grafı 

 

ġimdi de Tensor çarpım tanımını  p q    sıfır bölen graflarına aktaralım. O halde, 

   p q r s        tensor çarpımındaki oluĢacak komĢulukları daha iyi 

görebilmek adına  4 grupta inceleyelim. 

ⅰ.    1 1,0 , ,0p r    köĢelerinin    2 20, , 0,q s    Ģeklinde komĢulukları oluĢur. 

Burada;   1 1p r   tane köĢe için   1 1q s  tane komĢuluk oluĢur denilebilir. 

Benzer Ģekilde; 

ⅱ .    1 1,0 , 0,p s    köĢelerinin    2 20, , ,0q r    „lı komĢulukları oluĢur. Yani; 

  1 1p s  tane köĢe için,   1 1q r  tane komĢuluk oluĢur. 

a   

b   c   

x   y   

 ,a x

  

 ,b x

  

 ,c x

  

 ,c y

  
 ,a y

  

 ,b y
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ⅲ .    1 10, , ,0q r    „lı köĢelerin    2 2,0 , 0,p s   ‟lı komĢulukları oluĢur. 

  1 1q r  tane köĢe için   1 1p s   tane komĢuluk oluĢur. 

ⅳ .    1 10, , 0,q s   köĢeleri içinse    2 2,0 , ,0p r    Ģeklinde komĢuluklar 

oluĢur.   1 1q s   tane köĢe için;   1 1p r  tane komĢuluk oluĢur. 

 

AĢağıda vereceğimiz teoremlerde bu komĢuluklar özellikle dikkate alınacaktır. 

 

Ġlk teorem    p q r s      
 
tensor çarpımının birinci Zagreb indeksini ortaya 

koyar. 

 

Teorem.3.1.     p q r s      
 
grafının birinci Zagreb indeksi 

               1 1 1 1 1 2 2p q r sM p s q r s r p q             
 
   

 

 

Ġspat:    p q r s      
 

grafının birinci Zagreb indeksini komĢulukların 

oluĢumuna göre dört durumda incelememiz gerekir. 

1.Durum:    1 1,0 , ,0p r    köĢelerine ait dereceler,    2 20, , 0,q s    

komĢuluklarıdır. Buradan,   1 1p r   tane köĢenin her birinin derecesinin 

  1 1q s  olduğu görülür. Bu köĢelerin derecelerinin karelerinin toplamı, 

        

  

2 2 2

1 1 1 1 1 1

1 1  tane

q s q s q s

p r

                   

 




  

       
2

1 1 1 1p r q s                                                                                         (3.1) 

2.Durum:    1 1,0 , 0,p s    köĢelerine ait dereceler,    2 20, , ,0q r    

komĢuluklarıdır. Buradan aynı Ģekilde,   1 1p s  tane köĢenin her birinin derecesi , 

  1 1q r  ‟dir. Bu köĢelerin derecelerinin karelerinin toplamı; 

        

  

2 2 2

1 1 1 1 1 1

1 1  tane

q r q r q r

p s

                   

 




 

       
2

1 . 1 . 1 . 1p s q r                                                                                      (3.2) 
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3.Durum:    1 10, , ,0q r    köĢelerinin dereceleri    2 2,0 , 0,p s    

komĢuluklarıdır. Yani,   1 1q r 
 

tane köĢenin her birinin derecesi 

   1 . 1p s  ‟dır. Bu köĢelerin derecelerinin karelerinin toplamı; 

        

  

2 2 2

1 1 1 1 1 1

1 1  tane

p s p s p s

q r

                   

 




 

       
2

1 1 1 1q r p s                                                                                        (3.3) 

4.Durum:    1 10, , 0,q s    
köĢelerinin dereceleri ise,    2 2,0 , ,0p r    

komĢuluklarıdır.   1 1q s   tane köĢenin her birinin derecesi   1 1p r  ‟dir. Bu 

köĢelerin derecelerinin karelerinin toplamı, 

        

  

2 2 2

1 1 1 1 1 1

1 1  tane

p r p r p r

q s

                   

 




       
2

1 1 1 1q s p r                                                                                         (3.4) 

 

O halde (3.1), (3.2), (3.3) ve (3.4)‟den    p q r s        tensor çarpımının tüm 

köĢe derecelerinin karelerinin toplamı, yani birinci Zagreb indeksi; 

               

           

2 2

1

2 2

1 1 1 1 1 1 1 1

                                                 1 1 1 1 1 1 1 1

p q r sM p r q s p s q r

q r p s q s p r

                     

               

   

 

                1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1p q r s q s q r p s p r                    

      1 1 1 1 2 2p q r s s r p q        
  

olur ve ispat tamamlanır. 

 

Sıradaki teorem
 

   p q r s        tensor çarpımının ikinci Zagreb indeksini 

gösterir.  

 

Teorem.3.2.
  

   p q r s        tensor çarpımının ikinci Zagreb indeksi 

        
2

2 2 1 1 1 1p q r sM q p s r            
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Ġspat: KöĢelerin komĢuluk oluĢturma çeĢitlerine göre    p q r s        tensor 

çarpımının ikinci Zagreb indeksini iki durumda inceleyeceğiz. 

1.Durum:    1 1,0 , ,0p r    
köĢeleri ile komĢuluk oluĢturan

 
   2 20, , 0,q s    

köĢelerinin derecelerinin
 
çarpımlarının toplamı için; 

i.
 
   1 1,0 , ,0p r    

köĢelerine ait dereceler,
 
  1 1p r 

 
tane köĢenin her biri 

için   1 1q s 
 
„dir. 

ii.    2 20, , 0,q s    
köĢelerine ait dereceler,

 
  1 1q s 

 
tane köĢenin her biri 

için   1 1p r  ‟dir. Bu derecelerin çarpımlarının toplamı; 

    

              

    

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1  tane

q s p r q s p r q s p r

p r q s

              

   




  

         1 1 1 1 1 1 1 1q s p r q s p r              

       
2

1 1 1 1q s p r      
  

                                                                               (3.5) 

2.Durum:    1 1,0 , 0,p s    
köĢeleri ile komĢuluk oluĢturan

 
   2 20, , ,0q r    

köĢelerinin derecelerinin çarpımlarının toplamı için; 

i.
 
   1 1,0 , 0,p s    

köĢelerine ait dereceler,   1 1p s 
  

tane köĢenin her biri 

için
 
  1 1q r 

 
„dir.

 
ii.    2 20, , ,0q r    

köĢelerine ait dereceler,
 
  1 1q r 

 
tane köĢenin her biri 

için
 
  1 1p s  ‟dir. Bu derecelerin çarpımlarının toplamı; 

              

    

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1  tane

q r p s q r p s q r p s

p s q r

              

   




  

         1 1 1 1 1 1 1 1q r p s q r p s              
  

       
2

1 1 1 1q r p s      
                                                                                   

(3.6) 

(3.5) ve (3.6)‟daki eĢitliklerin toplamı, tüm kenar (komĢuluk) oluĢturan köĢelerin 

derecelerinin çarpımlarının toplamıdır. Yani    p q r s        tensor 

çarpımının ikinci Zagreb indeksi, 
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2 2

2 1 1 1 1  1 1 1 1p q r sM q s p r q r p s                     
   

       
2

2 1 1 1 1q r p s      
   

olur ve ispat tamamlanır. 

 

AĢağıdaki teorem    p q r s        tensor çarpımının birinci çarpımsal Zagreb 

indeksini gösterir. 

Teorem.3.3.     p q r s        tensor çarpımının birinci çarpımsal Zagreb 

indeksi  

      
  

  
  

  
  

  
  

2 1 1 2 1 1

1

2 1 1 2 1 1

1 1 1 1

                                                   1 1 1 1

p r p s

p q r s

q r q s

q s q r

p s p r

   

   

                 

         

   
  

 

Ġspat:    p q r s      
 
tensor çarpımının birinci çarpımsal Zagreb indeksini 

komĢulukların oluĢumuna göre dört durumda incelememiz gerekir. 

1.Durum:    1 1,0 , ,0p r  
 

köĢelerine ait dereceler,    2 20, , 0,q s    

komĢuluklarıdır. Yani,
 
  1 1p r 

 
tane köĢenin her birinin derecesi

 
  1 1q s  ‟dir. 

Bu derecelerin karelerinin çarpımı; 

        

  

2 2 2

1 1 1 1   1 1

1 1  tane

q s q s q s

p r

               

 




  

   
  1 1

2

1 1
p r

q s
 

                                                                                             (3.7) 

2.Durum:    1 1,0 , 0,p s    „li köĢelere ait dereceler    2 20, , ,0q r    

komĢuluklarıdır. Yani,
 
  1 1p s 

 
tane köĢenin her birinin derecesi

 
  1 1q r  ‟dir. 

Bu derecelerin karelerinin çarpımı; 

        

  

2 2 2

1 1 1 1   1 1

1 1  tane

q r q r q r

p s

               

 




 

   
  1 1

2

1 1
p s

q r
 

                                                                                              (3.8) 
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3.Durum:    1 10, , ,0q r    
köĢelerine ait dereceler

 
   2 2,0 , 0,p s    

komĢuluklarıdır. Yani; 

  1 1q r 
 

tane köĢenin her birinin derecesi
 
  1 1p s  ‟dir. Bu derecelerin 

karelerinin çarpımı; 

        

  

2 2 2

1 1 1 1   1 1

1 1  tane

p s p s p s

q r

               

 




 

   
  1 1

2

1 1
q r

p s
 

    
                                                                                        

(3.9) 

4.Durum:    1 10, , 0,q s   ‟li köĢelere ait dereceler    2 2,0 , ,0p r    

komĢuluklarıdır. Yani;
 
  1 1q s 

 
tane köĢenin her birinin derecesi

 
  1 1p r  ‟dir. 

Bu derecelerin karelerinin çarpımı; 

        

  

2 2 2

1 1 1 1   1 1

1 1  tane

p r p r p r

q s

               

 




 

   
  1 1

2

1 1
q s

p r
 

                                                                                            (3.10) 

 

(3.7), (3.8), (3.9) ve (3.10)‟dan
 

   p q r s      
 
tensor çarpımının tüm köĢe 

derecelerinin karelerinin çarpımı, yani birinci çarpımsal Zagreb indeksi; 

      
  

  
  

  
  

  
  

2 1 1 2 1 1

1

2 1 1 2 1 1

1 1 1 1

                                                   1 1 1 1

p r p s

p q r s

q r q s

q s q r

p s p r

   

   

                 

         

   

 

olur ve ispat tamamlanır. 

 

Sıradaki teorem

 

   p q r s      
 
tensor çarpımının ikinci çarpımsal Zagreb 

indeksini karakterize eder. 

 

Teorem.3.4.    p q r s      
 

tensor çarpımının ikinci çarpımsal Zagreb 

indeksi 

        
    2 1 1 1 1

2 1 1 1 1
p r q s

p q r s q r p s
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Ġspat:

 

   p q r s      
 
tensor çarpımının ikinci çarpımsal Zagreb indeksini 

komĢulukların oluĢumuna göre iki durumda inceleyeceğiz. 

1.Durum:    1 1,0 , ,0p r  
 

köĢeleriyle kenar oluĢturan köĢeler    2 20, , 0,q s    

komĢuluklarıdır.

 i.
 

   1 1,0 , ,0p r    
köĢelerinin dereceleri

 
  1 1p r 

 
tane köĢe için

 

  1 1q s  ‟dir. 

ii.
 

   2 20, , 0,q s    
köĢelerinin dereceleri   1 1q s 

 
tane köĢe için 

  1 1p r  ‟dir. 

Bu köĢe çiftlerinin derecelerinin çarpımlarının çarpımı; 

              

    

1 1 1 1 1 1 1 1   1 1 1 1

1 1 1 1  tane

q s p r q s p r q s p r

p r q s

                     

   




       
    1 1 1 1

1 1 1 1
p r q s

q s p r
   

                                                                   (3.11) 

2.Durum:    1 1,0 , 0,p s    köĢeleriyle kenar oluĢturan köĢeler    2 20, , ,0q r    

komĢuluklarıdır. 

i.    1 1,0 , 0,p s    
köĢelerinin dereceleri

 
  1 1p s 

 
tane köĢe için

 

  1 1q r  ‟dir. 

ii.    2 20, , ,0q r    
köĢelerinin dereceleri   1 1q r   tane köĢe için 

  1 1p s  ‟dir. 

Bu köĢe çiftlerinin derecelerinin çarpımlarının çarpımı, 

              

    

1 1 1 1 1 1 1 1   1 1 1 1

1 1 1 1  tane

q r p s q r p s q r p s

p s q r

                     

   




 

       
    1 1 1 1

1 1 1 1
p s q r

q r p s
   

                                                                        (3.12) 

 

(3.11) ve (3.12)‟den    p q r s      
 
tensor çarpımının tüm kenar (komĢuluk) 

oluĢturan köĢe çiftlerinin derecelerinin çarpımlarının çarpımı, yani ikinci çarpımsal 

Zagreb indeksi; 
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    1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1  1 1 1 1
p r q s p s q r

q s p r q r p s
       

                

       
    2 1 1 1 1

1 1 1 1
p r q s

q r p s
   

          

olur ki istenendir. 

 

Sıradaki teorem    p q r s      
 
tensor çarpımının çarpımsal toplam Zagreb 

indeksini ortaya koyacaktır. 

 

Teorem.3.5.    p q r s      
 

tensor çarpımının çarpımsal toplam Zagreb 

indeksi 

   

             
    

1

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1

p q r s

q r p s

r s q p p q s r



   

     
 

               
    

   

 

 

 

Ġspat:

 

   p q r s      
 
tensor çarpımının ikinci çarpımsal Zagreb indeksini de 

yine komĢulukların oluĢumuna göre iki durumda inceleyeceğiz. 

1.Durum:    1 1,0 , ,0p r  
 

köĢeleriyle kenar oluĢturan köĢeler    2 20, , 0,q s    

komĢuluklarıdır. 

i.    1 1,0 , ,0p r    
köĢelerinin dereceleri

 
  1 1p r 

 
tane köĢe için

 

  1 1q s  ‟dir. 

ii.    2 20, , 0,q s    
köĢelerinin dereceleri   1 1q s 

 
tane köĢe için 

  1 1p r  ‟dir. 

Bu köĢe çiftlerinin derecelerinin toplamlarının çarpımı; 

                 

    

1 1 1 1 1 1 1 1   1 1 1 1

1 1 1 1  tane

q s p r q s p r q s p r

p r q s

                        

   




     
    1 1 1 1

1 1 1 1
p r q s

q s p r
   

                                                                 (3.13) 

2.Durum:    1 1,0 , 0,p s  
 

köĢeleriyle kenar oluĢturan köĢeler    2 20, , ,0q r    

komĢuluklarıdır. 
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i.
 

   1 1,0 , 0,p s    
köĢelerinin dereceleri

 
   1 . 1p s 

 
tane köĢe için

 

   1 . 1q r  ‟dir. 

ii.
 

   2 20, , ,0q r    köĢelerinin dereceleri
 
   1 . 1q r 

 
tane köĢe için 

   1 . 1p s 
 
‟dir. 

Bu köĢe çiftlerinin derecelerinin toplamlarının çarpımı; 

                    

    

1 1 1 1 1 1 1 1   1 1 1 1

1 1 1 1  tane

q r p s q r p s q r p s

p s q r

                        

   




 

      
    1 1 1 1

1 1 1 1
p s q r

q r p s
   

                                                                  (3.14) 

(3.13) ve (3.14)‟deki eĢitliklerin çarpımı tüm kenar (komĢuluk) oluĢturan köĢe 

çiftlerinin derecelerinin toplamlarının çarpımıdır. Yani,    p q r s      
 

tensor çarpımının çarpımsal toplam Zagreb indeksi; 

         
    

     
    

1 1 1 1

1

1 1 1 1

1 1 1 1

                                                    1 1 1 1

p r q s

p q r s

p s q r

q s p r

q r p s

   

   

              

      

   
 

ifadesidir. Burada gerekli iĢlemler yapıldığında, 

             
    1 1 1 1

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1

q r p s

r s q p p q s r
   

              
    

 sonucu elde edilir ve ispat tamamlanır. 
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4. SONUÇLAR VE ÖNERĠLER 

4.1 Sonuçlar 

Bu çalıĢmada öncelikle uygulamalı matematik ve cebirin önemli bir alt dalı olan 

graf teori ele alınmıĢtır. Detaylandıracak olursak,  

 cebirsel graflar ailesine ait sıfır bölen graflar tanıltılmıĢ,  

 özel bir cebirsel graf olan p q   halkalarında sıfır bölen grafların Zagreb 

indeksleri incelenmiĢtir.  

Zagreb indeksleri çok çeĢitlidir. Biz de burada  p q    graflarının  

 birinci ve ikinci Zagreb indekslerini, 

 birinci ve ikinci çarpımsal Zagreb indekslerini, 

 birinci ve ikinci Zagreb eĢindekslerini, 

 birinci ve ikinci çarpımsal Zagreb eĢindekslerini, 

 çarpımsal toplam Zagreb indeksini ve 

 total çarpımsal toplam Zagreb indeksini ortaya koyduk.  

Ayrıca graf teorisinde geniĢ bir uygulamaya sahip, graf çarpımları kısmının önemli bir 

temsilcisi olan tensor çarpımları ve  p q    graflarının tensor çarpımlarının, 

 birinci ve ikinci Zagreb indekslerini, 

 birinci ve ikinci çarpımsal Zagreb indekslerini ve 

 çarpımsal toplam Zagreb indeksini inceledik.  

 

 

 

  

 

4.2 Öneriler 

Bu tezde yapılan çalıĢmalar göz önüne alınarak değiĢik cebirsel yapı grafları 

tanımlanabilir, bu grafların Zagreb indeksleri ortaya konulabilir. Ayrıca burada sadece 

tensor çarpım üzerinde durulmuĢtur, dolayısıyla tanımladığımız grafların diğer 

çarpımlarının da Zagreb indeksleri hesaplanabilir. 
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