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OZET

Matematik problemleri, fiziksel olaylarin matematiksel modellemesidir. Bu
problemlerin tam ¢6ziimlerinin bulunabilmesi her zaman miimkiin olmamaktadir.
Coziimler icin bilgisayar kullaniminin yami sira asimptotik acilimlar yardimiyla
yaklagim saglanabilir. Ancak asimptotik acilimlar gectigimiz ylizylldan bu yana
uygulamali matematik, miihendislik bilimleri ve Ozellikle akigkanlar mekaniginde
onemli yer tutmaktadir. Yaklasim metotlar1 arasinda basta gelen metot, pertiirbasyon
(asimptotik) metodudur. Bu teknige gore ¢6ziim bir asimptotik a¢ilimin ilk birkag terimi

tarafindan sunulur.

Bu tezde genellestirilmis asimptotik genislemelere dayanan ardisik tiimler acilim
metodu (SCEM) ad1 verilen etkili bir yontem kullanildi. Iyi bilinen yontem eslestirilmis
asimptotik agilimlar metodu (MMAE) nin aksine, SCEM ile daha gecerli yaklasimlar
elde edildi. MMAE yo6ntemine gore SCEM ile tam ¢6zlime daha yakin ¢oziimler elde
edildi. Bu tez ¢alismasinin asil amaci diferansiyel denklemlerin ¢ézlimlerine asimptotik
yaklagimlar olusturmaktir. Ardisik tiimler agilim metodu ile verilen adi diferansiyel
denklemlerin ¢ozlimlerine yakin sonuglar ile birlikte yontemin etkinligi bazi sayisal
denemeler, tam ¢oziimler ve MMAE gibi diger mevcut yontemlerle karsilastirmalar

yoluyla gosterilmistir.

Yontemin isleyisi, ornekler iizerinde ayrmtili olarak derlendi. Bunun i¢in Oncelikle
eslestirilmis acilimlar metodunun (MMAE) {izerinde duruldu, daha sonra ardisik tiimler
acilim metodu (SCEM) ayrintili olarak incelendi. Sonu¢ olarak, SCEM yonteminin
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MMAE yontemine gore daha avantajli ve tam ¢oziime daha yakin sonuglar elde edildigi

goriildil.

Anahtar kelimeler: Asimptotik Agilim, Singiiler Pertiirbasyon, Lineer ve Lineer
olmayan Diferansiyel Denklemler, Ardisik Tiimler Acilim Metodu, ,Simir Deger

problemleri
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ABSTRACT

Mathematical problems are mathematical modeling of physical phenomena. It is not
always possible to find exact solutions of these problems. Solutions can be accessed by
using asymptotic expansions as well as computer usage. However, asymptotic
expansions have played an important role in applied mathematics, engineering sciences,
and fluid mechanics since the past century. The main method of approach is the
perturbation (asymptotic) method. According to this method the solution is presented by

the first few terms of an asymptotic expansion.

In this thesis, an effective method called Successive Complementary Expansion Method
(SCEM) based on generalized asymptotic expansions was used. Unlike the well-known
Method of Matched Asymptotic Expansions (MMAE), more valid approaches were
obtained with SCEM. According to the MMAE method, exact solutions were obtained
with SCEM. The main purpose of this thesis is to develop asymptotic approaches to the
solution of differential equations. The efficiency of the method, along with the results
close to the solutions of the ordinary differential equations given by the consecutive
solutions method, has been demonstrated by comparison with some existing numerical

experiments, exact solutions and other existing methods such as MMAE.

The function of the method has been compiled in detail on the samples. For this, the
MMAE was firstly emphasized, then the successive method of opening all the scales
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SCEM was examined in detail. As a result, it is abserved that the SCEM method was

more advantageous than the MMAE method and more exact solution was obtained.

Key words: Asymptotic expansion, Singular perturbation, Linear and nonlinear
differential equations, Successive Complementary Expansion Method, Boundary -

value problems
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1. BOLUM
GIRIS

Fizik, biyoloji, sosyal bilimler ve miihendislik bilimlerinde karsilagilan pek ¢ok sayida
problemin ¢oziimiinde diferansiyel denklemler énemli yer tutar. Doga kanunlari bile
dogrudan diferansiyel denklemle ifade edilir. Buradan da anlasilacag lizere diferansiyel

denklemlerin ilgi alan1 oldukga genistir [1].

Diferansiyel denklemler uzun zamandir doga bilimleri ve miithendislikte karsilasilan ¢ok
farkli problemlere basariyla uygulanmaktadir. Arastirmalara gore diferansiyel
denklemlerin yeni uygulamalarini kesfetmeye sadece fiziksel bilimlerde degil aym
zamanda biyoloji istatistik, tip, sosyoloji, psikoloji ve ekonomi gibi alanlarda da devam
etmektedirler. Fiziksel kanun ve prensiplerin, g6z ontine alinan degiskenlerde ki sonsuz
kiiciik degisimleri dikkate almak suretiyle bir probleme uygulanmasiyla diferansiyel

denklemler elde edilmektedir [2].

Matematik problemlerin tam c¢oziimlerinin bulunabilmesi her zaman miimkiin
olmamaktadir. Bu durumda karsimiza iki secenek ¢ikar. Bunlardan birincisi bilgisayar
kullanimidir. Hem vakit kaybetmeden hem de zahmet c¢ekmeden ilgili problemin
sonucuna ulasabilmektedir. Diger secenek ise ilgili problemlerin ¢dziimiine asimptotik
acilimlar yardimiyla yaklasmaktir. Bu yontem bilgisayar kullanimina gére zahmetli bir
yontemdir. Ancak asimptotik acilimlar gegtigimiz yiizyildan buyana uygulamal
matematik, miihendislik bilimleri ve 0Ozellikle akigkanlar mekaniginde ©nemli yer

tutmaktadir [3 — 4].

Asimptotik  yaklasimlar1 polinom koklerini bulurken de kullaniriz.  Ornegin
x? —5.99x +9.02 =0 kuadratik denklemini ele aldigimizda bu denklemin katsayilarinin

aslinda X% -5.99x+9.02=0 denkleminin katsayilar1 icin —5.99=-6.00+0.01 ve

9.02=9+2.(0.01) esitliklerini aliriz. €=0.01 almmasi durumunda denklem



x%+(e—6)x+(26+9)=0 formuna déniisiir. Kuadratik denklemin ¢dziim formiilleri

ile X% +(c—6)x+(26+9)=0 denkleminin coziimleri

_ (c-6)F(e—6)2—4.(26+9)
2

X1,2

seklinde bulunur.

Burada =0 icin Xx?+(e—6)x+(26+9)=0 denklemi x?>—6x+9=0 denklemine
doniismiistiir ve dolayistyla X3 o ¢dziimiinde X; =3 ve Xy =3 bulunur. Yani kiigiik bir
¢ parametresi ile oynanarak denklem istenilen sekle dontistiiriilmektedir. Burada

x% —5.99x +9.02 =0 denkleminde €=0,01 igin ¢Ozlimler bulunur.

x? +(e—6)x+(26+9)=0 denkleminin kuadratik yapida olmasi nedeniyle kok

formiilleri kullanilarak ¢oztimler elde edilebildi.

Yaklagim metotlar1 arasinda basta gelen metot pertlirbasyon (asimptotik) metottur. Bu
teknige gore ¢oziim bir asimptotik acilimin ilk birkac¢ terimi tarafindan sunulur. Bu
acilimlar denklemlerde dogal bir sekilde ya kiiciik ya da biliylik parametrenin
terimlerinde uygulanir. 18. yy.’da asimptotik metotlarin temeli atilmistir. Asimptotik
yaklasim denklemi ile verilen Bessel fonksiyonu bu dénemde yogun ilgi gérmiistiir [5].
Calismalarin ilerletilmesi ile diferansiyel denklemlerin asimptotik ¢coziimleri bulundu ve

bunun iizerine gok mekanigi ile 6nemli gelismeler kaydedildi [6, 7, 8].

Bu metodun temeli akiskan mekanigi ile ilgilidir. 1950°li yillarda Friedrichs ve
Ogrencileri tarafindan giliniimiizdeki haliyle kullanilmaya baslandi. Baslangigta “i¢ ve
dis acilimlar metodu” ve “cift asimptotik agilim metodu” seklinde anilan metod daha
sonralar1 Francis Patton Bretherton’un deyimi ile giiniimiizdeki adiyla anilmaya

baslanmustir [9, 10, 11].

Biyoloji, Fizik, Kimya ve Miihendislik gibi daha bircok alanda farkli diferansiyel
denklemleri ile ilgili smir deger problemleri formiile edilebilir. Dolayisiyla, kiigiik

parametrelerde formiile edilebilen modele pertiirbed model, bu sekilde formiile
2



edilmeyen modele ise unperturbed (pertiirbe edilmemis) model denir. 1900°1i yillarda
L. Prandtl ve J. H. Poincare pertiirbasyon problemleri adina ilk ¢alismalar1 yapmistir
[3]. Singiiler pertiirbasyon problemi fikri ise L. PrandtI’nin 1904’teki smir tabaka
calismalarinda ortaya ¢ikmustir. Kiigiik parametreler akiskan mekaniginin klasik Navier

— Stokes denklemine ve ters Reynold sayisina dayanmaktadir [7].

1900 yilindan itibaren bu durumlarla ilgili birgok kisi tarafindan cesitli yontemler
bulunmus ve gelistirilmistir. Bunlarin basinda ise Kodalbajoo ve Reddy gelmektedir.
Kadalbojoo ve Reddy singiiler pertiirbasyon problemlerinin yaklagik ¢oziimlerini
belirlemek i¢in 1908—-1986 yillar1 arasinda gelisen cesitli sayisal ve asimptotik

yontemleri arastirdilar. Bunun iizerine ¢alismalar yaptilar.

Daha sonra Kadalbajoo ve Patidar, Kadalbajoo ve Reddy tarafindan yapilan ¢aligmalari
1984-2000 yillar1 arasinda singiiler pertiirbasyon problemleri alaninda ¢esitli
arastirmacilar tarafindan yapilan ¢alismalari yalnizca tek boyutlu problemleri (Dogrusal,
dogrusalolmayan, yar1 lineer ve quasilineer) gozoniine alarak incelediler [32].
Kadalbajoo ve Gupta farkli arastirmacilar tarafindan ¢6ziilmiis singiiler pertiirbasyon
problemleri i¢in hesaplama yontemi hakkinda 2000 — 2009 yillar1 arasinda biiyiik bir
arastirma yaptilar [14].

Singiiler pertiirbasyon problemlerinin tarihi hakkinda bilgi verdikten sonra, tezimizin
asil amact olan diferansiyel denklemlerin ¢6zlimlerine asimptotik yaklagimlarda

bulunmak oldugundan bu konuyla ilgili ayrintilara gegelim.

Matematik problemlerinin tam ¢6ziimiinii elde etmenin zor hatta imkansiz oldugu
durumlar olabilir. Dolayisiyla bilim adamlari problemlerin ¢6ziimlerine yaklasik
¢oziimler bulmuslardir. Bu yoOntemlerden biride Eslestirilmis Acilimlar Metodu
(MMAE) dir. Bazen verilen problemin ¢oziimii i¢in ¢esitli yontemlerin karigimi da
kullanilabilir. Bu tezde, singiiler pertiirbasyon problemlerinin ¢6ziimii i¢in Eslestirilmis
Acgilimlar Metodundan (MMAE) bahsedildi. Bunun {izerine Jean Cousteix ve Jacques
Mauss tarafindan MMAE’ye alternatif yontem olarak tanitilan verimli ve daha yaklasik
bir asimptotik yontem olan Ardigik Tiimler A¢ilim Metodu (SCEM) uygulandi. SCEM
ile bulunan yaklagik ¢6zim MMAE’ye gore daha verimli ve daha alternatiftir. Bu tezde

3



iki nokta smir deger problemlerine yaklagmak icin genellestirilmis asimptotik
genislemelere dayanan ardisik tiimler agilim metodu uygulandi.Ardisik Tiimler Ag¢ilim
Metodu'nun (SCEM) ana prensibi eslestirilmis yaklasim olmadan singiiler
problemlerinin yaklasik ¢oziimiinii bulmak i¢in olusturulmustur. Bu durumda,
SCEM’dan 6nce MMAE’de elde edilen bulgulart SCEM ile karsilastirabiliriz. SCEM’in
ilk adimi dis bolge i¢in yaklasik deger arar. Bu yaklasim genellikle dis bolge ¢oziimii

i¢indir.

SCEM’in temel fikri, simir kosullarini kullanarak yaklagimi tamamlayan bir terim
eklemektir. Bundan dolay1 eklenen bu terimler verilen ifadeyi yaklasik ¢6ziime daha
yakinlastirir. Dolayisiyla problemin ¢ozlimiine daha yakin ¢ozlimler elde ederiz. Ciinkii
SCEM ile buldugumuz sonu¢ problemin ¢dziimiine daha yakin sonu¢ vermektedir. Bu
yiizden asimptotik yaklasim ¢6ziimii bulmak i¢in SCEM yontemini kullanmak daha
uygun olacaktir. Yontemin en onemli avantaji, herhangi eslesen prosediir olmadan,
gecerli bir yaklasim vermesidir. Sinir kosullar1 yontemi uygulamak i¢in yeterlidir. Bu
yontemde sinir sartlar1 kabul edilmis yaklagim degildir. MMAE ve SCEM ile elde
edilen sonuglarin karsilastirilmasi i¢in bu tezde tam ¢6zliimii olan problemleri tercih
edildi [10]. Dolayisiyla tezde yontemin etkinligi baz1 sayisal denemeler, tam ¢oziimler

ve MMAE gibi diger mevcut yontemlerle karsilasgtirmalar yoluyla gosterilmistir.

Calismanin birinci boliimiinde diferansiyel denklemlerin tarihgesi, tam ¢0zim ve
yaklasik ¢6ziim hakkinda bilgi verildi. MMAE ve SCEM yonteminden genel olarak
bahsedildi.

Calismanin ikinci boliimiinde, diferansiyel denklemlerden, analitik fonksiyonlardan,
singiiler ve regiiler noktalardan, regiiler ve singiiler pertiirbasyon problemlerinden

bahsedildi, genel tanimlar1 ve drnekler verildi.

Ucgiincii boliimde, tezimizin asil amaci olan asimptotik yaklasimlardan, asimptotik
acilimlardan ve wuygulanan yontemlerden bahsedildi. Diferansiyel denklemlerde
asimptotik ¢6ziim konusu anlatildi. Son bdliimde ise Oncelikle Eslestirilmis Asimptotik
Acilimlar Metodu (MMAE) anlatildi ve 6rnek verildi. Daha sonra Ardisik Tiimler
Agilim Metodu (SCEM) anlatildi, 6rneklerle sorular ¢6ziildii ve SCEM ydntemi tam

4



¢oziim ve MMAE ile karsilastirildi. Ayrica bu bdliimde tam ¢6ziim, SCEM ve MMAE
yonteminden elde edilen sonucglar grafik ile gosterildi. Metodun diferansiyel

denklemlere uygulanmasinda matematik yazilimlarindan yararlanilmistir.



2. BOLUM

ONBILGILER

2.1. Diferansiyel Denklemler

Miihendislikte, fiziki bilimlerde, sosyal bilimlerde ve daha bir¢ok bilim dalinda ¢ok
sayida problemi c¢oziimleyebilmek i¢in dnce bu problemleri matematiksel ifadelerle
formiile etmek ve sonra da bunlarla ilgili bazi smir sartlarini, baslangic sartlarinm
kullanarak problemlerin ¢oziimlerini olusturan fonksiyonlar1 bulup ortaya koymak
gerekir. Bilinen bir problemi formiile eden bu matematiksel ifadeler bazen aranan
fonksiyonun en azindan birinci mertebeden veya daha yiiksek mertebelerden tiirevlerini

icermektedir. Iste bu gesit bir matematiksel ifadeye diferansiyel denklem denir.

dyj
flx,y,—= [=0
( ydx

veya daha genel olarak

2 n
f[x,y,d_,d_y,,,,,d_yjzo
dx dx dx"

seklinde yazilir. Bu denklemlerin birincisi birinci mertebeden, ikincisi ise n. mertebeden
birer diferansiyel denklemdir. Bir diferansiyel denklemin en yiiksek dereceden tiirevi o

denklemin mertebesini belirler.

Diferansiyel denklemler degisik sekillerde smiflandirilir. Ornegin bir diferansiyel
denklemde bir veya daha fazla sayida bagimli degisken olmasina karsin eger yalniz bir
bagimsiz degisken varsa bu denkleme adi diferansiyel denklem denir. Bagimh
degiskenin tek olmasi halinde genellikle bagimsiz degisken x ile ve bagimli degisken y
ile gosterilir. Eger diferansiyel denklem, bir tek bagimli degiskenin iki veya daha fazla
sayida bagimsiz degisken cinsinden tiirevlerini igeriyorsa bu denkleme de kismi

diferansiyel denklem denir.



Adi diferansiyel denklemlere birkag 6rnek verelim.

OI—yzsinx
dx

2
dx
d—y+y=x2ex
dx

2 2
dy oy ooy

dx2 dx?  dx

1 2Xx
+4y=——¢
y 2

Bunlardan birinci ve iigiincii denklem birinci mertebeden, ikincisi ikinci mertebeden ve

sonuncusu ise ii¢lincii mertebeden birer lineer diferansiyel denklemdir.
Kismi diferansiyel denklemlere de 6nek olarak asagidaki denklemler gosterilebilir.

22u o%u 4
> +t—+——5=0
ox® oy- oz

82y 1 &%
2 2% 2
oxc ¢° ot
ox?  ox oy

Yukaridaki kismi diferansiyel denklemlerin {i¢li de mertebeden lineer denklemlerdir [1].

x degiskeninin y fonksiyonuna gére ag(x) =0 olmak {izere

(n-1)

ag(X)y" +a, () y"" +.+a, (X y=g(x) (2.3)

seklindeki denkleme n. mertebeden dogrusal (lineer) adi diferansiyel denklem denir.

Yani bagimli degisken ve tiirevleri 1. dereceden ve denklemi bagimli degisken ve
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onlarin tiirevleri parantezinde yazdigimizda katsayilar yalnizca bagimsiz degiskenlere

bagliysa bu denklemlere lineer diferansiyel denklem denir.

Ornegin;
d—y = XCOS X
dx

diferansiyel denkleminde y bagimli, x bagimsiz degisken, adi diferansiyel denklem, 1.

mertebe, 1. dereceden bir lineer diferansiyel denklemdir.

Lineer olmayan diferansiyel denklemde oncelikle verilen ¢6zliim bdlgesinde bir ¢oziim
olup olmadigi dahi kesin degildir. Bunun 6ncelikle belirlenmesi gerekir. Eger ¢oziim
varsa bu ¢oziimiin tek bir genel ¢oziim olup olmadigr da ortaya ¢ikarilmalidir. Cogu
pratik uygulamanin dogasindan gelen bir lineer olmamislik vardir ve bu tiir uygulamalar
lineer olmayan diferansiyel denklemleri ortaya ¢ikarir. Bu tiir problemleri ¢ozebilmek

icin genel bir metot olmadig1 gibi, genel karakteristikleri konusunda ¢ok az bilgi vardir.

y"+3y"+2y' =0, y"+ X2y” +xy’ =xe* seklindeki denklemler birer dogrusal (lineer)

XM

diferansiyel denklemler olup y” +3eXy”" +yy' =x°, y”+x2(y')2+5y:0 bigimindeki

denklemlerde dogrusal (lineer) olmayan diferansiyel denklemlerdir. ilk denklemde yy'

terimi, ikinci denklemde (y’)2 terimi dogrusalligi bozuyor.

Tanim 2.1.1.

f(z) kompleks degiskenli ve kompleks degerli fonksiyonu noktasinin bir
komsulugunda tanimli olsun. Eger sonlu

. f(z2)-f(z

1)1 (z)

li
Z—)ZO VA _ZO



limitit  varsa bu  fonksiyona  Zz noktasinda  tiirevlenebilirdir  (veya
diferansiyellenebilirdir) denir. Eger f(z) fonksiyonu zy noktasinin bir komsulugunda

tiirevlenebilirse f(z) fonksiyonuna z noktasinda analitik fonksiyon denir [12].

Omegin fi(z)=¢*, f,(z)=sinz ve f3(z)=cosz fonksiyonlar1 her biri kompleks

diizlemdeki her noktada analitiktir.

Tanim 2.1.2.

X2+ ](X) X+ 2(x)y— ( )

2. mertebeden lineer diferansiyel denklemini ele alalim. Bu denklemdeki Pj(x) ve

P,(x) fonksiyonlarmin her ikisi de X=Xg noktasinda analitik ise X=Xg noktasina

regiiler nokta denir.

Eger bu fonksiyonlarin her ikisi de X =X noktasinda analitik degilse o zaman X =X

noktasina (2. 4) denkleminin bir singiiler noktasidir denir [10].

Ornegin (1—x2)y”+xy’+2y:0 diferansiyel denkleminde x=1 ve x=-1 noktalar

singiiler nokta, bu iki nokta disindaki her noktada regiiler noktalardir.
2.2. Singiiler — Regiiler Pertiirbasyon Problemleri

Fizikte kullanilan matematiksel modellerin cogu zaman ¢6zlimleri olmayabilir. Kii¢iik
parametreler mevcut oldugunda ya da hesaplama alanlar1 genis oldugunda sayisal
¢ozlimleri daha zor hale gelir. Bu gibi durumlarda daha basit modeller bir parametreyi
sifira gotiirerek veya calismayr daha kiigiik bir alana kisitlayarak gelistirilebilir. € ile
gosterilen kiiclik bir parametre sifira giderken, baslangi¢c sorununun ¢6éziimiiniin € -0
gibi indirgenmis problemin ¢dziimiine tek yonlii egilim gostermemesi miimkiindiir.

Boylece singiiler pertiirbasyon problemi ortaya cikar.



Bunu daha iyi agiklamak i¢in, L. disiinelim ve esitlikler Lg [d)g(x,s)]zo in bir
d. (X,€) ¢Oziimiinii arayalim. Burada x, bir 0 alanindaki bir degiskendir ve burada
O<e<gy, g istenen kiigiik sabit bir pozitif sayidir. & parametresi ¢ok kiigiik ve
boyutsuz olup, tiim problemin boyutsuz degiskenlerle ifade edildigini gosterir.

Lo [d)o (X)] =0, indirgenmis problem daha basit bir problem olsun ve izin verilen 0
alaninda H(I)8 —4)0” normunun kiiclik oldugunu varsayalim. Supremum normunu
kullanarak Maxg |, — | < KS(e) elde ederiz, K, ¢ ve &(¢) dan bagimsiz olarak

pozitif bir sayiy1, lim&8(e)=0 gibi pozitif bir ifade belirtmektedir. Eger bu dzellik

e—0
saglaniyorsa regiiler pertiirbasyon problemi olarak adlandirilir. Baz1 problemlerde bu
ozellik sifir alanin tamaminda saglanmaz. Genelde sifirdan kiigiik bir alanda saglanir.

Boyle durumlarda bu problemlere singiiler pertiirbasyon problemi denir [13].

Yaklasik ¢oziimler iiretebilmek i¢in asimptotik metotlar yaygin olarak kullanilmaktadir.
Tezimizin amact adi diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerine asimptotik yaklagimlarda

bulunmak oldugundan buna bir 6n hazirlik olarak verilen 6rnekleri inceleyelim.

Ornek 2.2.1. X% +0.04x—4=0 kuadratik denklemini alalim. x’in katsayis1 olan 0.04
degeri diger katsayilardan oldukea kiiciiktiir. Bu yiizden yaklagim ¢6ziim elde edilmeye
calisilacaktir. Oncelikle Matlab programi ile tam ¢dziimiinii bulalm daha sonrada

yaklasik ¢6ziim ile kiyaslayalim.
Matlab tam ¢6ziimii

>> format long
>> roots ([4.04-4])

ans =

X1 = 1.9800999975...

X9 =-2.020009998... (2.5)
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seklinde bulunur. Simdide asimptotik yaklasimlarda bulunalim. Bu yiizden €=0.01

alalim ve denklem X +4ex —4 =0 haline dontisiir. Bu problem igin

X~ Xg+EX{ +... (2.6)
seklinde bir yaklasim benimsenir. Burada o >0 dir. (2.6) yaklagimi ¢6ziim kabul edip

x% +4ex—4=0 denklemine uygularsak
x%+4a°‘xox1+...+4a(xo +s°‘x1+...)—4:0 (2.7)
esitligine ulasilir. Polinom esitliginden o =1 ve

0 X3 —4=0=>Xq =72

0(e) AXpX1 +4Xg=0=>x; =-1

elde edilir. Boylece (2.6) yaklagimi

X~F2—¢ (2.8)
iki terimli asimptotik yaklasima doniistir.

¢ parametresi sifira yaklastikga asimptotik yaklasimda gercek ¢oziime o kadar iyi

yaklasir.

Ornek 2.5. problemi “regiiler pertiirbasyon problemi” olarak adlandirilir. “Regiiler”
kelimesi €’nun farkli degerleri i¢in denklemin mertebesinin, derecesinin degismedigi

anlamina gelmektedir.

Diger bir 6rnek olarak ex? +4x—4=0 seklindeki kuadratik denklemini ele alalim. ¢
parametresi en yiiksek dereceli terimin Oniinde katsay1 olarak bulunmaktadir. € =0 i¢in
denklem lineer hale gelir. Dolayisiyla denklemin derecesi diiser. Bu tiir problemlere de

“singiiler pertiirbasyon problemi” denir [6].

11



3. BOLUM

ASIMPTOTIK YAKLASIMA GIRIS

D de tanimlanan iki fonksiyon ¢=0s(8;)p; =0s(8;)p—¢;=0s(3,) ile 5y <8, 0
fonksiyonu ¢ fonksiyonunun bir asimptotik yaklagimidir. Ornegin; 61 =@ segebiliriz

ve él sadece ¢ nin asimptotik yaklasimi degil, fakat yaklagim olarak ””682 =0
g

olarak &, segebiliriz. Burada sonucun bir degeri yoktur. “Daha basit fonksiyon (simple

function)” kavrami v fonksiyonunu 61 ile degistirmenin neden ilging oldugunu
anlamamizi saglar. Bununla birlikte bu basitlik asimptotik acilimlar1 olusturmak icin

kullanilan farkli yontemlerden kaynaklanmaktadir. Bu durumda ¢ 'nin 6; dizisine ait

61 yaklagimi elde edilir. Daha sonra bu gosterim 6nemlidir ve baslangi¢ olarak
08101 =0(3y)

ve dizi

01 =811

ile

@1 =0, (1)

bicimindedir. Daha iyi bir yaklasim istenirse, yukaridaki islemler tekrarlanabilir.

Asagidaki durumu gosterirsek
0-801 =05(3;)

Eger burada ¢, =0Og(1) varsa @ —38;9; = 8,9, + Og (¢3) ile 33 <8, oldugundan
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¢ =8191 +3592 + O (93)
yazabiliriz. Bu durumda 6nem sirasina dokunmadan ihmal edilebilir.

Dolayisiyla asagidaki sekilde yazabiliriz.
0 =08191 +8702 +¢(3;)

Bu durumda asagidaki ifade elde edilir.

m
o(x,e)=> 8, () oy (x,8)+0 [8, (e)].

n=1
Sonug olarak D alaninda @(X,€) nun m. terim asimptotik ac1lim elde edildi.
Asimptotik acilimi dikkate alarak, terimlerin sayisi ¢ok karakteristik degildir. dy,

mertebesine asimptotik bir agilimin elde edildigini sdylemek daha dogru olur. Bu ac¢ilim

daha ayrintili olarak sdyle yazilabilir.

0(%6)= 3 5 (60 (%,8)+ O [5111(¢)]

n=1
Bu genisleme 6yle ki;

vn:en(X,e)0s (1) ve 8,49 <8, supremum normu kullanilirken, mertebe tanimi

kastedilerek Vp fonksiyonunun tanim araliginda sinirlandirildigini ima eder. Du Boirs —
Reymond’un teorisine gore; eger @—@=0(8) ise herhangi bir fonksiyon o(X,g),

kabul edilen alanda @(X,¢) ile ayn1 asimptotik agilima sahiptir,

Burada & kabul edilen asimptotik dizi, J,, gore asimptotik olarak sifirdir. Asimptotik

acilimlarin tek olmamasinin nedenlerinden biri budur [10].
Yaklasik ¢oziimler iiretebilmek adina asimptotik metotlarin kullanim alanlar1 oldukga
fazladir. Tezimizin asil amacinin daha iyi anlasilmasi adina bir 6n hazirlik olarak Taylor

seri acilim1 ve L hospital kuralin1 ele alalim.
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n. mertebeye kadar tiirevleri mevcut olan f(g) fonksiyonunun (n+1). mertebeden
tiirevi olan ™) belirli bir g <€ <gp araliginda siirekli olsun. Bu durumda € ve ¢,

(€4.€p ) araligina ait noktalar olmak iizere

f(S)Zf(80)+(8—80)f’(80)+...+%(S—SO)nf(n)(80)+Rn+l (3.1)
ve
Ry, = — 1)1(8 c )n+1f(n+1)((;) (3.2)

biciminde tanimli olur.

Burada ¢ noktasi € ve ¢ arasindaki herhangi noktadir. Burada f(g) fonksiyonuna

(n+1) terimli Taylor serisi yardimiyla yaklagildiginda R, hata formiilii yardimiyla

bu yaklagimdaki hata belirlenmektedir.

Bazi fonksiyonlarin x =0 noktasindaki Taylor seri agilimlarini gosterelim. [4-15]

X X
1+ X+—+ =)
n! s k!
k 2
1 1 X -1
cosx=1-=x%+=x*+..+(-1)" =—— Z( ) - ,
2 41 (2n)' o (k!
1 2.3
——1+X+X X+ ZX arcsin(x) = x+ Sx3 + = x5 4.,
1- n=0 6 40
arccos(x)———x—1x3—ix5+ tan(x)=x+£x3+£x5+...,
2 6 40 3 15

1 1 12 1.3
cot(x)————x——x oy N1+ X = 1+ x— X5+ —Xx°+..
X 3 45 8 16
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sinh(x)=x+%x3+ix5+...,

120

cosh (x) =1+£x2 +ix4 +...
2 24

tanh(x)zx—lx3+1£x5+...

Teorem 3.1. f(g) ve 0(g) fonksiyonlarim ele alalim. Eger € —¢j iken f=¢+0(¢)
oluyorsa &€ —>¢y iken ¢(g), f(e)’a bir asimptotik yaklasimdir denir. Bu durumda

€ 86 iken f~¢ deriz. Yani hatanin yaklasim fonksiyonundan daha yiiksek
mertebeden olmasi durumunda €j’a yakin ¢ igin ¢(g) nun f(¢) a bir yaklagim olarak

sunulmasidir. Bu durumda ¢(g)’nun sifirdan farkli ve €p’a yakmn oldugu yerde

lim @ kullanilabilir.

e ¢(8)

lim E =1ise e >£0" iken f ~ ¢ dir. Dolayistyla f ve ¢ fonksiyonlari asimptotik
£ o(e)

olarak 6zdestir [15].

Ornek 3.2 f=site) ve gg=0 olsun. f(¢)’nun £=0 dolaylarinda Taylor serisi

acilimini kullanalim ve f fonksiyonunu elde edelim.

13 1 5
f=¢—= ——g~ Ccos
€ 68 +1208 (©)

Bu durumda 3 tane asimptotik yaklasim elde edilir.

1) f~¢

2) f~8—183
6

3) f ~g+2¢2

15



Ornek 3. 3.

1 1
3~ 3 IX| = oo dur.
15+ 2x 2X

Teorem 3.1.1. kullanilarak bunu gostermek zor degildir.

Ornek 3.4. sin(5x), x — 0 oldugu da Teorem 3.1 kullanilarak kolayca gdsterilebilir.

Teorem 3.5. f(¢) ve @(e) fonksiyonlar: (ea,sb) aralig1 lizerinde diferansiyellenebilir

fonksiyonlar ve bu aralikta ¢'(g)#0 olsun. Ayrica —0<A<oo olmak iizere

. f
lim ,(8)=A olsun. Boylece; f—>0 ve ¢—>0 ya da ¢—>oo Ozellikleri
8—)80(P(8)
. f
saglaniyorsa lim ﬁ = A olur [16].
£—>gq (P(S)

Not 3.6. Sadece ¢’a bagli f(g) fonksiyonunu ele alalim. € —0 iken f(g) limitini

arastiralim. f(¢) limiti mevcutsa bu durumda ii¢ ihtimal vardir. € >0 ve 0<|Al <o
i¢cin
f(e)>0

f(e) > A

f(e) >

olur. f(¢) >0 ve f(g) —>oo limitlerindeki oran, test fonksiyonu denilen belirli bir
fonksiyonla karsilastirilarak ifade edilir. Bu test fonksiyonlarinin bazilar

" g_n, 8_2, 8_1, 1 ¢, 82, gn,

fonksiyonlaridir. Baz1 durumlarda

loge2, log(loge™?), & et
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ile desteklenmelidir. Buna benzer olarak sine, cose, tang, sinhe, coshe, tanhe test
(gauge) fonksiyonlar1 olarak diisiiniilebilir. f(e) fonksiyonunun davranis1 € -0 iken

g(a) test fonksiyonu ile karsilastirilir. Bu karsilagtirmalar Landau sembolleriyle

gosterilir. Bunlar o ve O sembolleridir.

. f
Tamm 3.7. —0< A< olmak iizere lim (€)

= A oluyorsa bu durum & — g i¢in
€€ (P(S)

f=0(¢p) seklinde ifade edilir. Buradaki “f fonksiyonuna ¢ fonksiyonunun biiyiik

O’sudur” denir.

f(e)

Tamm 3.8. lim —==0 ise ¢ —>¢gy i¢in f=0(p) seklinde ifade edilir. Burada
€€ (p(s)

€ —¢q i¢in f fonksiyonuna ¢ fonksiyonunun kiigiik o’sudur denir.

Ornek 3.9.

X —> 00 icin (2x+3) = (4X2 — 6) esitligini ele alalim.
f(x)=2x+3

a2
g(x)=4x°-6

seklinde alinir. Tanim 3.8 kullanilirsa

. f(x) .. 2x+3
lim ——== |lim =0
X—)oog(X) X—)oo4)(2_6

elde edilir.

Ornek 3.10. x — 0 icin (1-cos 2X)2 = O(X2 -sin? (3X)) esitligi ele alinsin.

f(x) = (1—cos 2x )

ve
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g(x)=x?-sin%(3x)

alinip Tanim 3.7 g6z Oniine alinirsa

lim @: - (1-cos 2x)? _ lim [1—(1—23in2x)]2

x>09(x) x->0x2.sin2(3x) x—0 x2.sin2(3x)

ve

] 4sin? x _axt 4
Iim —k I|m——§=

x—0 x2.sin%(3x) x—09x*

olup —o< A< oo dzelligi saglanmis olur.
Ornek 3.11.

1) f=¢ oldugunu varsayalim. Ayni zamanda ¢;=¢ Ve (I)2=—382+586

fonksiyonlarii goz oniine alalim. Bu durumda;

lim =0=f=0(4)

eyt 91

-1
lim —=—=1f=0(¢,)
e—>gy V2 3

. 1
2) f :ssm{ljt—} Ve ¢p=¢ ise £>0 igin |f/$| <1 dir. Bu yiizden f =0(¢) dir.
€
3) f(g)=sin(e) fonksiyonunu ele alalm. Bu durumda Taylor serisine agarsak

f :8—%82 sin(¢) ifadesini elde ederiz. Buradan lim (f/g) =1 elde edilir. Buda bize
e—>g)

f =0(e) oldugunu gosterir.
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4) f(e)= e l/e | hospital kuralint uygulayarak o ’nin biitiin degerleri igin f = O(Sa)
dir [29].

Tamm 3.12. {f(n)},_; bir dizi diiinelim. Limit gosteriminin lim f(n) oldugunu
N—o0

biliyoruz. Eger stmir mevcutsa lim f(n)=f e R olarak gosterilir ve asagidaki tanimi
n—o0

veririz. €>0 verildiginde herhangi bir n>ng(e) icin [f(n)—f|<g gibi bir ny(e)
vardir. Buradaki tanim f(n) nin N —oo i¢in bilgi verir ancak f(n) nin f ye yaklasim

bicimi ile ilgili degildir.

Dizi yontemini daha kesin bir sekilde ifade etmek i¢in baska tanima ihtiyacimiz vardir.

Buda Bachmann — Landau gosterimidir.

g —0 igin f(g)= o(g(a)) ¢ parametresine bagl olan reel sayilarin iki fonksiyonunu
diisiinelim. Eer pozitif ¢ ve gy sabiti varsa (0,ep] araifinda >0 igin

F(e)<Cly(e)| dir. f(e)=0(g(e)) ve e>0 icin lim & _0 olur. (¢)=0(g(s))

8—)09(8)
ise f(e)=0g(g(e)) olur. f(g)=0(g(e))e—0 oldugundan E, & bagli fonksiyondur.

Kesinlikle (0,&q] da pozitif ve siirekli ve lim 8(¢) varligi ve eger her &, 8, €E i¢in
e—0

81, 09 € E olursa bu kural1 saglayan fonksiyona “dizi fonksiyonu” denir.

Bu alanda tanimlanan ¢(X,8) ve ¢Q(X,8) verilen ©, farklar1 asimptotik olarak 3(e)

dan daha kiigiikse S(e) sirasiyla asimptotik olarak &zdestir. Burada &(g) bir dizi

fonksiyonudur. Yani,

d(x,6)— g (x,8)=0(3())

dir. Burada ¢, kiigiik bir parametredir.
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Tanim 3.13. Dizi fonksiyonu &, dizisi i¢in ¥n, 6,1 <0y, ise asimptotik dizidir. Bu

tanimda n ve &2n bir asimptotik dizide olmasi durumunda &®n ifadesi eger Wn,

an41>an disindaki bir asimptotik dizi olamayacak sekilde bir pozitif veya sifir

o +1

tamsayisidir. Yani her neN igin |lim =0 0Ozelliginin saglanmas1 gerekir.

€€ 8“

Tammm 3.14. Mertebe fonksiyonlarinin {Sn (8)}(::0 dizisine, e€—0 iken

841 () = O(5n (8)) sart1 saglaniyorsa asimptotik dizi denir.

Not 3.15 E kiimesinde & =0, yaklasimi r ye denk olsun. Bu durumda asagidaki iic

ozellik saglanir.

a) Yansima 3~ 3
b) Simetri, 8 ~ &, gerektirir 5, ~&;

¢) Gegislilik, 61 ~ 62 ve 62 R 83 ise 81 R 83

Daha sonra denklik smiflart E=E/r i¢in belirlenmis E tanimlamak miimkiindiir. Bir
fonksiyonun dizisini degerlendirmek gerektiginde, denklik smifinin bir temsilcisinin
secimi, mantik meselesidir ayn1 zamanda sezgiselliktir. Pratikte temel fonksiyonlar
tarafindan tretilen E alt kiimeleri dikkate alinir. Agikgasi, fonksiyonlarin alt kiimesini

belirlemek i¢in bdyle bir yol se¢ilmistir.

Ornek 3.16.

o Eg, " tarafindan iiretilen alt kiime, burada n bir tamsayidir.
o Ej, €% tarafindan iiretilen alt kiime, burada a rasyonel

p
e E, & (In lj tarafindan tiretilen alt kiime B - 0 dir.
€

Tamm 3.17. Bir Gauge fonksiyonu, denklik smifinin temsilcisi olarak segilen bir dizi

fonksiyonudur.
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Eger 8, ve Ay, VY, ® A, olmak iizere iki asimptotik dizi ise, bu iki dizi asimptotik

olarak denktir. Denklik smifinin temsili kavrami bu tanimda mevcuttur. Ornegin,

g, (ijn , (sing)"

l+e

dizilerinin U¢ii de asimptotik olarak denk dizidir. Siifinin temsilcisi olarak Eg

secersek, Eq da asimptotik agilimin etkileri vardur.

Bu benzerlik, asimptotik esleme ilkesinin uygulanmasinda énemlidir. Hardy tarafindan

aktarilan Du Bois — Reymond’un teoremini yazalim.

Teorem 3.18. Herhangi bir asimptotik dizi goz oniine alindiginda V,,, 6, <9,, olmak

{izere sonsuz dereceden &* fonksiyonlar1 vardir. Bu durumda §*(¢) dizisinin herhangi

bir fonksiyonu, &, dizisine gore sifira asimptotik olarak denktir [18].

Not 3.19. 6n=an dizisi ile é‘)*(s):e_o‘/8 o>0 herhangi bir dizi fonksiyonu,
asimptotik olarak sifira denktir. Ayni sekilde, &, (e)=[In(1/ )" dizisi ile

5*(e) =€ o >0 dizisi de asimptotik olarak sifira denktir.

Tamm 3.20. Asimptotik bir ac¢ilimda, sifira denk olan dizi fonksiyonlarina genellikle

transandantal kiigiik terimler (TST) denir.

Cogu zaman TST gosterimi &" tarafindan iiretilen alt kiime E ’a gore sifira denk gelen
dizi fonksiyonlari ile sinirlandirilmigtir. Burada n bir tamsayidir. EST gosterimi iistel

olarak kiigiik terimler, Eq, E; ve Ey alt gruplarina ayrilmustir [19].

. -Mm
Ornek 3.21. ¢m(e)=exp(—), m = 1, 2, 3, .. fonksiyon dizisi €—0 icin bir
&

asimptotik dizidir. Buradan
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—(m+1)
¢m+1 _ exp[ :|

lim = lim & = lim exp(_—ljzo
g0 Oy &0 exp(_mj £—0 €

elde edilir. Bu ise dizinin asimptotik oldugunu gosterir.

Ornek 3.22. Kullanilabilir 6l¢ek ya da Gauge fonksiyonlarini su sekilde verebiliriz.

1) a<B<y---Ve €—> 0" icin
¢1=(8—80)a
(1)2:(8—80)[3

¢3=(z ~£0)’

elde edilir.

2) £—0" icin

¢ =1
(I)Z — e—l/S
(|)3 — e—2/8

dir.

Tamim 3.23. Eger ¢(X,) ve ¢;(x,&) kapali ve siirlanmis bir olan D’de ve 0<g<g

araliginda iki siirekli fonksiyon ise

¢=0s(8;) ve ¢ =0s(1)

¢=8;+0(8) ve D’de

o(x,€)

61(8) =0

lim
¢—0

~¢1(x,e)
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elde edilir. Tam olarak bu sekilde ¢ ve 6;¢; fonksiyonlarinin asimptotik olarak denk

(esit) oldugu kabul edilir. Bunun sonucunda D alaninda [20].

- o(x.E)
SIEPO 61(8) _(pl(X)

elde edilir. Bunun sonucunda ¢ nin asimptotik yaklagimi olarak
(p(X, 8) = 61(8)([)1 (X) + 0(61)
yazilabilir. Bu 6zellige sahip ¢ fonksiyonu regiilerdir.

Not 3.24. Burada ¢ =0s(8;) ve ¢; =0s(1) Buradaki ¢ ve ¢ fonksiyonlar: taniml

oldugu alanda siirlidir [10].
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4. BOLUM
ASIMPTOTIK ACILIM

4.1. Asimptotik Acilima Giris

f(x,&), Dy(O,gp] iizerinde tanimli bir fonksiyon ve &—>0 iken {3, (s)}:]ozo bir

N
asimptotik dizi olsun. gy (x) fonksiyonu ve Xx,eDcR" de sonlu {an(s)}n=0

fonksiyonlar1 ¢ -0 iken
N

f(Xo:€)= > an(Xa )y (e)+gn (X0 )0 (3 (e)) (4.1)
n=0

olacak sekilde mevcut ise bu durumda sag tarafta “c—>0 iken X5 eD’de §,(¢)

mertebesinde f (X,€) nun asimptotik agilim1” denir [21].

Tamm 4.1.1. ¢;, ¢, 03, ... fonksiyonlar1 verilsin. m<n igin € > ¢ iken ¢, =0(¢p)

oluyorsa bu fonksiyonlara 1yi siralanmis dizi ya da asimptotik dizi denir.

Tamm 4.1.2. Eger ¢, 05, 03, ... asimptotik dizi sadece ve sadece € — & iken

m
f= Zakd)k (8)+0(¢m) (m=1,2,..,n)
k=1

seklinde asimptotik agilima sahiptir. € - 86 icin

f ~ a1y (&) +ardy (e)+...+a,0, ()

olur. ¢y ’lara dlgek ya da Gauge fonksiyonlar: denir.
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Simdi ise f (&) fonksiyonuna ait asimptotik agilimu ii¢ sekilde bulabiliriz.
1) Taylor teoremi

2) L’ hospital kurami

3) Tahmin

Tahmin yontemi sezgisel olarak anlasilir ve sansa da baglidir ancak Taylor teoremi ve

L’ hospital kurami daha rutin ve 6rneklerle gosterilebilir [15].

Ornek 4.1.3.
1) €® nun ilk ii¢ adim1 Taylor serisi yardimiyla bulalim.

et =1+8+382+£83+...
2 3!

et ~1+8+182
2

cos(e)

2) f(e)=

fonksiyonu i¢in 2 terimli asimptotik agilim aransin. £=0 igin

fonksiyon tanimsiz oldugundan Taylor teoremini kullanamayiz. Bu nedenle tanimsizlik

yapan kismi yok sayip € =0 i¢in Taylor serisini arariz. Boylece;

f(8)~1( —182+...j~1—l8
€ 2

elde edilir.

3) f (&) =cose fonksiyonu igin 3 terimli asimptotik agilim alalim.

2 4 6

€ &
cose=1-—+———+
21 41 6l
2 4
COSS~1——+8—
I 4l
elde edilir.
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4) f(e) =sine fonksiyonu igin 3 terimli asimptotik ac¢ilim alalim.

13 15 17

sing=g——¢”°+—¢g°——¢' +...
3! 51 7!
_ 3 85
SINg~¢g——+—
3! Bl
elde edilir.

5) Sin(eg) nun ilk ii¢ terim agilimini bulalim. Oncelikle a.=0 icin sin(1+«) ifadesini

Taylor serisine agalim.
sin(1+a):sin(1)+occos(1)—%oc2sin(1)+...
dir. Buradan
sin(eg):sin(1+s+£sz+£ss+...j

2 3!

. () 1 2 .
=sin(1)+ et Hu cos(l)—E(s+...) sin(D)+...
~sin(1)+gcos(1)+%82(cos(l)—sin(l))

elde edilir.

4.2. Regiiler ve Genellestirilmis Asimptotik A¢ilim

Regiiler fonksiyonun asimptotik yaklasimi, ¢ sadece x’ e bagli oldugundan ¢

fonksiyonundan daha kolaydir. Daha kesin olarak, bir asimptotik agilimin her adimu,
regiiler bir asimptotik yaklagiminin belirlenmesinden olusur, karsilik gelen asimptotik
acilim regiiler olarak adlandirilir. Regiiler olmayan bir asimptotik a¢ilim non-regiiler

olarak adlandirilir. Bununla birlikte, diger kavramlarla karsiligt 6nlemek icin
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genellestirilmis acilim terimleri tercih edilir. Kesinlikle niteleyici olarak genellestirmek
gerekli degildir ancak siklikla bir asimptotik ac¢ilimin mutlaka regiiler oldugu

distintiilmektedir.

Genellestirilmis asimptotik acilimlarin bir 6rnegi

p(66)= 3 50 (60 (X,8)+ O [5ry1 (6)]

n=1

dir.

Ornek 4.2.1. ¢ = fonksiyonu genellestirilmis asimptotik agilima sahiptir.

—&X

m
o=1+ Z 82n+1x2n+1(1+gx)_|_0(82m+3)
n=0

m. terim i¢in regiiler asimptotik agilim, asagidaki ifade gecerlidir.

h
o(x,8)- > 5j (e)p(x)

vh<m, lim i=1

:(Ph+1(X)

m. terim regiiler asimptotik acilim, ayrica Poincare agilimi olarakta adlandirilan form

asagidaki gibidir.

0(%6)=3 81 (£)gn (X)+ 0[5 (&)]

n=1

Ornek 4.2.2. (p=1L fonksiyonu regiiler asimptotik agilama sahiptir. Regiiler
—&X

acilimda ayni1 fonksiyon i¢i ac¢ilim i¢in

(p(X,E) = 81(8)(P1(X)+0(61)
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ve

o(x,)=81(e)81(x)+0(51)

olup

lim 81(¢)

lim 61(8):C ve ¢p(x)=c &1(x)

elde edilir.
Burada ¢ sonlu, sifir olmayan bir sabittir. Asimptotik acilimlarin tek olmamasi bununla

ilgilidir. Agikcas1 asimptotik dizi, bir dizi fonksiyonunda segilirse, bir dizi mertebe

fonksiyonda degil, bir secim gerektirir.

-1
Ornek 4.2.3. [16] ¢(x,&) = (1—%xj fonksiyonun ele alalim. iki regiiler asimptotik
+€

agilim vardir.

o(x,e)=1+ §6n (e)x" +O[6m (8)]

n=1
ile
e n
8, (e)= (mj
ve

m
o(x,e)=1+ > >"x(x )" yole™]
n=1

elde edilir.[11]

Tanim 4.2.4.
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N
Xo, Z Xo 5 (8)+9N(Xo) (5n (8)) ifadesi her x eD ve herhangi pozitif N

tamsayisi i¢in gegerli ise bu durumda

o0
€)=~ Zan(x)ﬁn(s), xeD, €0
n=0
yazilir ve sag taraftaki sonsuz saniye “&—0 iken D’de 3,,(¢) asimptotik dizisine gore

f (X, 8) nun asimptotik serisi”’ denir. Bu seriler asimptotik yakinsaktir denir [15].

N
Tanim 4.2.5. f Xo, Z Xo 5 (8)+9N(X0) (5[\1 (8)) 4.2)

ifadesi her x e D igin gegerli ve gy (x) belirli Ky sayisiyla D’de diizgiin sinirh ise,

(4.2.) ifadesi her x e D i¢in € —0 iken

N
g)=Y a,(x)3(e)+0(5(e))

n=0

olarak yazilabilir ve f(X,&) nun asimptotik agilimi, &, (&) mertebesinde D’de diizgiin

gegerlidir. (4.2) in her x €D ve her N dogal sayist igin gegerli gp (x)’in D’de belirli

bir K sayisiyla diizgiin sinirli olmasi durumunda, f X 8 Zan(X)S (8) xeD,
n=0

£ —0 asimptotik esitligi diizgiin gegerlidir ve sonsuz serisine € —0 iken D’de &y (&)

0
asimptotik dizisine gore f(X,e) asimptotik serisi denir. {6n (8)}:;0:{8”},1:0 ozel

00]
durumunda Zan(x)e” asimptotik serisine x e D noktasinda f(X,&) fonksiyonun
n=0

Poincere acilimi1 denir. X € D ye gore diizgiin,
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f(x,e)= i a, (x)8,(e), O<e<gg
n=0

serisinin mutlak diizgiin yakmsakligmm, bu serininde f(X,&) igin diizgiin asimptotik

seri olmasini temin ettigi goriilmektedir (De Jager ve Furu ,1996)

4.3. Yakinsama ve Tamhk

¢(e) fonksiyonunun asimptotik agiliminin iyi bilinen bir 6rnegi, ¢ kiiciik oldugunda
Taylar serisi agilimindan elde edilebilir. € =0 i¢in m kere siirekli olarak tiirevlenebilir

fonksiyonun (m+1). teriminin asimptotik ag1limi

(m)
o(e) =(0)+6¢ (0) +...+€M %+O5 (gm+1)

Eger m sonsuza giderse, yakinsak veya iraksak olabilen bir dizi elde edilir. Eger seri
yakinsak ise, ag¢ilimi verilmis fonksiyona yakinsamayabilir. Aslinda asimptotik
acilimlar bir diziden farklidir. Bir dizinin sonsuz sayida terimi bulunurken, bir
asimptotik a¢ilimin sonlu sayida terimi vardir. Bir asimptotik acilim sonsuz sayida
terime olabilir. (bu durumda asimptotik bir serimiz var), ancak bu durumun serinin

yakinsakliginin € =0 olmas1 durumunda bir ilgisi yoktur.
Ornek 4.3.1. Ustel fonksiyonun Taylor seri agilimi

2 8m

e
e =l+e+—+..+—+..
2 m!

Bu asimptotik seri € ’nun herhangi bir degeri i¢in yakinsar.

2
f=lte+t..+2+0g(em)
2 m!

asimptotik acilim1 € =0 i¢in gegerlidir, ancak bagka bir yerde gecerli degildir.
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Ornek 4.3.2.

f(x,&) fonksiyonunu

f(x,e)=e*/®4+e™ 2<x<3 (4.3)

olarak diisiinelim. Bu fonksiyonun asimptotik ag¢ilimi, serinin ilk ii¢ teriminin

alinmasiyla elde edilir.

2 X
foon=l—ex+e°-— 4.4
app > (4.4)
2 m
g(x,e)=1-ex+e2 X+ 4 (-D)MeMmX
2 m!
[Fapp 1|

Sekil 4.1. farkli € degerleri i¢in log fonksiyonunu géstermektedir. fan,

yaklagimina bagl hata, ¢ >0 olarak sifira gider.

2.0 2.5 X 3.0
0 T 1
-1F
) €=0.2
-3
‘fapp _f‘
log———
f —4 £=0.05
-5
-6 £¢=0.01

Sekil 4.1. Asimptotik bir yaklasim 6rnegi
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[Fapp — |

Asimptotik bir yaklagim ornegi, Egriler e'nun farkli degerleri i¢in log ;

fonksiyonunu verir. f ve fap, fonksiyonlari (4.3) ve (4.4) ile verilir.

g(X,S) serisinin X ve ¢&’nun tim degerleri i¢in yakinsak oldugu, ancak f(X,S)

yakinsamadig1 belirtilmistir.

g=e

vardir. g serisi f'nin € >0 olarak alinan asimptotik bir yaklasimidir. Bunun nedeni f

fonksiyonunun e x/e terimi, ¢ >0 i¢in bir EST dir ve x sabittir ayn1 zamanda
pozitiftir. Daha genel olarak, bir asimptotik seride ¢ -0 ve m-—oo sinirlarinin gidip
gelmeyecegi miimkiindiir. Bu asimptotik bakis acisindan yakinsak olarak diisiiniilebilen,
farkli serilerin 6nemli bir ozelligidir. ¢ yeterince kiiciik olmak yeterlidir. Bir dizi
wraksaksa, tutulan terimlerin sayist daha biliylik oldugunda ¢ Kkiicilk olarak

diistintilmelidir.

Bu anlamda celigkiye neden olur, dizinin farkli olmasi durumunda acilimin ilk
sartlarinda yer alan bilgiler daha eksiksizdir. Paradoksu abartarak, farkli dizilerin

yakinsak serilere gore daha hizli birlestigi sOylenebilir [22].
Ornek 4.3.3. Asagidaki diferansiyel denklemi ele alalim.

foi_df (4.5)

x  dx

Bunun ¢oziimii, Xg > 0 ile,

1/e t

f—eg /e I € dt (4.6)
t
Xp

dir. Asimptotik agilimi, € —0 iken

fapp:8+82+283+...+(m—1)!8m 4.7
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Xp " herhangi bir degeri i¢in gegerli olan ve dizinin ilk m terimine karsilik gelen ifade

g =8+82+283+...+(m—1)!8m +...

Aslinda bu dizi g'nun tiim degerleri igin farklidir. Sabit bir & degeri i¢in g —> oo,

m—oo dur.

Sekil 4.1. deki grafik Xg=1 ve €=0.1 ile tam ¢dziim arasindaki bir karsilastirmay1 ve

farkli m degerleri i¢in asimptotik genislemeyi gostermektedir. Terimlerin sayis1 kiiglikse
yaklagiklik miikemmel olur. Acikgasi, dizi ¢cok farkli oldugunda dizi sayisi1 biiyiikse
yaklagim yaklasik olarak kotiidiir. Terimlerin limit sayisi € degerine baghdir. ¢
azaldikca bu say1 artar. Sabit bir say1 teriminde, € kiiclik oldugunda, yaklasim1 daha iyi
oldugu soylenebilir. Ayrica dizi ayriktir, ¢linkii g’nin limiti m—o0 igin sabit bir €

degeri i¢in alinirken, asimptotik a¢ilim m’nin sabit bir degeri € — 0 olarak gecerlidir.

Fiziksel problemler i¢in, asimptotik acilimin 6zelligi 6nlenebilir degildir. Bazen iyi bir

tahmin, sonucu iyilestirebilir.

3
Sin8=8—%+0(e5)

ve

sing= +O(85)

1+¢2/6

dir. Ikinci durumda tek terimle ve ilk durumla iki terimle oldugu gibi ayn1 dogruluk elde

edilir. Bu yakinsaklik iyilestirmeleri uygulamada faydalidir.
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025
020 —
f Asimptotik Yaklasim
015 (4.10)
010 —/'——
: Tam ¢6zim ile yaklasim
(4.9
005 | X=1,£=0,1
0.00 | | | | |
0 5 10 15 20 25

Im

Sekil 4.2. Farkli bir seri ile iliskili asimptotik yayilim 6rnegi

4.4. Asimptotik A¢ilimlarda Islemler

Kismi tiirevli denklemlerin yaklasik bir ¢éziimii arandiginda, bilinmeyen fonksiyonlarin
acilim1 denklemlerle degistirilir ve temel islemlerin gegerli oldugunu varsayiyoruz. [23,

24, 25].

Dizi fonksiyonlarinin E 6zelligine ve E lizerinde toplam bir diizenin varligina bagh
olarak, sonu¢ asimptotik ac¢ilimlarin boliinmesinden ek, c¢ikarma, carpma ya da
boliinme, daha dogrusu sonu¢ muhtemelen biiyiitiilmiis bir asimptotik dizilimdir.

Bununla birlikte farklilasma bazi sorunlara neden olabilir. Ornegin;

f(x.e)=xze

fonksiyonu diisiinelim. Burada € istenen kiigiik bir parametredir. Bu fonksiyonunun bir

asimptotik acilimi1

f(x,e)=+/x+0(1)

olsun. Bu agilim, 0 <x <1 alanindaki gecerli bir yaklagimdir. x’in f’ye gore tiirevi
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daf 1
dx 2JX +¢

verirken, </x ’in tiirevi

d/x 1

dx  2Jx

verir, 0<x<1 alaninda —, af nin asimptotik bir genislemesidir. Ciinkii
2\/; X

1

F —©, X — 0 dir. Buna karsilik, terim entegrasyon terimi, 6rnegin X =0 i¢in
X

E(X+8)3/2 —263/2 :ZXB/Z +0(1)
3 3 3

elde edilir. Farklilasma ile karsilagilan zorluk, fonksiyonun f’sinin daha iyi bir

yaklasimiyla ortaya ¢ikan x =0 yakinindaki tekillikten kaynaklanmaktadir.

Not 4.4.1. Asimptotik bir agilimin olusturulmasi, dizi fonksiyonlarinin bir asimptotik
sirasinin belirlenmesiyle iligkilidir. Dizi fonksiyonlarini € olarak alalim. Cogu kez, bir
sorun ¢ikarsa, dizi fonksiyonlarinin se¢imi, toplam dizinin tanimlandig: haliyle E’nin
bir alt kiimesiyle smirlandirilabilir. Dahasi, dizi fonksiyonlarmin denklik siniflarinin

belli temsilcileri olan Gauge fonksiyonlarinin kullanilmasi uygun olabilir.

Bir asimptotik dizi elde etmek her zaman kolay degildir. Baz1 durumlarda dizilim dogal
bir sekilde goOriiniir, ancak farkli durumlarda dizilim, asimptotik acilimin
olusturulmasina paralel olarak terimle terim tarafindan yapilir. Singiiler pertiirbasyon
problemlerinin analizi i¢in arastirilan SCEM y6ntemi asimptotik genisleme kavramina
dayanir. Ortak bir kullanim ile elde edilen asimptotik acilim regiiler degildir. Aslinda

SCEM’in 6nemli bir 6zelligi, genellestirilmis asimptotik acilimlar1 kullanmaktir.
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4.5. Diferansiyel Denklemlerde Asimptotik Coziimiin Bir Uygulamasi

2
&Y e Y1120, y(0)=0, y(0)=1 (48)
dx<  dx

problemini ele alalim. Hava siirtinmesini ele alan atis hareketini ifade eden

problemdeki € = LS ile tanimlidir. Coziim i¢in oncelikli olarak
mg

y(x) =yy (x)+ ey (X) +&2y5 (X) +... (4.9)

yaklagimini ¢oziim kabul edelim ve ifadeyi diferansiyel denkleme uygulayalim. 3

terimli asimptotik yaklagimi arayalim.

Y () =y, () +ey; (X)+%y, (x) +...

=Y (X)+eyy (x)+£%yy’ (x)+0(e3)

ve

Y () =y, () +ey;” () +€%yy" (X)+...

=Y, (X)+ey;" (X)+82y2" (x)+ 0(83)

elde edilip (4.8) denkleminde yazilirsa;

"(x)+eyy” () +82y5" () + ey, (0 +82yy (X)+&%y; (x)+1+0(g°) =
Yo (X)+ey; (X)+e%yy (X)+ey, (X)+e7y; (X)+e7y;(X)+1+01e”)=0 olup
82(yz"(x)+y1'(x))+sl(y1"(x)+yo'(x))+s°(yo"(x)+1)+0(s3)=0 elde edilir.
Polinom esitligi kullanilarak

yo () +y; (x)=0

yi () +y, (x)=0
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Yo (X)+1=0

ve baslangi¢ kosullar1 da kullanilarak

y(0)=0=> y, (0)+ey; (0)+£2y,(0)+0(e3) =0

=Y,(0)=0, y;(0)=0, y,(0)=0

y'(0)=1=y, (0)+ey; (0)+22y, (0)+0(e3) =1

= yO' (0)=1, Y1’ (0)=0, y2' (0)=0

elde edilir. Bulunan biitiin degerler tekrardan diizenlenirse

o) LYo (X)=-1
yo(O) = 0

yol (0) =1

O(e) c oy (X)+y, (x)=0

yl' (0)=0

o(e?) Ly ()+yy (x)=0
y,(0)=0

yZ'(O) =0

baslangi¢ deger problemleri elde edilir.

Simdi bu denklemleri ¢6zersek;

yox-2X
0 2
o X
1775 "%

37

(4.10)



x> x4

- = 4.11
Y2 Y (4.11)

¢Oziimleri elde edilir.

Bu ifadeleri (4.9) yerine yazarsak

X2 x% X3 2|:X3 xq
V(X){X?}”[TT}” T #12)

3 terimli asimptotik a¢ilim elde edilir. (4.8) denklemimizin tam ¢6zlimii ise;

(4.13)

Tam ¢oziim ile asimptotik ¢éziimii kiyaslayalim. Bunun icin (4.13) denkleminde yer

alan (1—6_8)() terimini Taylor seri agilimi ile;

2,2 3,3
(1oe®)oexEX L EX (4.14)
2 3l

elde edilir. Bunun tam ¢6ziimii (4.13) uygulanirsa

82X2 83X3 1+¢ X
y(x)=|ex— + || ===

2 3!

Fes &€
gz[z_x_z o j 1+e)_x
g 2 3t ) g2 €
€ 3! €
X X2 8X3 8X2 82X3 X
e T Xt ——
e 2 3 2 3! €
X2 e 3 8X2 82X3
=t A X —— o ——
2 3l 2 3l
2 2 .3 3 .4
:[X_X_jﬂ(iﬁ_]%z(X__X_]+o(83) @.15)
21 21 3l 31 4l



elde edilir. Asimptotik yontem kullanilarak tam ¢6ziim elde edilmis oldu [26].

1/10 Parametre Degeri igin Nimenik Cézim ile
Asimptotik Yaklagsimin kiyaslanmasi
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Sekil 4.3. Ornek 4.9.” nin asimptotik ve niimerik ¢dziimlerini kiyaslayan grafik

Ayrica
gy’ (x)+2y' (x)+2y(x)=0, 0<x <1, y(0)=0, y(1)=1 (4.16)
singiiler pertiirbasyon problemini ele alinsin. Bu problem regiiler acilim ile ¢oziimii

olmayan sinir deger problemidir.

39



y(x) ~ yo () +ey (%) +... (4.17)

yaklasimini ele alalim. Boylece (4.17) yaklagiminin (4.16) problemine uygulanmasi ile

yi () +2y, (x)+2y,(x) =0, y1(0)=0, y,(1D=0
yo (x)+2y; (x)+2y;(x)=0, y»(0)=0, y,(1)=0
Yo (X)+yg (x)=0, yo(0)=0, yo=1

denklemleri elde edilir. Buradaki
Yo (x)+yg (x)=0, y(0)=0, y (D=1

problemi igin yo(x)zce_x bulunur. Burada Y fonksiyonunun bu iki smir sarti

saglamaz. Dolayisiyla singiiler pertiirbasyon problemlerini regiiler agilim kullanarak

¢ozmek miimkiin degildir.
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5. BOLUM

ARDISIK TUMLER ACILIM METODU (SCEM)

Bu bolimde MMAE yontemin isleyisini 6rnekler lizerinde ayrintili olarak incelemek
daha agiklayici olacaktir. Bunun i¢in oOncelikle Ornekte Eslestirilmis Asimptotik
Agilimlar Metodu (MMAE) nin isleyisi iizerinde duruldu ve daha sonra ayni 6rnek
tizerinden devami olarak Ardisik Tiimler A¢ilim Metodunun (SCEM) isleyisi anlatildi.
Son olarak SCEM yo6ntemi, tam ¢6ziim ve MMAE ile karsilastirildi. Simdi,

ey'+y =1+2x, 0<x<1
y(0)=0, y(1)=1 (5.1)
denklemini ele alalim [17].

MMAE YONTEMI

Denklem 2. mertebeden lineer adi diferansiyel denklemdir ve tam ¢oziimiinii bulmak
zor degildir. € =0 igin (5.1) denklemi mertebe kaybedecektir. Onceden de bahsedildigi
gibi bu tip problemler “singiiler pertiirbasyon problemi” olarak adlandirilmaktadir.
Problemin MMAE ile ¢6ziimiinde dort adim izlenecek ve tek terimli asimptotik

yaklasim elde edilecek.

Di1s Coziim
y ()~ Yo () +&y; (X) + €2y, (X) +.. (5.2)

seklindeki asimptotik ¢6ziim benimsenir. Bu yaklagim (5.1) denklemine uygulanarak

S(yo(X)+8y1(X)+82y2 (x)+...)” +(yo(x)+sy1(x)+82y2(x)+...)’ =1+2X (5.3)

denklemi elde edilir.
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&g’ (X)+2yy" (X)+3y," (x) +yy (X)+eyy (X)+£%y, (x)+0(e3) =1+ 2x
olup
&2 [yl" (x)+y2'(x)]+s[yo"(x)+ 1 (X):|+y0' (x)+0(e3) =1+ 2x (5.4)

denklemi elde edilir. Buradan ise; € =0 i¢in

Yo (X) =1+2x
’ dyo
yo (x)=1+2x = =2 =1+2x
dx
ve
dyg =(1+2x)dx
yo()=x%+x+K, KeR (5.5)

denklemi elde edilir. 2 sinir sarti olmasina ragmen yo(x): X2 4 X+ K, KeR genel

¢oziimiinde yalniz bir tane keyfi sabit bulunmaktadir. Yani verilen yaklasim 0<Xx <1
araliginin tamami tizerinde gegerli olacak bir ¢oziim tiretemez. Bu yiizden x =0 ya da
x =1 noktalarin birinde farkli bir ¢6ziim anlayisinin benimsenmesi gerektigi bir
bolgenin (sinir tabaka) varligidir. Simdilik sinir tabaka x =0 noktasinda olsun.

Boylece;

yD=1=y,(D=1=y, (D=1 +1+K=1=>K =-1

Dolayistyla;

Yo (X)=x?+x-1 (5.6)
dis bolge ¢oziimii elde edilir.
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Simir Tabaka Coziimii

X =0 noktasinda sinir tabakay1 almistik. Bun bagl olarak

x=2 .. (5.7)

doniistimii ile yani sinir tabaka koordinatlari ele alinsin. Bu doniisim X =0 i¢in € >0

durumunda bolgeyi gerer. Bu yiizden (5.7) doniisiimii “germe doniisimi” olarak

adlandirilir. Dolayisiyla X dayanan ve X =0 noktasina gegerli olan ¢6ziimii (p(X) ile

gosteririz. Zincir kurali yardimiyla;

x|

d
dx

_ _ (5.8)

M | =

o |
<
o
><||'—‘

a4
dx
elde edilir. (5.8) denklemi (5.1.) denklemine uygulanirsa;

2 _
8_1%+8_1d—)—/=1+ 2eX (5.9
dx dx

denklemine doniisiir. Denklem ¢ ile carpilirsa
y”(i)+y'(§):e(1+ 26X) (5.10)

elde edilir. Sinir sart1 icinse X =0 i¢in

y(0)=0= x=2=0=v(0)=0 elde edilir. Burada ise
S

v(%) ~ 7o () + &My (X)+.4>0

sinir tabaka yaklasimi benimsenebilir. Bu agiliminda (5.9) denklemine uygulanmasi ile

y(i) ~Y0 (;)+ ayl(i) + szyZ (i) +... denklemi i¢in
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y”(§)+ y’(i) = ¢(1+2¢x) denkleminde yerine yazarsak

!

(10 () +em () +£272 ) +..) + (10 ()4 e () +...) =e1+26x)

vo (%) ey (&) +&2y, () +7g (X)+ey, (X)+...=e(1+ 2ex)

elde edilir ki tek terimli asimptotik agilim elde edilmek istendiginden € =0 igin
Yo' (x)+7¢' (x) =0 elde edilir.

Artik problem

0

1o (X)+719 () =0, y(0)

seklini almistir. Bu problemin ¢oziimiiyle de CeR keyfi sabit olmak tizere

o) =c-(1-ex)
denklemi elde edilir. Bu ¢6ziim C sabiti igermektedir.
Sonraki adimda C sabiti belirlenmektedir.

Acilimlarin Eslestirilmesi

Siir tabaka ¢oziimii (i¢ ¢6ziim) yo(i)zc-(l—e_;) seklinde bulunmustur. CeR

sabitini belirlemek gerekmektedir. Onceki adimlardaki i¢ ve dis yaklasimlar aslinda

aym fonksiyona ait farkli bolgelerdeki agilimlardir. X =0 noktasinda ki sinir tabaka ve

. . . - X SR
€ —0 i¢in x sabit tutulursa X =— — o oldugu goézoniine alinarak
€

lim yo(x)= lim y(x)
Xx—0 X—>00

esleme prensibi elde edilir. Dolayisi ile
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lim x2+x—1= lim C-(l—e_x):>C=—1
X—0 X—>00

= Yo ()_() = e_; -1

bulunur. I¢ ve dis bdlge icin gecerli olan 2 farkli ¢6ziim elde edilmis oldu. Ancak farkli

bolgelerde gegerli olan farkli ¢oziimler yerine, tekbir ¢dziimle ugrasacagiz.

Birlestirilmis Coziim

Bu kisimda amag 0 <X <1 araliginda bir tek ¢6ziim elde etmektir. Bunun igin i¢ ve dis
¢Oziimii toplayip, ortak bolgedeki (overlapping region) degerler ¢ikardik. Boylece bu

degerler iki kez sayilmamis oldu.

Yani;
y ~ Yo (X)+70(x) =y (0)
ya da

y = Yo (%) +70 (x) =y ()

durumlarn birlesik ¢6ziimii verecektir. Boylece

y~( 2 x—1)+e ™ 1-(-1)

ve buradan da

y~X°+x—1+e7X (5.11)
i¢ ve dis bolge ¢ozlimlerinin ilk terimleri alind1 ve tek terimli asimptotik yaklagim elde
edildi. Birlestirilmis ¢oziim, i¢ ve dis ¢oziimiin toplanip, ortak bolgedeki degerlerin

¢ikarilmasi ile elde edildi.

(5.1) denkleminin tek terimli birlesik ¢oziimi bile, problemin tam ¢6ziimiine

denkleminin oldukc¢a yakin bir yaklagim verilmistir. Daha hassas ¢6ziim i¢in agilimlarda
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daha fazla terim kullanmaya ihtiya¢ duyulur. Birlesik ¢6ziimiin nasil olusturuldugunu

gorsel olarak aciklayalim.

ic acihm
f_/! Dis acilim
l | l
0 € ny n; (¢) n, 1

W_J

Ortlisme bolgesi
Sekil 5.1. Ortiisme bolgesini ifade eden sekil [6]

Simdi SCEM yéntemi ile (5.1) denkleminin ¢dziimlerini inceleyelim. Oncelikle yontemi

asama agsama aciklayalim:
Yontem icin on bilgiler

Ikinci mertebeden iki simir degeri verilen singiiler pertiirbasyon problemini asagidaki

bicimde ele alalim.
ey’ (x)+p(x)-y (x)+q(x)-y(x)=r(x) a<x<bh

Denklemin sinir kogullar1 y(a)=a ve y(h)=p. Burada 0<e<1, p(x), q(x) ve r(x)

fonksiyonlaridir. Simdi, € -0 verilen denkleme uygulanirsa,

p(x)-y(x)+q(x)-y(x)=r(x) a<x<b

denklemi elde edilir. Iki tane sinir kosulu olmasina ragmen sadece bir tanesini denkleme
uygulariz. Ayrica € —>0 oldugundan ¢oziimde hizli degisiklikler meydana gelir.

Degisimlerin meydana geldigi bolge i¢ ¢oziim ve dis ¢oziim denilen tabaka olarak

isimlendirilmektedir. [a,b] araliginda tiim x igin p(x) >0 ise solda ve aralikta bir smir

tabakas1 olusur. Eger biitiin x icin p(x) <0 ise o zaman araligin sag ucunda bir smir

tabakas1 olusur.
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SCEM yontemi MMAE nin daha alternatif yontemi oldugundan bu yontemlerle elde
edilen verileri karsilastiracagiz. Bunun i¢in asimptotik yaklasimlarla ilgili baz1 temel
tanimlara goz gezdirdikten sonra, MMAE ydntemini inceleyecegiz. Sonrasinda ayrintili

olarak Ardisik Tiimler A¢ilim Metodu (SCEM) anlatacagiz [27].

SCEM icin MMAE

Fonksiyon Q'da diizenli olmadigindan farkli durumlar meydana gelir. Bu yiizden
n

0 (X, 8) =E 0= ZSi (S)Yi (X, 8) yaklagimlarindan biri sadece kisitlanmis bir bdlge
i=1

Qy €Q dir ve buna “dis bolge” denir. Singiiler pertiirbasyon problemini ele aldik ve

sinir katman alanlarini (sinir degerlerini) tanittik.
Burada en basit haliyle €3y =€ -0y olarak belirtilen ve orijin yakininda bulunan bir i¢

- X=X
alan ad1 getirdik. Genel olarak sinir tabakas1 degiskeni X = C(—)O olarak ifade edilir.
€

Burada Xq, degisimlerin meydana geldigi noktadir ve C(S) siir tabaka kalinligi

ifadesidir. €;’de diizenli bir acilim olusturur ve asagidaki ifade yazilir.

82 (x.2)=Eiop =55 (&)oY (x) (5.12)
i=1

I¢ agilim operatorii E; ve Qq’de dis agilim (genisleme) operatorii Ep ile ayni sira

&(¢) ’da tanimlanur.
Eq; boylece O—E10= 0(5(8)) ve bu yiizden

¢ =Egp+E10—E1Eqd (5.13)

Agikga tek diizen (esit) gegerli yaklasimdir [17, 29, 10].
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Bu yontemle MMAE’de iki ayr1 bolge i¢in, iki ayr1 ¢6ziim bulundu. Daha sonra tiim
alan tizerinde UVA elde edildi. Coziimler limit islemi kullanilarak eslestirildi. Fakat
MMAE’ye ayrilmis tiim caligmalara ragmen, yontemin genel bir matematik teorisini
formiile etmek miimkiin degil. Bu sebeple onu agiklayici bir 6rnek iizerinden inceledik.

Bu yiizden, 2. dereceden singiiler pertiirbasyon problemini ele aldik.

Onceki béliimlerde de bahsedildigi gibi, ardisik tiimler ag¢ilim metodunu kullanarak
eslesmeden kurtulabilecegiz. SCEM, MMAE’de kullanilan yontemin ters ¢evrilmesi
gerektigi fikrine dayanir. Ilk olarak, esit gecerli yaklasim (Uniformly Valid
Approximation — UVA) yapisi kabul edildi ve daha sonra yontemlerle UVA
olusturuldu[28]. Esit gecerli SCEM yaklasiminin regiiler formu;

— n —
vy oM (x,x, ) = > 5 (s)[yi (X)+@; (x)]
i=0
olup, burada §; asimptotik dizidir ve (pi(;), X bagli tamamlayict ¢6ziim
fonksiyonudur. y;(x) fonksiyonlari MMAE tarafindan bulunan dis ¢dziim yaklasim

fonksiyonudur ve yalmzca x’e degil ¢ baghdir. y;(x) ve ¢;(x) fonksiyonlar1 ¢

baglhdir ve genellestirilmis SCEM yaklasimi olarak adlandirilan, diizgiin gecerli SCEM
yaklasimi agagidaki gibidir [29].

n
yngSCEM(X, X, 8) = ZS(a)[yi (X,€)+ (Q,a)} (5.14)
i=0

N =0 i¢in yaklagik bir ¢oziim aranir. Yani, asagidaki gibi bir yaklagiklik aranir.

scem (

Yo X, X, s) =¥o (%,&)+¢p (x,¢) (5.15)

Simdi (5.1) denkleminin ¢6ziimii i¢in yeterli bilgiler verilmis olup SCEM metodu

uygulanabilir hale geldi[33].

(5.1)’ in tam ¢6zUiimii;
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—X
y(x)=x%+(1-2¢)x + 28_11 (1—e g )

l-ect

olarak elde edilir. Kesin ¢6zim MMAE ve SCEM’ gore sirastyla yaklasik ¢oziimleri

bulmasina izin verildigini bildigimizden, onlar1 karsilastiririz.

£ =0 igin dig ¢oziim olarak yo(x) bulalim. Bu yiizden;

yO'(x):1+2x:>CLﬁ:1+2x
X

= dyp = (1+2x)dx

:>yo(x):x2+x+K , KeR
X = 0 noktasindan uzakta, bu ¢oziim sinir kosulunu saglamalidir.
Yani;

yO=1=y,(D=1=K=-1

=vo(x)=x%+x-1 (5.16)

elde edildi.

I¢ ¢dziim yaklasimini elde etmek i¢in smir tabaka ¢oziimiinii uygulayalim.

x=2 (5.17)
€

Bu yiizden;

1 " 1 ’ v

0 (x)+g(p (x)=1+ex (5.18)

bulunur ve (5.18) denkleminin her iki tarafi € ile ¢arpilirsa;
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0" (X)+¢' (x) =l +ex) (5.19)
elde edilir. I¢ ¢oziimii elde etmek icin € =0 alinir ve
(P()” (X)+(P0' (x)=0

elde edilir. Genel ¢ozlimiin ise
@0(§)=C-(l—e_;), CeR

bu sekilde oldugunu biliyoruz. Islem yapilirsa C=—1 bulunur. Dolayisiyla i¢ ¢dziimii

(smir tabaka ¢oziimii)

(0%) (x)=e>-1

Dolayistyla, birlesik ¢6ziim;

y(x) = yo (x)+@qg &)—y ortak
X2t x-1+e % —1-(-1)

~x24x-lye ¥

birlestirilmis ¢6ziim elde edilir.

Simdi MMAE’den sonra SCEM ¢6ziimii i¢in devam edelim. (5.1) denklemine gore,

Yo (x)= X2 + X —1 dir. Boylece,

Yo* M (x, X, &) =x% + X1+ g (X, £) (5.20)

olur. (5.20) denklemini asagidaki denkleminde yazarsak
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8_do)|(2 yoSM (x, X, 8)+%yoscem (x, %, &) =1+2-x-¢
d2 2 = d 2 _ _
= e—> (x +X—1+(p0(X,8))+—(X +X—1+(p0(X,8))=1+2-X-g
dx dx

= 2eX +1+%(p0’ (;,8)+ 28+8'8i2(p0” (i,g) =1+2xe
= 2%' (x,e)+ zg%%" (x,£)=0
Denklem diizenlenirse
9o (x,8)+2e% +¢g" (x,8) =0
ve
9o (X,8)+ 9" (x,2) =267 (5.21)

olup, 2. dereceden homojen olmayan lineer diferansiyel denklem elde edilir. Dolayisiyla

genel ¢oziimii iki adimda buluruz. (5.21) denkleminin homojen ¢6zlimii,

0y’ (&) +og (x,£)=0

:m2+m:0

denkleminin ¢6ziimii yapilirsa
m(m+1)=0=m=0 ve m=1

bulunur.

yog(x.e)=H+1-e* HJIeR

bulunur. Homojen olmayan denklem ¢6zlimii i¢in ise, oncelikle 6zel ¢ozlimii bulacagiz.

9o’ (x.£)+0q (x,8) =—2¢
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oldugundan
Pop (;, 8) = —2xe

bulunur. Sonug olarak denklemimizin ¢oziimii

0 (x,8) = H+J.e7% —2xe?
bulunur. (5.21) denklemi goz 6niine alindiginda

scem (

Yo X';'8)=yo(§78)+¢0(§,8)

=x?+x-1+H+J-e X —2x-¢&? (5.22)

elde edilir.

Simdi sinir tabakalarini belirleyelim.

X=0=>X=

o | X

9:o:>yosce”‘(o,0,g)=o (5.23)
€

X=1=x=

™ | X

1 1
=~=y [1,;,8]:1 (5.24)

(5.23) ve (5.24) kullanilarak

2 X 8T 2

scem ( +X-1+H+J-e ¥ -2-x-¢

Yo X,X,€) = X

Yo ¥ (0,0,e)=-1+H+J=0=>H+J=1=J=1-H

1

yoSeem (Llf’j —1+1-1+H+(1-H)e & -2 =1
€

-1 1
=1+H+e€é¢ —H-g¢ € -2¢=1

-1 -1
=>H-H-e¢ =2¢-e¢
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-1

:>H:28—e?
-1
1-e¢
bulunur.
-1 -1
yoscem(x,i,g):x2+x—1+Zg_e_i + 1_28_—ej 67X _2X.g2
1-es l-e®
-1
:>x2+x—1+28_%j + 1_%1 X% (5.25)

l-e¢ l-e¢

ve x yerine L yazarsak

e
-1
€ —
Y()scem(x)zx2+x—1+28 el L Zi e _2.X.g2

o F- €

l-e¢ l-e¢
-1

2e—et [(1-28)

= x%+x-1+ ¢ - _1-e8 —-2-e-X (5.26)

SCEM yaklasimi elde edilir.

Su an i¢in (5.1) denkleminin ii¢ farkli ¢6ziimiinii bulduk. Bunlar Eslestirilmis A¢ilimlar
metodu (MMAE), Ardisik Tiimler A¢ilim Metodu (SCEM) ve tam ¢oziimdiir.

—X
Ytam ¢oziim (X)=X2+(l—28)x+ & — l1—e €

1—e?

—X
Vhirlesik cozim (%:€) =X2 +x-1+e &  (MMAE)
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Yscem (x,x,8)=x% +x -1+ I +

-1
2 2¢—e ¢t 1-2¢
-1
l-e¢ l-e¢

—X

-e &€ —2¢eX

Asagida verilen sekil ve tablolarda ¢oziimlerin kiyaslamasi goriilmektedir [6-30]

Tablo 5.1. Problem (5.1) i¢in ¢esitli € degerlerinin MMAE ve SCEM yaklasimlari

€ MMAE Yaklagim SCEM Yaklagim
0.0001 0.001146036648629 0.001146036648629
0.0005 0.005730183242787 0.005730183242787
0.0010 0.011460350798498 0.011460350798498
0.0050 0.057047561195172 0.057047561195172
0.0100 0.112864481039688 0.112864481039688
0.0500 0.513159514418249 0.513159531588828
0.1000 0.901557814477664 0.901920266712351
0.3000 1.339243905573495 1.569217796713238
0.5000 1.057355422358385 1.719659382215715
0.6000 0.991379731889011 1.750119945541900
0.8000 1.119711839328917 1.782048657856496
1.0000 1.404221050193842 1.797421134420320
1.2
‘I —
08
06
8 04
=

*\*nﬁ e
Py, =

S I
R AR
! ! ! ! !

—— Tam ¢6ziim
--- MMAE yaklasim1

+ SCEM yaklagimi

Sekil 5.2.

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

06 0.7 0.8 09 1

£€=0.3 i¢in (5.1) denkleminin SCEM, MMAE ve tam ¢oziimlerini

karsilastiran grafik
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06+ .
04+  — Tam ¢ozim
0.2~ --- MMAE yaklagim —
i + SCEM yaklagimi -

y(x)

-0.2 f
-0.4 _
-06 —
0.8 f

-1 \ \ \ \ \ \ \ \ \

01 0.2 03 0.4 0.5 06 0.7 08 09 1
X

Sekil 5.3. £€=0.01 i¢in (5.1) denkleminin SCEM, MMAE ve tam ¢dziimlerini
karsilagtiran grafik

Bir baska 0rnek ve karsilastirmalari agagida verilmistir:
ey +2y' +2y=0, y(0)=0, y(1)=1, 0<x<1 (5.27)

problemini ele alalim [19]. Bu problem X =0 noktasina yakin hizli degisimler sergiler.
Bu bolge sinir tabakasi ya da i¢ tabaka olarak adlandirilir. Fakat dig bolge denilen diger
kisim {izerinden, ¢6ziim farkli bir davranig sergilemez. Bu bolge, X =0 noktasindan

uzak olan bolgedir. Simdi dis ¢6ziim i¢in asagidaki yaklasimi ele alalim.

y(x) = yo (x) + ey (x) +&2y5 (X) +... (5.28)
(5.28) yaklagimini (5.27) yerine yazarsak

s(yo" (x)+ey; (x) +...)+ 2(y0' (x)+eyy (x)+...)2(y0 (x)+ey; (x)+...)=0 (5.29)
elde edilip, € =0 igin, diferansiyel denklem

Yo +Yo =0 (5.30)

X

bulunur. (5.30) denkleminin ¢oziimiinii yo(x)=A-e*, AeR olarak buluruz ve

X =1 dig sinir sart1 uygulanirsa
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yo(x)=e% (5.31)

dis ¢dziim bulunur. i¢ ¢6ziim elde etmek igin, smir tabakanin X =0 noktasinda oldugu

kabul edilip

x|
Il
o | X

(5.32)

yaklagimi ile elde edilecek olan bu yeni koordinatlar sinir tabaka koordinatlar1 adiyla
anilir. Bu doniistim yardimiyla X=0 i¢in € >0 durumunda bolgeyi gerer. (5.33)

denkleminin zincir kurali yardimiyla uygulamasi ile;

d_dxd 11 53
dx dx dx & dx '
bulunur ve (5.34) denklemi (5.27) yerine yazilirsa;

1d?y 1y
et +2 T +2y=0 (5.39)

dx dx

bulur. (5.35) denkleminin her iki tarafi € ile ¢arpilirsa;

2
L LI T (5.36)
dx X
(4.5.9.) lineer diferansiyel denklem elde edilir ve
y(;)zyo (§)+8yl(§)+823(2 (x)+... (5.37)

sinir tabaka yaklasimi benimsenir. Sadece (5.37) yaklasimimin ilk terimiyle

ilgileniyoruz, € =0 igin hesaplamalar yapabilir. Bu yiizden;
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2
d_’yzo +2dy__0:0 (5.38)
dx dx

denklem elde edilir. X=0 (x=0=>x=0) smir sart1 dikkate alindiginda (5.38) genel

¢Ozumil

vo()=p-(1—e¥), BeRr (5.39)
olarak bulunur. Burada B sabiti bilinmemektedir. B’yi saptayabilmek i¢in esleme
prosediiriinii kullaniriz. Simdiye kadar farkli bolgeler icin gegerli olan iki ¢6ziim

bulduk. Ancak, bu yaklagimin ayni isleve ait oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla esleme

prosediirii olarak, limit alirsak [4-20],

lim yo(x)=lim y(x) (5.40)

Xx—0 X—>00

yazilir (5.40) denkleminden,

o (x) = (e—etX)

ulaginiz. Bu kisimda, birlesik ¢6ziim elde edecegiz. Bunun icin i¢ ve dis ¢ozlimleri

ekleyip, ortak sinir1 ¢ikartiriz. Bu durumda,

y = Yo (X)+70 (i)—yo (o0) olur.

Tim alan tlizerinde gecerli olan birlesik ¢oziime ulasiyoruz. Grafikleri asagidaki

gibidir [31].

1-=2
1-X
Ybirlesik ¢ozim ~€ ~ —€ °©
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eps = 0.01 Parametre Degerleri icin Tam C6zim ile
Asimptotik C6zUmUn Kiyaslanmasi

ST T 17 T T T T T T 1

25+ T

Cozimler

— : Tam Co6zim
: : : i | — :Asimptotik
. : . : Yaklagim
ol 1
o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
x-ekseni
Sekil 5.4. &£=0.01 i¢in (5.27) denkleminin tam ve asimptotik ¢oziimlerini kiyaslayan
grafik
SCEM ¢06ziimii icinse;
YOscem(X,§8)=YO(X,8)+<P0(§18)

denklemini uygulariz. Dolayistyla

scem (

yo>M (x,X,&) = e +¢p (x,€) (5.41)

elde edilir.
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(5.41) denklemini

oM (x.%,6) = 3751 6)yi (x.6) + 01 (%, )
i=0

esitliginde yerine yazdigimizda

s%yoscem(x,i,a)+2:¥xyoscem (x,%,€)+2y>®M (x,x,£) =0 (5.42)
2
= sd—z(el_x +¢q (i, 8)) + ZE(el_X +¢g (i, 8))+ 2(el—x +¢q (Q, s)) =0
dx dx
— g6k +8-i2 .9 (X,€)- 2glEX _ pgl-eX -I-E(po' (X,&)+2¢p(x,6)=0
€ €
1 n (= 2 (T " 1—e§
= = 0g" (x.8)+= 0 (X&) + 200 (x,8) = —ze
€ e
= (PO” (%, s) + Z(po' (;, 8) +2e@q ()_(, 8) =5 -el_gi (5.43)

2. dereceden homojen olmayan lineer diferansiyel denklem elde edilir. Genel ¢oziimii

iki adimda buluruz.

Homojen denklemin ¢oziimii

0o’ (X,8)+ 200 (x,&) + 2600 (x,2) =0
ve

m2+2m+28=0

karakteristik denkleminin ¢6ziimii yapilirsa

274-4-2¢

2

= -1Fv1-2¢

kokleri elde edilir.
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Pog ()_(, g) = S.e(OH'iB) +R _e(a—iB)x

g (5) 5. ) 7 FE) 57

bulunur.

Homojen olmayan denklem ¢oziimii

Burada denklemin 6zel ¢6ziimiinii bulduk.

(po" (>_(, 8) + 2(p0' (>_(, 8) + 28 ()_(, 8) —_g2. el_g; (5.44)
olup, burada ¢6ziim i¢in belirsiz katsayilar metodunu kullaniriz. Céziim igin,

Pop (>_(, 8) =G -el_‘g;, GeR (5.46)

ve (5.46) ifadesinin tiirevlerini alirsak

0o (x,6)=—¢-G X ve 0o (x,6)=¢%-G glex

ifadelerini (5.44) denkleminde yerine yazarsak
2.G el X +28(—8-G .el—gx)+ 2.5.G.gl e = _g2.gleX

olup g2.G el = g2 gl ,G=-1
bulunur. Sonug olarak (5.41) denkleminin ¢6zlimii agagidaki gibi bulunur.

0o (x,6) =5 X1 i-28) | 3 x(-1-VA-28) _gloox (5.47)

olup
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yoSeem (X,;, 8) =Yo(X,&)+ g (i, 8)

_ e]__x 4S. eX(—l+\/l—28) i o eX(—l—\jl—ZS) _ el—SX (5.48)
elde edilir.
yoscem (X,i,e) esit gecerli bir yaklasim oldugundan sinir kosullarini saglar. Simdi sinir

kosullarin1 belirleyelim.

X=0=x=2=0 (5.49)
€

(5.50)

X=1l=X=

- X
&

™ |

(5.49) ve (5.50) denklemleri kullanilarak

YoSM (x, X, &) = olX | g o X(-1+1-2¢) _ g ox(-1-V1-2¢) _ jl-ex

% g (X(2e) _ X Ze) ) _ 1€ (5.51)

(5.50) ifadesi (5.51) de yerine yazilirsa

CE 1
yo (1, S 8) —et? i) g pEze) e g

+S-e¢
€

( Y14 20)
=1+S-\e® —

:S( Y 141 22) _eg—m——zs)j

e¢

1(—1—\/1—28))
ee€ -1=0

1
1(—1+«/1—28) 1(—1—«/1—28 )
e oS

_e8

=S=

elde edilir. Dolayisiyla;
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B x(—1+/172e) _ x(-1-V1~2¢)
yoscem (X X 8) _elx € € 1-ex
Yi2e) L1420
e¢ €
X'=— oldugundan dolay1 X yerine X yazilirsa
€ €
Xcadt2e)  X(-1-1-2¢)
— € —_p¢ o
L i2e) (—1—*)
ee —et
X(“14y12¢)
e¢
=— - (5.52)
“(-1+172e)  =(-1-v12¢)
eé —eé&
yaklasgik ¢oziim elde edilir. Denklemin tam ¢oziimii ise,
Y(c1ei2e) X(-1-A2¢)
ee ee
Yexact (X) = (5.53)
Yowdi2e)  Yavicze)
e¢ —e¢

Dolayistyla SCEM kullanarak tam ¢6ziime ulagsmis olduk[6-30]

25 T
+r*#++%—‘»++4.++ iy
s 4 s N = _
*+++ n P
+4 — Tam goziim
*+*+++
/ JNHF**M --- MMAE yaklagim
15+ ++“L“\++ + SCEM yaklagimi -
2
>
1 r
0.5 _
0 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 06 0.7
X
Sekil 5.5.

¢=0.1

icin (5.27) denkleminin SCEM,MMAE ve tam ¢o6ziimlerini
karsilastiran grafik

0.8 09
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25

— Tam goziim
--- MMAE yaklasimi

+ SCEM yaklasimi

0.5 -

| | | |
0.1 0.2 03

| | | |
0.4 0.5 06 0.7 0.8
Sekil 5.6.

09 !
€=0.01 i¢in (5.27) denkleminin SCEM,MMAE ve tam
karsilagtiran grafik

¢Oziimlerini
5.1. Lineer Olmayan Adi Diferansiyel Denklemde SCEM Uygulamasi
Ornek 5.1.1.
gy’ () +2y (x)+e¥™¥ =0, x€(0,2), y(0)=0, y(1)=0 (5.1)
lineer olmayan adi diferansiyel denklemini ele alalim.

yoscem (x,i, 8) =Yo(X,&)+qg (i, 8)

oldugundan &ncelikle Yq(X,€) bulalim. MMAE ydntemine gore donersek yg(X,€) igin
¢ =0 olarak alinir. Dolayistyla;

g=0=2y(x)+e¥™¥ =0

= yo(x,e)= In(xiﬂj

elde edilir. Dolayisiyla;
™ (xxe) =i -2 o)
o X+1 ’

(5.2)
elde edilir. Boylelikle;
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yngscem (X,i,s) = In(i)ﬂpo (§,8)+Zn:sn [yi (X,8)+(pi(§,8)]

X+1 )
elde edilir.

x=2 olup(5.2) denklemi (5.1) denkleminde yerine yazilirsa;
€

s{(po (X,&)+In (iﬂ" + 2{@0 (X,&)+In (LH + e{q’()(;’g)m(Xilﬂ =1

X+1 X+1

denklemi elde edilir. Esitleme islemi yapilirsa;

s[(po"(i,g)+ ! }+2[(po'(§,g)—XiJrJ+e(p0(x’8)+i 0

(x+1) X+1

+209q (;,8)—i+e@0(x’8) +i =0

—=epy +&-
o (x +1)2 x+1 x+1

= &g (%,8)+ 200" (x,¢) = _%o(xe)

(x+1)°

elde edilir. Oncelikle verilen denklemin homojen kisminin ¢dziimii yapilirsa;

([)0” + 2(p0' =0

ve

m2+2m=0=>m(m+2)=0=>m=0 ve m=-2

elde edilir. Dolayisiyla ¢6ziim;
Pog ()_(;8) = H+J'e_2X, HJeR

olur. Simdi sinir tabakalarini belirleyelim.
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x=0=x=2=2_0=ysem(0,0)=0
e

£
x=1:§:§:>1:>yoscem(1,1,8j=0
3 ¢ €

(5.4) ve (5.5), (5.2) denkleminde yazilirsa;

yo>®™(0,0,6)=IN(2)+H+J-e720 =0

=I2+H+J=0
=H+J=-In2

elde edilir.

1

—2.=

yoscemﬂl,l,gj:In(§)+H+J-e & =0
€

-2
=In()+H+J-ee =0

:>H+J-e_—2=0
€

elde edilir. Dolayistyla;

-2
In2-e3 —-In2
H= -2 ve le 2l
- —e
l-e¢

elde edilir.

- 2 ) In 2(e‘2/8 —e‘2;)
yoscem(x,x,s):ln(x+1)+ =T

Asimptotik yaklagim ise;

) —2X
y(x):ln(—j—lnz-e &
X+1
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elde edilir. Dolayisiyla SCEM ¢oziimii asimptotik yaklasim olduk¢a yakin ve dogru

sonug verir[28]

Tablo 5.2. € =0,1 i¢in UVA Coziimii, SCEM yaklasimi ve Mutlak Hata

X UVA Coziim SCEM yaklagimi Mutlak Hata
0.000 0.000000000000 0.000000000000 0.000000000000
0.001 0.012725733435 0.012725733463 2838981493¢(-11)
0.005 0.60974133872 0.60974134008 1.359571344e(-10)
0.010 0.115695936573 0.115695936832 2.589762846e(-9)
0.100 0.504029730749 0.504029731985 1.2353316147¢(-9)
0.200 0.498130190310 0.498130191712 1.4025156036¢(-9)
0.300 0.429064776009 0.429064777435 1.4251414492¢(-9)
0.400 0.356442418964 0.356442420392 1.4286180016¢(-9)
0.500 0.287650603618 0.287650605047 1.4286180016¢(-9)
0.600 0.223139292470 0.223139293899 1.4286740679¢(-9)
0.700 0.162518353125 0.162518354554 1.428687672¢e(-9)
0.800 0.105360437654 0.105360439083 1.4286826582e(-9)
0.900 0.051293283830 0.051293285259 1.4286828040e(-9)
1.000 —0.00000001428 0.000000000000 1.4286828220e(-9)

08
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0.6 o
o 000\%‘0
d Co
0.4 s O%QQ
// C)oCb
o
0.3 / Cbbn
= p %
/ %a
024 ¢ OQ%
/ Q.
//I ‘0.O
o]
019 7 %o
I/l %0‘0
0 A / ©00.00
-0.1 T T T T T T T T T T
0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 0.8 0.9 1.0
Sekil 5.7. £=0.1 i¢in (5.1.1) denkleminin SCEM ve UVA c¢oziimlerini kiyaslayan

grafik
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6. BOLUM

TARTISMA, SONUC, ONERILER

Simdiye kadar baz1 6rnekler haricinde, agirlikli olarak akiskanlar mekaniginde meydana
gelen kismi diferansiyel denklemlere SCEM uygulanmistir. Dogrusal adi diferansiyel
denklemler ve singiiler pertiirbasyon problemleri icin bu verimli yOntemleri

uyguluyoruz.

Literatiire gore, diger mevcut yontemlerle elde edilen sonuglara gore, daha dogru
sonuclar elde edildi. Homojen problem (5.27) i¢in direkt olarak SCEM kullanarak
¢oziim elde edildi. Homojen olmayan (5.1) problemi i¢in oldukc¢a dogru yaklagimlara

ulasildi. Daha ileri karsilagtirmalar i¢in [31] incelenebilir.

“Lineer ve lineer olmayan adi diferansiyel denklemlerin ardisik tiimler agilim metodu
ile, ¢6zimii” isimli bu c¢alismada ayrintili bir literatiir taramasi yapilmistir. SCEM
¢Oziimiine ulagmak i¢in 6ncelikle MMAE ve UVA yontemlerinden bahsedilmistir. Daha
sonra bu yontemlerin devaminda SCEM metodu anlatilmis olup ilgili problemler tam
¢oziim ve MMAE ile karsilastirilmistir. Bunun sonucunda SCEM metodu MMAE’ye
gore daha dogru ve yakin sonuglar vermistir. Genel olarak lineer ve analitik ¢oziime
sahip olan problemler incelenmis, arkasina lineer olmayan bir denklemin SCEM
¢Oziimii de verilmistir. Boylelikle matematiksel kodlama programi yardimiyla bulunan
sonuglar grafiksel olarak kolaylikla kiyaslanmistir. Dolayisiyla bu yontemden oldukc¢a

iyi sonuglar elde edilmistir.
Sonug¢ olarak, SCEM smir deger problemi i¢in ¢ok uygundur. Bu kolay olan

uygulanabilir yontemde eslestirme prosediiriine gerek yoktur. Tiim hesaplamalar

matematiksel kodlama programi kullanilarak yapilmstir.
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